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Introduccion

Sea L un espacio de Banach y X un espacio paracompacto. Si consi-
deramos a C(L) := {D C L | D es convexo, cerrado y no vacio}, entonces
diremos que una funcién

f: X —C(L)

es semicontinua inferiormente si para cualquier A C L abierto, el conjunto
My={ze X | f(x)NA+#D} es abierto en X. En el ano 1956, el matemati-
co Ernest A. Michael demostré que bajo las hipotesis antes mencionadas,
siempre existe una funcién continua g : X — L, tal que g(z) € f(x) para
cualquier z € X. Dicho teorema es llamado “Teorema de seleccion de Mi-
chael”.

El objetivo principal de esta tesis es darnos cuenta de que las hipotesis del
Teorema de seleccion de Michael no pueden ser debilitadas tan facilmente,
sin reducir la gama de espacios a los cuales es aplicable el teorema. En lugar
de L, consideraremos Y un espacio cualquiera; Ademas, en lugar de consi-
derar a C(L) consideraremos a F(Y) = {A CY | A # () y A es cerrado}
y dotaremos a dicho conjunto de topologia muy particular. Demostraremos
que cuando Y es un espacio compacto y T3, entonces el Teorema de seleccion
de Michael se cumple para la funcién I'dp(yy) siy solamente si Y es un espacio
totalmente ordenado.

En el Capitulo 1 introduciremos las nociones bésicas y resultados princi-
pales que nos permitiran desarrollar los Capitulos 2 y 3 sin desviar nuestra
atencién de nuestros principales objetivos. Empezaremos dicho capitulo de-
finiendo conjuntos totalmente ordenados, asi como la topologia candnica que
suele asociarse a tales conjuntos, los cuales, dotados de esa topologia les lla-
maremos espacios ordenables. Posteriormente, demostraremos propiedades
basicas sobre espacios ordenables, estudiaremos su conexidad, caracteriza-
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8 INDICE GENERAL

remos su compacidad, y daremos un teorema que nos permitird contestar
parcialmente a la pregunta ;cudndo un espacio topolégico es un espacio or-
denable?, el cual serd una pieza clave para poder caracterizar a los espacios
que admiten selecciones continuas.

Una vez terminado el estudio de los espacios ordenables, empezaremos el
estudio de F(X), el conjunto de todos los subconjuntos cerrados de un espacio
topolégico (X, 7). Dotaremos a F'(X) de dos topologias, la topologia de Vie-
toris y la topologia de Fell, para posteriormente investigar sus caracteristicas,
asi como funciones continuas en dichas topologias que nos permitirdan enten-
der de mejor manera el comportamiento de algunas propiedades dentro de
F(X), tales como la convergencia. Cabe resaltar que estudiar estos concep-
tos es fundamental debido a que, en principio, las selecciones continuas que
estudiaremos dependen en gran parte de las topologias antes mencionadas.

Para terminar con este primer capitulo, analizaremos a los espacios to-
pologicos de Mréwka-Isbell, los cuales son espacios definidos a partir de fa-
milias de subconjuntos de w y seran utilizados en el Capitulo 3. También
estudiaremos a los conjuntos parcialmente ordenados cominmente llamados
Forcing, los cuales nos permitiran hacer algunas construcciones de una ma-
nera mas directa que usando otros métodos tales como el Back and Forth.

Iniciaremos el Capitulo 2 definiendo de manera formal el concepto de
seleccion continua y seleccion continua débil. Después de dar un par de ejem-
plos, dedicaremos un espacio para encontrar equivalencias a este concepto,
y nos daremos cuenta de que, en algunos casos, la definicion de seleccion
continua puede ser sustituida por una en la que no sea necesaria el uso de
hiperespacios. Posteriormente, hablaremos sobre las relaciones que hay entre
la existencia de selecciones continuas sobre algin espacio X, y las propieda-
des topoldgicas de dicho espacio, centrando nuestra atencién en propiedades
tales como la conexidad y la compacidad local.

En este punto, tendremos el material necesario para adquirir una intuicion
suficiente que nos permita poder entender los parecidos entre los espacios que
admiten selecciones continuas débiles y los espacios ordenables. Es entonces
cuando estaremos listos para probar el teorema principal de esta tesis, el cual
nos dice que es equivalente que un espacio compacto y Hausdorff admita una
seleccion continua, a que dicho espacio sea un espacio ordenable. Por 1ltimo,
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analizaremos algunas consecuencias sobre este teorema.

Para terminar, el Capitulo 3 lo dedicaremos al estudio de ejemplos y
contraejemplos relacionados a las selecciones continuas. Empezaremos anali-
zando algunos ejemplos de selecciones continuas y demostraremos que R no
admite selecciones continuas. Posteriormente definiremos morfismos entre se-
lecciones, concepto que permitira formalizar la nocién de que dos selecciones
sean iguales. Una vez estudiadas las propiedades bésicas sobre los morfismos,
centraremos nuestra atencién en las selecciones sobre w y la seleccién univer-
sal, la cual es un objeto muy similar a Q y a la grafica aleatoria. Teniendo
estudiados todos estos conceptos, y utilizando nuestro conocimiento sobre los
espacios de Mréwka-Isbell definidos en el Capitulo 1, podremos construir un
contraejemplo que muestre que las hipétesis el teorema principal (Teorema
2.3.1) no pueden ser debilitadas.



10

INDICE GENERAL



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios topolégicos ordenables

El propésito de esta seccion es construir una topologia que capture la idea
de orden en conjuntos totalmente ordenados, al igual que brindar herramien-
ta suficiente para poder trabajar con dicha topologia de manera mas cémoda.
Empezaremos este recorrido fijando la notacion que utilizaremos relacionada
a conjuntos totalmente ordenados.

Dado un conjunto X, diremos que una relacion =< es un orden total si satis-
face:

(Reflexividad) Para cualquier z € X se cumple que z =< z.

(Antisimetria) Para cualesquiera x,y € X, si z <y y y = z, entonces
r=y.

(Transitividad) Para cualesquiera z,y,z € X, si x <y y y < z, enton-
ces r =X 2.

(Dicotomia) Para cualesquiera x,y € X se tiene que x <y oy < z.

y en este caso diremos que (X, <) es un conjunto totalmente ordenado.
Dados (X, <) un conjunto totalmente ordenado y x,y € X, escribiremos
r<ysix S yyx#y. Ademas, si a,b € X, entonces definimos los siguientes

conjuntos:

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(—o0,a)x ={r e X |z <a},
= (—ooax ={re X[z =<a},
(

a,0)x={re X |a<zx}

la.00)< = {o € X |a < a},

(a,b)x ={r € X |a <z <b},
(a,b)x={x € X |a <z =<},
v a,b)<={reX]|a=xz=<Db}
v [a,bx={r e X |a=<z=<0}

Adicionalmente diremos que A C X es un intervalo si y solo si para cua-
lesquiera a,b € A se cumple que [a,b]< C A; diremos que A es un segmento
inicial si para cualquier a € A se cumple que (—o0,a)< C A; si para cualquier
a € A se cumple que (a,00)< C A, entonces diremos que A es un segmento
final. Por tultimo, diremos que M C X es mondtono si existe S C X un seg-
mento inicial tal que M C Sy para todo s € S se cumple que M N (—o0, s)<
es finito o si existe B C X un segmento final tal que M C B y para todo
b € B se cumple que M N (b, 00)< es finito.

Daremos por hecho que el lector ya conoce teoria basica sobre érdenes
totales. Si éste no es el caso, entonces podremos encontrar el resto de las
definiciones y resultados bésicos en [3].

Definicién 1.1.1. (Topologia de orden) Si (X, <) es un conjunto total-
mente ordenado, definimos la topologia T<, como la inducida por la siguiente
subbase:

{(—=o0,a)< | ae X} U{(b,oo)< | be X}.

Ademdas, diremos que un espacio (X, T) es ordenable, y lo abreviaremos
ETO, si existe un orden total < sobre X tal que < = 7. En este caso, diremos
que < es compatible con T y reescribiremos al espacio como (X, =, T).

El siguiente lema nos ayudard a encontrar una base para la topologia de
orden con la que podamos trabajar cémodamente.
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Lema 1.1.2. Sea (X, =,7) un ETO y sea
AC {(—o0,a)< | a € X}U{(boo)<|be X}

no vacio y finito. Entonces (1A € {(—o00,a)< |a € X} U{(b,00)<| b€ X},
o ezisten ¢,d € X tales que (1A = (¢,d)<.

Demostracion. Dividiremos la demostracién por casos:

1) St An{(b,00)< | b € X} = 0, entonces existen ay,as,...,a, € X tales

que A = {(—o00,a;)< | i <n}. Sea ¢ = min<{ay,as,...,a,}, notemos que
r € A=, (—00,a;)< si y solo si para cualquier i < n se cumple
que x < a;, pero esto pasa solamente cuando < min<{ay, as, ..., a,}, es

decir, si x € (—o0,¢)<. Con esto concluimos que (A = (—o0,¢)< y por
lo tanto (A € {(—o0,a)< | a € X}.

2) Si AN {(—o0,a)< | a € X} = 0, entonces podemos demostrar de una
manera andloga al caso anterior que [ A € {(b,00)< | b€ X}.

3) Si no pasa ninguno de los casos anteriores, entonces concluimos que exis-
ten ay, as, ..., an, b1, 0o, ... by € X tales que A = {(—o0,a;)< | i <n}U
{(biy00)< | i <m}.Sean b = méx<{by,ba, ..., by} ya=minz{ay,as,...,a,},
notemos que x € [ A si y solo si para cualquier i < ny j < m se cumple
que b; < x < a;, pero esto solo pasa si b < x < a, es decir, si z € (b,a)<.
Asi concluimos que (A = (b, a)<.

]

Recordemos que si A es subbase de una topologia 7, entonces el conjunto
de las intersecciones finitas de elementos de A forma una base para 7. Asi,
como consecuencia directa del lema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.1.3. Sea (X, =<,7) un ETO, entonces el conjunto
{(-o0,a)x[ae X} U{(boo)x[be X}U{(c,d)<]|c,de X}
forma una base para T.

Una de las propiedades principales de la topologia de orden es que sabe
distinguir puntos.

Proposicién 1.1.4. Si (X, =<,7) es un ETO, entonces es Ty.
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Demostracion. Sean a,b € X distintos, supongamos sin pérdida de genera-
lidad que a < b. Notemos que a € (—00,b)< y b € (a,00)< los cuales son
abiertos en 7. Si (—00,b)< N (a,00)<s = () entonces ya acabamos. En caso
contrario existe d € X tal que a < d < b, y por lo tanto a € (—o0,d)<,
be (dyoo)xy (—o0,d)<N(d,c0)< = 0.

[

La siguiente proposicién nos ayuda a aclarar de manera topologica la idea
que tenemos acerca de que un conjunto se aproxima a su infimo (supremo)
en caso de existir.

Proposicién 1.1.5. Sean (X, =X, 7) un ETO, A C X no vacio y o € X. Si
xo es el supremo (infimo) de A respecto a =<, entonces xo € A .

Demostracion. Sea xg = sup~ A, entonces para todo ¢ < xy existe a, € A tal
que ¢ < a,. = xg, ademas, como A #* () existe ag € A tal que ag = xo. Notemos
que para cualesquiera ¢, b € X, si zg € (—00, ¢)< entonces ay € (—00,¢)<, si
zy € (¢,00)< entonces a. € (¢,00)<, v si kg € (¢,b)< entonces a. € (¢,b)<.
Con esto concluimos que A interseca a cualquier basico que tiene a xq, y por
lo tanto zy € A. El caso en que zy es el infimo de A se demuestra de manera
analoga. O

Lamentablemente, la topologia de orden de un subconjunto de un conjun-
to totalmente ordenado (X, <) no siempre coincide con la topologia heredada
de (X, 7<), por ejemplo; el conjunto {* | n € N} U {—1}, visto como subes-
pacio de R . Sin embargo, se cumple una propiedad un poco mas débil.

Lema 1.1.6. Sean (X, X,7) un ETO y A C X no vacio, entonces 7(<|,, ,) C
(7<)]a-

Demostracion. Dados a,y € A se tiene que y € (—00,a)(<|,, ) Si y solo si
y < a, lo cual es equivalente a decir que y € (—00,a)<, pero y € A, entonces
esto ocurre si y sélo si y € (—oo,a)< N A. Asi,

(_007 a)(i|AxA) = (_007 a)j nA
por lo que (—00,a)(<|,,,) pertenece a (7<)[4. De manera andloga podemos
demostrar que (a,00)(<|,, ,) Pertenece a (7<)|a. Con esto concluimos que la
subbase canénica de 7(<,,,) se queda contenida en (7<)|4, y por lo tanto

T(2laxa) C (Tj)‘A' O
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Proposicién 1.1.7. Sean (X, X, 7) un ETO y A C X un intervalo no vacio,
entonces 7<), = (7<)]a-

Demostracion. Sabemos que la familia
{(=o00,a)xNAlae X}U{(bjoo)zsNA|be X}

forma una subbase para (7<)|4. Veamos que todo abierto de esa familia per-
tenece a T(<|,, ,)- Sea a € X, si (—o00,a)< N A = ), entonces ya acabamos.
Supongamos que (—oo,a)<x N A # (), es decir, existe b € A tal que b < a.
Tenemos entonces dos casos:

1) Si existe ¢ € A tal que a < ¢, entonces a € Ayaqueb<a <cy Aesun

intervalo. En este caso (—00,a)< N A = (—00,a)(<|4, 4)-

2) Si para todo ¢ € A se cumple que ¢ < a entonces (—o00,a)<x N A = A.

En cualquier caso concluimos que (—oo,a)< N A € 7<|,,,). De manera
analoga, podemos ver que (a,00)< N A pertenece a 7(<|,, ), ¥y por lo tan-
to (7<)]a C T(<|a,4)- Concluimos por el Lema 1.1.6 que 7(<|,, ,) = (7<)|a.

O

La siguiente definiciéon es la andloga en topologia a la de un conjunto bien
ordenado, la diferencia aqui es que en principio solo nos interesara como se
comporta nuestro orden respecto a los conjuntos cerrados.

Definicién 1.1.8. Diremos que (X, T) es un espacio topoldgico bien ordena-
ble y lo abreviaremos ETBO, si existe un orden total < sobre X compatible
con la topologia de X, tal que para todo F© C X cerrado no vacio se cumple
que F' tiene minimo respecto a <. Si decimos que (X,=,7) es un ETBO,
estaremos dando por hecho que = satisface esta definicion.

Uno de los objetivos principales de este trabajo es caracterizar a los es-
pacios topoldgicos bien ordenables, y la siguiente proposicién resulta funda-
mental para lograr nuestro objetivo.

Proposicién 1.1.9. Sea (X, =<,7) un ETBO, entonces cualquier segmento
mictal de X es un ETBO.

Demostracion. Sea A C X un segmento inicial no vacio. En particular tene-

mos que A es un intervalo y por la Proposicién 1.1.7 tenemos que 7(<|,, ,) =
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(7<)|a. Para terminar demostraremos que todo cerrado no vacio en A tiene
un elemento minimo respecto a <.

Consideremos B C A un cerrado no vacio, entonces existe C' C X cerrado
tal que C N A = B. Sea ¢ = min< C, como B es no vacio entonces existe
de BC Aycomo B C C entonces ¢ < d. Asi tenemos que ¢ € A ya que
A es un segmento inicial, lo cual nos lleva a que ¢ € By como B C C'y
¢ = min< C, entonces ¢ = min< B. Con esto concluimos que (X, = |ax4,7]4)
es un KT BO.

O

Definicién 1.1.10. Diremos que (X, T) es un espacio topoldgico debilmente
ordenable y lo abreviaremos ETDO, si existe un orden total < sobre X tal
que < C 7. Si decimos que (X,=,7) es un ETDO, estaremos dando por
hecho que =< satisface esta definicion.

Lema 1.1.11. Si (X, =X, 7) es un ETDO compacto, entonces X es un ETO.

Demostracion. Como 7< C 7, entonces la identidad idx : (X7) — (X, 7<)
es continua, pero (X, 7<) siempre es Th y (X, 7) es compacto por hipdtesis,
lo cual garantiza que idy es un homeomorfismo. Asi concluimos que 7 = 7<.

]

El siguiente teorema es una herramienta muy 1til para saber cuando un
espacio topoldgico es débilmente ordenable.

Teorema 1.1.12. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, Supongamos que para
cada x € X existen m, y M, conjuntos cerrados, tales que:

| ] meMx:X

me N M, = {z}.

T #y yx € m, entonces my C my,\{y}.

» z#y yxe M, entonces M, C M,\{y}.
Entonces la relacion < en X dada por:

x 2y siysolosizem,

es un orden total sobre X y 75 C 7.
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Demostracion. Primero probaremos que < es un orden total:

1) (Reflexividad) Para todo z € X se tiene que z € m, N M, C m,, y por lo
tanto z <X x.

2) (Antisimetria) Supongamos que z < yy y =< z, entonces x € My Yy Y € My.
Notemos que x = y, ya que de lo contrario, se tendria por hipdtesis que
y € my € my\{y}, lo cual es una contradiccién.

3) (Transitividad) Supongamos que = = y y y < z, entonces z € m, y
y € m,. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que y # z. Asi
my € m;\{z} € m,, por lo que x € m,, y por lo tanto z < z.

4) (Dicotomia) Sean z,y € X, y supongamos que = # y. Si & ¢ m,,, como
my, U M, = X entonces v € M,, y asi, M, C M,\{y}. Lo anterior nos
permite llegar a que y ¢ M,, y como m, U M, = X, entonces y € m,.
Concluimos que y < .

Para terminar notemos que para cualquier a € X se tiene que (—o0,a)< =
X\M, y (a,00)< = X\ my, los cuales son abiertos en X ya que por hipdtesis
ma Yy M, son cerrados. Como la subbase candnica de 7< se queda contenida
en 7, entonces concluimos que 75 C 7. O

1.1.1. Conexidad en espacios ordenados

Proposicién 1.1.13. Sea (X, =,7) un ETO y A C X no vacio. Si A es
conexo, entonces A es un intervalo.

Demostracion. Supongamos que A no es un intervalo, entonces existen a, b €
Ay z e X tales que a < & < b pero = ¢ A. Notemos que

(AN (=00, 2)<x) U (AN (z,00)<) = AN (X\{z}) = A

(AN (=o0,2)<) N (AN (z,00)<) =0

Ademas ambos conjuntos son abiertos en A, y como A es conexo, se debe
tener que alguno de los dos es vacio, pero esto es una contradiccion ya que
a € AN(—o0,x)<y b € AN(z,00)<. Asi concluimos que A es un intervalo. [
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1.1.2. Compacidad en espacios ordenados

Ahora estudiaremos la compacidad en espacios topoldgicos ordenados. Lo
interesante de esto, es que podemos caracterizar esta propiedad por medio
de propiedades de orden relativamente faciles de verificar.

Teorema 1.1.14. Sea (X, =,7) un ETO. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) X es compacto.
2) X tiene mdximo, minimo y cumple el axioma del supremo.

Demostracion. 1 = 2) Supongamos que X no tiene maximo, entonces para
todo a € X existe b € X tal que a < b. Sea A = {(—00,b)< | b € X},
por lo dicho anteriormente concluimos que A es una cubierta abierta, por
lo tanto tiene una subcubierta finita. Sean by,bs, ... b, € X tales que X =
Ui~ (=00, b;)<, Sin pérdida de generalidad supongamos que by < by - -+ < b,,.
Ahora notemos que para todo ¢ < n se cumple que b; < b, y por lo tanto
b, ¢ (—00,b;)<, pero esto implica que b, ¢ |J;—,(—00,b;)<, lo cual es una
contradiccion. De manera analoga podemos ver que X tiene minimo.

Ahora supongamos que X no cumple el axioma del supremo, y considere-
mos A C X no vacio y acotado superiormente tal que A no tiene supremo.
Notemos que para todo x € X se cumple que si  no es cota superior de A
entonces existe a € A tal que x < a, y si x es cota superior de A entonces
existe y € X tal que y es cota superior de A y y < x. Sea M el conjunto de
todas las cotas superiores de A, y sea

B ={(-00,a)<[ae A} U{(b,0)< | be M}
Por lo dicho anteriormente B es una cubierta abierta de X y por lo tanto

existen ay,as,...,a, € Ay by, by, ..., b, € M tales que

m

X = (U(-OO,CLZ‘)j) U (U(bl,OO)j)

=1

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que b,, =< b,,_1 = --- =X by.
Sea ¢ € M tal que ¢ < b,,, entonces para cualquier i < m se cumple que
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c & (b;,0)<. Ademads, como ¢ es cota superior de A, para cualquier i < n se
cumple que ¢ ¢ (—o0, a;)<, y por lo tanto

n n

¢ ¢ (|J(=00,a:)<) U (| J(bi, 0)<)

i=1 i=1

lo cual es una contradiccién. Con esto concluimos que X cumple el axioma
del supremo.

2 = 1) Basta demostrar que toda cubierta abierta de X formada por subbasi-
cos tiene una subcubierta finita. Sea A C {(—00,a)< | a € X }U{(b,00)< | b €
X} una cubierta abierta de X, entonces existen M, N C X tales que

A={(-00,a)<x|ae M}U{(byoo)< |be N}.

Notemos que M # () y N # () ya que para cualquier a € X se cumple que
ming X ¢ (a,00)< y max< X ¢ (—o00,a)<. Como X tiene maximo entonces
M esté acotado superiormente, y por lo tanto tiene supremo. Sea m el supre-
mo de M, entonces para todo a € M se tiene que m ¢ (—oo, a). Notemos que
existe cg € N tal que ¢y < m, ya que de lo contrario para cualquier d € N se
tendria que m ¢ (d, 00)<, lo que implicaria que

cé (|J(—0a)u(|Jbos)=JA=X

aceM beN

lo cual es una contradicciéon. Como ¢y < m y m es el supremo de M, en-
tonces existe ag € M tal que ¢y < ay =< m. Para terminar notemos que
{(=00,a0)<, (co, 00)<} € Ay (—00,a0)< U (co,00)< = X.

O

Corolario 1.1.15. Si (X, =,7) es un ETO compacto, entonces es un ETBO.

Demostracion. Sea A C X cerrado no vacio, entonces A esta acotado infe-
riormente por el minimo de X. Como X cumple el axioma del supremo y
el iInfimo de un conjunto es igual al supremo de las cotas inferiores de dicho
conjunto, entonces X también cumple el axioma del infimo, y por lo tanto
A tiene infimo. Por la Proposicién 1.1.5 se tiene que infx A € A = A, por lo
tanto inf< A también es su minimo.

]
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Corolario 1.1.16. Sea (X, =,7) un ETBO. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

1) X es compacto.
2) X tiene mdximo.

Demostracion. 1 = 2) Es consecuencia directa del Teorema 1.1.14.

2= 1) Como X es un ETBO y X es cerrado entonces X tiene minimo.
Como por hipétesis X tiene maximo, entonces solo falta ver que X cumple el
axioma del supremo. Sea A C X no vacio y acotado superiormente y sea M
el conjunto de cotas superiores de A. Notemos que = ¢ M si y solo si existe
a € Atal que z < a,y por lo tanto M = X\ |J,c4(—00,a)<. De esta manera
concluimos que M es cerrado y por lo tanto tiene minimo. Para terminar

notemos que min< M es el supremo de A.
m

1.2. Hiperespacios

Definicién 1.2.1. Dados (X, 7) un espacio topoldgico y n € w, definimos
los siguientes conjuntos:

» F(X)={AC X | Aescerradoy A # 0},

Fu(X) ={A e F(X) [ |A] < n},

[(X]"={AC X ||A[=n},

(X ={AC X |]A]=w},
w (X ={ACX||Al <w}.
y llamaremos a F(X) el hiperespacio de cerrados de X .

Algo que podemos notar en seguida es que si (X, 7) es un espacio 77,

entonces | J77, F,(X) = [X]<*\{0}.
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Definicién 1.2.2. Sean (X,7) un espacio topoldgico. Diremos que

h : F(X) — X es una seleccion si para todo A € F(X) se cumple que
h(A) € A. Diremos que g : F»(X) — X es una seleccion débil si para todo
A € Fy(X) se cumple que g(A) € A. Por dltimo, diremos que f : [X]? — X
es una seleccion débil propia si para todo A € [X]? se cumple que f(A) € A.

Nuestra intencion es dotar a los conjuntos anteriormente definidos de
topologias que nos permitan estudiar la continuidad de las funciones que
acabamos de definir, y para hacerlo utilizaremos a los siguientes conjuntos.

Definicién 1.2.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sean Ay, As, ..., A, C
X. Definimos
(A1, Ay, An) ={BeF(X)|BC|JAiyVi<nBnA #0}.
i=1

Para aligerar la notacion, al conjunto (A, As, ..., Ay) N EF,(X) lo abre-
viaremos como (Aq, As, ..., Ap)p,(x)-

Ahora estudiaremos algunas propiedades béasicas sobre estos objetos.
Proposicién 1.2.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sean
Ay, Aoy AL BBy, ... B, C X
entonces
(A1, As, ..., A)(By, Bs, ..., By) = (AiNB, AyNB, ..., A,NB, BINA, ..., B,NA),
donde A=\J._, A y B=U.", B:.

Demostracion. C) Sea F € (A1, Ay, ..., Ay) N (B, Ba, ..., B,), entonces
F C Ay F C B. Por lo tanto

FgAmB:(CJAi)mB:O(AmB)g

i=1 i=1 )

(&mmuowmA)

1 i=1

-

Ademds, para cualesquiera i < ny j < m se cumple que ) # FNA; =
FNA,NBy0+#FNB; = FNB;NAyaque FF C ANB. Con esto concluimos
que

Fe(AinB,A:NB,...,A,.NB,BiINA,....,B,NA).
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D) Sea Fe (AiNB,A:NB,...,A,NB,BiNA,...,B,NA). Notemos que
para todo ¢ < n se tiene que ) # FN A; N B C F N A;, ademés

FgO(AmB)UO(BmA)gA

i=1 i=1

y por lo tanto F' € (A, As, ..., A,). De manera andloga podemos con-
cluir que F' € (By,Bs,...,By), v por lo tanto F' € (A, As, ..., A,) N
(B1,Ba, ..., Bpn). m

Como consecuencia directa de la proposicién anterior tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 1.2.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sean Ay, Ay, ..., A, C
X, entonces (A1, As, ..., An) = (A1, X) N (A, X) NN (A, X) N(U, Ai)

Proposicién 1.2.6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A C X, entonces:

1) F(X)\(4) = (X\4, X)

2) F(X)\{4, X) = (X\4)

Demostracion. 1) Sea B € F(X) entonces BC X = XU (X\A) y 0 # B =
BN X. Notemos que B € F(X)\(A) si y solosi B € A, lo cual pasa
si y solamente si B N (X\A) # 0, pero debido a la observacién anterior,
esto tltimo es equivalente a decir que B € (X\A, X). Concluimos que
FX)\(A) = (X\4, X).

2) Notemos que por el primer inciso tenemos que

(4, X) = (X\(X\A), X) = F(X)\(X\4)

Tomando complemento obtenemos el resultado deseado.
]

Como los conjuntos (A) y (A, X) seran muy utilizados a partir de ahora,
los llamaremos A" y A~ respectivamente.
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1.2.1. Topologia de Vietoris

Definicién 1.2.7. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Definimos la topologia
Ty sobre F(X) como la generada por la familia:

{<A1,A2,...,An> ]nEwyAl,A2,...,AnET}.

A esta topologia le llamaremos la topologia de Vietoris, también conocida
como la topologia Finita.

Gracias a la Proposicion 1.2.4, tenemos como consecuencia que la familia
que crea a la topologia de Vietoris, es una base para la misma. Por lo dicho
anteriormente y por el Corolario 1.2.5, se sigue directamente que {A* | A €
7} U{B~ | B € 7} forma una subbase para la topologia de Vietoris. Estos
hechos quedan plasmados en las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.2.8. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces la familia
{{A1, Ay, .. A [InEwy Ay, Ag, ... A €T}
forma una base para Ty .
Proposicién 1.2.9. (X, 1) es un espacio topolégico entonces la familia
{AT|Aer}u{B |Bert}
forma una subbase para Ty .

Proposicién 1.2.10. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, y A C X un sub-
conjunto cerrado. Los siguientes conjuntos son cerrados en (F(X),1y):

1) Af
2) A-
Demostracion. Solo notemos que por la Proposicién 1.2.6, tenemos que
F(X)\AT = (X\A)" y F(X)\A~ = (X\A)™, los cuales pertenecen a 7y .
]

Corolario 1.2.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si Ay, Ay, ..., A, C X
son cerrados, entonces (A1, Aa, ..., A,) es cerrado en (F(X), v).
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Demostracion. Tenemos que (A1, Ay, ..., A,) = ATNASN...NA N, AT,
los cuales son cerrados en F'(X) por la proposicién anterior. ]

Teorema 1.2.12. Sean (X, 7) un espacio topoldgico Ty y D C X denso,
entonces [D]<% es denso en (F(X), ).

Demostracion. Sean Ay, As, ..., A, € 7 tales que (Aj, As,..., A,) es no
vacio. En particular A; es no vacio para cualquier ¢ < n, y por lo tanto
existe x; € A; N D. Definamos U = {xy,%9,...,2,} € [D]<¥. Para terminar
notemos que U C |J;~; A; y que si i < n entonces {z;} C U N A4;, por lo que
U € (A, As, ..., A,). Con esto concluimos que [D]< es denso. O

Proposicién 1.2.13. Sea (X, T) un espacio topoldgico Ty yn € w. Entonces
la funcion w, : X" — F,(X) dada por m,(x1,xa,...,x,) = {21, 22, ..., Tp}
es continua (cuando a F,(X) lo equipamos con Ty ).

Demostracion. Basta ver que la imagen inversa de cualquier subbdsico es
abierto en X. Sea A € 7, entonces {z1,zs,...,2,} € AR(X) si y solo si para
cualquier ¢ < n se cumple que x; € A. Con esto concluimos que 7, * [A;Cn( X)] =
A", el cual es abierto en X™. Para terminar notemos que {x1,zs,...,z,} €
Ap (x) siy solo si existe 7 < n tal que z; € A, lo cual nos permite concluir que

T AL (x)] = (AX X X XU X AX X X x XU LU XL XX A,
el cual es abierto en X™. O

Corolario 1.2.14. Sean (X, 7) un espacio topoldgico Th, {x;}ier v {vi}tier
dos redes sobre X . Si {x;}icr converge a un punto x y {y; }icr converge a un
punto y entonces la red {x;,y; }ier converge a {z,y} en (F(X),1v).

Demostracion. Como {x;};e; converge a =y {y;}icr converge a y, enton-
ces {(2;,y;)bier converge a (x,y), y como 7y es continua, concluimos que

{72((9% yi))}ie[ = {xiayi}iel converge a {xa y}. L

Proposicién 1.2.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico Ty. La funcion m :
(X, 7) — (Fi(X), 1v) dada por:

f(x) = {x}

es un homeomorfismo.
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Demostracion. Evidentemente 7 es biyectiva, ademas es continua por la
Proposicién 1.2.13. Para ver que m; es abierta solo notemos que si A € 7,
entonces € A siy solo si {x} C A, pero esto es exactamente lo mismo que
decir que {x}e AJFFI(X). Con esto concluimos que m[A] = Aztl(x) y por lo
tanto m; es abierta. O

Teorema 1.2.16. Sea (X, 7) un espacio topolégico, entonces la funcion u :
F(X)x F(X) — F(X) dada por

u(A,B)=AUB
es continua respecto a Ty .

Demostracion. Probaremos la continuidad en un punto arbitrario. Sea (A, B)
€ F(X) x F(X), y sean V1, V,,...,V, € 7 tales que u(A,B) = AUB €
(V1,Va,..., V). Consideramos a My ={V; | i <nyViNA#0}y Mp =
{Vi]i<nyV,nB # 0}, notemos que como AU B C |J;_, V; entonces
M4 y Mg son no vacios, y como (AU B) NV, # () para cualquier i < n,
entonces M4 U Mp = {Vi,V,,...,V,}. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que My = {Vi,Va,...,Vi} y Mg ={V,, Vpi1,...,V,,} para k,p < n.
Notemos entonces que A € (Vi,Va, ..., Vi) y B € (V,, Vi1, ..., Vo). Ademas,
si F,J € F(X) son tales que

Fe(WVi,Va,.. ., Vi) y J € (Vp, Vi, -, Vi)

entonces F' U J C (U/f:1 Vi) U (U?:p Vi) = Ui, Vi y para cada i < n se
tiene que si ¢ < k entonces ) # V;NF C V,N(FUJ) ysip < i entonces
0£V,nJ CV;Nn(FUJ), porloque FUJ € (V;,V,,...,V,). Con lo anterior
concluimos que

(A,B) € (Vi,Va.. ., Vi) x (V, Voa, ..., Vi)

U[<‘/1,‘/2,,Vk> X <‘/p7‘/p+1a"'7vn>]g<‘/17‘/27"'7Vn>-

Por lo tanto u es continua en (A, B). O

Corolario 1.2.17. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A, B € F(X) tales

que B es conexo, entonces el conjunto K = {AU{z} | x € B} es un conexo
en (F(X),1v).
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Demostracion. Sea u la funcién definida en la proposicion anterior y h :
X — F(X) x F(X) dada por h(x) = (A, {z}). Por la proposicién anterior
tenemos que u es continua y h es continua ya que lo es entrada a entrada;
asi, uoh es continua. Para terminar notemos que como B es conexo entonces
uo h[B] = K también lo es. O

La siguiente proposicion la utilizaremos constantemente, por lo cual es
muy importante tenerla siempre en mente.

Proposicién 1.2.18. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, a,b € X distintos
y Ay, Ag, ... A, € T tales que {a,b} € (Ay, As, ..., A,). Entonces existen
A,B e tales que a € A, b€ B y {a,b} € (A,B) C (A, As,..., An).

Demostracion. Sea O = {A; |i<nyac A}y P={A]|i<nybe A}
Entonces O y P son distintos del vacio ya que {a,b} C [J_, A;, ademéds
OUP ={A; | i< n} yaque para todo i < n se tiene que A; N {a,b} # 0.
Sean A = (1O y B = (P, notemos que a € Ay b € B, por lo tanto
{a,b} "B #0,{a,b} NA#Dy{a,b} CAUB y asi, {a,b} € (A, B). Ahora
tomemos F' € (A, B), como A = (1O y B = (| P entonces para cualquier
MeOyNePsecumpleque ) # FNACFNMy0#FNBCFNN.
Como OU P = {A; | i <n}, entonces concluimos que () # F' N A; para todo
i < n. Por tltimo notemos que A C A; y B C A; para algunos 4,7 < n, por
lotanto F C AUB C|J, Ay asi, F € (41, As, ..., A,). De esta manera
tenemos que {a,b} € (A, B) C (A1, Ay, ..., Ay). O

1.2.2. Topologia de Fell

Definicién 1.2.19. Sea (X.7) un espacio topoldgico Ty. Definimos la topo-
logia T sobre F(X) como la generada por la siguiente subbase:

{{A1, Ay, . AL [ n€Ew, A1 Ay VAL ET Y X\UAZ» es compacto}
i=1
A esta topologia le llamaremos la topologia de Fell.

Notemos que 77 C 7/, y como todo cerrado en un compacto es compacto,
entonces si X es compacto tendremos que 7 = Ty .
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Al igual que con la topologia de Vietoris, resulta que la familia a partir
de la cual construimos la topologia de Fell es una base para dicha topologia.
La demostracion es basicamente la misma, pero requiere una mayor argu-
mentacién debido a la condicién de compacidad que imponemos sobre los
elementos.

Proposicién 1.2.20. Si (X, 7) es un espacio topoldgico entonces la familia

A={(A1,As,...;Ap) I n€wy A1, Ay, ... AL ET yX\UAi es compacto}
i=1

forma una base para Tp.

Demostracion. Basta mostrar que la interseccion de dos elementos de A per-

tenece a A. Sean Ay, Ay, ..., An, B1,Ba, ..., By, C X tales que X\Ay X\B

son compactos, donde A = |J;"; A; y B =J;", B;. Por la Proposicién 1.2.4
tenemos que

(A1, As, ..., A)(By, Bs, ..., By) = (AiNB, ANB, ..., A,NB, BiNA, ..., BN A)

También notemos que

O(AMB)UO(BMA):(AmB)u(AmB):AmB

i=1 i=1
y por lo tanto

X\(JAnB)u J(BinA)) = X\(ANB) = (X\A) U (X\B)

i=1 i=1

el cual es compacto por ser unién de dos compactos. Asi, (A1, As, ..., A,) N
(B1,Bs,...,B,) € A,y con esto concluimos que A es una base para 7p. [

1.3. Espacios de Mréwka-Isbell

Definicién 1.3.1. Sea M C [X]* no vacio, diremos que M es una familia
casi ajena, si para cualesquiera A, B € M distintos, se tiene que

|[ANB| <w

A estas familias también les llamaremos AD por sus siglas en inglés (Al-
most disjoint).
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Definicién 1.3.2. Sea M C [w]* una familia casi ajena. Definimos ¥(M) =
wUM. En VU (M) definiremos una topologia T de la siguiente forma:

Dado x € wU M, six € w entonces {{x}} es una base local para x; si
x € M entonces una base local para x serd la familia

{{z}Uz\n|n e w}.

A U(M) equipado con la topologia antes mencionada le llamaremos el
espacio de Mrowka-Isbell asociado a M.

Proposicién 1.3.3. Sea M C [w]* una familia casi ajena, entonces ¥(M)
es Ts.

Demostracion. Sean x,y € W(M) distintos. Tenemos tres casos:

1) Si 2,y € w entonces {z} y {y} son dos abiertos que tienen a = y y
respectivamente, y tales que {z} N {y} = 0.

2) Sizewyye M entonces {y} Uy\(z+ 1) es un abierto que tiene a y y
ademds ({y} Uy\(z + 1)) Nn{z} = 0.

3) Si z,y € M entonces = Ny es finito, por lo tanto podemos considerar a
n =min{m € w | Ny C m}. Notemos que {z} Uz\n y {y} Uy\n son
dos abiertos que tienen a x y y respectivamente y tales que ({z} Uz\n)N

{y}Uy\n) = 0.
Con esto concluimos que ¥(M) es Ts. O

Proposicién 1.3.4. Sea M C [w]¥ una familia casi ajena, entonces V(M)
es localmente compacto.

Demostracion. Sea x € W(M). Si z € w entonces {x} es una vecindad
compacta de z. Por otro lado, si x € M entonces afirmamos que {z} Uz
es una vecindad compacta de x. Efectivamente, ya que dada A una cubierta
abierta de {z} Uz, entonces existe B, € A tal que = € B,, y asi, existe n € w
tal que ({z}Ux\n) C B,. Para cada y € = tal que y < n sea B, € A tal que
y € By,. Notemos entonces que el conjunto {B, |y € x yy < n}U{B,} es
finito y es una subcubierta. [
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1.4. Forcing

En esta seccién definiremos lo que es un forcing. Aunque normalmente
los forcings son utilizados para cuestiones de independencia de enunciados en
ZFC, en este trabajo solo los utilizaremos para construir estructuras y dar
isomorfismos.

Definicién 1.4.1. Decimos que P = (P, X, 1p) es un forcing, si (P, <) es un
orden parcial y 1lp € P y es mdzrimo respecto a <.

Definicién 1.4.2. Sea P = (P, <X,1p) un forcing. Decimos que D C P es
denso si y solo si para todo x € P existe y € D tal que y < x.

Definicién 1.4.3. Sea P = (P, =<, 1p) un forcing, decimos que G C P es un
filtro si cumple las siguientes propiedades:

s 1p € G.
= Para cualesquiera x,y € G existe z € G tal que z <x y z X y.

» SizeGyye X estal que x 2y, entonces y € G.

El siguiente lema lo utilizaremos como substituto de la conocida técni-
ca “back and forth”, para construir una seleccion muy especial en el tercer
capitulo.

Lema 1.4.4. (Rasiowa—Sikorski) Sea P = (P, =<, 1p) un forcing, y sea {G }icw
una familia numerable de densos en P, entonces existe un filtro F C P, tal
que F NGy # 0 para cualquier i € w.

Demostracion. Sea ag € Gy, como (1 es denso, entonces existe a; € G
tal que a; < ag. Ahora, como G5 es denso, entonces existe ay € Gy tal que
as = ai. Siseguimos el procedimiento anterior, de manera recursiva podemos
construir un conjunto {a; };c., tal que a; € G; y a;41 = a; para cualquier i € w,
lo cual es equivalente a decir que para cualesquiera i,j € w se tiene que si
i < j entonces a; < a;. Sea F' = {x € P | existe i € w tal que a; < z},
entonces a; € F' para cualquier i € w. Veamos que F' es un filtro:

1) 1p € F ya que ag = lp.
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2) Sean z,y =< F, entonces existen i,j € w tales que a; < z y a; < y. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ < j. Notemos que a; € F
y como a; = a;, entonces a; X xr'y a;j =Y.

3) Seax € Fyx=<y.Comox € F entonces existe i € w tal que a; < x, por
lo tanto a; Ky yasiy e F.

Por lo tanto, F' es un filtro y para cualquier i € w se tiene que () # {a;} C
FnNdaG;. ]



Capitulo 2

Selecciones continuas

Empecemos con una definicién:

Definicién 2.0.1. (Seleccién continua) Sean (X, 7) un espacio topoldgico,
w una topologia en F(X) y f : F(X) — X una seleccion. Diremos que f es
una seleccion p-continua si f es continua respecto a ji; y en el caso particular
en el que p = 1, diremos simplemente que [ es una seleccion continua.

El objetivo principal de este capitulo sera el estudio de las selecciones con-
tinuas y la caracterizacién de los ET'Os compactos como los 1inicos espacios
compactos y Ty que admiten selecciones 7y,-continuas. Asi mismo caracteri-
zaremos a los ET'BOs como los tnicos espacios T» que admiten selecciones
Tp-continuas. Para hacer lo anterior es muy importante poder entender la
relaciéon que hay entre los o6rdenes y las selecciones, por lo tanto el primer
ejemplo que daremos sera el de una selecciéon Tp-continua muy especial, la
funcién minimo.

Proposicién 2.0.2. Sea (X, <,,7) un ETBO, entonces la funcidn minc :
F(X) — X es una seleccion Tp-continua.

Demostracion. Por definiciéon de min se tiene que para todo A € F(X),
min(A)< € A. Para probar la continuidad consideremos A € F(X)ya,b € X
tales que min<(A) € (a,b)<. Notemos que a < min<(A). Asi, para todox € A
se tiene que a < z y por lo tanto A C (a,00)<. Si B = ((a,b)<, (a,00)<),
por la observacion anterior tenemos que A € B. Ahora, si F' € B entonces
F C (a,b)< U (a,00)< = (a,00)<, y por lo tanto a < min<(F'). Por otro
lado F' N (a,b)< # 0, por lo que existe existe z € F tal que © < b, y
por lo tanto min<(F) < b. Asi, min<(F) € (a,b)<, lo cual nos permite

31
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concluir que min<[B] C (a,b)<, para terminar notemos que B € Tr ya que
(a,b)<, (a,00)< € Ty X\((a,b)< U (a,00)<) = X\(a,00)< = (—00,a]< ¢l
cual es compacto en X por el Corolario 1.1.16.

[

Corolario 2.0.3. Sea (X,<,,7) un ETBO, entonces la funcion
min : F(X) — X es una seleccion 1y -continua.

Demostracion. Como X es un ETBO, en particular es T5. Lo dicho anterior-
mente implica que 77 C Ty, y como por la Proposicién 2.0.2 tenemos que
min : F(X) — X es continua respecto a 7r, también es continua respecto
a Ty. ]

Definicién 2.0.4. (Seleccién continua débil) Sean (X, ) un espacio to-
poldgico, j una topologia en F(X) y sea f : F5(X) — X una seleccion débil.
Diremos que f es una seleccion p-continua débil si f es continua respecto a
p restringida a Fy(X); y en el caso particular en el que p = 1y diremos
simplemente que f es una seleccion continua débil.

Notemos que si X es un espacio Hausdorff y f : F(X) — X es una
seleccién p-continua, entonces f|g,(x) es una seleccion p-continua débil. Con-
secuencia de lo anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.0.5. Sea (X,<,,7) un ETBO, entonces la funcion miny :
Fy(X) — X, dada por ming(A) = min<_(A) es una seleccion continua
débil.

Demostracion. Basta observar que ming = min<_ |F2(X).

2.1. Equivalencias importantes

Si (X,7) es un espacio topoldgico, x € X y {z} € Fy(X), entonces
cualquier seleccién continua débil f : Fy(X) :— X tiene la propiedad de
que f({x}) = x, hecho que nos hace pensar que los unitarios no juegan un
papel importante en la continuidad de una seleccion débil. Dicha corazonada
se ve reflejada en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.1. Sean (X, 7) un espacio topologico y f : Fo(X) — X

una seleccion débil. Si v € X es tal que {x} € F5(X), entonces f es 1y-
continua en {z}.
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Demostracion. Sea A € T tal que x € A, notemos que (A)p,(x) es un abierto
en F5(X) que tiene a {z} y para cualquier {z,w} € (A)p,(x) se cumple
que {z,w} C A. Asi, al ser f una seleccién débil, se cumple que f({z,w}) €
{z,w} C A. Concluimos que f[(A)g,x)] € A, y por lo tanto f es 7 -continua
en {z}. O

Motivados por la proposicién anterior llegamos a la siguiente definicion.

Definicién 2.1.2. (Seleccién continua débil propia) Sean (X, 7) un es-
pacio topoldgico, i una topologia en [X]* y sea f : [X]* — X una seleccidn
débil propia. Diremos que f es una seleccion p-continua débil propia si f
es continua respecto a p restringida a [X]?; en el caso particular en el que
= Ty diremos simplemente que f es una seleccion continua débil propia y si
no hay riesgo de confusion la llamaremos simplemente una seleccion continua

débil.

La Proposicién 2.1.1 unida con la Definicién 2.1.2 nos arroja un resulta-
do basico pero que nos permitird trabajar de forma mas cémoda segin la
situacién.

Teorema 2.1.3. Sean (X, 7) un espacio topologico Ty y f : Fo(X) — X
una seleccion débil. [ es una seleccion continua débil si y solo si g = f|ix)2
es una seleccion continua débil propia.

Demostracion. =) Es directo.

<)Supongamos que g es una seleccién continua débil propia. Gracias a la Pro-
posicién 2.1.1 solo falta ver que f es continua en los puntos de la forma {z, y}
con {z,y} € [X]% Sean {x,y} € [X]*y D € 7 tal que f({z,y}) € D, entonces
existen A, B € 7 ajenos tales que x € A,y € By g[(A, B)x2] € D. Notemos
que {z,y} € (A, B)p,(x). Ahora tomemos {z,w} € (A, B)p,(x), sin pérdida
de generalidad podemos suponer que z € Ay w € B, como AN B = () enton-
ces z # w y por lo tanto {z, w} € (A, B)xp, asi, f({z,w}) = g({z,w}) € D.
Concluimos que f[(A, B)p,(x)] € D, y por lo tanto f es continua en {z,y}.
Como f es continua en todos sus puntos, entonces f es una selecciéon continua

débil. O

Corolario 2.1.4. Sean (X, T) un espacio topolégico Ty y f : [X]* — X una
seleccion débil propia. f es una seleccion continua débil propia si y solo si
g = fUm es una seleccion continua débil propia.



34 CAPITULO 2. SELECCIONES CONTINUAS

Demostracion. =) Si f es una seleccién continua débil propia, entonces g es
una seleccién débil, y cumple que g|(xj2 = f es una seleccién continua débil
propia. Por el Teorema 2.1.3 concluimos que g es una selecciéon continua débil.

<) Es directo.
[l

Los resultados anteriores nos dicen que en esencia es lo mismo trabajar
con selecciones continuas débiles y selecciones continuas débiles propias, es
algo asi como cuando trabajamos con érdenes parciales u 6rdenes parciales
estrictos. A lo largo de este capitulo trabajaremos con selecciones continuas
débiles porque la mayoria de las veces no nos interesara saber si trabaja-
mos con parejas de puntos distintos, en cambio, en el capitulo siguiente, las
construcciones que daremos seran mas cortas si trabajamos con selecciones
continuas débiles propias.

La siguiente seccién esta enfocada principalmente a teoremas sobre selec-
ciones continuas débiles (no propias). Varias de las definiciones y resultados
que veremos tienen su equivalente para la selecciones continuas débiles pro-
pias, pero debido a lo observado anteriormente, trabajaremos principalmente
con selecciones continuas débiles, y nos limitaremos a reescribir las que nos
sean de utilidad en el siguiente capitulo.

2.2. Resultados Basicos

A continuacion definiremos lo que es una relacién de seleccion, cosa que
nos permitird hacer mas ligero nuestro trabajo mediante el uso de una no-
tacion adecuada y también poder seguir comparando la relacion entre las
selecciones y los érdenes.

Definicién 2.2.1. (Relacién de seleccién) Sea (X, 7) un espacio topologi-
co, y sea f una seleccion débil. Definimos la relacion —;C X2, como sigue:

Dados x,y € X, x =y si y solo si f({z,y}) =y.
Six =5y, diremos que T es mayor que y respecto a f o diremos que x

domina a y respecto a f.
Dada R C X? una relacion, diremos que R es una relacion de seleccion si
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existe f 1 F5(X) — X, una seleccion débil, tal que — = R. Utilizaremos la
misma notacion cuando hablemos de selecciones continuas débiles propias.

Notemos que las relaciones de seleccion son antisimétricas y cuando X es
T, también son dicotémicas. Esto ya nos estda hablando de lo mucho que se
parecen las selecciones a los érdenes, pero méas alla de eso, la notacién nos
sugiere otra manera de imaginar (y dibujar) a las selecciones débiles; como
graficas dirigidas.

La siguiente proposicion es una importante caracterizacion de las rela-
ciénes de seleccion.

Definicién 2.2.2. Sean (X, T) un espacio topolégico y f : Fo(X) — X una
seleccion Ty -continua débil. Dado x € X definimos los siquientes conjuntos:

(—o0,2);={a€X |a#zyx—;a}
w (z,00)f={aeX |a#zya—sax}
(

—o0,zlf={ae X |z —;a}

[z,00)f ={a € X |a—;ux}

Como consecuencia directa de la definicién anterior, tenemos que si (X, 7)
es T} ysiz € X entonces las siguientes igualdades y contenciones se cumplen:

. X\(—OO,J,’)f = [Z‘,OO)f

X\($, Oo)f = (_007 $]f
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Cuando empecemos con la tarea de caracterizar a los ETBOs como
los 1inicos espacios T, que admiten selecciones Tp-continuas, estaremos pre-
guntandole constantemente a las selecciones sobre minimos y méaximos en
ordenes “ocultos”.

Definicién 2.2.3. (Méaximos y minimos) Sean (X, T) un espacio topoldgi-
co, AC X, xe€ X yf:FX)— X una seleccion débil. Decimos que x
es un f-mdzimo (f-minimo) de A si y solo six € Ay AN (x,00)f =0 (
AN (—o0,z)f =0 ). Si A=X diremos simplemente que x es un f-mdzimo
(f-minimo).

Definicién 2.2.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea f una seleccion
Tv-continua débil. Si A, B C X, diremos que A domina a B respecto a f
(y lo escribiremos A =y B) si y solo si para todo v € A y para todo y €
B, x domina a y respecto a f. Utilizaremos la misma notacion al hablar de
selecciones continuas débiles propias.

Proposicién 2.2.5. Sean (X,7) es un espacio topolégico, f una seleccion
Ty -continua débil y A, B C X tales que A =y B. SiC C Ay D C B,
entonces C' = D.

Demostracion. Dados © € C' 'y y € D, tenemos en particular que =z € A
y y € By por lo tanto x —; y, lo que por definicién quiere decir que
C =5 D. ]

Definicién 2.2.6. Sean (X, 7) un espacio topolégico Ty y f : Fo(X) — X
una seleccion débil. Dados A, B C X, diremos que A esta alineado con B
respecto a f si y solo si A =y B o B =5 A, dicha relacion la denotaremos
por A||fB. Utilizaremos la misma notacion al hablar de selecciones continuas
débiles propias.

La siguiente proposicién es consecuencia directa de la Proposicién 2.2.5.

Proposicién 2.2.7. Sean (X, 1) un espacio topoldgico Ty, f: Fo(X) — X
una seleccion débil y A, B C X tales que A||;B. SiC C Ay D C B, entonces
C||sD.

Al momento de definir una relacién de seleccién, lo que hicimos fue dar
una manera de pasar del lenguaje de funcién al de relacion. La siguiente
proposicién nos permitira revertir ese proceso y con ello entender mejor a las
selecciones débiles.
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Proposicién 2.2.8. Sean (X,7) un espacio topoldgico Ty y S € X? una
relacion dicotémica y antisimétrica. La funcion fs: Fy(X) — X dada por:

si(x,y) €S

si(y,z) €S 21)

fs(feu}) = {i

estd bien definida y es una seleccion débil. Ademds — 3= S.

Demostracion. Notemos que por ser S dicotémica entonces para cualesquiera
z,y € X se tiene que (z,y) € S o (y,z) € S, entonces fs estd definida para
cualquier elemento de F»(X). Ademds, por ser S antisimétrica se tiene que
si (x,y), (y,z) € S entonces x = y. Asi, para cualquier {z,y} € F5(X) tene-
mos que fs({z,y}) estd definida de la misma manera que fs({y,z}), y por lo
tanto concluimos que fs estd bien definida. Falta ver que fs({z,y}) € {z,y},
pero esto es consecuencia directa de la definicién de fs.

Para ver que — .= S notemos que (z,y) € S siy solo si fs((z,y)) =y,
lo cual sucede si y solo si (z,y) €—s.
O]

A continuacion daremos mas criterios para verificar la continuidad de una
seleccion, los cuales utilizaremos constantemente en lo que resta del texto.

Proposicién 2.2.9. Para (X,7) un espacio Ty y f : F3(X) — X wuna
seleccion débil, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) [ es continua;
b) La relacion de seleccion —; es cerrada en X?;

c) Sixz,y € X conx # y yx —5 y entonces existen abiertos ajenos
UV CX talesquex e U, yeV yU =V,

d) g = flixp2 es continua.

Demostracion.

a)=> b) Demostraremos que X?\ — es abierto. Sea (z,y) € X?\ —, entonces
f{x,y}) # vy, por lo que f({z,y}) = x. Lo primero que notamos es
que = # y, ya que de lo contrario se tendria que f({z,y}) = = =y,
lo cual no sucede. Como x # y y X es T5, entonces existen U,V C X
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vecindades abiertas de x y vy respectivamente, tales que UNV =0, y
como f es continua, entonces existen P,() C X abiertos ajenos, tales
quez € P,y Qy fl(P,Q)mux) CU.Sea A=PNUyB=QNV,
y notemos que f[(A, B)p,x)] € U. Consideremos al abierto A x B.y
observemos que:

1. x € Ayye€ B,y por lo tanto (z,y) € A x B.

2. dado (z,t) € A x B, como AN B = () entonces z # t. También
se tiene que {z,t} € (A, B)p,(x), por lo que f({z,t}) € U. Como
t ¢ U entonces f({z,t}) # t, y por lo tanto (z,t) € X?\ —.
Concluimos que A x B C X%\ —, lo cual implica que X?\ —;
es abierto.

b)= ¢) Sean z,y € X distintos tales que z — y, es decir f({z,y}) =y # .
Entonces (y,z) € X?\ —;, y como ese conjunto es abierto, existen
U,V € X tales que (y,z) € V x U C X?\ =, como X es Ty podemos
suponer sin pérdida de generalidad que U NV = (). Para terminar
tomemos z € V y t € U, entonces (z,t) € V x U C X?\ —. por lo
tanto f({z,t}) # t. Concluimos que f({z,t}) = z, o equivalentemente
t —¢ 2. Esto implica que U =, V.

c)= d) Sea {z,y} € [X]?, veremos que g es continua en dicho punto. Sin pérdi-
da de generalidad supongamos que g({z,y}) = f({z,y}) = y. Sea
A € 71 tal que g({x,y}) € A, por ¢) existen U,V abiertos ajenos tales
quez € U,yeVyU =;V. Notemos que y € ANV, y por lo tanto
{z,y} € (U, ANV)xp, ademss, si {z,w} € (U, ANV)x), podemos
suponer sin pérdida de generalidad que z € Uy w € AN V. Como
w € V', entonces g({z,w}) = wy como w € A, entonces g({z,w}) € A.
Ast g[(U, ANV)x)2] € A, lo cual nos permite concluir que g es continua,

en {z,y}.

Como lo anterior lo hicimos para {x,y} arbitrario, entonces g es conti-
nua.

d)= a) Se prob6 en el Teorema 2.1.3.

]

La equivalencia méas poderosa y utilizada de la proposicién anterior es
la ¢), pues reduce el trabajo de verificar la continuidad a encontrar abiertos
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que se comporten bonito dado cualquier par de puntos. Intuitivamente lo que
quiere decir dicha equivalencia es que una seleccion débil f es continua si y
solo si se cumple que dados x y y en nuestro espacio, si x es menor que y
respecto a f entonces los puntos cercanos a x seran menores a los puntos
cercanos a y respecto a f.

El siguiente corolario realmente nos esta hablando sobre la equivalencia en-
tre la existencia de relaciones dicotémicas, antisimétricas y cerradas, con la
existencia de selecciones continuas débiles. La razon por la que no incluimos
dicho resultado en la seccién anterior es por que no tenfamos ni la notacién
ni las herramientas adecuadas para dar una prueba limpia.

Corolario 2.2.10. Sea (X, 7) un espacio topolégico Ty, si S C X? es una
relacion dicotémica, antisimétrica y cerrada en X2, entonces fs es una se-
leccion continua débil.

Demostracion. Notemos que z —, y si y solo si fs({z,y}) =y y esto pasa
si y solo si (z,y) € S. Concluimos que —;,= S, —, es cerrada y por lo
tanto fs es continua.

O

El siguiente resultado es fundamental para probar casi todos los teoremas
que siguen en este capitulo. Es bueno también resaltar que con este resultado
se justifica mas nuestra notacién tan parecida a la de un intervalo abierto y
un intervalo cerrado.

Proposicién 2.2.11. Sean (X,7) un espacio Ty, f : Fo(X) — X una
seleccion Ty -continua débil y x € X. Entonces los siguientes enunciados
siempre se cumplen:

1) (—o0,z)f es abierto y [x,00); es cerrado.

Ademas, si (X, 1) es Ty, entonces también se cumplirdan:
2) (x,00)s es abierto y (—oo,x|s es cerrado.

Demostracién. 1) Sea y € (—oo,x)s entonces © —¢ y y  # y. Como X
es Ty v y # x entonces X \{x} es abierto y y € X\{z}. Ahora, como f
es continua entonces existen abiertos U,V C X los cuales cumplen que
reU,yeVy f(UV)rx)] € X\{z}. Notemos que para todo z € V
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se tiene que {z,z} € (U, V)p(x), y por lo tanto f({z,z}) € X\{x}.
Como f es una seleccién concluimos que f({z,z2}) = z y que z # x. Asi
z € (—o0,x)s, y por lo tanto V' C (—o0,x)s. Concluimos que (—oo, )y
es abierto y consecuentemente X\ (—oo,z)s = [x,00)s es cerrado.

2) Sea y € (x,00)s entonces y =5 v y y # x. Como X es Hausdorff y f es
seleccion continua sabemos que existen U,V C X talesque z € V,y € U

y U =¢ V. Como X en particular es T}, entonces U\{x} es abierto y

y € U\{x}. Para terminar la prueba notemos que si z € U\{z}, entonces

z —¢ xy z # x; por lo tanto, U\{z} C (z,00);. Asi, concluimos que
(x,00)s es abierto y consecuentemente X \(x,00)s = (—o0, z] es cerrado.

[

La notacion de flechas que utilizamos para referirnos a selecciones conti-
nuas débiles, nos sugiere una manera de construir una seleccién débil nueva, a
partir de una ya dada. El invertir las flechas, nos dara bajo ciertas condiciones
una seleccién continua débil.

Lema 2.2.12. (Inversién de flechas) Sea (X, 7) un espacio Ty y sea S C
X2 una relacion de seleccion cerrada, entonces S~ es también una relacion
de seleccion cerrada.

Demostracidn. Sabemos que la funcién f: X? — X? dada por f((z,y)) =
(y, x) es un homeomorfismo, y como S es cerrada tenemos que f[S] también es
cerrada. Notemos que f[S] = {f((z,y)) | (z,y) € S} = {(y,z) | (z,y) € S} =
S~ Para ver que S es una relacién de seleccién, gracias a la Proposicién
2.2.8 solo queda mostrar que S~! es dicotémica y antisimétrica. Para probar
la dicotomia notemos que dados (z,y) € X? se tiene que (z,y) € S o (y,x) €
S. Si (z,y) € S entonces (y,z) € S 'y si (y,z) € S entonces (z,y) €
S~!. Por tltimo, para probar la antisimetria tomemos x,y € X tales que
(z,9), (y,x) € 871, entonces (y,z), (z,y) € S y por lo tanto z = y.

O

La proposicién anterior nos dice algo muy curioso sobre las selecciones en
espacios Hausdorff: las selecciones vienen por pares. Utilizando un lenguaje
méas adecuado podemos escribir el Lema de inversién de flechas como sigue.

Lema 2.2.13. Sea (X, 7) un espacio Ty y sea f : Fo(X) — X una seleccion
Ty -continua débil, entonces existe una unica g : Fo(X) — X seleccion Ty -
continua débil tal que g({z,y}) = = si y solo si f({z,y}) =y. A dicha g le
llamaremos —f.
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Demostracion. Por la continuidad de f sabemos que — ¢ es cerrada, por el
Lema 2.2.12 tenemos que —>]?1 también lo es, y por lo tanto tenemos que
f ;1 es una seleccion débil 7y,-continua. Notemos que

f_>;1({$,y}) =T <= (y,l’) E_>]71
& (z,y) €=y

< f({e,yh) =y

Entonces f . cumple las condiciones que buscamos, por lo tanto pode-
mos definir a g := f St Para demostrar la unicidad tomemos h una seleccién
débil continua que cumpla las condiciones de la proposicion, ahora tomemos
{z,y} € F»(X), entonces g({z,y}) = x si y solo si f({z,y}) =y, pero esto

pasa solo cuando h({z,y}) = x. Asi concluimos que h = g.
[

Por fin hemos terminado de construir la teoria basica de las selecciones
continuas débiles. Ahora estamos listos para probar resultados més intere-
santes.

2.2.1. Selecciones y conexidad.

Teorema 2.2.14. Sean (X, 7) un espacio Ty y A € F(X) conexo tal que
A > 2. Sia € AN X\A, entonces no existe ninguna seleccion continua
débil f, tal que a es un f-mdximo.

Demostracion. Lo haremos por contradiccion. Supongamos que f : Fp(X) —
X es una seleccién 1y-continua tal que a es un f-maximo. Por hipdtesis existe
b € Atal que b # a,y por ser a un f-maximo tenemos que a —¢ b. Como X es
T, podemos usar la Proposicién 2.2.9 para encontrar U,V C X abiertos tales
quea €U, beV yU =;V.Comoa € X\A entonces existe ¢ € (X\A)NU,
en particular tenemos que ¢ —¢ b, y como ¢ € X\ A entonces a # cy ¢ # b,
asi b € (—o0,¢); y a € (c,00)y. Entonces (—oo,¢)y N Ay (c,00) N A son
dos abiertos no vacios en A tales que ((¢,00); N A) N ((—o0,c)fNA) =0y
((€,50)s1A)) U((=00, ¢)sNA) = (¢, 50);U(—00, &) )NA = (X\{e}) N4 = 4,
por lo tanto A es disconexo, lo cual es una contradiccién ya que supusimos
que A era conexo. Concluimos que no existe una seleccion continua débil f,
tal que a es un f-maximo. ]
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Corolario 2.2.15. Sean (X, 7) un espacio Ty y A € F(X) conezxo tal que
|A| > 2. Sia € ANX\A, entonces no existe ninguna seleccion continua débil
f, tal que a es un f-minimo.

Demostracion. Sea f una seleccién 7y -continua débil, basta encontrar un
be X tal que b # a 'y a —¢ b. Consideremos a — f, por el teorema anterior
a no es — f-maximo entonces existe b € X tal que b # a 'y b —_; a, por
definicién de —f esto ocurre si y solo si a — b.

m

Corolario 2.2.16. Sean (X, T) un espacio Hausdorff, A € F(X) un cerrado
conezo tal que |A| > 2. Sia e ANX\A, y f: F(X) — X es una seleccion
Ty -continua entonces f~'[{a}] # {{a}}.

Demostracion. Consideremos a f|p,(x), por el teorema anterior sabemos que
a no es un f|p,x)-maximo, y por lo tanto existe b € X\{a} tal que

f’FQ(X)<{a7 b}) =a

entonces {{a}} C {{a}{a,b}} € flpx)[{a}] € F7H{a}]. -

Proposicién 2.2.17. Sean (X, T) un espacio topolégico Ty, f : Fo(X) — X
una seleccion Ty -continua débil y sean x,y, z € X tres puntos distintos, tales
que T —¢ y —5 z —5 x. Entonces el conjunto (—oo,y|s N [x,00)s es un
cerrado abierto en X que separa a z de {z,y}.

Demostracion. Notemos que como x # y y & — y entonces y ¢ [x,00);.
De manera analoga podemos concluir que = ¢ (—o0,y|s, v por lo tanto

{z,y} © X\((—00,y]s N [z,00);). Asf,

00, Y]y N [z, 00) s \{z,y}

I\, yd) N ([, 00) Nz, v})
Myl N [, 00) f\ {2 })
)

N (z,00)¢

(=00, ]y N[z, 00);

(=
(=

(=
(
(
(=

o0
o0
©e

)

Por lo tanto (—oo,y|f N[z, 00)s es abierto y cerrado. Por utlimo notemos
que como y —»¢ 2y 2 — 5 x entonces z € (—o0,y|r N [z,00)s. ]
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Proposicién 2.2.18. Sea (X, 7) un espacio Ty y conexo, si f : Fo(X) — X
es una seleccion continua débil entonces — 5 es un orden total.

Demostracion. Ya mencionamos antes que — ¢ es dicotémica y antisimétrica,
solo falta ver que es transitiva. Para esto tomemos z,y, 2z € X distintos dos
a dos tales que y —f 2z y 2 = x. Si se diera que x — y, entonces por la
Proposicién 2.2.17 (—oo, y|s N [z, 00) s serfa un abierto cerrado que separa a
z de {z,y}, esto implicaria que X es disconexo, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, se debe dar que y —; 2. Lo anterior garantiza que —; es
transitiva y por lo tanto un orden total.

]

2.2.2. Selecciones y compacidad local.

A partir de este momento trabajaremos con la compactacion de Alexan-
droff de espacios localmente compactos. Por lo tanto, si (X, 7) es un espacio
localmente compacto, denotaremos por X := X U {a} a su compactacién
de Alexandroff, donde {a} es el residuo de dicha compactacion.

Demostraremos un lema previo a la primera proposicion de esta seccion.

Lema 2.2.19. Sean (X, 7) un espacio topologico y p € X. Si X no es com-
pacto, entonces existe F € F(X) tal que F no es compacto yp ¢ F.

Demostracion. Supongamos que dicho F' no existe, y consideremos A una
cubierta abierta de X. Sea B € A tal que p € B. Notemos que X\B no
tiene a p, y por lo tanto es compacto, por lo que existen By, ..., B, € A tales
que {By,...,B,} cubren a X\B, y asi, {Bj,..., B, B} es una subcubierta
de A. Como A era una cubierta arbitraria, entonces X es compacto, pero
esto es una contradiccién. Concluimos que existe F' € F'(X) tal que F no es
compactoy p ¢ F. ]

Proposicién 2.2.20. Si (X, 1) es un espacio Ty y f es una seleccion Tp-
continua débil, entonces X es localmente compacto.

Demostracion. Supongamos que X no es localmente compacto, entonces exis-
te p € X tal que p no tiene vecindades compactas. Sea F' € F(X) tal que
F no es compacto y p ¢ F, como X \F es vecindad abierta de p y f es con-
tinua respecto a 7p entonces f'[X\F] es una vecindad abierta de {p} en
(F»(X), 7r), y por lo tanto existen Vi, Vs, ..., V,, C X abiertos tales que:
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L. {p} € <‘/l7‘/27' . '7Vn>F2(X) g f_l[X\F]
2. V=X\U., Vi es compacto.

Notemos que F' € V ya que de lo contrario F' seria compacto, entonces
FNX\V=Fn (U, Vi) #0, por lo que existe k < n tal que F NV}, # 0.

Sea q € Vx N F, como p ¢ F entonces p # ¢q. Ademds, como para cualquier
j€{1,2,...,n} se tiene que O # {p} NV; C{p, ¢} NV; y {p.¢} CUL, Vi
tendremos que {p, ¢} € (Vi,Va, ..., Va)mx) € fHX\F], yast f({p,q}) = .
Ahora, como f({p,q}) = p # ¢ = f({q}) vy X es T, entonces existen

Ui,...,U, Wh,..., W, abiertos en X tales que X\(U._, U:) v X\(U_, W)

son compactos, y cumplen que
{q} € (U1, Us, ..., U) myx),
{p,q} € Wi, Wa, ..., Wi)px) ¥
(U1, Uz, ... .U myxy N (Wh, Wa, o, W)y x) = 0.

Consideremos el conjunto W = ([{W;| 1 <i <r y p € W;}. Es directo
que p € Wy W es abierto. Afirmamos que W C X\(Ué:1 U;). En efecto, si
no fuera el caso tendrfamos que existe y € W N (U\_, U;), como ¢ € U'_, U;
entonces {y,q} C Ufﬁ:l U;, ademés para todo i tal que 1 < i < [ se tiene
que {q} = U; N {q} € UiN{y,q}, por lo que {y,q} € (U1, Vs, ..., U1)pyx)-
Por otro lado tenemos que {y,q} C J._, W;, ademds para todo j tal que
1 <j <rsetiene que {y} CW;N{y, ¢} siW; e {W;|1<i<rypeW}y
{q} € W;n{y, ¢} en otro caso. Asi {y, ¢} € (Wi, Wa, ..., W,)r(x), pero esto
es una contradiccién ya que (Ur, Us, . .., Up) pyx) VW1, Wa, ..., W) pyxy = 0.

Para terminar, notemos que como W C X \(Ui:1 U;), entonces se tiene que

W C X\(U._, U:) = X\(U\_, Us), lo cual implica que W es compacto y por
lo dicho anteriormente también es una vecindad de p, pero esto es una contra-
diccién ya que supusimos que p no tenia vecindades compactas. Concluimos
que X es localmente compacto. O]

Teorema 2.2.21. Sea (X,7) un espacio Ty. Si X tiene una seleccion Tp-
continua débil entonces aX tiene una seleccion continua débil g, tal que
g '{a}] = {{a}}, es decir, a es un g-mdzimo.
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Demostracion. Sea [ : F5(X) — X una seleccién 7p-continua débil y defi-
namos ¢ : Fy(aX) — aX de la siguiente manera:

Ja si {a} ={z,y}
olteuh) = {f<{x,y} X) s fy e n X £0 22

Por construccién tenemos que para todo {z,y} € aX se cumple que
g({z,y}) € {z,y} v g7 [{a}] = {{a}}. Por la Proposicién 2.1.1 sabemos que
g es continua en {a}. Ahora, sea {z,y} € aX tal que {z,y} N X # () y sea
A C aX abierto tal que g({z,y}) € A. Primero notemos que como f es 7p-
continua entonces existen Vi, Vs, ...,V abiertos en X tales que X\(J;_, Vi)
es compacto y

{x,y}ﬂX S <‘/17‘/27"'7Vn>F2(X) C f_l[AﬂX]

Como X\(J:—, Vi) es compacto entonces es cerrado en aX; por lo tanto,
aX\(X\ (UL, Vi) = (Ui, Vi)U{a} es abierto en aX. Notemos ademés que
Vi, Va, ..., V, también son abiertos en a.X. Consideremos

n

V= <V17 ‘/27 ceey Vna (U V;) U {Oé}>F2(aX)

=1

Entonces V' es abierto y {z,y} € V. Ahora tomemos {a,b} € V, entonces
fa.} 1 X = {a.b}\{a} < (UL, V) U{ah)\a} = UL, Vi, y para todo
1 tal que 1 < 7 < n se tiene que V; C X. De esta manera se tiene que
0 # {a,b}NV; = {a,b}N(ViNX) = ({a,b}NX)NV;, y por lo tanto {a,b}NX €
(Vi,Va, ..., Va) my(x)- Ademds, como en particular 0 # ViNn{a,b} C XN{a,b}
entonces g({a,b}) = f({a,b} N X), por lo que g({a,b}) € AN X, con esto
concluimos que V' C ¢g'[A] y por lo tanto g es continua en {z,y}.

[

2.3. Teoremas de Caracterizacion

A continuacion enunciaremos el teorema principal de este capitulo, el cual
fue demostrado originalmente en [6].

Teorema 2.3.1. Sea (X, 7) un espacio Ty y compacto. Si f: F5(X) — X
es una seleccion Ty —continua débil y a € X entonces existe un orden to-
tal <, compatible con la topologia de X, tal que (—o0,al<. = (—o0,a]s y
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la,00)<, = [a,00).

La demostracion del teorema es demasiado larga, por lo tanto la haremos
en la siguiente seccion.

El teorema anterior, en particular implica que todo espacio compacto y
T, que admite una seleccion continua débil, es un espacio topologico ordena-
ble. Recordemos también que si (X, 7) es un espacio ordenable y compacto,
entonces la funcion min es una seleccion continua, y que si un espacio admite
una seleccién continua, entonces la restriccién de dicha seleccion a Fp(X),
es una seleccion continua débil. Lo dicho anteriormente nos brinda una ca-
racterizacién muy importante de los espacios compactos y 75 que admiten
seleccidénes continuas.

Teorema 2.3.2. Sea (X, 7) un espacio compacto y Ty, entonces X tiene una
seleccion Ty -continua st y solo si X es un ETO.

Demostracion. Sea (X, 7T) un espacio compacto y T», tal que X tiene una
seleccién Ty-continua f. f|m(x) es una seleccién continua débil, y por el
Teorema 2.3.1 concluimos que X es un ETO. Por otro lado, si (X, 7) es un
ETO compacto y T3, entonces X es un ETBO, y por lo tanto, gracias al
Corolario 2.0.3 tenemos que X admite una seleccién 7y-continua. O

Como otro corolario del Teorema 2.3.1, tenemos el siguiente teorema.
Dicho teorema nos da un caracterizacion para los espacios T que admiten
selecciones 7 continuas. Originalmente fue demostrado en [1], pero nosotros
daremos una demostracion significativamente mas corta.

Teorema 2.3.3. Sea (X, 7) un espacio Ty, entonces X es un ETBO siy solo
st X tiene una seleccion Tp-continua.

Demostracion. =) Si X es un ETBO, en la Proposicién 2.0.2 probamos que
la funcién min : F'(X) — X es una seleccién Tp-continua.

<) Sea f: F(X) — X una seleccién 7p-continua, entonces h = f|p,(x) es
una seleccién 7p-continua débil. Por el Teorema 2.2.21 existe g : Fo(aX) —
aX una seleccién continua tal que o es un g-méximo, es decir, (—oo, al, =
aX. Por el Teorema 2.3.1 existe un orden total < sobre aX compatible con
su topologia y que cumple que aX = (—o0, a], = (—00, a]< lo cual nos per-
mite concluir gracias a que aX es compacto y al Corolario 1.1.15 , que aX
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es un KT BO. Para terminar notemos que cualquier segmento inicial sobre
aX respecto a < también es un ET BO, en particular [—00,a)< = X. O

2.4. Demostracion del Teorema

Sea < un buen orden en X tal que min<(X) = a. Construiremos recursi-
vamente el orden deseado diciendo para cada elemento x € X qué elementos
son mayores y cuales menores que x. Es decir, para cada x € X construiremos
conjuntos m,, M, C X cerrados que cumplan las siguientes propiedades:

P) m; UM, =Xy m,NM, ={zx}.

Py) Siy <z ysizem, entonces my, € my\{y}.

(P1)
()
(P3) Siy <z ysize M, entonces M, C M,\{y}.

(Py) Sizemyyz¢U{my |y <2yaze M}, entonces z € (—o0,z]s (esto
es equivalente a decir que m, C ((J{m, |y <z y x € M,})U(—o0,z]y).

(Ps) Size Myyz¢ U{My | y<2zyxe&my}, entonces z € [z,00)s (esto
es equivalente a decir que M, CJ{M, |y <z yx € m,})U[x,00)f).

La construccién se hard por recursion sobre el buen orden < en X.

Paso base:
Definimos para min< X = a a m, y M, como sigue:

mg := (—00,alsy

M, = [a,00);.

Como X es T, entonces m, y M, son cerrados gracias a la Proposicién
1.1.7 y cumplen la propiedad P;, las propiedades P, y P; se cumplen por va-
cuidad ya que a = min<(X). Las propiedades P, y Ps se cumplen de manera
directa gracias a las equivalencias de dichas propiedades que mencionamos
entre paréntesis.

Paso recursivo:
Sea r € X tal que a < x. Supongamos que para todo y < x hemos construido
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m, y M, cerrados, y dichos conjuntos cumplen las propiedades P, P, P,
P, y Ps5. Consideramos los siguientes conjuntos:

E={y<z|z¢gm},
F={y<uz|z¢M,}

Z:=X\((|Jmyu M)

yel yeF

Consideremos primero el caso en que E # (), y tomemos I' = |E|T. Para
cualquier a € I' definimos y,, de la siguiente manera:

Yo == min<(E) y
Yo i=mins({z}U{y € E[Vu € a (y, <y) Ny ¢ U,camy.})-

Debido a que para todo y € E se cumple que y < x entonces y, = x si y solo
si{ye BlVpea(y, <y) Ny ¢Uucamyt =0. Ademss, si 8 € a para
algin a € I' entonces J,c5my, € U,c, My, Por otro lado, dado y € E, si
y cumple que para todo p € a pasa que y, < y, entonces y, < y para todo
€ B. Gracias a estas dos afirmaciones podemos concluir que si f € a € T’
entonces {y € B |[Vu € o (yu <y) Ny & Uy} C{y € E|Vue
B e <y) Ny ¢U,smyt yporlo tanto si y, # x se tiene que yz # .
Sea ¢ = min{a € I' | y, = x}, lo dicho anteriormente nos permite concluir
que para todo « € € se cumple que y, = min_ A, donde:

Ao={yeE|Vucaly, <y Nyl ]Jm,}

pneQ

Estamos listos para demostrar las siguientes afirmaciones.

Afirmacién 1: Si ¢ € e+ 1 entonces [ J{m, |y € By y < yeo } = Upee, Mus-

Demostracion. Notemos que si S € ¢; entonces directamente de como defi-
nimos ys y Ye, tenemos que yg < ye, por lo que Uge, my, € U{m, |y € E
Y Y < Ye t- Ahora, supongamos que existe y € F tal que y < y., vy consi-
deremos a« = min{f € g+ 1 | y < ys}. Si y = ya, entonces o € ¢y ya que
Y = Y y por lo tanto my, = my, C Uz, my,- Por otro lado, si y < y,
entonces para todo 8 € « se tiene que yz < y, como y < min_ A,, en par-
ticular y ¢ A,. Gracias a lo dicho anteriormente, esto solo puede pasar si
Yy € UME& my,,, por lo que podemos tomar € a tal que y € m,,. Notemos
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que B €a € e+1lyys <y <z, entonces 3 € € y por hipdtesis de recursion,
utilizando la propiedad P tenemos que my, C my, \{ys} € my, C U,c., My,
Acabamos de demostrar que para cualquier y € E tal que y < vy, se cumple

que my g UuEeo myu’ por lo tanto U{my | y e E yy =< yeo} g U,uEeo my;n y
con esto concluimos la prueba. [

Afirmacién 2: Si yig € p1 € €, entonces my,  C my, \{y,, }.

Demostracion. Como pg € pq entonces y,, < y,,. Por definiciéon de y,,
tenemos que y,, ¢ my, . gracias a la propiedad P podemos concluir que
Yus € My, , y asi, por la propiedad P; tenemos que M,, < M, \{y,,}. De
la contencién anterior concluimos que:

My = XN (My,, \{Yuo }) © X\(My,,) = my, \{yu },

justo lo que queriamos demostrar.

Afirmacién 3: Si iy € 1 € €, entonces my, \my, C [y,, ).

Demostracion. Sea t € my, \m,, , como t ¢ m,, —entonces t € M,, . Su-
pongamos que t € (J{M, | vy < yuy ¥ Yu, € my} v consideremos y < y,, tal
que y,, € my y t € M,. Notemos que y < y,, < y,, y por lo tanto y,,, & my,
ya que lo contrario, por la propiedad P, tendrfamos que m,, < m,\{y} y
por lo tanto t € M, = X\(m,\{y}) € X\m,, lo cual es una contradiccién.
Asi podemos concluir que y,, € M,. Por lo dicho anteriormente y gracias a

la propiedad Ps sabemos que M, C M,\{y} y por lo tanto

my = X\(My\{y}) © X\M,,, = my, \{Y}.

Como y,,, € E, entonces x ¢ m,, yporlotantor ¢ m,; ademdsy < y,, <,
por lo que y € E. Sea a = min{f | y < yg}, notemos primero que a =< pig
ya que y < Y,,; ademds, para todo 8 € « se tiene que ygz < y. Ahora
consideremos dos casos:

1) Siy =y, entonces y, =y < Y, Por lo que concluimos que o € pg, y por
la Afirmacién 2 tendremos que my, C My, \{Yuo }- AST Yy € My, o \{Yuo }
lo cual es una contradiccion.
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2) Siy < y, entonces y < ming A,, en particular y ¢ A,, pero esto puede
pasar solamente si y € | e My, Asi, podemos considerar § € « tal que
Y € my,, y como 8 € pg, por la Afirmacién 2 tenemos que my, C my,
y por la propiedad P tenemos que m,, < m,\{y}. Concluimos que
y € my, Cmy, < m,\{y} lo cual es una contradiccién.

La contradiccién vino de suponer que t € (J{M, | ¥ < Yuo ¥ Yuo € My},
por lo tanto podemos concluir que esto no pasa, y usando la Ps concluimos

que t € [yu,,00) -
Il

Como consecuencia inmediata de las Afirmaciones 2 y 3, tenemos que si
Y, < yp para algunos pu, 5 € € entonces f({y,,ys}) = y,. La consecuencia
anterior serd importante al momento de demostrar la Afirmacion 5.

Afirmacién 4:Si ¢t € U,cpmy\ U, cpmy, entonces t es un punto de ad-
herencia de la red {y, | 1 € €}.

Demostracion. Consideraremos dos casos:

1) Si e = a+ 1 para algin ordinal «, entonces por la Afirmacién 2 tenemos
que para todo 8 € € se cumple que m,, C m,,. Utilizando este hecho y
por la Afirmacién 1 concluimos que Uye rmy=U ee Myy = My, , PETO POr
hipétesis tenemos que m,, es cerrado, por lo tanto Uye 5 My\ UyE pMy =
(). En este caso la Afirmacién 4 se cumple por vacuidad.

2) Si € es un ordinal limite, entonces procederemos por contradiccién. Sea
t e Uy6 52 My UyE 5 My, supongamos que ¢ no es punto de adherencia de
la red {y, | p € €}, y de esta manera existe B C X vecindad abierta de
t y existe o € € tal que para todo 5 € €, si ag € 3, entonces yg ¢ B,y
como X es Ty, entonces existe A C X abierto, tal quet € A C A C B.
Notemos que ningin elemento de A, puede ser punto de adherencia de la

red {y, | 1 € €}.

Ahora definimos recursivamente los siguientes ordinales y puntos:

= ¢y =ming AN (Uyepmy) v 7o = min{p € €| ¢y, € my, }
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» Dado 3 € ¢, si ya definimos ¢, , y 7, para cualquier o € 3, y ademas,
tenemos que AN (U,cpmy)\(Unes My, ) # 0 entonces definiremos

Cyg = mjnA N (U my)\(U my.,,)
yeE a€ep
v =min{p € €[ ¢, € my,}
En caso de que A N (U,cpmy)\(Unesmy,.) = 0 definimos ¢, =
Yao+1 Y VB = €.
Consideremos ahora a G = {v5 | B € € y ¢y3 # Yapt+1}- Veamos que G es
un subconjunto cofinal en e:

Sea r = sup GG, y supongamos que r € €. Notemos que si

6 =min{fB € €| cy; = Yags1}>

entonces tendremos que G = {73 | § € §}. Como r € ¢, por la Afirmacién
2 tenemos que

U mwax g myr g myr+l\{y7‘+1}
a€gd

De esta manera

(ANX\my,) 0 ([ my) = A0 m)\m: € A0 (| m)\(J m..)

yer yer yekE a€d

Pero por hipotesis ¢ ¢ m,. y m, es cerrrado, por lo tanto AN X\m, es un
abierto que tiene a ¢, y con esto concluimos que (ANX\m, )N (U,exmy) #
(). Por definicién tendremos que:

Cys = mjnA N (U my)\(U my,,)

yeE acf

lo cual es una contradiccién, puesto que ¢y, = Yag+1 Y Yao+1 NO pertenece
a A.

Ademas de ser cofinal en €, notemos que para cada u € G existe § € € tal
que p = 7y, por lo cual tenemos que ¢y, € Ay 73 = min{u € € | ¢\, €
m,, }, o dicho de otra manera; ¢, € ANm,, y p=min{f € €| c, € my,}.
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Sea i1 € G, entonces por hipétesis de recursion y gracias a la propiedad
P, tenemos que

C# < myu g U{my ‘ ) ~ y# yy# S My} U (—OO,y“]f.

Supongamos que existe y < y, tal que y, € M, y ¢, € my,. Como y < y,
Y Yu € M, entonces por la propiedad P; tenemos que M,, C M,\{y},
y asi, my € my, \{y,}. Como por definicién y,, € E, entonces z ¢ m,,,
lo cual nos permite concluir que x ¢ m, y por lo tanto y € E. Sea
a=min{f € €|y < ys}, tenemos entonces dos casos:

a) Si y = yo entonces v < p1'y ¢, € my, = my,, pero esto es una
contradiccién ya que p = min{f € €| ¢, € my, }.

b) si y < y, entonces para todo 5 € «a se tiene que yz < y. Por como
definimos ¥, debe existir fy € a tal que y € My, - Notemos que yg, <
y, asi, por la propiedad P, tenemos que m,, C My, - Concluimos que
Cu € My, , pero esto es una contradiccion.

La contradiccién de arriba nos lleva a concluir que ¢, € (—o0,y,ly, es
decir f({cu, yu}) = cu-

Como X es compacto entonces podemos considerar (c,y) € X2, un punto
de adherencia de la red {(c,,y,)}.ec- Notemos entonces que ¢ es punto de
adherencia de lared {c, },cq, ¥ es punto de adherencia de lared {y, },cc y
{c,y} es punto de adherencia de la red {{c,,y,}},cq. Como A es cerrado
y para todo i € G se tiene que ¢, € A entonces ¢ € A. Como y es un punto
de adherencia de la red {y,},cc v G es cofinal en €, entonces y también es
un punto de adherencia de la red {y, } e, por lo que y ¢ Ay en particular
y # c¢. Notemos que como f({c,,y,}) = ¢, para cualquier u € G, y como
f es continua entonces f({c,y}) = c. Por otro lado, si f§ € G es fijo,
entonces para todo y € G C € tal que 3 € p se cumple que ¢, ¢ m,,,
y por lo tanto ¢, € my, \m,,. Asi gracias a la Afirmacién 3 tenemos que
f({cu, ys}) = ys. Al ser f continua y ¢ un punto de adherencia de la red
{cu}ueq, entonces f({c,ys}) = yp para cualquier 5 € G, y como y es un
punto de adherencia de la red {y,}.cc entonces f({c,y}) = y, pero esto
es una contradiccion ya que antes habiamos concluido que f({c,y}) =cy
¢ # y. Concluimos que ¢ es un punto de adherencia de la red {y, | 1 € €}.

]
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Afirmacién 5: Si ¢ y u son puntos de adherencia de la red {y, | 1 € €},

entonces t = u.

Demostracion. Tenemos dos casos:

)

Si € = o+ 1 para algin «, entonces la red {y, | p € €} tiene como
elemento méaximo a y,, al cual la red necesariamente converge, y al ser X
un espacio 75, no puede haber otro punto de adherencia.

Si € es ordinal limite lo haremos por contradiccién. Supongamos que exis-
ten t,u € X puntos de adherencia de la red {y, | 1 € €} tales que t # w.
Como t # u entonces existen Ty U vecindades cerradas de t y u respec-
tivamente tales que TNU = ().

Definimos mg = {0 € € | ys € T} ¥ tmy = Ym,- Sea my = min{d €
€| Ymo < Ys ¥ Ys € U} ¥ Umy = Ymy,- En general, para cualquier a € €
mayor que 0, si sup{mj |3 € a} = e entonces definimos m, = €y
= tm, = Um, = T; en caso de que sup{mg |5 € a} < ¢, definiremos

Mq = min{é € €| sup{um, |8 €a} <ysyys €T}

m., =min{d € €| yn, <ysyys € U}

y definimos ty,, = Ym, ¥ Uma = Yme,- Ahora consideramos a v = min{d €
€| ems = 2ty G ={m, | @ € v}. G es un conjunto cofinal en e
y para cualquier a, 5 € G se cumple que t, € {y, | p € e, NTy
ug € {y, | 1 € e} NU. Ademas, si o € §, se cumplird que t, < uy < 3.

Sea (,4/) € X? un punto de adherencia de la red {(ts, us) }scq, notemos
que t" es un punto de adherencia de la red {ts}scc y v’ es punto de adhe-
rencia de la red {us}seq. Dado 6 € G, como ts < us y us, ts € {y, | 1 € €}
entonces por las Afirmaciones 2 y 3 tenemos que f({us,ts}) = t5 y por
la continuidad de f concluimos que f({t’,u'}) = t’. Por otro lado, da-
do 0 € G se tiene que para todo f € G tal que § € 3, se cumple que
us < tg y por lo tanto f({us,tz}) = us, esto nos permite concluir que
f(us,t'}) = us para cualquier 6 € G. Usando nuevamente la continuidad
de f inferimos que f({u',t'}) = «’' y asi ¢’ = «/. Para terminar notemos
que como {ts}tscc C T, {ustse¢ € U y T y U son cerrados, entonces
' =4 € TNU , pero esto es una contradiccién ya que supusimos que
TnU =0.
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]

La compacidad de X nos permite asegurar la existencia de un punto de
adherencia de la red {y, | p € €}, y la Afirmacién 5 nos aseguré6 su unicidad.
Desde este momento llamaremos e a dicho punto.

Afirmacién 6: | J, . m, tiene a lo mas un punto en su frontera.

yerR

Demostracion. De nuevo consideraremos dos casos:

1) Si € = o+ 1 para algin ordinal «, entonces para cualquier 5 € € por
la Afirmacién 2 se cumple que m,, C m,,, por lo tanto UyeE my =
Ugee my; = my,. Por hipétesis de recursién sabemos que m,, es cerrado
Y My, \{¥a} = X\M,, es abierto, por lo tanto bd(l,cmy) C {Ya}-

2) Si € es un ordinal limite entonces para cualquier x € U, my = Uge, My,
existe o € € tal que € my,, notemos que a + 1 € €, my, . \{Yat1} €
abierto y @ € my, C my,,\{¥at+1} € U,cpmy, con esto concluimos que
UyeE m, es abierto y por lo tanto bd(UyeE my) = UyeE my\ UyEE my.
Lo anterior en combinacién con las Afirmaciones 4 y 5 tenemos lo que
queremos.

]

Antes de continuar con la siguiente afirmacién, notemos que si € es un
ordinal limite entonces bd(UyeE my) # (0, ya que e pertenece a UyeE my, pe-
ro no pertenece a UyE My En efecto, si no fuera el caso, existirfa p € € tal
que e € my,, pero entonces por la Afirmacién 3, m,, \{y,+1} es un abierto
al que pertenece e y que cumple que yg & m,, . \{¥u4+1} para cualquier
mayor que u + 1, lo que contradice que p es un punto de adherencia de la
red {y, | p € €}, con esto concluimos que e € bd({J,cmy). Por otro lado, si
€ = a + 1 para algin ordinal «, entonces e = y,, y en la prueba anterior de-
mostramos que en este caso bd(U, ez my) € {ya}. Con todo lo que acabamos
de decir, podemos llegar a la conclusién de que sea cual sea la naturaleza de
¢, siempre se cumple que bd({J,c;my) C {e}.

Afirmacién 7: Sit € Z y p € € entonces t € [y, 00) .

Demostracion. Como t € Z = X\((U,epmy) U (Uyer M,)), entonces t ¢
my, , asi, t € M,,. Supongamos por contradiccién que t ¢ [y,,00)y, entonces
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por la propiedad Ps5 tenemos que existe y <y, tal que y, € m, y t € M,. Si
x € m, entonces ¢ M, (yaquex # y), porloquey € F,yasi ZNM, = (.
Pero esta es una contradiccion ya que supusimos que ¢t € M, N Z, con esto
concluimos que x ¢ m,, en otras palabras y € E. Por la Afirmacién 1 tenemos
que H{my |y € Ey v <yu} = Uz, my,. Como y,, € m, entonces existe
v € p tal que y, € my, , pero esto es una contradiccion a la Afirmacion 2.
Concluimos que t € [y, 00);. O

Notemos que en particular x € Z, por lo que f({z,y5}) = ys para cual-
quier 8 € €, y por lo tanto, gracias a la continuidad de f, tenemos que
f({x,e}) = e. Haciendo un recuento, encontramos un ordinal € y un conjun-
to {y, | p € €} C E que cumple la siguientes propiedades:

. UyEE my = U/,Lee myu'

Si 1 € 0 € € entonces m,, € My, \{ys}.

La red {y,}.ec tiene exactamente un punto de adherencia e.

Site Zy p € eentonces t € [y,,c0).
f({z,e}) =e.

bd(Uyermy) < {e}-

Gracias a la simetria de las propiedades P, a Ps, en el caso de que F' # (),
podemos encontrar de manera completamente analoga un ordinal %, y un
conjunto {2, | 4 € ¥} C F que cumpla las siguientes propiedades:

UzEF M, = Uuew M.,,.

Sip €0 €1 entonces M., C M, \{z}.

La red {z,} ey tiene exactamente un punto de adherencia r.

Site Zy peentoncest € (—00,2,;.
f{z.e}) =z

bd(U.ep M=) € {1}
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Construiremos m, y M, por casos.
Caso 1: SiE#0y F =0.

En este caso Z = X\ (IJ
{e}. Definiremos:

yeE

"My = UyeEmyU (Zﬂ (—OO,:L‘]f) y
u Mx:Zﬂ[l’,OO)f.
Caso 2: SiE=0y F # 0.

my) y por lo tanto bd(Z) = bd(X\Z) = bd(|J

yeE my) g

En este caso Z = X\(U,cp M-) y porlo tanto bd(Z) = bd(X\Z) = bd(|,r M=) C

{r}. Definiremos:
" My =U.cp MU (Z0[z,00)5) y
» m, = Z N (—00,x;.

Caso 3: Si E,F # 0.

En este caso bd(Z) = bd(X\Z) = bd((U,cxmy) U (U.cp M:)) C {e,r}

Definiremos:

"M, = UyeEmy U (Zﬂ <_Oov$]f) y
n M, = Uzep M. U(ZnN [:L“,OO)f).

Es sencillo demostrar que m, y M, son cerrados y cumplen las propie-
dades P, a Ps, y asi, la recursién termina. Debido a que los conjuntos m, y
M, satisfacen las condiciones del Teorema 1.1.12, entonces la relacion en X

dada por:
x <,y siysolosize&m,

induce un orden total en X compatible con su topologia. Para terminar

notemos que (—oo, aly =m, = (—00,al<, v [a,00)f = M, = [a,00)<,.



Capitulo 3

Ejemplos y Contraejemplos

En este capitulo nos dedicaremos a construir ejemplos y contraejemplos
relacionados con selecciones continuas.

Empezamos el capitulo anterior definiendo selecciones continuas y ejemplifi-
cando con la funcién min dicha definicion. Mas tarde demostramos que dadas
ciertas condiciones para un espacio (X, 7), se cumple que X tiene una selec-
cién continua si y solo si X es un ETBO. Dicha caracterizacién no seria muy
util si dado un espacio topoldgico (X, 7), tuviéramos que cualquier seleccién
continua f sobre X esta definida a partir de un orden total, en el sentido de
que existe un orden < sobre X tal que f = min.. Por eso, el primer ejemplo
que daremos es el siguiente:

Ejemplo 3.0.1. Sea X = {0,1} U [2,3]. Definimos f : F(X) — X como
sigue:

_)min(A) si A#{0,1}
)= {1 si A=1{0,1} (3:1)

Notemos que por definicion se tiene que f es una seleccion. Ademds,
usando el lema de pegado podemos concluir que [ es continua. Si existiera
un orden = sobre X tal que f = ming entonces tendriamos que min<(X) =
f(X) = min(X) = 0, y por lo tanto tendriamos que 0 < 1, pero por otro
lado min<({0,1}) = f({0,1}) = 1, lo cual es una contradiccion. Con esto
concluimos que f no estd determinada por ningun orden total sobre X. Es
decir, no existe un orden total sobre X, tal que f coincida con la funcion
minimo inducida por dicho orden.

57
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Notemos que en el ejemplo anterior, a pesar de que f no esta definida
a partir de un orden total en X, f|p,(x) si lo esta. Por lo tanto, si quisiéra-
mos demostrar que no toda seleccién continua débil esta definida a partir
de un orden total, este ejemplo no nos sirve. Sin embargo, podemos sacar
otra conclusién importante a partir del ejemplo anterior: si (X, 7) es un es-
pacio topolégico, h : F5(X) — X es una seleccién continua débil definida a
partir de un orden total sobre X y g : F(X) — X es una seleccién conti-
nua que extiende a h, entonces g no necesariamente estd definida a partir de
un orden total, es decir, no existe un orden total < sobre X tal que g = minx.

El siguiente ejemplo ilustra el hecho de que no toda seleccion continua débil
f esté definida a partir de un orden total. Es decir, no siempre existe un
orden total < sobre nuestro espacio tal que f = min< |g,(x).

Ejemplo 3.0.2. Consideremos f : Fy(w) — w dada por:

F{ay)) = {méx({x, y}) six+yespar (3.2)

min({z,y}) siz+yesimpar

Notemos que por construccion tenemos que f es una seleccion continua débil
sobre w, por otro lado tenemos que f({0,1}) = 0 y f({1,2}) = 1. Si f
fuera el minimo respecto a algun orden total sobre w, se deberia cumplir por
transitividad que f({0,2}) = 0 pero ese no es el caso. Por lo tanto, f no estd
definida a partir de un orden total sobre w.

El ejemplo anterior surge del hecho de que toda funcién de Fy(w) en w es
continua. En particular, toda seleccion débil sobre w es continua, hecho que
sera muy importante al momento de construir el contraejemplo principal de
este capitulo.

Teorema 3.0.3. No existe una seleccion Ty — continua sobre R con la topo-
logia usual.

Demostracion. Supongamos que el teorema es falso. Sea f : F(R) — R una
seleccién continua. Sin pérdida de generalidad supongamos que f({0,1}) = 1.
Demostraremos por induccién que f({0,1,...,k}) = k para todo k € w.
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Supongamos que para algun n € N se cumple quef({0,1,...,n}) = n, note-
mos que el conjunto A, = {{0,1,...,n—1,n+t} |t € [0,1]} es conexo
en F(R) por el Corolario 1.2.17. Por lo tanto, f[A,41] es un conexo en R y
ademds n € f[A,41]. Por definicién se tiene que f({0,1,...,n—1,n+1}) # n.
Si se cumpliera para algin £ € N con k£ < n que

fH{0,1,...;,n—=1,n+1}) =k,

entonces por la conexidad de f[A,,1] para todo r tal que k < r < n se
tendria r € f[A,41], en particular n — 1 € f[A,41] y por lo tanto existirfa
t € [0,1] tal que n — % €{0,1,...,n —1,n + t} pero esto es imposible, asi,
llegamos a la conclusion de que f({0,1,...,n—1,n+1}) =n+1.

Ahora consideremos al conexo
B, ={{0,1,...,n—1,n—1+4+¢t,n+1} |t €]0,1]}

de nuevo, por la continuidad de f tenemos que f[B,;1] es conexo en R y
por lo dicho anteriormente tenemos que n + 1 € f[B,.1]. Si se diera que
f{0,1,...,n—1,n,n+ 1}) # n + 1, entonces en particular se tendria que
f{0,1,...,n—1,n,n+1}) < ny por la conexidad de f[B,.1] para cualquier
n <r <mn+ 1 se cumpliria que r € f[B,41], en particular para n + %, pero
eso querrfa decir que n+ 3 € {0,1,...,n —1,n — 1 +t,n+ 1} para algin
t € [0, 1], pero esto es imposible, con esto concluimos que

fH{0,1,....n—1,n,n+1})=n+1.

Con lo dicho anteriormente, podemos concluir que para toda n € N se cum-
ple que f({0,1,...,n —1,n}) =n.

Para terminar notemos que en F'(R) se cumple que lim, ,.{0,1,...,n} =N,
ya que si Ay, Ay, ..., A, son abiertos en R tales que N € (Ay, Ay, ..., Ay
entonces podemos considerar para cualquier ¢ < n a algin n;, € NNA;, y para
cualquier n > max{ny, ..., n,} tendremos que {0, 1,...,n} € (A1, Aa, ..., Ap).
Gracias a lo dicho anteriormente, y por la continuidad de f tenemos en par-
ticular que lim,,_,,on existe, pero eso es un absurdo. La contradicciéon vino
de suponer que R admitia una seleccién continua, por lo tanto, no existen
selecciones continuas sobre R. ]
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3.1. Morfismos de selecciones

Definicién 3.1.1. (Isomorfismo de selecciones) Dados X yY conjuntos,
yf [ XP?P— X yg:[Y]? — Y dos selecciones debiles, diremos que f es
isomorfa a g (f =~ g) si existe una funcion v : X — Y biyectiva tal que
para cualesquiera a,b € X se cumple que:

1(f({a,b}) = 9({7(a),7(0)}).

En este caso diremos que vy es un isomorfismo entre f y g, y lo denota-
remos por f =, g.

Definicién 3.1.2. (Encaje de selecciones) Dados X y Y conjuntos, y
f:[X]?— X yg:[Y]? — Y dos selecciones débiles, diremos que f se
encaja en g si y solo si existe A CY tal que f = gljap.

A las funciones testigos de este hecho les llamaremos encajes.

Proposicién 3.1.3. Sean X, Y, Z conjuntos y f : [X]* — X, g: [Y]? —
Y, h: [Z)> — Z selecciones débiles. Si v : X — Y es un isomorfismo
entre f y g, yo:Y — Z es un isomorfismo entre g y h, entonces:

1) v % es un isomorfismo entre g y f.
2) 0o es un isomorfismo entre f y h.

Demostracién. 1) Como v es una biyeccién entre X y Y, entonces v~ ! es una
biyeccién entre Y y X. Para terminar notemos que dado {x,y} € [Y]? se

tiene que:

Y g({z,y}) =~7" ) =
Yy =),y (y)})) = f{r (=), (W)})-

Por lo tanto y~! es un isomorfismo entre g y f.

2) Como 7 es una biyeccién entre X y Y, y ¢ es una biyeccién entre Y y Z,
entonces 0 o~y es una biyeccion entre X y Z. Para terminar notemos que
dado {z,y} € [X]? se tiene que:
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Por lo tanto d o v es un isomorfismo entre f y h.
O

Proposicién 3.1.4. Sean X yY conjuntosy f : [X]? — X, g: [Y]* — Y,
selecciones débiles. Siy: X — Y es un isomorfismo entre f yg, y A C X,
entonces f|ia2 =y, 9liyap2-

Demostracion. Claramente y|4 es una biyeccién con su imagen. La segunda
condicién se cumple debido a que las valuaciones de f|ia2, glpap2 ¥ 7la
coinciden con las de f, g y 7, respectivamente.

O

Proposicién 3.1.5. Sean X yY conjuntosy f : [X|* — X, g: [Y]? — Y
selecciones débiles y h : X — Y un encaje entre f y g. Dados A,B C X
ajenos, se tiene que A =3¢ B si y solo si h[A] =, h[B].

Demostracion. =) Supongamos que A =%y B. Sea © € h[A] y y € h[B],
entonces existen a € Ay b € B tales que h(a) = = y h(b) = y, y por lo

tanto y = h(a) = h(f({a,b})) = g({h(a),h(d)}) = g({z,y}). Concluimos
que h[A] =, h[B].

<)Supongamos que h[A] =2, h[B]. Sean a € Ay b € B, entonces h(a) € h[A]
v h(b) € (B, por lo tanto h(f({a,b})) = g({h(a), h(b)}) = h(B). Asi
f({a,b}) =b, lo cual nos permite concluir que A =, B. ]

Proposicién 3.1.6. Sean X, Y dos conjuntos y f : [X|*> — X una seleccion
debil. Si h : X — Y es una funcion biyectiva, entonces la funcion fy :
[Y]? — Y dada por:

fnl{z,y}) = h(f (b~ {z,y}])

es una seleccion débil isomorfa a f. Mds aun, h es un isomorfismo entre f
yg.

Demostracion. Notemos que h es una biyeccion entre X y Y, ademas, para
cualquier {x,y} € [X]? se cumple que

fu{h(x), h(y)}) = R(f (R~ {M(x), h(y)}]) = h(f ({2, y}))-

Concluimos que h es un isomorfismo entre f y f,.
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Proposicién 3.1.7. Sean X, Y dos conjuntosy f : [Y]> — Y una seleccion
débil. Si h : X — Y es una funcion biyectiva, entonces la funcion ,f :
[X]? — X dada por:

nf({z,y}) = b (F(hl{z, y}]))

s una seleccion débil isomorfa a f. Mds aun, h es un isomorfismo entre j, f

y f.

Demostracion. Notemos que h es una biyeccion entre X y Y, ademas, para
cualquier {z,y} € [X]? se cumple que

h(nf ({2, y}) = h(h" (F(hl{z, y}]) = f(h[{z. y}]) = F({h(z), h(y)}).

Concluimos que h es un isomorfismo entre ,f y f. m

3.2. Selecciones sobre w y la seleccién univer-
sal

En esta seccién construiremos a la seleccion universal. Dicho seleccién, es
una seleccién débil sobre w, que cumple que toda seleccion débil numerable,
se encaja en ella. Para empezar nuestra construccién sera necesario fijar un
poco de notacién primero.

Definicién 3.2.1. Sea f : [w]* — w una seleccién débil propia, y sean
A, B C w no vacios. Diremos que A :;} B si existen n,m € w, tales que

A\n#0, B\m#0y
A\n =y B\m.

Adicidnalmente, diremos que A|[}B si A=} B o B =3} A.

Lema 3.2.2. Sea f : [w]* — w una seleccién débil propia y A una familia
casi ajena, entonces f se extiende a una seleccion continua débil propia sobre

U(A) siy solo si:
(1) Para cualesquiera A, B € A con A # B, se cumple que A|[;B y

(2) para cualquier n € w y A € A se cumple que {n}|[}A.
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Demostracion. =) Supongamos que f se puede extender a a una seleccién
continua débil propia W(A). Sea F : [¥(A)]*> — W¥(A) dicha seleccidn,
entonces:

(1) Sean A, B € A distintos, y supongamos sin pérdida de generalidad que
F({A,B}) = B. Como F es una seleccién continua débil y W(A) es
T, entonces por la Proposicién 2.2.9 existen Cy,Cp C W(A) abiertos
ajenos, tales que A € Cy, B € Cgy C'y = Cg. Por como definimos la
topologia en W(.A), sabemos que existen n4, np € w tales que A\ns C Cy
y B\ng C Cp. Sea n = max{na,np}, entonces A\n C C4 y B\n C
Cp, por lo tanto para cualquier x € A\n y y € B\n tendremos que
F({z,y}) = f({z,y}) = y. Asi, concluimos que A\n =%y B\n y por lo
tanto Al[}B.

(2) Seancwy Ae VU(A), como F es una seleccién continua débil, entonces
existen C, D C W(A) abiertos ajenos tales que n € C;, A € Dy C||gD,
como D es un abierto que tiene a A, entonces existe ng € w tal que
A\ng € D. También tenemos que {n} C C, por lo que {n}||rA\no. No-
temos por ultimo que para cualquier z € A\ng se cumple que f({n,z}) =
F({n,z}), por lo tanto tendremos que {n}|[;A\no, y asi {n}|[;A.

<) Definimos F : [¥(A)]? — ¥(A) como sigue:

f{z,y}) sizycw

F({z.y)) = y siv€w, y€ Ay{r} 3}y
’ siz€w, y€Ayy =} {r}
Y siz,y € Ayx 3} y.

Por (1) y (2) tenemos que F' estd bien definida para cualquier elemento
en [U(A)]%2. Ademds, por definicién tenemos que F es una selecciéon débil y
extiende a f.

Sea {z,y} € [V(A)]* y supongamos que F{x,y} = y. Para comprobar la
continuidad consideraremos 4 casos:

1) (z,y € A) Por (1) existe ny € w tal que z\n =%y y\n, notemos que para
cualquier z € z\n y w € y\n se cumple que {z} =2y y\n y z\n =
{w}, es decir, {2z} =} y vy z = {w}, por lo tanto F({z,y}) = y ¥y
F({z,w}) = w. Ademas F({z,w}) = f({z,w}) = w, con esto podemos
concluir que F'({a,b}) = b para cualquier a € {z} Uz\n y b € {y} Uy\n.
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Para terminar consideremos a A = {z}Uz\ny B = {y}Uy\n, entonces A
y B son abiertos que tienen a x y y, respectivamente, y ademéas A = B.

2) (x €ewyye€ A) Por (2) sabemos que existe n € w tal que {z} = y\n,
notemos que para todo z € y\n se cumple que F({z,z}) = f({z, z}) = =.
Sean A = {z} y B = {y} Uy\n, entonces A y B son dos abiertos que
tienen a x y y, respectivamente, y A = B.

3) (y € w, x € A) Por 2. sabemos que existe n € w tal que z\n =3, {y},
notemos que para todo z € x\n se cumple que F({y, z}) = f({y, z}) = v.
Sean B = {y} y A = {2} Uy\n, entonces B y A son dos abiertos que
tienen a y y x, respectivamente, y A = B.

4) (z,y € w) Solo notemos que {z} y {y} son abiertos en ¥(A) y cumplen
que {z} = {y}.

Asi, F' es continua.
O

Definicién 3.2.3. (Propiedad D) Sean X un conjunto y f : [X]? — X
una seleccion débil. Diremos que f cumple la propiedad D si para cualesquiera
F,G € [X]<“ ajenos, eziste v € X\(F'UQG) tal que

F =y {I} =y dG.

Proposicién 3.2.4. Eriste una seleccion débil @ : [w]*> — w que cumple la
propiedad D:

Demostracién. Sea X = {f : [n]* — n | n € wy [ es una seleccién débil
propia}, definimos el orden < sobre X de la siguiente manera:

Dados f,ge X, f <gsiysolosigC f.

Sea P = (X, <,0), entonces P es un forcing. Dados F,G € [w]<“ ajenos,
consideramos al conjunto

Dipey={f: k> — k| feX, FUGCky existe n € k\(F UG) tal que
F =, {n} = G}

Afirmamos que D(p) es denso. Para esto, sea g € X y n = min{k €

w | Dom(g) C [k]*> y FUG C k}. Definimos f : [n+ 1> — n + 1 co-

mo sigue:
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g({z,y})  sifx,y} € Dom(g)
flz,y}) = qmax({z,y}) sif{z,y} & Dom(g) y{z,y} NG =0 (3.3)
min({z,y}) en otro caso.

Por definicion se tiene que f € X, f < gy FUG C n+1. Ahora, notemos
que dado i € F UG se cumple que ¢ < n, por lo que dado m € F, como
FNG =0y {n,m} ¢ Dom(g), entonces f({m,n}) =ny asi F =; {n}. Por
otro lado, dado m € G se cumple que {m,n} ¢ Dom(g) y {m,n} NG # 0,
ast, f({n,m}) =m, y por lo tanto {n} =y G. Concluimos que f € D¢y, ¥
con esto comprobamos que D(r) es denso.

Como la familia M = {D ¢ | F,G € [w|* y FNG = 0} es numerable,
entonces podemos tomar un filtro F que interseque a todo elemento de M.
Notemos primero que F es una familia de funciones compatibles, por lo que
® = |JF es una funcién. Para verificar que es la funcién que buscamos,
verificaremos las siguientes propiedades:

1) (Dom(®) = [w]* y ® es una seleccién). Sean m,n € w distintos, entonces
existe f € D(ny,imy) tal que f € F- Asi f C @, por lo tanto {n,m} €
Dom(®) y ®({n.m}) = f({n,m}) € {n,m}. Con esto concluimos que ¥
es una seleccién y [w]? € Dom(®), pero para cualquier f € X se cumple
que Dom(f) C [w]?, por lo tanto Dom/(®) = [w]?.

2) (® cumple la propiedad D). Sean F,G € [w]<“ ajenos, entonces existe
f € Dipg tal que f € F, asi f C ®. Como f € Dpg), entonces existe
n € w\(FUG) tal que F = {n} =5 G, pero @|pomp) = f. Asi, F =g
{n} =4 G.

Con esto concluimos la prueba. O
Desde ahora, llamaremos ® a la seleccion descrita anteriormente.

Proposicién 3.2.5. 5i f : [w]*> — w y g : [w]* — w son dos selecciones
que cumplen la propiedad D, entonces f =~ g.

Demostracion. Construiremos recursivamente una familia de funciones f; de
la siguiente manera:
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s fo:1— wdada por f(0) =0

= Supongamos que hemos definido para alguna i € w a f; : A — w con
A C w finito, y de tal manera que f; es un encaje de f|j42 a g si i es par,
y es un encaje de g|ja2 a f si ¢ es impar. Definimos f;;; considerando
los siguientes casos:

1)

Sii es par, sean; = min{k € w | k ¢ Im(f;)}, y definamos los
conjuntos

Gi=A{k e Im(fi) [k —4ni}

y

Notemos que G; NG =0 y G;UG* = Im(f;), como f es funcién
y cumple la propiedad D, entonces existe
m; € w\(f7Gi] U f7G']) = w\Dom(f).

tal que £, '[Gi] = {m;} = f;'[G"]. Definimos entonces a fi,
Im(f;) U{n;} — w de la siguiente manera:

(k) sikeIm(fi

firi(k) = { (k) . (o) (3.4)
m; sik =n,;.

Notemos que f;;1 estd bien definida, ya que f; es inyectiva y por

definicion n; ¢ Im(f;).

Si 4 es impar, sea n; = min{k € w | k ¢ Im(f;)}. Definimos los
siguientes conjuntos:

Fi={keIm(fi) | k —n;}

y .

F' ={k € Im(F;) |n; —¢ k}.
Notemos que F; N F* =0 y F; U F" = Im(f;), como g es funcién
y cumple la propiedad D, entonces existe

m; € w\(f; ' [F] U fi ' [F]) = w\Dom(fy),
tal que f;'[Gi] =, {mi} =, £ '[F']. Definimos entonces a f;.; :

Im(f;) U{n;} — w de la siguiente manera:

fe(k) = {f R s Tl (35

m; sik =n,.
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Para cada i € w, por definicién tenemos que f;' C fi41 vy por lo
tanto f; C fiyo v Im(fi) € Dom(fi+1), asi, podemos concluir que
h = U;ec, f2i es una funcién. Las siguientes propiedades también se
cumplen:

(a) Dado 7 € w, 1+ 1 Q ]m(fgi_;,_l) y 1+ 1 Q Im(f2i+2).

La propiedad es claramente cierta para n = 0. Supongamos ahora
que la propiedad es cierta para algin ¢ € w, como por definicién
noiv1 = min{k € w | k& ¢ Im(fyui1)}, y por hipotesis i + 1 C
Im(fei41), entonces ng; 1 > k para cualquier k € i+ 1. Por lo tan-
toi+1 < ngjiq, y cOomo ngr1 € Dom(foira) € Im( fairs), entonces
por la minimalidad de mg;11 tenemos que i + 1 € Im( fa;13).Asi

= Dom( fair2) € Im(faits)
= Im(fZ(z’+1)+1)'

De manera completamente analoga concluimos que i+2 C fo(it1)41,
y asi, la propiedad es cierta para ¢ + 1. Con esto concluimos que
la propiedad es cierta para cualquier i € w.

(b) Dado i € w entonces fy es un isomorfismo entre f|{pom(f2 ¥
Ilim(f)2, ¥ f2io1 es un isomorfismo entre glipom (o )P ¥ flim(feii)2-

En efecto, fy cumple lo que queremos. Supongamos ahora que para
alglin ¢ € w se cumple que f5; es un isomorfismo entre f|{pom(f,:)2
Y lizm(pazs €ntonces f3;" = foir1lmm(s,) € un isomorfismo entre
Gl imf2)2 Y fl{Dom(ai)2- Por construccion tenemos que fa;41 es una
funcién biyectiva sobre su imagen, para ver que es un isomorfismo
tomemos {z,y} € [Dom(fa1)])? si {z,y} € [Im(fx)]* entonces
por la observacién hecha anteriormente tenemos que

faivi(g({z,v})) = f(fair1(2), f2i41(y))-

Por otro lado, si {x,y} & [Im(f2)]* entonces podemos suponer
sin pérdida de generalidad que x = no;, por lo que tenemos dos
casos:
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e Siy € Gy entonces g({x,y}) = g({n2,y}) = ng. Ademds
fair1(y) = f3,' (y) € f3,'[Gal, porlo tanto f({ fair1(y), mai}) =

ms;, de esta manera concluimos que:

foir1(9({z,y})) = fair1(na) = mai = f({ f2ir1(y), faira(2)}).

e Si y € G* entonces g({z,y}) = g({na,y}) = y, ademss

forn1(y) = foi' (y) € f3'[G*], por 1o que f({ fair1(y), mai}) =
fai+1(y), de esta manera concluimos que:

foi1(g({z, y})) = fairi(y) = F{ f2i1(Y); foira(2)}).

Con esto concluimos que fy;1; cumple la propiedad, y utilizando
este hecho, podemos concluir de manera completamente analoga
que fy;11 también la cumple. Por induccién concluimos que la
propiedad se cumple para cualquier i € w.

Gracias a la propiedad (a) tenemos que h es una biyeccién de w en w. Por
otro lado, dados z,y € w distintos existe n € w tal que x,y € Dom(fa,), v
por lo tanto

h(f({z,y})) = fan{zy}) = 9({ fon (@), fan(¥)}) = g({A(2), h(y)}).

Se sigue que h es un isomorfismo. O

Notemos que el tnico papel que jugd w en la proposicion anterior es el de
ser un conjunto numerable, cosa que nos permitio definir recursivamente las
funciones de apoyo. Realmente pudimos enunciar el teorema pidiendo simple-
mente que f y g fueran dos selecciones débiles sobre conjuntos numerables, la
razén por la que no lo hicimos de esta manera es para evitar una carga excesi-
va de notacién que hubiera dificultado la lectura de la prueba. Enunciaremos
de nuevo la proposicién en su version mas general para enriquecimiento del
texto.

Proposicién 3.2.6. Sean X y Y conjuntos numerables y f : [X]? — X y
g:[Y]? — Y dos selecciones que cumplen la propiedad D. Entonces f =~ g.

La proposicion anterior resulta ser muy importante pues nos permite ca-
racterizar a ® como la Unica seleccion definida sobre un conjunto numerable
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que cumple la propiedad D. Dicho formalmente llegamos al siguiente teore-
ma.

Teorema 3.2.7. Sean X un conjunto numerable y f : [X]* — X una

seleccion débil, entonces f ~ ® si y solo si f cumple la propiedad D.

Demostracion. =) Sean h : X — w un isomorfismo entre fy &y F,G €
[X]=% disjuntos. Como ® cumple la propiedad D entonces existe n € w\ (h™[F]U
h7YG)) tal que h=F] =¢ {n} =¢ h[G], y como h es un isomorfismo en-
tonces h(n) € X\(FUG) y F =y {h(n)} = G. Concluimos que f cumple
la propiedad D.

<)Esta implicacién es directa de la Proposicién 3.2.6. O]

Definicién 3.2.8. Sea ® la seleccion universal. Definimos R = {A C
w | (I)|[A}2 ~ q)}

Gracias al Teorema 3.2.7 podemos concluir que A € R si y solo si A es
numerable y ®|;42 cumple la propiedad D. Esta equivalencia nos serd ttil
para demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.9. Sea ® la seleccion universal, entonces:

a) Cualquier seleccion débil propia sobre w se encaja en ®.
b) Dada {P,, P} una particion de w, se cumple que Py € R o P, € R.
c) Si F,G € [w]<¥ son disjuntos, entonces

{k e w\(FUG) | F =¢ {k} =0 G} € R.

Demostracidn.  a) Sea f : [w]*> — w una seleccién débil, definimos recur-
sivamente las siguientes funciones:

e fo:1— wdada por f(0) =0.

e Suponiendo que hemos definido f; : i+1 — w para alguna i € w,
consideramos a Giy1 ={k€i+ 1|k —pi+1} y Gt ={k e
+1]i+1— k}. Como ® cumple la propiedad D, entonces existe
miy1 € w tal que f[Git1] =e {Mmi1} =e f[G™!]. Definimos
entonces fi11 : 1+ 2 — w de la siguiente manera:

fonr(z) = {fi(m) stz#itl (3.6)

miy1 stx =1+ 1.
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Por construccion tenemos que f; C fir1 y Dom(f;) =i+ 1 para cual-
quier i € w, por lo tanto h = J,,, fi es una funcién de w en w. Ademas,
cada f; es inyectiva por lo que h también lo es. Para ver que h es un
encaje consideremos m,n € w distintos. Sin pérdida de generalidad
supongamos que n > m, entonces n = k + 1 para algin k € w. Si
m € Ggy1 entonces f({m,n}) =ny fr(m) € fi[Gri1], y por lo tanto
O({ fe(m), mgs1}) = myy1. Entonces

h(f({n,m})) = fer1(f({n,m}))
= O({fx(m), my11})
= ®({h(m), h(n)}).

Ahora, sim € G**! de manera similar podemos ver que h(f({n,m})) =
O({h(m),h(n)}) y por lo tanto h es un encaje.

b) Por contradiccién, supongamos que existe una particién { P, By} de w
tal que para cualquier ¢ € {0,1} se cumple que P; ¢ R. Entonces se
debe tener que ®|p, no cumple la propiedad D, y por lo tanto existen
F;, G; € [P]=¥ ajenos tales que para cualquier n € P; se cumple que F;
no domina a {n} o {n} no domina a G, respecto a ®|p,. Notemos que
(Fo U F1) N (Go U Gy) = (. Ademds, como ® cumple la propiedad D,
existe m € w\(FyUF UGyUG)) tal que FyUF; =¢ {m} =¢ GoUG;.
En particular se tiene que Fy = {m} = Go y Foy =e {m} =¢ G,
pero por ser {Fy, Pi} una particién, se tiene que m € Py om € P, lo
cual es una contradiccion.

¢) Sean F,G € [w]<¥ ajenos, y supongamos por contradicciéon que
A={kew\(FUQG) | F = {k} =¢ G} ¢ R.

Por b) tenemos que w\A € R.y FUG C w\A, existe n € (w\A)\(FUG)
tal que F' =4 {n} = G. Pero por definicién de A se debe tener que
n € A, lo cual es una contradiccién. Concluimos que A € R.

[

Corolario 3.2.10. Si X es numerable y f : [X]> — X es una seleccion
débil, entonces f se encaja en P.

Lema 3.2.11. Sea X € R y =< un orden total sobre w, entonces:
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1) Exzisten x,y € X tales que x <y y x —¢ y.
2) Ezisten z,w € X tales que z < w y w —¢ .

Demostracion. 1) Sean a,b € X distintos, y supongamos sin pérdida de
generalidad que a < b. Como X € R, entonces existe ¢ € X\{a, b} tal
que ®({a,c}) =cy ®({b,c}) =b. Si a < ¢, entonces proponemos a r = a
y y = c¢. Si ¢ < a, entonces por transitividad tenemos que ¢ < b, y en este
caso proponemos a r =cy y = b.

2) Sean a,b € X distintos, supongamos sin pérdida de generalidad que b < a.
Como X € R, entonces existe ¢ € X\{a,b} tal que ®({a,c}) = cy
®({b,c}) =b. Si ¢ < a, entonces proponemos a w =ay z =c. Sia < ¢,
entonces por transitividad tenemos que b < ¢, y en este caso proponemos
aw=cyz=b.

]
La siguiente proposicion resultard fundamental mas adelante.

Proposicion 3.2.12. Sea < un orden total sobre w. Si X € R entonces
existen Xo, X1 € [X]* tales que:

u X() ﬂ X1 - @
L] X(] :;cp Xl-
» Xy U X, es mondtono respecto a <.

Demostracion. Sea X € R. Si X N (—00,0)x € R, definimos My = X N
(—00,0)<, si no, entonces X\ (X N (—00,0)<) = X N[0,00)<x € Ry en este
caso definamos My = X N [0,00)<. Notemos que en ambos casos M, € R,
después consideramos xg, yg € My tales que xg < yo v 9 —¢ Yo y definimos

Dy = {n € Mo\{wo, 90} [ {zo} Ze {n} =a {t0}},

el cual, por la Proposicién 3.2.9 pertenece a R. Ahora definimos M; = D N
(=00, 1)< si DyN(—o0,1)x € Ry M; = Dy N[l,00)< en caso contrario.
Ahora tomamos x1,y; € M, tales que y; < 1 vy 1 —¢ y (notemos que
{zo, 21} = {v0,11}), y definimos

Dy = {n € Mi\{zi, 91} [ {71} Se {n} S {n1}}
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Siguendo el proceso anterior, podemos construir recursivamente {M,, | n €
w} € Ry conjuntos disjuntos Wy = {z,, | n € w} y Wi = {y, | n € w} tales
que para cualquier n € w se cumple que:

1 Mn+1 g Mn-

[\

M, C (—oo,n)< 0 M, C [n,00)<.

w

{33'0, s 7xn} :§<1> {?/0, cee 7yn}'

W

Tn < Yp S1 M es par.

ot

Yn = Tp S1 1 es impar.

)
)
)
)
)
)

6 Tny Yn € Mn

Consideremos ahora los conjuntos S = {n € w | M,, C [n,00)<} ¥
T={n€c€w| M, C(—oo,n)<}. Por 2) tenemos que SUT = w, ademds
notemos que S es un < —segmento inicial. Para ver esto tomemos n € S
y m < n, entonces [n,00)< C [m,00)<. Si m > n entonces M,, C M, C
[n,00)< C [m,o0)<, y por lo tanto m € S. Si m < n entonces M,, C M,,,
supongamos que M, Z [m,c0)<, entonces M,, C (—oo,m)< y por lo tan-
to M, C (—oo,m)<x C (—oo0,n)<, lo cual es una contradiccién. Asi, en
este caso también se tiene que m € S. De manera analoga podemos ver
que T es un segmento final. Tomemos ahora n € S, por 6) tenemos que
(Wo UWy) N (—oo,n)< C {z; | i < n} y por lo tanto es finito. De manera
andloga vemos que (Wo U W;) N (n,00)< es finito para cualquier n € T

Para concluir la prueba notemos que S N Wy y S N W; son ambos infini-
tos o T'NWy v T'N Wi lo son. En efecto, supongamos que S N Wy es finito,
entonces como T'U S = w se debe tener que existe k € w tal que para todo
n > k se cumple que z,, € T. Esto implica que Wy N T es infinito; ademas,
para cada j > k par, se tiene que z; < y;, como 1" es un segmento final
entonces y; € Ty por lo tanto T"N W, también es infinito. El caso en el que
SN W es finito se analiza de manera analoga. Ahora definimos Xq = SNW,
y X1 = SNW7 si dichos conjuntos son infinitos y Xo = TNWyy X7 = TN,
en otro caso; entonces Xg, X; C [X]¥ y Xo N X; = 0. Por 3) se cumple que
Xo =¢ X1, y por las aclaraciones hechas en el parrafo anterior se tiene que
Xo U X; es < —mondtono. O
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3.3. Contraejemplo Principal

El Teorema 2.3.2 tiene como requisitos que nuestro espacio topolégico X
sea compacto. Una pregunta natural es si es posible debilitar dicha hipdtesis,
y veremos con el contraejemplo de esta seccidén, que dicha hipdtesis no puede
ser debilitada, por lo menos, a compacidad local. Este contraejemplo fue
mostrado originalmente en [4].

Lema 3.3.1. Eziste una familia casi ajena A C [w]¥ que cumple:
(1) Al =c.

(2) ACR donde R es la familia definida en 3.2.8.

(3) Al|5B para cualesquiera A, B € A distintos.

Demostracion. Vamos a centrar nuestra atencién en 2<“. Dados h, g € 2<%
escribiremos h } g siy solosi h C g o g C h, en caso contrario escribiremos
g L h. Para cada f € 2* nos fijamos en la rama

Ap={ge2|gC f}={flnInecw}

definida por f. Notemos que el conjunto M = {A; | f € 2*} es una familia
casi ajena sobre 2<“. Ademds, dados h,g € 2<¥ tendremos que h f g siy
solo si existe f € 2* tal que h,g € Ay. Por dltimo, dados h,g € 2<% tales
que h L g, denotamos por n, 4 = min{n € w | h(n) # g(n)}.

Definimos 7 : [2<%]? — 2<% de la siguiente manera:

fosif gy (IS 1g}) = [/]

3.7
[ osif Lgyf(ngg) =0. (37)

v({f,9}) = {

Entonces v es una seleccion débil, y como 2<“ es numerable, entonces ~y
se encaja en .

Sea 0 un encaje de v en ®. Para cualquier f € 2* se cumple que la fun-
cién cardinalidad |.| sobre Ay es una biyeccién con w. Ademds, como 7|4,
coincide con la funcién | |® definida en la Proposicién 3.1.7, entonces 7|4 J12
es isomorfa a @, gracias a lo cual podemos concluir que §[Af] € R para cual-
quier f € 2¥.
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Tomemos ahora f, g € 2¢ distintos y

j =min{n € w| f(m) # g(n)}.

Sin pérdida de generalidad supongamos que f(j) = 0, entonces para cual-
quier ¢ < j se tiene que f|; = g|; y para cualquier h € A\{flo,..., f|;}
y B e AN\{flo,..., f|;} se tiene que h L k', j € Dom(h), j € Dom(k)
Y J = nguy- Por lo tanto h(ngpy) = f(j) = 0y por definicién de v te-
nemos que y({h,h'}) = h, con esto concluimos que A,\{flo,.--,fl;} =,
AL o Flsh v por o tanto S[AN{flos - £1;}) S5 SLAA . - £}
Si consideramos m € w tal que {3(f|o),...,d(f];)} € m, entonces 6[A,]\m C

AN S o5 fliy vy 01ANm © AN Flos -5 [} Ast, 0[Ag\m =4 0[A\m,
y por lo tanto h[A;]||5h[A,] para cualesquiera f,g € 2 distintos.

Definamos
A:={n[As] | f € 2°} ={h[A] | A€ M}.

Por lo dicho anteriormente tenemos que A cumple (2) y (3). Como h es una
biyeccién, entonces |A| = |M| = |2¥| = ¢ y por lo tanto A cumple (1). O

Ya casi tenemos todo listo para construir el contraejemplo: hemos dado
una familia casi ajena A tal que ® se puede extender a ¥(.A): Sin embargo,
las propiedades que en principio cumple A no nos hablan para nada sobre
ordenes totales. Si queremos construir un espacio de Mréwka-Isbell que pueda
servir de contraejemplo, tendremos que refinar a A y obligar a sus elementos
a “matar” a todos los posibles érdenes totales sobre w.

Sea A = {A, | a € ¢} la familia casi ajena que construimos en el Lema
3.3.1, ysea C = {<, | a € ¢} el conjunto de todos los érdenes totales
sobre w. Haremos lo que mencionamos en el parrafo anterior por medio del
siguiente lema.

Lema 3.3.2. Para cualquier o € ¢ existen X§, X{ € [Aa]Y tales que:
1) XoNXe =0
2) X¢lla X7
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3) Para cualquier n € w e i € 2 se cumple que X||5{n}.
4) X§UX es <,-mondtono.

Demostracion. Sea a € ¢, por construccién se tiene que A, € R, y por
lo tanto, usando la proposicién 3.2.12 podemos encontrar Xg, X7 € [A4]Y
disjuntos tales que:

1) Xol|$Xa
2) XoU X es <,-mondtono.

Como Xy € A C w es infinito, se debe tener que Xy N (—o00,0]e 0 Xo N
[0, —00)g son infinitos. Definimos ¢Xq = X N (—00,0]s si X N (—00,0]s
es infinito y ¢Xo = Xy N [0,00)e en otro caso. Dado n € w, si ya hemos
definido ,, X, infinito, entonces sabemos de nuevo que , Xy N (—o00,n + 1]p 0
nXoN[n+1, —00)e son infinitos. Asi, definimos ,,11Xo = , XoN(—00, n+1]¢ si
nXoN(—00,n+1]¢ es infinito y 1 Xo =, XoN[n+1,00)g en otro caso. Ahora,
para cada n € w tomemos x,, €,X de tal manera que x,, # x; para cualquier
i < ny definamos X§ = {x; |i € w}. Por construccién tenemos que para
cualquier n € wy k > n se cumple que z; € 1 Xo C,Xo y por como definimos
»Xo sabemos que ,Xo =g {n} o {n} =4 ,Xo. Con esto concluimos que
X§\n =¢ {n} o {n} =¢ X§ y por lo tanto X2||5{n} para cualquier n € w.
Notemos también que por construccién se tiene que X§ C Xj,. De manera
completamente andloga podemos construir X¢ C X; tal que X¢||5{n} para
cualquier n € w. Para terminar notemos que X§ N X¢ C XoNX; = 0
y por lo tanto son disjuntos. Ademds, por la propiedad (1) tenemos que
como X§ C Xoy X C X, entonces X§||5X7, v por (2) , como X; U X
es <, —mondtono y X§ U X7 C Xy U Xy, entonces X§ U X{* también es
<,-mondtono.
0

Denotaremos por K al conjunto {X | i € 2y a € ¢}. Notemos que K
es una familia casi ajena sobre w y gracias al lema anterior y al Lema 3.2.2
también sabemos que ¢ se puede extender de manera tinica a (k). Sabiendo
esto, ya estamos listos para nuestro ansiado contraejemplo.

Teorema 3.3.3. FExiste un espacio Ty separable, primero numerable, y lo-
calmente compacto que admite una seleccion continua débil pero no es débil-
mente ordenable.
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Demostracion. Sea X = U(K) y ® : [X]?2 — X la tinica seleccién continua
débil que extiende a W. X es primero numerable, separable, localmente com-
pacto y Ts. Para terminar la prueba, solo falta ver que X no es débilmente
ordenable.

Supongamos por contradiccion que X es débilmente ordenable y considere-
mos = un orden total sobre X tal que su topologia inducida sea més gruesa
que la de X. Sea a € ¢ tal que <,==|,2 y supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que X§ < X{'. El conjunto X§ U X{* es <,-monétono, supondremos
que existe S C w segmento inicial que contiene a X§ U X{* y para cualquier
s €S, (—00,5)<, N(XFUXY) es finito (el caso en el que la monotonia se cum-
pla con un segmento final como testigo se analiza de manera completamente
analoga). Tenemos entonces dos casos:

1) Si existe s € S tal que X§ < s, entonces el conjunto (—oo,s)< es un
abierto en X que tiene como elemento a X{§. Por como definimos la to-
pologia en X se deberfa tener que X§ N (—o0,s)<x = X§ N (—o0,s)<, es
infinito, pero ese hecho contradice que (X{ U X§) N (=00, s)<, es finito.

2) Si para cualquier s € S se tiene que s < X, entonces (X§,00)< es un
abierto en X que tiene como elemento a X7'. Sin embargo,

XN (X§.00)<

Xla m (X(?{?OO)SQ
- ( gUXfé)m(Xg,OO)g
C Sm(Xg7OO)§a :(D

[e7

Lo que es una contradiccién, ya que X¢ N (X, 00)< deberfa ser infinito.

Ambos casos nos llevan a una contradiccién, con lo que concluimos que
X no es débilmente ordenable. O
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