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Introduccion

La estadistica circular es una rama de la estadistica que trata con datos que se
pueden representar como puntos en la circunferencia del circulo unitario, los datos
de este tipo son llamados “circulares” para ser distinguidos de los datos lineales
utilizados con mayor frecuencia, teniendo asi como soporte el circulo unitario y no
la recta de los ntimeros reales. Estos datos necesitan ser analizados de forma ade-
cuada pues tienen caracteristicas especiales que deben ser analizadas de diferente
manera a la estadistica tradicional.

Los datos circulares pueden ser encontrados en diversos campos, algunos de
estos son: la biologia, la fisica, la geografia, la medicina,la ecologia, la geologia
etcétera; algunos ejemplos de datos circulares y aplicaciones en las dreas mencio-
nadas son:

= Estudio de trayectorias de animales.

= Direccién del viento, variable que es importante en el estudio de la conta-
minacion del medio ambiente.

= Estudio de fenémenos con ocurrencia periédica.

s La incidencia de la aparicién de una enfermedad en particular en varios
momentos del ano.

= Estudios de la ocurrencia de terremotos en alguna zona.

= Estudios de percepcién bajo condiciones especificas, por ejemplo la simula-
cién de la gravedad cero.

En la estadistica circular se tienen tres tipos de modelos cuando se tiene una
Unica variable dependiente, los cuales son:

= Modelo de regresién circular-circular.
= Modelo de regresién circular-lineal.

= Modelo de regresién lineal-circular.



El nombre que recibe cada uno de los modelos estd dado por el tipo de variable
dependiente y por el tipo de variable independiente, es decir el modelo de regre-
sion circular-lineal hace referencia al modelo de regresion en el cual la variable
dependiente es de tipo circular y la variable independiente es de tipo lineal.

La presente tesis estd dividida en cuatro capitulos: En el primer capitulo se
presentan las herramientas principales de la estadistica descriptiva para datos
circulares, las cuales dan una descripcion general de los datos. En el segundo
capitulo se presentan los conceptos béasicos sobre distribuciones de probabilidad
circulares y se mencionan algunas de ellas, asi como sus caracteristicas. En el tercer
capitulo se encuentran dos modelos de regresiéon para datos circulares, el primero
es el modelo de regresién circular-lineal, se muestra el desarrollo del modelo el cual
es ilustrado con un ejemplo sobre el ritmo circadiano en roedores, posteriormente
se muestra una medida de correlacién entre una variable lineal y una circular; el
segundo es el modelo de regresién circular-circular, y se considera su desarrollo
del modelo, asi como algunos casos especiales que éste puede tener. En el cuarto
capitulo se encuentran dos aplicaciones para cada uno de los modelos, se muestra
de manera detallada como se llevé acabo su aplicacién con ayuda del software R.

Por ultimo se presentan las conclusiones de este trabajo, las referencias uti-
lizadas y el cédigo de las aplicaciones implementadas en el software R para el
desarrollo de los ejemplos.



Capitulo 1

Estadistica Descriptiva

El uso de la estadistica descriptiva aplicada a datos circulares brinda una
descripcién de éstos para poder realizar un andlisis del conjunto de datos.

Dentro del analisis es importante tener una representacion grafica de la infor-
macién los datos, asi como resumir, de forma numérica, algunos de sus aspectos
mas relevantes, ya que al hacer esto se tiene una idea inicial de las caracteristicas
que los datos pueden tener.

1.1. Representacion Grafica

La representacién grafica de los datos es importante pues permite tener una
idea de las caracteristicas que la muestra aporta, tales como posibles concentra-
ciones de los datos, y con ello ayudar a identificar una posible distribucién que
ajuste a los datos o poder observar si la muestra es unimodal o multimodal.

Las representaciones graficas més usadas en la estadistica circular son las
siguientes:

1.1.1. Grafica de Datos Originales

Es la representacién mas simple de los datos circulares, ésta representacion
consiste en graficar un diagrama de dispersién de las observaciones, cada una de
estas se representa como un punto sobre el circulo unitario.

En la Tabla 1.1 se tiene la direccién medida en grados que tomaron 76 tortugas
después de haber desovado. La Figura representa graficamente estos datos.

'Fisher N.I.(1993). Statistical Analysis of Circular Data. Cambridge University Press.
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8 9 13 13 14 18 22 27 30 34
38 38 40 44 45 47 48 48 48 48
50 53 56 57 58 58 61 63 64 64
64 65 65 68 70 73 T8 T8 78 83
83 88 8 88 90 92 92 93 95 96
98 100 103 106 113 116 113 118 138 153
153 155 204 215 223 226 237 238 243 244
250 251 257 268 285 319 343 350

Tabla 1.1: Orientacién de 76 tortugas después de haber desovado

Figura 1.1: Representacion de la orientacién que tomaron 76 tortugas después de
haber desovadoE]

1.1.2. Histogramas Lineales

Debido a la gran experiencia que se ha adquirido en la interpretacién de de
un histograma en la estadistica lineal resulta de gran utilidad el poder representar
los datos de manera andloga.

Los histogramas lineales se construyen considerando los datos como si fueran
“lineales” y no angulares, por lo que no se grafican en circulo sino en dos ejes,
para su construccion se selecciona el intervalo que va de 0° a 360° y se transforma
en intervalos de tiempo, los cuales también se agrupan en intervalos. En el eje de
las ordenadas se graficardn las frecuencias y en el eje de las abscisas los datos de



tiempo o de orientacién. La Figura [I.2] muestra el histograma lineal con los datos
de la Tabla [L2

1.1.3. Diagrama de la Rosa

Una forma muy usual de representar un histograma circular es por medio de un
diagrama de rosa en el cual las barras usadas en un histograma son reemplazadas
por sectores, el area en los sectores serd determinada por la frecuencia de los datos
que presenten en su clase. La Figura muestra el diagrama de la rosa con los
datos de la Tabla [[2]

1.1.4. Histograma Circular

Los datos circulares agrupados pueden ser representados por este histograma,
donde cada barra estd centrada en el punto medio de su correspondiente grupo
de angulos y el drea de esta barra es proporcional a la frecuencia que se tiene
de los datos en su grupo y tendran forma rectangular. Este histograma es muy
similar al histograma lineal, ya que pareciera que no es mas que un circulo con un
histograma lineal envolviéndolo. La Figura muestra el histograma circular con
los datos de la Tabla [[.2]

La visualizacién de las tres gréficas anteriores se llevard acabo con los datos
presentados en la Tabla [T-2]

En la Tabla se muestran datos de la direccién en que desaparecen en el
horizonte 714 aves del tipo Anades Reales Briténico

*Mardia K.V (1975). Statistics of Directional Data. London: Academic Press.



Direcciéon (en grados) No. de aves Direccién (en grados) No. de aves

0-19 40 180-199 3
20-39 22 200-219 11
40-59 20 220-239 22
60-79 9 240-259 24
80-99 6 260-279 58
100-119 3 280-299 136
120-139 3 300-319 138
140-159 1 320-339 143
160-179 6 340-359 69
Total 714

Tabla 1.2: Direccién en que desaparecen en el horizonte 714 Anades Reales Briténi-
oS

50+

140° 180° 270 o 90°  140°

Figura 1.2: Histograma lineal de la direccién en que desaparecen en el horizonte
714 Anades Reales Britanicos.



—120

Figura 1.3: Diagrama de rosa de la direccién en que desaparecen en el horizonte
714 Anades Reales Britdnicos.

120

Figura 1.4: Histograma circular de la direccién en que desaparecen en el horizonte
714 Anades Reales Britanicos.

1.2. Valores Descriptivos

Los valores descriptivos o medidas descriptivas son valores numéricos que se
obtienen a partir de los datos, estas medidas proporcionan caracteristicas impor-



tantes

asi como direccion y dispersién, entre otros, la finalidad de calcular estos

valores, es poder reducir en cifras las caracteristicas importantes que ayudan a
entender de mejor manera el comportamiento de los datos.

1.2.1.

1.

Medidas de Tendencia Central

Direccién Media

Consideremos la siguiente muestra de valores dados en angulos:

¢1 =80° @2 =350°, ¢35 =50°.

Se busca definir el valor de la direcciéon media, veamos la media aritmética:

S(or+ 02+ 5) = 160,

es claro que este resultado no es algo aceptable, reemplazando a ¢o por su
angulo equivalente —10° al realizar esto el valor cambia a 40° el cual es un
resultado de cierta manera aceptable, sin embargo de manera general es ne-
cesario definir un procedimiento apropiado para poder calcular la direcciéon
media.

Por lo anterior, en la estadistica circular el proceso para definir la direccién
media, es muy diferente al de la estadistica lineal, se define un proceso
adecuado para calcularla de tal forma que la direcciéon media coincida con
el centro de masa de los datos.

Se representa cada observacién como un vector sobre el circulo unitario y
se obtiene el vector resultante de la suma vectorial de las observaciones; de
esta forma se calculan las coordenadas asociadas a la direccién media.

Sea 61,...,0, un conjunto de observaciones circulares medidas en angulos,
con vectores unitarios ey,...,e,, tales que, aplicando la transformacién de
coordenadas polares a rectangulares a cada e; se tiene que sus coordenadas
quedan expresadas de la siguiente manera:

(cos(0;),sen(0;)), j=1,...,n

entonces

R= <Z cos(@ﬂ,Zsen(@Q) = (C,9),

n

donde:

C =
1

cos(6;) y S = Zsen(@i),

1 i=1



y se obtiene la longitud del vector resultante:

R =| R|=C* 1 52

Considerando que las componentes rectangulares de cada vector unitario
estdn dadas por (cos(6;), sen(6;)), las componentes para la direccién media

seran:
_ 1 N
= — 01 = — 01 s
C - E cos(6;) v S - ;:1 sen(6;)

asi el angulo del vector resultante, 6 sera el dngulo medio de la muestra y
estd dado por las ecuaciones:

cos(f) = Y sen(f) =

m\\ Q
’;U\\ Wi

donde la longitud media R es:
R=+/C?+ 52

Una forma més explicita de 6 estd dada por:

T+ tan™ g

- | tan™ (/C_') si C>0
9—{ 1(§/C) s C <0

donde la funcién inversa de la tangente “tan~!” toma valores en -5,

[SIE

. Longitud Media
La longitud media R se definié como:

R=+C?+ 52,

como los vectores estdn en el circulo unitario se cumple que 0 < R < 1. Si
las direcciones 61, ..., 8, se encuentran estrechamente agrupadas, el valor de
R sera muy cercano a 1, de la misma manera si 61, ..., §,, se encuentran muy
dispersas R tendra valores muy cercanos a 0.

. Moda Angular

El dngulo modal es el angulo que més se repite y puede haber méas de una
moda en la muestra.
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1.2.2. Medidas de Dispersion

1. Varianza Circular

Se considera a la “longitud media” como una medida de concentracién.
Entonces, se define a la varianza como una medida de dispersién. Como
R disminuye de 1 a 0 cuando la dispersién aumenta, entonces la varianza
queda definida de la siguiente manera:

V=1-R,

con
o<V <1
2. Desviacion Estandar Circular

Esta medida se obtiene de la transformacién de la varianza circular, que
estd dada como:

v=(—2log(1l — V))% = (—QIOgR)%.

Notemos que v toma valores en [0, 00], para una V' (varianza circular) muy
pequena, v queda reducida de la siguiente maneras:

v~ (2V)%.



Capitulo 2

Distribuciones Circulares

2.1. Introduccion

Una distribucién circular es una distribucién de probabilidad cuya probabi-
lidad total se encuentra en la circunferencia del circulo unitario, los valores que
pertenecen al rango estan situados entre 0 y 27.

La distribuciones circulares son esencialmente de dos tipos: discretas 6 con-
tinuas. Las distribuciones discretas asignan probabilidad a un numero finito de
direcciones; en las distribuciones continuas la funcién de densidad debera cumplir
las siguientes propiedades:

1. f(0) > 0.
2. [27 f(6)df = 1.
3. f(0) = f(6 + (k * 2m)), para cualquier entero k (i.e., f es periddica).

Al igual que en las distribuciones lineales existe una relacion entre la funcién de
densidad f(#) y la funcién de distribucién F(#) la cual queda determinada por la
siguiente igualdad:

0
FO) = | £(6)d5.
0
La funcién de distribucién F(#) cumplird que:
F(0)=0 y F(2m) =1.

La funcién de distribucién F(6) correspondiente a f(6) (funcién de densidad) se

11
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define sobre un intervalo (61, 62) como:

02
Fio) - F 00 = [ s

Una distribucién circular en ocasiones se puede generar a partir de distribu-
ciones conocidas sobre la recta o el plano, por diferentes métodos, algunos de ellos
son:

1. Envolviendo al circulo unitario con una distribucién lineal (wrapping).

2. Por medio de una transformacién de una variable aleatoria lineal bivariada
a sus componentes direccionales, las cuales son llamadas distribuciones de
“desplazamiento” (offSet).

3. Iniciando una distribucién sobre la recta, se aplica una funcién inyectiva
que sea una correspondencia a cada punto € R en un punto 6 del circulo
unitario, y se ajustan los valores -co e oo de manera que correspondan con
2.

Distribucion Envuelta

Dada cualquier distribucién en la recta, serd posible envolverla alrededor de
la circunferencia del circulo unitario; i.e. si X es una variable aleatoria sobre la
recta con funcién de densidad h(z) y funcién de distribucién H(z), entonces la
correspondiente variable aleatoria 6 estara dada por:

0 = X(mod 2m).

La funcién de distribucién estara dada por:

F(0) = i [H (0 + 2kn) — H(2kn)].

k=—o00

La funcién de densidad estard dada por:

£(0) = i h(0 + 2kr).

k=—oc0

2.2. Distribuciones Circulares

A continuacién se definen tres distribuciones importantes para datos circula-
res:la uniforme, la cardioide y la von Mises.
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2.2.1. Distribucién Uniforme

La distribucién uniforme es la distribucién maés béasica en el circulo, ésta es
la unica que es invariante bajo rotacién y reflexién. Esta distribucién serd de
utilidad si todas las direcciones entre 0 y 27 pueden ser elegidas con la misma
probabilidad, en consecuencia con esto la funcién de densidad serd constante sobre

toda la circunferencia. La funcién de densidad para una variable aleatoria 6 se
define como:

f0) = — para 0<6<2m.

F0)=— para 0<6<2m.

La Figura[2.I] muestra la grifica de la funcién de densidad Uniforme.

— Densidad Uniforme

Figura 2.1: Gréafica de la funcién de densidad Uniforme
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2.2.2. Distribucién Cardioide

La distribucién cardioide, recibe su nombre por el gran parecido con la curva
cardioide, dependerd de dos parametros pu y p, cuya funcién de densidad es:

1
FOspp) = 5 (1 +2pcos(f — ),

sus pardmetros toman valores en:

1 1
0< < 2m, ——<p< =
SH ™ 2 p D)

Esta funcién alcanza su maximo cuando cos() = 1, i.e. cuando 6 = p.
Su funcién de distribucién estd dada por:

0
F0) = o + gsen(O — 1) para 0 <6 < 2m.

Donde
= La longitud media es p.
= La direccién media es p.
» La distribucién es simétrica y unimodal en p (si p > 0).

= Si p = 0 la distribucién se reduce a la distribucién Uniforme. La Figura|2.2
muestra la gréafica de la funcién de densidad Cardioide con pardmetro p=.4

y p=5.

2.2.3. Distribucién von Mises

La distribucion von Mises una distribucién simétrica y unimodal; esta dis-
tribucién tiene un papel similar a la distribucién normal en la Estadistica lineal
porque también es conocida como “Distribucién Normal Circular”, tiene co-
mo funcién de densidad:

1
9: — K cos(0—p)
con 0 <6< 2w vy 0 < k < 0o donde

= ]y denota la funcién Bessel modificada tipo uno y orden 0,

27
Io(/a')z/ elkeos(®l g,
0



15

= El pardmetro p es la direccién media.
= x es el pardmetro de concentracién.
La funcién de distribucion es:

1 0
FO) — [ cos(B—)] g 3.
©) 211y (r) /0 € dp

Se observa que la distribucién uniforme es un caso particular de la distribucién
von Mises y esto ocurre cuando x = 0,

0) = .
271, (0) 27
La Figura[2.3| muestra la grifica de la funcién de densidad von Mises.

f( ) 1 60005(97;14) i

— Densidad Cardioide

Figura 2.2: Grafica de la funcién de densidad Uniforme
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___ Densidad von Mises con
mu=0 kappa=2

Figura 2.3: Funcién de densidad von Mises con parametros u=0y x = 2.

s Los cédigos en R de las Figuras pueden ser consultados en el
A.l.1.



Capitulo 3

Modelos de Regresion

Un modelo de regresién es empleado cuando se desea estudiar alguna posible
relacién (dependencia) de una variable con respecto a otras, ya que este modelo
llevara a una funcién que permitird observar futuros valores, dicha funcién sera
estimada a partir de datos observados. En este capitulo se presentara el desarrollo
de los modelos de regresién para datos circulares, los cuales son:

1. Regresion Circular-Lineal (regresién periddica).
2. Regresién Circular-Circular.

Ademi4s se presentaran sus respectivas medidas de correlacion.

3.1. Regresion Circular-Lineal

En un modelo de regresién ordinario (lineal) la variable dependiente y las
variables independientes tienen que ser lineales, lo cual es distinto al modelo que
trabajaremos, ya que la wvariable independiente debera ser de tipo circular ya
sea un angulo o el tiempo de ocurrencia de algin fenémeno de tipo periédico, y
la variable dependiente debera ser de tipo lineal.

Denotaremos a las variables de la siguiente manera:

= y es la variable dependiente (lineal).
= « es la variable independiente (circular).

Se supone que la variable independiente, es circular y tiene un periodo conocido
como 360°, un ano, 24hrs etcétera; de esta manera no se tendra que estimar este
valor.

17
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Un modelo béasico que se ajusta bien a fenémenos de tipo periédico esta dado
por la siguiente ecuacién:

y = Ag + Ajcos(w(a — ap)). (3.1)
Esta ecuacién estd compuesta por los siguientes elementos:
= o = variable independiente con periodo T.
= o = acrofase.
= A; = amplitud.
= Ay = nivel medio o mesor.
= w = frecuencia angular.

En la Figura se pueden identificar cada uno de los elementos mencionados
anteriormente

[on [ehs ‘+T
Figura 3.1: Grafica de la funcién coseno con nivel medio Ay, amplitud Ay

La frecuencia angular w se encuentra relacionada con el periodo T de la si-
guiente manera:

w=2r/T o 360°/T,

esto dependerd de si las mediciones estan en grados o radianes.
Podemos reescribir la ecuacién (3.1) de la siguiente manera:

g(a) = Ag + Ajcos(wa — @) (3.2)

con

¢ = way.
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Cuando el conjunto de datos (a1, 1), (@2, Y2), .-, (Qn, Yn) estén dados es decir,
fueron observados, es necesario agregar a la ecuacién (3.1) un término de error que
se denotard como ¢;. Este término es agregado ya que en el momento en que estos
datos fueron observados puede existir un error en su medicién, debido a esto
los €; se consideran variables aleatorias; en algunos casos se puede suponer que
son independientes y siguen una distribucién normal; anadiendo este término el
modelo quedara de la siguiente manera:

Yi = AO + A1 cos(w(ai — O[o)) + €;.
La generalizacién del modelo (3.1) estd dada por la siguiente ecuacién:

gla)=Ay + Ajcos(wa— ¢) (3.3)
+  Ascos(Qwa — ¢g) + ... + Ag cos(kwa — @),

conocido como “Polinomio Trigonométrico” o suma parcial de una serie de
Fourier, notemos que esta ecuacion contiene frecuencias angulares w,2w,. .., kw,
esto es, multiplos de “w”.

A los términos Ajcos(wt — ¢), Agcos(2wt — @), etcétera. Se les llama primer
armonico, segundo arménico, asi sucesivamente.

Para los datos (a1, 1), (@2,¥y2), ..., (@tn, Yn) se podré encontrar un polinomio
trigonométrico que ajuste a esto con la condiciéon de que los valores de la variable
independiente (a;) sean diferentes; por lo tanto se deberd encontrar un polinomio
que cumpla con las siguientes tres condiciones:

1. El modelo deberd ajustar a los datos con suficiente exactitud; no obstante el
precio a pagar por este ajuste es un gran nimero de pardmetros, los cuales
se tendran que estimar y esto puede llegar a ser una tarea dificil.

2. El modelo debe ser tan suave como sea posible, es decir la grafica no debe
mostrar cambios frecuentes o abruptos a menos que los datos sugieran dicho
comportamiento.

3. El ntimero de pardmetros deberd de ser lo més pequeno posible, esto debido
a que la estimacién de alguno de ellos puede resultar dificil.

Raramente las tres condiciones se cumplen de manera simultanea; ya que mien-
tras para el primer criterio se menciona un buen ajuste sin considerar la limitacién
del niimero de términos, el tercer criterio sugiere lo contrario asi como el segundo.

Asi que de manera frecuente se restringe la ecuacion al primer armoénico
k =1 de esta manera se buscara satisfacer tanto el segundo como el tercer criterio
buscando que el modelo sea parsimonioso, de esta manera el polinomio quedara
reducido a la siguiente ecuacion:

g(a) = Ag + Ajcos(wa — @).
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3.1.1. Ajuste de un Polinomio Trigonométrico

El caso més simple nos lleva a la ecuacién (3.1)) y utilizando la siguiente iden-
tidad trigonométrica:

cos(a — ¢) = cos(a) cos() + sen(a) sen(@),
la ecuacién queda de la siguiente forma:
g(a) = Ag + Aq cos(wa) cos(¢) + Ay sen(wa) sen(o),
definiendo:
X = Aj cos(¢) y Z = Aqsen(¢)

la ecuacion queda de la siguiente forma:
g(a) = Ag + Xcos(wa) + Zsen(wa), (3.4)

se observa que tanto X como 7Z son parametros ya que dependen de la amplitud
(A1) y de el angulo acrofase (¢).

La ecuacion cuenta entonces con 4 pardmetros (Ag, X, Z, w); pero w se
supone conocido por lo que solo resulta de interés estimar Ay, X y Z; se observa que
la ecuacion es lineal, y el método que se utilizara para estimar los parametros
de interés es el de minimos cuadrados.

Sean (a1, y1), (@2,Y2),. - -, ((n, Yn ) los puntos dados y g(a;) los valores ajusta-
dos resultantes de la ecuacion , los residuales del modelo estdn definidos de
la siguiente manera:

0 = glay) — i, (3.5)

los pardmetros Ay, X, Z podran ser determinados minimizando la suma de cua-
drados de residuales (desviaciones):

S= 6" = lglcs) —y),

n n
=1 =1

i

se sabe que:
g(a;) = Ag + X cos(wa;) + Z sen(wa;)

y como w es conocido se pueden calcular los siguientes valores:
¢; = cos(way;) s; = sen(way), (3.6)
con esto, la ecuacion queda de la siguiente manera:

g(ay) = Ao + Xe; + Zs,,
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sustituyendo g(a;) en la ecuacién (3.5)) se tiene
0; = Ao + Xy + Zsi — yi,

de donde se plantea el problema de minimizar la suma de cuadrados de residuales

siguiente:
n

n
S=> (6= [Ao+Xei +Zs; — y;]”. (3.7)
i=1 i=1
Ahora aplicando algunas herramientas de calculo diferencial encontraremos la
estimacién de lo pardmetros (Ag, X, Z) que minimizan a S en la ecuacién (3.7).
Primero se calcularan las derivadas parciales de la ecuacion con respecto
a los tres parametros:

= Derivada parcial con respecto a X:
98 0 [Ag+ Xe; +Zs; — yil?
ox 0X
= 2Z[A0 + Xe; + Zs; — yi]ci

=2 {Z Agc; + ZXCZQ + ZZSZ'CZ' — Zyzcl]
=2 {AQZC,’+XZC§+ZZS¢C¢*ZZJ10{| .

= Derivada parcial con respecto a Z:
3S Y [Ao + Xei + Zsi —yil?
0z o0z
= ZZ[AO + Xei + Zsi — yilsi

=2 |:A0252+XZCZ.91+ZZS727Zy151:| .

» Derivada parcial con respecto a Ag.

0Ay 04y

=2 [Ag + Xci + Zsi — ui
=2 |:HA0+ZXCZ+ZZ81—ZyZ]
=2 [HA0+XZCi+ZZS¢—ZyZ‘:|.
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Donde cada suma va de 1 a n. Igualando a cero cada una de las derivadas

oS a8 oS
ox 0 oz~ aa "
se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:
2003 e+ XD+ ZY sici — Dwyisii = 0
210038 4+ XX s 4+ ZY.s? — Swisi] = 0 ;. (3.8)
Q[HAO + chi + ZZSZ' - Zyz} = 0

Simplificando el sistema de ecuaciones (3.8)) encontrando los estimadores de
los parametros:

AodXei + XX+ ZY sici = Ywic
Agdsi + XDesi + ZY.stT = Ywyisi ¢ (3.9)
nAg + X e + ZYlsi = Dy

Las ecuaciones que forman el sistema de ecuaciones son conocidas como
“ecuaciones normales”; se observa que estas ecuaciones son lineales, este sis-
tema de ecuaciones se resolverd para obtener los estimadores de (Ag, X, Z); para
facilitar la solucién de este sistema se define lo siguiente:

a=>¢ b=>¢? c=>"58i¢
d=7% yici e=>5; f=xs
g =2 Yisi h=n k=>vi
de esta manera el sistema de ecuaciones queda expresado de la siguiente
manera;

adpg + X + ¢Z = d
eAg + X + fZ = g ;. (3.10)
hAy + aX + eZ = k

A continuacién se encontrard la solucién a este sistema, el método que se
utilizard para encontrar la solucion es el de eliminacién.

» Tomaremos del sistema de ecuaciones (3.10)) la primera y segunda ecuacion;
la primera ecuacién es multiplicada por (f) y la segunda es multiplicada
por (—c) obteniendo asf el siguiente sistema de dos ecuaciones:

afAg + bfX + cfZ = df

—ecAy — X — fZ = —gc’ (3.11)

de este sistema es facil ver que al aplicar el método de eliminacién se obtiene
la siguiente ecuacion:

Aolaf —ec] + X[bf — *] = df — ge. (3.12)
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s Ahora tomaremos del sistema de ecuaciones ({3.10)), la primera y la tercera
ecuacién; la primera se multiplica por (e) y la segunda se multiplica por
(—c) obteniendo asf el siguiente sistema de ecuaciones:

aeAg + beX + ceZ = de
—hcAy — acX — ecZ = kc}’ (3.13)

de este sistema es facil ver que al aplicar el método de eliminacién se obtiene
la siguiente ecuacién:

Aplae — he] + X[be — ac] = de — kc. (3.14)

= Con las ecuaciones obtenidas (3.12) y (3.14)), se forma un nuevo sistema de
ecuaciones el cual queda de la siguiente forma:

Aolaf —ec] + X[bf —c?] df — ge
Az[ae —he] + X[pe—ac] = de—ke } . (3.15)

A las ecuaciones de este sistema se les aplicard el método de eliminacion; la
primera ecuacién se multiplica por [be — ac] y la segunda por [¢? — bf]; una
vez aplicado el método de eliminacién la ecuacién resultante queda solo en
términos de Ag; a partir de ésta realizando los despejes correspondientes se
obtiene la expresién del estimador del parametro Ag, el cual queda de la
siguiente forma:

_ —dfa —gbe + gca + kbf — kc? + dec

Ay = 3.16
0 —a2f —e2b+ hbf — hc? + 2aec (3.16)

El procedimiento para obtener las expresiones de los estimadores de X y Z es
el mismo que el aplicado para encontrar la expresion de Ay por lo cual los pasos
se omitiran; los estimadores de los pardmetros restantes son los siguientes:

_gae—cghfafkJrhfdJreck—de2

3.17
—a?f + 2aec + fhb — e2b — he2 (3.17)

kac — ekb + hgb — chd — a%g + dea
~ —a2f 4+ 2aec+ fhb — e2b — hc?
Una vez encontrados los estimadores de los parametros de interés en ocasiones
puede ser 1til o de importancia encontrar también los estimadores de A1 y ¢, esto
se lleva acabo de la siguiente forma.
De las siguientes expresiones:

(3.18)

X = Ajcos(9), 7 = Aysen(¢),
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utilizando la siguiente identidad trigonométrica:
22 4+ 9% = 1% (cos®(p) + sen?(¢)) = 12

con
x = reos(9), y = rsen(¢),

se obtiene el estimador de A,
Ay = (X2 +2%)3, (3.19)
Para el valor de ¢ se tiene la siguiente identidad trigonométrica:

sen(9)
cos(9)

haciendo uso de ella se obtiene la siguiente expresion para el valor de ¢:

7 Aysen(¢)  sen(¢)

tan(¢) =

—_ = = = t
X Aicos(¢p)  cos(9) an(@),
y de esta expresion se deduce que:
¢ = arctan(Z/X). (3.20)

Para esta ultima expresion se tiene que la funcién arctan toma valores entre -90°
y 90° por lo que es conveniente dar una expresion mas explicita para encontrar el
valor de ¢ que es la siguiente:

6= arctan(Z/X), si X >0,
~1180° + arctan(Z/X), si X <O0.

3.1.2. Ejemplo

En 1977 Ehrhardt estudio la regulacién del transporte de acido 2aminoisobu-
tirico (AIB) en el higado de ratas, él encontré un ritmo circadiano, el cual estd
representado en la Figura3.2]por ocho puntos. Ajustaremos una funcién cosenoidal
a esta muestra de datos.

» Periodo (T) de 24 horas.

360°
24horas *

Los valores «; son (6, 10, 14, 18, 22, 2) horas, usando las ecuaciones (3.6 se pueden
calcular las cantidades ¢; y s;, y con los valores de y; resulta la Tabla

» Frecuencia angular (w) de
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Tiempo waq; G S Ui
6 h 90° 0 1.0 1.87
10 h 150° -0.866 0.5 1.50
14 h 210° -0.866 -0.5 1.64
18 h 270° 0 -1.0  2.45
22 h 330° 0.866 -0.5 2.14

2h 30° 0.866 0.5 2.15
Total - 0 0 11.75
Tabla 3.1

Con los valores obtenidos en la Tabla se calculan los siguientes valores:

ZCZ'ZO, 2612:3, ZSiCiZO,
Zyici = 0.996, Z S; = 0, 2322 = 37
> yis; = —0.645, n =6, >y = 11.75,
Sustituyendo estos valores en las ecuaciones normales de un polinomio con primer
arménico se obtiene:

3X = 0.996,
3Z = —0.645,
6A¢ = 11.75,

De las cuales se despeja el valor de los pardmetros para poder encontrar el poli-
nomio que ajusta a los datos, realizando los despejes correspondientes se obtiene:

X=0332, Z=-0215, Ag=1.96,
de donde se obtienen los siguientes valores:
A; =0.396, ¢ =327.1°,
y asi con los valores de los pardmetros se tiene la ecuacion:
y = 1.96 + (0.396)(cos(15a — 327.1). (3.21)

De manera gréfica en la figura se puede observar la representacién de
nuestros datos originales (linea con puntos) y el ajuste que se obtiene por medio

de la ecuacién (3.21)).
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25 Curva ajustada
— Observaciones

1.5 4

Ritmo circadiano

T | T T | T |
6h 10h 14h 18h 22h 2h 6h

Horas

Figura 3.2: Ritmo circadiano a lo largo del dia y ajuste de un polinomio trigo-
nomeétrico

3.1.3. Polinomio con 1°° y 29 Arménico

En algunas ocasiones un modelo con primero y segundo armoénico se ajustard
de mejor manera a los datos y la ecuacion del polinomio con estos dos arménicos
serd la siguiente:

gla) = Ag + Ajcos(wa — ¢1) + Azcos(2wa — @), (3.22)
definiendo:
X1 = Ajcos(¢y), Zy = Aysen(¢r),
X9 = Agcos(¢a), Zy = Agsen(¢p2),

la ecuacidn (3.22]), se puede reescribir de la siguiente manera:
g(a) = Ay + Xjcos(wa) + Zysen(wa) + Xaocos(2wa) + Zosen(2wa).  (3.23)

se observa que Xy, Z1, Xo y Zo son pardmetros ye que dependen de la amplitud y
del angulo acrofase.

La ecuacién cuenta entonces con 6 pardmetros (Ag, X1, Z1, Xa, Za, w);
pero w se supone conocida por lo que solo resulta de interés estimar Ay, X1, Z1,
Xs v Zo; se observa que la ecuacion es lineal, y el método que se utilizara
para estimar los pardmetros de interés es el de minimos cuadrados.
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Sean (a1, y1), (a2, y2),. - -, (an, yn) los puntos dados y g(a;) los valores ajusta-
dos resultantes de la ecuacién (3.4]) , los residuales del modelo estan definidos de
la siguiente manera:

8 = g(ou) — i, (3.24)

los parametros Ag, X, Z podran ser determinados minimizando la suma de cua-
drados de residuales (desviaciones):

S:

3

(6:)% = D _lglai) =yl

n n
=1 i=1
se sabe que:
g(a;) = Ag + X5 cos(way) + Z1 sen(way;) + Xa cos(2way;) + Za sen(2wa; )
y como w es conocido se pueden calcular los siguientes valores:
¢; = cos(wa;) s; = sen(way) f; = cos(2way) 1; = sen(2way), (3.25)
con esto, la ecuacion queda de la siguiente manera:
g(ai) = Ao + Xuc; + Zisi + Xafi + Zori,
sustituyendo g(«;) en la ecuacién se tiene
0; = Ag + Xy¢; + Zysg + Xofs + Zori — ys,

de donde se plantea el problema de minimizar la suma de cuadrados de residuales
siguiente:
n n
S=> (6:)* = [Ao+Xuc; + Zisi + +Xafi + Zor; — yi]*. (3.26)
i=1 i=1
Ahora aplicando algunas herramientas de calculo diferencial encontraremos la
estimacién de lo pardmetros (A, X1, Z1, X2, Z2) que minimizan a S en la ecuacién
(13.26}).
Primero se calcularan las derivadas parciales de la ecuacion con respecto
a los cinco parametros:

= Derivada parcial con respecto a X;:

S  OX[Ao+Xyci + Zis; + Xofi 4+ Zori — yi)?
8X1 n 8X1

=2 {AOZCZ‘—FXlZC?—FZlZSiCi-‘rXQZfZ'Ci—FZQZTiCi—Zyicz}.
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= Derivada parcial con respecto a Zj:

98 Y [Ao+Xuci + Zisi + Xofi + Zori — yil®
8Z1 N 6Zl

=2 [AOzSZ-FXlZCZSZ-’-ZlZS?+XQZfZSZ+ZQZT’281—Zy181:| .

= Derivada parcial con respecto a Ag.

05 _ 03 [Ag +Xuci + Zasi + Xa fi + Zors — yil?
8A0 N aAO

:2{HAO—‘y—XlZCi+Z1ZSi+X2Zfi+Z2ZTi_Zyi}~

= Derivada parcial con respecto a Xs:

S 0X[Ao+ Xici 4 Zisi + Xo fi + Zori — yi]?
8X2 - X2

0
=2 [AOZfi+XlzCifi+Z125ifi+XZZfi2+Z2ZTifi_Zyifz}-

= Derivada parcial con respecto a Zs:

0S8 0 [Ao+Xici +Zisi + Xofi + Zor; — yil?
8Z2 N 6Z2

=2 [AOZm +X1 Zcﬂ”i + Z1 ZSZ'TZ‘ +XQZfiri + Z2 Z?"iz — Zyﬂ”{| .
Donde cada suma va de 1 a n. Igualando a cero cada una de las derivadas

5 25 5 s a5

aXl_a 87Z1_7 87140_7 8X2_7 6722_

0,

Se forma un sistema de ecuaciones con las derivadas igualadas a cero, el cual queda
de la siguiente manera:

Aoy et Xiy G+ Ziysicit Xo) fieit Zody rici— Yyici =0
Ao si+ XiD o eisit+ Z1ZS$+ Xo Yo fisi+ Zod misi— > yisi =
nAg+ Xidoeit oy s+ Xod fi+ Zed rmi— Y yi =0
Ao it XiXeifit ZoXsifit XeX fiP+ ZedXorifi— Suifi =
Ay Z ri+ X3 Z crit+  7q Z s;rit+  Xo Z firi+ 2o Z Ti2— Z yir; =10

Las ecuaciones que forman el sistema de ecuaciones anterior son conocidas
como “ecuaciones normales”; se observa que estas ecuaciones son lineales,



29

este sistema de ecuaciones se resolverd para obtener los estimadores de (A, X1,

Z1, Xo y Z2); para facilitar la solucién de este sistema se define lo siguiente:

a=n
e=>r
i=>cfi
m=73_ [is;
q:ZHQ

d:Zfi
h:ZsiCi
ZZZSZ‘Q
p:me‘
t=> fiyi

b:ZCi
f=>vi g
J=2sir; k=3 cwy
n=>y 1 0
r=Yry; s

de esta manera el sistema de ecuaciones normales queda expresado de la siguiente

manera
CLAO + le + CZ1 + dX2 + 6Z2 = f
bAO + gX1 + th + in + ]ZQ = k
cAy + hXy + 1Z7 + mXy + nZ, = o
eAog + JXi + nZy + pXo + ¢lo = 7
dAy + Xy 4+ mZy + sXo 4+ ply = t
La solucién a este sistema, usando el método de Cramer es:
[f b ¢ d €] (a f ¢ d €]
k g h i j bk h i g
det lo h I m n det |lc o I m n
r j n p g e r n p q
;1\0 _ :t i m s p: , )/(\1 _ :d t m s p: ’
a b ¢ d e a b ¢ d e
b g h 1 j b g h @ j
det ¢ h I m n det{c h I m n
e j n p q e j n p ¢
d ©+ m s p]| d @ m s p]|
a b f d e (a b ¢ f e
b g k 1+ g b g h k g
det {[c h o m n det{c h I o n
e j r p ¢ e j n r g
Z _ d i t s p 7 5{\2 _ d ¢« m t p 7
a b ¢ d e a b ¢ d e
b g h i j b g h i j
det{c h I m n det{c h I m n
e j n p ¢ e j n p g
d i m s p d i m s p
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3.2. Correlacion Circular-Lineal

En algunas ocasiones cuando una variable circular ¢ esta relacionada con una
variable lineal y, por ejemplo la direccién del viento la cual es medida en dngulos
estd relacionada con variables como la humedad o cantidad de lluvia las cuales
son variables lineales; debido a la existencia de este tipo de posibles relaciones es
necesario contar con un valor que indique si estas variables presentan o no alguna
posible relacion, a este valor se le llama coeficiente de correlacion.

El modelo de regresion es el siguiente:

y = Ao+ Ajcos(w(a — ag)),
expresado de la siguiente forma:
y=Ao+ Aicos(¢p — ¢o), (3.27)
con

(b = wa, ¢0 = wayo,

donde Ag es el mesor, A; la amplitud y ¢¢ el dngulo acrofase; los estimadores de
estos pardmetros ya se han obtenido, ahora el objetivo es saber si la variable y
esta o no correlacionada con ¢, es decir si y depende de ¢, para esto se definen las
siguientes variables:

r = cos(¢ — ¢o), r; = cos(¢p; — do), (3.28)

haciendo uso de estas variables podemos ver a la ecuacién ([3.2)) como una ecuacién
lineal:

y=Ap+ Az, (3.29)

con pendiente Aj.

Debido a esto a las parejas (z;,y;) se les puede aplicar un método ordina-
rio de correlacién lineal, el coeficiente que utilizaremos serd el Coeficiente de
Correlacion de Pearson dado por la siguiente ecuacion:

Y@ ®)m-9)
VE@ -2 - 0

donde Z y 4 son el promedio de dichos valores; todas las sumas con i =1...n.

r

(3.30)
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3.3. Regresion Circular-Circular

Sean a y 3 dos variables aleatorias con funcién de densidad conjunta f(«, 3),
con 0 < a,f < 2m; para predecir el valor 8 para un « dado consideremos la
regresién o la esperanza condicional de un vector e’ dado « es decir:

Ele”P|a] = p(a)et™ ), (3.31)

de acuerdo con la identidad de Euler:

e = cos(x) + isen(x),

la esperanza condicional puede ser escrita de la siguiente manera:

Ele’la] = E[cos(B) + isen(B)|a]
Elcos(B)|a] + Elisen(B)|a]
Elcos(B)|a] + iE[sen(B)|a]

= gi(@) +igz(a)

con

Efcos(B)la] = g1(),
Efsen(B)|a] = g2(a),

de donde [ se determina como:

3 = arctan (gigg;) . (3.32)

A falta de més especificaciones acerca de la estructura de ¢;(a) y ¢ga2(c), es en
general dificil estimar a partir de los datos y en ocasiones atin con mas especifi-
caciones la determinacién puede resultar dificil, por lo que g1(a) y ga2(a), serdn
aproximadas por funciones adecuadas, notemos que g1 («) y ga2(«) son periédicas
con periodo 27, por lo que pueden ser expresadas mediante una expansion en Serie
de Fourier, como se muestra a continuacién:

e 21k 21k
g1(@) Z [Akcos (27;@> + Bjsen (27;04)}

k=0

Q

A Z [Acos (ka) + Bysen (ka)],
k=0
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Q

ga(a)

Q

Ckcos ka) + Dysen (ka)],

- 2 2
Z [Ckcos (Ma> + Dy sen (Wka)]
P 21 2

para una eleccién adecuada de m. A partir de esto se tiene el siguiente modelo

cos( Z [Agcos (ka) + Bysen (ka)] + €
k=0

NE

sen(B) ~ [Crcos (ka) + Dysen (ka)] + €2

B
Il
=]

con (€1, €2) vector de errores con media cero y matriz de dispersién T desconocida.

3.3.1. Estimacién de los Coeficientes de Regresion

El problema de estimar los pardmetros (A, By, C, Dy, para k=0,1,...,m),
se resolverd por medio de minimos cuadrados.

Sean (aq, 1), ..., (an, Br) una muestra aleatoria de tamafio “n”, las ecuacio-
nes de las observaciones pueden ser escritas como:

m

Y1 = cos(B;) =~ Z [Ajcos (ka;) + Bisen (ka;)] + €1; (3.33)
k=0
Yo, = sen(B;) = Z [Cicos (ka;) + Disen (koy)] + €2 (3.34)
k=0
parat=1,...,n.

Se definen los siguientes vectores donde (X’) denota al vector transpuesto de
X,

!
6217 AR 62’!1) ’

Al = (AO7A13 ot A’ma Bl7 bR Bm)/
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N = (Cy,C4,....;Crny D1,y ...y D).

Se define la siguiente matriz:

1 cos(ay) -+ cos(may) sen(ay) ---  sen(may)

1 cos(ag) -+ cos(masg) sen(ag) --- sen(mas)
X=1. : . : : : ’

1 cos(ay) -+ cos(may) sen(an) -+  sen(may)

donde sen(0) = 0y cos(0) = 1 y la matriz X tiene los valores que acompanan a
los pardmetros a estimar, es por esto que la primera columna de la matriz esta
compuesta de valores 1.

Al haber definido los vectores (Y1, Y2 el €2, A1, \2) y la matriz (X), las ecua-
ciones y pueden ser escritas de forma matricial quedando asi:

V=X 4 (3.35)

Y2=X\+4é (3.36)

se puede verificar la equivalencia en forma matricial realizando las operaciones
correspondientes.

Poniendo las ecuaciones y (3.36) en una sola expresién, obtenemos lo
siguiente:

V= XN 4 e, (3.37)
con

«_ | X 0

o[ X

Y*/ — (Yll . Y2/)
A*l — (All . AQI)
6*/ _ (61/ . 621).

De la ecuacién (3.37) podemos calcular los minimos cuadrados generalizados,
sin embargo por la estructura de las ecuaciones (3.35)), (3.36) y (3.37) y podemos
utilizar la siguiente proposicion:

Proposicion 3.1. Los estimadores de minimos cuadrados para B en el modelo
Y =XB+¢€sonf=(XX)"1XY.
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Demostracion. Por medio del método de minimos cuadrados se obtienen los valo-
res 31, B2, - .., Bk que minimizan la suma de cuadrados de los errores; en notacién
matricial la suma de los cuadrados de los errores:
R = (Y -XpB) (Y -Xp)
= YY-YXB-8XY+5XXB
= Y'Y -2 XY+ B X'Xp,
ahora derivando R con respecto a [ se tiene:

OR
— = 2X'Y +2X'X
B +2X X5
igualando a cero la derivada, suponiendo que X es de rango completo y despejando
B se obtiene lo siguiente: X
B=[X'X]"'X"Y.
O

Con la siguiente proposicion se observa que obtener los minimos cuadrados de
las ecuaciones en un sélo vector es lo mismo que obtener los minimos cuadrados
de cada una de las ecuaciones.

Proposicién 3.2. Sean f; = (X! X;)7rXY; con i=1,2,1,k los estimadores de cada
Bi y sea By = (XL X)L XY, entonces:
5
. Ba
ﬁ* = .
B
esto es, que los minimos cuadrados aplicados a las ecuaciones combinadas es lo
mismo que los aplicados a las ecuaciones por separado.

Demostracion. se tiene que
B* = (X*X*)_lX*Y*

lo cual es igual a:

1

XX, 0 ...0 071 [xXN
) 0 X3Xo ... 0 0 X, Y,
*x T . . . 0

0 0 ... 0 XXy X, i



36

(X{X) "X 6
(X3Xo) "' X5Ya | | s

* T .

(X Xe) T XY Br

Por lo que los estimadores de A!, A2 son los siguientes:
A= (X'X) X'Y!
A2 = (X'X)'X'Y?

3.3.2. Casos Especiales

M, para 1 < i < n, se tienen los estimadores

1. Si para cada a; = -
explicitos para 1 < j < m:

dg =13 cos(8) Ay =23 cos(B)cos(ja)
0= cos(B;), iz cos(B;)cos(jay),
. 1 A 1 .

Co= - Zsen(ﬁi), C; = - Zsen(ﬁi)cos(jai),
- 1 A 1

Bj = — i )5 Dj=— i ;).
= L3 cos(Bi)sen(jon) )= 3 sen(B)sen(ja)

con cada una de las sumas desde 7 = 1 hasta n.

2. Si se tiene (a, fB1),..., (e, Bn), es decir la muestra con cada (; asociada a
la misma «, entonces los coeficientes de la ecuacién de regresién seran cero,
excepto Ag y Cp y estos estaran dados por:

R 1 n R 1 n
Ay = - ; cos(f8;), Co= - ; sen(B;).

3.3.3. Estimacion de la matriz T
La matriz de covarianzas (T) es estimada como sigue:
Ro(i,j) = Y"Y'-Y"X(X'X)'X'YI
Y (I — M)Y?
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donde: M = X(X'X)" X'y
Ro = (Ro(i,7))2x2, i=1,2, j=1,2

entonces se tiene:

A Ro
T= (n—2(m+1))’

que es un estimador insesgado de T.

3.3.4. Determinacion de m

Un problema general en el ajuste de cualquier polinomio de regresion es la
determinacién del grado, en el modelo de regresién Circular-Circular este valor m
hace referencia al limite superior de la suma en las ecuaciones y (3.34)), esto
se llevara a cabo utilizando el criterio de reduccién en la suma de cuadrados del
error al aumentar el valor de “m”:

cos((m + 1)ay) sen((m+ a)ay)
W= : :
cos((m + Day,) sen((m + a)ay,)

La matriz de diseno aumentada es escrita como sigue:

con P una matriz de permutacién deseable que mantendra las columnas de W en
el lugar correcto.
Por lo que el modelo correspondiente es:

1) _ (1) 1
Y( ) = X(l)/\(l) + 6( )

(2)
Y(2) = X(Q)/\(l) + 6(2)

donde )\E?) con i = 1,2 son los vectores de coeficientes que pueden ser estimados
por el método de minimos cuadrados; los cuales estan dados por:

M) = Xy XX y®, =12,

donde
X'X X'WwW
XXy =1 [W’X W’W} B

para invertir la matriz X El)X (1) se usa la siguiente preposicién.
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Proposicién 3.3. Sea G una matriz particionada,

o[t 3

entonces G' queda de la siguiente forma:

o1 _ [ATNH+ATBRTICATY —ATIBF
- —FloA! F!

con F=D—-CA-'B.

Se observa que la matriz X él)X (1) puede ser vista como una matriz particio-
nada entonces se define lo siguiente:

A=X'X B=X'W C=WwW'X D=WW

haciendo uso del resultado anterior la matriz inversa de X EI)X (1) tiene la siguiente
forma

X'X)" 4+ (X1X) " HX'W)F(W'X)(X'X)™! —(X'X)"HX'W)F~!

1 |(
(X(Il)X(l)) - _F—I(W/X)(X/X)—l F—l )

con

F = (WW)-WX)(X'X)""{(X'W)
= W{I-MW

donde M = X (X'X)~'X'; reescribiendo a la matriz (X(;)X(1))”" se obtiene:

(X Xw) ™ = [(X%()_l 8]
N {(X’X)_—;X’W} o [(X’X)_—;X’W]';

por lo que los estimadores por minimos cuadrados quedan como sigue:

X/
AD = PUX{ X)) tPP || Y@
W/
AJXX)TIXY® (X X)TIXIN(T - MY @)

F H='W'(I = M)Y® ’
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con N = WH™'W’, la suma de cuadrados del error es:

ORLONR OIS S 5 (4)
Y'Yy YW(X:W)P )\(1)

=Y - M)YD -y - MYNT - M)YD, (3.39)

De la ecuacién (3.39) se observa que la reduccién en la suma de los cuadrados del
error correspondiente a A(¥) por tomar términos adicionales es:

YOI = MYN(I = M)Y®D > 0. (3.40)

Por lo tanto, antes de decidir incluir el término (m+1), primero se debera calcular
, y si ésta es lo suficientemente grande desde una perspectiva practica, se
podré decidir incluir el término (m + 1).

Un enfoque alternativo que es algebraicamente equivalente al anterior en la
determinacién del grado m, es evaluar el aumento en la estimacion del parametro
de concentracién de la distribucion de 8 dado «a.

Una vez calculadas las aproximaciones de los polinomios trigonométricos de
grado m-ésimo, es decir g;, () g;(a para ¢ = 1,2 el pardmetro de concentracién
estd dado por

P (@) = [T (@) + g3, ()]/2. (3.41)

Se tiene que 0 < p,,(a) < 1 para cualquier m y a dados, de esta manera a valores
mas cercanos a 1 se tiene un mejor ajuste.

Calculando p,,(c;) para cada «; con i = 1,...,n después de que se haya
ajustado el polinomio trigonométrico de grado m-ésimo, se podra decidir si se
debe incluir un término adicional dependiendo de si hay un cambio significativo
en la estimacion del pardmetro de concentraciéon o no, es decir, si el valor de
este pardmetro aumenta significativamente, de esta manera p quedara dado por
la siguiente ecuacién:

)
Pm

1 n
7me al - Ezglm a; +92m(al)]

2
1 / 1 Ny
- - vy py D = = YO'vG) — Ro(i. ).
" Z M D) 0(7:7)]

j=1 j=1
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3.4. MAF una Medida de Bondad de Ajuste

La medida de bondad de ajuste que serd empleada para el modelo de regresion
circular-circular y el modelo de regresion circular-lineal es mean absolute error
(MAE) el cual esta dado por la siguiente expresion:

MAE — Z¢:1 ly: — Uil
n

9

donde y; es el la observacion i-ésima y ¢; es el valor i-ésimo estimado por el modelo.
Se busca que el valor de esta medida de bondad de ajuste sea lo mas cercana a
cero y al realizar una comparacién en modelos de regresién que busquen ajustar
a un conjunto de datos el que tenga el menor valor para esta medida serd el qué
mejor ajuste ofrece.



Capitulo 4

Aplicacion de los Modelos

Las aplicaciones de los modelos presentados en este trabajo fueron implemen-
tados en el software R y el cédigo de éstas se presentan en el anexo A.

4.1. Regresion Circular-Lineal

4.1.1. Primera Aplicacién

Para llevar acabo la primera aplicacién del modelo de regresion circular-lineal,
se hara uso de la base de datos AirPassengers la cual se encuentra como un
dataset precargado en el software R, este dataset contiene datos mensuales de
doce anos (1949-1960) de pasajeros en miles, de lineas aéreas internacionales; para
realizar la aplicacién del modelo se tomaran los datos de los tltimos cuatro anos
(1957-1960). Se tendran los valores a1 = 1, ap = 2, a3 = 3,...,a12 = 12 de la
variable independiente siendo alfa el niimero de meses en un afio para cada uno
de los modelos, el periodo T' = 12 meses por lo que la frecuencia angular w es:

w = 360°/T = 360°/12 meses = 30° /mes

la cual serd la misma para todos los modelos.

= Ano 1957.

La Tabla [£.1) muestra los valores obtenidos que son necesarios para estimar
los parametros del modelo.

41
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o way Ci 5i Yi
1 30° 87 .50 315
2 60° S0 0.87 301
3 90° 0 1 356
4 120° -0.50 0.87 348
5 150° -0.87 0.5 355
6 180° -1 0 422
7 210° -0.87 -0.5 465
8 240° -0.50 -0.87 467
9 270° 0 -1 404
10 300°  0.50 -0.87 347
11 330°  0.87 -0.50 305
12 360° 1 0 336
Total - 0 0 4421

Tabla 4.1: Valores necesarios para llevar a cabo los calculos de un polinomio de
primer arménico

Con los valores de la Tabla[f.1]se obtiene las siguientes cantidades definidas
en la seccién (3.1.1)

Yo = 0, Y2 = 6.030, Yosici = 0,
Zyici = — — 3435, ZSZ = 0, 2812 = 6028,
Syisi = —241.550, n = 12, Sy o= 4421,

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones normales de un polinomio con
primer armonico y realizando los despejes correspondientes se obtiene el
valor de los estimadores Ag, X y Z:

Ag =368.417, X = —56.965, Z = —40.071,
de donde se obtienen los valores para Ay y ¢:
A =69.64694, ¢ = 215.1238,

y asi con los valores de los pardmetros se tiene la siguiente ecuacion para el
monto mensual de pasajeros de la aerolinea en el ano 1957:

7 = 368.417 + 69.64694cos(30a — 25.1238) (4.1)
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de manera grafica en la Figura [4.1] se puede observar la representacion de
los datos originales y el ajuste que se obtiene por medio de la ecuacién

encontrada (4.1)).

— * Curva ajustada
n [=] * QObservaciones
2 w
= -
E
w
o
[=]
% o -
o )
©
0o
@
(=]
o o —
O o)
=
@
£
= o
Z g
@

Meses

Figura 4.1: Ajuste de un polinomio trigonométrico con primer arménico afio 1957

En la grafica se puede observar un buen ajuste, sin embargo se desea un
ajuste mas preciso por lo qué se llevara a cabo el ajuste de un modelo con
17 y 299 arménico.

La tabla [£:2] muestra los valores obtenidos que son necesarios para estimar
los parametros del modelo.

Con los valores de la Tabla se obtienen las siguientes cantidades:

n = 12, E C; = 07 Z Si = 0,
Zfl = 0, ZTZ‘ = O, Zyl = 4421,
Yt = 6.03, Do cisi = 0, docifi = 0,
ZCﬂ’i = 0, chyl = —3435, Zsiz = 603,
Yo fisi = 0, doTisi = 0, dosiyi = —241.55,
Zfﬂ"i = O7 Z’I"i2 = 6.06, Zﬂyi = 167.91,
S o= 6, Yo fivi = —135

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones normales de un polinomio con
primer y segundo armonico y realizando los despejes correspondientes se
obtiene el valore de los estimadores Ag, X1, Z1, Xo y Zs:

Ao = 368.416, X; = —56.96, Z; = —40.058, Xo = —2.25, Zo = 27.707,
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Q; waoy Ci 54 i T Yi
1 30° .87 .50 0.5 0.87 315
2 60° .50 0.87 -0.50 0.87 301
3 90° 0 1 -1.0 0 356
4 120° -0.50 0.87 -0.5 -0.87 348
) 150° -0.87 0.5 0.5 -0.87 355
6 180° -1 0 1 0 422
7 210° -0.87 -0.5 0.5 0.87 465
8 240° -0.50 -0.87 -0.5 0.87 467
9 270° 0 -1 -1 0 404
10 300° 0.50 -0.87 -0.5 -0.87 347
11 330° 0.87 -0.50 0.5 -0.87 305
12 360° 1 0 1 0 336
Total - 0 0 4421

Tabla 4.2: Valores necesarios para llevar a cabo los cédlculos de un polinomio con
primer y segundo arménico

y asi con estos valores obtenidos se tiene la siguiente ecuacién para el monto
mensual de pasajeros de la aerolinea en el ano 1957:

§ = 368.416 — 56.96 cos(30a) — 40.058 sin(30a) (4.2)
—2.25 cos(60a) + 27.707 sin(60c),

de manera gréafica en la Figura 4.2| se puede observar la representaciéon de
los datos originales y el ajuste que se tiene por medio de la ecuacién (4.2)).

En la grafica se puede observar qué el ajuste a mejorado considerablemente;
a continuacién se calculard el MAE para obtener una medida de bondad de
ajuste para cada uno de los modelos

e MAE Polinomio con primer arménico.

MAE = 21.794

e MAE Polinomio con primer y segundo arménico.

MAE = 12.58
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* Curva ajustada
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Figura 4.2: Ajuste de un polinomio trigonométrico con primer y segundo arménico
ano 1957

Recordemos que esta medida de bondad de ajuste se busca qué sea lo maés
cercana a cero, por lo que realizando una comparacién de los valores obte-
nidos nos damos cuenta qué al realizar un ajuste con polinomio de segundo
arménico el ajuste obtenido es bastante bueno y se ha logrado una mejora
significativa con respecto al obtenido con el polinomio ajustado de primer
armoénico.

Se utilizara el coeficiente de correlacién para poder tener este valor como
referencia de la posible correlacién que existe entre el niimero de pasajeros
y el mes.

Para calcular el coeficiente se calcula la variable x; = cos(¢; — ¢p) la cual se
encuentra detallada en la seccién 3.2, aplicando la férmula con los mismos
datos (y;) de la tabla se obtiene el siguiente valor para el coeficiente de
correlacién:

r = 0.8907

el cual resulta alto, por lo que se puede concluir que las variables pasajeros
mensuales y mes del ano se encuentran correlacionados.

Aplicando el mismo procedimiento, se obtendran los modelos que se ajustan, el
valor de MAFE y los valores de los coeficientes de correlacién para los afios restantes.
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= Afo 1958.
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Figura 4.3: Ajuste de un polinomio trigonométrico con 1¢" arménico del ano 1958
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Figura 4.4: Ajuste de un polinomio trigonométrico con 1¢7° y 2% arménico del
ano 1958

Ecuacién de un polinomio trigonométrico con 1¢" arménico y MAE para el
monto mensual de pasajeros de la aerolinea en el ano 1958 representada en
la Figura 4.3

7 = 381 + 74.4371cos(30a — 215.9239) MAE = 28.492
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Ecuacién de un polinomio trigonométrico con 1°7 y 2% arménico y MAFE
para el monto mensual de pasajeros de la aerolinea en el ano 1958 represen-
tada en la Figura [£.4]

9 = 381 —60.28 cos(30cr) — 43.66 sin(30cx)
—1.17 cos(60cx) + 39.34 sin(60cv),

MAFE =12.798
Coeficiente de correlacion para las variables pasajeros mensuales y mes del
ano
r = 0.854
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= Ao 1959.
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Figura 4.5: Ajuste de un polinomio trigonométrico con 1¢” y 29° arménico del afio
1959
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Figura 4.6: Ajuste de un polinomio trigonométrico con 1¢" arménico del ano 1959

Ecuacién de un polinomio trigonométrico con 1¢" armoénico y MAE para el
monto mensual de pasajeros de la aerolinea en el ano 1959 representada en

la Figura [L.5]
§ = 428.33 + 82.9467cos(30a — 219.8449) MAE = 29.215
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Ecuacién de un polinomio trigonométrico con 1°7 y 2% arménico y MAFE
para el monto mensual de pasajeros de la aerolinea en el ano 1959 represen-

tada en la Figura

g = 428.33 —63.684 cos(30c) — 53.127 sin(30cv)
+0.167 cos(60c) + 32.158 sin(60cv),

MAFE =19.32
Coeficiente de correlacion para las variables pasajeros mensuales y mes del
ano

r = 0.8792
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= Ao 1960.
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Figura 4.7: Ajuste de un polinomio trigonométrico con 1¢" arménico del ano 1960
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Figura 4.8: Ajuste de un polinomio trigonométrico con 1¢” y 29° arménico del afio

1960

Ecuacién de un polinomio trigonométrico con 1¢" arménico y MAE para el
monto mensual de pasajeros de la aerolinea en el ano 1960 representada en

la Figura [£.7]

§ = 476.167 + 94.657cos(30a — 216.2691) MAE =27.24
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Ecuacién de un polinomio trigonométrico con 1°7 y 2% arménico y MAFE

para el monto mensual de pasajeros de la aerolinea en el ano 1960 represen-
tada en la Figura [£.§|

g = 476.16 — 76.31 cos(30cr) — 55.978 sin(30cx)
+5.16 cos(60a) + 36.178 sin(60cv),

MAFE =16.95
Coeficiente de correlacion para las variables pasajeros mensuales y mes del
ano
r =0.9014
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4.1.2. Segunda Aplicacion

Para llevar acabo la segunda aplicacién del modelo de regresion circular-lineal
se hara uso de de la base de datos de temperatura que fue obtenida de la siguiente
péagina web:

= https://datosclima.es/index.htm

La base de datos es proporcionada por la Agencia Estatal de Meteorologiaﬂ
(AEMET), de esta base se tomaron los valores diarios de la temperatura maxima
y minima del 01-01-2016 al 31-12-2016, la cual estd medida en grados centigrados
(° C) de la estacién de Madrid; con estos valores se realizé un promedio mensual
obteniendo los valores presentados en la Tabla[4.3]

Mes Temperatura Maxima Temperatura Minima
Enero 9.51° C 3.19°C
Febrero 13.21° C 3.67°C
Marzo 14.11° C 5.8°C
Abril 22.17° C 11.27°C
Mayo 24.70° C 13.55°C
Junio 29.11° C 16.44°C
Julio 31.82° C 18.31°C
Agosto 32.50° C 19.23°C
Septiembre 28.85° C 16.55°C
Octubre 22.32° C 12.03°C
Noviembre 14.06° C 8.24°C
Diciembre 10.77° C 3.08°C

Tabla 4.3: Temperaturas méximas y minimas mensuales

Se tendran los valores a; = 1, as = 2, ag = 3,...,a12 = 12 de la variable
independiente siendo a el niimero de meses en un afio para los dos modelos, el
periodo T' = 12 meses por lo que la frecuencia angular (w) es:

w = 360°/T = 360°/12 meses = 30° /mes,

la cual serd la misma para los dos modelos.

'Es una agencia estatal de Espaiia, cuyo objetivo bésico es la prestacién de servicios
meteorolégicos, que sean competencia del Estado. Fue creada el 8 de febrero de 2008,
sustituyendo al antiguo Instituto Nacional de Meteorologia.
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s Temperatura Maxima

La Tabla [£.4) muestra los valores obtenidos que son necesarios para estimar
los parametros del modelo.

Qv wa G i Yi
1 30° .87 .50 9.51
2 60° .50 0.87  13.21
3 90° 0 1 14.11
4 120° -0.50 0.87 2217
5 150° -0.87 0.5 24.70
6 180° -1 0 29.11
7 210° -0.87 -0.5  31.82
8 240° -0.50 -0.87  32.50
9 270° 0 -1 28.85
10 300° 0.50 -0.87  22.32
11 330°  0.87 -0.50  14.06
12 360° 1 0 10.77
Total - 0 0 253.13

Tabla 4.4: Valores necesarios para llevar a cabo los célculos de un polinomio de

primer armonico

Con los valores de la Tabla[4.4]se obtienen las siguientes cantidades definidas
en la seccién (3.1.1)

26 =
Z Yic; =
Z YiSi =

0,
—56.576,
—37.488,

cf
D8

n

p— 6’
p— 0’
= 12,

> SiCi
> 87
Z Yi

0,
6,
253.13,

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones normales de un polinomio con
primer armonico y realizando los despejes correspondientes se obtiene el
valor de los estimadores de Ay, X y Z:

Ay = 21.094,

X = —9.382,

de donde se obtienen los valores para Ay y ¢:

A7 = 11.25602,

Z = —6.219,

6 = 213.539,
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y asi con los valores de los pardmetros se tiene la siguiente ecuacion para el
promedio de la temperatura maxima mensual:

§ = 21.094 + 11.25602c0s(30cc — 213.539). (4.3)

De manera grafica en la Figura [1.9] se puede observar la representacién de
los datos originales y el ajuste que se obtiene por medio de la ecuacién

estimada (4.3).

W * Curva ajustada
©) ~| * Observaciones
(=]

§ © 7

[ o

o w _|

@ o™

i

3 (=] _

@ ™~

a
u

£ — 7

L]

L
2 4
m —
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Figura 4.9: Datos de temperatura maxima y ajuste de un polinomio trigonométrico
con primer armonico

De manera grafica en la Figura se puede observar un ajuste bastante
bueno, sin embargo se desea un ajuste mas preciso, por lo qué se llevara a
cabo el ajuste de un modelo con 1¢7° y 29,

La tabla muestra los valores obtenidos que son necesarios para estimar
los pardmetros del modelo.

Con los valores de la Tabla [£.5] se obtienen las siguientes cantidades:

n = 12, Yo = 0, dSosp = 0,
i = 0, o o= Sy = 253.13,

|
=

ZCiQ = 6.03, ZCiSi = 0, Zcifi = 0,
ZCiTi = 0, Zciyi = —56.58, ESiQ = 6.03,
Yo fisi = 0, dTisi = 0, Yosiyi = —37.49,
Zfﬂ; = 0 >or? = 6.06, DTy = 3.3,
> i 6, > fivi = 814
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Q W Ci 54 fi T Yi

1 30° .87 .50 0.5 0.87 9.51
2 60° .50 0.87 -0.50 0.87 13.21
3 90° 0 1 -1.0 0 14.11
4 120° -0.50 0.87 -0.5 -0.87 22.17
) 150° -0.87 0.5 0.5 -0.87 24.70
6 180° -1 0 1 0 29.11
7 210° -0.87 -0.5 0.5 0.87 31.82
8 240° -0.50 -0.87 -0.5 0.87 32.50
9 270° 0 -1 -1 0 28.85
10 300° 0.50 -0.87 -0.5 -0.87 22.32
11 330° 0.87 -0.50 0.5 -0.87 14.06
12 360° 1 0 1 0 10.77
Total - 0 0 0 0 253.13

Tabla 4.5: Valores necesarios para llevar a cabo los cédlculos de un polinomio con
primer y segundo arménico.

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones normales de un polinomio con
primer y segundo arménico y realizando los despejes correspondientes se
obtiene el valore de los estimadores Ag, X1, Z1, Xo y Zs:

Ao =21.0941, X; = —9.3830, Z; = —6.2172, Xp = —1.35, Z, = 0.5445,

y asi con estos valores obtenidos se tiene la siguiente ecuacién para el monto
mensual de pasajeros de la aerolinea en el ano 1957:
g = 21.0941 — 9.3830 cos(30c) — 6.2172 sin(30c) (4.4)
—1.35 cos(60a) + 0.5445 sin(60cy),
de manera grafica en la Figura se puede observar la representacién de
los datos originales y el ajuste que se tiene por medio de la ecuacién ((4.4]).

En la Figura se puede observar qué el ajuste a mejorado considera-
blemente; a continuacién se calculara el MAE para obtener una medida de
bondad de ajuste para cada uno de los modelos.

e MAE Polinomio con primer arménico.

MAE = 1.2266
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Figura 4.10: Ajuste de un polinomio trigonométrico con primer y segundo armoni-
co temperatura maxima.

e MAE Polinomio con primer y segundo arménico.
MAE = 0.6979

Recordemos que esta medida de bondad de ajuste se busca qué sea lo mas
cercana a cero, por lo que realizando una comparacion de los valores obte-
nidos nos damos cuenta qué al realizar un ajuste con polinomio de segundo
armonico el ajuste obtenido es bastante bueno y se ha logrado una mejora
significativa con respecto al obtenido con el polinomio ajustado de primer
armoénico.

Se utilizara el coeficiente de correlacién para tener este valor como referencia
de la correlacién existente entre la temperatura y el mes en curso. Para
calcular el coeficiente de correlacién se calcula la variable x;=cos(¢; — ¢o),
aplicando la férmula del coeficiente de correlacién con los datos observados
y; se obtiene el siguiente valor:

7 = 0.9858,

el cual resulta bastante alto; por lo que se puede concluir que las variables
Temperatura mdzima promedio y mes del ano se encuentran fuertemente
correlacionadas.
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Aplicando el mismo procedimiento, se obtendra el modelo que se ajusta y el valor
del coeficiente de correlacion para la temperatura minima promedio.
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Figura 4.11: Ajuste de un polinomio trigonométrico con 1¢" arménico temperatura
maxima.
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Figura 4.12: Ajuste de un polinomio trigonométrico con 1¢7° y 2% arménico tem-
peratura maxima.

Ecuacién de un polinomio trigonométrico con 1¢” arménico y MAFE para la
temperatura minima promedio mensual representada en la Figura [4.11

§ = 10.947 4 8.084207cos(30c — 217.7743) MAE = 0.6132
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Ecuacién de un polinomio trigonométrico con 1°7 y 2% arménico y MAFE
para la temperatura minima promedio mensual representada en la Figura
412

g = 476.16 — 76.31 cos(30a) — 55.978 sin(30«)
+5.16 cos(60a) + 36.178 sin(60c),
MAFE =0.4701
Coeficiente de correlacion para las variables pasajeros mensuales y mes del
ano
r = 0.9913

4.2. Regresion Circular-Circular

4.2.1. Primera Aplicacién

Para ilustrar el modelo de regresion circular-circular se hara uso de los datos
presentados en la Tabla los cuales estdn medidos en grados:

6 0 o 0

356 199 85 45
97 162 324 47
211 221 340 108
232 259 157 221
343 270 238 270
292 29 254 119
157 97 146 248
302 292 232 270
335 40 122 45
302 313 329 23
324 94

Tabla 4.6: Parejas de direcciones del viento

Los datos son parejas de medidas de la direccién del viento a las 6:00 am (¢) y
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12:00 pm () de 21 dias consecutivos, de una estacién en Milwakeeﬂ Para obtener
los valores estimados del modelo se hara uso de la paqueteria Circular del lenguaje
R; de esta paqueteria se utilizara la funcién Im.circular.cc EL a continuacién se
muestran los valores obtenidos por medio de dicha funcién.

= Matriz cuyas columnas son los valores de los datos expresados en radianes:

X % [11,] 5.654867 1.6406095
[1,] 6.213372 2.0769418 [12,]7 1.483530 0.7853982
[2,] 1.692969 2.8274334 [13,] 5.654867 0.8203047
[3,] 3.082645 3.8571776 [14,] 5.934119 1.8849556
[4,] 4.049164 4.5204028 [15,] 2.740167 3.8571776
[5.] 5.986479 4.7123890 [16,] 4.153884 4.7123890
[6,] 5.096361 0.5061455 [17,] 4.433136 2.0769418
[7.,] 2.740167 1.6929694 [18,] 2.548181 4.3284165
[8,] 5.270894 5.0963614 [19,] 4.049164 4.7123890
[9,] 5.846853 0.6981317 [20,] 2.129302 0.7853982
[10,] 5.270894 5.4628806 [21,] 5.742133 0.4014257

2Jammalamadaka, S. R. and Sengupta, A. (2001). Topics in Circular Statistics. World
Scientific, Singapore.
3El cédigo de esta funcién se encuentra en el Anexo A
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= Matriz cuyas entradas son los coeficientes estimados del modelo. La primera
columna corresponde a los coeficientes del modelo que predice el coseno de
[, mientras que la segunda columna contiene las estimaciones para el modelo
que predice el seno de 3, el ntimero de filas de la matriz obtenida dependera
del grado elegido del polinomio trigonométrico en este caso el grado elegido
es 1:

$coefficients

[,1] [.2]
(Intercept) 0.01441183 0.1145101
C0s5.X 0.33465348 0.5494121
sin.x -0.07478683 0.4821004

Con estos valores se obtienen las siguientes ecuaciones con los coeficientes
estimados del modelo:

cos(B) = 0.0144 + 0.3346(cos()) — 0.0747(sen (),

sen(B) = 0.1145 + 0.5494(cos(a)) + 0.4821(sen (),

= Los valores ajustados de la variable (3, los cuales son obtenidos aplicando la
ecuacién (3.33) son los siguientes:

1 2 3 4 5 6 7
1.0587932 1.7597507 4.3432914 4.4960167 0.9506717 5.7385487 3.7025659
8 9 10 11 12 13 14
6.2706841 0.8635808 6.2706841 0.6971781 1.6188771 0.6971781 0.9204126
15 16 17 18 19 20 21
3.7025659 4.5440431 4.7005150 3.3716169 4.4960167 2.3434161 0.7815045
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» Valor del pardmetro p

$rho
[,1]
[1,] 0.502289

Con este valor de p se sugiere que el ajuste obtenido es moderadamente
bueno.

De manera grifica en la Figura [£.13] se puede observar la representacién de los
datos originales (puntos negros) y los datos ajustados (puntos rojos), en la cual
podemos observar un ajuste regular de los datos.
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Figura 4.13: Valores ajustados de un modelo de regresiéon con m = 1

Buscando un mejor ajuste se llevé a cabo el proceso anterior de manera itera-
tiva modificando el valor para el grado del polinomio (m) para observar si el valor
de p aumentaba de manera significativa. El valor de p no aumenté significativa-
mente a partir de m = 7 por lo que para obtener un mejor ajuste el valor final
de m fue de 6. De manera explicita se puede observar en la Tabla [£.7] los valores
obtenidos para p con estos aumentos iterativos.

= Valor de p con (m = 6)
p = 0.89493

este valor de p indica que se obtiene un buen ajuste ya que estd muy cercano
a 1; de manera grafica en la Figura es posible observar que el ajuste se
ha mejorado considerablemente
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p
0.5022

0.5688
0.6137
0.6658
0.7928
0.89493
0.9019

\]CDOT)POJL\’)HS

Tabla 4.7: Valor de p para distintos valores de m
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Figura 4.14: Valores ajustados de un modelo de regresiéon con m = 6

Se calculard el MAFE para obtener una medida de bondad de ajuste para cada uno
de los modelos

= MAE modelo de regresién con valor m = 1.

MAE = 1.1748

= MAE modelo de regresién con valor m = 6.

MAE = 0.3124

Esta medida de bondad de ajuste se busca qué sea lo mas cercana a cero, por
lo que realizando una comparacién de los valores obtenidos nos damos cuenta qué
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al realizar un ajuste con un modelo de regresién con m = 6 el ajuste que se obtiene
es bastante bueno, pues es muy cercano a cero a diferencia del ajuste realizado
con un modelo de regresiéon con m = 1.
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4.2.2. Segunda Aplicacién

Para la segunda ilustracién del modelo de regresién circular-circular se reali-
zard una simulacién de valores para las variables « y 8 por medio de una distribu-
cion uniforme circular y una distribucién von Mises a continuaciéon se muestran
los valores obtenidos al aplicar el modelo de regresién circular-circular por medio
de la funcién Im.circular.cc a los valores simulados. [4

= Matriz cuyas columnas son los valores de los datos expresados en radianes:

x y
[1,] 0.2439525 1.1905100
[2,] 5.6883516 2.8625758
[3,] 1.1439644 0.9362814
[4,] 2.9520415 0.8720798
[5,] 0.9331646 6.1843456
[6,] 4.8656502 3.6670007
[7,] 3.7498669 1.7584181
[8,] 4.5142764 3.2984451

= Matriz cuyas entradas son los coeficientes estimados del modelo; el grado
elegido del polinomio trigonométrico es 1:

[.1] [.2]
(Intercept) 0.1126461 0.4539954
cos.x -0.2942487 -0.2628216
sin.x 1.0626641 0.3954773

con estos valores se obtienen las siguientes ecuaciones con los coeficientes
estimados del modelo:

cos(f) = 0.1126 — 0.29424(cos(a)) + 1.0626(sen(a)),

sen(B) = 0.4539 — 0.2628(cos(a)) + 0.3954(sen(av)),

s Los valores ajustados de la variable 3:

1 2 3 4 5 6 7
1.2935999 3.1213606 0.6344702 0.9176986 0.6609025 3.1181554 2.0892851
8
3.0070048

4El cédigo de esta funcién se encuentra en el Anexo A
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» Valor del pardmetro p:

$rho
[.1]
[1,] 0.8686024

con este valor de p se sugiere que el ajuste obtenido es bueno. De manera
grafica en la figura se puede observar la representacién de los datos
originales y los datos ajustados, en esta se observa un buen ajuste.
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Valores de alfa (radianes)

Figura 4.15: Valores ajustados de un modelo de regresién con m =1

Buscando un mejor ajuste se llevé a cabo el proceso anterior de manera itera-
tiva modificando el valor para el grado del polinomio (m) para asi observar si el
valor de p aumentaba de manera significativa y se pudiera obtener un valor muy
cercano a 1; el valor de p no aumento significativamente a partir de m=3 por lo
que para obtener un mejor ajuste el valor final de m fue de 2.

De manera explicita se puede observar en la Tabla los valores obtenidos
para p con estos aumentos iterativos.

» Valor de p con (m=2)
p = 0.941065

este valor de p indica que se obtiene un muy buen ajuste, porque el valor
de p estda muy cercano a 1; de manera grafica en la Figura es posible
observar que el ajuste ha mejorado.
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m | p
1 | 0.8686
2 | 0.9410
3 10.9740

Tabla 4.8: Valor de p para distintos valores de m
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Figura 4.16: Valores ajustados de un modelo de regresién con m = 2

Se calculard el MAE para obtener una medida de bondad de ajuste para cada
uno de los modelos

= MAE modelo de regresién con valor m = 1.

MAE = 0.9232

= MAE modelo de regresién con valor m = 2.

MAE = 0.8578

Esta medida de bondad de ajuste se busca qué sea lo méas cercana a cero, por
lo que realizando una comparacién de los valores obtenidos nos damos cuenta qué
al realizar un ajuste con un modelo de regresién con m = 2 el ajuste que se obtiene
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es bastante bueno, pues es muy cercano a cero a diferencia del ajuste realizado
con un modelo de regresién con m = 1.

Las gréaficas [£.14] [£.13] .15] y £.16] proporcionan la representacién grafica de
los datos asi como sus valores ajustados; recordamos que en este modelo los datos
son del tipo circular por lo que los datos realmente viven en un toriode unitario,
por lo que las gréficas fueron obtenidas realizando un primer corte vertical en el
origen del toroide para formar un cilindro, posteriormente se cort6 ese cilindro ho-
rizontalmente en el origen y al aplanar esta superficie se produce la representacién
plana de los datos; en este caso las graficas estan dadas en radianes.




Conclusiones

En la presente tesis se trabajaron los modelos de regresién circular-circular y
circular-lineal los cuales fueron desarrollados incluyendo dos aplicaciones para cada
uno de ellos con datos reales y simulados, por lo anterior se considera que este texto
puede ser utilizado como un material de consulta complementaria para un primer
acercamiento a los modelos de regresion para datos circulares proporcionando al
lector un panorama general del uso y desarrollo de estos modelos.

Los modelos que se han obtenido se han llevado acabo con el fin de ilustrar:

1. El proceso a realizar en cada uno de ellos si se desean implementar.

2. Algunas de las areas en las que los modelos de regresion para datos circulares
tienen cabida.

Modelo de regresion circular-lineal

= En la primera aplicacién se ajustaron cuatro modelos de regresién con su
respectivo coeficiente de correlacién para la posible correlacién entre el mes
del ano y el nimero de pasajeros que viajan en ese mes en una determinada
aerolinea. Los ajustes obtenidos fueron buenos, pero estos se mejoraron con
un modelo de dos o mas arménicos; los cuatro coeficientes de correlacién
calculados tuvieron un valor muy cercano a 1, indicando una fuerte corre-
lacién entre las variables estudiadas; por lo que realizar un mejor ajuste
resulto necesario sin importar que el modelo resultara poco parsimonioso.

= En la segunda aplicacion se ajustaron dos modelos de regresién uno para
la temperatura méxima y el segundo para la temperatura minima ambas
de la ciudad de Madrid, cada uno con su coeficiente de correlaciéon entre la
temperatura y el mes en curso del afio 2016. Los ajustes obtenidos fueron
bastante buenos, por lo que estos modelos proporcionan una idea del com-
portamiento de la temperatura a lo largo del ano; el mejorar el ajuste con
un modelo de dos o mas armoénicos se llevo a cabo obteniendo un ajuste

69
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muy bueno el cual puede ser comprobado al observar las graficas que lo
representan.

Modelo de regresién circular-circular

= En la primera aplicacién se ajustaron dos modelos a las parejas de medidas
de la direccién del viento a dos horas distintas del dia, el primer modelo
obtenido proporciona un ajuste regular, por lo que se siguié el criterio de
incrementar el grado del polinomio m para que p aumentara significativa-
mente y asi encontrar un mejor ajuste, esto se logré hasta que m tomé el
valor de 6.

= En la segunda aplicacién se realizé una simulacién con ayuda de dos dis-
tribuciones circulares, se ajustaron dos modelos a los datos obtenidos por
medio de la simulacién, en esta ocasién el grado del polinomio del segundo
modelo se incrementé en una unidad m = 2 y esto resulté suficiente, ya
que al elevar el grado del polinomio a m = 3, p no presenté un aumento
significativo.

Los valores que p tomé en los dos modelos que se obtienen como el mejor ajuste
fueron cercanos a 1; si se buscara un mejor ajuste aumentando a m lo suficiente
para que p fuese lo mds cercano a 1 sin importar que éste no aumentara signifi-
cativamente. Esto estaria limitado por la complejidad al realizar los calculos, sin
importar si se llevan acabo de forma manual o con ayuda de algiin software; en
los modelos presentados se buscé realizar esto y con la ayuda del software R en
el primer modelo el software fue incapaz de llevar acabo los célculos con el valor
m = 8 y en el segundo modelo con m = 3 presentando aumentos no significativos
en el valor de m; por lo que se reitera el uso del criterio mencionado para asignar
el valor de m.



Apéndice A

Cddigos en R

A.1. Graficas

A.1.1. Figura (2.1, 2.2]y [2.3]

library(CircStats)

library(circular)

#Graficas Von Mises

f1 <- function(x) dvonmises(x, mu=circular(0), kappa=2)

#Grafica en circulo

curve.circular(f1, join=TRUE, xlim=c(-.5, .5),axes = TRUE,ticks = TRUE,
ylim=c(-1.1, 1.1), shrink=1.35,nosort=TRUE,
main="",lwd=2, col="red", lty=1, tcl=0.08,tcl.text=.3)

legend("top", c("Densidad von Mises con \n mu=0 kappa=2"),
cex=0.8, col=c("red"),lwd = 2, 1ty = c(1),border = "white",box.col="white"
#Grafica Uniforme
f2<-function(x) dcardioid(x,mu=circular(2),rho=0)
#Grafica en circulo
curve.circular(f2, join=TRUE, xlim=c(-1.2,1.2),
ylim=c(-1.2, 1.2), main="",1lwd=2,col="red"
, tcl=0.08,tcl.text=.3, shrink=1.15,1ty=1)

legend("top", c("Densidad Uniforme"),

cex=0.8, col=c("red"),lwd = 2, 1ty = c(1),border = "white",box.col="white"
#grafica Cardioide
f3<-function(x) dcardioid(x,mu=circular(5),rho=.4)
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curve.circular(£f3, join=TRUE, xlim=c(-1.2,1.2),
ylim=c(-1.2, 1.2), main="",1lwd=2,col="red"
, tcl=0.08,tcl.text=.3, shrink=1.15,1ty=1)

legend("top", c("Densidad Cardioide"),
cex=0.8, col=c("red"),lwd = 2, 1ty = c(1),border = "white",box.col="whit

A.1.2. Figura 3.2

x<-c(6, 10, 14, 18, 22, 26,30)
y<-c(1.87, 1.50, 1.64, 2.45, 2.14,2.15,1.87)
x0<-seq(6,30,by=0.01)
x0
f<-c(1,1.5,2,2.5)
z<-c((1.96+(.396*cos ((15*xx0-327.1)*(pi/180)))))
plot(x,y,type="0",x1im=c(6,30), ylim=c(1,2.5),
lwd=3,xlab="", ylab="",axes = FALSE)
par (new=TRUE)
plot(x0,z, type="1",xlim=c(6,30),
ylim=c(1,2.5),1lwd=2,col="black", xlab="",
ylab="",axes = FALSE)
axis(1, at=x, lab=c("6h", "10h", "14h","18h","22h","2h","6h" )
,cex.axis=1)
axis(2,at=f,lab=c("","1.5","2" "2 .5") las=2)
box ()
legend("topleft", c("Curva ajustada","Observaciones"),
cex=0.75, col=c("red","black"), 1ty = c(1))

A.2. Aplicaciones

A.2.1. 1" Aplicacion Regresion C-L

Rt Modelo de Regresion primer arménico ##HHHHHHHHHHHHIHIHIHIHY
View(AirPassengers)

data("AirPassengers")

cont<-c(97,109,121,133)

ti<-c(1:12)

w<-360/12

wti<-ti*w
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for(i in cont){
pasajeros<-c(AirPassengers[c(i:(i+11))])
parametrol<-max(pasajeros)
parametro2<-min(pasajeros)
ci<-round(cos (wti* (2*pi/360)),2)
si<-round(sin(wti*(2*pi/360)),2)
a<-round(sum(ci),2)
b<-round (sum(ci~2),2)
c<-round(sum(si*ci),?2)
d<-round(sum(ci*pasajeros),3)
e<-round(sum(si),2)
f<-round(sum(si~2),3)
g<-round (sum(si*pasajeros),3)
h<-round(length(ti),3)
k<-round (sum(pasajeros),3)
A_O<-round ((((k*bx*f)-(d*f*a)-(gxbxe)+(g*c*a)-
(kxc~2)+(d*exc)) / ((2xa*xe*xc)-(a~2xf) -
(exexb) + (h*b*f) - (h*xc*c))),3)
X<~ round((((g*xaxe)-(c*g*h)-(axfxk)+(h*f*d)+
(excxk) - (dxexe)) / ((2xakxexc)-(a~2xf)+
(£*xh*b)-(e”2xb)-(h*c"2))),3)
Z<- round ((((k*a*xc)-(exk*b)+(h*g*b)-(cxh*d)-
(a~2*g)+(d*xexa) )/ ((2*xaxe*xc)-(a"2xf)+
(f*h*b) - (e~2%b) - (h*c"2))),3)
A_1<-(X"2+Z72)"(1/2)
phi<-180+atan(Z/X)*(180/pi)
regresion<-A_0+(A_1*cos(((wxti)-phi)*(pi/180)))
plot(ti,pasajeros,xlim=c(1,12), ylim=c(parametro2-5,parametrol+5)
,1lwd=3,xlab="", ylab="",type="o")
par (new=TRUE)
plot(ti,regresion,xlim=c(1,12), ylim=c(parametro2-5,parametrol+5)
,1lwd=2,xlab="Meses", ylab="Numero de Pasajeros (miles)",
type="1",col=c("red"))
axis(1, at=ti, lab=c("1", "2", "3", ngn n5n ngn n7n ngw
,"9", 110", "11","12")  cex. axis=1)
box ()
legend("topleft", c("Ecuacién ajustada"), cex=0.7, col=c("red"),
1ty = c(1))
}

MAE<-sum(abs (pasajeros-regresion))/length(pasajeros)
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######## Modelo de Regresién primer y segundo arménico ###########
data("AirPassengers")
cont<-c(97,109,121,133)
ti<-c(1:12)
w<-360/12
wti<-ti*w
for(i in cont){
pasajeros<-c(AirPassengers[c(i: (i+11))])
parametrol<-max(pasajeros)
parametro2<-min(pasajeros)
ci<-round(cos (wti*(2*pi/360)),2)
si<-round(sin(wti*(2*pi/360)),2)
fi<-round(cos (2*wtix*(2%pi/360)),2)
cantidades<-matrix(c(ci,si,fi,ri),12,4)
cantidades
ri<-round(sin(2*wti* (2*pi/360)),2)
a<-round(length(ti),2)
b<-round (sum(ci) ,2)
c<-round(sum(si),?2)
d<-round(sum(fi),2)
e<-round (sum(ri),2)
f<-round(sum(pasajeros),2)
g<-round(sum(ci~2),2)
h<-round(sum(si*ci),?2)
i<-round(sum(cix*fi),2)
j<-round(sum(ci*ri),2)
k<-round(sum(ci*pasajeros),2)
1<-round(sum(si~2),2)
m<-round (sum(fi*si),2)
n<-round (sum(rix*si),2)
o<-round (sum(si*pasajeros),2)
p<-round (sum(fi*ri),2)
g<-round(sum(ri~2),2)
r<-round(sum(ri*pasajeros),2)
s<-round(sum(fi~2),2)
t<-round(sum(fi*pasajeros),2)
la <- rbind(c(a,b,c,d,e),
c(b,g,h,i,j),
c(c,h,1l,m,n),
c(e,j,n,p,q),
c(d,i,m,s,p))
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}

lo <- c(f,k,o0,r,t)

estimadores<-c(solve(la, 1lo))

estimadores

A_O<-estimadores[1]

X_1<-estimadores[2]

Z_1<-estimadores[3]

X_2<-estimadores[4]

Z_2<-estimadores[5]

#A_1<-(X"2+Z2°2)"(1/2)

#phi<-180+atan(Z/X)*(180/pi)

regresion<-(A_O0+X_1*cos ((w*ti)*(pi/180))

+Z_1xsin((wxti)*(pi/180))+X_2*cos ((2*w*ti)
*(pi/180))+Z_2*sin ((2*w*ti)*(pi/180)))

#regresion<-A_0+(A_1*cos(((wxti)-phi)*(pi/180)))

plot(ti,pasajeros,xlim=c(1,12), ylim=c(parametro2-5,parametrol+5)
,1lwd=3,xlab="", ylab="",type="o")

par (new=TRUE)

plot(ti,regresion,xlim=c(1,12), ylim=c(parametro2-5,parametrol+5)
,lwd=2,xlab="Meses", ylab="Nuimero de Pasajeros (miles)",
type="o",col=c("red"))

axis(1, at=ti, lab=c("1", "2", "3m ng4n ngn ngn nyn ngn

,"oM o, 11 "12") ,cex.axis=1)
box ()
legend("topleft", c("Curva ajustada"
,"Observaciones"), cex=0.85, col=c("red","black"), pch = c(19))

MAE2<-sum(abs(pasajeros-regresion))/length(pasajeros)

#i#HH AR AR AR H#E Coeficiente de Correlacidn ############
data("AirPassengers")
cont<-c(1,13,25,37,49,61,73,85,97,109,121,133)

ti<-c(1:12)

w<-360/12

wti<-ti*w

for(i in cont){

pasajeros<-c(AirPassengers[c(i: (i+11))1)
ci<-cos(wti*x(2xpi/360))
si<-sin(wti*(2*pi/360))

a<-sum(ci)
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b<-sum(ci~2)

c<-sum(six*ci)

d<-sum(ci*pasajeros)

e<-sum(si)

f<-sum(si~2)

g<-sum(si*pasajeros)

h<-length(ti)

k<-sum(pasajeros)

A_0<-(((k*b*f)-(d*f*a)-(g*xb*xe)+(gxc*a) - (k*c~2)+(d*e*c))

/ ((2xaxexc)-(a~2xf) - (exexb) +(h*b*f) - (h*c*c)))

X<-(((g*axe) - (cxgxh) - (a*xf*k)+(h*f*d)+(e*xc*k) - (d*exe))
/ ((2xaxexc)-(a~2+f)+(£xh*b)-(e”2%b) - (h*c"2)))

Z<-(((k*axc) - (exk*b) +(h*xg*b) - (cxh*d)
-(a"2*g)+(d*e*a)) / ((2*%a*exc) -

(a~2xf)+(£*h*b) - (e”2xb) - (h*c"2)))

A_1<-(X"2+2°2)"(1/2)

phi<-180+atan(Z/X)*(180/pi)

xi<-c(cos(((w*ti)-phi)*(pi/180)))

xi_barra<-c(xi-mean(xi))

yi_barra<-c(pasajeros-mean(pasajeros))

parte_superior<-sum(xi_barraxyi_barra)

xi_barra2<-c(xi_barra”2)

yi_barra2<-c(yi_barra~2)

sxi_barra2<-sum(xi_barra2)

syi_barra2<-sum(yi_barra2)

parte_inf<-(((sxi_barra2)~(1/2))*((syi_barra2)~(1/2)))

coeficiente<-round(parte_superior/parte_inf,4)

print(coeficiente)

A.2.2. 2% Aplicacién Regresién C-L (Temperatura Maéxi-
ma).

HHH Rt Modelo de Regresion primer arménico ###HHHH##HHHHHIHIHIH
temperaturasmax<-c(9.51,13.21,14.11,22.17,
24.70,29.11,31.82,32.50,28.85,22.32,
14.06,10.77)
ti<-c(1:12)
w<-360/12
wti<-ti*w
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parametrol<-max (temperaturasmax)
parametro2<-min(temperaturasmax)
ci<-round(cos(wti*(2*pi/360)),2)
si<-round(sin(wti*(2*pi/360)),2)
a<-round(sum(ci),2)
b<-round (sum(ci~2),2)
c<-round (sum(si*ci),?2)
d<-round (sum(ci*temperaturasmax) ,3)
e<-round(sum(si),2)
f<-round(sum(si~2),3)
g<-round (sum(si*temperaturasmax) ,3)
h<-round(length(ti),3)
k<-round (sum(temperaturasmax) ,3)
A_0<-round ((((k*bxf)-(d*f*a)-(g*b*e)+(gxc*a)-
(kxc™2)+(d*exc))/((2*a*xe*xc)-(a~2xf) -
(exexb) +(hxb*f) - (hxc*c))),3)
X<- round((((gxaxe)-(c*gxh)-(axf*k)+(h*f*xd)+
(excxk)-(dxexe))/((2xaxe*xc)-(a"2xf)+
(fxh*b)-(e~2%b)-(h*c~2))),3)
Z<- round ((((k*xa*xc)-(exk*b)+(h*gxb)-(c*h*d)-
(a"2*xg)+(d*ex*a)) / ((2xaxe*xc)-(a~2xf)+
(f*h*b)-(e~2%b) - (h*c"2))),3)
A_1<-(X"2+272)"(1/2)
phi<-180+atan(Z/X)*(180/pi)
regresion<-A_O+(A_1*cos (((w*ti)-phi)*(pi/180)))
plot(ti,temperaturasmax,xlim=c(1,12),
ylim=c(parametro2-5,parametrol+5),1lwd=3,xlab="",
ylab="",type="o")
par (new=TRUE)
plot(ti,regresion,xlim=c(1,12),
ylim=c(parametro2-5,parametrol+5),lwd=2,xlab="Meses",
ylab="Temperatura en °C",type="1",col=c("red"))
axis(l, at=ti, lab=c("1", "2", "3", "4" "5",
ngn nn wgn mgm wqgn mqqu wqgn)
,cex.axis=1)
box ()
legend("topleft", c("Curva ajustada","Observaciones"),
cex=0.7, col=c("red","black"), pch = c(19))
MAETM<-sum(abs (temperaturasmax-regresion))/length(temperaturasmax)

#i##HHA#E Modelo de Regresidn primer y segundo arménico ###########
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temperaturasmax<-c(9.51,13.21,14.11,22.17,
24.70,29.11,31.82,32.50,28.85,22.32,
14.06,10.77)
ti<-c(1:12)
w<-360/12
wti<-ti*w
parametrol<-max (temperaturasmax)
parametro2<-min(temperaturasmax)
ci<-round(cos (wti*(2*pi/360)),2)
si<-round(sin(wti*(2*pi/360)),2)
fi<-round(cos(2*wtix (2*pi/360)),2)
cantidades<-matrix(c(ci,si,fi,ri),12,4)
cantidades
ri<-round(sin(2*wti* (2*pi/360)),2)
a<-round(length(ti),2)
b<-round (sum(ci) ,2)
c<-round (sum(si),2)
d<-round (sum(fi),2)
e<-round(sum(ri),2)
f<-round (sum(temperaturasmax) ,2)
g<-round(sum(ci~2),2)
h<-round (sum(si*ci),?2)
i<-round(sum(cix*fi),2)
j<-round(sum(cix*ri),2)
k<-round (sum(ci*temperaturasmax) ,2)
1<-round(sum(si~2),2)
m<-round (sum(fi*si),?2)
n<-round (sum(ri*si),?2)
o<-round (sum(si*temperaturasmax) ,2)
p<-round (sum(fix*ri),2)
g<-round(sum(ri~2),2)
r<-round (sum(ri*temperaturasmax) ,2)
s<-round (sum(fi~2),2)
t<-round (sum(fi*temperaturasmax) ,2)
list(a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,1,m,n,0,p,q,r,s,t)
la <- rbind(c(a,b,c,d,e),
c(b,g,h,i,j),
c(c,h,1l,m,n),
c(e,j,n,p,q),
c(d,i,m,s,p))
lo <- c(f,k,o0,r,t)
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estimadores<-c(solve(la, 1lo))

estimadores

A_O<-estimadores[1]

X_1<-estimadores[2]

Z_1<-estimadores[3]

X_2<-estimadores[4]

Z_2<-estimadores[5]

regresion<-(A_0+X_1xcos((wxti)*(pi/180))

+Z_1*sin((w*ti)*(pi/180))+X_2*cos ((2*w*ti)
*(pi/180))+Z_2*sin ((2*w*ti)*(pi/1

plot(ti,temperaturasmax,xlim=c(1,12),
ylim=c(parametro2-5,parametrol+5),lwd=3,xlab="",
ylab="",type="o")

par (new=TRUE)

plot(ti,regresion,xlim=c(1,12),
ylim=c(parametro2-5,parametrol+5),lwd=2,xlab="Meses",
ylab="Temperatura en °C",type="o",col=c("red"))

axis(1, at=ti, lab=c("1", "2", "3", "4n "

ngn , nn , "8", ngn , no" , nyqn , ||12n)

,cex.axis=1)

box ()

legend("topleft", c("Curva ajustada","Observaciones"),

cex=0.7, col=c("red","black"), pch = c(19))

MAETM2<-sum (abs (temperaturasmax-regresion))/length(temperaturasmax)

#H#HHAR R AR AR Coeficiente de Correlacidn ########H###H#H#H
xi<-c(cos (((wxti)-phi)*(pi/180)))
xi_barra<-c(xi-mean(xi))
yi_barra<-c(temperaturasmax-mean (temperaturasmax))
parte_superior<-sum(xi_barra*yi_barra)
xi_barra2<-c(xi_barra”2)
yi_barra2<-c(yi_barra”2)
sxi_barra2<-sum(xi_barra2)
syi_barra2<-sum(yi_barra2)
parte_inf<-(((sxi_barra2)~(1/2))*((syi_barra2)~(1/2)))
coeficiente<-round(parte_superior/parte_inf,4)
print(coeficiente)
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A.2.3. 2% Aplicacién Regresién C-L (Temperatura Mini-
ma).

HHHHHHR A Modelo de Regresion ########H#H#HHHHHHHHHH
temperaturasmin<-c(3.19,3.67,5.80,11.27,13.55,
16.44,18.31,19.23,16.55,12.03,
8.24,3.08)
ti<-c(1:12)
w<-360/12
wti<-ti*xw
parametrol<-max(temperaturasmin)
parametro2<-min(temperaturasmin)
ci<-round(cos (wtix(2*pi/360)),2)
si<-round(sin(wti*(2*pi/360)),2)
a<-round(sum(ci),2)
b<-round (sum(ci~2),2)
c<-round (sum(si*ci),2)
d<-round (sum(ci*temperaturasmin) ,3)
e<-round(sum(si),2)
f<-round (sum(si~2),3)
g<-round (sum(si*temperaturasmin),3)
h<-round(length(ti),3)
k<-round (sum(temperaturasmin) ,3)
A_0<-round ((((kxbx*f)-(d*f*a)-(gxb*e)+(g*c*a)-
(kxc~2)+(d*exc) )/ ((2*xaxe*xc)-(a”2*f) -
(exexb) +(h*b*xf)-(h*c*c))),3)
X<- round((((gxaxe)-(c*g*xh)-(axf*k)+(h*f*d)+
(excxk)—(dxexe))/((2xaxe*xc)-(a~2xf)+
(fxh*b)-(e”2%b)-(h*c~2))),3)
Z<- round ((((k*a*c)-(exk*b)+(h*g*b) - (c*h*d) -
(a~2xg)+(d*xexa))/((2*a*xe*xc)-(a~2+f)+
(fxh#*b) -(e”"2%b) - (h*c"2))),3)
A_1<-(X"2+Z"2)"~(1/2)
phi<-180+atan(Z/X)*(180/pi)
regresion<-A_0+(A_1*cos (((wxti)-phi)*(pi/180)))
plot(ti,temperaturasmin,xlim=c(1,12),
ylim=c(parametro2-5,parametrol+5),1lwd=3,xlab="", ylab="",type="o")
par (new=TRUE)
plot(ti,regresion,xlim=c(1,12),
ylim=c(parametro2-5,parametrol+5),1lwd=2,xlab="Meses",
ylab="Temperatura en °C",type="1",col=c("red"))
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axis(l, at=ti, lab=c("1", "2", "3","4" 5N ngn n7v g ngn,
"10","11","12") ,cex.axis=1)

box ()

legend("topleft", c("Ecuacién ajustada"),

cex=0.7, col=c("red"), 1ty = c(1))

#H#HHAR AR H AR #E Coeficiente de Correlacidn ########H#HH#HHA#HY
xi<-c(cos(((wxti)-phi)*(pi/180)))
xi_barra<-c(xi-mean(xi))
yi_barra<-c(temperaturasmin-mean(temperaturasmin))
parte_superior<-sum(xi_barraxyi_barra)
xi_barra2<-c(xi_barra”2)

yi_barra2<-c(yi_barra~2)

sxi_barra2<-sum(xi_barra2)

syi_barra2<-sum(yi_barra2)
parte_inf<-(((sxi_barra2)~(1/2))*((syi_barra2)~(1/2)))
coeficiente<-round(parte_superior/parte_inf,4)
print(coeficiente)

######## Modelo de Regresidén primer y segundo arménico ###########

temperaturasmin<-c(3.19,3.67,5.80,11.27,13.55,
16.44,18.31,19.23,16.55,12.03,
8.24,3.08)

ti<-c(1:12)

w<-360/12

wti<-ti*w

parametrol<-max(temperaturasmin)

parametro2<-min(temperaturasmin)

ci<-round(cos (wti*(2*pi/360)),2)

si<-round(sin(wti*(2*pi/360)),2)

fi<-round(cos(2*wtix*(2%pi/360)),2)

ri<-round(sin(2*wti* (2*pi/360)),2)

a<-round(length(ti),2)

b<-round(sum(ci),2)

c<-round(sum(si),2)

d<-round(sum(fi),2)

e<-round (sum(ri),2)

f<-round(sum(temperaturasmin) ,2)

g<-round(sum(ci~2),2)

h<-round(sum(six*ci),?2)

i<-round(sum(cix*fi),2)
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j<-round(sum(ci*ri),2)
k<-round (sum(ci*temperaturasmin),2)
1<-round(sum(si~2),2)
m<-round (sum(fi*si),2)
n<-round (sum(ri*si),?2)
o<-round (sum(si*temperaturasmin) ,2)
p<-round(sum(fi*ri),2)
g<-round(sum(ri~2),2)
r<-round (sum(ri*temperaturasmin) ,2)
s<-round (sum(£fi~2),2)
t<-round (sum(fi*temperaturasmin),2)
la <- rbind(c(a,b,c,d,e),
c(b,g,h,i,j),
c(c,h,1l,m,n),
c(e,j,n,p,q),
c(d,i,m,s,p))
lo <- c(f,k,o0,r,t)
estimadores<-c(solve(la, 1lo))
estimadores
A_O<-estimadores[1]
X_1<-estimadores[2]
Z_1<-estimadores[3]
X_2<-estimadores[4]
Z_2<-estimadores[5]
regresion<-(A_O0+X_1*cos((wxti)*(pi/180))
+Z_1*sin((wxti)*(pi/180) ) +X_2*cos ((2*w*ti)
*(pi1/180))+Z_2*sin ((2*w*ti)* (pi/!
plot(ti,temperaturasmin,xlim=c(1,12),
ylim=c(parametro2-5,parametrol+5) ,1lwd=3,xlab="",
ylab=" " ,type="o")
par (new=TRUE)
plot(ti,regresion,xlim=c(1,12),
ylim=c(parametro2-5,parametrol+5),1lwd=2,xlab="Meses",
ylab="Temperatura en °C",type="o",col=c("red"))
axis(l, at=ti, 1ab=c("1", nom o m3gm wgn wgn
nen, nyn ngn g nqQn mgqn m12n)
,cex.axis=1)
box ()
legend("topleft", c("Curva ajustada","Observaciones"),
cex=0.7, col=c("red","black"), pch = c(19))
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MAETMi2<-sum(abs (temperaturasmin-regresion))/length(temperaturasmin)

A.2.4. 1"*Aplicacién Regresion C-C

psigrad<-c(356,97,211,232,343,292,157,302, 335,302,
324,85,324,340,157,238,254,146,232,122,329)
thetagrad<-c(119,162,221,259,270,29,97,292,40,313,
94,45,47,108,221,270,119,248,270,45,23)
cpsirad<-circular(psigrad*(pi/180))
cthetarad<-circular (thetagrad*(pi/180))
regresion<-1m.circular(type="c-c",y=cthetarad,x=cpsirad,order=1)
plot.default(cpsirad,cthetarad, ylim=c(-.05,7),x1lim = c(0,8),
xlab="", ylab="",lwd=1, pch=(16))
par (new=TRUE)
plot.default(cpsirad,regresion$fitted,ylim=c(-.05,7) ,x1im = c(0,8),
col="red",xlab="Direccién del viento 6:00 am",
ylab="Direccién del viento 12:00 pm",lwd=1, pch=(16))
legend("topleft", c("Valores Ajustados","Valores Originales")
, cex=.9, col=c("red","black"),pch= c(16,8))
MAECC<-sum(abs (cthetarad-regresion$fitted))/length(cthetarad)

A.2.5. 2% Aplicacién Regresién C-C

x <= circular(runif(8, 0, 2*pi))
y <- abs(atan2(0.15*cos(x) + 0.25*sin(x), 0.35*sin(x)) +
rvonmises (n=8, mu=circular(0), kappa=5))

modregresion<-1lm.circular(y, x, order=1)

modregresion

lamba<-c(modregresion$fitted)

plot.default(x, y,ylim = c(-.5,7),x1lim =c(0,7),
xlab="", ylab="",lwd=1, pch=(8))

par (new=TRUE)

plot.default(x,lamba,ylim = c(-.5,7),x1im=c(0,7)
,col="red",xlab="Valores de alfa(radianes)",
ylab="Valores de beta(radianes)",lwd=1, pch=(16))

legend("topleft", c("Valores Ajustados","Valores Originales")

, cex=.9, col=c("red","black"),pch= c(16,8))
MAECC2<-sum(abs (y-modregresion$fitted))/length(y)
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