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I. Marco teédrico
I.1 Introduccidén

I.1.1  La Econofisica: un nuevo campo de investigacion.

Durante siglos, las teorias fisicas han influenciado a diversas areas de la ciencia, incluyendo
a la economia. Por ejemplo, Hetherington (1983) afirma que los esfuerzos de Adam Smith
para establecer las leyes generales de la economia, estan motivados por el logro de Newton:
la formulacion de las leyes fundamentales del movimiento. Durante las Gltimas décadas, los
fisicos han estudiado satisfactoriamente los sistemas econdémicos, dando origen a una nueva
disciplina llamada Econofisica; la cual utiliza los conceptos y métodos de la fisica para
contribuir al entendimiento de los sistemas econdmicos (Chatterjee, Yarlagadda, &
Chakrabarti, 2005; de Area Ledo Pereira, da Silva, & Pereira, 2017; Gallegati, Keen, Lux,
& Ormerod, 2006; Mantegna, Stanley, & Chriss, 2000; McCauley, 2006; H. E. Stanley et
al., 1999; H. Eugene Stanley et al., 1996).

I.1.2  Modelos de intercambio econdémico.

A principios de la década anterior, se propuso un modelo basico de intercambio econémico
en el cual el dinero (al igual que la energia) se conserva en cada interaccion (Dragulescu &
Yakovenko, 2000). Como resultado de dicho modelo, se obtiene una distribucion de
riqueza idéntica a la distribucién de Boltzmann-Gibbs para la energia; de tal manera que el
equivalente econdmico de la temperatura (para los sistemas fisicos) es la energia media del
sistema.

Basados en el principio de conservacion del dinero, se realizaron multiples trabajos en los
cuales se implementaron mecanismos como la tendencia al ahorro, recaudacion de
impuestos o una dinamica para apoyar a la poblacion mas pobre (Chakraborti &
Chakrabarti, 2000; Guala, 2009; Pianegonda & Iglesias, 2004). Estos mecanismos
condujeron a distribuciones de riqueza diferentes a la exponencial y a una reduccion en las
desigualdades economicas.

Por otro lado, ya que resulta de gran importancia conocer el grado desigualdad y de orden,
asi como determinar la estabilidad de una distribucion dada, se utilizan el indice de Gini y
la funcién de entropia como parametros para caracterizar la distribucion final de riqueza de
los modelos analizados.

I.1.3  Modelos con cotas: sistemas con temperaturas negativas.

En el marco de los intercambios conservativos, proponemos un modelo con cotas
superiores que limita la cantidad de riqueza que los agentes pueden poseer. Este limite
produce el agrupamiento de los agentes en un numero reducido de estados, ocasionando un
mayor grado de orden en el sistema y una menor desigualdad.



De acuerdo con la teoria, cuando la cota superior impuesta es muy cercana a la energia
media del sistema, se observa una transicion a sistemas con temperaturas negativas. Tales
temepraturas negativas existen formalmente en materiales paramagnéticos expuestos a
campos magnéticos externos, como resultado de que la pendiente de la entropia como
funcion de la energia total del sistema es negativa. Asimismo, se ha observado la existencia
de temperaturas negativas en sistemas sociales, en un modelo conocido como el modelo de
influencia social de Axelrod (Villegas-Febres & Olivares-Rivas, 2008).

L2  Objetivo.

El objetivo del presente trabajo de tesis es mostrar numéricamente que cuando el valor de la
cota superior impuesta esta cerca de la riqueza media del sistema, se observa una transicion
a sistemas con temperaturas negativas como resultado de un ordenamiento del sistema.

2.1 Relevancia.

El estudio de las diferentes distribuciones de riqueza, asi como de los origenes y
consecuencias de la desigualdad, han sido de interés cientifico desde hace varios afios
(Chakrabarti, Chakraborti, Chakravarty, & Chatterjee, 2013). Actualmente, se conocen
pocas clases de modelos de intercambio econémico (Chakrabarti et al., 2013), por lo cual el
presente trabajo aportara un nuevo modelo que exhibe el fenomeno de las temperaturas
negativas, fortaleciendo la comprension de los modelos de intercambio econdmico.

13 indice de Gini.
En el estudio de las distribuciones de ingreso y riqueza en economia, uno de los indicadores
de desigualdad mas utilizados es el indice de Gini (G/) dado por:

TN TN [xi—x;
Gl = Tz =kl (1)

ZNM

Donde x; y x; son los valores de riqueza de los agentes iy j, respectivamente; M es la

riqueza total y N es el nimero de agentes economicos del sistema. Si los agentes poseen
riqueza no negativa, el indice de Gini pertenece al intervalo cerrado de 0 a 1.

Usualmente, el indice de Gini se define en términos de la curva de Lorenz que representa la
proporcion de la riqueza total del sistema %y que es poseida por la fraccion %x de agentes
con menor riqueza del sistema (ver Fig. 1). Entonces, la linea con pendiente igual a uno
representa el estado de igualdad perfecta. De manera que el indice de Gini se define como
la razon del area entre la linea de igualdad y la curva de Lorenz (4), y el area total bajo la
linea de igualdad (4 + B), es decir:

Gl = — )



Fig. 1. Representacion grafica del indice de Gini.

Asi, GI igual a cero expresa un estado de igualdad perfecta, en la que todos los agentes
tienen la misma riqueza; y GI igual a uno significa que hay un grado maximo de
desigualdad, el cual ocurre cuando un solo agente tiene toda la riqueza del sistema y los
demas, por lo tanto, tienen una riqueza igual a cero.

14 Entropiay la segundaley de la termodinamica.

La segunda ley de la termodindmica establece irrefutablemente la existencia de procesos
irreversibles. Ya que afirma que existen procesos que ocurren en una sola direccion y, en
los cuales, no es posible restaurar al universo termodinamico al estado inicial. Lo anterior,
obliga la introduccién de una nueva variable: la entropia S; cuyo comportamiento es tal
que, si en el interior de un sistema aislado ocurren procesos irreversibles, entonces el valor
de la entropia crece (Carmona, 2012). De esta manera, es posible afirmar que un sistema
aislado que no se encuentra en equilibrio pasard de un estado de menor entropia a otro de
mayor entropia hasta alcanzar el valor maximo posible; y es entonces cuando el sistema
entra en completo equilibrio (Landau & Lifshitz, 1960). Por consiguiente, la funciéon de
entropia indica cuando un sistema ha alcanzado un estado de equilibrio, al permanecer
constante en el tiempo.

Por otro lado, la funcion de entropia de Boltzmann, definida en términos de los
microestados de un sistema termodinamico es:

S(E,V,N) = kzin(Q(E,V,N)) 3)

Donde E, V' y N son las variables macroscopicas de energia, volumen y nimero de
particulas respectivamente; ky; = 1.380x107*® J/K es la constante de Boltzmann y £ es el
nimero de microestados accesibles al sistema. Asi, la Eq. 3 representa el puente entre la
termodindmica y la fisica estadistica, ya que es una relacion entre las variables
macroscopicas del sistema (E, V'y N) y los microestados accesibles.



Se puede demostrar que la funciéon de entropia puede escribirse en términos de las
probabilidades que tiene una particula del sistema de encontrarse en un estado particular
(p;); de tal manera que, en términos de dichas probabilidades, la funciéon de entropia se

define como:
S(E,V,N) = —Nkz 2. p;In(p;) (4)

Donde la suma se realiza sobre todos los microestados accesibles al sistema. Asimismo, se
pueden obtener diversas variables macroscopicas del sistema a partir de la funcion de
entropia, entre ellas la temperatura, la cual se obtiene como resultado de una derivada:

- (),

De modo que la pendiente de la curva de entropia S como funcion de la energia del sistema
E, es inversamente proporcional a la temperatura de dicho sistema.

1.5 Modelo simple de intercambio.

Los modelos simples de intercambio econémico se componen de un gran numero de
agentes y un conjunto de ecuaciones de transferencia de rigueza que rigen los intercambios
econdmicos de un sistema. Tales sistemas son semejantes a los sistemas fisicos en los
cuales se transfiere energia mediante colisiones entre particulas; como en el caso de las
colisiones en un gas ideal.

Asi, en el modelo econdmico simple, se establece un numero fijo de agentes N; a los cuales
se les asigna cierta riqueza {m; = 0; i = 1,2, ... N} que en todo momento es no negativa.
En cada interaccidn, un agente i elegido aleatoriamente intercambia parte de su riqueza con
otro agente j, que también es elegido aleatoriamente. Dichos intercambios (o colisiones
economicas) se realizan de tal manera que la riqueza total del sistema M = X, m, se
mantiene constante y, por lo tanto, la riqueza media del sistema SAW = [M f N) se

mantiene constante.

De tal modo que, después de cada interaccion (o paso) las riquezas finales de los agentes
son:

— "
m; = m; + Ax;

m; = m; — Ax (6)

Donde m; y m; son las riquezas finales de los agentes i y j, respectivamente; y Ax es la

cantidad de riqueza intercambiada. La forma de la cantidad intercambiada, que en general



es una funcidon de las riquezas iniciales de los agentes Ax = ﬂx[mi,m}-), determina la
dindmica del modelo (Chakrabarti et al., 2013). Cabe resaltar que, dependiendo de cémo
ocurra la colision, la ganancia o pérdida de riqueza pueden ser abrupta (como en el caso de
una colision frontal) o muy pequeiia (como en una colision con un gran angulo de
desviacion). De tal modo que, un agente puede volverse “rico” (o muy “pobre”) en una sola
interaccion.

En relacion con una simulacion, se define una realizacion como la ejecucion de un nimero
definido de pasos o intercambios, de acuerdo con las reglas de intercambio y bajo los
parametros establecidos. De manera que, aun cuando dos realizaciones tienen las mismas
condiciones iniciales (o parametros), son diferentes por la naturaleza aleatoria de la
eleccion de los agentes y de la cantidad de riqueza intercambiada Ax. Por lo tanto, una
simulacion consta de n realizaciones, todas con el mismo nimero de pasos y las mismas
condiciones iniciales.

Finalmente, para un modelo en el cual los intercambios de riqueza se regulan siguiendo el
conjunto de ecuaciones:

mj,- =k [m}- + mz-);
m} = (1—k)(m; + m,) (7)
Donde £ es una varibale aleatoria con distribucion uniforme entre 0 y 1; se obtiene una
distribucion final de tipo exponencial decreciente; andloga a la distribucion de energia de

Boltzmann-Gibbs (Dragulescu & Yakovenko, 2000), cuya funcion de probabilidad se
define como:

P(m) = (3)e™r ®)

De donde se deduce que la temperatura corresponde con la energia media del sistema:

T=%=5AW )

En relacion con la forma de la distribucion, un método para determinar que una distribucion
es de tipo exponencial consiste en aplicar la funcion logaritmo a la distribucion:

In(P(m)) = 1n((§]e"”e"r) (10)
=In G) —ZIn(e) (11)



= —In(T) —%m (11

La cual es la ecuacion de una recta decreciente:
y=a—bm (12)

De manera que, si se se obtiene una recta al graficar los datos obtenidos bajo la funcion
logaritmo, entonces podemos asegurar que se trata de una distribucion exponencial; a este
proceso se le conoce como grafica semi-log de la distribucion.

1.6 Modelo con propension al ahorro.

El modelo simple de intercambio propuesto por Yakovenko es un modelo ideal que sirvid
como referencia para el andlisis de otros mas realistas. Con base en ello, Chakraborti &
Chakrabarti (2000) implementaron un modelo en el cual incluyen un factor de ahorro 4, que
llamaron propension marginal a ahorrar. En este modelo, los agentes ganan o pierden sélo
una fraccién de su riqueza total en cada interaccidon, protegiéndolos de perder toda su
riqueza en un solo intercambio.

En el nuevo modelo con propension al ahorro, el numero total de agentes N y la cantidad
total de riqueza M son fijos y los intercambios se realizan de manera que en cada paso M se
mantiene constante. De manera semejante al modelo simple (ver Eq. 6), las ecuaciones que
rigen los intercambios entre dos agentes i y j elegidos al azar son:

m; = Am; + k(1— 4) [m}- +m;);
m; =,1mz-—|—[1—k)[1—ﬂ,][m}-+mz-) (13)

Y, por consiguiente, las variaciones en la riqueza de los agentes estan dadas por:

Am; = k(1 — A)(m; +m,);
Am; = (1 —k)(1— A)(m; + m,) (14)

Donde m] y m] son las riquezas finales de los agentes i y j, respectivamente; y Am; y Am,

son sus respectivas variaciones de riqueza; 4 (que es el factor de ahorro) tiene un valor
definido entre 0 y 1 y k es un valor entre 0 y 1 elegido aleatoriamente.

Los intercambios regulados por las Eq. 14, se realizaron hasta obtener una distribucion
estable de la riqueza. Asi, Chakraborti & Chakrabarti (2000) ejecutaron, en promedio, 2000
realizaciones (es decir, obtuvieron 2000 distribuciones estables) para obtener una



distribucion suave de la riqueza. Asimismo, analizaron las distribuciones de equilibrio
P(m) para diferentes valores del factor de ahorro /.

Esta modificacion previene que un agente pueda perder toda su riqueza en un solo
intercambio (excepto en el caso cuando A = 0), lo cual modifica la naturaleza de la

distribucion final de riqueza. Pasando de una distribucion de Gibbs (obtenida cuando
A = 0) a una distribucion asimétrica tipo Gaussiana (ver Fig. 2).
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Fig. 2. Distribuciones estables de riqueza P(m), como funcion de los
valores de riqueza normalizados m/T, obtenidas con diferentes valores
del factor de ahorro A. La figura interior muestra que las
distribuciones obtenidas no dependen del numero de agentes N, ni de
la riqueza media inicial 7. Tomada de: Chakraborti, A., &
Chakrabarti, B. K. (2000). Statistical mechanics of money: how

saving propensity affects. The European Physical Journal B, 17, 167—
170.

Ademas, se comprobo que la distribucion obtenida es muy robusta y no depende ni de la
cantidad de agentes del sistema N ni de la distribucion inicial de riqueza de los agentes.

También, los autores sefialan que tales distribuciones manifiestan cierto grado de orden
como resultado del “auto interés” de cada agente.

1.7 Modelo de intercambio con cotas superiores.

El modelo de intercambios econdémicos en los que se impone una cota superior CS consiste
en establecer un limite a la cantidad de riqueza que los agentes del sistema pueden poseer.
El proceso que se seguird para obtener dicho resultado se muestra en la Fig.3.



Fig.3. Diagrama de flujo de proceso que sigue el modelo de intercambios econémicos con cota.

Después de realizar la interaccion, de la forma descrita en la seccion L.5, se verifica que el
agente con mayor riqueza no tenga una riqueza superior a la cota; si su riqueza es menor, la
interaccion se realizar normalmente; en cambio, si la riqueza es mayor, se cancela la
interaccion y las riquezas de los agentes regresan a sus valores iniciales. Finalmente, se
realiza un conteo de las interacciones rechazadas en toda la simulacion.

La imposicion de estds cotas limita la cantidad de estados que son accesibles al sistema;
esta limitante también se ha observado en los niveles accesibles a los momentos de los
materiales paramagnéticos expuestos a campos magnéticos externos.

1.8 Temperaturas negativas en sistemas paramagnéticos.
Los materiales paramagnéticos son aquellos cuyos momentos magnéticos () tienden a

alinearse en presencia de un campo magnético externo [B) que modifica la energia interna

del sistema. Asi, a medida que aumenta la intensidad del campo magnético, la energia del
sistema se modifica de acuerdo con:

—

E=—yu=*B (15)

Ocasionando que los momentos magnéticos pasen a niveles o estados energéticos
superiores. Al tener un mayor nimero de estados disponibles para acomodarse, la entropia
del sistema aumenta de acuerdo con la formula de la entropia de Gibbs, hasta alcanzar el
punto de méaxima entropia (ver Fig. 4). Entonces, dado que los niveles energéticos son
limitados y a medida que el incremento de energia continua, los momentos comienzan a

8



acomodarse en el estado de mayor energia (E,,,..). En ese caso, la entropia del sistema

disminuye como consecuencia de alcanzar un estado de mayor orden. Por consiguiente, la
entropia se convierte en una funcion decreciente de la energia total del sistema y, en
consecuencia, su temperatura es negativa (Landau & Lifshitz, 1960). Dicha variable esta
definida por la Eq. 5, que representa el valor inverso de la pendiente de la curva de
entropia.

E iz —weee

Emin

&

E

Fig. 4. Grafica esquematica de entropia S vs energia total E. So6lo se muestran
cuatro espines o particulas para ilustrar algunos casos de ordenamiento en dos
niveles.

Este fendmeno continua hasta que todos los momentos se encuentran alineados con el
campo magnético externo, es decir, cuando todos se hallan en el estado de maxima entropia
y, por consiguiente, se alcanza un estado de maximo orden en el que la entropia es minima.

Il. Disefio metodoldogico.

Para mostrar numéricamente que mediante la imposicion de cotas superiores a la riqueza de
los agentes se puede observar una transicion a temperaturas negativas como resultado del
ordenamiento del sistema; se desarrollaron los siguientes puntos:

I.1 Modelo inicial.

IL.1.1 Se realiz6 el programa para hacer las simulaciones de intercambios econdmicos
utilizando el software Matlab® version R2016b (ver Anexo 1). En cada
realizacion, el programa realiza los intercambios econdmicos de acuerdo con el
modelo estudiado, a la vez que calcula el indice de Gini de la distribucion final y
construye la curva de entropia como funcién del nimero de pasos.



II.1.2

II.1.3

Se comprobd la validez de los resultados realizando una simulacion con las
condiciones del modelo de Dragulescu & Yakovenko y comparando los
resultados.

Se modifico el programa para que ejecutara n numero de realizaciones,
guardando la informacion de la distribucion final, el indice de Gini y la funcion
de entropia de cada realizacidon; para mostrar como resultado el promedio de la
informacion guardada y la desviacion estandar del indice de Gini.

1.2 Estandarizacion del sistema.

I1.2.1

11.2.2

11.2.3

11.2.4

Se realizaron 5 simulaciones con 500, 1000, 3000, 5000 y 10000 agentes. En
cada una de ellas se ejecutaron 30 realizaciones con el numero de pasos
proporcional al nimero de agentes. Esta proporcién: R=nimero pasos/niimero de
agentes, fue modificada en cada simulacion tomando los valores: R=1, 5, 10, 15
y 20.

Se compararon las distribuciones finales, las curvas de entropia y los valores de
Gini obtenidos en las diferentes simulaciones.

Se realizaron dos simulaciones adicionales con las mismas condiciones excepto
por la asignacion de riqueza inicial. En la primera, la riqueza inicial se asigna de
forma uniforme: dando a cada agente una unidad de riqueza; en la segunda, la
asignacion de riqueza fue de forma aleatoria, en la cual la variable de riqueza
tiene una distribucion uniforme en el intervalo 0 a 2.

Se compararon las distribuciones finales y los valores de Gini obtenidos en las
diferentes simulaciones.

II.3 Modelo con tendencia al ahorro.

11.3.1

11.3.2
11.3.3

11.3.4

Se realizaron simulaciones con un factor de ahorro (L) para toda la poblacién con
los siguientes valores: 0.2, 0.5, 0.7 y 0.9. Para cada simulacion se ejecutaron 30
realizaciones con 3000 agentes que interaccionan 1.5x10° veces.

Se compararon los resultados con los obtenidos por Chakraborti & Chakrabarti.
Se realizaron simulaciones en las que solo el 20% de la poblacién tiene un factor
de ahorro diferente de cero: A=0.2, 0.5, 0.7, 0.9. Para cada simulacion se
ejecutaron 30 realizaciones con 3000 agentes que interaccionan 1.5x10° veces.

Se analizaron las distribuciones en relacion con la obtenidas en la seccion I1.3.1.

1.4 Modelo con cotas superiores.
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I1.4.1 Se realizaron simulaciones de sistemas econémicos a los cuales se les impusieron
cotas superiores (CS= 10, 2, 1.5, 1.3 y 1.1) a la riqueza maxima que se puede
poseer. Lo sistemas estdn compuestos por 3000 agentes que interaccionan 3x10°
veces con una riqueza inicial de 1 unidad. En cada simulaciéon se ejecutan 30
realizaciones.

I1.4.2 Se analizaron las distribuciones obtenidas, en relacion con las distribuciones
anteriores, en términos de orden, igualdad y estabilidad.

I.5 Modelo econdémico con temperaturas negativas.

IL5.1 Se realizaron simulaciones de diversos sistemas econdémicos en los que se impone
una cota superior de riqueza CS en 6, 5 y 3 unidades. Cada simulacién consta de 30
realizaciones en las que 3000 agentes interactiian 3x10° veces. El resultado de cada
simulacion es el valor promedio de la entropia maxima de cada distribucion final de
riqueza.

I.5.2 Se calcularon, a partir de las curvas de entropia, las curvas de temperatura como
funcion de la energia.

I1.5.3 Se analizaron las curvas obtenidas en relacion con la teoria de Landau & Lifshitz.

I11. Resultados.

Las curvas obtenidas con el programa realizado de acuerdo con la seccion IL.1, con el
modelo simple de Dragulescu & Yakovenko, se muestran a continuacion:

Distribucion de riqueza: Boltzmann-Gibbs.

O.DE T T T T ~ _I T
k Gini=0.4980
0.045 | ]

0.04 L 1
0035 | %
003 | % ]
' »
0025 |
002 | - 1
ﬁ

0.015 } |
0.01 + %m |

0005 t ﬂ e .
D 1 1 1

Riqueza (m)

Fraccion de agentes (P)
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Fig. 5. Distribucion de riqueza obtenida con el modelo de Dragulescu & Yakovenko.

Log Fraccién de agentes (log(P))

Semi-log Distribucion de Boltzmann-Gibbs

_2 T T T T T T
Grafica semi-log »
3 Ajuste lineal y=-1.02x - 2.97; R=0.9873 .

_1[] 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5] 6 7

Riqueza (m)

Fig. 6. Grafica semi-log de la distribucion de riqueza resultante del modelo Dragulescu & Yakovenko.

En las graficas anteriores se puede observar que, efectivamente, se obtiene una distribucién

exponencial de acuerdo con la Eq. 7.

Entropia (S5)

Fig. 7.

Entropia de la distribucion de Boltzmann-Gibbs
45 . . . . . . .
4 L |
35 ¢ :
3 L |
25 t :
72 L |
15 ¢ :
1L |
05 ¢ :

D * 1 1 1 1 1 1 1
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000

Mumero de interacciones (pasos)

Curva de entropia como funcién del nimero de pasos obtenida del Dragulescu & Yakovenko.
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La funcion de entropia muestra que el sistema alcanza un estado estable o de “equilibrio
econdmico”. Ademas, como resultado de las simulaciones propuestas en la seccion I1.2.1 se
muestra las siguientes figuras como los resultados mas representativos:

Distribuciones de riqueza: modelo simple.

D.1E T T T T T
= R=1: Gini=03766 O
014 | R=5' Gini=04940 o .
_ R=10; Gini=0.4973
o o012} R=15: Gini=0 4992 ]
¢ R=20: Gini=0.5008
£ 01} ]
]
=4
© 008 | ]
-
5 006 | ]
0 !
S 004 [ |
i
0.02 ]
0 S R
0 1 2 3 4 5 6 7
Rigueza (m)

Fig. 8. Distribuciones de riqueza obtenidas con 3000 agentes y nimero de pasos diferente. Cada curva es el
promedio de 30 realizaciones.

De modo que, se seleccioné como modelo base, la distribucion con R=10 por tener un

nimero de pasos adecuado y eficiente para la distribucion de riqueza. Las curvas de
entropia, las cuales muestran la estabilidad de los sistemas, se observan en la Fig. 9.
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Funciones de entropia: modelo simple.

4
3.5 B I'E:::II
3 1
&
o 25 | R=1 R=5 R=10 R=15 R=20
=
=]
=
k=
L
10000 20000 30000 40000 50000 60000

Fig. 9. Curvas de entropia de las distribuciones de riqueza obtenidas.

realizaciones.

MNumero de interacciones (pasos)

Cada curva es el promedio de 30

Se puede observar que la curva para R=10 alcanza el estado de equilibrio. Ademas, al
graficar las simulaciones obtenidas con R=10, pero con diferente nimero de agentes se
obtienen las siguientes distribuciones:

0.05

Distribuciones de riqueza: modelo simple.

. ' ' A=500- Gini=0 4946 O
0045 | A=1000; Gini=0.4992 o
_ 004 L A=3000; Gini=0.4976
o @ A=5000; Gini=0.4988
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o 003  “i
=4 08
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- o
c 002 } i
:0 L
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- 0.01 | g
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Fig. 10. Distribuciones de riqueza obtenidas con diferente nimero de agentes y una relacion de 1:10 con el
numero de pasos. Cada curva es el promedio de 30 realizaciones.

Las funciones de entropia de estas distribuciones se muestran a continuacion:

Funciones de entropia: modelo simple.

A=1000 |A=3000 |A=5000 A=10000

Entropia (S)

20000 40000 60000 80000 100000 120000

MNumero de interacciones (pasos)

Fig. 11. Curvas de entropia de las distribuciones de riqueza obtenidas con diferente nimero de agentes y
R=10. Cada curva es el promedio de 30 realizaciones.

Finalmente, se compararon las distribuciones obtenidas con asignacion de riqueza inicial
uniforme (a cada agente se le asign6 una unidad) y con asignacion aleatoria (a cada agente

se asignd una riqueza con un valor aleatorio entre 0 y 2). Los resultados se muestran a
continuacion:
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Distribuciones de riqueza: asignacion uniforme vs aleatona.

005 g
0.045 %
004 |g
0035 |
003 |
0025 |
002 |
0015 |
001 |
0005 |

Fraccion de agentes (P)

Aleatoria: Gini=04976 O
Uniforme; Gini=0.4973 o i

Rigueza (m)

Fig. 12. Distribuciones promedio de riqueza: con asignacion inicial uniforme y aleatoria. Las simulaciones
constan de 30 realizaciones cada una, con 3000 agentes y 3x10* pasos.

Las respectivas curvas de entropia se muestran en seguida:

Curvas de entropia: asignacion uniforme y aleatoria

Entropia (5)

0.5

Asignacion aleatoria O
Asignacién uniforme o

0 m
0

2000 10000 15000 20000 25000 30000

MNumero de interacciones (pasos)

Fig. 13. Curvas de entropia de las distribuciones de riqueza obtenidas: con asignacion inicial uniforme y
aleatoria. Las simulaciones constan de 30 realizaciones cada una, con 3000 agentes y 3x10* pasos.
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Como resultado de las simulaciones realizadas en la seccion I1.3.1 se obtuvieron las
distribuciones que se muestran a continuacion:

Distribuciones de riqueza con factor de ahorro.
0.09 . .

Ahorro=0.0: G=0 4998 O
008 r Ahorro=0.2; G=0.3944 o 1

007 Ahorro=0.5; G=0.2738
| Ahorro=0 7- G=0 1970 1

006 } Ahorro=0.9; G=0.1067
005 } |
0.04
0.03
0.02
0.01

0 &

Fraccion de agentes (P)

Rigueza (m)

Fig. 14. Distribuciones medias de riqueza con diferente factor de ahorro (A). El eje de las abscisas esta
cortado.

Las respectivas funciones de entropia se muestran en la Fig. 15.
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Funciones de entropia: modelo con ahorro.

w
g 295 ‘
S 2
= I Ahorro=00 0O |
W95 | Ahorro=02 o |
Ahorro=0.5 P
T Ahorro=0.7 ]
05 | Ahorro=0.9 |
0 & ' ' ' ' ' ' '

0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000
Mumero de interacciones (pasos)

Fig. 15. Curvas de entropia de las distribuciones de riqueza obtenidas con diferente factor de ahorro (1).
Cada curva es el promedio de 30 realizaciones.

Luego, las distribuciones obtenidas para las simulaciones en las que sélo una fraccion de
los agentes ahorra (ver seccion 11.3.3) se muestran en la siguiente figura.

Distribuciones de riqueza con factor de ahorro parcial.

0.08 . . . . .
+ Ahorro=0.2; G=0.4789 O

007 . Ahorro=0.5; G=0.4649 o i
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o
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0.04

0.03
0.02

Fraccion de agentes (P)

0.01

Rigueza (m)
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Fig. 16. Distribuciones medias de riqueza para diferentes factores de ahorro (1). Unicamente el 20% de la

poblacion tiene factor de ahorro (A) diferente de cero.

Las correspondientes curvas de entropia que muestran la estabilidad de los sistemas se

muestran en la siguiente figura.

Funciones de entropia con factor de ahorro parcial

4.5 T T T T

35 (= -
— 3 r T
2 L
= 25 B 4
=
& 2t
= Ahorro=0_2 O
L 15 Ahorro=0.5 o

Ahorro=0_7
Tr Ahorro=0.9 |
05 ¢t -
0 20000 40000 60000 80000 100000

Mumero de interacciones (pasos)

Fig. 17. Curvas de entropia de las distribuciones de riqueza obtenidas con factor de ahorro parcial (sélo el
20% de la poblacion ahorra). Cada curva es el promedio de 30 realizaciones.

Asimismo, se muestran las distribuciones de riqueza de las dos poblaciones que componen

el sistema con A=0.9: la poblacion ahorradora y no ahorradora.
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Distribuciones componentes: factor de ahorro parcial 0.9

D.1 T T T T T
} Ahorradores; G=0.1356 O
0.09 5 Mo ahorradores; G=0.4699 o i
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004 +
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Fraccion de agentes (P)

) IRiriin ot

0 . 9 3 4 5 6
Rigueza (m)

Fig. 18. Distribuciones componentes de distribucion con factor de ahorro parcial A=0.9: poblacion ahorradora
y no ahorradora.

Posteriormente, los resultados de las simulaciones de los sistemas econdomicos con cotas,
que se describen en la seccion 11.4.1, se muestran en la Fig. 19.

Distribuciones de riqueza con cota superior.
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£
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Fig. 19. Distribuciones medias de riqueza con cotas superiores de riqueza en 10, 2, 1.5, 1.3 y 1.1. El ¢je de las

abscisas esta cortado.

Adicionalmente, las curvas de entropia que muestran la estabilidad y ordenamiento de los
sistemas se pueden observar en la Fig. 20.

Funciones de entropia: modelo con cotas.

— 3 I
<2
g 297 1
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g :
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W95 cS=10 o .
CS=2 o
T r CS=15 1
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0 % ' ' ' ' '
0 50000 100000 150000 200000 250000 300000

Muamero de interacciones (pasos)

Fig. 20. Curvas de entropia de las distribuciones de riqueza con cotas (CS).

Las funciones de entropia como funcion de la energia descritas en la seccion I1.5.1 se

observan a continuacion:
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Funciones de S vs E: modelo con cotas
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Fig. 21. Se muestra la curva de S vs E, para sistemas con CS en 6, 5 y 3 unidades. Cada punto representa el
promedio de 30 realizaciones.

Finalmente, las curvas de temperatura obtenidas de las funciones de entropia se muestran
en las Figs. 22, 23 y 24.

Funcion de Temperatura: C5=6
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Fig. 22. Se muestra la funcion de temperatura obtenida de la curva de entropia con CS=6. La energia de

transicion es a 9000 unidades.

Funcién de Temperatura: CS=5
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Fig. 23. Se muestra la funcion de temperatura obtenida de la curva de entropia con CS=5. La energia de

transicion es a 7,500 unidades.

15 .

Funcién de Temperatura: C5=3
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Fig. 24. Se muestra la funcién de temperatura obtenida de la curva de entropia con CS=3. La energia de

transicion es a 4,500 unidades.
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Los resultados mostrados en esta seccion muestran el fenomeno de temperaturas negativas
en sistemas econdémicos con cotas superiores de riqueza. El andlisis y discusion de
resultados se presenta en la siguiente seccion.

IV. Discusién y Conclusiones.

IvV.l Discusion

Fue necesario determinar un conjunto de parametros adecuados, los cuales garantizaran una
adecuada y eficiente distribucion de riqueza, asi como la estabilidad de la distribuciéon en
los modelos analizados. De tal manera que, de los resultados obtenidos de las simulaciones
descritas en I1.2.1 se determina que: para R=1 no hay suficientes interacciones para que se
produzca una completa distribucion de la riqueza, ya que el 16% de la poblacion ain
mantiene una riqueza igual a la inicial. Ademads, la falta de distribucion también se
comprueba al observar que la curva de entropia (ver Fig. 9) no alcanza un valor maximo
constante. El resto de las graficas (R=5, 10, 15 y 20) muestran una distribucion similar y se
obtiene un indice de Gini promedio G=(0.4978 + 0.0038); mas se eligi6 R=10 por
considerarse un nimero suficiente, pero no innecesariamente grande de interacciones. De
igual manera, al considerar diferente nimero de agentes, pero con una proporcion de
interacciones de 1:10 se obtiene un comportamiento muy similar, alcanzando el estado de
equilibrio.

Asi mismo, al comparar las distribuciones con diferente método de asignacion de riqueza
inicial: aleatoria y uniforme; no se observd un comportamiento significativamente
diferente. Puesto que, para la distribucion uniforme el indice de Gini es de (0.4973+0.0045)
y el 63.20% de la poblacion tiene una riqueza menor a la riqueza inicial (de una unidad). En
el caso de la distribucion con riqueza inicial aleatoria, la riqueza promedio del sistema es de
(0.998540.0112), el indice de Gini obtenido de la distribucion final es (0.4976+0.0039) y el
63.01% de la poblacion tiene una riqueza menor a la riqueza media del sistema. Con esto,
se puede concluir que es adecuado utilizar el modelo con 3000 agentes y 30,000
interacciones como modelo base para el resto de las simulaciones, sin que por ello se
alteren los resultados obtenidos, con base en lo previamente obtenido por Dragulescu &
Yakovenko (2000).

Una vez estandarizado el modelo a utilizar, se pueden estudiar otros modelos con la certeza
de que los resultados no dependeran de la configuracion seleccionada de las simulaciones.
Asi, se comenzd a estudiar el modelo con tendencia al ahorro, en el que se observa que
cuando el factor de ahorro A es diferente de cero, se modifica el tipo de distribucion de
riqueza obtenida. Adicionalmente, el andlisis de la funcion de entropia demuestra la
estabilidad de los sistemas y el indice de Gini exhibe una mayor igualdad en la distribucion
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de la riqueza a medida que el valor de A se acerca a la unidad; todo lo esto de acuerdo con
(Chakraborti & Chakrabarti, 2000).

Para el sistema estudiado en este trabajo, el valor maximo de probabilidad para la
distribucion con factor de ahorro A=0 es 0.0403 en el intervalo de riqueza [0,0.4); lo que es
congruente con el hecho de que en una distribucion exponencial el maximo se encuentra en
el nivel més bajo de riqueza. Para A=0.2 el valor maximo es 0.0310 en el intervalo
[0.36,0.40). En el caso de A=0.5 los valores correspondientes son 0.0356 en [0.64,0.68).
Asimismo, para A=0.7 se obtiene un maximo de 0.0473 en [0.76,0.80). Finalmente, para
A=0.9 se obtiene un maximo de probabilidad de 0.0838 en el intervalo [0.92,0.96), en este
caso se observa que la distribucion de riqueza se mantiene muy uniforme, como lo
demuestra el indice de Gini G=0.1067 cercano a la unidad.

También, se analiz6 el efecto de asignar un factor de ahorro diferente de cero, Unicamente
al 20% de la poblacion. Para los casos con A=0.2, 0.5 y 0.7, el méximo de probabilidad se
encuentra en el nivel de maxima pobreza (intervalo [0,0.4)), situacion que contrasta con los
resultados obtenidos cuando el factor de ahorro es general. Sus respectivos valores
maximos: 0.0323, 0.0342, 0.0397 son similares a aquellos obtenidos con el factor
generalizado. Por otro lado, los indices de Gini (0.4789 £ 0.0047), (0.4649 + 0.0052) y
(0.4969 + 0.0059) estan cerca del valor de 0.5 correspondiente a la distribucion
exponencial.

Sin embargo, el caso correspondiente a A=0.9 revela el fendomeno que ocurre en esta nueva
distribucion: la riqueza de la poblacion ahorradora es significativamente superior a la de los
no ahorradores. En la Fig. 16 se observa la aparicion de dos méaximos locales: el primero en
el intervalo [0,0.4) con valor méximo de 0.0743, y el segundo en intervalo [3.40,3.46) con
un valor maximo de 0.0214. En la Fig. 17 se muestran las distribuciones de riqueza de los
ahorradores (con factor de ahorro A=0.9) y los no ahorradores. En ella se puede observar la
diferencia de la distribucion de riqueza como consecuencia del factor de ahorro. Para los no
ahorradores, la riqueza promedio es de (0.3572 £ 0.0048) y el indice de Gini es (0.4699 +
0.0051); en contraste, la riqueza promedio de la poblacion con factor de ahorro es (3.5711 +
0.0192) y el indice de Gini es (0.4699 £ 0.0051); es decir, la riqueza promedio de los
ahorradores es 10 veces mayor y la distribucion de riqueza es mucho mas uniforme, como
lo indica el bajo indice de Gini. Para el caso de la poblacion no ahorradora, cerca del 95%
tienen una riqueza menor a la unidad, que es valor de la riqueza inicial. Respectivamente,
ninguno de los agentes ahorradores tiene una riqueza por debajo de 1.40. Este hecho
permite suponer que los agentes ahorradores se enriquecen a raiz de que hay muchos mas
agentes en estado de pobreza (que no ahorran) de los cuales obtienen riqueza.

Por otra parte, la grafica de la funcion de entropia para la distribucion con A=0.9 (ver Fig.
17) muestra que, a los 7000 pasos, se obtiene un méaximo local de 4.1830; a partir de ese
momento, la funcidon se vuelve una funcioén decreciente del numero de pasos hasta alcanzar
un valor constante de 3.904 a partir de los 70000 pasos. Esto significa que la distribucion
final alcanza un estado de mayor orden de las distribuciones con diferentes valores de A; y

25



que la distribucion comienza a ordenarse a partir de los 7000 pasos, entonces los agentes
ahorradores comienzan a acomodarse en los estados de mayor riqueza, mientras que los
agentes que no ahorran se agrupan en los estados de riqueza mas bajos, en proceso de
organizacion del sistema causado del factor de ahorro parcial.

Como se ha observado en las diferentes distribuciones, existen procesos que tienen como
resultado la organizacion del sistema econdmico, esto es, el acomodo de los agentes en
menos niveles de riqueza; esta caracteristica se refleja en una disminucion del valor de la
entropia del sistema. Entonces, se afirma que es posible obtener sistemas econémicos mas
organizados a través de diferentes elementos como la introduccion de un factor de ahorro o
la imposicion de cotas a la riqueza méxima que un agente puede poseer.

En el caso de las distribuciones de riqueza en las cudles se impone una cota superior, que es
un limite a la cantidad de riqueza que los agentes pueden poseer, se observa en la Fig. 19
que no hay ningln agente con una riqueza superior al valor de la CS, lo cual indica la
validez del modelo y permite fundamentar los resultados del modelo en la eficacia de las
costas superiores. Cuando un el resultado de una interaccion es que un agente tenga una
riqueza superior a la CS, estd interaccion es rechazada y se guarda la informacion en un
contador; asi, el indice de rechazo para la distribucion con CS=10 es 0 porque la cota es
significativamente mayor a la riqueza promedio del sistema y el sistema no es afectado;
para CS=2 el indice de rechazo es 0.226, para CS=1.5 es 0.465, para CS=1.3 es 0.642 y
para CS=1.1 es 0.871; en este Gltimo caso, el indice de rechazo es considerablemente algo
por la cercania del valor con la energia media del sistema (de 1 unidad). Por consiguiente,
el numero de interacciones permitidas se reduce y la actividad econdmica del sistema es
mucho menor a pesar de tener la misma energia promedio que en los otros casos.

Respecto a la naturaleza de las distribuciones en la Fig. 19, se puede apreciar que para
CS=10 el indice de Gini es similar al de la distribucién de Boltzmann-Gibbs G=0.5004
puesto que la CS no afecta significativamente la distribucion de la riqueza. Para CS=2 la
forma de la distribucion y el indice de Gini G=0.3330, corresponden a una distribucion
uniforme en la que todos los estados tienen la misma probabilidad, es decir, todos los
estados tienen el mismo nimero de agentes. Sin embargo, a partir de ese valor, las
funciones de probabilidad se convierten en funciones crecientes, en las que el maximo se
encuentra en el valor de la cota y con un indice de Gini que disminuye al ajustar el valor de
la CS. De esta manera, para CS= 1.5 el maximo es 0.0602 en el intervalo [1.48,1.5]; para
CS=1.3 el maximo es de 0.1087 en el intervalo [1.28,1.3]; y para CS=1.1 el maximo es de
0.2844 esta en el intervalo [1.08,1.1].

Lo anterior refleja el hecho de que, después cierto punto de transicion, los agentes se
agrupan en el estado de mayor riqueza permitido, cambiando la pendiente de las
distribuciones de negativa a positiva. Asi, a medida que la CS se acerca al valor de riqueza
media, la distribucién final de riqueza se vuelve mas ordenada, como lo demuestran las
curvas de entropia que se observan en la Fig. 20. En dicha figura, se pueden observar dos
caracteristicas de vital importancia: que las distribuciones son estables y que tienen un
mayor grado de orden cuando la CS es mas ajustada.
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El fenémeno de ordenamiento exhibido por la existencia de las cotas de riqueza es analogo
al analizado por Landau & Lifshitz (1960); en este sistema fisico analiza la funcion de
entropia obtenida de un proceso de alineacion de los momentos de un material
paramagnético expuesto a un campo variable. Para simular tal fenomeno en el sistema
econdmico, se procedid a variar la energia de un sistema que intercambia riqueza en el que
se ha impuesto una cota superior de riqueza. Los resultados que se observan en la Fig. 21
son analogos a los obtenidos por Landau en los sistemas fisicos. Cuando la riqueza del
sistema es muy baja, no hay posibilidad de realizar muchos intercambios econémicos, por
lo cual la temperatura es cercana a cero. Asimismo, cuando la riqueza promedio del sistema
es igual a la riqueza de la cota, ninguna interaccioén es permitida y, por consiguiente, la
temperatura del sistema también es cero.

Las Fig. 22, 23 y 24 muestra las funciones de temperatura obtenidas de las curvas de
entropia. En dichas graficas se observa con claridad que la temperatura del sistema es
negativa después del correspondiente valor de energia de transicion; antes de ese valor la
temperatura incrementa con la energia del sistema, hasta que abruptamente cambia a
valores muy negativos. Para el caso del sistema con CS=6 la energia de transicion se
encuentra en las 9000 unidades, que corresponde al punto en que el sistema tiene una
energia media igual a la mitad de la CS. Para los otros casos se obtienen resultados
analogos, lo cual confirma el comportamiento obtenido.

Cabe mencionar que el proceso de estandarizacion realizado en la seccion 1.2 permite
afirmar con seguridad que los resultados obtenidos no cambiaran al variar el tamafio del
sistema o el nimero de interacciones utilizadas.

Finalmente, sobre el significado de la temperatura en los sistemas econémicos, Dragulescu
& Yakovenko (2000) encontraron que la temperatura corresponde con la riqueza media del
sistema. Mas, los resultados obtenidos en este trabajo muestran que la temperatura esta
relacionada con la variacion del nimero de intercambios realizados en un sistema que varia
su riqueza. En otras palabras, la temperatura es una propiedad que esta relacionada con la
actividad economica del sistema, de modo que temperaturas igual a cero significan que no
hay actividad econdmica en el sistema, independiente de si tienen riqueza media igual a
cero o no. De igual manera, una temperatura negativa puede entenderse en este mismo
marco como un proceso en el que la actividad econdémica del sistema se ve reducido al
inyectar riqueza al sistema.

IV.2 Conclusiones

La temperatura ha sido considerada como un indicador del ingreso o la riqueza del sistema,
mientras que cualquier indice de desigualdad y la entropia de la distribucion
correspondiente arrojan informacidén sobre la dispersion o ampliacion asociada. Las
simulaciones muestran claramente cémo la entropia S cambia en funcion, tanto de la
energia total, como del valor limite superior. La entropia mide cuinto orden hay en el
sistema en el sentido de que mas agentes con la misma energia o riqueza representan
valores de entropia mas bajos. En el modelo propuesto, si el limite superior es mucho
mayor que la riqueza promedio del sistema, los agentes mas ricos son "menos afectados”
por la condicién limitante y pueden interactuar mas libremente, pero si el valor del limite
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superior es menor, entonces la entropia S y el indice de Gini GI disminuyen, lo que indica
un orden que se observa como una menor dispersion en la distribucion. En otras palabras, el
limite superior impone una "barrera impermeable" que evita que los agentes vayan mas alla
de la barrera en el eje de riqueza.

Pensando en el dinero como un andlogo a la energia, entonces las temperaturas negativas
existen en el nivel tedrico de la fisica, como consecuencia del hecho de que la funcion de
entropia con respecto a la energia (riqueza) del sistema disminuye. En el modelo de
intercambios econdmicos que conservan energia, se obtuvo que al bajar el limite superior se
obtiene un indice de Gini y una entropia mas bajos.

El modelo, es un caso extremo particular de como se reduce la entropia al imponer fuertes
restricciones al sistema para obtener temperaturas negativas. En otras palabras, las
temperaturas negativas implican mds restricciones para los intercambios, especialmente
para los agentes mas ricos que no pueden aumentar su riqueza. Estas restricciones o
limitaciones de las energias accesibles en el modelo recuerdan al demonio de Maxwell que
selecciona aquellas particulas que pueden o no pasar una cierta barrera.

El modelo con cotas no es facil de implementar en sistemas fisicos como los gases de
particulas. Sin embargo, la contraparte econdémica es verosimil a través de una politica
fiscal fuerte dirigida a los sectores econdmicos superiores. Este mecanismo impositivo evita
que los agentes tengan una riqueza mayor a limite predefinido. No obstante, como en
realidad no es posible aplicar una politica tan estricta, se podria modelar un limite superior
permeable que permita a algunos agentes atravesar la barrera y tener mayor riqueza e
investigar las propiedades de la distribucion final, especialmente en el punto de transicion a
temperaturas negativas.

El presente trabajo, fue enviado para su evaluacion y publicacion en la Revista Mexicana de
Fisica. Siendo aceptado el 30 de octubre del 2017 y publicado en el 2018 vol. 64 No. 1 (ver
anexo 2).
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VI.1 Anexo 1. Programa desarrollado.
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A continuacion, se muestra el coédigo utilizado para la realizacion de todas las simulaciones
descritas en el presente trabajo. El programa desarrollado utilizando el software Matlab®
version R2016b.

%%Incio de programa%%

%%EN siguiente programa realiza interacciones economicas en las cuales
%%cierto numero de agentes ahorra una fraccién de su riqueza y el resto
lo

%%pone en intercambio aleatorio con el resto de agentes. Ademas calcula
la

%%entropia del sistema, el indice de Gini, se pueden poner cotas
(estrictas o permeables) a la riqueza,

%%se obtienen graficas y se exportan los datos a archivos en excel

clear %Comando utilizado para borrar todas las variables en uso
clc %Comando para limpiar la informacion que muestra en pantalla

9%6%%%%%%6%%%%%% % %6%6%%%% % % %%%%%
%%Parametros de ejecucion%%
90%%%%%6%6%%%%%% % %6%6%%%% % % %%6%%%

Dim=3000; %Numero de agentes

ahorradores=0; %Cantidad de agentes ahorradores

a=0; %Factor de ahorro

interacciones=300000; %Numero de interacciones

n=30; %NUmero de repeticiones de simulaciodn

cota=1.12; %Cota méxima de riqueza

puntos_entrop=101; %Numero de puntos de la grafica de entropia
prob=1; %Probabilidad de que un agente NO atraviese la cota

x=linspace(0.02,5.02,126); %Propiedades del ancho de las barras
dat=zeros(n, length(x)); %Creacion de la matriz para guardar datos
his_ahorradores=zeros(n, length(x));%Matriz para guardar la informacion de
los ahorradores

his_NO_ahorradores=zeros(n, length(x)); %Matriz para guardar la
informacion de los NO ahorradores

ginis=zeros(1,n); %Vector para guardar informacion del indice de gini de
toda la poblacioén

ginis_ahorradores=zeros(1,n); %Vector para guardar informacién del indice
de gini de los ahorradores

ginis_NO=zeros(1,n); %Vector para guardar informacion del indice de gini
de los no ahorradores

riguezas_ahorradores=zeros(1,n); %Vector para guardar informacién de las
riquezas de los ahorradores

riguezas_NO=zeros(1,n); %Vector para guardar informacion de las riquezas
de los no ahorradores

s_x=linspace(0, interacciones,puntos_entrop); %Definicion del tamafio del
vector de entropia y de los puntos a calcularla

s=zeros(n,puntos_entrop); %Vector para guardar informacion de los valores
de la entropia de cada ciclo

rechazo=zeros(1,n); %Variable usada para guardar el indice de rechazo de
cada realizacion
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tunelaje=zeros(1,n); %Vector que guarda la fraccidn de interacciones que

logran atravesar la barrera.
mean_rig=zeros(1,n); %Creacion del vector de riqueza media

for m=1:

n

%%9%%%%6%6%%%%%%%6%6%6%%%% %% %%6%%%
%%%Asignacion de riqueza%h%
%9%9%%%%6%6%%%%%%%%%6%%%%% % %%%%%

%%%A leator 1 a%%%

% R=

2*rand(1,Dim); %Asignacion de riqueza aleatoria

%%%Un 1 Forme%%%
R=ones(1,Dim); %Creacion del vector de riqueza

%Parametros de realizacion
J=2; %Se define el valor inicial del indice para el calculo de

entropia

contador=0; %Se define el valor inicial del contador de interacciones
prohibidas
contador2=0; %Contador del numero de interacciones que atraviesan la

barrera

contador_limite=0; %Contador del numero de interacciones que intentan
atravesar la barrera.

96%%0%%%6%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%% Interacciones econdémicas%%
96%9%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for

i=l:interacciones

%%%%%%6%6%%%%% % %6%6%6%%%% % % %6%6%%%% % % %%6%%%% % % % %6%6%%% % % % %6%6%% %% % % %%6%%%
%%Instrucciones para el calculo de la entropia del sistema%%
9%%%%%%6%6%%%%%%%6%6%6%%%% % % %6%6%% %% % % %%6%6%%% % % % %6%% %% % % % %6%6%% %% % % %%6%%%

if i==s x(J) %Condicion pra que el sistema calcule la entropia

calculo

datos_hist(1,:)=hist(R,x); %Generacién de un histograma para el
de probabilidades
datos_hist(2,:)=datos_hist(1,:)/(Dim); %Normalizacién de los

datos (calculo de probabilidades)

%%Calculo de la entropia valor por valor%%

for I=1:length(x)

if datos_hist(2,1)~=0 %Condicidon para que solo tome en cuenta
los valores distintos de cero

s(m,j)=s(m,j) - datos_hist(2, D*log(datos_hist(2,1));

%F6rmula de entropia

else
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%Si el valo es cero, pasa a la siguiente posicion
end
end
J=jJ+1; %Se mueve el indice al siguiente valor
end
%%9%6%6%%%6%%%%6%%%%6%%% %6%%% %% %% %% %% %% %% %6%% % %6%% % %%
%%Agentes ahorradores y Factores de ahorro%%

%%%%%%%%%%%%%6%%%%%%% %% % %% %% % %% %% % %% % %% %% % % %%

agentes=randsample(1:Dim,2); %Se eligen los agentes de manera
aleatoria

if agentes(l)<=ahorradores %Condicidén para que el agente 1 ahorre
ahorros(1) = a*R(agentes(1)); %Ahorro del agente 1

else %En caso de que el agente no sea el adecuado, no ahorra.
ahorros(1)=0;

end

iT agentes(2)<=ahorradores %Condicion para que el agente 2 ahorre
ahorros(2) = a*R(agentes(2)); %Ahorro del agente 2

else %En caso de que el agente no sea el adecuado, no ahorra.
ahorros(2)=0;

end

%%9%6%6%%%6%6%%%6%6%%%6%6%%%6%6%%%6%6%%%%%

%%Redistribucion de riqueza%%

%%9%6%6%%%6%6%%%6%6%%%6%6%%%6%6%% %6 %6%% % %%

%%Instrucciones para el calculo de ganancia probable total%%

riquezas_ini=[R(agentes(1l)) R(agentes(2))]; %Riquezas asociadas a los

agentes

apuesta_total=sum(riquezas_ini-ahorros); %Calculo de la ganancia
probable

%%Instrucciones de distribucion de la riqueza%%

k=rand; %Factor de distribucidén de riqueza

reparto=[k (1-k)]1; %Vector de reparto de apuestas

riguezas_fin=apuesta_total*reparto + ahorros; %Distribucion de las
nuevas riquezas

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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%% Imposicion de cotas%%
%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%6%

iT max(riquezas_fin)<=cota %Condicion para permitir la interaccion

%Asignacion de las nuevas riquezas al vector%%
R(agentes(1l))=riquezas_fin(1);
R(agentes(2))=riquezas_fin(2);

else %En caso de que las riquezas excedan las cotas, no se realiza la
nueva asignacion
contador_limite=contador_limite+1;
k_pass=rand;
iT k_pass>=prob

R(agentes(1))=riquezas_fin(1l);
R(agentes(2))=riquezas_fin(2);
contador2=contador2+1;

else

contador=contador+1; %Contador utilizado para conocer la
fracciéon de interacciones prohibidas

end
end
end

9%6%9%%%%6%6%%%% %% %%6%%%% %% %6%6%6%%% % % %%6%6%%% % % %%6%6%%% % % %%6%6%%% % % %%6%%%
%%%%%%%N%Guardado de la informacion para estadistica%%%%%%%
96%0%%%%%%%%%%%%%%%%% %% %% %% %%%%% %% %% %% % %%%% %% %% % %% %% %% %% %% %%

mean_rig(m)=mean(R); %Guardado de la informacidén de riqueza media

tunelaje(m)=contador2/contador_limite;

rechazo(m)=contador/interacciones; %Se calcula la fraccion de
interacciones prohibidas y se guarda la informacién en el vector rechazo

dat(m, :)= datos_hist(l,:); %Aqui se guarda la informacidon de cada
histograma de toda la poblaciodn

iT (O<ahorradores)é&&(ahorradores<Dim) %Condicion para calcular datos
de ahorradores y NO ahorradores

his_ahorradores(m, :)=hist((R(1:ahorradores)),x); %Se guarda la
informacién de los histogramas de los ahorradores

his_NO_ahorradores(m, :)= hist(R(ahorradores+1:Dim),x); %Se guarda
la informacién de los histogramas de los NO ahorradores

riquezas_ahorradores(m)=mean(R(1:ahorradores)); %Se calcula la
riqueza promedio de los ahorradores y se guarda en un vector

riquezas_NO(m)=mean(R(ahorradores+1:Dim)); %Se calcula la riqueza
promedio de los NO ahorradores y se guarda en un vector

end
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%Ya que se tiene la informacion de los histogramas de las
distribuciones se calculan los

%0%%%%% %% %% %% %% % %% %% %%
W% Indices de Gini%%%
96%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

9%96%9%0%%%%%%%%%%%%%%%
%%Poblacion Total%%
9%96%9%6%%%%%%%%%%%%%%%

i=0;
clear sum_riq %Se limpia la variable sum_riq

%%ENiminacion de ceros y normalizacién de datos%%

for I=1:length(x) %Analisis elemento por elemento de los histogramas
con la informacidn

if datos_hist(1,1)~=0 %Condicidén para considerar la informacion
que sea distinta de cero

sum_riq(l,I-i)=datos_hist(1,1)/sum(datos_hist(1,:)); %Se
guarda la informacién en el primer rengléon de la matriz sum_riq y se
normaliza respecto al numero total de agentes

sum_riq(2,I-i)=x(1)*datos_hist(1,1)/dot(datos_hist(1,:),x);
%Se guarda la informacién en el segundo rengléon de la matriz sum_riq y se
normaliza respecto a la riqueza total

else

i=i+1l; %Contador introducido para pegar adecuadamente la
informacion

end
end
%Calculo de las fracciones acumuladas a utilizar%
if length(sum_riq(l,:))==1 %Caso en que todos los agentes tengan la
misma riqueza
ginis(m)=0;
else %Caso de distribucién de la riqueza

for 1=2:length(sum_riq(l1,:)) %Se comienza en el segundo elemento
para logara la suma recursiva

sum_riq(1, )= sum_riq(l,1-1)+ sum_riq(l,1); %Calculo de la
fraccidon de agentes acumulada

sum_riq(2, 1= sum_riq(2,1-1)+ sum_riq(2,1); %Calculo de la
fracciéon de riqueza acumulada

end
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%Calculo de los términos de la formula para el indice de Gini
term_gini=zeros(1, length(sum_riqg)-1); %Construccioén del vector
que guardara los términos de la formula para el indice de Gini

for 1=1:(length(sum_riq(1,:))-1)

term_gini(D=Csum_riq(l,1+1)-
sum_riq(1, D)*(sum_riq(2, 1+1)+sum_riq(2,1)); %Formula recursiva para el
indice de gini

end

ginis(m)= l-sum(term_gini); % Se realiza el calculo final para
obtener el indice de Gini de toda la poblacién y se guarda en el vector
ginis

end

%%9%%%%6%6%%%%%%%6%6%%%%% % %%6%6%%%%% % %%
%%Ahorradores y NO ahorradores%%
%%9%%%%6%6%%%%% % %%6%%%%% % %%6%6%%%%% % %%

iT (O<ahorradores)é&&(ahorradores<Dim) %Condicion para calcular datos
de ahorradores y NO ahorradores

9%690%%%%%%%%%%%%%
%%Ahorradores%%
9%90%%%%%%%%%%%%%

i=0;
clear sum_rig %Se limpia la variable sum_riqg

%%ElIminacion de ceros y normalizaciéon de datos%%

for I=1:length(xX) %Analisis elemento por elemento de los
histogramas con la informacion

if his_ahorradores(m,1)~=0 %Condicion para considerar la
informacién que sea distinta de cero

sum_riq(1,1-
i)=his_ahorradores(m, 1)/sum(his_ahorradores(m,:)); %Se guarda la
informacién en el primer rengldén de la matriz sum riq y se normaliza
respecto al numero total de agentes

sum_riq(2,1-
i1)=x(1)*his_ahorradores(m, 1)/dot(his_ahorradores(m,:),x); %Se guarda la
informacidén en el segundo renglén de la matriz sum_riq y se normaliza
respecto a la riqueza total

else

i=i+1; %Contador introducido para pegar adecuadamente la
informacioén
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end
end
%Calculo de las fracciones acumuladas a utilizar%
if length(sum_riq(l,:))==1 %Caso en que todos los agentes tengan
la misma riqueza
ginis_ahorradores(m)=0;

else %Caso de distribucidon de la riqueza

for 1=2:length(sum_riq(l1,:)) %Se comienza en el segundo
elemento para logara la suma recursiva

sum_riq(1, )= sum riq(l,1-1)+ sum _riq(l,1); %Calculo de
la fraccién de agentes acumulada

sum_riq(2,1)= sum_riq(2,1-1)+ sum_riq(2,1); %Calculo de
la fraccioén de riqueza acumulada

end

%Calculo de los términos de la formula para el indice de Gini

clear term_gini %Limpieza del vector que guardara los
términos de la férmula para el indice de Gini

for I=1:(length(sum_riq(l1,:))-1)

term_gini(D)=Csum_riq(l,1+1)-
sum_riq(d, D)*(sum_riq(2, 1+1)+sum_riq(2,1)); %Foérmula recursiva para el
indice de gini

end

ginis_ahorradores(m)= 1l-sum(term_gini); % Se realiza el
calculo final para obtener el indice de Gini de los ahorradores y se
guarda en el vector ginis_ahorradores

end

%%%%%%6%6%%%%%%%%%%%

%%NO Ahorradores%%

%%%%%%6%6%%%%%%%%%%%

i=0;

clear sum_riq %Se limpia la variable sum_riqg

%%Eliminacion de ceros y normalizaciéon de datos®%%

for I=1:length(x) %Analisis elemento por elemento de los
histogramas con la informacion

iT his_NO_ahorradores(m, 1)~=0 %Condicion para considerar la
informacion que sea distinta de cero
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sum_riq(d,1-
i)=his_NO_ahorradores(m, I)/sum(his_NO_ahorradores(m, :)); %Se guarda la
informacién en el primer renglén de la matriz sum riq y se normaliza
respecto al numero total de agentes

sum_riq(2,1-
i)=x()*his_NO_ahorradores(m, 1)/dot(his_NO_ahorradores(m,:),Xx); %Se
guarda la informacion en el segundo renglén de la matriz sum riq y se
normaliza respecto a la riqueza total

else

i=i+1; %Contador introducido para pegar adecuadamente la
informacion

end
end
%Calculo de las fracciones acumuladas a utilizar%
it length(sum_riq(l1,:))==1 %Caso en que todos los agentes tengan
la misma riqueza
ginis_NO(m)=0;

else %Caso de distribucidon de la riqueza

for 1=2:length(sum_riq(l1,:)) %Se comienza en el segundo
elemento para logara la suma recursiva

sum_riq(1,1)= sum _riq(l,1-1)+ sum _riq(l,1); %Calculo de
la fraccién de agentes acumulada

sum_riq(2,1)= sum_riq(2,1-1)+ sum_riq(2,1); %Calculo de
la fraccioéon de riqueza acumulada

end

%Calculo de los términos de la formula para el indice de Gin

clear term_gini %Limpieza del vector que guardara los
términos de la férmula para el indice de Gini

for I=1:(length(sum_riq(1,:))-1)

term_gini(D)=Csum_riq(1,1+1)-

sum_riq(1, D)*(sum_riq(2, 1+1)+sum_riq(2,1)); %Formula recursiva para el
indice de gini

end

ginis_NO(m)= l1-sum(term_gini); % Se realiza el calculo Tinal
para obtener el indice de Gini de los NO ahorradores y se guarda en el

vector ginis_NO

end

37



end
end

%%%6%6%%%6%6%%%6%6%%%%6%%% %%
%%%%%%H i sStograma%%%%%
%%%6%6%%%6%6%%%6%6%%%%6%% % %%

if n==1

datos_hist(l1,:)=dat(l,:); %Generacion del histograma de la
distribucién de toda la poblacioén

else

datos_hist(1, :)=mean(dat); %Generacion del histograma de la
distribucién de toda la poblacién

end
datos_hist(2, :)=datos_hist(l,:)/(Dim); %Normalizacion de los datos
datos_hist(7,:)=x;

if (O<ahorradores)&&(ahorradores<Dim) %Condicién para calcular datos de
ahorradores y NO ahorradores

datos hist(3, :)=mean(his_ahorradores);

datos_hist(4, :)=datos_hist(3,:)/(ahorradores);

datos_hist(5, :)=mean(his_NO_ahorradores); %Generacion del histograma
de los NO ahorradores

datos _hist(6, :)=datos_hist(5, :)/(Dim-ahorradores); %Normalizacién de
los datos

end

9%6%9%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%D 1 str i buc i ones%%%%%%
96%9%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%6%%%%%%%%6%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%P 1 0te 0%%%%%%%%%%
%%%%%6%%%%%%%%6%%%%%%%%6%%%%%

bar(x, datos_hist(2,:)); %Grafica de barras con los datos normalizados
%plot(s_x,mean(s),"*") %uGrafica de puntos de la entropia

xlabel ("Riqueza®); %Nombre del eje x

ylabel("Fraccion de agentes®); %Nombre del eje y

title("Distribucion de Riqueza®); %Titulo del grafico

9%90%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%h%Parametros relevantes%%%
9%90%%%%%%%%%%%%%6%%%%%%%%%%%%

FfprintF("\n\nEl indice de Gini promedio para esta distribucién es:
%T" ,mean(ginis))
fprintF("\n\nCon una desviacion estandar de: %f",std(ginis))

38



fprintf("\n\nLa fraccion de interacciones rechazadas es:

%F" ,mean(rechazo))

fprintf("\n\nLa fraccion de interacciones que atraviesan la barrera es:
%T" ,mean(tunelaje))

iT (O<ahorradores)é&&(ahorradores<Dim) %Condicion para calcular datos de
ahorradores y NO ahorradores

fprintF("\n\nLa riqueza media de los ahorradores es:
%T" ,mean(riquezas_ahorradores))

fprintF("\n\nCon una desviacidn estandar de:
%T" ,std(riquezas_ahorradores))

fprintf("\n\nEl indice de Gini promedio de los ahorradores es:
%T" ,mean(ginis_ahorradores))

fprintf("\n\nCon una desviacion estandar de:
%F",std(ginis_ahorradores))

fprintf("\n\nLa riqueza media de los NO ahorradores es:
%F" ,mean(riquezas_NO))
fprintf("\n\nCon una desviacion estandar de: %f",std(riquezas_NO))
fprintF("\n\nEl indice de Gini promedio de los NO ahorradores es:
%fF" ,mean(ginis_NO))
fprintF("\n\nCon una desviacion estandar de: %f",std(ginis_NO))

end

9%96%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%Salida de informacion%%
9%90%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%Datos del histograma de la distribucién general
xIswrite("cotas.xlsx" ,datos_hist,“cota 10%);
xIswrite("cotas.xlsx" ,mean(ginis), “cota 10", A10%);
xIswrite("cotas.xlsx”,std(ginis), “cota 10","A11%);
xlswrite("cotas.xlsx" ,mean(rechazo),“cota 10", A12%);
xIswrite("cotas.xlsx" ,mean(tunelaje), "cota 10", Al13");
xIswrite(“cotas.xlsx" ,mean(mean(mean_riq)), “cota 10", A13%);

%Datos de la entropia como funcidén de las interacciones
xlswrite("cotas.xlsx" ,mean(s), “cota _10","A30%);
xIswrite("cotas.xlsx",s_x,"cota_10","A31%);

iT (O<ahorradores)é&&(ahorradores<Dim) %Condicion para calcular datos de
ahorradores y NO ahorradores

%Datos de los ahorradores
xIswrite("cotas.xlsx",mean(riquezas_ahorradores), “cota_10","B10%);
xIswrite("cotas.xlsx",std(riquezas_ahorradores), "cota_10","B11");
xIswrite("cotas.xlsx” ,mean(ginis_ahorradores), “cota 10" ,"B12%);
xIswrite("cotas.xlsx",std(ginis_ahorradores), “"cota_10","B13%);

%Datos de los NO ahorradores
xIswrite("cotas.xlsx",mean(riquezas_NO), "cota_10","C10");
xIswrite("cotas.xlsx",std(riquezas NO), "cota 10","C11%);
xIswrite("cotas.xlsx” ,mean(ginis_NO), “cota_10","C12");
xIswrite("cotas.xlsx",std(ginis_NO), “cota 10","C13%);
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end

Anexo 2. Publicacion en la Revista Mexicana de Fisica.

Adicionalmente, se presenta el articulo publicado como resultado del trabajo en la
Revista Mexicana de Fisicavol. 64 No. 1; ISSN: 0035-001X. Enlace:
https://rmf.smf.mx/ojs/rmf/article/view/101/23
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FISURE 1. Probability distributions P with different U5 values
with 3000 agents interacting 3 X 10° times according to Eq. 2 with
an initial wealth of 1 unit per agent. The horizontal scale is cut.

the agents gain or lose a fraction of their wealth in each in-
teraction, is a more realistic model of commerce or economic
exchanges.

In order to reduce the economic inequality of the system,
we establish wealth upper bounds (7/B) to forbid the exis-
tence of “too rich™ agents. That is, economic interactions that
result in an agent whose final wealth exceeds an established
limit are canceled. We assign an initial wealth of my = 1
unit to each agent and, therefore, the system average wealth
(54w = M/N) is equal to 1. With these values, we show
in Fig. 1 the results of a series of simulations with m as a
wealth unit, B = 10, 2, 1.5, 1.3 and 1.1, averaging over 30
realizations.

Az can be seen, there are no agents bey ond the bound be-
cause the 7JB strictly forbids agents to have a wealth greater
than the U/B; therefore, this barrier reduces inequality as the
B decreases as shown by the G Notice how distributions
in Fig. 1 change their slope as the /5 decreases. When the
bound ig large (/B = 10), then GF = 0.4990 which is very
similar to the value of 0.5 corresponding to the exponential
Maxwell-Boltzmann distribution obtained from Eq. 2 with-
out imposing any upper bound; which means that the system
is unaffected by an UB set well above the SAW and therefore,
the agents can freely increase his wealth according to the ran-
dom value &. But when UZ is too close to SAF then the distri-
bution 7 becomes very narrow and peaked. It’s important to
mention that our results are very robust since they don’t de-
pend on the initial wealth conditions; that is, we could have
started with a random distribution of wealth or, in an extreme
case, assigning all the wealth to only one agent and the results
would be the same.

For the same values of /B, the associated time evolution
of entropy 8 = - EP(m)in[P(m)] is shown in Fig. 2.

The constant values of S show that distributions are sta-
ble. When the UB is lowered, the maximum entropy value
decreases taking longer to reach stability. &7 and S are tools
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FIGURE 2. Entropy as a function of time.

that analyze the disorder of a given distribution, however,
the GI compares the form of the distribution with an eq-
uity distribution and determines the amount of relative in-
equality, while S which arizes naturally from physical laws,
can also determine whether the system is in equilibrium or
not. This ordering phenomenon, characterized by a decrease
in entropy, has similarities with the alignment of the mag-
netic moments of a paramagnetic material subjected to a vari-
able external field studied by Landau mencioned in next sec-
tion [14].

3. Paramagnetic Materials and Exchange
Model Exhibit Negative Temperatures

Now we will discuss the appearance of negative temperatures
in paramagnetic materials and in our system. A partial align-
ment of the atomic magnetic moments is observed in para-
magnetic materials when they are subjected to external mag-
netic fields modifying the system energy. As the intensity of
the external magnetic field increases, the magnetic moments
move to ahigher energy levels, increasing the entropy of the
system, until reaching the point of maximum entropy. Then,

S

Eax—wo—

Smax(. Emin —ee—

E

FIGURE 3. Schematic plot of Entropy 5 vs. total Energy Z. Only
four spins or particles are shown to illustrate some cases of ordering
in two levels.
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FISURE 4. Entropy 5 for different values of /5 as a function of
the system total wealth Af. Each point represents the average equi-
librium entropy of 30 realizations and the lines show the point of
maximum entropy in each case.
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FIGURE 5.Temperature T as a function of the total wealth Af.

an increase in the system energy causes the moments to be-
gin to settle into the highest energy level (£, ,..), becanse the
allowed energy levels are limited. In that case, the entropy
decreases because the system is more ordered and its tem-
perature (T = (d5/dE)~1), which is the inverse of the slope
of the entropy curve as a function of energy, is negative, as
shown esquematically in Fig. 3.

In order to achieve the phenomenon of negative temper-
atures i our economic case, we make simulations with the
same number of agents 7 = 3000, but with different total
wealth and three values of the upper bound {(ZJE = 6, 5 and 3),
upto 3 x 10°% interactions according to Eq. 2. Figure 4 shows
the comresponding results averaged over 30 realizations.

Notice that these curves show the same qualitative behav-
ior and are similar to the schematic diagram shown in Fig. 3.
When /B is too low then most interactions are not allowed,
and in the limit when B is equal to SAW there is no eco-
nomic activity in the system, and therefore the system is per-
fectly ordered and the temperature is zero. According to

T=(d5/dM)™L, Fig. 5showsthe corresponding exotic tem-
perature behavior when 7B = 6.

As can be seen, there i1s a transition in temperature which
goes from positive to negative when the system has a wealth
of 9 x 10° units, i.e., when the SAW is equal to 3 units which
is half the value of the I/B.

4. Discussions

In econophysics, the temperature has been considered as an
indicator of system income or wealth, while any inequal-
ity index and the entropy of the corresponding distribution
yields information on the associated dispersion or broaden-
ing. Our simulations clearly show how the entropy S changes
as a function of both the total energy and the upper bound
value. Entropy measures how much order exist in the system
in the sense that more agents with the same energy or wealth
represent lower entropy values. In our model, if the upper
bound is much greater than the system average wealth, then
the richest agents are “less affected” by the limiting condi-
tion and can interact more freely, but if the value of the upper
bound is lower, then the entropy S and the Gini index G de-
crease, indicating an ordering, which is observed as a lower
digpersion in distribution. In other words, the upper bound
imposes an “impermeable barrier” which prevents agents to
g0 beyond the barrier in the wealth axis. Thinking of money
as energy, then negative temperatures exist at the theoretical
physics level, as a consequence of the fact that the entropy
function with respect to the energy (wealth) of the system be-
comes decreasing. In our model of economic exchanges that
congerve energy, we obtained that lowering the upper bound
yields lower Gini index and entropy. In the extreme case that
the upper bound is very close to the system average wealth,
then the distribution is very peaked and narrow at the expense
of forbidding some kind of economic exchanges. Ours is a
particular extreme case of how entropy is lowered by impos-
ing strong restrictions on the system to get negative tempera-
tures. In other words, negative temperatures imply more re-
strictions for exchanges especially for wealthier agents who
can not increage their wealth.

These restrictions or limitations of accessible energies in
our model remind us Maxwell’s demon that selects those par-
ticles that may or may not pass a certain barrier. Our model
is not easy to implement in physical systems such as parti-
cle gases. However, the economic counterpart is plausible
through a strong tax policy aimed at the upper economic sec-
tors. Thistaxing mechanism prevents the agents from having
a wealth greater than a predefined limit. However, since in
reality it is not posgible to apply such a strict policy, then a
permeable upper bound could be modeled which allows some
agents to go through the barrier and have greater wealth and
to investigate the properties of the final distribution especially
at the point of transition to negative temperatures.

‘We hope that this work may stimulate further research in
income or wealth distributions in econophysics and negative
temperatures in novel gystems.
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