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Glosario

A

Accion. Una accion en el mercado financiero es un titulo emitido por una sociedad que
representa el valor de una de las fracciones iguales en que se divide su capital social. Las
acciones, generalmente, confieren a su titular, llamado accionista, derechos politicos, como
el de voto en la junta de accionistas de la entidad, y econdmicos, como participar en los

beneficios de la empresa.

Apalancamiento (financiero). El apalancamiento hace referencia a utilizar endeudamiento
para financiar una inversion. Esta deuda genera un coste financiero (intereses), pero si la
inversion genera un ingreso mayor a los intereses a pagar, el excedente pasa a aumentar el

beneficio del agente.

At the money (en el dinero). Una opcion sobre un subyacente esta en el dinero o at the money
si el precio de ejercicio, es decir, el precio que el poseedor debe pagar para ejercer su derecho,

es el mismo que el precio del subyacente.

C

Commodities. Los commodities en economia son cualquier producto destinado al uso
comercial. Al hablar de commodities, generalmente se hace énfasis en productos genéricos,
basicos, y sin mayor diferenciacion entre sus variedades (trigo, azucar, oro, petroleo, carbon,

entre otros).

E

Ejercer un contrato. Dada una opcion, se dice que se ejerce el contrato si el poseedor del

contrato decide ejercer su derecho de comprar o vender el activo subyacente. Para una opcion
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europea, el agente puede ejercer el contrato inicamente en la fecha de vencimiento; para una
opcién americana, el agente puede ejercer el contrato en cualquier instante de la vida del

contrato hasta la fecha de vencimiento.

F

Fecha de vencimiento. La fecha de vencimiento de un contrato derivado es la fecha en la
que concluye el contrato. Para una opcion europea, es la fecha en la que el poseedor de la
opcion elige si ejerce la opcidn o no, de acuerdo a si la transaccion le generase una ganancia

o una pérdida.

Funcion objetivo. La funcion objetivo es la ecuacion que sera optimizada dadas las

limitaciones o restricciones determinadas en el problema de optimizacion.

In the money (dentro del dinero). Una opcion sobre un subyacente esta dentro del dinero o
in the money si la diferencia entre el precio de ejercicio, o precio strike, y el precio del
subyacente le otorgaria al poseedor de la opcidon una ganancia positiva, es decir, si la opcion

tiene valor intrinseco.

N

Neutralidad al riesgo. La neutralidad al riesgo es una medida de probabilidad, tal que
calcula el precio de un activo como la esperanza descontada del activo bajo esta medida. Esta
medida se utiliza frecuentemente en la valuacion de derivados financieros. Esta medida existe

siy solo si el mercado no tiene oportunidades de arbitraje.



O

Opcion. Una opcién financiera es un contrato estandarizado!, en el cual el comprador,
adquiere del vendedor el derecho, pero no la obligacion, de comprar (call) o vender (put) un
activo subyacente a un precio pactado (precio de ejercicio o precio strike) en una fecha futura,
y el vendedor se obliga a vender o comprar, segin corresponda, el activo subyacente al precio

convenido.

Opcién Americana. Una opcién Americana es una opcion que se puede ejercer en cualquier

mstante de la vida del contrato, hasta la fecha de vencimiento.

Opcion Europea. Una opcion Europea es una opcion que se puede ejercer inicamente en la

fecha de vencimiento.

Oportunidad de arbitraje. En economia y finanzas, una oportunidad de arbitraje es la
posibilidad de tomar ventaja de la diferencia de precios en dos o mas mercados, realizando

una combinacion de negociaciones que capitalicen el desequilibrio en los mercados.

Out the money (fuera del dinero). Una opcion sobre un subyacente esta fuera del dinero o

out the money si el valor intrinseco de la opcion es nulo.

P

Precio strike o precio de ejercicio. En una opcion, el precio strike es el precio, pactado al
inicio del contrato, al que el poseedor del contrato tendra derecho a comprar o vender en una

fecha futura.

Premio al riesgo de mercado. En economia, el precio al riesgo de mercado es la diferencia,
en la tasa de interés, que a un inversor se le paga al asumir una determinada inversion con

una menor fiabilidad econémica que otra inversion.

1 El contrato de opcién es estandarizado en tamafio de contrato, fecha de vencimiento, plazo, monto, cantidad,
calidad, forma de liquidacion y negociacion, entre otros.
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Proceso estocastico. Un proceso estocastico es un conjunto de variables aleatorias indizadas

por un espacio temporal, discreto o continuo, que toma valores en un espacio de estados.

Programacion dinamica u optimizacion dindmica. La programacion dinamica estudia la
evolucion de sistemas en el tiempo. En general, es un método para resolver problemas
complejos, dividiéndolos en colecciones de subproblemas simples, para asi, resolver cada

subproblema y guardar las soluciones.

R

Regla de control. Dado un proceso X que se busca controlar y una funcion objetivo / , se

le llama regla de control al proceso u, si el proceso u depende unicamente de la historia

pasada de X. El objetivo de esta variable es que forme parte de los cambios que tendra X,

y su correcta eleccion optimizara la funcion objetivo f.

S

Solucion de esquina. Una solucidén de esquina es un concepto econdmico que define una
solucion especial al problema de maximizacion de un agente, en la que uno de los argumentos
en la funcion de maximizacion se vuelve la constante 0. Una solucién de esquina se puede
interpretar como una solucion extrema, que muestra lo que un agente esta dispuesto a pagar
con tal de tener un bien, y serd 1til para dar una interpretacion al modelo de optimizacion

estocastica.

Subyacente. El activo subyacente es un activo real o financiero en el que se basa un
instrumento derivado. Es el objeto de adquisicion o enajenacion real o tedrica en la

liquidacion del instrumento derivado.



\

Valor intrinseco. El valor intrinseco de una opcion se define como el maximo entre cero y

el pago que proporcionaria la opcion si se ejerciese.

Venta en corto. Es la practica especulativa de hacer que los inversores tengan una venta de
activos que han sido tomados en préstamo de un tercero con la intencién de comprar idénticos
valores en una fecha posterior para devolvérselos a ese tercero. El agente que realiza la
operacion espera obtener un beneficio econdomico a partir de la hipotética futura bajada del

precio de los valores.



Introduccidén

Los primeros derivados financieros en la historia datan desde 1700 a.C. en la antigua
Mesopotamia, y después, en la antigua Grecia 'y la era Romana. Los derivados fueron creados
para asegurar el suministro de commodities en tiempo y forma, asi como proteger a los
negociantes de cambios de precios y mitigar sus riesgos. Con el tiempo, dichos instrumentos
promovieron el comercio y sus contratos evolucionaron para satisfacer necesidades
especificas de los negociantes. Adicionalmente, los derivados fueron utilizados por granjeros
para asegurarse contra pérdidas de cosechas, por mercaderes para financiar futuras
actividades comerciales, por exploradores para financiar expediciones, € incluso por el

gobierno e iglesias para recaudar dinero. (Kummer & Pauletto, 2012)

En las primeras etapas de su historia, los derivados se utilizaban para generar ganancias
rapidas, pero con un riesgo de incumplimiento o fraude. Existen registros sobre abuso en el
mercado desde los inicios de las transacciones de derivados. El gobierno tuvo que
involucrarse en el mercado para proteger a consumidores e inversionista y para mitigar
riesgos sistematicos. Las regulaciones prohibieron algunos tipos de derivados, o restringieron

su uso, e introdujeron una supervision estricta. (Kummer & Pauletto, 2012)

En la actualidad, los derivados son negociados con varios propdsitos, entre los principales
estan: por cobertura, en el que la persona que negocia buscard eliminar o disminuir su
exposicion a los movimientos del precio de un subyacente; por especular, donde el
negociante tomard una posicion en el mercado y apostara a que el precio de un subyacente
suba o a que baje; por oportunidades de arbitraje, en el que los agentes buscaran ganancias
sin riesgo, mediante la negociacion de subyacentes en dos o mas mercados. En términos
generales, los derivados financieros pueden ser de gran utilidad para comerciantes e
instituciones. Con dichos instrumentos, se pueden generar grandes ganancias, pero también

se puede incurrir en pérdidas criticas. (Hull, 1993) (MacKenzie, 2006)

Uno de los ‘escandalos financieros’ que ha generado mayor atencion, es la crisis financiera
de la Comercial Mexicana en 2008. Tras comprar 5 inmuebles de la corporacion Auchan por
53.7 millones de pesos en el afio 2008, la Comercial Mexicana busco recuperar la inversion

especulando con instrumentos derivados. La Controladora, sin atender las reglas corporativas,
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apostd a un fortalecimiento del peso comprando deuda monetizada en dolar. Sin embargo,
para octubre de 2008 no ocurrié de esta manera, ya que el peso experiment6 una caida de
poco mas del 10%; dejando a la Comercial Mexicana con un incremento de deuda de 1080
millones de ddlares y, consecuentemente, con un reporte de pasivos totales aproximados por
2 mil millones de délares. La mayor consecuencia de esta crisis fue la venta masiva de entes
comerciales, la conclusion de grandes alianzas y la escision legal de la empresa en dos entes

distintos. (Jasso, 2008) (Equipo Editorial Explorando México, s.f.)

Para mejorar el desempefio de los mercados de derivados, tanto de los operadores como de
los negociantes, se establecen modelos que simulen el precio de los subyacentes y que

estimen el ‘precio justo’ de los derivados.

Un importante modelo que se utiliza para estimar el precio de los derivados financieros, bajo
ciertas suposiciones, es el modelo de Black-Scholes. Dicho modelo se desarroll6 inicialmente
para una clase de derivados: las opciones; pero después se expandid a otras clases de
derivados con caracteristicas similares. El modelo fue publicado en 1973 por Fischer Black
y Myron Scholes en “The Pricing of Options and Corporate Liabilities”, posteriormente,
Robert. C. Merton publicé un articulo expandiendo el desarrollo matematicos del modelo de
valuacion de opciones. El Chicago Board Options Exchange, fue un pionero en adoptar la
teoria de Black-Scholes y brindar credibilidad al modelo. Donald McKenzie (2006), profesor
de sociologia en la Universidad de Edinburgh, afirma que la aparicion de una teoria
autoritaria para los mercados financieros alteré dichos mercados fundamentalmente. Por
ejemplo, en 1970, casi no se negociaban los derivados financieros “futuros”, pero en junio
de 2004, los contratos de derivados en todo el mundo sumaban una cantidad de 273 trillones
de dolares. MacKenzie sugiere que este tipo de crecimiento no hubiera ocurrido sin el

desarrollo de teorias que le dieran legitimidad a los derivados y explicaran su complejidad.

Actualmente, seria inusual ver el modelo de Black-Scholes siendo aplicado directamente
como guia para negociar opciones: en los mercados de opciones, los departamentos de
trading de los bancos y los fondos de inversion, el modelo ha sido adaptado y alterado de

muchas maneras. (MacKenzie, 2006)

Para el desarrollo del modelo de Black-Scholes, se menciona la importancia de una clase de

derivados financieros: las opciones. Una opcion es un contrato que le otorga al portador el
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derecho, mas no la obligacion, de comprar o vender un subyacente en una fecha futura a un
precio previamente pactado. El subyacente sobre el que se emite la opcion puede ser una

accion, un indice bursatil, un commodity, entre otros.

Entre los contratos de opciones negociados en los mercados de derivados organizados en el
mundo, los contratos de opciones sobre acciones fueron los mas negociados en 2016, y
respecto a todos los contratos negociados en dichos mercados, las opciones sobre acciones
son los segundos contratos mas negociados, representando el 13% del total de contratos

derivados. (World Federetion of exchanges, 2017)

Por la importancia que presentan las opciones sobre acciones en el mercado de derivados, es
de gran valor desarrollar teoria para la optimizacion de inversiones sobre estos instrumentos.
La optimizacion dinamica es una rama de estudio de la teoria de optimizacion, en la cual se
busca que un agente tome decisiones de inversion de manera continua, sobre un sistema
dindmico. Este enfoque dindmico tiene como ventaja sobre el enfoque determinista, que se
apega mas a la realidad que enfrenta un inversionista en un mercado lleno de incertidumbre.
Richard Bellman, pionero de la teoria de programacion dindmica, encontrd en 1963 que el

método también era aplicable al calculo de variaciones y a problemas de control 6ptimo.

Asi, el control 6ptimo estocastico ha encontrado multiples aplicaciones en Finanzas y
Economia, como aquellas presentadas por Bjork (2004), en las que se utiliza la teoria de
control Optimo estocastico para la modelacion del problema de seleccion de cartera y
consumo Optimo. (Martinez Palacios & Venegas-Martinez, Control 6ptimo estocéstico en la

ensefanza de la economia matematica, 2011)

La ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) en el caso continuo es una ecuacion
diferencial parcial que se utiliza para modelar problemas dinamicos y es clave en la teoria de
control 6ptimo. La solucion de la ecuacion HIB es una funcion de valor que obtiene el costo

minimo o ganancia maxima dado un sistema dinamico asociado a una funcioén de costo. (Ross)

De modo que, el proposito de este trabajo es utilizar la teoria de control 6ptimo estocastico
para optimizar un portafolio que incluya una accioén, una opcion europea sobre la accion y
una cuenta de ahorro sin riesgo de incumplimiento. En este proceso, se resolvera la ecuacion

de Hamilton-Jacobi-Bellman para dicho sistema dindmico y se encuentran las trayectorias



optimas de inversion en cada instrumento. El andlisis de esta tesis puede ser de utilidad a
estudiantes y profesionistas que busquen estrategias de optimizacion de portafolios o que
quieran entender el desarrollo y la aplicacion de la funcion de Hamilton-Jacobi-Bellman para

la optimizacion dindmica en tiempo continuo.

Este trabajo esta seccionado en cuatro capitulos: En el capitulo 1 se realiza una descripcion
del instrumento derivado opcion financiera, concentrandose en la opcion Europea sobre
acciones, también se disponen los elementos tedricos caracteristicos intrinsecos a la
valuacion de estos. Asi mismo, se define el procedimiento general de negociacion de las
opciones en el Mercado Mexicano de Derivados (MexDer), las especificaciones generales
que rigen su emision y su valuacion. En el capitulo 2 se establece la teoria matematica y
econdmica involucrada en el planteamiento y resolucion del problema de control 6ptimo
estocastico que modela el problema de seleccion de cartera Optima y que es eje en este trabajo
de tesis, lo que incluye elementos de teorias de: la medida, célculo diferencial e integral,
ecuaciones diferenciales, procesos estocasticos, calculo estocastico, economia y
programacion dindmica y la ecuacion diferencial parcial de segundo orden, parabodlica y
lineal del modelo de Black-Scholes-Merton, que se obtendra en el capitulo cuarto mediante
fundamentos de racionalidad econémica. En el capitulo 3 se presenta el marco tedrico de
modelacion, mediante el planteamiento del problema de control optimo estocastico en
optimizacion dindmica en tiempo continuo, se establece la ecuacion diferencial parcial de
Hamilton-Jacobi-Bellman (EDP HJB) y se determinan las condiciones de primer orden del
modelo, mediante estas, los controles del problema, candidatos a 6ptimo y el Teorema de
Verificacion, que garantiza que las trayectorias solucion obtenidas a partir de la EDP HIB
son los que dan efectivamente la solucion 6ptima del problema de optimizacién dindmica.
En el capitulo 4 se modela mediante control 6ptimo estocéstico en programacion dindmica
en tiempo continuo un problema de seleccion de cartera y consumo 6ptimos que enfrenta un
agente econdmico racional que es dotado con una riqueza inicial y que enfrenta el problema
de como distribuir su riqueza entre inversion en tres activos, uno de ellos una opcion europea
de compra y consumo de un bien genérico, de forma tal que optimice su utilidad obtenida
presente y descontada, a la vez de no caer en banca rota en su horizonte temporal finito y
estocastico. Mediante el analisis de solucion de la EDP HJB y a partir de un sistema de

ecuaciones que modelan los premios al riesgo de la opcion europea y de la accidn, es posible
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caracterizar el modelo de valuacion de opciones europeas de compra de Black-Scholes-

Merton.
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Capitulo 1. Productos financieros derivados: opciones

europeas

1.1 Introduccion

Los productos derivados son instrumentos financieros cuyo valor deriva de la evolucion de
los precios de otros activos denominados activos subyacentes. Los subyacentes utilizados
pueden ser muy variados: acciones, cestas de acciones, commodities, valores de renta fija,
divisas, tipos de interés, indices bursatiles, materias primas y productos mas sofisticados,
tales como otros derivados, la inflacion, riesgos operativos, riesgos de liquidez, riesgos de
crédito, entre otros. Los derivados son contratos cuyos términos se fijan en una fecha, y su

transaccion se hace en una fecha futura.

El propdsito de los contratos derivados es manejar la incertidumbre sobre como se movera el

precio de un activo, principalmente mediante dos maneras:

« Ayudando a reducirlo en operaciones de cobertura, en las que ya se posee el activo y
se desea una proteccion frente a los movimientos adversos de los precios.
« Como una inversion mas, en la que el inversor apuesta por la direccion y amplitud

del recorrido que va a tomar el precio de un activo durante un periodo determinado.
(Comision Nacional del Mercado de Valores, 2006)

En los mercados de derivados de México se pueden encontrar principalmente los siguientes

tipos de productos derivados

. Futuros

« Opciones

o Warrants

« Certificados

. Contratos por diferencias (CFD)

(Comision Nacional del Mercado de Valores, s.f.)
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1.2 ¢Qué es un contrato de opcion financiera?

Una opcién financiera es un contrato, en el cual el comprador, adquiere del vendedor el
derecho, pero no la obligacion, de comprar (call) o vender (put) un activo subyacente a un
precio pactado (precio de ejercicio o precio strike) en una fecha futura, y el vendedor se
obliga a vender o comprar, segin corresponda, el activo subyacente al precio convenido. El
contrato de opcion financiera es estandarizado solo si se negocia en el mercado bursatil, y no

lo serd si se negocia en el mercado extrabursatil.

El precio de la opcion es lo que el comprador paga por obtener ese derecho y se denomina
prima. Llegada la fecha de vencimiento, al comprador le interesard o no ejercer la opcion en
funcién de la diferencia entre el precio strike y el precio que en ese momento tenga el
subyacente. El comprador puede ejercer dicho derecho, segtin se haya acordado en el contrato
respectivo. Si en el contrato de opcion se pacta el pago por diferencias, no se realizara la

entrega del activo subyacente.

Una tipificacion de las opciones es atendiendo al derecho que otorgan o en funciéon de su

fecha de vencimiento:

« Segun el derecho que otorgan:
= Opcion de compra o call: el comprador tiene el derecho (pero no la obligacion)
a adquirir el subyacente a un precio determinado.
= Opcion de venta o put: el comprador tiene el derecho (pero no la obligacion) a
vender el subyacente a un precio fijado.
« En funcién del momento en que pueden ejercerse:
= Opcidn americana: se puede ejercer en cualquier momento, desde el inicio del
contrato hasta la fecha de vencimiento.

= Opciodn europea: solo se puede ejercer en la fecha de vencimiento.

Las opciones se emiten sobre diversos activos subyacentes. En el mercado se encuentran:
opciones sobre acciones, opciones sobre indices bursatiles, opciones sobre divisas, opciones
sobre contratos de futuros, opciones sobre tasas de interés y opciones sobre commodities,

entre otros.
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En lo siguiente, se hard el andlisis para opciones europeas sobre acciones, por lo que cuando
se hable de una opcion financiera, se referird a este tipo de opciones. (Comisiéon Nacional

del Mercado de Valores, s.f.)

1.2.1 Posiciones en las opciones financieras
Como se dijo anteriormente, una opcion financiera otorga al comprador del contrato el

derecho de comprar o vender una accion de precio en el mercado S, , a un precio strike K,

en una fecha futura, 7', en el cual el comprador paga una prima P por el contrato.
Al hecho de comprar una opcidn se le conoce como tomar la posicion larga en la negociacion,

y al hecho de vender o emitir la opcidn se le conoce como posicion corta. Por lo que existen

cuatro tipos de posiciones en las opciones:

1) Posicion larga en una opcion call: derecho a comprar acciones a un precio fijo, en

una fecha previamente pactada.

El agente en esta posicion tendra el derecho, mas no la obligacion, de comprar la accion
al precio strike K, en la fecha 7 . La decision de ejercer o no la opcion en la fecha

pactada T estard dada por la diferencia de precios entre S, y K, donde al agente le
conviene comprar la accion si el precio strike K es menor que el precio de la accion §,

en el mercado, y le convendra no ejercer la opcion si ocurre lo contrario. Por lo que la

ganancia o pérdida (sin descontar) del agente al tiempo 7 estd dada por

max {S, —K,0} - P,

y es ilustrada en la siguiente grafica, de acuerdo al valor de la accion en el mercado S, :
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Grafica 1.1 Posicion larga en una opcion call.

2) Posicion larga en una opcion put: derecho a vender acciones a un precio fijo, en una

fecha previamente pactada.

El agente en esta posicion tendra el derecho, mas no la obligacion, de vender la accion al
precio strike K , en la fecha pactada 7 . La eleccion de ejercer o no la opcion en la fecha

pactada sera determinada por la diferencia de precios entre S, y K, donde al agente le

conviene vender la accion si el precio strike K es mayor que el precio de la accion en el

mercado §,, y no le convendra ejercer la opcion si sucede lo contrario. Por lo que la

ganancia o pérdida (sin descontar) del agente en la fecha pactada 7 esta dada por
max {K —S,,0} - P,

y se muestra en la siguiente grafica, de acuerdo al valor de la accion en el mercado S, :

Grafica 1.2 Posicion larga en una opcion put.
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3) Posicion corta en una opcion call: obligacion de entregar las acciones al precio

previamente establecido, en caso de que la opcion sea ejercida.

El agente en esta posicion tendra la obligacion de vender la accion al precio strike K , en
la fecha 7, si asi lo decide la contraparte del contrato, es decir, quien toma la posicion
larga de la opcion call. Por lo que, el agente estara obligado a vender la accion si el precio

strike K es menor que el precio de la accion en el mercado S, , consecuentemente, la

ganancia o pérdida (sin descontar) del agente al tiempo 7 est4d dada por
P-max{S, —K,0},

y es ilustrada en la siguiente grafica, de acuerdo al valor de la accion en el mercado S :

Grafica 1.3 Posicion corta en una opcion call.

4) Posicion corta en una opcidon put: obligacion de recibir las acciones al precio

previamente pactado, en caso de que la opcidn sea ejercida.

El agente en esta posicion tendra la obligacion, de comprar la accion al precio strike K,
en la fecha pactada 7 , si asi lo decide la contraparte del contrato, es decir, quien toma la
posicion larga de la opcion put. Por lo que, el agente estard obligado a comprar la accion
si el precio strike K es mayor que el precio de la accion en el mercado S, ,
consecuentemente, la ganancia o pérdida (sin descontar) del agente al tiempo 7 estd dada

por
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P-max {K -S,,0},

y se muestra en la siguiente grafica, de acuerdo al valor de la accion en el mercado S, :

/ K [
P-EH

Grafica 1.4 Posicion corta en una opcion put.

1.3 Tipos de negociantes de opciones

Los agentes pactan contratos de opciones con distintos propdsitos; segun el tipo de beneficio
que se busque, el agente elegira la posicion en la opcion y sus caracteristicas. Los agentes
que negocian productos derivados, en general, se pueden clasificar en coberturistas,

especuladores y arbitrajistas.

Los coberturistas son los que hacen operaciones de cobertura con futuros, contratos a plazo
y de opciones para reducir el riesgo que afrontan ante movimientos potenciales en el mercado
variable. Los contratos de opciones, proveen una manera de proteger a los inversores contra
los futuros movimientos de precios adversos y permiten un beneficio si hay movimientos

favorables de precio.

Los especuladores utilizan los instrumentos financieros para apostar acerca de la direccion
futura del mercado, bien de que el precio de un activo vaya al alza o a la baja. Las opciones
financieras aportan para los especuladores, una via para obtener apalancamiento; en el

contraste sus pérdidas estan limitadas al pago de la prima de las opciones.

Los arbitrajistas toman posiciones compensadoras en dos 0 mas instrumentos asegurandose
un beneficio, al aprovecharse de las posibles discrepancias de precios entre dos mercados

distintos. (Hull, 1993)
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1.4 Mercados de derivados financieros en México

Las opciones pueden ser negociadas en dos tipos diferentes de mercados, los mercados over-
the-counter (OTC) y los mercados organizados. La mayor parte de las bolsas de instrumentos

financieros derivados son totalmente electronicas.

Los mercados organizados o listados son aquellos que estan regulados y en donde los
contratos son estandarizados en términos de su fecha de vencimiento, precio de ejercicio y el

tipo de opcion: call o put.

1.4.1 Mercados OTC

Los mercados OTC, o mercados secundarios, se han vuelto cada vez mas importantes y
actualmente es mas grande que las negociaciones en bolsas. Las instituciones financieras, las
tesorerias corporativas y los administradores de fondos realizan las negociaciones por
teléfono. En el mercado secundario son particularmente usadas las opciones de divisas y de
tasas de interés. La mayor ventaja del mercado OTC es que los contratos de opciones pueden
ser adaptados por instituciones financieras para satisfacer las necesidades del cliente, por otra
parte, la principal desventaja potencial de este mercado es que el emisor de la opcion puede

incurrir en incumplimiento y el comprador esta sujeto a riesgo de crédito. (Hull, 1993)

1.4.2 Mercado Mexicano de Derivados (MexDer)

MexDer, Merado Mexicano de Derivados, S.A. de C.V. es la Bolsa de Derivados de México,
la cual inici6 operaciones el 15/12/1998 al listar contratos de futuros sobre subyacentes
financieros, siendo constituida como una sociedad anonima de capital variable, autorizada

por la Secretaria de Hacienda y Crédito Publico (SHCP).

La creacion del Mercado de Derivados listados, inicidé en 1994 cuando la Bolsa Mexicana de
Valores y el Instituto Central para el Deposito de Valores (S.D. Indeval) asumieron el
compromiso de crear este mercado. La BMV financi6 el proyecto de crear la bolsa de
opciones y futuros que se denomina MexDer, Mercado Mexicano de Derivados, S.A. de C.V.
Por su parte Indeval tomo la responsabilidad de promover la creacion de la camara de

compensacion de derivados que se denomina Asigna, Compensacion y Liquidacion,
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realizando las erogaciones correspondientes desde 1994 hasta la fecha de constitucion de las

empresas. (MexDer, s.f.)

1.4.2.1 Entes participes en contratos de opcién en MexDer
En el proceso del contrato de una opciodn, fungirdn entes que negociaran y entes que seran
responsables de que el contrato se lleve a cabo adecuadamente en cada etapa. Aquellos que

son participes en el contrato de una opcion se pueden clasificar de la siguiente manera:
« Operadores

Son instituciones de crédito, casas de bolsa y demas personas morales, que tienen acceso
al Sistema Electronico de Negociacion de MexDer, para la celebracion de contratos de

Futuros, Opciones y Swaps. Existen 3 tipos de operadores:

= QOperador por Cuenta Propia: Opera los recursos de su propia Entidad Financiera
o de su propia empresa

= QOperador por Cuenta de Terceros: Opera los recursos de otras Entidades
Financieros o empresas

= QOperador por Cuenta Propia y de Terceros: Opera con sus propios recursos y otros

recursos de Entidades Financieras y empresas

. Formadores de Mercado

Se obligan a presentar posturas de compra o venta para la celebracion de un nimero
determinado de Operaciones por Cuenta Propia dentro de un diferencial de precios, a

efecto de otorgar mayor liquidez al mercado.

« Socios liquidadores

Es el fideicomiso que es miembro de Asigna y participa en su patrimonio. Su finalidad
es liquidar y, en su caso, celebrar por cuenta de clientes, contratos de futuro y contratos

de opcion operados en MexDer.

18



« Clientes

Los clientes pueden operar, invertir y cubrir sus posiciones en MexDer a través de
operadores, quienes actuan como intermediarios en la ejecucion de operaciones, y Socios

liquidadores, quienes son solidarios responsables ante la cAmara de compensacion Asigna.

1.4.3 Mecénica de los mercados de opciones sobre acciones
Las opciones sobre acciones se negocian sobre varios miles de acciones diferentes. Un
contrato otorga al tenedor el derecho de comprar o vender 100 acciones a un precio de

ejercicio especificado.

Los mercados regulados en el mundo tienen especificaciones generales minimas que rigen la
emision de los contratos de opcidn sobre acciones, tales como: fecha de vencimiento, precio
de ejercicio, terminologia, dividendos y limites de posicion y de ejercicio. Y especificaciones
generales de cotizacidn, negociacion, garantias, compensacion, regulacion y fiscalizacion
que varian dependiendo de las politicas, calendarios y horarios de servicio de las instituciones
financieras de operacion de productos derivados y de las instituciones reguladoras de cada

pais y de cada estado.

« Activo. En estos contratos en general los activos subyacentes estan bien definidos.
Es importante que la Bolsa estipule la categoria o categorias del satisfactor que son
aceptables.

« Fecha de expiracion. Una de las caracteristicas que se usan para describir una opcion
es el mes en el que se fija la fecha de expiracion. De modo que una opcién sobre una
accion con fecha de expiracion en enero, expira el sdbado posterior al tercer viernes
del mes de expiracion. El ultimo dia que se negocian es el tercer viernes del mes de
expiracion.

« Precio de ejercicio. Por lo general la bolsa de valores elige los precios de ejercicio a
los cuales se pueden emitir las opciones, de tal modo que quedan espaciados entre
$2.5, %5 0 $10.

« Terminologia. Existen términos que se utilizan para hacer referencia a situaciones

especificas en el mercado de opciones, algunos de los que son:
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= Clase de opciones y Serie de opciones. Para cualquier activo en un momento
determinado, se pueden negociar muchos contratos de opciones diferentes. A
todas las opciones de un mismo tipo (call o put) se les llama clase de opciones,
y a todas las opciones de una misma clase de opciones con la misma fecha de
expiracion y precio de ejercicio se les llama serie de opciones.

= Inthe money, At the money y Out of the money. Una opcion in the money es
aquella que le daria una cantidad positiva de dinero al poseedor si se ejerciera
en ese instante. Similarmente, una opciodn at the money no generaria ningin
flujo de dinero al poseedor si se ejerciera en ese momento, y una opcion out
the money dejaria un flujo de efectivo negativo al poseedor. De modo que,

una opcion call con posicion larga, estaria in the money si S, >K , at the
money si S, =K 'y out the money si S, <K .

= Valor intrinseco. El valor intrinseco de una opcion se define como el maximo
entre cero y el valor que tendria la opcion si se fuera instantaneamente ejercida.
Para una opcion call europea con posicion larga, el valor intrinseco seria
max(S, —K,0) y para una opcion put europea con posicion larga, el valor
intrinseco seria max(K —S,,0).
Particiones de acciones. Las opciones que se negocian en Bolsa por lo general no
hacen ajustes a los términos del contrato de opcion cuando hay dividendos en efectivo
(a menos que sean muy grandes). Las opciones que se negocian en Bolsa se ajustan
por las particiones en acciones. En general una particion de acciones de n por m
debe ocasionar que el precio de las acciones disminuya a m/n de su valor anterior y
el nimero de acciones que se cubre por un contrato aumenta a n/m de su valor
anterior.
Dividendos. Las opciones sobre acciones son ajustadas por los dividendos de las
acciones. El dividendo es la distribucion de una porcion de las ganancias de una
compaiiia a un grupo selecto de sus accionistas, dicha distribucion es decidida por la

Junta Directiva de la compaiiia. Los dividendos no tienen efecto sobre los activos o
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sobre el poder adquisitivo de la empresa. Usualmente, el precio? de una opcion baja
si se generan dividendos.

. Tamafo del contrato. En este se especifica la cantidad del activo que tiene que
entregarse en conformidad con el contrato celebrado.

. Posiciones limite*. Define el nimero méaximo de contratos de opciones que un
inversionista puede mantener en un lado del mercado.

« Ejercicios limite. Por lo general es igual a las posiciones limite, es el maximo de
contratos que puede ejercer cualquier individuo, en cualquier periodo de 5 dias
habiles consecutivos. En la mayoria de los contratos, la bolsa especifica los limites y
los movimientos diarios del precio, el objetivo es prevenir la ocurrencia de

movimientos de precios fuertes debido a exceso de especulacion. (Hull, 1993)

1.4.3.1 Mecanica para operar contratos de opciones sobre acciones en MexDer
Enseguida, se muestran especificaciones de MexDer para poder operar contratos de opciones

sobre acciones.
Horario

El horario de negociacion de los contratos de opcion sobre acciones, sera en dias habiles de

las 7:30 horas a las 15:00 horas tiempo de la Ciudad de México
Activo

En MexDer se pueden negociar opciones sobre las siguientes acciones: ALFA A, ASUR B,
América Movil L, Cemex CPO, FEMSA UBD, KOF L, GAP B, GM¢xico B, LALA B,
MEXCHEM, Naftrac ISHRS, PE&OLES, PINFRA, Tlevisa CPO y Walmex V.

También se pueden negociar opciones sobre futuros del IPC de la BMV y opciones sobre

divisas, especificamente sobre el dolar de los Estados Unidos de América. (MexDer, s.1.)

2 El precio de las acciones es afectado por los dividendos en el periodo de los ex dividendos. El periodo de ex
dividendos corresponde al plazo de tiempo comprendido entre la fecha de pago del dividendo y los 10 dias
hébiles anteriores.

3 El socio liquidador es el agente que determina el nimero de acciones en el limite de posiciones, de acuerdo a
la liquidez del mercado.
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Fecha de expiracion o vencimiento

En MexDer las fechas de vencimiento de todas sus opciones listadas son los terceros viernes
de los meses de marzo, junio, septiembre y diciembre, o el dia héabil anterior si este dia fuera

festivo o inhabil.
Precio o prima de la opcion

Es el precio pagado por el comprador al vendedor de opciones por adquirir el derecho a
comprar o vender un activo subyacente. Las primas de las opciones sobre acciones, se cotizan
en pesos por accion, por lo tanto, una prima de 30 significa que el derecho de compra o el

derecho de venta vale 3000 pesos por contrato (30 x 100 acciones).
Tamafio del contrato

Cada contrato de opcidn sobre acciones que se negocia en MexDer representa 100 acciones.
En casos excepcionales, algunos contratos pueden tener temporalmente algunos

vencimientos pueden tener un valor nominal diferente a 100 acciones por contrato.

En el caso de la opcion sobre el Futuro del IPC, el tamafio del contrato correspondera a
multiplicar el IPC por 10, y el resultado sera expresado en pesos. Por altimo, el tamafio del

Contrato de Opcion sobre el dolar sera de 10,000 ddlares.
Meses para la entrega

El periodo del contrato serd en ciclo trimestral y hasta de un afio, durante los meses: Marzo,

junio, septiembre y diciembre.

1.5 Métodos de valuacion de opciones: Modelo de Black-Scholes
La ecuacion diferencial de Black-Scholes es una ecuacion que debe satisfacer el precio, £,

de cualquier derivado dependiente de un subyacente que no paga dividendos. Dicho modelo
fue inicialmente creado por Fischer Black y Myron Scholes, quienes en 1960 probaron que,
bajo una revision dindmica al portafolio de un derivado, se podria eliminar las ganancias o

pérdidas esperadas del derivado, inventando asi el concepto de neutralidad al riesgo.
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El modelo de Black-Scholes fue publicado en 1973 en el articulo “The Pricing of Options
and Corporate Liabilities” en el Journal of Political Economy, después, Robert C. Merton
publicé un articulo que expandia el razonamiento matematico del modelo de valuacién de
opciones, acufiando el término “Modelo de valuacion de opciones de Black-Scholes”. Merton
y Scholes recibieron el Premio Nobel en Ciencias Econémicas de 1997 por sus trabajos,
siendo Black inelegible por su fallecimiento en 1995, pero mencionado por los contribuidores

de la Academia.

Los supuestos que se utilizan para deducir la ecuacion diferencial de Black-Sholes son los

siguientes:

1. El activo subyacente es una accidon que no paga dividendos durante la vida del
contrato.

2. EIl precio del activo subyacente esta definido por un movimiento Browniano

geométrico.

Las ventas en corto del subyacente estdn permitidas.

No existen los costos de transaccion o los impuestos.

El subyacente se puede comprar y vender en cualquier fraccion de unidad.

No hay oportunidades de arbitraje.

N kW

El mercado opera de manera continua, es decir, no hay fines de semana ni dias
festivos.
8. La tasa libre de riesgo, 7, es constante y es la misma para cualquier fecha de

vencimiento.
(Hull, 1993)

Se ha encontrado la solucién a la ecuacion diferencial de Black-Scholes* desde distintos
planteamientos matematicos bajo los supuestos mencionados anteriormente. En seguida, se
describen las técnicas y supuestos aplicados para obtener el precio de la opcion bajo ciertos

enfoques matematicos.

4 Para ver la definicion formal de la ecuacion diferencial estocastica de Black-Scholes, véase el subtema
“Ecuacion diferencial estocastica de Black-Scholes™ del capitulo “Teoria matematica y econémica pertinente
en la modelacion”. También se recomienda leer el subtema anterior, “Calculo estocastico”.
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Enfoque probabilista

En el enfoque probabilista se supone que el activo subyacente es una accidon que no paga
dividendos durante la vida del contrato y que su precio es conducido por un movimiento
Browniano geométrico *neutral al riesgo. El precio o la prima de la opcién se calcula como
el valor presente del valor esperado del valor intrinseco. Para ello, se determina primero la
funcién de densidad del precio del subyacente en la fecha de vencimiento. Posteriormente,
se calcula la integral que define el valor presente del valor intrinseco esperado, lo cual

proporciona el precio teorico de la opcion Europea tipo call.

Enfoque de ecuaciones diferenciales parciales

En este enfoque, se utiliza el supuesto de ausencia de arbitraje en el mercado para obtener la
ecuacion diferencial parcial Black-Scholes cuando el precio de la accién es conducido por
un movimiento Browniano geométrico. Esta ecuacion diferencial parcial es separable de
segundo orden, por lo que existe una solucion a la ecuacion, y al fijar la condicion final como

el valor intrinseco del derivado, se deduce la solucion, es decir, el precio de la opcion Europea.

Enfoque de portafolios replicantes

En el enfoque de portafolios replicantes se buscara replicar, en cada instante, el valor de una
opcion europea mediante un portafolio, dicho portafolio combinard una posicion larga de la
accion con un depdsito bancario. Se supone que el activo subyacente y la opcion se negocian
en forma continua de tal manera que el riesgo se elimine en todo momento, es decir, la
cobertura es dindmica. Bajo este desarrollo, se obtiene la ecuacion diferencial parcial

separable de Black-Scholes, cuya solucion se puede encontrar desde distintos enfoques.

5 Para una definicion formal de movimiento Browniano geométrico, véase el subtema “Calculo estocéstico” del
capitulo “Teoria matematica y econdmica pertinente en la modelacion”, especificamente la pagina 44.
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Enfoque de la ecuacion de calor

En este enfoque se transforma la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes en la ecuacion
de difusion de calor mediante cambios sucesivos de variables. La ecuacion de difusion de
calor tiene soluciones analiticas explicitas que son sencillas de aplicar. Estas soluciones
describen cémo se difunde, al transcurrir el tiempo, el calor en una varilla de longitud infinita
después de haber sido calentada en un tiempo inicial. Cuando se obtiene la solucién de la
ecuacion de calor, se invierten los cambios de variable para lograr determinar el precio

teorico de una opcion Europea de compra. (Venegas-Martinez, 2008)
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Capitulo 2. Teoria matematica y econémica involucrada

en la modelacién

2.1 Teoria de la medida

Los conceptos de teoria de la medida serdn una base fundamental para la teoria de procesos

estocasticos, de la que se derivard la teoria de la integral de 1t6 y el célculo estocéstico.

Definicion. Sigma algebra (c-algebra)

Sea X un conjunto no vacio, una clase no vacia /' < X se llama c-algebra de subconjuntos

de X, si:

1. XeF.
2. EDeF=E-DeF.

es una sucesion de elementos de F, entonces UE,, eF

n=l1

3. Si(E,)

neN

A la pareja (X F ) se le llama espacio medible y a los elementos de F se les llama eventos

o conjuntos medibles. (Grabinsky, 2013)

Teorema

Sea F una familia no vacia de c-4lgebras de subconjuntos de X, entonces ﬂ{S |SeF } es

una c-algebra de subconjuntos de X. (Grabinsky, 2013)

Definicion. c-algebra generada

Sea C una coleccion no vacia de subconjuntos de X. La c-dlgebra generada por C,

denotada por o(C), es la coleccion
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o(C)=[{F|F es c-dlgebray C = F}.

(Grabinsky, 2013)

Definicion. c-algebra de Borel de R

Sea (X ,z') un espacio topologico. La c-dlgebra B generada por la topologia 7 se llama la
c-algebra de Borel. Si X =R y rc P(R) es la topologia usual de R , entonces a

B, =o(7) selallama la c-algebra de Borel de R . (Grabinsky, 2013)

Definicion. Espacio medible

Un espacio medible es una pareja (X v ) en la que X es un conjunto no vacioy F es una

o -élgebra de subconjuntos de X. (Grabinsky, 2013)

Definicion. Medida

Sea (X,F) un espacio medible. Una medida en (X,F) es una funcion x: X — R con las

siguientes propiedades:

1. ,u(@)zO.
2. ,u(E) >0, para cualquier E € F.

3. Si {En} es una sucesion de elementos disjuntos entre si de F', entonces:

ﬂ@EnJ:gﬂ(En)-

(Grabinsky, 2013)
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Definicidén. Medida de probabilidad

Sea (X F ) un espacio medible. Una medida de probabilidad es una funcion P: F — [0,1]
que satisface

1. P(X)=1.

2. P(A4)=0, para cualquier 4€F.

3. Si 4,A4,,..€F son ajenos dos a dos, esto es, 4 NA = para n#m, entonces

P(OAnj:gP(An).

n=1

(Rincon, Curso intermedio de probabilidad, 2007)

Definicion. Espacio de medida

Un espacio de medida es una terna (X, F, ) en donde (X, F) es un espacio medible y u

es una medida definida sobre F. (Grabinsky, 2013)

Definicion. Espacio de probabilidad

Un espacio de probabilidad es una terna (X v ,P) , en donde (X v ) es un espacio medible

y P es una medida de probabilidad definida sobre F. (Rincén, Curso intermedio de

probabilidad, 2007)

Definicion. Funcion medible

Sean (X,F) y (Y,F') dos espacios medibles. Una funcién f:X — 7Y se llama medible

relativa a las o -algebras F y F' si 1~ (E') e FF VE'e F'. (Grabinsky, 2013)
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Definicién. Variable aleatoria

Sean los espacios medibles (X,F)y (R, B, ), una variable aleatoria real es una funcién

G: X — R tal que para cualquier conjunto Boreliano B, se cumple que el conjunto G (B)
esunelemento de F. Es decir, una variable aleatoria es una funcion medible cuyo codominio
es R, con la o -adlgebra de Borel. (Grabinsky, 2013) (Rincén, Curso intermedio de

probabilidad, 2007)

2.2 Teoria de calculo diferencial e integral, y ecuaciones diferenciales

Algunos de los conceptos de la teoria de calculo diferencial e integral en esta seccion se
utilizaran en el capitulo 4 para derivar la ecuacidon de Hamilton-Jacobi-Bellman, como son:
el teorema del valor medio, el teorema de Taylor para funciones f :R" — R y la notacion
de Landau. La teoria de ecuaciones diferenciales sirve como introduccion al célculo

estocastico, y se emplea también en la solucién de una ecuacion diferencial para obtener la

solucidn analitica de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Teorema del valor medio

Sea /:R— R que cumple feC,,, feC',,  entonces 3¢ € (a,b) tal que

f(b)=f(a)=71"(c)(b-a).
Este teorema se puede extender a una funcion definida por una integral.

Sea g:R — R que cumple g € C,,,, entonces utilizando el teorema del valor medio y el 1¢

teorema fundamental del calculo se tiene que 3& € (a,b) tal que
b

Ig(x)dx=g(§)(b—a).

a

(Weistein, s.f)
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Teorema de Taylor para funciones f:R — R

Sea f:DcR—>R, x, punto interior de D. Si f es n veces derivable en V (x,) y la n-
¢sima derivada de f es continua ahi, entonces IR :Dc R — R, llamada también la

funcion residuo, tal que

f(x)zf(xo)+k'z;%(x_xo)"+zen (%),

donde lim Lx)n =0

X=X, (x_xo)

y el n-ésimo polinomio P, (x) esta definido por

k=1 k!

(Apostol, 1967)

Teorema de Taylor para funciones f:R* >R

Sea f:Dc R’ — R, x, punto interior de D. Si / es n veces derivable en B, (x,) y la n-

¢sima derivada de f es continua ahi, entonces 3R :Dc R’ - R, llamada también la

funcién residuo, tal que

=1

3 L0 (0 M=)+, (1),

f(x)=1(x)+

R, (x)

donde lim —=0,
=3 ||y — X, ”

k .oy . r . , g . .
D" es un vector cuyo i-ésimo término estd dado por el i-ésimo coeficiente de la suma

multinomial
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k o7 . 7 . r .o .
y (x - xo) es un vector cuyo i-ésimo término esta dado por el i-ésimo coeficiente de la suma

multinomial

(5 =00 )+ (3 = ) et (=30, )) -

Si se toma el caso particular f:DcR> - R con n>2, se tiene

af(xoayo)( ) af(x;,y())(y_yo)

f(x>J’):f(xoayo)+ o

1 8Zf(’CwyO)(x_xo) 0 f (%o )(y_yO)Z

2 ox’ oy’

0 f (%0, . -
2L (o)) 320 (o )
+R,(x,).

(Rudin, 1987)

Teorema. Maximos v minimos locales®

Sean f:U cR" >Ry x, punto interior de U. Si / alcanza en x, un valor maximo local

(minimo local) sobre U y / es derivable en x,, entonces Df (xo) es la constante cero

(Df(xo) = 6). (Péaez Cardenas, 2012)

6 Se empleara el teorema de maximos y minimos locales para obtener las soluciones 6ptimas de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman en los capitulos 3 y 4. Se utilizara el teorema en la funcion de utilidad instantanea

propuesta, con dominio contenido en R” y codominio en R.
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Definicion. Notacion de Landau- o minascula

Sean f,g funciones, se dice que f(x) =0(g(x)) cuando x — x, siy sélo si

lim & =0
=% g(x)

Propiedades de las funciones o minuscula

. o(g()+o(g(0)=o0(g(x)
o(¢)

lim ——==
XX g(x)

(Stover, s.f.)

Definicion. Ecuacion diferencial ordinaria (EDO)

Una ecuacion diferencial ordinaria es la ecuacion diferencial que relaciona una funcion

desconocida f:R — R con su variable independiente x y sus derivadas respecto a tal

variable 1, f",..., /. Siendo F una relacion, la EDO se puede plantear como

F(x, £, £ '00), £ (), S () = 0.

Una funcion u:/ <R — R es llamada la solucidn, y su grafica se llama curva integral de

F,siu es n veces derivableen [, y
F(x,u(x),u '(x),u "(x),...,u(")(x)) =0, xel.

(Blanchard, Devaney, & Hall, 1999)

Definicion. Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es una EDO en la que se relaciona una
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funcion desconocida f:IR — R con su variable independiente x y su derivada respeto a tal

variable f'. Siendo F una relacion, la EDO de primer orden se puede plantear como

F(x, f(x), f'(x))=0

(Blanchard, Devaney, & Hall, 1999)

Teorema de existencia para ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Supongamos que F (x, y) es una funciébn continua en un rectangulo de la forma
{(x,y)‘a <x<b,c<y <d} en el plano x—y. Si (x,,y,) es un punto en este rectangulo,

entonces existe una £ >0 yuna funcion y (x) definida para x, —& <x <X, +¢& que resuelve

el problema de valor inicial

d
d—i:F(X,Y): J’(xo):yo

(Blanchard, Devaney, & Hall, 1999)

Teorema de unicidad para ecuaciones diferenciales de ordinarias de primer orden

. . or . . .
Si las funciones F (x, y) y — son funciones continuas en un rectangulo de la forma

{(x,y)‘a <x<b,c<y< d} en el plano x—y. Si (xo,yo) es un punto en este rectangulo y

si y,(x) y »,(x) son dos funciones que resuelven el problema de valor inicial

d
—=F(xy). v(w)=xn

para toda ¢ en el intervalo x, —& <x<x,+¢&, con € >0, entonces

y (x) =, (x)
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para x,—&<x<Xx,+é&. Es decir, la solucion al problema de valor inicial es uUnica.

(Blanchard, Devaney, & Hall, 1999)

Ecuacion diferencial lineal de primer orden

Las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden son de la forma

%+P(x)y:Q(x),

)

donde y:R—> R es una funcién desconocida y P,Q:R — R son funciones continuas

conocidas.

Para encontrar la solucion de la ecuacion, se busca la funcion y que sea producto de dos

funciones:

y(x)=u(x)v(x),

con su respectiva derivada

dy _ dv  du
dx dx  dx
Si se sustituyen en (1) se tiene
u dv +v du +Puv=0Q
dx  dx
u @+ij+v@ =0,
dx dx
y si se elige v que cumpla
dv + Py =0,
dx

con v(x)#0 Vx, entonces v sera de la forma
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_ e—J-P(x)dx.

Como v cumple (2), u queda definida por

Consecuentemente, u es de la forma

u= I&x))dx +C=C+ J'Q(x)ejp(s)dsdx

VX

Por lo que la solucion a la ecuacion (1) es

) jp(mt C+[owe Jro J

(Planet Math, 2013)

Ecuacion de Bernoulli’

Las ecuaciones de Bernoulli son ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de la

forma
Dy h(x)y = j(x)" @)
dx

donde 4, j:R — R son continuas y k #0,1.

Este tipo de ecuaciones se solucionan al sustituir
7=yt (@)

en la ecuacion (3), de donde se obtiene

7 Se obtendra la solucién a una ecuacion de Bernoulli cuando se busque la representacion analitica de la
ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman, bajo la funcion de utilidad instantanea propuesta.
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dz

—+(1-k)h(x)z=(1-k) j(x),

dx

la cual es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. Una vez que se obtiene la solucion

general y se sustituye en (4), se habra resuelto la ecuacion de Bernoulli. (Planet Math, 2013)

Definicion. Ecuacion diferencial parcial de segundo orden

La forma general de las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden no lineales es
F(X,y,Dy,Dy)=0,

donde X eR", y:QcR" - R, Dy=Vy y D’y representa todas las segundas derivadas de

y respecto a x. La funcion F es conocida y depende a lo mas 2n+1+nr° argumentos.

(Miersemann, 2012)

2.3 Teoria de procesos estocasticos

La teoria de procesos estocasticos es un fundamento en el célculo estocastico, en el cual se
basa la modelacion del problema de control optimo estocastico. En este tema, también, se
describen conceptos utilizados en el planteamiento del problema de control, como lo son el

tiempo de paro y la filtracion Browniana aumentada.

Definicion. Proceso estocastico

Un proceso estocéstico es una coleccion de variables aleatorias {X,|t € A} parametrizada
por un conjunto A, llamado espacio parametral, en donde las variables toman valores en un
conjunto S llamado espacio de estados.

Se dice que el proceso es a tiempo discreto si A = {0,1, 2,...} y se dice que el proceso es a
tiempo continuo si A:[O,oo) o A:[a,b], con a<beR . (Rincon, Introduccion a los
procesos estocasticos, 2012)
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Definicion. Filtraciones

Una filtracion a tiempo continuo es una coleccion no numerable de sub c-algebras {F,}
tal que F,  F,,cuando 0<s<t¢. La filtracién natural o candnica de un proceso a tiempo
continuo {X,[¢>0} es la coleccion de c-dlgebras {F,}  dadas por F,=c{X,|0<s<t},
esto es, F, es la minima c-algebra que hace que cada una de las variables X, para valores

t

de s en el intervalo [0,¢], sean medibles.

Dada una filtracion {F,} _ , se define

>0

r.=o|Ur |

la menor c-algebra que contiene a F, V¢>0. (Rincon, Introduccion a los procesos

estocasticos, 2012), (Saglietti, 2009)

Definicion. Proceso adaptado

Se dice que un proceso estocastico {Xt|t20} es adaptado a una filtracion {Ft}t20 si la

variable X, es F,-medible V¢>0. (Rincon, Introduccion a los procesos estocasticos, 2012)

Definicién. Tiempo de paro®

Una variable aleatoria 7 con valores en [0,00)U{OO} es un tiempo de paro respecto a una

filtracion {F,}  sipara >0 secumple que (7 <t)eF,. Lacondicion (7 <t)e F, sepuede

>0

interpretar de la siguiente manera: la pregunta de si el evento de interés ha ocurrido al tiempo

8 En el capitulo 4 se emplea un tiempo de paro en el planteamiento del problema de control 6ptimo estocastico.
Dicho tiempo de paro representa el instante en el que lariqueza del agente se vuelve 0, que restringe el problema
de control a concluir si ocurre dicho evento.
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t o antes, debe poder ser respondida con la informacién dada por la filtracion al tiempo ¢, es

decir F,. (Rincon, Introduccion a los procesos estocasticos, 2012)

Definicion. Martingala

Sea (Q,F ,P) un espacio de probabilidad, se dice que un proceso {Xt|t20} €s una

martingala respecto de una filtracion {Ft}t> , Sicumple las siguientes condiciones:

1. Es integrable.
2. Esadaptado a la filtracion.

3. Para cualesquiera 0 <s<t¢,
E(X|F)=X,, cs.

(Rincon, Introduccion a los procesos estocasticos, 2012)

Definicion. Movimiento Browniano

Sea (Q,F ,P) un espacio de probabilidad y {Ft}tzo una filtracion contenida en F . Se dice
que el proceso estocastico W={VK|tZO} es un movimiento Browniano si satisface las
siguientes condiciones

1. W,=0 cs.

2. Las trayectorias ¢+ W, son continuas.

3. W esadaptado a la filtracion {F[}IZO.

4. Dados s, >0, el incremento W,,, —W, ~ N(0,¢) y es independiente de F..

s+t

La filtracion {E},>0 es parte de la definicion de movimiento Browniano. Sin embargo, si se
tiene un proceso W sin filtracion asociada, entonces W resulta un movimiento Browniano

con respecto a la filtracion generada por el proceso. Esta filtracion se denota {F,W}PO y es
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definida para cada ¢t como F" :O'(WS|OSsSt). (Rincon, Introduccion a los procesos

estocasticos, 2012), (Saglietti, 2009)

Definicion. Conjuntos P-nulos para F

Sea W un movimiento Browniano, dada {EW} . la filtracion generada por el procesoy F.
>

la menor c-4lgebra que contiene a " V¢ >0, se define
N:={LcQ|3GeF) conLc G, P(G)=0}

como la clase de conjuntos P-nulos para F". (Saglietti, 2009)

Definicién. Filtracién Browniana aumentada’

Para cada 0 <t <0, se define

F’=c(F"UN).

t

La filtracion {I:;W} , S€ conoce como la filtracion Browniana aumentada. (Saglietti, 2009)
1>

2.4 Integral de 116 y célculo estocastico

2.4.1 Construccion de la integral de 1t6
En este trabajo, se buscard explicar a grandes rasgos la construccion y las propiedades de la
integral de It6, sin demostrar los procedimientos, pero resaltando elementos y cualidades

pertinentes en su construccion.

® La filtracién Browniana aumentada sera utilizada en el planteamiento del problema de control 6ptimo
estocastico en los capitulos 3 y 4. Dicha filtracion serd necesaria para resolver el problema de control. (Venegas-
Martinez, 2008)
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Dado un espacio de probabilidad (Q,F ,P), se considera un movimiento Browniano
estandar {¥,|¢>0} con su filtracién natural {F,} 'y un proceso {X,}  con espacio

t

parametral [O,T ], con T >0 fijo, que cumple las siguientes condiciones:

1. X:Qx[0,T] >R es F, ®B[0,T]-medible, donde F, ® B[0,T] es la minima o -

algebra generada por el espacio producto F; x B[O, T ]

t

2. (X

,}te[oﬂ es adaptado a {F,}

Definicion. Espacio L’ (P)

Se denota por I*(P) al espacio vectorial de variables aleatorias X que son cuadrado

integrables, es decir, que cumplen la condicion

IX), 0, = (EIXT) " < o0

)

donde ||X define una norma en [*(P), y ademas, L’(P) es un espacio completo bajo

2 (P)

esta norma, es decir, es un espacio de Banach.

Definicién. Espacio I* (det)

Se denota L” (Pxdt) al espacio vectorial de todos los procesos X ={X,}

T 1/2
2
LZ(Pth) =[E|:I|Xt| dt:D < 00,
0

. , 2 .
es una norma en este espacio, y ademas L’ (Pxdt) es un espacio completo

«o.r]> due cumplen

la condicion

|

donde | X

I*(Pxdt)

bajo esta norma, es decir, es un espacio de Banach.
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Definicién. Espacio H?

Se denota H? al espacio de todos los procesos {X medibles y adaptados a la filtracion

t}tE[O,T]

{F} ., -tales que

t

T
E[ﬂxf dt}<oo.

0

Elespacio H? es un subespacio lineal cerrado de I’ ( Pxdt).

Definicion. Procesos simples

Sea 0=1, <t <..<t, =T una particion finita del intervalo [0,7]. Un proceso estocéstico
simple es un proceso de la forma

n—1

X, = ;X‘k)l[ (),

U sl

en donde X?,.., X" es una coleccion de variables aleatorias adaptadas a la filtracion
n—1
{Ft/} , Y Que son cuadrado integrables, por otra parte, la expresion 1[u,b)(t) denota la

k=

funcion indicadora del intervalo [a,b).

Se define también a 4, como el espacio vectorial de todos los procesos simples. Como los
procesos simples son medibles, adaptados y cumplen que su norma en L (det) es finita,

se tienen las contenciones H, — #*> < L’ (Pxdt).

La integral de It6 se define primero para procesos simples, y después, se buscara el limite de

estas integrales para obtener la integral de Itd de cualquier proceso en 4.

Integral estocastica de Itd para procesos simples

Dado un proceso simple X, la integral estocastica de It respecto del movimiento
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Browniano, denotada por / (X ), se define como la variable aleatoria

1[(X)= jXSdBS = nf“)(“‘) (B,,-B,)
0

k=0

Integral estocastica de It

Si X e}, entonces existe una sucesion de procesos simples {X,} < #; tal que

T
1imEU|X—Xn|2 dthO,
0

n—0

y se define la integral estocastica de It6 en el intervalo [O,T ] como

T
XdW, = lim | X dW,.

n—>x0

1(x)=

O —y

Isometria de It

Para cualquier proceso X € H* se cumple
()

(Rincon, Introduccion a los procesos estocasticos, 2012), (Saglietti, 2009)

I*(P) = ||X||L2(P><dt) :

2.4.2 Calculo Estocastico

Sea (Q,F ,P) un espacio de probabilidad y {VK} un movimiento Browniano adaptado a

>0

la filtracion {F, }

0"
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Definicion. Ecuacién estocastica '’

Dadas f,g:[0.T]xR—>R y {X,} un proceso, una ecuacidn estocdstica es una

te[O,T]

ecuacion de la forma

dX, = f(,X,)dt+g(1,X,)dw,,

definida para ¢ € [0, T ], y con condicion inicial la variable aleatoria X, que se presupone F;

-medible e independiente a {Wt}t> ,- Esta ecuacion se interpreta como la ecuacion integral

t t
X, =X, + [ f(s,X,)ds+[ (s, X,)dW,,
0 0
en donde la primera es una integral de Riemann y la segunda es una integral estocastica de

1t6. Al proceso {X,} se le llama proceso de Itd. (Rincon, Introduccion a los procesos

1€[0,7]

estocasticos, 2012)

Teorema. Existencia v unicidad de la solucién

Si se tiene la ecuacion diferencial estocéstica
dX, = f(,X,)dt+g(1,X,)dw,,
y los coeficientes f (t,x) y g(t,x) satisfacen la condicion de Lipschitz en la variable x,

2
]

7 (ex) = (t.2)f g (tx) g (1) <K]x—y

y la condicion de crecimiento en X,

(60 +g (x)] <K (1+7),

10 En el planteamiento del problema de control dptimo estocéstico en los capitulos 3 y 4, la riqueza es modelada
por una ecuacion diferencial estocéstica. Por lo que, en el capitulo 4, se plantean el precio de la accidn, el precio
de la opcidn europea sobre la accion y la cuenta de ahorro como ecuaciones diferenciales parciales.
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para alguna constante K >0, entonces existe un proceso X :{X ,}te[o 1 solucion de la

ecuacion diferencial estocéstica que cumple las siguientes condiciones:

1. X esadaptado ala filtracion {F} .

2. X tiene trayectorias continuas.

3. X esuniformemente acotado en I*(P), es decir, sup E (X ,2) < oo,
0<t<T

4. X estUiico en el sentido de indistinguibilidad'.

En este caso, a tal solucion se le llama solucion fuerte de la ecuacion estocéstica. (Rincon,

Introduccion a los procesos estocasticos, 2012)

Teorema. Formula de It6'?

St X = {X ,|t € [O,T ]} es un proceso de Itd con ecuacion estocastica
dX,=g(t,X,)dt+h(t,X,)dW,

y f(#,x) es una funcion de clase C' en ¢ y de clase C* en x, entonces el proceso

Y= {Yt =f (t,X t) te [O,T ]} es también un proceso de It6 y satisface la ecuacion estocéstica

of (1, X of (1, X 10*f(t, X
ay = LX) o [FEX) o NTSEX) gy
ot ox 2 oOx
Dada la tabla de multiplicar de McKean,
x [ di | dB
dt 0 0
dB | 0 | dt
' Dados los procesos {Xt}zzo y {Yz}go , se dice que los procesos son indistinguibles si

P(Xt =Y para cadat20)=1

12 El lema de 110 se utiliza en el capitulo 4 para deducir la ecuacion estocastica que modela el precio de la opcion
europea de compra sobre la accion. También es utilizado en los capitulos 3 y 4 para deducir la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman.
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se substituye la ecuacion estocastica de X en la ecuacion estocastica de Y , y se obtiene que

el proceso Y satisface la ecuacion estocastica

0y :(af(t,X,) N 6f(t,X,)g(t’Xt)+ 1 82f(t’X’)h(t,Xt)2Jdt

ot ox 2 ox?
X
+ M h ( X, ) aw,
Oox

(Rincon, Introduccion a los procesos estocasticos, 2012)

Definicion. Movimiento Browniano geométrico'?

Sean las constantes 1,0,x, >0, el movimiento Browniano geométrico es el proceso {X t}m

solucidn de la ecuacidn estocastica

dX, =uX dt+ocX,dWw,
Xy =X,

la cual estd dada por
1,
X, =x,exp ,u—EO' t+oW, |.

(Rincon, Introduccion a los procesos estocasticos, 2012)

2.4.3 Ecuacioén diferencial estocastica de Black-Scholes

Se considera un espacio de probabilidad con una filtracion (Q,F ,{Ft}te[o T],P) y un

movimiento Browniano {W definido sobre dicho espacio. Se supone que el precio de

t }te[O,T]
la accion, S, , al tiempo ¢ estd modelado por un movimiento Browniano geométrico, es decir

que para las constantes 1,0 >0, la forma diferencial de S, estd definida como

13 En el planteamiento del problema de control en el capitulo 4, se modela el precio de la accién como un
movimiento Browniano geométrico.
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dS, = uSdt+oS,dw,.

Si f (t, St) es el precio del derivado sobre S, al tiempo 7, y >0 es la tasa fija libre de

riesgo en el mercado, la ecuacion diferencial de Black-Scholes estara dada por

2
V(S) o F(05) L 252 0S0S) e, o
ot oS 2 as,

t
y su solucion sera determinada por la condicion de frontera del precio del derivado.

En el caso de una opcion Europea tipo call con precio de ejercicio K y fecha de vencimiento

T, las condiciones de frontera y final son respectivamente
f(O,t)ZO y f(T,ST):max(ST—K,O).

De la ecuacion de Black-Scholes se obtiene que al tiempo ¢ el precio de la opcion, con

precio strike K, es
c(1,8,)=8®(d,)-Ke "D (d,),
donde @ es la funcién de densidad acumulada de una variable normal estandar, dada por

1 -

dx ;

o()- ]

7]

y los valores de d, y d, son

ln(S’j+(r+10'2j(T—t)
J = K 2
1 oNT —t ’
ln[}g{’j+(zf—;02j(T—t)
d, = =d, —oNT-t.
? oNT —t 1

(Martinez Palacios M. T., Un analisis comparativo de diversas metodologias para la

valuacion de opciones (Tesis de maestria), 2008)

46



2.5 Teoria econdémica

Definicion. Funcion de utilidad

Dada una economia en que un consumidor puede adquirir » mercancias diferentes (las

cuales se suponen infinitamente divisibles), la funcion de utilidad se define como:

f, :R™ >R, (c],...,cn) —U=f, (cl,...,cn),
Donde ¢, se mterpreta como la cantidad disponible del bien i-ésimoy U se interpreta como
la utilidad total de una cierta combinacion de bienes.

Adicionalmente, la funcion de utilidad pertinente en el modelo debera cumplir las siguientes

propiedades:

1. Diferenciabilidad. f; e C’

2. Monotonicidad. f;, (c;,...¢;,...¢, ) < fi, (¢hencine,) sio¢ <c;'

(Varian, 1978)

Supuesto de racionalidad econémica

El supuesto de racionalidad econémica argumenta que los agentes que intervienen en la
economia van a procurar maximizar sus beneficios, es decir, buscaran llegar a su maxima
satisfaccion. En este sentido, los consumidores tratardan de lograr la mayor utilidad o

beneficio del ingreso que perciben.

Este supuesto es de gran importancia en la teoria de optimizacion, ya que se requiere suponer
un mercado con agentes racionales que busquen optimizar su utilidad o sus ganancias.

(Varian, 1978)
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Definicion. Funciones de utilidad HARA'#

Dado un consumo C , las funciones de utilidad HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion)

son aquellas funciones de utilidad, V(C), cuyo coeficiente de aversion absoluta al riesgo,
R(C), es positivo e hiperbolico en el consumo, es decir,
" C -1
R(C)=——=| —+1| >y,
V. \l-y p
sujeto a las restricciones

y#1, >0, £+77>0, n=1 si y=—w.

-y

(Merton, 1990)

2.6 Programacion dinamica

Sea (Q,F ,P) un espacio de probabilidad, {#¥,} un movimiento Browniano y {X,} = un

t >0

proceso adaptado a la filtracion natural del Browniano {Ft};zo'

Definicion. Funcion de utilidad total esperada

Sean las funciones ®:R" >R, H:R"xR"xR" - R, tal que H es una funcién de

utilidad que cumple la propiedad de diferenciabilidad (H eCz), y el proceso {ct}

>0

definido sobre el espacio de probabilidad (€, F,P) y adaptado a la filtracion {F} _,

t

entonces se define la funcion de utilidad total esperada sobre el intervalo [0, T ] como

14 Para resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman se supone que la funcion de utilidad instantanea es
miembro de la familia de funciones de utilidad HARA. Merton (1990) afirma que si se supone que el precio de
la accion es modelado por un movimiento Browniano geométrico y adicionalmente se considera una funcién
de utilidad instantanea de clase HARA, se puede deducir la expresion analitica de las reglas de control dptimas.
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E[JT'H(ct,z) dt+®(X,)

g
donde @ se interpreta como la funcion de retiro, es decir, la utilidad de tener recursos al

tiempo 7 y F, es la informacion disponible al tiempo 0. (Bjork, 2004)

Definicidon. Regla de control

Para que un proceso n-dimensional {,} _  sea una regla de control del proceso {X,} _ , se
requiere que al tiempo ¢, u, dependa inicamente de valores observables pasados del proceso

{X,},,es decir que {u,}  seaadaptadoa {X,} _ .

t

Una forma de que el proceso sea adaptado, es elegir una funciéon g:R*> —R” y definir el

proceso {u,},_, como

u, :g(t,Xt).

A la funcion g se le llama regla de control de retroalimentacion. (Bjork, 2004)

Relacion recursiva en un funcional

Sea ® un conjunto de procesos estocasticos 7z -dimensionales en un espacio temporal [O, T ] ,

y sea I' un funcional
rr-o->R

T(u):{y, }te[O,T] - (”t\te[o,r] )

El problema de programacion dinamica con un enfoque de recursividad en el funcional

poseera las siguientes caracteristicas:

1. Elestado del sistema sera descrito por un conjunto pequefio de parametros.
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2. El efecto de una decision hard que el conjunto de parametros se transforme a un
conjunto similar.
3. Lahistoria pasada del sistema no sera importante para determinar las futuras acciones,

es decir, el sistema cumplira la propiedad de Markov'>.
Ademas de las caracteristicas anteriores, se supondra el siguiente principio:

« Principio de optimizacion: Una regla dptima tiene la propiedad de que, sin importar
el estado inicial y la decision inicial, las demas decisiones constituirdn una regla

optima respecto al estado resultante a la primera decision.

(Bellman, 1953)

15 Sean (Q,F,P) un espacio de probabilidad, { Xz},>0 un proceso adaptado a la filtracion { F, },>o‘ Se dice que el
proceso Xt}z>0 cumple la propiedad de Markov si V AeB, y VO0<s<t se tiene que
P(X, e d|F )=P(X, e4|x)
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Capitulo 3. Marco teorico para la modelacion

En este capitulo se plantea el problema de control éptimo estocéstico a tiempo continuo, en
el cual su restriccion es un proceso estocastico observable conducido por el movimiento
geométrico browniano. En seguida, se formulara el problema de control éptimo estocéstico
en optimizacidon dindmica con horizonte temporal finito y se presentard la técnica de
programacion dindmica para obtener la Ecuacion Diferencial Parcial no lineal de Hamilton-
Jacobi-Bellman, cuya solucion llevara a encontrar el control Optimo y, con ello, las

trayectorias Optimas de las variables que optimizan la funcion objetivo.

3.1 Planteamiento del problema de control Optimo estocastico en
optimizacion dinamica

La optimizacion dinamica estudia la optimizacion de sistemas que evolucionan en el tiempo.
Dado un sistema que evoluciona en el tiempo, se trata de guiar o controlar el sistema de
manera Optima a lo largo de un horizonte temporal dado, de acuerdo a un objetivo
previamente fijado. Se puede considerar que la optimizacion dinamica tiene raices en el

calculo de variaciones, la teoria clasica de control y la programacion lineal y no lineal. (Cerda,

2001)

El control 6ptimo estocastico es una técnica matematica usada para resolver problemas de
optimizacion de sistemas que evolucionan en el tiempo en un ambiente de incertidumbre. El
problema matematico general de optimizacion intertemporal estocastica se compone de una
funcion objetivo, definida sobre varios periodos (finitos o infinitos) sujeta a restricciones, de
las cuales, al menos una de ellas es dindmica, asi como a condiciones de frontera (Wickens,
2008), utilizando variables de control que permitan optimizar la funcidon objetivo, a fin de
encontrar las sendas Optimas y obtener asi la trayectoria 6ptima de las variables de estado a

partir de la ecuacion de movimiento que las une. (Cerda, 2001)
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Para establecer el problema, primero se hard el planteamiento del problema matematico. Se

considera un sistema dinamico en tiempo continuo definido en el horizonte temporal [0,77],

y se definen las funciones (¢, x,u) y o(¢,x,u), dadas por,

1R xRxR? >R,
o: R, xRxR‘ >R

Para un punto x, € R, se considera la siguiente ecuacion estocastica de estado:

dX, = p(t,X,,u,)dt+o(t,X,,u,)dW, (5)

27
X, =x,.

Donde el proceso unidimensional X, es un proceso de estado, al cual buscaremos controlar.
Elproceso d-dimensional u, es el proceso de control, cuya correcta eleccion controlara a X,

y W, es un movimiento browniano unidimensional, definido sobre un espacio fijo de

probabilidad con una filtracion (Q, F, ("), P) - (Bjork, 2004)

A continuacion se define una regla de control admisible; para tal efecto, se considera a la

clase de procesos de control admisibles como aquellas reglas de control u, que al tiempo t

se adaptan al proceso de estado X, y cuyo valor se obtiene mediante la funcion u(t,x)
RxR—>R?,

definida por
u,=u(t,X,)

U es una funcion, a la que se le llamara regla de control de retroalimentacion. Supongase

ahora que se elige una regla de control u(t,x) fija, y se inserta en (5), de donde se obtiene

la Ecuacion Diferencial Estocastica

dX, = u(t, X, (5, X,))dt+o (¢, X,,u(t,X,))dw, . (6)
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Por otra parte, se le impone a U que, para cada t,u, e UcRY, donde U es la clase de

controles admisibles, un subconjunto de R? fijo.

Definicion 1. Regla de control admisible

Una regla de control U (#,x)es admisible si (Bjork, 2004):

1. u(t,x)eU, VieR, yVxeR

2. Para cualquier punto inicial (s,x) dado, la ecuacion diferencial estocéstica

dX, = p(t, X, u(t,X,))dt+o(t, X, u(t,X,))dw,
X, =x

tiene una unica solucion.

Ya que el problema de control 6ptimo por definir se encuentra en el marco estocastico, se

definiran las siguientes funciones y se establecera el lema de It6.
Definicion 2

1. Para cualquier vector fijo u € R?, las funciones u“y o estan definidas por

M%) = u(t, x,u)
o“(t,x)=o(t,x,u)

y se suponen con segundas derivadas continuas.

2. Para cualquier regla de control U las funciones "y o estan definidas por

M(t,x)= ,u(t,x,u(t,x))
o' (t,x) =0 (t,x,u(t,x))

y se suponen con segundas derivadas continuas

Lema de It6
1. Considere la funcion y= f(x,t) , xeR, teR,, la ecuacion diferencial

estocastica
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dx, = u" (x,t)dt + " (x,t)dw,

y cualquier vector fijo u € R?, en donde, como se indic6 anteriormente, W,

es un movimiento browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad

con una filtracidon aumentada (Q,F,(EW ) o) ,P). Entonces, si se hace una
te[0,

aplicacion estandar en serie de Taylor y se utilizan las reglas de multiplicacion

para diferenciales estocasticos, se obtiene el lema de Ito,

ot aX 2 X, :

t

iy {Gf( o) FD) o L) )}t oD

t

2. Andlogamente, para cualquier regla de control U, se tiene

dy= (X, 0 (X, t)ﬂu 10 /(X, t)( )dH@f(Xt,t)audW
ot aX 2 o} oxX v

t t

Ahora se procede a plantear las funciones que serdn parte de la funcidon objetivo del problema

de control.

Dada una regla de control U con su correspondiente proceso controlado X,", algunas veces

su utilizara la notacion

ax! = pdt+o"dw, (7
donde

u

t t

=u(sXx").
Se consideran las funciones (Cerda, 2001):

F:R,xRxR‘—>R  dada por (t,X)l,u,)—>F(t,X,“,ut)
y ®:R—>R dada por X,u—>d)(Xtu)

donde F valtia el desempefio del sistema a través del tiempo y @ es el estado en el que

queda el sistema al final del periodo del problema. Se supone que F y ® son de clase C°.
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Se define ahora el funcional objetivo del problema como la funcion
Jy:U—->R

definida por:

J,(W)=E JT'F(t,X}‘,ut)de)(X;‘)
0

donde X" es la solucion de (6), con condicion inicial X, =x, y donde F, representa la

informacion disponible hasta el tiempo ¢ =0. El problema de control puede ser escrito como

un problema de maximizacion del funcional J (u), sobre todo u tal que U, € U con

t €[0,T], por lo que se define el funcional 6ptimo como

J, = max J,(U).

Ulu, €U
Si existe la regla de control admisible U tal que
Jy=J,(0),

entonces U se define como una regla de control éptimo para el problema del funcional.

Definicion 3. Problema de control

Se supone una pareja fija, donde 7 €[0,7] y x € R. El problema de control P(z,x) se

F@

dx " = ,u(s,Xsu,u(s,Xsu )j ds + O'(S,Xsu,u(s,)(su ))th

define como:

MaximizarEﬁF(s,X;l,us S+CD(X;1)

t

Uy ke[0,T]

Sujeto a las ecuaciones dindmicas

(3)
XY =x

t

y la restriccion
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u(s,z)eU, Y(s,z)e[t,T]xR 9)

3.2 Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

Richard Bellman (1921-1984) es nombrado el “Padre de la programacion dindmica” por
contribuir a la teoria de optimizacion el método de programacioén dindmica. La programacion
dindmica es muy util en la solucion de problemas de optimizacidon en donde se toman
decisiones en varias etapas (discretas o continuas). Parece ser que después Rudolph E.
Kalman (1960) y (1961) fue quien encontrd la relacion entre la ecuacion de Bellman y la

ecuacion de Hamilton-Jacobi, que se estudia en mecéanica. (Venegas-Martinez, 2008)

Se continua con la regla de control 6ptimo para el problema de control dado, para lo que, se

utilizara la programacion dinamica.

Definicion 4. Funcion de valor

1. La funcidn de valor

J:R, xRxU—>R

esta definida por

J(t,x,u)=E JT‘F(S,X}‘,uS)ds+d)(X}l)

F@

junto con las ecuaciones dindmicas (8)

2. La funcién de valor 6ptimo es
J:R,xR>R
y esta definida por
j(t,X,u) = max J(z,x,10)

U, €Ul 73

Ahora, se buscara caracterizar la funcion de valor en el control 6ptimo y hacer una derivacion
de su ecuacion diferencial parcial, mejor conocida como la Ecuacion Diferencial Parcial de

Hamilton-Jacobi-Bellman, para lo que se haran los siguientes supuestos.

Se supone que:
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Supuestos

1. Existe una regla de control 6ptimo 1

2. La funcién de valor 6ptimo J esde clase C2.

Se considera un par (¢,x) €(0,7)xR fijo pero arbitrario y se supone un incremento muy
pequefio, de hecho, diferencial dt € R tal que ¢ <t+dt <T, también se elige una regla de
control U fija pero arbitraria. Entonces, dada la definicion de la funcion de valor 6ptimo y el

incremento dt, se tiene la relacion recursiva temporal

(Venegas-Martinez, 2008)

J(t,X)= max J(tx,u)= max EﬁF(s,X_}l,uS)ds+d)(X;l)Ft
t

U, €Ul U, eUlg, 7

max E TtF(s,X;‘,us 5+ i F(s,XS”,uS)dsHD(X}‘)F,}

U, €U, 1y

al primer sumando de esta expresion se le aplica el teorema del valor medio de calculo

t t+dt

t+dt

= max F JF(s,XA?,uS)ds+JA(t+dt,X,u+dX,u)

U €Ul

t

integral y, en el segundo sumando se aplica la expansion en serio de Taylor, de lo que se

obtiene

J(t,X%)= max E[F(t,X,u,ut)dt+0(dt)+j(t,Xtu)+ai}(t,X:l)+0(dt)

U eUlig, 7

E |

y al simplificar, se tiene

0= max E[F(t,Xtu,ut)a’t+dj(t,X,u)+o(dt)

u,eUlg,

E .

Se aplica el lema de It6 a la expresion anterior, asi
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7 u 7 u 27 u
0= max E F(t,Xtu,ut)dt+{aJ(t’Xt )+8J(t,Xt ),uu(t,Xtu)+lMa“(t,Xtu)2 dt
U €Ul ot ox 2 ox
7 u
+Mau(t,xﬁ)dm+o(dz)zz .

Oox

Puesto que dW, ~ N(0,dt), al tomar el valor esperado al término estocastico, se sigue que

7 u 7 u 27 u
0= max F(t,X,“,ut)dH[aJ(t’X’ )+6J(t’X' )ﬂu(t,X?)+lL’2X’)a“ (r. X" |ar
U €Ul ot ox 2 ox
+o(d)]

Ahora se divide entre dt y se toma el limite cuando df — 0

oI, x%) aJ(e,x" o*J(t, x"
0=lim u‘gfj”[F(t’X’u’uf)-'_ (6t t )+ (6x t ),uu(t,Xtu)+%%o-” (t,Xtu)2
<)
dt
y se obtiene la Ecuacion Diferencial Parcial Hamilton-Jacobi-Bellman:
aJ(t,x") aJ(t,x" 1 8°J(Lx")
O:uvre%a}j,][F(t’quauf)jL (at ! )+ (ax )ﬂu(t,Xtu)JrE_ gx2 t )a (t,XZU)2 .

Como el analisis al problema se hizo sobre un punto fijo pero arbitrario, la ecuacion se

sostiene para todo punto (¢,x) € (0,7)x R, y se puede establecer el siguiente teorema.

Teorema 1. Ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman

Bajo los supuestos se afirma lo siguiente:

1) J satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman
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] u 7 u 235 u
0= max F(t,Xtu,u,)wLa](t’Xt )+6J(t’X’ )ﬂu(t’thl)+%a J(Z’Xt )

u 2
U, €Ul 7y ot Ox o (t’ Xlu )

ox?

para toda pareja (x,7) € (0,7) xR
j(T,X}l)=q)(X}l) para toda x € R

2) Para cada (¢,x)e(0,7)xR , el maximo en la ecuacion Hamilton-Jacobi-

Bellman es alcanzado por U, =U(z, x)

3.2.1 Condiciones de primer orden

A partir de la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman, se sigue que U es la Unica variable,
pues x y ¢ son fijos, y las funciones F J, 1"y o se consideran como dadas. Dados el
supuesto que la regla de control Ul maximiza la ecuacion, entonces se obtiene la siguiente
ecuacion diferencial parcial de segundo orden en J,

8J(t,X}1) aj(t,X,“) | azj(t,X,“)

O=F(t,X}1,u,)+ % T y“(t,X,u)JrE P

2

o" (t,X,u)

Al derivar dicha ecuacion respecto a la variable de control U, se tiene la condicion de primer

orden

F(t,)(tu,u,)Jr aj(t,X,“)+ aj(t,X}‘)ﬂu (Z‘,Xtu)+lazj(t’Xtu)

0=
ou ouot ouox 2 ouox’

o' (t,X") (10)

La ecuacion (10), condicionada por las funciones F,J (junto con sus derivadas parciales),

1"y oV, caracteriza al control dptimo U en funcion de x,¢ yj ;es decir U =1(,x, j) .

Para resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman y encontrar la trayectoria dptima de
control, tedricamente se procede a resolver por el método de funciones en variables
separables (en un producto). Para el tipo de aplicaciones que se requieren en las ciencias
economicas, existen algunos tipos de funciones en las que, a pesar de no ser triviales, la

ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman tiene una solucidon analitica.
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3.2.2 Teorema de verificacion para la programacion dindmica

Obsérvese que el teorema 1 muestra que la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman es una
condicion necesaria que satisfara la funcion de valor dptimo J , a continuacion, se enuncia
el teorema que muestra que la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman es condicion suficiente

para resolver el problema de control dptimo.

Teorema 2. Teorema de verificacion

Suponga que se tienen las funciones H (t, X tu) y g(t,x), tales que

1. H satisface la integral de It6 y es solucion de la EDP Hamilton-Jacobi-
Bellman, es decir
oH (. X)) oH(1.X") 1 °H(6,X)

0= uvlgllJ%:[(,,T] F(t, X', ) + p + ™ u" (t,X}l)+5—ax2 o' (t,Xtu )2

para toda pareja (x,7) € (0,7)xR
H(T,X}l)=CD(X}l) para toda x € R

2. La funcién g es una regla de control admisible.
3. Para cada (¢,x)e(0,7)xR, (¢,x) fijo pero arbitrario, el maximo en la

ecuacion Hamilton-Jacobi-Bellman es alcanzado por la eleccion U, = g(¢, x)
Por lo tanto, se sostiene lo siguiente:
1) La funcion de valor 6ptimo J del problema de control, esta dada por
J(t.XM)=H(t,.x")
2) Existe una regla de control 6ptima U tal que U(Z, x) = g(z,x)

La demostracion del Teorema de Verificacion es la siguiente:

Supongase que H'y g son dadas como se enuncié anteriormente. Se elige una regla de
control arbitraria U ,tal que U(z,x) € U,V(¢,x) € (0,7)x R, y un punto fijo (¢,x). Se define

u . (4 4
el proceso X, en el intervalo[z,7] como la solucion de la ecuacion
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dxX " =" (s, X,")dt + " (s, X ,")dW,

(11)
XM =x

Obsérvese primero que

H

H(T,X}') tH(T=1,X5, ) =H (LX) +aH (£, X))

(
=H(t,X")
HaH(;,XS)+aH(;,X;‘)ﬂu (s Xu)+%azggszxu) u(S’X?)z}ds
g s X X

Mau (S,Xu)dW.

s

+

Oox

+T
(12)

Ahora bien, como H es solucion de la EDP Hamilton-Jacobi-Bellman, y por el supuesto 1.

del Teorema de verificacion se tiene

OH (t,x) OH(t,x 1 0°H (t,x
S T S o e <0

¥V U tal que U(s, y) € U, con (s,y) €(0,T)xR.

F(t,x,u)+

Entonces, para cada s, se cumple que

u u u
F(s,Xf,us)+8H(;’SXS )+8H(;;XS )ﬂu (5.0} ;a HgizX )

(13)

u(s,)(su)2 <0.

Dada la condicion de frontera de la EDP Hamilton-Jacobi-Bellman y las ecuaciones (12) y

(13), se sigue que

.T[F(s X7u, ds+j{8H(S Xu)+aH(s’Xsu)uu (s Xu)+lM u(s,XP)z}ds

g os ox 2 ox’
u u
+].8H (5. qu)dW<jaH(;X ) 5%
X

t
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u
F(s,X*u,)ds+H(T,X}')-H(t,X)< }%“ (s, X" )aw,
X

~ C— N N C—

u
F(s,X*u,)ds+® (X} )-H(,X")< T aH(;’X“ )a“ (s, X")aw,
7 X
u
H(t,Xtu)2]‘F(S,Xsu,us)ds+®(X;‘)—.TfaH(g;;Y o (s x0arw
t t s

al tomar valor esperado se tiene

B 7 u
F(s, X' u,)ds+®(X}') |- E TaH(S’XS)

H(z,X}‘)ZE

=E| [F(s, X u,)ds+®(X}')

~ e Ny ~ e

=J(t,x, 1),
como se tomo una regla de control U arbitraria, se concluye que

H(t,X")2maxJ(t,x,u)=J(t,X"). (14)

Ahora, suponga que se elige una regla de control U(¢,x) = g(¢,x), dado por supuesto el inciso

3. del Teorema de verificacion, de manera andloga se obtiene

2
F(t,x,g)+ 8Hé;,x) + GHG(;,X) /lg (t,x)+%—a I—;Et,x) of (t,x)2 =0,
lo cual conduce a la igualdad
T
H(t,X")= EDF(S,X;g,gS)ds +CD(X§)} =J(t,x,2). (15)
t
Dado que J (t, X! ) es la funcion de valor 6ptima se tiene que
J(t.X")zJ(t.x,g), (16)

pero al unir las ecuaciones (14), (15) y (16) se sigue
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H(t,X")2J(,X")2J(t.x,g)=H (X)),
es dectr,
H(t,X")=J(t,.X")=J(t.x.g)

Por tanto, H =J, lo que significa que la funcién H que satisface la EDP Hamilton-Jacobi-
Bellman es cumplird también ser la funcion de valor 6ptimo y g es laregla de control 6ptima

bajo la que se optimiza la funcion de valor.

Al unir los resultados del Teorema 1 y del Teorema 2 se concluye que, bajo las condiciones
citadas en los teoremas, satisfacer la EDP Hamilton-Jacobi-Bellman es equivalente a definir

la funcién de valor 6ptimo.
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Capitulo 4. Modelo de Black-Scholes-Merton para valuar
opciones europeas mediante un enfoque de control optimo

estocastico

4.1 Descripcion del problema

Se considera un agente econdémico que toma decisiones de inversion y consumo en un
intervalo de tiempo fijo [O,T ] En el tiempo ¢ =0 el agente posee la riqueza inicial 4, , y
durante el intervalo de tiempo buscara distribuir su riqueza entre inversidon y consumo, de

modo que su riqueza permanezca positiva y tal que maximice su utilidad total esperada y

descontada por el consumo de un bien genérico

Suponga que la utilidad total del agente econémico esta dada por:
T
E{ [Fc.tydt+(4,))| Io} :
0

En donde F es la funcién de utilidad por el consumo, @ es la funcion de retiro, que denota

la utilidad de tener algiun recurso al final del periodo, /;, es la informacidn relevante para el

agente al tiempo =0,y 4, es lariqueza del agente al tiempo fijo 7.

Se supone la existencia de un sistema bancario en el que se puede prestar y pedir prestado a

la tasa de interés » >0 libre de riesgo de incumplimiento y continua en todos los plazos.

4.1.1 Descripcion analitica de las hipotesis

El agente invertira en un portafolio que consta de un activo sin riesgo y dos activos con la
misma fuente de riesgo, de modo que una parte de su riqueza la destina a una cuenta de ahorro
en un banco, otra parte a una accion que no genera dividendos y otra parte la invierte en un

contrato de opcion call europea, o de compra, sobre dicha accion.
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La cuenta de ahorro le paga al agente una tasa de interés constante » >0, libre de riego de
incumplimiento. Por lo que el saldo de ahorrar B, por un periodo de tiempo ¢ es B, = Bje",

el cual puede expresarse como una ecuacion diferencial de la siguiente manera:

dB, =rBdt con B, dado,
por tanto, el rendimiento de la cuenta de ahorro esta dado por:

dR, = ‘ff =rdt . (17)

t

El precio de la accion sigue la dindmica de un movimiento browniano geométrico con

tendencia ¢ y volatilidad o, lo cual significa que es modelado por la siguiente ecuacion

diferencial estocastica:
dS, = uSdt+ocS,dw, ,

de modo que el rendimiento de la accion esta dado por:

dRg = C?t = udt+odW, , (18)

t

donde W, es un movimiento browniano unidimensional, definido sobre un espacio fijo de

probabilidad con su filtracion aumentada (Q,F ,(F:W )l 0] ,P) .

El contrato de opcion call europea tiene como precio V,(S,,¢) al tiempo ¢. El rendimiento

del contrato estard dado por el cambio porcentual de la prima, es decir,

av
dR, ==t (19)

t

donde dV, se obtiene por el lema de It de la siguiente manera:
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ov, oV, oV

dV, ==—tdt+—LdS,+ —~dS,ds,
ot as, as,
2
_V gy (,uStdt+0'StdW;)+la 4 (uS,dt +cS,dw,)’
o S, S 2
AN aV >, la—( ’S didt + 20 dW,dt + o7 S dW,dW, )
ot aS , 2887
Ay 6V P, oS,dW, + la_l/; oS dt
ot aS, as, 2
V.= 8V’+8V’ t+laV’ o’S, (20)
o 68S 2682 ,
Si se denotan
1({oV aV 1%V, ,., 1({oV
_ ¢ t +_ LS o, =— Lo , 21
H Vt(at as, "> " 2 as; j v V(@S, ] (1)

se sigue que
dV,=V,u,dt+Vo,dW, 'y dR,=pdt+oc,dW,.

Se supone que la riqueza serd invertida inicamente en el portafolio, sin haber otras fuentes

de ingresos. Las proporciones de la riqueza que se destinardn a cada activo son: 6, a la
accion, 6,, a la opcion call europeay 1-6,, —6,, al activo sin riesgo; donde 6, y 6,, seran
procesos estocasticos en el intervalo [0,7]. En lo siguiente, ¢, serd un proceso estocastico
en el intervalo [0,7'] que denota la tasa de consumo, o el cambio instantaneo en el consumo,

y se le impone la restriccion ¢, 20, V¢ = 0.

Adicionalmente, se supone que todas las estrategias de consumo e inversion son
autofinanciables, y también que las negociaciones se llevan a cabo en forma continua (los
mercados nunca cierran), sin incurrir en ningiin momento en costos por comisiones a agentes
de casa de bolsa ni pagos de impuestos a autoridades fiscales, es decir, que las transacciones

se hardn de manera continua sin incurrir un gasto o bonificacion por dichos movimientos. Se
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supone también que las ventas en corto son permitidas e ilimitadas hasta donde las

condiciones de frontera del problema asociado asi lo permitan.

4.1.2 Restriccion presupuestal intertemporal del agente

Se representa la riqueza del consumidor al tiempo ¢ mediante A4, = A(S,,V),t), y tomando en

cuenta las proporciones de riqueza destinadas a cada activo se tiene que la dinamica del

proceso de la riqueza 4, esta dada por la siguiente expresion:

dA =0,4dR, +0, AdR, +(1-6, —6,)AdR, — c,dt

167 2t

=0, A4, (udt+cdW,)+ 0, 4, (w,dt + o,dW, )+ (1- 06, — 6,) A,rdt —c dt

=4, (‘91;/1 + 0,4ty +(1-6, =0, )r - %j dt+4,(6,0+0,0,)dW,,

lo cual se puede expresar como

dA, = A pdt+ 40 ,dwW,, (22)
donde
C
Uy =0,u+6,u,+(1-6,-6,)r _Zt y c,=6,0+6,0,. (23)

t

4.1.3 Tiempo de paro y problema de control 6ptimo estocéastico

Ademads de los supuestos anteriores, es necesario agregar una restriccion que permita
continuar con el problema de inversion Gnicamente si la riqueza se mantiene positiva, pues
si en algin momento la riqueza se hace cero o incluso negativa, se degeneraria el problema

en [0,7].

De modo que, 7 sera el tiempo de paro que indique si la riqueza se vuelve cero antes del

tiempo T. En consecuencia, se restringe el dominio a D =[0,77]x {At | 4 > 0} ,y 7 se define

como
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r=min[inf{r>0]4,=0},7].

La interpretacion de esta restriccion al modelo es que cuando el proceso de riqueza toque la
frontera del dominio D, es decir, sea cero, entonces la actividad (el proceso de toma de
decisiones) se termina y ya no habra herencia, de modo que es natural suponer que @ sea

CCro.

En consecuencia, se establece formalmente el problema de maximizacion de utilidad del

consumidor como un problema de control Optimo estocastico.

Maximizar E U F(c,,t)dt| IOJ
0

€1t3‘92r’cr
dA = Ay dt + Ao dW, (24)
4, =a,
¢, 20,Vt=>0
donde, como se indico antes, la funcion F(¢,c,) es una funcion de utilidad asociada a la
satisfaccion del agente por el consumo.
En el problema de control 6ptimo estocastico, se buscara la secuencia de decisiones 6ptimas

relacionada con el comportamiento de la accion. Es decir que se buscaran los procesos

estocasticos 6, , 6, y c, Optimos, que maximicen la utilidad total esperada dada la

informacion inicial Io y el comportamiento de la accion, y por ende del derivado.

4.2 Programacion dinamica: ecuacion diferencial parcial Hamilton-Jacobi-
Bellman

Para encontrar la solucién al problema (24), las proporciones optimas en el portafolio de
inversion y el consumo optimo del agente, se define el funcional de valor de la siguiente

manecra:
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J(4,,t)= Max EU‘F(CS,S)dSUIJ

1-0h ER ¢ ‘[/,r]

t+dt r
= Max FE F(c,8)ds+ | F(c,s)ds|I |.
011,05, €R [ o |: '!‘ ( $ ) [J:[jt ( s ) | t:|

Si al primer sumando se le aplica el teorema del valor medio del calculo integral'®
t+dt

j F(c,,s)ds = F(c,,t)dt +o(dr) .

t

Y al segundo sumando se le aplica recursividad, se obtiene

Max  E[F(c,t)dt+o(dt)+J (4, +dA,,t+dt)|1,].

6,6, €R c; ‘[I,t‘rdl]
Al emplear la expansion en serie de Taylor al segundo sumando, se tiene

J(4,t)=  Max  E[F(c,0)dt+o(dt)+J(A,t)+dJ(A4,,1)+o(dr)|1,]

6,6, €R c; ‘[t,mit]

0= Max E[F(c,0)dt+o(dt)+dJ(A,0)|1,], " si dt —0

le ’021 E]R,CS |[z,t+dz]

Se calcula dJ(4,,t) con el lema de It6

0= Max E|F(c,t)dt+o(dt)+

01,0 Rl ian)

2
QA A 10T (A
ot 2 o4

t

0= Max E|F(c,t)dt+o(dt)+

61,05, €R ¢ ‘[z,t-v-dz]

(Ap,di+Ac dW)

(A1) (40
ot 04

t

2
AT o |

16 Por el teorema de valor medio se tiene que
t+dt

jFnbgﬁszp@m:ﬂg@m+@n@@—F@J9m:mgﬁm+dm) con & € (t,¢+dt)

t

'7 Se utiliza la propiedad de las funciones o-mintiscula o(dt)+o(dt)=o(dt)
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t— A t
6,05, €R ¢, ‘[1,1+dr]

0= Max E{F(ct,t)dt+0(dt)+%Ao- aw,

t

2
S YD D VETEAD 4o gy |
ot oA 2 04

4

Ahora se calcula el valor esperado de la ecuacion, como dW, ~ N(0,dt), se elimina el

término browniano, y se obtiene

10°J(4,1)
PTE

0= Max {F(ct ,0)dt +o(dt) +

61,05, €R ¢ |[/,1+dz]

aJ(4,
o

.0) dt+aJ(At’t) A pdt + At20A2d1:| .
¢ o4

t

Dicha expresion se divide entre dt y consecuentemente se toma el limite cuando df — 0

—= Max {F(ct,t)+

dt 01,0, €R ¢, ‘[r,Hdr]

2
o(dt) N 0J(4,t) N 0J(4,,t) Au, +l 0 J(Azt,t) e
dt ot 04 2 04

t t
10°J(4,t) ,, ,

Ap, +——0 f20
t,t+dt] ¢ tﬂA 2 aAZZ 14’ 4

2
0= Max |F(c,n+ WD) WA, 10D 202
611,03 €RCly pran) 8t GA 2 GAT

odt)  M(A4.1)  AJ(A4,0)
dt ot EY

dt—0 dt—06,,,0,,€R,c,|;

limO0O=1lim Max [F(ct,t) +

t

A esta ecuacion se le anexan las condiciones de frontera, y asi se obtiene la Ecuacion

Diferencial Parcial (EDP) Hamilton-Jacobi-Bellman (HIB)

2
0= Max | F(c,t)+ (4,0 + V4.0 L, lwflfof
011,02 €RCl ran) t aAT 2 8At
J(T,4,)=0,VaeR (26)

J(,0)=0

La primera condicion indica que, si se busca la utilidad total a partir del tiempo final la

ecuacion sera igual a 0, y la segunda condicion incorpora el tiempo de paro.
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4.2.1 Funcién de utilidad

La funcion de utilidad descontada que se propone para la solucion del problema es de la
forma F (ct,t):e_p tL(ct), con L(c,) miembro de la familia de funciones de utilidad

HARA (Merton, 1990), por lo que la funcidén propuesta sera:
e
F(c,t)y=e" O<y<l.
Y

Esta funcion de utilidad posee ademas la propiedad de que

11mL(c)—hm071 +oo

¢ >0 ¢ >0

lo que forzara a que el consumo sea positivo a través del horizonte de planeacion. Como

F(c,,t) es de clase C?, entonces existen los maximos locales y es posible suponer un
maximo interior ¢,, por lo que se buscaran 6,,, 6, y ¢, que maximizan la ecuacion (26),

por lo que se cumple la igualdad de la ecuacidn, y si se sustituye la funcién de utilidad en la

EDP de HJB, se llega a

—pt Ct}/ aJ(Atvt) 8‘](At’t) ct
ep—7+ &t | Gttt Oty + (=6, =0, )r ——-

1 1

0=
(27)

10°J(4,1)
+§ 8A2t A’ [ 2+29”<92,0'0'V+492t20',,2].

4.2.2 Condiciones de primer orden

Ahora se encontrard la expresionde 6,,, 6,, y ¢, que maximizan la ecuacion (26), por lo que

se obtienen las condiciones de primer orden'®, dicho proceso trata sobre derivar la ecuacién

respecto a la variable que se busca y despejar dicha variable.

18 En el planteamiento inicial se tiene que F depende inicamente de (c,.t)» y al momento de plantear la
funcioén recursiva de Hamilton-Jacobi-Bellman se fijan dentro de la ecuacién las variables 0,.0,5c,- Se

pueden extender los parametros de /' a (‘91w‘92wc t) y después, se aplica a F el “Teorema de méaximos y
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Se obtiene c,

O — e—ptc y=1 _ aJ(A;a t)
’ 04,
s (28)
¢ = ept aJ—(At’t) .
04,
Se obtiene 6,
2
04, )
2
GJ(At,t)(ﬂ_r)+6 J(A,,t)Ag (29)
0 — 04, )
1w = 2
oJ (Az,,t) Ao
oA,
Se obtiene 6,
2J(4,,1) 0% (4,.1) &’ J(At,r)
OZTAt(ﬂV—}’)-i-thAtanGO'V t AT ezt V
2
AD () CTAD g o, (30)
0 —_ 0A, 04,
2t a J( )
o4 Aoy

Enseguida, se busca la funcion J(4,¢) que satisfaga la EDP de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Cada vez que una ecuacion diferencial parcial no tenga derivadas mixtas, su solucion serd un

producto de funciones separables, por lo que la funciéon J(4,,t) serd de la forma:

minimos locales”, es decir DF = 0 . Por un lado, se tiene que £(9,,0,.c,,t) = e—pf &, ypor otro se tiene que
(A1) (4,0 ¢, 18940
F(6,,0,.¢,,0) =~ ( S T Gt Ousy (120, 0,)r = |4 ST [02 *420,0,00, +6,'5,7 ]|,

por lo que al derivar ambas interpretaciones de la funcion e igualarlas a 0 , se obtienen los resultados deseados.
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J(4,,t)=e""h(t) A—’y. (31)
Y

Dada la condicion de frontera J(A4,,T)=0, se agrega la condicion #(T) =0, y se tienen las

derivadas parciales de la funcion:

AN A i

B TR~ e (h'(t) - ph(1))

aJ(Atal) _ y=1_—pt

o = A7 e h(r) (32)
82J(Atal‘) _ _ y=2 —pt

ot S DA,

Si se sustituyen las derivadas de (32) en (28), (29) y (30), se obtienen las proporciones

optimas del portafolio:

1
¢, = Ah(r)
5 _ H-r+(y-1oo,0,

R &
st rt(7=1o0,0,
“ (7_1)0-112

Observe que ¢,es lineal a la riqueza 4,. A diferencia del marco determinista, en el que la

trayectoria Optima de consumo es fija y prescrita, en el marco estocdstico no se puede
determinar la trayectoria Optima de consumo, pues el consumo Optimo se convierte una

variable aleatoria dependiente de la riqueza, lo cual esta mas acorde con la realidad.

En conclusion, considerar un modelo con activos riesgosos conlleva a cambios cualitativos

y cuantitativos en las decisiones Optimas de consumo. También, se observa que las

proporciones Optimas 6, y ¢,, forman un sistema redundante de ecuaciones lineales

s 0,0 —r+(y-1)oo, 0 4 -

‘91[+6V u __MTT (72)GGV 2 Ov% M rz
o o o (-y)o

ézt+o-9“ :_#_r+(7/_21)‘70V91t +‘7‘9u _ My

Oy Oy o, (- 7/)‘71/2 ‘
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Al hacer

se tiene
0,+¢6, =2
%+A2,:/L, (35)

lo cual implica que
& a )
¢ 1)e,) A
D

Sin embargo, de (35) se tiene que det(D) =0, por lo que el sistema tiene una infinidad de

soluciones, esto significa que los premios al riesgo de mercado para la accion y para la opcion
son combinacién lineal uno del otro, lo cual es logico, pues la opcion hereda propiedades del

proceso de precios de la accion.

4.3 Premio al riesgo de mercado de una opcion Europea tipo call
Del sistema de ecuaciones (35) se tiene que
=3y,

lo que quiere decir que, los premios al riesgo del mercado de la acciéon y de la opcion

coinciden. Asi,

por oy Hy—r

(1-p)* o (1-y)o,’

O
(u=r)—==p, —r.
(o}

Si se sustituyen las definiciones de o, y x4, dadas en (21), se obtiene
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vies, ') 1(ev, ov 10V, >
) Lo | Ty S LGS |
(u=r)=—— V,(f as, > 2 as 0
2

t

La cual es la Ecuacion Diferencial Parcial de Black-Scholes (1973) y Merton (1973), con la
que se valta la opcion europea de compra y a la que para tal efecto se le impondra la
condicion de frontera correspondiente al valor intrinseco de dicho derivado. Por lo que se
tiene

13V, 5., O,

aV’+ Lo?SP+—LrS,—Vr=0
ot 208, oS (37)

t

V;(S;,T)=max{S, - K,0}

en donde K denota el precio de ejercicio de la opcion call europea en el tiempo de ejercicio
1.

4.4 Solucién al problema de control 6ptimo

Para concluir la solucion al problema de control 6ptimo estocastico, se requiere encontrar la

funcion A(f) definida en J(4,,7), por lo que se aplicard el Teorema de verificacion al

problema de control. Como se describio antes, la regla optima de consumo lineal ¢, es lineal
en la riqueza A¢ y se supone una solucion de esquina para las proporciones Optimas 6, y 6,,

asignadas al activo riesgoso y a su opcion europea, de tal forma que é,,ZO y éz; =1. Esto

quiere decir que el portafolio constara inicamente del contrato de opcion, lo cual se interpreta

en el modelo como lo que el agente estaria dispuesto a pagar por la opcion europea. Sien la
ecuacion (27) se sustituyen los valores de ¢ (33), 1,0, (21), 6,=0y 6, =1, y las
derivadas parciales en 1, y o, se evaliian en el dinero, es decir S, = K , las cuales se denotan

mediante
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Hyls_x =Hy Y Opls_x =Or>

se obtiene

0= A ey v e A () - pht)) + €7 4,47 h(0) [ f, - h(t)”]
y ¥

+e ! %(7/ —1) A7 ()5,

r
0=4" V (#)+ h(l)(—p + iy, + %(7 -1a,’ j +(1=p)h(t)" J (38)
Si se denotan los coeficientes de la ecuacidon como las siguientes constantes,

mlz_p+7ﬁV+%(7/_l)6V2 y m=l-y, (39)

se tiene la ecuacion diferencial ordinaria

4

0=A7| h'(t)+mh(t)+mh(t) ™ |. (40)

Si esta ecuacion se cumple para todas A; y t, y se considera la condicion de frontera descrita
en (31), entonces /(¢) debe resolver la ecuacion

4

')+ mh(t) = —m,h(t) WT)=0, (41)

la cual es una ecuacion de Bernoulli con p(¢) =m,,q(t)=m, y n=y/(y—1). Para encontrar

1
la solucion a la ecuacion de Bernoulli, se sustituye z=A(¢)"™" =h(t) "' , de donde se tiene

que h(t)=z""7y h'(t)=(1—-y)z 7 z". Al sustituir las funciones anteriores en (41) se obtiene

(1-p)z7z+mz"7 =—m,z7,

4
y al multiplicar ambos lados de la ecuacion por IZ ,
-7
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2 bz =1 p="" 2(T)=0, (42)

asi,

DI=T) g1y pobU-T) 5 — _ GhG=T)

Q

—_—

eb(t—T)Z(t)) - _eb(t—T)
T
(eb(s’T)z(s))'dS = —J. " s

t

= —

1
eb(t—T)Zt _1 l_eb(t—T)
0= )

z(t) = %(eb(”) —1).

Por lo que, si se sustituye z(¢) en A(¢), se tiene

h(t)=z(t) = L(e’“”’ -7, WT)=0. (43)

b

Entonces ha sido demostrado que si J(4,,t) esta dada por

A 4

‘](At s t) = eipth(t) — >
v
L ~ ~

con (43) definida como la solucion de h'(¢)+mh(t) =—m,h(t)’", y si se definen 6,, 6,, y
¢, por

1
¢ = Ah(ty
§ __H=rt(r=Doo,0,

1t — (]/_1)0_2
5 _ MHy—r+(y—-loo,6,

- (y-Do,’

3
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A

entonces J(4,,7) satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman y 8, 6,, y ¢, son las

proporciones y consumo que optimizan el problema de control 6ptimo con horizonte

temporal de magnitud estocastica.

Para un analisis de la relacion entre las reglas de control 6ptimas y sus variables, véase el

analisis de estatica comparativa de las soluciones Optimas en el Apéndice.
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Conclusiones

La teoria basada en optimizacion dindmica estocastica ofrece a la economia un analisis
sustentado en la incertidumbre presente en la realidad. En especial, la teoria de control dptimo
estocdastico permite el planteamiento de modelos en los que se puede controlar la dindmica
de las proporciones de inversion y el gasto del agente, en un problema de cartera 6ptima, para

que asi, se genere la mayor remuneracidon esperada.

El problema a tratar se plantea mediante la Teoria de Control dptimo estocéstico en tiempo
continuo y se resuelve mediante programacion dindmica estocastica, el objetivo central es
encontrar las trayectorias Optimas de los procesos que pueden ser controlados, para
maximizar la utilidad total esperada. En el proceso de solucion, el problema se modifica
cambiando su estructura estocastica a una determinista cuando se deriva la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman. En términos generales, es bien sabido que la funcién HJB no tiene
una solucioén analitica, pero al suponer que el precio de la accidn se comporta como un

movimiento Browniano geométrico y que la funcién de utilidad es de la forma

V(e t)=e"f(c,), con f miembro de la familia de funciones HARA, se puede obtener la

expresion de la funcion objetivo J que resuelve analiticamente la ecuacion HIB y por ende

el problema de optimizacion.

Se encuentran las trayectorias que satisfacen la ecuacion HJB y, gracias al Teorema de
Verificacion, se sabe que dichas trayectorias son las trayectorias Optimas del problema de
control 6ptimo estocastico. Al analizar las soluciones, se encuentra que el consumo es lineal
en la riqueza pero estocastico, lo cual es natural porque asi se presentan las variaciones en
los mercados econémicos y financieros, y que las proporciones de inversion dirigidas a la
accion y a la opcion sobre la accidon forman un sistema redundante, que no depende de la
riqueza (siempre que sea positiva) y con premios al riesgo proporcionales, resultando

finalmente ser no estocasticos.
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Mediante un analisis de premio al riesgo del sistema de ecuaciones resultante de los controles

6,y 6,,,se deduce la Ecuacion Diferencial Parcial parabolica no lineal de Black-Scholes-

Merton (EDP B-S-M) con la que se puede valuar la opcion europea de compra, que es
instrumento de inversion del agente econémico. Es importante resaltar que esta EDP B-S-M

se ha obtenido mediante supuestos de racionalidad econdémica.

Se plantea en una agenda futura de investigacion utilizar esta metodologia para evaluar

diferentes derivados financieros implementando parametros estocasticos de diferente indole.
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Apéndice

Anélisis de estatica comparativa a las soluciones 6ptimas del problema de control
Optimo estocastico

En el andlisis de estatica comparativa se derivan las reglas de control 6ptimas respecto a las
variables de las que dependen, para asi, analizar el efecto que causa el cambio instantaneo de

las variables sobre una regla de control 6ptima.

Al analizar el consumo 6ptimo ¢, se tiene

22 = h(t)ﬁ = b(eb(r‘” —1)_I >0, te€[0,T),

por lo que se observa que el consumo 6ptimo tiene una relacion directa con la riqueza, 4,

dado que 5>0 y (&7 ~1)" >0 Vie[0,T)

Si se aplica el analisis de estatica comparativa a la proporcion Optima asignada a la opcion,

A

0,,, respecto a la variable u se tiene que
0 __ -1 ~>0,
ou (y—Do

lo que indica que la proporcion Optima 6, tiene una relacion directa con la tendencia de la

accion, 4.

Si se realiza el andlisis respecto a la tasa libre de riesgo, 7, se obtiene

0, 1
= <
or  (y-DhHo’

lo que implica una relacion inversa entre la proporcion Optima 6, y la tasa de mercado libre

de riesgo, r.
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Al analizarse respecto a la proporcion de inversion destinada a la opcion call, 6,,, se tiene

3, o

<0,
00, o

por lo que se observa que la proporcion 6ptima destinada a la accion, 6,,, tiene una relacion

A

con la proporcion Optima destinada a la opcion, 6,,, ya que o,,0 >0. Aunque esto ya se

sabia pues 6, y 6,, forman un sistema redundante con coeficientes positivos, (35).

Se continua con el analisis de estdtica comparativa de la proporcion optima asignada a la

opcion, 6,,,respecto algunas de sus variables.

Si se realiza un analisis respecto a la tendencia del precio de la opcion, g, se obtiene

00, -1

= >
ouy  (y—Do,’

que indica una relacion directa entre la proporcion dptima éz; y la tendencia del precio de la

opcion, L.

Al hacer el andlisis respecto a la tasa de mercado libre de riesgo, r, se tiene que

a0, 1
= <
o (y-Da,?

lo que implica una relacion inversa entre la proporcion Optima 6,, y la tasa libre de riesgo,

r.

A

Al realizar el andlisis respecto a la proporcion 6ptima destinada a la accion, 6,,, se tiene
20 o
i) S < 0’
06, oy
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que indica una relacion inversa entre la proporcion Optima destinada a la opcion, 6,,,y la
proporcion Optima destinada a la accion, 6,,,lo cual confirma lo encontrado en el andlisis de

11>

estatica comparativa de 6, respecto a 6,,.
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