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Introduccion

La teoria de conjuntos ingenua incluia al axioma de Comprehension de forma irrestricta,
segun el cual toda propiedad determina un conjunto. En adelante y salvo indicacion de lo
contrario, siempre que mencione “teoria de conjuntos”, “teoria de conjuntos ingenua” o
“teoria de conjuntos intuitiva” estaré hablando de aquella que tenga como axiomas tanto
Comprehension como Extensionalidad en sus formas irrestrictas. En calculo de secuentes
estos dos axiomas se pueden expresar como sigue

(Comp)

[o(a)FA
Nae{r: dx)}FA

' d(a),A
'Fae{z:d(x)},A

(€ 1) (€ D)

(Ext)

Nreakxep A NrepfkFxea A
'Fa=p3A

(Ext €)

Como consecuencia del axioma de Comprehension ingenuo se podia formular una
paradoja que se conoce como la paradoja de Russell. Esta consiste en definir un conjunto
R al cual solo pertenecen los conjuntos que no se pertenecen a si mismos, llevando a una
contradiccion cuando se considera si el conjunto R debe pertenecer o no a si mismo. En-
contrar una contradiccion en una teoria es preocupante puesto que cualquier proposicion
puede seguirse de ella.

La pertinencia de esta investigacion radica en las dificultades que supone tener una
paradoja como consecuencia de una teoria, en este caso de la teoria de conjuntos. Como
caso paradigmatico se encuentra la paradoja de Russell. Dado que la teoria de conjuntos
es muy importante porque permite analizar otras ramas de las matematicas, evitar las
paradojas que llevan a la trivializacion podria tener como resultado que la teoria de con-
juntos fuese coherente y consistente, ademas de recuperar las intuiciones que se tenian
originalmente. Es por esto que se ha recurrido a diferentes estrategias, tanto clasicas co-
mo no clasicas, para solucionarla.
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Llamaré estrategia clasica a aquella que consiste en evitar la paradoja de Russell res-
tringiendo el axioma de Comprehension. La estrategia clasica consigue conservar la 16gi-
ca clasica subyacente a la teoria de conjuntos pero pierde el principio que define la nocion
de conjunto, lo cual no es un problema menor. En vista de esto surgio una segunda estra-
tegia que tiene como objetivo conservar el principio de Comprehension. Para lograr esto
sin que la teoria sea trivial, la 1ogica subyacente no puede ser clasica y esta modificacion
tampoco sucede sin costos. Me referiré a esta solucion como estrategia no clasica.

Asi, algunos tedricos no clasicos han optado por debatir el significado de la negacion
involucrada en la formulacion de esta paradoja, tal como lo explica Restall (2007, p. 2). Sin
embargo, existen otras maneras de trivializar la teoria de conjuntos sin tener que derivar
una contradiccion. La paradoja de Curry (cf. Ibid.)es una instancia de esto, al igual que
la version generalizada de ésta: la paradoja de Shaw-Kwei (1954). La paradoja de Curry
puede aparecer en la teoria de conjuntos definiendo un conjunto € = {z : = € = D p}
donde p es una proposicion cualquiera. Obteniendo p se puede trivializar la teoria aunque
no haya una negacion involucrada en la formulacion de este conjunto, a diferencia de
como sucedia en el conjunto de Russell.

La paradoja de Curry no es el tnico obstaculo que enfrenta la estrategia no clasica. La
paradoja de Hinnion-Libert es otra manera de definir a la paradoja de Russell sin utilizar
conectitvas, tal como se expone en Restall (2009). Para esto, la prueba incorpora al axioma
de Comprehension, Extensionalidad, las nociones de Pertenencia e Identidad, y las reglas
estructurales de Corte, Contraccion y Debilitamiento.

El conjunto de Hinnion-Libert se puede expresar como $) = {z : {y : x € z} = {y :
p}} donde, tal como sucedia con la paradoja de Curry, p es una proposicion arbitraria que
puede trivializar la teoria. Una caracteristica importante de esta paradoja es que no se vale
del uso de conectivas en el lenguaje objeto, haciendo que las soluciones que senalan como
culpables a las conectivas o a las reglas para emplearlas sean inutiles en este caso.

Por otra parte, la paradoja de Grisin surge de tomar la teoria de conjuntos BCK y
anadir el axioma de Extensionalidad. Debido a que los elementos empleados en las prue-
bas de las cuatro paradojas mencionadas son diferentes de los utilizados en la de Russell,
las soluciones que se podian tener para ésta no son aplicables a las paradojas de la estra-
tegia no clasica.

Como estas cuatro paradojas no comparten las mismas conectivas ni los mismos su-
puestos, ninguna de las estrategias que se venian empleando hasta el momento para re-
solver la paradoja de Russell seran de utilidad para solucionar las paradojas de Curry,
Moh Shaw-Kwei, Hinnion-Libert y de Grisin. Por esta razon vale la pena investigar qué
estrategias podrian desarrollarse para solucionar todas estas paradojas.

Lo que busco, entonces, es saber si existe una solucion satisfactoria y unificada para
estas paradojas. Una solucion satisfactoria consiste en bloquear las pruebas de las pa-
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radojas, asi como en dar cuenta de por qué debe rechazarse alguna regla operacional,
estructural, o cualquier otra nocion que haya dado lugar a la paradoja en primer lugar.
Si ademas esta solucion puede ser aplicada para todas las paradojas, consideraré que es
una solucion unificada. En este caso, habria que analizar si hay estrategias que expliquen
qué debe ser modificado en la teoria de conjuntos intuitiva para que no puedan derivarse
estas paradojas. Asi, la pregunta que abordo en esta investigacion es si puede darse una
solucion satisfactoria y unificada a las paradojas de la teoria de conjuntos no clasicas.

Como alternativa a las soluciones clasicas que surgieron a partir de la paradoja de
Russell, algunos teoricos se han dedicado a investigar de qué manera podria rescatarse
la teoria de conjuntos intuitiva. En In Contradiction, Priest dedica el capitulo 2 a la expo-
sicion de las razones por las cuales apostar por una estrategia distinta a la clasica para
tratar la teoria de conjuntos es viable. Ademas, en su capitulo 18 expone estrategias para
desarrollar una alternativa no clasica que rescate la teoria intuitiva de conjuntos.

En cuanto a las soluciones, se ha considerado como una opcion viable el rechazo de
alguna regla estructural. Esto tendria como ventaja que mas de una paradoja seria blo-
queada y asi la solucion podria ser unificada. Como prospectos se encuentran las posturas
no contractivistas, no transitivistas, no reflexivas y sin Debilitamiento.

En el texto de Mares y Paoli del 2014, “Logical consequence and the paradoxes”, se
propone una division de las paradojas de teoria de conjuntos en dos grupos: las paradojas
conectivas y las estructurales. Las primeras se deben a un error en la manera de interpre-
tar o asignar valores a las conectivas involucradas y que las segundas se deben a un error
en la forma de entender lo que la nocion de consecuencia logica permite probar. Mares y
Paoli proponen que ambas pueden ser solucionadas utilizando una logica subestructural
que no utilice Contraccion.

La estrategia no contractivista ha sido de los enfoques mas explorados (véase, por
ejemplo, el trabajo de Petersen (2000), Zardini (2015), Mares y Paoli (2014)). Esta estrategia
consiste en rechazar la regla estructural de Contraccion puesto que es un elemento que
tienen en comun varias paradojas (como por ejemplo la de Curry). Contraccion se expresa
en secuentes de la siguiente forma:

AATKEA
ATFA

THAA A

(Contr. I) TFA A

(Contr. D)

La postura no contractivista también ha sido objetada en vista de que algunos con-
sideran demasiado costoso rechazar Contraccion. Uno de sus detractores, Ripley (2015),
defiende que es una mejor opcion optar por una postura no transitivista, es decir, que
rechace la siguiente regla estructural:

TFAA  ATIEFY
TIIFA,Y

(Corte)
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Ademas de estas dos posturas, se encuentra la postura que rechaza Debilitamiento.
Para este punto, me apoyaré de lo expuesto por Paoli (2013) y consideraré si es una op-
cion viable. Otra alternativa es rechazar Reflexividad, lo cual se expone en el articulo de
French (2016) “Structural reflexivity and the paradoxes of self-reference”. En ese articu-
lo se exponen tres argumentos a favor de la postura no reflexiva que, de ser aceptados,
darian razones para optar por esta estrategia para resolver las paradojas. La postura que
rechaza Reflexividad consiste en deshacerse de la siguiente regla estructural:

Trr

También esta la opcion de deshacerse de Debilitamiento la cual rechaza estas reglas
estructurales:

'EA A

Paoli (2013) explica alguna de las desventajas de esta estrategia. Si bien hay buenas
razones para rechazar Debilitamiento, esta regla estructural no aparece en la paradoja de
Curry por lo que no la resolveria.

Las soluciones que he mencionado hasta ahora consisten en deshacerse de alguna de
las reglas estructurales. Una posibilidad que ha sido investigada es dejar de lado Exten-
sionalidad pero conservar Comprehension. Petersen (2000) ha considerado esta opcion
que forma parte de la estrategia no contractivista.

Mi objetivo es contribuir al estudio acerca de las paradojas que afectan a la teoria
de conjuntos no clasica, y al de las soluciones de las paradojas que la afectan. Para ello,
me propongo estudiar los componentes que dan lugar a las paradojas de Russell, Curry,
Moh Shaw-Kwei, Grisin y Hinnion-Libert, y después analizar cuales de ellos deberian ser
modificados para resolverlas. Inevitablemente, esto le dara protagonismo al axioma de
Comprehension y de Extensionalidad, asi como las reglas estructurales de Contraccion,
Corte, Debilitamiento e Identidad puesto que todos estos ingredientes son comunes a las
paradojas que trataré en esta tesis. Teniendo ubicadas las nociones involucradas en el
surgimiento de estas paradojas, investigaré si el rechazo de alguna de las reglas estruc-
turales permite solucionar todas las paradojas que menciono en este texto y si se pueden
dar razones que no parezcan ad hoc para rechazar alguno de sus componentes.

Considero que a primera vista parece que rechazar Identidad, Debilitamiento, Con-
traccion o Corte podria solucionar de forma unificada las paradojas de la teoria de con-
juntos intuitiva. Sin embargo, deshacerse de alguna de las reglas estructurales tiene con-
secuencias que no pueden ser pasadas por alto, por lo que estas estrategias terminan por
ser descartadas. Dejar de lado cualquiera de las reglas estructurales también requiere una
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buena justificacion para poder considerar que se llegd a una solucion unificada y satis-
factoria.

Asi, incluso si el rechazo de alguno de estos evitara el surgimiento de las paradojas,
podria no ser una solucion satisfactoria en tanto que los costos de deshacernos de estos
principios podria ser mayor al de optar por abandonar la teoria intuitiva de conjuntos.
Si pese a esto se optara por continuar aceptando la teoria intuitiva de conjuntos, esto
significaria que se debe aceptar la trivializacion de esta teoria, lo cual no es una solucion
satisfactoria para muchos.

Como su titulo lo indica, esta tesis esta inspirada en el articulo de Restall “Curry’s
Revenge: the costs of non-classical solutions to the paradoxes of self-reference”. En esta
tesis utilizaré una estrategia similar a la que él emplea. Empezaré por exponer las para-
dojas a tratar, después senalaré los pasos involucrados y finalmente discutiré las posibles
soluciones.

La estructura de la tesis sera la siguiente. En el primer capitulo explicaré en qué con-
siste la paradoja de Russell y las soluciones clasicas a ésta. El segundo capitulo estara
centrado en las alternativas no clasicas y se expondran las paradojas de Curry y de Moh
Shaw-Kweli, asi como algunas de las soluciones que parecerian adecuadas a primera vis-
ta. En el capitulo tres hablaré de las paradojas de Hinnion-Libert y de Grisin, ademas de
las posibles estrategias para resolverlas. Finalmente, decidiré si las soluciones expuestas
resuelven las paradojas tratadas, si se deben desarrollar mas a fondo las estrategias que
han sido propuestas, o si hay un panorama favorable para la solucion de las paradojas
en cuestion. Esto ultimo lo lograré analizando las consecuencias que tienen las estrate-
gias de solucion y considerando si las modificaciones que se tendrian que hacer estan
debidamente justificadas.

En esta investigacion no planeo defender las maneras en las que la teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel podria responder a la estrategia no clasica de quedarse con la teoria
intuitiva de conjuntos. Tampoco incluiré la exposicion de otras paradojas conjuntistas
(como la paradoja de Cantor o la de Burali-Forti) y tampoco de paradojas no conjuntistas,
aunque estén estrechamente relacionadas (como las paradojas de validez expuestas por
Bacon (2015)).

Presenté versiones preliminares del tercer capitulo. Di una presentacion basada en las
secciones 3.1 a 3.3 en el “XVII Simposio Latinoamericano de Logica Matematica” (Puebla,
29 de junio del 2017), y de las secciones 3.1 a 3.4 en el "Primer Congreso de Historia y
Filosofia de las Ciencias Formales”(Ciudad de México, 3 de abril del 2018).






Capitulo 1

La paradoja de Russell

1.1. Introduccion

Frege estaba interesado en derivar y definir leyes de la aritmética basandose en leyes
de la logica y esto lo llevo a escribir Fundamentos de la Aritmeética (cf. Zalta (2017)). La-
mentablemente, el descubrimiento de la contradiccion que surge a partir de la Ley Basica
V tenia consecuencias desafortunadas para su proyecto. La contradiccion encontrada es
conocida como la paradoja de Russell y ésta represent6 un problema importante para la
teoria de conjuntos debido a que involucraba un axioma esencial de la teoria de Frege.
En vista de que este problema se considera emblematico, vale la pena preguntarse por los
componentes que dieron origen a esta paradoja asi como las soluciones que se dieron.

La investigacion acerca de los elementos que dan lugar a esta paradoja podria escla-
recer qué nociones resultaban conflictivas y si eran las Unicas en juego. Por otra parte,
analizar las soluciones que dieron Frege y Russell a esta paradoja podria mostrar qué se
consideraba importante en la teoria de conjuntos (al menos desde un punto de vista fre-
geano), mientras que las soluciones posteriores permiten observar el uso de herramientas
mas actuales que pueden abordar el problema desde otra perspectiva. Considero que es
importante investigar las soluciones de la estrategia clasica para dar cuenta de qué se
pretendia expresar con la teoria de conjuntos intuitiva y como es que las paradojas que
se desarrollaran a lo largo de esta tesis pueden entenderse como problemas de venganza
de la paradoja de Russell.

En la actualidad es cominmente aceptado que la teoria de conjuntos se libro de la
paradoja de Russell eliminando el componente que, en ese momento, era evidentemente
conflictivo, a saber, el axioma de Comprehension. No obstante, ésta no ha sido la tnica
manera de abordar el problema ni el unico enfoque que ha tenido la teoria de conjun-
tos. Como parte de la estrategia clasica también esta la teoria de tipos de Russell (1903,



1.2. La Ley V de Frege y la paradoja de Russell La paradoja de Russell

Apéndice B) y las soluciones de von Neumann (1967) y de Quine (1937) que expondré en
las secciones 3 y 4, respectivamente.

A lo largo de la segunda seccion de este capitulo expongo como surgio la paradoja de
Russell en el sistema de Frege asi como los componentes de ésta. Posteriormente, en la
seccion 3, explico las soluciones propuestas por Russell y Frege para mostrar la manera en
la que se manejo este problema en un primer momento. Finalmente, en la seccion cuatro,
hablo de las soluciones posteriores a estas que seguian persiguiendo una solucion clasica
a la paradoja.

En este capitulo no ahondo en la propuesta fregeana sino que me concentro en los
aspectos que atanen al surgimiento de la paradoja de Russell. Tampoco pretendo decidir
cual de las soluciones clasicas a esta paradoja podia haber sido mas conveniente. Unica-
mente me limitaré a exponer este problema que se encontro6 en la teoria de conjuntos en
un primer momento para tener un acercamiento a las complicaciones que ha tenido la
teoria de conjuntos intuitiva.

1.2. LaLey V de Frege y la paradoja de Russell

En su obra Fundamentos de la Aritmética, Frege consideraba a la Ley Basica V como un
axioma en su sistema, del cual intento derivar teoremas para la teoria de nimeros (cf.
Zalta (2017)). Desafortunadamente, el axioma V tuvo como consecuencia la paradoja de
Russell la cual trivializaba la teoria debido a la contradiccion que se puede concluir. Esto se
debe a que la logica clasica valida el principio de explosion, el cual indica que una relacion
de consecuencia - es explosiva si valida {A, - A} - B para cualesquiera A y B. Frege
buscaba recuperar nociones que él consideraba fundamentales en la matematica pero que
junto con el aparato de la teoria de conjuntos dieron lugar a una teoria inconsistente tal
como descubri6 Russell. En secuentes, la ley V podria formularze como sigue

F7TE) = dg(a) = Valf () = g(@)] )

En esta formalizacion se ha reemplazando la igualdad de la formulacion original por
un bicondicional. Esta ley puede leerse como “el curso de valores de ¢ es igual al curso
de valores de « si y solo si todos los argumentos de la funcion f son iguales a los de la
funcion g”. Esto significa que condiciones que hacen verdadera a € son las mismas que
las de « si y solo si todas las interpretaciones que hacen verdaderas a las funciones a las
que ¢ esta asociada, hacen verdadera a las funciones a las que esta asociada «.

De la Ley Basica V se desprenden dos corolarios: la ley de extensiones y el princi-
pio de Extensionalidad. La ley de extensiones se define como IFVz(x € ¢F = Fx).
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La paradoja de Russell 1.2. La Ley V de Frege y la paradoja de Russell

Esta ley también se conoce como axioma de Comprehension e indica que para cual-
quier formula ¢(x), existe un conjunto {z : ¢(x)} cuyos miembros son aquellos objetos
que cumplan con la propiedad ¢. Otra manera de entender esto es que las propieda-
des definen conjuntos. El principio de Extensionalidad, por otra parte, es definido como
Vz(z € x = z € y) D x = y. Es decir, si todos los elementos que pertenecen a x perte-
necen también a y y viceversa, x y y son iguales. Retomando a (Restall, 2009, p. 10 y 11),
podemos expresar Comprehension y Extensionalidad en secuentes como

(Comp)

[o(a)FA
Nae{r: dx)}FA

' d(a),A
'Fae{z:d(x)},A

(e 1) (e D)

(Ext)

Nrzeakzep A NrzepfrFrxea A

TFa=3A (Ext €)

Si bien Frege no anticip06 el resultado desafortunado que representaba la inconsisten-
cia derivada a partir de la Ley Basica V, Russell se percato de que ésta tenia como resultado
una contradiccion. La paradoja surge al considerar el concepto “z es una extension que
no es miembro de si misma”. Si z no se perteneciera a si misma, cuando se evaluase como
argumento del concepto se le asignaria el valor Verdadero. Sin embargo, al ser argumento
de ese concepto, pertenece a si misma por lo que se le deberia asignar el valor Falso. Si
es asl, no perteneceria a si misma.

Consideremos un conjunto R definido por la propiedad de ‘z ¢ 2, es decir R = {z :
x ¢ x}. Con esta informacion, la paradoja de Russell puede ser reconstruida en secuentes
de la siguiente manera:

FR={z|z ¢ x}
Fref{r:Rx)}=(r¢x) EEI;;
FRER=REN ) (o7
FReERD (RER) (Cont;?D)
R R () ' FRER=RER () (o
FReR FR¢ R

F L

11

(Sep)



1.3. Las soluciones de Frege y Russell La paradoja de Russell

Debido a que el axioma de Comprehension permite considerar a todos los elementos
que cumplan la propiedad como elementos del conjunto que se definio, la paradoja surge
cuando se analiza si el conjunto R pertenece o no a si mismo, tal como pasaba con el
concepto “x es una extension que no es miembro de si misma”.

Mas alla de que la aparicion de una contradiccion en una teoria que tenga como ba-
se a la logica clasica representa un problema en tanto que atenta con el principio de
no contradiccion, un problema potencialmente mas desastroso es la trivializacion de la
teoria debido al principio de explosion que también es aceptado en logica clasica. Con
este principio, una vez derivada la contradiccion a la que se llega con la paradoja de Rus-
sell, la teoria de conjuntos se volveria trivial puesto que cualquier proposicion podria ser
derivada como consecuencia.

1.3. Las soluciones de Frege y Russell

La paradoja de Russell fue identificada poco antes de que la obra de Frege fuese publicada
y tanto Frege como Russell intentaron dar solucion a este resultado. Una vez que Russell
hizo notar a Frege la inconsistencia que aparecia en su teoria, Frege decidi6 anadir un
apéndice a la segunda edicion de su tratado. En éste se postulaba que debia haber una
modificacion en el criterio de identidad de la Ley V. Javier Castro recupera la modificacion
hecha por Frege (cf. Castro Albano (2014), p. 193) que se puede expresar en secuentes de
la siguiente forma:

Fex(F(x)) =ex(G(x)) < Va[(x # ex(F(x))) ANz # ex(G(z)) <> (F(x) + G(x)] v

Esta nueva version puede ser leida como “las extensiones de F' son iguales a las ex-
tensiones de G si y solo silos argumentos no son iguales a las extensiones de F'ni a las de
G cuando éstas son las mismas”. Dicho de otro modo, este nuevo principio indica que las
evaluaciones de F'y GG son las mismas si y solo si cuando F'y GG son iguales los objetos
que cumplen con estas propiedades no son sus evaluaciones.

Desafortunadamente, este intento por evitar la paradoja modificando la Ley Basica
V no fue exitoso ya que la tension se mantenia. La ley V* expresaba que habia un tnico
objeto lo cual era incompatible con la idea de que debia haber una infinidad de objetos
que correspondieran a los nimeros naturales (cf. (Frege, 1903, p. XV)). En todo caso, esta
nueva formulacion solo hacia mas complicada la prueba de la inconsistencia pero no se
deshacia de ella. Frege no intento explorar otras alternativas ademas de esta solucion sino
que se limito a senalar el problema que habia encontrado Russell y a aceptar la falla en
su sistema.

12



La paradoja de Russell 1.4. Otras soluciones clasicas

Por su parte, Russell propuso su Teoria de Tipos ramificada para enfrentar la paradoja.
Esta permitia analizar los objetos de acuerdo a una jerarquia en la cual se tenia a los
individuos en un primer nivel, a los conjuntos en el segundo, a los conjuntos de conjuntos
en el tercero y asi sucesivamente. De esta forma, un conjunto solo puede tener como
elementos conjuntos de una jerarquia menor y expresiones como ‘x € x’ 0 ‘x ¢ x’ no
son consideradas como oraciones correctas ya que el subconjunto (la primera aparicion
de ) no es de un nivel de jerarquia menor que el conjunto al que pertenece (la segunda
aparicion). Una ventaja de esta solucion es que rescataba la idea de Frege de que los
conjuntos son extensiones de conceptos, la cual era importante para el proyecto logicista.

Ademas de esta propuesta, Russell identifico que la nocion de clase era conflictiva
puesto que comprendia una multiplicidad demasiado grande. Schindler expone la defi-
nicion de clase dada por Russell como “todos los términos que pueden satisfacer alguna
funcion proposicional” (Schindler (2014), p. 204). Esta nocion, a su vez, involucraba al
axioma de Comprehension y por ello considero a este Gltimo como uno de los posibles
problemas a tratar. Una de las maneras en las que se podia solucionar la paradoja era
restringiendo el axioma de Comprehension de tal suerte que no pudiese ser aplicado en
instancias conflictivas como en la creacion de conjuntos del tipo de Russell.

1.4. Otras soluciones clasicas

Si bien las soluciones propuestas por Russell fueron bien recibidas, ha habido otras al-
ternativas que retoman algunos objetivos de las soluciones russellianas. Incluso puede
considerarse que la paradoja de Russell se evade con la formulacion de Cantor puesto
que el axioma de Comprehension no formaba parte de las nociones basicas de su teoria
(cf. Irvine y Deutsch (2016)). En lugar de que Comprehension definiera la nocion de con-
junto, Cantor entendia conjunto como “una coleccion ‘definida por la enumeracion de
sus términos™ (Lavine, 2009, p. 77). Aunque posteriormente Cantor dice que entiende
por conjunto “cualquier multiplicidad que puede ser pensado como una unidad, i.e., cual-
quier dominio de elementos definidos que por medio de una ley se puede ligar en un todo”
(Cantor, 1915, p. 85), es importante explicar que Cantor suele utilizar la palabra “ley” para
hablar de una sucesion natural o de un “conteo” (cf. Ibid, p. 85).

Antes del descubrimiento de la paradoja de Russell, Cantor habia considerado que
habia propiedades (como la de ser cardinal, por ejemplo) que formaban objetos demasia-
do grandes como para ser considerados conjuntos y que probablemente llevarian a una
inconsistencia (cf. Irvine y Deutsch (2016)) Ademas de esto, Cantor pensaba que la deri-
vacion de la paradoja de Russell en el sistema fregeano so6lo mostraba que ese conjunto
es una clase propia, es decir, una clase que no es un conjunto. Una definicion de clase
se puede retomar de Holmes (2017): Una clase x es un conjunto siempre y cuando haya

13



1.4. Otras soluciones clasicas La paradoja de Russell

una clase y tal que x € y. Zermelo (2017) habia identificado también el problema de in-
cluir el axioma de Comprehension y por ello decide dejarlo fuera de su teoria por lo que
su formulacion no se veia afectada por la paradoja de Russell (cf. Castro Albano (2014)
p- 185-186). La teoria de conjuntos de Zermelo termina siendo comtinmente aceptada de-
jando atras el problema de la paradoja descubierta por Russell. De hecho, Zermelo logro
evadir el problema recurriendo a principios diferentes. De esta manera, en vez de recurrir
a (Comp), se vale del esquema' de separacion el cual se formula a continuacion:

VAIBVx(x € B=(x € AN9)) (Sep)

donde B no incluye variables libres. Esto se puede leer como “para cualquier conjunto
A, existe un conjunto B tal que cualquier objeto pertenece a B si y solo si pertenece a
Ay cumple que ¢” (cf. Irvine y Deutsch (2016)). A simple vista, este axioma se asemeja
a (Comp) y no parece evitar el problema de la paradoja puesto que parece que A puede
ser sustituido por U (el conjunto Universo) y ¢ por x ¢ x. Asi, se tendria que todas
las cosas (en particular B) pertenecen a si mismas si y solo si pertenecen al Universo y
no pertenecen a si mismas. Sin embargo, dada la teoria de Zermelo, esto s6lo mostraria
que los supuestos que se tenian eran incorrectos y que U no es un conjunto. Tal como
mencioné anteriormente, Zermelo consideraba que por esta misma razon, la paradoja
de Russell iinicamente ponia en evidencia que un conjunto como el planteado para esa
paradoja no podria existir.

Ademas de esta propuesta, von Neumann (1967) propone una teoria que no recurre a
tipos como la de Russell pero que establece ciertas distinciones entre conjuntos y clases.
Para poder decir que un objeto x es miembro de un conjunto y, x tiene que pertenecer a
una clase. Si no pertenece a alguna clase, no puede estar en una relacion de pertenencia
como = € y. Los conjuntos estan definidos entonces por sus miembros y todos los objetos
que no pertenecen a alguna clase son llamados “clases propias” (cf. Irvine y Deutsch
(2016)). Estas distinciones evitan el problema de la paradoja de Russell puesto que la
clase de Russell no seria mas que una clase propia. De esta forma, aunque parezca que
la paradoja podria resurgir para clases, los resultados paradojicos indicarian que se esta
tratando con clases que no son elementos de una clase, es decir, son clases propias.

Otra solucion puede ser encontrada en las teorias de zigzag segun las cuales se busca
que solo las estructuras sintacticas simples establezcan una clase. Una instancia de éstas es
expuesta por Quine en New Foundations for Mathematical Logic, donde se expone la idea
de “trabajar con un lenguaje no tipificado, pero al mismo tiempo trabajar con formulas

'Entiendo un esquema de axioma como una version general de un axioma. Mientras que el esquema es
una formula en el metalenguaje, un axioma es una féormula en el lenguaje de la logica empleada.
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que pueden ser vistas como una ‘traduccion’ de una formula tipificada™ (Schindler (2014),
p- 209). Esto supone, tal como lo plantea Quine en su articulo, que todas las proposiciones
que consistan solo en lenguaje matematico y logico pueden ser traducidas a proposiciones
que unicamente utilicen lenguaje logico (cf. Quine (1937), p. 71).

Quine hace notar que la teoria de tipos de Russell puede ser ambigua en tanto que no
es claro como se obtienen los tipos de cada variable pues parecen depender de contex-
tos. Asi, las variables involucradas en las relaciones de pertenencia podrian obtener sus
tipos de forma casi arbitraria. Con este problema en mente, Quine propone considerar
oraciones estratificadas, las cuales otorgan el tipo a las variables tomando en cuenta que
la relacion de pertenencia s6lo ocurra cuando n € n+ 1 (cf. Ibid, p. 78). Schindler explica
que una formula A estara estratificada “si'y solo si hay una funcion f que asigna numeros
naturales a las variables de A de modo que siempre que x = y es una subformula de A,
f(z) = f(y), y siempre que = € y es una subformula de A, f(y) = f(z) + 17 (Schindler
(2014), p. 209).

Dicho de otro modo, las igualdades estarian en un mismo nivel de la estratificacion
pero no sucedera lo mismo para la relacion de pertenencia. Cuando una formula esta
estratificada, sus variables estan en una funcion que les asigna un nimero. En el caso de
formulas como = = y, cada lado de la igualdad el nimero debe ser el mismo. Para x € v,
la variable de la izquierda debe estar asignada a un nimero menor que la de la derecha.
Esto tiene como consecuencia que no exista una clase de Russell puesto que = € x tendria
asignado el mismo nimero para cada variable.

1.5. Conclusiones

Una vez expuestas algunas nociones basicas que dieron lugar a la paradoja de Russell,
se puede examinar lo que se ha considerado problematico en la teoria. Las soluciones
enunciadas apelan, en su mayoria, a la reformulacion de ciertas nociones basicas de la
teoria de conjuntos: la modificacion de la Ley V por parte de Frege, la revision de la
nocion de clase hecha por Russell y posteriormente por von Neumann o la postulacion
de axiomas que reemplacen Comprehension como el axioma de separacion de Zermelo.

Ademas de estas estrategias, Russell y Quine plantean distintas maneras de hacer una
jerarquizacion segun la cual expresiones conflictivas como la que suscitaba la paradoja
de Russell no sean gramaticalmente correctas y, por tanto, no tengan como consecuencia
una contradiccion.

En general, debido a la gran aceptacion de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel,

?Esta y todas las traducciones subsecuentes son traducciones mias de los textos citados a menos que se
especifique lo contrario.
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parece que la solucion estandar es rechazar o limitar el axioma de Comprehension. Esto
no significa que no exista otra manera de solucionar el problema de la trivializacion. En
el siguiente capitulo hablaré de alternativas a la estrategia clasica.
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Capitulo 2

Las soluciones no clasicas a la
paradoja de Russell

2.1. Introduccion

Aunque la teoria de Zermelo-Fraenkel fue ampliamente aceptada, no es claro que no in-
cluir al axioma de Comprehension como parte de la teoria de conjuntos haya sido la mejor
estrategia posible para tratar el problema de la paradoja de Russell. Mas atn, no es del
todo claro que el elemento mas conflictivo que tiene un rol en la derivacion de la paradoja
de Russell sea este axioma. El rechazo al principio de Comprehension y el resto de solu-
ciones tratadas en el capitulo anterior tienen en comun que buscan mantener la logica
subyacente a la teoria de conjuntos, es decir, la logica clasica. Las soluciones tratadas, por
tanto, tienen el objetivo de preservar la logica y modificar algiin otro componente que
no afecte otros supuestos centrales en la logica empleada. Muchos filosofos de la logica
se han percatado de esto y han optado por un camino diferente para tratar el problema
de la paradoja de Russell. Me referiré a estas alternativas como las soluciones no clasicas.

Una de las principales razones que se tiene para querer buscar alternativas a las solu-
ciones ya dadas es que la jerarquia cumulativa tiene objeciones que no pueden ignorarse
facilmente. En In Contradiction (2006) Priest defiende que la falta del axioma de Com-
prehension es un problema grave, puesto que la definicion de conjunto que da la jerarquia
cumulativa no es intuitiva ni recupera todo lo que Comprehension permitia. Debido a que
la solucion clasica tiene objeciones importantes, se puede considerar que la jerarquia cu-
mulativa no es suficiente para subsanar la falta del axioma de Comprehension ingenuo.
Ademas de esto, debemos enfrentar problemas de venganza, que son aquellos en los que
una vez dada una solucion para una paradoja, aparece otra con elementos en comun pe-
ro que de alguna forma deriva de la inclusion de los mecanismos que solucionaban la
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primera paradoja en cuestion.

En la teoria de conjuntos existen casos de problemas de venganza de la paradoja de
Russell. En este capitulo se estudiaran dos paradojas que surgen en la teoria de conjuntos:
la paradoja de Curry y la de Moh Shaw-Kwei. Ambas surgen de la posibilidad de definir
conjuntos con mecanismos autorreferenciales y, como la paradoja de Russell, tienen co-
mo resultado la trivializacion de la teoria. Las paradojas de Curry y Moh Shaw-Kwei
surgen pese a las soluciones dadas y utilizan el vocabulario de la estrategia con la que
se pretendia resolver la paradoja de Russell, por lo que se consideran como problemas
de venganza. Ademas de esto, ambas paradojas ponen en evidencia problemas en la 16gi-
ca subyacente (i.e. logica clasica) que se habian pasado por alto incluso después de las
distintas propuestas para solucionar la paradoja de Russell.

El objetivo principal de este capitulo es mostrar de qué otras maneras la teoria de
conjuntos esta en riesgo de ser trivializada cuando se opta por una estrategia diferen-
te, es decir, cuando se mantiene el axioma de Comprehension pero se cambia la logica.
Mostrando a las paradojas de Curry y de Moh Shaw-Kwei como problemas de venganza,
sera evidente que las soluciones clasicas para la paradoja de Russell son un recurso insu-
ficiente para tratar a estas paradojas y por ello habra que investigar otras estrategias que
impidan la trivializacion de la teoria de conjuntos. Todo esto se abordara con el fin de
analizar si hay una solucion que pueda deshacerse tanto de la paradoja de Russell como
de la de Curry y a la de Moh Shaw-Kwei.

Lo anterior podria ser logrado una vez encontrados algunos puntos en comun entre
estas paradojas y analizando estrategias no clasicas, es decir, estrategias que permitan
rechazar principios de la logica clasica en la medida en la que que esto sea de utilidad para
solucionar el problema de las paradojas. Estas soluciones deberian, ademas, solucionar las
tres paradojas que he tratado hasta el momento.

La estructura del capitulo es la siguiente: en la segunda seccion trato algunos pro-
blemas que han tenido las soluciones clasicas a la paradoja de Russell. Posteriormente
en la seccion 3, explico en qué consisten las paradojas de Curry y de Moh Shaw-Kwei y
los elementos mas caracteristicos que estan presentes en la prueba de éstas. En la cuarta
seccion de este capitulo, esbozaré a grandes rasgos las soluciones que pueden tener estas
paradojas.

No profundizaré demasiado en todas las estrategias sugeridas hasta el momento sino
que procuraré caracterizarlas de manera general para senalar algunos posibles caminos
por los que se puede optar para solucionar las paradojas tratadas y observar si hay una
solucion unificada para ellas. Las soluciones que consideraré seran expuestas hasta el
capitulo 3.
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2.2. Problemas con las soluciones clasicas

La estrategia que se habia empleado con la paradoja de Russell era observar los compo-
nentes involucrados en la derivacion de esta paradoja y proponer alguna modificacion
de los componentes involucrados que permitiera mantener la logica clasica intacta. Sin
embargo, existe otra alternativa a la estrategia clasica tal como apunta Priest (2006). El
propone en el capitulo 2 del libro recién citado que, en vez de conservar los principios
logicos de la logica clasica que se han utilizado en la teoria de conjuntos y restringir el
uso del axioma de Comprehension, se podria conservar el axioma en su version irrestric-
ta y modificar algunos de los principios logicos para formular una teoria de conjuntos
paraconsistente.

Las soluciones clasicas trataron al axioma de Comprehension como el principal pro-
blema que daba origen a la paradoja de Russell. A primera vista, las estrategias clasicas
parecian dar una solucion aceptable a esta paradoja pero, debido a que el axioma de Com-
prehension servia como una definicion de conjunto que era intuitiva, al restringir este
principio se dejo de lado la caracterizacion principal que se tenia de esta nocion central
en la teoria de conjuntos. Esto es especialmente problematico debido a que los axiomas
de Comprehension y Extensionalidad parecian recuperar adecuadamente las intuiciones
acerca de lo que significa la nocion de conjunto. Otra razon por la cual vale la pena man-
tener estos principios intactos es que fueron propuestos antes de que surgiera el debate
en torno a la paradoja de Russell y no como una propuesta ad hoc una vez encontrado este
problema. En otras palabras, tener Comprehension como definicion de conjunto no era
resultado de una estrategia para evitar la paradoja de Russell y era una nocion intuitiva
que son consideraciones importantes para defender que la teoria de conjuntos ingenua
deberia mantenerse intacta.

En vista de que las soluciones tratadas en el capitulo anterior pueden considerarse
como insuficientes para sustituir la nocion intuitiva de conjunto, parece que estas opcio-
nes no resuelven el problema adecuadamente. Esto se debe a que, aunque las propuestas
clasicas evitan la contradiccion originada por la paradoja de Russell, sesgan una parte
fundamental de la teoria de conjuntos.

Con la modificacion al axioma de Comprehension se perdio la posibilidad de que
cualquier propiedad determine un conjunto. No so6lo parecia intuitivo que todas las pro-
piedades sirvieran para determinar qué elementos pueden pertenecer a un conjunto sino
que, sin la version ingenua de Comprehension, no hay otra manera efectiva de definir a
los conjuntos. Esto quiere decir que al perder la definicion ingenua de Comprehension,
se pierde la nocion intuitiva de conjunto definido como “la extension de una condicion
arbitraria”(Priest, 2006, p. 29). Dicho de otro modo, un conjunto se formaba con todos los
argumentos que satisfacian una propiedad lo cual parece intuitivo, y descartar el axioma
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de Comprehension puede parecer una solucion insatisfactoria para quien considere que
una definicion intuitiva de conjunto es prioritaria.

Como una posible objecion a la propuesta de mantener Comprehension ingenua,
Priest considera que la paradoja de Russell tal vez muestre que, aunque Comprehension
es un axioma intuitivo, es una intuicion de la que deberiamos deshacernos. Al respecto,
Priest argumenta que la carga de la respuesta recae en quien considera que Comprehen-
sion deberia ser rechazado y deberia proponer una nocion para sustituirlo. Una propuesta
que surgio para proporcionar una definicion de conjunto fue la nocion de jerarquia cu-
mulativa. Esta es una coleccion que parte del conjunto vacio y “acumula”su potencia, la
potencia de su potencia y asi sucesivamente. De acuerdo con la jerarquia cumulativa, la
definicion de conjunto es entendida como aquello que es un elemento perteneciente a
esta jerarquia.

Una ventaja de la jerarquia cumulativa es que recupera la mayoria de las reconstruc-
ciones de teoria de conjuntos. Sin embargo, la jerarquia no recupera todas las instancias
de Comprehension. Priest presenta cinco objeciones a la jerarquia cumulativa que enu-
meraré con el fin de hacer mas claro el argumento.

Objecion 1 La primera objecion es que no parece claro que la jerarquia no requiera de
otra nocion de conjunto diferente a la que mencioné hace un par de parrafos. Para
construir la jerarquia, se necesita especificar hasta qué punto seguira la construc-
cion, es decir, hasta qué ordinal se acumularan las potencias. Notemos que para
hablar de ordinales debemos tener ya una nocion de conjunto para definirlos. Si
los ordinales se definieran apelando a la teoria de Zermelo-Fraenkel, tendriamos
un problema de circularidad (cf. Ibid, p- 30).

Objecion 2 La segunda objecion es que resulta inexplicable por qué parece tan intuitivo
que cualquier condicion defina conjuntos. Es decir, no hay buenas razones para que
algunas instancias de Comprehension sean aceptables y otras no si es intuitivo que
todas ellas sean permitidas (cf. [p. 3l]ibid).

Objecion 3 En tercer lugar, no existe una justificacion de por qué los tnicos conjuntos
que debemos considerar como existentes son aquellos que pertenecen a la jerarquia.
Formar conjuntos parece problematico, en primer lugar, porque para definir un
conjunto debemos tener los elementos “a la mano” pero para obtener los elementos
necesitamos de algin conjunto del cual provengan y asi sucesivamente.

Priest objeta que no hay razones para pensar que la jerarquia no puede construirse
partiendo del conjunto universo en vez del conjunto vacio. El problema con esta
propuesta de Priest es que hay quienes piensan que en la construccion usual, no
importaria si no hay un limite ascendiendo en la jerarquia pero en la version de
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Priest si habria un problema si no hay un primer elemento al fondo de la jerarquia.
Habria que asegurar que la jerarquia se detendra en algun punto, es decir, que esta
bien definida. Para hacerlo, habria que definir los conjuntos adecuadamente pero
los elementos de cada conjunto apelan a otros conjuntos. Asi, la definicion de un
conjunto requiere de la definicion de otro y asi sucesivamente.

Aunque Priest piensa que eso es un paradigma de validez (a porque a porque a), no
es asi. Decir “llueve porque llueve porque llueve.. ni siquiera puede ser capturado
adecuadamente de manera formal y por ello no puede hablarse de la validez de una
oracion tal. Mas aun, Priest estaba tratando de justificar que el hecho de que un
conjunto se definiera por otro y éste a su vez por otro, no es problematico. Mas
aun, apelar a un argumento de la forma a porque a porque a no da una buena
justificacion, que es lo que se esperaba obtener de la propuesta de Priest.

Otra opcion para justificar la jerarquia que se construya de arriba a abajo es que
podria darse una “super premisa” (como el axioma de Comprehension), del cual se
pudiera definir el resto de los conjuntos. Una tercera opcion para salvar el argumen-
to es que el hecho de que no se pueda mostrar que un conjunto esta determinado, no
significa que no lo esté sino que no hemos logrado evidenciarlo (cf. Ibid, pp. 31-32).

Aunque se acepte alguna de las defensas anteriores como una buena motivacion para
construir la jerarquia de arriba hacia abajo, Priest explica que la jerarquia cumulativa
tiene problemas con la teoria de categorias también. Al respecto presenta una cuarta
objecion.

Objecion 4 En primer lugar, sabemos que hay conjuntos y operaciones que han funcio-
nado anteriormente y que no aparecen en la jerarquia (como el conjunto Universo
o Complemento Absoluto). Esto es problematico solo hasta el punto en el que la
teoria de conjuntos se haya identificado con la jerarquia cumulativa, la cual no
logra recuperar estos conjuntos y operaciones. Esta objecion tiene dos problemas.

El primer problema es que la teoria de conjuntos basada en la jerarquia no trata
con objetos muy grandes, mientras que la teoria de categorias si (como la clase de
los ordinales). Estos objetos no tienen cabida en la jerarquia cumulativa, asi que
si se identifica a la teoria de conjuntos con la jerarquia cumulativa, la teoria de
categorias basada en esta teoria de conjuntos no podria alcanzar sus objetivos. El
segundo problema es que también se busca operar con objetos muy grandes desde
la teoria de categorias. Para intentar salvar este segundo problema, Priest mencio-
na dos soluciones. Una consiste en considerar a las categorias como clases propias
pero, dado que se suponia que la jerarquia incluia a todos los conjuntos, tratar a
algunos objetos como clases propias es salirse por la tangente. Ademas, las clases
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propias no nos permiten operar con las categorias grandes por lo que tendriamos
que considerar que las clases propias son miembros de otras colecciones. Esto sig-
nifica que, o bien la nocion de clase propia esta mal definida, o bien la jerarquia no
estaba acabada puesto que no incluia a todos los conjuntos ya y, por lo tanto, se-
guira creciendo. La segunda solucion seria suponer un cardinal accesible y que las
categorias de menor rango que éste son las que pueden ser manipuladas. Sin em-
bargo, la teoria de categorias pretendia operar con todas las estructuras grandes.
Ademas, sabemos que la teoria de categorias ya puede operar con objetos grandes
aunque esto no pueda ser explicado por la jerarquia cumulativa. Esto significaria,
en todo caso, que la teoria de conjuntos basada en la jerarquia esta mal (cf. fbid,
pp- 32-35).

Objecion 5 La ultima objecion de Priest a la jerarquia cumulativa es con respecto a la
logica. La nocion de validez pretende abarcar todas las interpretaciones por lo que
parece que la definicion de validez se enfrenta al mismo problema que la teoria
de categorias, es decir, a que la jerarquia cumulativa no permite cuantificar sobre
objetos muy grandes. Podriamos intetar abordar el problema, por ejemplo, con el
teorema de Lowenheim-Skolem’, el cual dice que las estructuras son equivalentes
a estructuras mas chicas. Sin embargo, el teorema mismo cuantifica sobre todas las
estructuras por lo que no se puede evadir el problema (cf. Ibid, pp- 36-37).

Lo expuesto hasta ahora hace evidente que la opcion de adoptar a la jerarquia cumu-
lativa como una definicion alternativa de conjunto tiene varios problemas que parecen
indicar la necesidad de hacer una distincion entre el lenguaje y el metalenguaje. Priest
toma esto como evidencia de que el ascenso en la teoria acumulativa parece ser similar a
la necesidad de ascender en el metalenguaje y esto muestra que el problema que da lugar
a las paradojas conjuntistas es parecido al que da lugar a las paradojas semanticas.

2.3. Las paradojas de Curry y Moh Shaw-Kwei

Si bien la falta de la nocion de conjunto no puede dejarse de lado, de cierta forma las
soluciones clasicas parecen haber logrado bloquear la aparicion de la paradoja de Russell
al restringir Comprehension y, en tanto que se ha logrado evadir la contradiccion a la
que se llegaba con ella, parecia que se habia logrado evitar la trivializacion de la teoria de
conjuntos.

'El teorema de Léwenheim-Skolem indica que si una teoria de primer orden tiene un niimero infinito
de modelos, tiene al menos un modelo con dominio finito (cf. Bays (2014)).
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No obstante, hay otra paradoja que permite la trivializar la teoria de conjuntos en la
estrategia no clasica: la paradoja de Curry. Esta representa un caso especial con respecto
a otro tipo de paradojas de autorreferencia puesto que, a diferencia de la la paradoja de
Russell y de la oracion del mentiroso, las cuales permitian llegar a una contradiccion, la
paradoja de Curry sucede independientemente de la interpretacion de negacion que se
emplee y permite derivar cualquier proposicion sin necesidad de recurrir al principio de
explosion.

La paradoja de Curry puede formularse extensionalmente como € = {z|x € = D p}
donde p puede ser sustituida por cualquier proposicion, volviendo trivial la teoria en la
que aparezca. Ademas del conjunto de Curry, esta paradoja puede representarse como una
oracion tal como el conjunto de Russell tiene un simil en la oracion del mentiroso. Asi, la
oracion de Curry parte de una oracion de autorreferencia la cual implica una proposicion
cualquiera. Por ejemplo: “si esta oracion es verdadera, el mundo se acabara manana”.

En el articulo de Restall del 2007 se reconocen los siguientes componentes como ele-
mentos basicos que suscitan la aparicion de la paradoja de Curry:

Relacion transitiva de consecuencia (R.T.): Una relacion de consecuencia - en
la que se tenga que si A+ By B C entonces A+ C.

Conjuncion e implicacion: Un operador de conjuncion A que cumpla con A - B
y A Csiysolosi A BAC. Ademas, el residuo de la conjuncion (R.C.) sera una
conectiva D talque AANBF CsiysolosiA- B D C.

Ademas de esto, la paradoja de Curry se vale del uso de Intercambio a la Izquier-
da (Int.I) y de Contraccién operacional *. Con estos elementos, la paradoja surge de la
siguiente manera:

FC={zlrexzDp}
FrzeC=(xexDp)
FCeC=(CeCDp)(

(Comp)
(V1)

FCeCD(CelDp) (éSII?p)D)
FCelop™) M) L cec=(CeCop ) (Sep)
FCeC P cecope)

> (Sep.)

?Entiendo como regla operacional de contraccion la caracteristica (C3) para conectivas contractivas que
aparece en el apéndice, es decir,

a®(aef)Facp ©3)
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Un punto importante a considerar es que esta paradoja no requiere de L para trivia-
lizar. La prueba permite llegar a una conclusion arbitraria p, lo cual muestra que no es
necesario llegar a una | para poder concluir una proposicion cualquiera.

Ademas de esta version de la paradoja de Curry, Shaw-Kwei (1954) presento una for-
mulacion que demuestra que el problema de la paradoja de Curry es mucho mas profun-
do de lo que puede parecer a primera vista. Libert (2006) explica que la paradoja de Moh
Shaw-Kwei parte de una conectiva para la implicacion, digamos —, para la cual es vali-
da la regla de Separacion. Para definir la paradoja, se parte de que hay una n-derivativa
(—") para la implicacion, la cual puede ser definida recursivamente partiendo de que se
cumpla p —° ¢ = ¢ y también p " g =p — (p »" q) donde n € N.

Esta conectiva cumplira, ademas, con n-absorcion si satisface la siguiente regla:

(A): p=""gkp =Ty
Estas condiciones permiten ver que para cualquier n > 0, se puede formar la existen-

cia de un conjunto Curry en el que la implicacion cumpla con n-derivacion y por tanto
con A,. Una demostracion de esta paradoja es la mostrada a continuacion:

Frel=(xex—"p)

FCeC=(CeC—o"p) () gglp)
FCeCD(Cel—"p) (Contr'D)
FC el =" p (™ T FCeC=(CECH DO g
FCeC Pl e srpe

m (Sep. n veces)

Con lo expuesto hasta ahora parece que la paradoja de Curry era una version mas
general de la paradoja de Russell pero no la mas general posible. La paradoja de Moh
Shaw-Kwei pone en evidencia que el problema de la paradoja de Curry surge cada que
se tenga Separacion y Contraccion para el condicional. En vista de esto, las soluciones
que se tenian hasta el momento para tratar con la paradoja de Russell parecen no ser
satisfactorias y una nueva solucion debe ser postulada si se quiere evitar la trivializacion
de la teoria de conjuntos.

2.4. Soluciones a las paradojas

Para conservar las nociones intuitivas de Comprehension y Extensionalidad, habra que
cambiar la logica subyacente. En particular, habra que concentrarse en la definicion de
implicacion que se usara en los axiomas de Comprehension y Extensionalidad. Una teoria
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de conjuntos paraconsistente debera tener como base una logica que rechace el princi-
pio de explosion pero conserve el axioma de Comprehension en su forma irrestricta y
mantenga Extensionalidad.

Como se vio en la seccion anterior, teniendo tanto Contraccion como Separacion es-
tamos en riesgo de que surja la paradoja de Curry por lo que una logica paraconsistente
como la de da Costa o una relevante como R no servirian en este caso. Ademas, para
cumplir con el objetivo de la estrategia no clasica de mantener la mayor parte de la teoria
ingenua de conjuntos intacta, la logica subyacente debe recuperar la mayor cantidad de
nociones de la teoria de conjuntos que sea posible. Con esto en mente, Priest presenta
en el capitulo 18 de Priest (2006) la estrategia material, la estrategia relevantista y la es-
trategia de teoria de modelos. Por ultimo, Priest trata el problema de la metateoria de
la logica paraconsistente. Expondreé las tres estrategias propuestas por Priest como un
primer acercamiento a las posibles soluciones que tendrian las paradojas conjuntistas y
abordare el problema de la metateoria paraconsistente basandome en el capitulo recién
citado.

2.4.1. La estrategia material

Esta primera estrategia consiste en invalidar Separacion. Para esto, se define el condicio-
nal material & D f como —« V (3 y el bicondicional o« = 5 como (a D ) A (5 D «).

La logica LP de Priest es un buen candidato para la estrategia material. Entre las ven-
tajas de usar LP como logica subyacente a una teoria de conjuntos paraconsistente esta
que se recuperan los axiomas de ZF basados en el axioma de Comprehension, ademas
de que se puede probar que no es trivial y recupera el axioma de Infinito y el conjunto
Universo.

Las desventajas, por otro lado, son que el axioma de Fundacion no es valido y que,
dado que no permite Separacion, muchos argumentos naturales fallan. Por otra parte, los
alcances de LP como logica subyacente no han sido estudiados a profundidad por lo que
todavia no es claro qué otros teoremas de ZF se recuperan (cf. [bid, pp. 249-251).

Parte de la motivacion de la estrategia no clasica es recuperar buena parte de la teoria
de conjuntos ingenua por lo que las desventajas de LP como logica subyacente recién
expuestas no pueden ignorarse. Ademas, Morgan (antes Nick) Thomas ha explicado en su
articulo del 2013 que la teoria ingenua de conjuntos basada en LP no tiene los elementos
minimos para recuperar un fragmento interesante de las matematicas clasicas ya que, por
ejemplo, no permite dar una definicion de conjunto unitario, de par cartesiano o de orden
lineal. Por esta razon vale la pena explorar otra estrategia.
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2.4.2. La estrategia relevantista

La estrategia relevantista pretende validar Separacion pero impedir Contraccion. Esto se
puede lograr utilizando una logica relevante mas débil que el sistema R, el cual define a la
disyuncion como AV B =4 —(—AA—B) y para el bicondicional como A = B =4 (A D
B) A (B D A) (cf. Mares (2014)). La propuesta para la definicion del condicional en una
logica mas débil que R seria (v O §) A (= D —a) el cual no cumple con Contraposicion
ni con Contraccion.

La ventaja de esta teoria es que recupera muchas nociones basicas de la teoria intuiti-
va de conjuntos como las operaciones booleanas de interseccion, union y complemento,
definiéndolas de las siguiente manera:

rNy=g{z:z€xNzey}
rtUy=g4{z:2€xVzey}

T =g {2:2¢x}
rCy=¢gVz(zexD2ey)

Sin embargo, esta estrategia tiene algunos problemas. No explicaré todos ellos pero
mencionaré algunos. En primer lugar se pierde la satisfaccion vacua, es decir, que una
proposicion cuantificada universalmente sea verdadera atn si no hay elementos que la
satisfagan. Por otra parte no se pueden reconstruir los argumentos que apelen a Reduc-
cion. En tercer lugar, no se cumple que haya un conjunto vacio () tal que:

Ozﬂagdf(a

0 Cy B

Sustituyendo « por {z : a} y 5 con {x : b}, de las formulas anteriores se obtiene que
(x € {z :a} Nz € {x:a}) Dz € {x : b} y por Comprehension se puede obtener
explosion. Esto haria que la logica ya no fuese paraconsistente.

Otro problema es que no se puede mostrar la unicidad del conjunto vacio ni del con-
junto universo. En realidad, todos los conjuntos tendran el mismo problema.

Por otra parte, pese a extensionalidad, los objetos no son extensionales. Esto se de-
be a que la definicion del condicional es intensional, ya que la identidad esta dada en
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términos de un bicondicional?, el cual es un operador intensional, haciendo que las enti-
dades involucradas también lo sean y que ciertas igualdades no se cumplan. Sin embargo,
aunque la definicion del bicondicional se cambiara, digamos, por un condicional mate-
rial, tendria como consecuencia que so6lo existiria un unico conjunto. Por otra parte, si
el condicional fuese relevantista, la Cuantificacion Universal Restringida (CUR) fallaria
porque para una formula como Vz(Ax D Bz) se necesita tener { B(a)} - A(a) D B(a),
que no es valido en la logica de la relevancia. La CUR también falla con un condicional
material ya que la inferencia Vax(Ax O Bx) - B(a) requiere de Silogismo Disyuntivo
{A(a),—~A(a) V B(a) = B(A)}. Definiendo un condicional como (A A t) D B donde ¢
es una constante que representa la conjuncion de todas las verdades actuales se recupera
la CUR. Ademas, con este condicional se tiene que {Vz(x € y)} F Va(z € 2 Dz € y),
es decir que hay un conjunto que contiene todo. Una desventaja de esta ultima defini-
cion de condicional es que todavia no se recupera el algebra booleana y se tiene que
{rdylbacyDdac z(ch Ibid p. 251-255).

La ultima definicion del condicional parece recuperar mas que lo que se lograba con
la estrategia material. Sin embargo, todavia tiene ciertos problemas importantes por lo
que propone una tercera estrategia.

2.4.3. La estrategia de teoria de modelos

Esta estrategia consiste en una axiomatizacion de un condicional material empleado uni-
formemente, a diferencia de lo explorado con la estrategia relevantista. Nombremos a
esta axiomatizacion M cuyo lenguaje contiene conectivas extensionales y cuantificado-
res (como en ZF). Con esta estrategia en vez de concentrarnos en lo que se puede probar
con M, consideraremos cuales son sus modelos.

Basandose en el lema de colapso?, la interpretacion colapsada, M "~ tiene un modelo
con un unico elemento que es y no es miembro de si mismo y que modelaria una teoria
trivial. Sin embargo éste no es el Gnico modelo. Suponiendo que hay cardinales inacce-
sibles y siendo &; el mas pequeno y &; el mas grande, sabemos por el lema de colapso
que ambas son estructuras consistentes de M ~. Ademas, los teoremas de ZF con cuanti-
ficacion relativizada a &; son consistentes en M "~ también por lo que sabemos que &; es
un modelo interno consistente de ZF. Hasta ahora las interpretaciones en M~ son mode-
los de Extensionalidad y Comprehension, son modelos de ZF y contienen a la jerarquia

3Esto puede darse considerando un tipo de identidad a la Leibniz como el presentado por (Cantini, 2003,
p-354)t=skVaz(t€zDs€Ez).

*Este lema indica que “si la interpretacion original es modelo de algin conjunto de oraciones, la inter-
pretacion colapsada también sera un modelo” (cf. Priest (2006), p. 227). Asi, en el caso de M tendriamos
que v~ (a) D v(a) donde v™ es una interpretacion colapsada de v.
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cumulativa al menos hasta &;.

Una desventaja de esta estrategia es que M "™ contiene un unico conjunto inconsisten-
te que contiene a todos los conjuntos inconsistentes y no bien fundados. Pese a esto, M~
basta para observar que hay modelos de la teoria ingenua de conjuntos que recuperan
mucho de la teoria (cf. Ibid, p. 256-258).

Hasta ahora, esta estrategia parece ser la mas exitosa puesto que permite obtener
mucho de la teoria de conjuntos ingenua sin demasiadas desventajas. Sin embargo esto no
es suficiente para considerar que la estrategia de la teoria de modelos es la mejor opcion
pues, en primer lugar, requeriria de mas estudio y, en segundo lugar, falta considerar si
puede haber una metateoria paraconsistente.

2.4.4. La metateoria paraconsistente

Para Priest, la logica paraconsistente deberia servir por lo menos para razonar sobre con-
juntos y para esto es importante investigar si la logica paraconsistente es apta para tal
tarea. Un punto importante a considerar es cual es la logica empleada en la metateoria de
la logica paraconsistente. Si se tratase de la logica clasica, esto significaria que la logica
paraconsistente no es la 1ogica correcta pues de cualquier modo recurre a otro sistema.
Ahora bien, ;como podriamos saber si la metateoria de la logica paraconsistente se vale
de un sistema paraconsistente?

Las pruebas para muchas logicas paraconsistentes se dan informalmente y muchas
veces se asume que la formalizacion es clasica. Esto no es necesariamente asi. Dado que
muchas logicas paraconsistentes son generalizaciones de la logica clasica, coinciden en
los modelos consistentes.

Sin embargo, la metateoria se expresa cominmente en teoria de conjuntos y la teoria
de conjuntos paraconsistente no es consistente. Una opcion para enmendar esto es hacer
una metateoria utilizando ZF y, por lo visto con la estrategia modelo-teorica, sabemos
que esto sustentaria un universo de conjuntos construido paraconsistentemente. Bastaria,
entonces, con apropiarnos de estos resultados.

No obstante, hay un segundo problema que debe ser abordado. Con las estrategias
material y modelo-teorica se expresaba la relacion entre premisas y conclusion a traveés
de un condicional. Definiendo validez como que una inferencia de a a b es valida si y solo
si para cada interpretacion I se tiene que / - a D I F by tomando en cuenta que el
condicional no admita Separacion, pareceria que la definicion de validez se ve afectada
con esta estrategia. Esto no sucede, ya que Silogismo Disyuntivo sigue siendo valido en
contextos consistentes, por lo que se puede llegar del antecedente al consecuente en la
definicion recién presentada de validez siempre que no sucede tanto / - a como I ¥ a
(cf. Ibid, p. 258-260).
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Con lo expuesto por Priest, pareceria que se puede obtener una metateoria adecuada
para la logica paraconsistente y dejando esto de lado podemos analizar la posibilidad de
cambiar la logica subyacente a la teoria de conjuntos, es decir, la viabilidad de la estrate-
gia no clasica.

La primera estrategia parece tener demasiadas objeciones fuertes como para ser con-
siderada como un candidato para dar una teoria de conjuntos paraconsistente. La estra-
tegia relevante, por otra parte, logra recuperar mas de la teoria de conjuntos con menos
pérdidas. No obstante, la explicacion a traves de la teoria de modelos para ser la mas soli-
da. Por una parte, con la teoria de modelos se logra recuperar en su totalidad la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel.

Abordando el problema de la metateoria de la logica paraconsistente, y en particular
la manera en la que se recupera la nocion de validez, se muestra que hay una manera de
adoptar mucho de lo que se tenia con la estrategia clasica. Asi, Priest ha hecho evidente
que hay buenas motivaciones para la estrategia no clasica y que vale la pena explorar
esta alternativa.

Ahora bien, teniendo una teoria de conjuntos paraconsistente, ;ha desaparecido com-
pletamente el problema de las paradojas? Normalmente sucede que una vez que se iden-
tifican los principios involucrados en el surgimiento de alguna paradoja, se pueden pos-
tular estrategias que rechacen alguno de estos principios para evadir el problema. Para
solucionar la paradoja de Curry, se puede rechazar alguna de los pasos empleadas en
la prueba o redefinir las conectivas involucradas; sin embargo todas estas alternativas
tienen un costo. En su articulo, Restall (2007) se propone exponer a grandes rasgos los
problemas de venganza surgidos de las aproximaciones que han tenido los teoricos no
clasicos al momento de intentar solucionar la paradoja de Curry para mostrar como estas
estrategias no proveen una solucion definitiva.

Algunos tedricos de logicas no clasicas han optado por debatir la definicion de ne-
gacion involucrada en ciertas paradojas, asi como los principios de logica clasica que
intervienen en el desarrollo de éstas. Sin embargo, Restall se concentra en la paradoja de
Curry puesto que en ella no se puede recurrir a las mismas estrategias no clasicas. Esto se
debe a que no hay una negacion clara involucrada y no se puede apelar a que haya algin
problema con su definicion. Asi, las nuevas estrategias tendran que rechazar alguna de
las reglas operacionales que intervienen en esta paradoja.

Restall explica en su articulo (cf. Ibid, p. 7) que hay diferentes maneras de entender a D
como residuo de la conjuncion, a saber, utilizando una negacion booleana, el condicional
de la logica intuicionista o la nocion de disyuncion infinitaria. La negacion booleana no
es un problema para los tedricos no clasicos ya que no aceptan esta definicion. El condi-
cional de la logica intuicionista sufre de paradojas de tipo Curry y por ello no es aceptado

29



2.5. Conclusiones Soluciones no clasicas a la paradoja de Russell

explicitamente por los tedricos no clasicos. Sin embargo, puede aparecer implicitamente
si se tiene disyunciones infinitarias y la conjuncion se distribuye a traveés de ellas, ya que
entonces se tendra residuo de la conjuncion. De esta forma, una manera de evitar la pa-
radoja de Curry sera, ademas de rechazando algin principio empleado en el desarrollo
de ésta (como la relacion de consecuencia transitiva), optando por rechazar disyunciones
grandes o la distribucion de la conjuncion sobre la disyuncion en ciertos contextos. Un
desafio adicional consistiria en argumentar correctamente a favor de cualquiera de estas
estrategias.

Hasta ahora se han expuesto posibles soluciones a la paradoja de Curry pero no se ha
tratado el problema de la paradoja de Moh Shaw-Kwei. Si bien esta ultima puede enten-
derse como una version reforzada de la paradoja de Curry, las soluciones tratadas hasta
el momento podrian ser insuficientes para resolver el problema de esta paradoja. Sin em-
bargo, se puede notar que ambas paradojas comparten una estructura en comun y el uso
de ciertas reglas. Hasta ahora uno de los problemas mas evidentes parece ser la regla de
Contraccion estructural ya que esta presente en la derivacion de estas paradojas. Una
opcion a considerar para solucionarlas seria rechazar esta regla.

2.5. Conclusiones

Aunque la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel fue exitosa en tanto que fue acep-
tada en la practica logica y matematica, algo que se le puede criticar es que no incluye
una sustitucion del axioma de Comprehension que brinde una definicion tan intuitiva de
conjunto como la que se obtenia a partir de este axioma. La caracterizacion que propor-
cionaba la jerarquia acumulativa tampoco fue del todo exitosa ya que su justificacion era
problematica. Ademas de estos problemas, la paradoja de Curry y la de Moh Shaw-Kwei
hicieron evidente que la teoria de conjuntos seguia siendo inconsistente pese a la estra-
tegia no clasica, la cual consistia en mantener los axiomas de la teoria intuitiva de con-
juntos (Extensionalidad y Comprehension) y cambiar la logica clasica por una no clasica
(en particular, por una logica paraconsistente). En vista de esto, se han esbozado algunas
estrategias que buscan salvar a la teoria de conjuntos de la trivialidad. Sin embargo, de-
bido al poco desarrollo de algunas, o a los problemas que tienen otras, ninguna opcion
parece asegurar la solucion al problema que se enfrenta. Lo siguiente sera considerar los
elementos que tienen en comun estas paradojas buscando obtener pistas acerca de qué
solucion se puede dar a estos problemas.
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Capitulo 3

Las nuevas paradojas conjuntistas

3.1. Introduccion

Las paradojas de Curry y de Moh Shaw-Kwei son evidencia de como las soluciones a unas
paradojas pueden no ser utiles para otras aunque a primera vista las paradojas de auto-
rreferencia parezcan similares. Ademas de esto, los problemas de venganza muestran que
no es sencillo librarse completamente de las paradojas. Esto quiere decir que incluso res-
tringiendo reglas como Contraccion, el problema de la trivializacion puede persistir. Asi,
los problemas de venganza que trataré en este capitulo seran las paradojas de Hinnion-
Libert y de Grisin, las cuales afectan la teoria de conjuntos intuitiva. Considerando todas
las paradojas tratadas hasta el momento, el objetivo es investigar si hay una solucion sa-
tisfactoria y unificada para solucionar todas las paradojas conjuntistas tratadas hasta el
momento.

La importancia de prestar atencion a estas paradojas no solo radica en intentar salvar
a la teoria intuitiva de conjuntos de la trivializacion, sino también identificar los com-
ponentes comunes a todas las paradojas. El problema parece resurgir debido a que los
principios logicos que estan en juego al momento de derivar estas paradojas permanecen
vigentes en un nivel estructural y por ello no basta con restringir la regla operacional
sino que es viable optar por el rechazo de una regla estructural’.

Una de las reglas que tienen en comun las paradojas consideradas a lo largo de esta
investigacion es la Contraccion y, por tanto, las consecuencias del rechazo de esta regla

Entiendo por regla operacional aquella que es aplicada para el uso de una conectiva que forma parte
de un sistema formal. Una regla operacional indica como se puede utilizar una conectiva, asi como las
inferencias que se pueden obtener de una proposicion que contenga tal conectiva. Por otra parte, las reglas
estructurales “no introducen ningan simbolo 16gico en el discurso, pero conciernen a la manipulacion de
la estructura de los secuentes” (Paoli, 2013, p. 8).
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han sido ampliamente estudiadas (véase, por ejemplo, Zardini (2015) y Petersen (2000)).
Esta no es la unica regla que comparten las paradojas en cuestion. Otras alternativas que
han sido exploradas son el rechazo de Reflexividad o de Corte.

Con esto en mente, buscaré identificar si en verdad deshacerse de Reflexividad, Debi-
litamiento, Contraccion o Corte es una solucion satisfactoria a estas paradojas. Considero
que, en tanto que estas tres reglas son comunes a todas las paradojas que he tratado, es
probable que haya una solucion unificada para todas ellas. Dicha modificacion no puede
realizarse sin costo alguno. Una estrategia que rechace cualquiera de estos tres principios
tendra como consecuencia dejar de lado algunos supuestos. Ademas de esto, dado que no
basta con dejar de lado la regla operacional de cualquiera de estos principios, es probable
que haya consecuencias atin mas fuertes deshaciéndonos de ellas en un nivel estructural.

En este capitulo empezaré por exponer las paradojas de Hinnion-Libert en la primera
seccion y la de Grisin en la segunda para después, en la seccion 3, hablar de las posibles
soluciones a las paradojas tratadas a lo largo de este escrito. Finalmente en la cuarta
seccion abordaré el problema de la trivialidad de la teoria intuitiva de conjuntos para
analizar si en efecto se ha logrado salvarse de ella a través de las estrategias presentadas.

Si bien no planeo exponer a detalle un sistema libre de paradojas para la teoria de
conjuntos, al exponer las estrategias para resolver las paradojas, se podran ver algunos
de los costos de las soluciones que se tienen a la mano. Tampoco me concentraré en
dar mas argumentos a favor de cualquiera de las posturas expuestas en la seccion 4. En
todo caso, la exposicion podria senalar cual es la propuesta mas viable o cuales son las
propuestas que parecen menos atractivas hasta el momento.

3.2. La paradoja de Hinnion-Libert

La paradoja de Hinnion-Libert surge como una manera de recrear la paradoja de Russell
sin utilizar negaciones, cuantificadores ni implicaciones en su definicion. Algunas logicas
no clasicas han adoptado las nociones de gaps y gluts como una manera de solucionar
el problema de la paradoja de Russell, tomando diferentes posturas con respecto a los
compromisos que se tienen frente a la ley basica V. Por ejemplo, si se tiene el compromiso
de que las clases con los mismos miembros son las mismas, habra que clarificar la manera
en la que se esta entendiendo la nocion de identidad, es decir, qué logica y qué condicional
se esta tomando en cuenta (cf. Restall (2009), p. 10).

Restall recupera tres axiomas que se desprenden de la ley V de Frege. Los dos primeros
son reglas de introduccion de la relacion de pertenencia para clases y el tercero es una
manera de expresar el principio de Extensionalidad. El formula estas reglas de la siguiente
manera (cf. Ibid. p. 10, 11):
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[ o(a) A I'kE®(a),A
Nae{r: dx)} A 'Fae{z:P(x)},A
reakzep A NrepfrFxea A
'Fa=p3A

(€ 1) (€ D)

(Ext €)

Las reglas de (€ I) y (¢ D) no tratan sobre propiedades sino sobre la igualdad entre
clases. Para operar con la igualdad se tienen las siguientes reglas:

rofe)-A THda),A
Ta=po@ ra 1 Fa=pra@),a =W
[o(a)FA 1) I'E®(a),A = 1,)

[,6=a®@)FA [B=akF o(8),A

[ X (o) F X(6),A [ X(B) F X(a), A
'Fa=43A

(= D)

Ahora bien, la clase de Russell (R = {z : = ¢ x}) parece no ser un problema aqui
ya que ninguna de las reglas mencionadas arriba involucra negacion como si sucede con
esta version de la clase R. Sin embargo, Restall define la siguiente clase inspirada en el
trabajo de Hinnion y Libert:

H={z:{y:zex}={y:p}t}

Esto puede leerse como “el conjunto de todos los conjuntos tales que los conjuntos que
se pertenecen a si mismos son idénticos a los conjuntos que cumplen alguna propiedad
p”. La prueba es la siguiente:

pkp (1d)

- — (el
M S ecnrnen IE{y:p}Fp(e) .
(e D) =14,)
Hentze{ly:Hent ze{y:nDent{y:Hent={y:pttop (Corte)
ﬁeﬁa{yrﬁ€5}={y:p%p(€[)
ﬁeﬁ’ﬁeﬁ'_p(ContrI)
HeENFP() o
Considérese ahora la siguiente prueba:
Id)
pkp
Deb. D.
€D HeHEPO) prG{ﬁeﬁ}m(e (21)
ve{y:nNenttaec{y:php xE{y:p}FJJG{y:ﬁeﬁﬁ}ap(Emte)

Fly:9eny={y:p}p
FHenp

(€ D)
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Uniendo ambas pruebas se tiene que:

FHeENHDP() HeHFD()
Fp

(Corte)

Estos resultados muestran que, nuevamente, hay una manera de formular un conjunto
que tenga como consecuencia la trivialidad de la teoria en la que se presente. Mas aun,
esto sucede pese a que no se utilizo ninguna conectiva para definir el conjunto, por lo que
no hay reglas operacionales en juego. Asi, la primera cosa a notar es que las estrategias
que recurren a debatir el significado o el uso de alguna conectiva no seran efectivos para
combatir esta paradoja.

Otro punto importante que debe ser considerado es que, tal como sucede con la para-
doja de Curry, no fue necesario llegar a una contradiccion para obtener una proposicion
cualquiera. Simplemente basta con sustituir p por cualquier proposicion. Esto quiere de-
cir que las estrategias que debaten elementos relacionados con las contradicciones y la
trivializacion resultante a partir de eso no son de utilidad en este caso. La apuesta mas
sensata parece ser negar alguno de los principios involucrados en la derivacion de la pa-
radoja, a saber, (€ I), (€ D), (Exztc), (= 1;) o alguna de las reglas estructurales, es decir,
Identidad, Corte, Contraccion o Debilitamiento.

Restall concluye su articulo diciendo que evadir la paradoja puede ayudar a clarificar
queé esta en juego cuando se defiende la ley V con métodos no clasicos. De cualquier
forma, parece claro que la paradoja de Hinnion-Libert muestra que los problemas que se
tenian con la paradoja de Russell pueden resurgir incluso sin la presencia de conectivas.

3.3. La paradoja de Grisin

La paradoja de Grisin representa otro problema de trivializacion para la teoria de con-
juntos intuitiva. Similar a lo que sucede con la paradoja de Hinnion-Libert, esta paradoja
tiene como uno de sus componentes principales al principio de Extensionalidad. En es-
te caso, la inconsistencia surge a partr de que se anade Extensionalidad, a diferencia de
la paradoja de Russell que parecia senalar como principal problema al axioma de Com-
prehension.

Se tomara en cuenta la teoria de conjuntos BCK (o logica afin), la cual incluye algunas
reglas para el condicional y al principio de Comprehension, todo esto manteniendo la
consistencia de la teoria. Los principios de BCK son los siguientes (Terui, 2004, p. 4):

34



Las nuevas paradojas conjuntistas 3.3. La paradoja de Grisin

B
(zDy)F((yD2)D(rD=2) (B)
C
GowoNF oo O
ZFyoz 9
ara 4 I - 11:11 Fzﬁ,gg HC (Corte)
oo SRS ETIN
Fll_A B,FQ}_C A,Fl_B
ADATIEC =D m(DD)
Alt/z],T +C LA .
Vz(A), T+ C (VD TF VzA (VD) con x no libre en I'.
Alt/a], T+ C I+ Alt/a]
re{ajarrrc €Y Trie {aar &P

(B) representa la nocion de Transitividad, la cual forma parte de la derivacion de al-
gunas paradojas mientras que (C) representa Permutacion y (K) monotonicidad. Estas
reglas junto con Extensionalidad dan lugar a la paradoja de Grisin, la cual termina por
trivializar la teoria.

Teniendo Contraccion para formulas ecuacionales, se debe probar que cualquier formu-
la A es equivalente a una formula ecuacional t = u donde t = {z|x =z} yu = {z|(z =
x) A A}. Considérense las siguientes dos pruebas:

A ((z=q) = (=gNA)
AF((z=q) = (z=gAA))
Def =
(:GD;AH<$:‘1)3(=””:qAA)) xetl—xet(l(dE)D)
(Sep.)
Azethreu D)
Arzrzetozeu (D
A_”_(($:q)5(x:q/\A))
A ((x=q) = (z=qAA))
Def =
AF (=g nA) Dz et veut (=g AA) g
Arvcukbzet (Sep.)
(O D)

AbzcuDz et
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Uniendo ambos resultados se puede concluir que

AFzetDoxzeu AFzecuDdaxz et
AFt=u (Ewt €)

La segunda parte de la prueba es como sigue:

t=utkq=gq

t=utkqet
t=ukFqgetnA

t=uk A

(€ R)
(Deb. D.)
(AE)

Una vez teniendo esto, se ha mostrado que A 4+ t = u, es decir, que cualquier formula
es equivalente a una formula ecuacional. Dados los principios de BCK, se tienen Refle-
xividad (Id) y Separacion. Estas dos reglas coinciden con las dos primeras caracteristicas
de las conectivas contractivas presentadas por Beall y Murzi (2013) donde ©® es cualquier
conectiva:

adDfFa®p €1

caoprg &

a®(aop)Faep ©3)

Como se mencion6 anteriormente, Contraccion se cumple para formulas ecuacionales
pero, dado que se ha probado que cualquier formula es equivalente a una formula ecua-
cional, se tiene que cualquier formula cumplira también con (C3). Considerando esto,
basta con introducir el conjunto de Curry y desarrollar la prueba en la forma habitual.

De la paradoja de Grisin se pueden obtener varias lecciones. En primer lugar, se ob-
serva que la teoria de conjuntos BCK incluye al axioma de Comprehension entre sus
principios sin ser una teoria inconsistente. Esto es interesante puesto que hasta el mo-
mento se consideraba que Comprehension era el principal sospechoso de la trivializacion
de la teoria de conjuntos.

Ahora bien, la prueba de esta paradoja si utiliza reglas operacionales puesto que si se
presentan conectivas a lo largo de la prueba. En este caso, a diferencia de lo que sucede
con la paradoja de Hinnion-Libert, rechazar una de estas reglas es una estrategia plau-
sible. Sin embargo, nuevamente aparecen como componentes de esta paradoja las reglas
estructurales de Reflexividad, Contraccion y Transitividad, por lo que rechazar una de
estas reglas sigue siendo una opcion viable para resolver ésta y el resto de las paradojas
que he tratado hasta el momento.
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3.4. Soluciones a las paradojas

Aunque las paradojas que he presentado a lo largo de esta tesis son diferentes entre si ya
que algunas utilizan, por ejemplo, reglas operacionales y otras no, hay algunos elemen-
tos en comun a todas ellas. A continuacion presentaré una tabla que muestra las reglas
estructurales utilizadas en las paradojas de Curry, Moh Shaw-Kwei, Hinnion-Libert y
GriSin.

Curry Moh Shaw-Kwei Hinnion - Libert  Grisin
Reflexividad  Autorreferencia  Autorreferencia (Id) (Id)
Contraccion (Contr. D) (Contr. D.) (C(ing.;) (Contr. D.)
Transitividad (R.T) (Sep.) (Corte) (Sep.)
Debilitamiento (Deb D.) (Deb D.)

Ademas de las reglas mostradas en la tabla, hay que tener presente que todas estas pa-
radojas surgen bajo la estrategia no clasica. Esto significa que tanto Comprehension como
Extensionalidad también aparecen en todas ellas aunque no aparezcan explicitamente en
alguno de los pasos.

Cualquier teoria resultante de rechazar alguna regla estructural como las que apare-
cen en la tabla se considera como una logica subestructural (cf. (Paoli, 2013, p. 3)). Las
logicas no subestructurales deben modificar las reglas para alguna conectiva, y dar bue-
nas razones para ello, si buscan deshacerse de las paradojas, lo cual no garantiza que se
libren de problemas de venganza a nivel estructural. La ventaja de optar por una estra-
tegia subestructural es que es menos probable que haya problemas de venganza pero el
problema que enfrenta es que los costos de esta alternativa pueden ser muy altos. Esto
se debe a que rechazar una regla estructural modifica en gran medida la logica en cues-
tion pues las reglas operacionales no funcionan en su modo usual. Como consecuencia
de esto, las inferencias que se pueden obtener de cada proposicion no seran las mismas.

Lo siguiente entonces es analizar las posibles soluciones. Como mostré en la tabla,
algunas reglas operacionales suponen de fondo una regla estructural asi que parece que
el problema real a tratar no es la definicion de una de las conectivas sino que podria
provenir de una de las reglas estructurales. En este caso, podriamos optar por una logica
subestructural no contractivista, no transitivista, no reflexiva o sin debilitamiento.

3.4.1. La estrategia no contractivista

Rechazar contraccion ha sido una de las opciones mas exploradas (véase, por ejemplo,
Petersen (2000) o Zardini (2015)) para resolver estos problemas debido a que esta regla
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aparece en muchas pruebas de paradojas. A pesar de ser una estrategia ampliamente
discutida, el debate no ha sido resuelto, sobre todo por los altos costos de tener una logica
subestructural sin contraccion. Ripley (2015) ha mostrado algunas de las desventajas de
tener una logica subestructural no contractiva.

La primera objecion es que la postura no contractivista no valida todos los argumentos
clasicamente validos y, dado que la logica clasica se considera util pese a ser cuestionada
por algunos, alejarse demasiado de ella podria tener como consecuencia que se pierdan
argumentos que se consideraban correctos. La segunda objecion es acerca de la desam-
biguacion de las conectivas aditivas y multiplicativas, especialmente en los casos de la
oraciones y argumentos del tipo de Modus Ponens. Los resultados para cada tipo de in-
terpretacion de las conectivas clasicas son diferentes, lo cual no lo vuelve una tarea facil.
Debido a que no es sencillo decidir si cada conectiva debe leerse aditiva o multiplicati-
vamente, las distintas opciones entre las que tiene que decidir el 16gico no contractivista
parecen ser un punto en contra de esta estrategia.

Tomando en cuenta solo el caso de la conjuncion y de la disyuncion, la desambigua-
cion de las conectivas se da de la siguiente manera. La conjuncion clasica (A\) esta definida
por las reglas (A1), (AD), (AI') y (AD'). La disyuncion clasica (V) esta definida por las
reglas (VI), (VD), (VI') y (VD'). Estas reglas se pueden encontrar en el Apéndice de es-
ta tesis. Al perder Contraccion y Debilitamiento, estos pares se separan y se tienen las
siguientes conectivas:

Conjuncion extensional (aditiva): Definida por (AI) y (AD).

L) (BFA FFAA TFBA
rngra (b TEBAA

(M D)

Disyuncion extensional (aditiva): Definida por (VI)y (VD).

DLAFA RBFA(uU I'F (A),(B),A
AUBEA ' I'-AUB,A

(UD.)

Conjuncion intensional (multiplicativa): Definida por (AI') y (AD’).

I'A,BFA r-AA It B, A
A BF A IIVEB®A A

(®1)

(®D.)

Disyuncion intensional (multiplicativa): Definida por (VI’)y (VD).
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IAFA  T,BFA I'-AAB

. I
TTAGBr A A (@D rFaAdep @D

Ripley considera dos tipos de Modus Ponens metainferencial. El primero es uno con
contextos compartidos (MPCC) y el segundo es uno libre de contextos (MPLC):

I'-AA TFASDBA TFAA T'FADBA
MPLC

MPCC TFB,A T FBAN

Para el no contractivista, cada una de estas reglas tiene dos posibles lecturas depen-
diendo de la interpretacion dada a las conectivas (ya sea aditiva o multiplicativa). Debido
a que tener MPCC y Corte permitiria el surgimiento de una oracion tipo Curry, el no
contractivista no puede admitir MPCC.

Otro problema a tener en cuenta es el de la CUR. Teniendo que todos los A son B
(es decir [A/B]) y que = es A (es decir Ax), parece intuitivo concluir que = es B (es
decir Bx). Desafortunadamente, el no contractivista se enfrenta a problemas con esto ya
que este enfoque no permite derivar contraccion condicional. Ripley sugiere que el no
contractivista admita una interpretacion aditiva que le permita inferir - [A/A], [A/A]
incluso cuando no se valide - [A/A] (cf. Ibid, p. 311).

El altimo problema que presenta Ripley es que el no contractivista necesita proceder
con cuidado cuando se trata del razonamiento acumulativo. Esto es porque hay riesgo de
utilizar premisas repetidas, lo cual es un sintoma de Contraccion. Ademas de esto, Ripley
ha mostrado que el no contractivista no puede usar Transitivdad irrestricta. Ripley explica
que una relacion de consecuencia obedece Corte Cauteloso cuando I' - B se sigue de la
validezde I' = Ay I', A+ B. El no contractivista no puede aceptar esto como valido ya
que los problemas del razonamiento acumulativo aplican a Corte Cauteloso también.

Mares y Paoli retoman esta estrategia para discutir el problema de desambiguacion de
conectivas que enfrentan los no contractivistas. Debido a que cada conectiva clasica sera
interpretada o bien extensionalmente (es decir, con una evaluacion veritativo-funcional)
o bien intensionalmente (con una evaluacion que apela a informacion adicional como
contextos), las reglas no pueden ser aplicadas indistintamente en cada caso. Mares y Paoli
distinguen dos tipos de relacion de consecuencia.

La consecuencia externa es aquella dada por las reglas de introduccion de conectivas
a la derecha. Con esta nocion se da el significado de las conectivas al explicar cuando
se puede inferir algo de proposiciones que las incluyan. Debilitamiento y Contraccion se
aplican con esta nocion de consecuencia pero no con la de consecuencia interna.

La consecuencia interna, por su parte, esta dada la regla de introduccion del condi-
cional a la derecha. El teorema de la deduccion es una consecuencia directa de esta regla
de introduccion y los 16gicos subestructurales no han podido probar este teorema para la
relacion de consecuencia externa (cf. (Mares y Paoli, 2014, p. 454.)).
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Por otra parte, Mares y Paoli explican que, dada la regla (Fxt €) presentada en la
seccion 2 de este capitulo, para obtener como resultado la igualdad entre a y b es necesario
que partiendo de = € a se llegue x € b y viceversa. Segiin Mares y Paoli, esto es una
version del axioma de Extensionalidad que no va de acuerdo con la nocion de identidad
subestructural. La razon de esto es que para poder llegar a la conclusion de que a = b se
presupone el bicondicional Vz(z € o = = € [3) el cual tiene residuo para la conjuncion
extensional (®) y no con la intensional (L).

El punto mas importante es que si interpretamos la coma en (Ezt €) como una con-
juncion intensional, podemos aceptar el bicondicional. Tomando las comas en (Ext €)
como una conjuncion extensional, el bicondicional no puede ser admitido ya que se re-
quiere que el bicondicional sea intensional y LI es un operador extensional.

Ahora bien, para la regla de (= 1), si la relacion de consecuencia se interpreta como
interna, se puede probar lo siguiente:

o9
a=bok ¢
a=bF¢Do

(= 1)
(> D)

donde a no aparece en ¢. Al no haber una conclusion relevante, Mares y Paoli consideran
que la relacion de consecuencia deberia ser interpretada como externa. Asi, mientras que
(Ext €) es una regla interpretada intensionalmente, (= I;) es una regla extensional, lo
cual significa que la prueba en la paradoja de Hinnion-Libert que mezcla ambos tipos de
conectivas quedaria bloqueada (cf. Ibid, p. 460, 461).

La moraleja de la paradoja de Hinnion-Libert es que, segtin lo senalado por Mares
y Paoli, para adoptar la estrategia no contractivista es importante prestar atencion a la
combinacion de las reglas que se utilizan. Debido a que cada conectiva debe ser inter-
pretada ya sea extensional o intensionalmente, hay pasos que quedan bloqueadas en las
pruebas de las paradojas.

3.4.2. La estrategia no transitivista

Las caracteristicas que hacen que el enfoque no transitivista sea una mejor opcion que el
no contractivista son, sobre todo, lo opuesto de los argumentos presentados en la estra-
tegia anterior contra la postura no contractivista. Primero, todos los argumentos clasi-
camente validos son validos también para la estrategia no transitivista independiente-
mente de si las conectivas son interpretadas aditiva o multiplicativamente (cf. (Ripley,
2015, p. 312.)). Mas aun, desambiguar conectivas aditivas y multiplicativas es una tarea
mas facil con esta estrategia ya que hay una unica lectura valida para las oraciones y
argumentos de tipo Modus Ponens.
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En cuanto a MPCC y MPLC, Ripley argumenta que el no transitivista no puede aceptar
ninguna de estas formas ya que el Modus Ponens es una forma de expresar Corte, que es
precisamente la regla que esta siendo rechazada por este enfoque. Si se tiene una premisa
I Ayotra A - B, la Ginica manera de llegar a B es a travées de Corte. Una objecion a
este punto podria ser que rechazar MPCC y MPLC es una pérdida demasiado grande. Si se
considera que permitir el Modus Ponens es una de las caracteristicas mas importantes con
las que cumple un condicional, perder MPCC y MPLC podria parecer una mala estrategia.
Ripley responde que, debido a que el Modus Ponens sigue disponible como teorema y regla,
existe la posibilidad de tratar a los condicionales utilizando la siguiente regla:

I'+A>B,A
T,AF B, A

En cuanto a la CUR, la propuesta no transitivista “valida tanto el condicional como
la contraccion CUR sin mayor problema” (Ripley, 2015, p. 321.) debido a que todas las
inferencias clasicamente validas son recuperadas.

El razonamiento acumulativo podria representar una mayor amenaza. El no transiti-
vista debe ser cuidadoso y evitar usar las conclusiones de un argumento como premisas
de otro ya que esto asegura la validez de Corte. Esto significa que el razonamiento acu-
mulativo no es seguro para ninguna de las estrategias exploradas hasta el momento. Sin
embargo, Corte Cauteloso resulta ser problematico para ambos enfoques y esto puede
entenderse como una muestra de que hay buenas razones para dudar de Transitividad.
Asi, Corte Cauteloso descarta lo que parece ser el punto de la Transitividad y esto puede
ser otro elemento a favor de esta estrategia.

Por otra parte, Restall (2007) expone la propuesta de Tennant quien rechaza la relacion
transitiva de la consecuencia. Para Tennant, tener una prueba que parte de A y llegue a
B y otra que vaya de B a (' no significa que hay una prueba directa de A a C'. En ese caso
debe haber por lo menos una refutacion de A (es decir, una prueba que vaya de A a una
conclusion vacia) o una prueba de C' (es decir, una prueba que parta de premisas vacias y
llegue a C). Restall llama débilmente validos a los argumentos que cumplen con tener una
prueba del tipo que da Tennant que parta de un superconjunto de las premisas y llegue a
un superconjunto de las conclusiones. Debido a que se sigue cumpliendo Transitividad,
esto no es suficiente para librarse de un problema de venganza para las paradojas tipo
Curry (cf. Ibid, p. 7).

En contra de la estrategia no transitivista, Beall y Restall (2006) dan como objecion a
rechazar Transitividad que una relacion de consecuencia debe cumplir, al menos, con ser
reflexiva y transitiva. Debido a que ellos consideran que estos requisitos deben cumplirse
para afirmar que se esta tratando con una logica, la estrategia no transitivista podria no
parecer exitosa (cf. p. 91).
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Rechazar Transitividad no es una estrategia que se puede motivar facilmente. Final-
mente, tal como lo explica (Paoli, 2013, p. 18.), suele considerarse que la derivabilidad es
transitiva. Teniendo una prueba que parte de A y llega a B y otra que parte de B y llega
a C, parece claro que se ha mostrado que se puede llegar de A a C.

3.4.3. La estrategia no reflexiva

Hasta ahora Ripley ha inclinado la balanza a favor del enfoque no transitivista pero to-
davia hay una tercera opcion que considerar como candidata para una logica subestrctu-
ral. French (2016) ha sugerido que Reflexividad ha sido ignorada como una alternativa
pero es igual de sospechosa que Contraccion o Transitividad. El ofrece los siguientes
argumentos para apoyar la estrategia no reflexiva.

El primer punto que expone es que una instancia de irreflexividad es la relacion de
consecuencia que garantiza la verdad de la conclusion en virtud de la verdad de las pre-
misas. El ejemplo de French es que no es posible obtener p A ¢ solo de p ya que la verdad
de p no necesariamente esta sostenida de la verdad de la conjuncion. Esto quiere decir
que el valor de verdad de p podria haber estado dado independientemente de su valor
con respecto a la conjuncion y de ser este el caso, la verdad de la conclusion p no esta
garantizada en virtud de la premisa p A ¢ sino de algo mas.

El segundo argumento se vale de una oracion como “La conclusion de esta inferencia
es falsa; por lo tanto, la conclusion de esta inferencia es falsa” la cual parece una instancia
de una oracion reflexiva que tiene una premisa verdadera y una conclusion falsa. El tercer
punto que explica French es que las logicas heterogéneas han explorado la propuesta de
que, tomando en consideracion premisas de diferentes lenguajes, se puede decir que una
proposicion no se sigue de su version en un lenguaje diferente ya que no hay preservacion
de verdad en el mismo lenguaje.

Todavia hay espacio para debatir la primera propuesta porque no es claro que las
mismas razones que fundamentan la verdad de p no seran aquéllas que fundamenten
p A q. Independientemente de que no haya una relacion de consecuencia que lleve de p
ap /A q e incluso cuando se puede obtener cada una de estas proposiciones de diferentes
premisas, los criterios que hacen verdadera a una de estas proposiciones podrian ser los
mismos que hacen verdadera a la otra.

La oracion en el segundo punto parece ser similar a la oraciéon del mentiroso. Por
supuesto, tener este tipo de oraciones es problematico ya que dan la impresion de que
estamos frente a un circulo vicioso en la argumentacion. El problema con esto es que no
es claro que no se pueda lidiar con este tipo de oraciones con otros mecanismos que no
requieran deshacerse de Reflexividad.

El argumento de French acerca de las 16gicas heterogéneas puede también ser desafia-
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do si se considera que las traducciones de oraciones conllevan de hecho la misma infor-
macion. No parece imposible asegurar que una oracion que se considera verdadera en un
lenguaje permanezca siendo verdadera en otro.

Asi, las objeciones que da French a la Reflexividad pueden ser tomadas como instan-
cias interesantes de escenarios problematicos y puede haber mas que decir a favor de
este enfoque. Incluso asi, la estrategia no reflexiva parece requerir de motivaciones mas
convincentes para posicionarse como la solucion mas conveniente hasta el momento.

Tal como sucede con la estrategia no transitivista, Beall y Restall descartan la opcion
de rechazar Reflexividad puesto que un sistema irreflexivo de consecuencia logica se ale-
ja de lo que se consideraria como consecuencia logica (cf. (Beall, Jc y Restall, G., 2006,
p. 91)). Para defender la estrategia no reflexiva se necesitaria argumentar a favor de que
la consecuencia logica no requiere reflexividad, lo cual no parece facil de defender.

3.4.4. La estrategia sin Debilitamiento

Paoli (2013) da tres argumentos a favor de rechazar Debilitamiento. El primero es una
objecion desde el punto de vista relevantista. Para éste se considera que la regla de (Deb.
I) introduce informacion que no parece ser relevante para la conclusion como se muestra
en seguida:

AFA
A,BEA
AFBDA
FAD(BDA)

(Deb. I)
(O D)
O D)

El resultado es una de las paradojas de la implicacion material por lo que no es desea-
ble poder llegar a este resultado. Uno de los objetivos de los 1ogicos relevantistas ha sido
evitar este paso y rechazar Debilitamiento podria impedir realizar la prueba senalada (cf.
Ibid p. 21, 22).

La segunda objecion esta relacionada con el principio de explosion. Teniendo Debili-
tamiento se puede realizar la siguiente prueba:

A AF
M(?gbb?
-“AFADB > D)

F-AD(ADDB)
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El ultimo paso es una manera de expresar el principio de explosion, el cual no es
validado por la logica paraconsistente. En este caso, teniendo como logica subyacente un
sistema paraconsistente, poder derivar este resultado no es deseable (cf. Ibid p. 22, 23).

Por ultimo, la tercera objecion involucra la nocion de monotonicidad. Paoli explica
que este principio puede ser disputado si se acepta, por ejemplo, que la manera en la que
pensamos cotidianamente no es monotonica. Una proposicion A puede ser asegurada
bajo ciertas condiciones y refutada dados contextos adicionales (cf. Ibid p. 24).

Si bien todas estas son buenas razones para rechazar Debilitamiento, adoptar una
logica subestructural que no tenga este principio no resolveria todas las paradojas trata-
das. En particular, las paradojas de Curry y Moh Shaw-Kwei seguirian sin ser resueltas.
Considero que la mejor opcion seria tomar en cuenta el resto de las opciones subestruc-
turales expuestas hasta el momento ya que podrian ser mas fructiferas para obtener una
solucion uniforme.

3.5. Latrivialidad de la teoria intuitiva de conjuntos

Hasta ahora da la impresion de que todos los prospectos para solucionar las paradojas
conllevan algin inconveniente. Dado que todas las soluciones tienen costos altos, las
opciones para la estrategia no clasica para mantener la teoria de conjuntos intacta parecen
ser, o bien adoptar una logica subestructural con las consecuencias que eso conlleve, o
aceptar la trivialidad de la teoria.

@gaard (2016, p. 264) habla de los prospectos para la teoria intuitiva de conjuntos. Sin
una logica subestructural, es decir conservando todas las reglas estructurales, ademas de
las reglas A - =(A D =A)y A+ B D A se asegura la trivializacion. De igual forma,
teniendo la disyuncion intensional junto con A D (B D C),B F A D C se asegura la
trivialidad de la teoria ingenua de conjuntos. Ademas de esto, tampoco se puede tener la
Ley de Leibniz para la identidad sin restricciones. No poder utilizar permutacion o la Ley
de Leibniz irrestricta es una pérdida importante para la teoria de conjuntos intuitiva por-
que sin estas nociones, no se puede definir la nocion de par ordenado y sus abstracciones
(véase (Dgaard, 2016, Apéndice B)).

Retomando el argumento de Mares y Paoli, @gaard considera como posible estrategia
el no contractivismo. Incluso teniendo en cuenta las distinciones de relacion de conse-
cuencia que hacen Mares y Paoli, @gaard muestra que cualquier logica subestructural que
tenga la constante de Ackermann (A —F t D A) y fusion (AoB) D C 4+ A D (B D C))
trivializara la teoria de conjuntos. De acuerdo con esto, @gaard considera que la mejor
opcion que se tiene a la mano consiste en optar por una teoria que bloquee Transitividad
en la relacion de consecuencia, y Corte a nivel estructural (cf. Ibid, p. 265).

Ya desde la seccion 4.1 se han expuesto las dificultades de la postura no contractivista.
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En vista de esto, parece dificil postular una teoria de conjuntos que se deshaga por com-
pleto de todas estas paradojas sin perder una gran parte de sus supuestos. El analisis de
Ripley, tal como lo ha notado @gaard, parece ser la mejor alternativa hasta el momento.

Las pruebas de Ogaard muestran que la teoria de conjuntos ingenua solo puede man-
tenerse intacta a un costo muy elevado que es el de tener una logica demasiado pobre.
Si no se acepta la estrategia no transitivista, parece que la teoria de conjuntos no puede
librarse de la trivialidad.

3.6. Conclusiones

En este capitulo se expusieron dos paradojas que muestran que las soluciones a las para-
dojas de Curry y de Moh Shaw-Kwei no son suficientes para prevenir nuevos problemas
de venganza. En particular, cualquier estrategia que pretendiera rechazar alguna regla
operacional no es de utilidad para la paradoja de Hinnion-Libert. Por otra parte, con la
paradoja de Grisin se ha mostrado que el principio de Extensionalidad puede también ser
sospechoso de generar trivialidad en la teoria de conjuntos.

Las estrategias exploradas fueron los enfoques subestructurales no contractivistas, no
transitivistas, no reflexivos y sin Debilitamiento. El ultimo no parece un buen candidato
para solucionar las paradojas ya que, al no aparecer en las cuatro paradojas investiga-
das, no podria dar una solucion unificada. La estrategia no reflexiva, si bien interesante,
no parece estar suficientemente motivada. Por esta razon considero que la estrategia no
reflexiva no podria ser considerada como una solucion satisfactoria.

Asi, los dos principales candidatos parecen ser la estrategia no contractivista y la no
transitivista. Los argumentos mostrados en la seccion 4.1 muestran que rechazar Contrac-
cion no es algo que pueda tomarse a la ligera. El rechazo de Corte parece ser la propuesta
mas solida hasta el momento pero no por ello esta libre de objeciones.

Siendo este el caso, a menos que se acepte la propuesta no transitivista de Ripley, no
es claro que haya una manera satisfactoria de evitar la trivialidad de la teoria de conjun-
tos sin dejar de lado nociones como Extensionalidad o Comprehension. Sin alguna otra
propuesta para sustituir estos principios basicos de la teoria de conjuntos, esta ultima
opcion tampoco es satisfactoria.
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En este escrito hablé acerca de las paradojas conjuntistas de la estrategia no clasica, asi
como de sus posibles soluciones. Estas paradojas surgen como un problema de venganza
para la teoria de conjuntos ya que son similares a la paradoja de Russell en algunos com-
ponentes. Todas las paradojas tratadas a lo largo de este escrito afectan a la teoria ingenua
de conjuntos, la cual se caracteriza por incluir al axioma d Comprehension irrestricto y
al axioma de Extensionalidad. Retomando a Restall (2007) estos principios lucen asi

D, d(a) F A
Fae{z: ®(x)} FA

T+ ®(a), A
F'Fae{z: o(x)}, A

(€ 1) (€ D)

NLreaktzep A NLrzepfrFxrea A
'Fa=p3A

(Ext €)

donde las primeras dos reglas, (€ I) e (¢ D), representan Comprehension y la tercera,
(Ext €) representa Extensionalidad. Expliqué que la solucion de la estrategia clasica a
la paradoja d Russell consiste en restringir el axioma de Comprehension. En contraste,
la estrategia no clasica lo mantiene pero modifica la logica subyacente a la teoria de
conjuntos.

En el primer capitulo hablé de la paradoja de Russell y las soluciones en la estrategia
clasica. Expuse que el problema que tiene la estrategia clasica con la version irrestricta
de Comprehension es que, si ¢ es la propiedad de no pertenecerse a si mismo, cuando
se considera un conjunto R = {z : ¢(x)} podriamos sustituir z en (€ I) o (¢ D) por
%R, lo cual da lugar a la paradoja de Russell. Por esta razon, rechazan esta version del
principio y en su lugar se retoma la propuesta de Zermelo que tiene el siguiente esquema
de Comprehension donde B no tiene variables libres VAIBYz(x € B = (x € AN ¢)).

En el capitulo 2 expliqué como, en comparacion, la estrategia no clasica considera
que esta no es la mejor estrategia para solucionar la paradoja de Russell. Esto se debe a
que no existe una buena alternativa para sustituir a Comprehension como definicion de
conjunto. La estrategia no clasica no esta conforme con que el enfoque clasico rechace
Comprehension sin dar otra definicidon que sea tan buena como lo es este axioma. La
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importancia de esto radica en que, segun el punto de vista de la estrategia no clasica,
ya se tenia una buena definicion con Comprehension que ademas era intuitiva. Asi, la
estrategia clasica adopto a la jerarquia acumulativa para sustituir la nociéon de conjunto
pero esta construccion no estaba libre de problemas.

Para solucionar esto, la estrategia no clasica opté por mantener la teoria ingenua de
conjuntos y cambiar la logica subyacente por una paraconsistente relevante. Desafor-
tunadamente, pese a que la logica paraconsistente no admite el principio de explosion
(A, A+ B)y las contradicciones no necesariamente llevan a la trivialidad de la teoria,
la estrategia no clasica tiene otros problemas.

En el mismo capitulo hablé de las dos primeras paradojas que surgen en la estrategia
no clasica, a saber, la paradoja de Curry y la de Moh Shaw-Kwei. Ambas parecen un caso
de problemas de venganza ya que surgen en el contexto de la teoria ingenua de conjuntos
y comparten algunas reglas con la paradoja de Russell. Recordemos que la paradoja de
Curry surge teniendo un conjunto € = {¢ € x D L} junto con las reglas de Contraccion
y Separacion. La de Moh Shaw-Kwei es una generalizacion de la paradoja de Curry. Esta
simplemente indica que Separacion puede ser aplicada tantas veces como condicionales
aparezcan en la definicion del conjunto. Asi, teniendo un conjunto en el que suceda n
veces un condicional, digamos € = {x € x —™ p}, se aplicara Separacion n nimero de
veces hasta obtener p.

Las primeras soluciones que consideré fueron las presentadas por Priest (2006) en el
capitulo 2 de In Contradiction. Las estrategias, al estar inscritas en el enfoque no clasico,
tienen como base una logica paraconsistente. Priest considera las estrategias que pueden
rechazar Separacion o Contraccion. La estrategia material invalida Separacion recupera
los axiomas de la teoria de conjuntos de Zermelo Fraenkel pero pierde argumentos en
lenguaje natural. La estrategia relevante impide Contraccion recuperando operaciones
booleanas (como union e interseccion), pero pierde la apelacion a la vacuidad, reduccion
al absurdo, la nocion de conjunto vacio, unicidad y cuantificacion irrestricta. La estrategia
de teoria de modelos recuperaria las interpretaciones en las que se puede tener tanto
Comprehension como Extensionalidad que ademas sean modelos de ZF pero que tiene
un solo conjunto inconsistente el cual representa a cualquier conjunto no bien fundado
e inconsistente. Por ultimo, la estrategia metateorica paraconsistente se pregunta si se
pude razonar acerca de los conjuntos a partir de una logica paraconsistente, la cual tiene
como ventaja que puede recuperar lo expresado por la logica clasica. El problema con
esta teoria es que la metateoria de la teoria de conjuntos paraconsistente es inconsistente
y no es claro que se pueda lograr la reconstruccion. Ademas de que, como esta estrategia
busca rechazar Separacion, se tendra que recurrir al Silogismo Disyuntivo que es una
regla refutable.

Las estrategias presentadas por Priest fueron de utilidad para considerar qué alter-

48



Conclusiones

nativas se tiene si se atacan estas dos reglas comunes a las dos paradojas tratadas en el
segundo capitulo. Considero6 que estas estrategias son un buen primer acercamiento pero
no son suficientes para solucionar las paradojas ya que, como desarrollé en el capitulo 3,
existen otras paradojas que nuevamente parecen problemas de venganza.

Las siguientes paradojas que traté fueron las de Hinnion-Libert y Grisin. La primera
surge de definir un conjunto ) = {z : {y : © € &} = {y : p}} que se puede leer como “el
conjunto de todos los conjuntos tales que los conjuntos que se pertenecen a si mismos
son idénticos a los conjuntos que cumplen alguna propiedad p”. Una de las cosas mas im-
portantes que se debe notar es que no se utiliza conectiva alguna para definir el conjunto
por lo que las estrategias de Priest que invalidan Separacion no son de mucha utilidad
para solucionar esta paradoja. Por otra parte se tiene un problema de trivializacion simi-
lar al que se vio con las paradojas de Curry y Moh Shaw-Kwei, ya que no es necesario
llegar a una contradiccion para concluir una proposicion arbitraria.

En el mismo capitulo hable de la paradoja de Grisin, la cual surge de tomar la teoria de
conjuntos BCK y anadir el axioma de Extensionalidad. Si bien esta paradoja si utiliza co-
nectivas para definir al conjunto, su peculiaridad es que la paradoja aparece al incorporar
Extensionalidad cuando, normalmente, el problema suele ser incluir Comprehension.

Conclui el tercer capitulo hablando de las posibles estrategias para solucionar las cua-
tro paradojas. Todas ellas tienen en comun el uso de las reglas estructurales de Reflexi-
vidad, Contraccion y Transitividad. Ademas, las paradojas de Hinnion-Libert y de Grisin
tienen en comun el uso de Debilitamiento. Parece una estrategia sensata considerar una
logica subestructural, es decir una logica que rechace alguna de estas reglas, para solu-
cionar las paradojas en cuestion.

Expuse que las opciones menos viables eran Reflexividad y Debilitamiento. Para la
primera estrategia utilicé el trabajo de French (2016) quien da tres puntos a favor de re-
chazar Reflexividad. El primer argumento a favor es uno que apela a la irreflexividad de
la relacion de consecuencia, el segundo es la falsedad de una oracion aparentemente re-
flexiva como “la conclusion de esta inferencia es falsa; por lo tanto, la conclusion de esta
inferencia es falsa”, el tercer argumento es acerca de las logicas heterogéneas en las que
podria decirse que no hay preservacion de verdad de un lenguaje al otro porque la rela-
cion de consecuencia se da para un lenguaje en particular. Objeté estos tres argumentos
diciendo que ninguno de estos puntos parece lo suficientemente fuerte como para dudar
de Reflexividad.

En cuanto a la estrategia que rechaza Debilitamiento retomeé a Paoli (2013) quien da
una objecion desde el punto de vista relevantista, otra desde el punto de vista paraconsis-
tente y una tercera tomando en cuenta monotonicidad. Si bien todas las objeciones tienen
sus puntos a favor, rechazar Debilitamiento no parece la mejor opcion para una solucion
unificada porque no esta presente en todas las paradojas.
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Segun la exposicion, las estrategias mas fuertes son la no contractivista y la no tran-
sitivista. Aunque la primera ha sido una opcion ampliamente explorada, Ripley (2015) ha
senalado algunos puntos en contra de esta estrategia, la mayoria de los cuales parecen
ser puntos a favor la estrategia no transitivista.

El primer problema es que la estrategia no contractivista no recupera muchos argu-
mentos que son validos en la logica clasica. Ademas de esto, rechazar Contraccion signi-
fica que las conectivass tienen que ser desambiguadas en cada oracion para saber si las
conectivas en juego son aditivas o multiplicativas. Otro punto a considerar es que el no
contractivista debe rechazar (MPCC) ya que teniendo esta regla junto con Corte se puede
construir una oracion tipo Curry. Esta postura también tiene problemas con la cuanti-
ficacion universal restricta pues teniendo un argumento con las premisas “Todos los A
son B” y que “x es A” no se puede concluir que “x es B” aunque parezca una conclusion
intuitiva.

Un punto que tienen en comun la postura no contractivista y la no transitivista es
que el razonamiento acumulativo es riesgoso. Podria utilizarse de nuevo alguna premisa
que haya aparecido anteriormente, lo cual sucede cuando hay Contraccion, o utilizar la
conclusion de un argumento como premisa de otro, que es un sintoma de Transitividad.
Ademas de esto, Ripley explica que ambas estrategias deben evitar Corte Cauteloso pues-
to que recupera algunos problemas del razonamiento acumulativo. Por esta razon, ni el
no contractivista ni el no transitivista pueden considerar una relacion de consecuencia
que admita Corte Cauteloso y, dado que parece ser una caracterizacion basica de Transi-
tividad, rechazar esto es un punto mas a favor de la postura no transitivista.

También retomé a Mares y Paoli (2014) para hablar del problema que la postura no
contractivista enfrenta con respecto a la desambiguacion de las conectivas. Teniendo una
relacion de consecuencia externa es valido utilizar Debilitamiento o Contraccion pero no
sucede lo mismo con la relacion de consecuencia interna. Tambieén se tiene que interpretar
las conectivas en las formulas a cada lado de la relacion como extensionales. Debido a que
la relacion de consecuencia para la paradoja de Hinnion-Libert parece ser externa puesto
que “nos permite formular ciertas normas de asercion y negacion” (Ibid p. 460.). Ademas,
las comas en la regla de (Ext €) debe ser intensional para que el bicondicional que se
presupone para la igualdad, es decir Vz(x € a <> = € b), sea aceptado. Este bicondicio-
nal tendria residuo para la conjuncion intensional y es una regla para la consecuencia
interna. Sin embargo, la relacion de consecuencia era externa y daba una interpretacion
extensional por lo que la inferencia queda bloqueada. Por otra parte, la regla de (= I;) es
también una regla para la consecuencia externa y no puede ser aplicada al en la misma
derivacion que (Ezt €).

En cuanto a la postura no transitivista, consideré la objecion dada por Beall, Jc y
Restall, G. (2006) en la que se sostiene que una nocion de consecuencia debe ser por lo

50



Conclusiones

menos reflexiva y transitiva (cf. Ibid p. 91.). Retomé también a Paoli (2013) quien, en con-
cordancia con lo dicho por Beall y Restall, explica que Transitividad no se puede rechazar
facilmente puesto que se considera que la derivabilidad es transitiva. Asi, teniendo una
prueba de A a B y otra de B a C, es dificil pensar que no se ha mostrado que de A se
puede llegar a C.

De las estrategias que expuse, el rechazo de Contraccion y el de Transitividad parecian
ser las opciones mas viables. Considero que las objeciones de Ripley son suficientemente
fuertes como para pensar que el no contractivismo no es la mejor alternativa para resol-
ver las paradojas de la estrategia no clasica. Aunque este enfoque ha sido ampliamente
estudiado, los costos de perder Contraccion parecen ser demasiado importantes como
para ser ignorados.

Por esta razon pienso que de las cuatro estrategias que trate, la mas fuerte es rechazar
Transitividad. Esto no quiere decir que el no transitivismo se encuentre libre de problemas
y los obstaculos que enfrenta tampoco se pueden descartar con facilidad. Asumiendo de
cualquier manera que esta estrategia es la que se deberia adoptar al tener muchos puntos
fuertes a favor, no es claro que las razones por las que se estaria aceptando esta solucion
se encuentren correctamente motivadas.

Aunque la estrategia de Ripley tenga buenas ventajas con respecto al resto, la solucion
puede parecer ad hoc si no se acepta ademas que la relacion de consecuencia no tiene por
que ser transitiva. Debido a que no es claro que esto se logre, optar por esta opcion no
puede ser una solucion satisfactoria al momento.

Consideré algunas estrategias que podian ser aplicadas para resolver todas las pa-
radojas, y que por lo tanto servian para dar una solucion unificada, pero los costos de
todas ellas parecen demasiado altos como para ser tomados en serio. En otros casos, la
falta de una mejor explicacion para motivar esa estrategia sobre las otras que no consista
unicamente en mostrar que funciona adecuadamente en donde otras fallan hace que no
puedan ser consideradas como una solucion satisfactoria.

El capitulo 3 finaliz6 con un breve resumen del texto de @gaard en el que habla de las
maneras en las que se puede trivializar la teoria ingenua de conjuntos. @gaard también
senala al no transitivismo como la mejor opcion hasta el momento. Creo que la estra-
tegia puede dar mejores resultados que el resto pero pienso que las objeciones, aunque
parezcan menos que las que Ripley hace al no contractivismo, no son menores.

El objetivo principal de esta tesis fue investigar si existe una solucion satisfactoria y
unificada para las paradojas de la teoria de conjuntos no clasica. Mi conclusion es que
existen soluciones que tratan a todas las paradojas pero ninguna de esas estrategias es
satisfactoria en tanto que los costos de todas ellas son demasiado grandes para ser con-
sideradas como una solucion definitiva.

51






Apéndice A
Calculo de Secuentes

En el calculo de Gentzen se utilizan principalmente de dos definiciones. En primer lugar,
se requiere de un lenguaje logica el cual consta de variables proposicionales (p1, p2, p3, -..)
y conectivas (—, A, V, D) y metavariables (p, q, 1, ... para variables proposicionales y A, B,
C, ... para formulas cualesquiera.). En segundo lugar, se necesitan secuentes. Estos tienen
laforma ' = A, donde tanto I como A son proposiciones finitas y la expresion indica lo
que se sigue, siendo en este caso I" el antecedente del secuente del cual se sigue A como
sucedente. Asi, expresiones como Ay, ..., A, = By, ..., B, tienen el mismo significado
que Ay A ... N A, D By V...V By, En tercer lugar, se requieren postulados que actian
como los axiomas o reglas. Estos se presentan en cualquiera de las siguientes dos formas:

S S S
Sg 5’3

Los secuentes encima de la linea horizontal seran llamados superiores y los que se
encuentran debajo seran llamados inferiores. El Gnico axioma es

W ara

Las reglas estructurales que se tendran en cuenta seran las siguientes:

Intercambio

T A B AFII
[ B, AAFII

THA A BT
TFA B AT

(Int. I) (Int. D)
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Calculo de Secuentes

Debilitamiento
A A
(Db D TFA (Deb- D) F R 4
Contraccion
AATEA '-AA A
(Contr. I) m (Contr. D) W
Corte
'EAA ATIEXY
OLITEAY
Las reglas operacionales son las siguientes:
A A ATHFA
CHD—arra COTra -4
ATEFA B,TFA
W) NETFA WD) A BTrA
W1 A A '-AB
A AV B '-A AV B
ATEFA B,TFA
VD) —AVBTFA
'-AA B, IIFX ATHAB
O =Spsrmaras OD)F A ASE

Ketonen propuso las siguientes nuevas versiones para las reglas, las cuales se pueden
probar a partir de las reglas de Gentzen:

(npy ABIEA oy LFEAA  TENB
AANBIFA TIIFAY AAB
ATFA BIFYX T+AAB
/ Y U / 9 Y
M) = VB TOrAS VD) A AVE

'-AA BTFA

OCN—Z55TrA
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Calculo de Secuentes

ATHA I'+A,B
'FAADB 'FAJADB

S D)

Las formulas representadas por las letras griegas se conocen como formulas laterales o
contexto, mientras que las apariciones de A y B en los secuentes superiores (premisas) son
formulas auxiliares y en los secuentes inferiores (conclusion) son formulas principales.

La intencion de Gentzen para las reglas operacionales era que no hubiera informacion
que se perdiera al pasar de las premisas a la conclusion y es por ello que hay reglas para
antecedentes y consecuentes. En cuanto a las reglas estructurales parece que la intencion
es que no se introduzcan nuevas conectivas pero que se logre manipular la informacion
de la estructura de los secuentes.

Estas nuevas versiones podian ser demostradas con las reglas provistas por Gentzen.
En la propuesta de Ketonen, las premisas de (O I’) comparten el mismo contexto mientras
que (D /) no. Considerando esto, se dice las reglas como la de Ketonen son dependientes
de contexto mientras que reglas como las de Gentzen son independientes de contexto.

Con estas reglas se pueden probar las tres propiedades que caracterizan a las conec-
tivas contractivas. Considerando que en (C1-C3) © representa la generalizacion de una
conectiva cualquiera, las siguientes pruebas muestran que ésta puede ser sustituida por
el condicional en el calculo de Gentzen:

ChadprFaGp

adDpfrFadp
(Id)ozDﬁl—ozDﬁ
(C2)a,a®pPES
opara %5rE
(Ir'ltl)aDﬁ,al—ﬂ
T a,aD RS
Caco(aepf)Faep
(D(If;@l—a 1) 73 -
('DI)QDB,QI—B ab«
(int L) aD(aDdp),a,akp
(Cont.r.'I.) T i) At

ad(adp)Fp

D) ad(adf)FaDp
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