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Introduccion

Dado cualquier espacio topoldgico .S, es conocido que se puede estudiar a través de
su reticula de abiertos O S, de hecho esta reticula es un marco (local o dlgebra de

Heyting completa), es decir, una reticula completa (A, <, \/, A, 0, 1) tal que satisface
la siguiente ley distributiva:

a/\(\/X)z\/{a/\a:\xeX}

paratodoa € Ay X C A.
Este andlisis es conocido como topologia sin-puntos (ver por ejemplo [ L[ D.
Esto da pie a un funtor de la categoria de espacios topologicos Jop a la categoria de
marcos

O: Jop — Frm

De hecho, hay una construccién en sentido contrario, en el sentido que a cada marco
se le asocia de manera universal su espacio de puntos:

pt: Frm — Top

De tal manera que estos dos funtores forman una adjuncién:

Ahora sobre este entendido, la categoria de marcos es una subcategoria de la categoria
de reticulas distributivas DLat y cada reticula distributiva tiene asociada un espacio,
su espacio de Stone (0 espectro primo), esta construccién tambien resulta funtorial:

Spec: DLat — Top
El propdsito de este trabajo es hacer ver que tambien tenemos una situacién adjunta:

DLat

Top
De tal manera que esta extiende la adjuncion:

DLat

Top

A%
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Ademas que dada una adjuncién podemos considerar la ménandas inducidas en las res-
pectivas categorias, examinamos estas mdnadas para este ejemplo particular, siguiendo
los pasos del autor en el articulo [ ].

A su vez se hacen algunas correciones del mismo articulo y se profundiza en la carac-
tetrizacion de los llamados esapcios bien compactados.

La organizacién de este trabajo es como sigue:

En el capitulo 1 se establecen los preliminares para la lectura de este trabajo. Se intro-
ducen los espacios de Stone, Algebras de Boole y se construyen los funtores Spec y €.

En el capitulo 2 se dan los antecedentes categéricos en el tema de ménadas y caracte-
rizacién de dlgebras.

Después en el capitulo 3 se construyen los funtores O y ¢ que forman nuestra adjun-
cion de interés, ademads, se observa la relacidon de estos funtores con los construidos
previamente.

El capitulo 4 introduce la categoria de marcos, se construye el funtor de puntos, se ob-
serva con un ejemplo no trivial que la construccién del espacio de Stone es iitil pues no
todo marco tiene espacio de puntos no trivial, pero siempre tiene espacio de Stone, esta
observacion esencialmente muestra la diferencia entre tener algo consturctivo y tener
algo que necesite un principio de eleccion.

Finalmente en 5 se observa que la categoria de espacios espectrales es una subcategoria

plena de la categoria de espacios bien compactados, los cuales se caracterizan por sus
propiedas espaciales y resultan ser las dlgebras de la ménada correspondiente.

VI



Capitulo 1

Equivalencia de Stone

En este capitulo abordaremos el teorema de representaciéon de Stone, demostrado en
1936 por el matematico Marshall Harvey Stone. Este teorema nos da una relacién uno
a uno entre las Algebras de Boole completas y los Espacios de Stone, lo cual, como se
verd més adelante, se traduce en una equivalencia entre las categorfas de Algebras de
Boole completas y morfismos de Algebras de Boole CBA y la categoria de espacios de
Stone y funciones continuas Stone.

Comencemos por dar las definiciones necesarias para entender dichas categorias.

1.1. Espacios de Stone

Consideramos TJop la categoria cuyos objetos son espacios topoldgicos, dichos objetos
son de la forma (S, 75) € TJop donde 7s = {U C S | U es abierto de S}; usualmente
se denotard S € TJop omitiendo la escritura de su topologia.

Las flechas en esta categoria son funciones continuas entre espacios topolégicos, es
decir ¢ € Top(S, S’) si para cada U € T/ se tiene ¢~ *(U) € 7g.

La categoria de espacios de Stone es una subcategoria plena de Jop. Un estudio mas
profundo de ellos se realiza en [ ].

Definicion 1.1. Sea S € Top

1. Decimos que S es totalmente disconexo si sus vinicas componentes conexas Son
los subconjuntos unitarios.

2. Decimos que S es totalmente separable si para cualesquiera puntos disntintos
x,y € S, existe U C S abierto y cerrado tal que x € Uyy ¢ U.

3. Decimos que S es cero-dimensional si los subconjuntos U C S tal que U es
abierto y cerrado forman una base para S.



1.1. ESPACIOS DE STONE EQUIVALENCIA DE STONE

Veamos la relacion de estas definiciones con la separabilidad del espacio.

Lema 1.2. Sea S € Top:
1. Si S es totalmente disconexo entonces S es T7.
2. Si S es totalmente separable, entonces S es Hausdor(f y totalmente disconexo.
3. S8i S es cero-dimensional y Ty entonces S es totalmente separable.

Demostracion. 1. Sean z,y € S con x # y consideremos {x,y} C S, como
S es totalmente disconexo entonces {x,y} es disconexo y asi existen abiertos
UV CStalquex € U,y € Vperoy ¢ Ux ¢ V.

2. Sean z,y € S con x # y, como S es totalmente separable existe U C S abierto
y cerrado tal que z € U y y ¢ U, al ser U cerrado entonces S \ U es abierto y
y € S\ U,asi S es Hausdorff.
Ahora, sea X C S con mas de un punto, tomemos z,y € X con x # y, entonces
existe U C S abierto y cerrado tal que z € Uy y ¢ U, como U es cerrado
entonces S . U es abierto, ademds X C UU (S~ U) = Spero X € Uy
X Q S\ U, es decir, X es disconexo y asi S es totalmente disconexo.

3. Sean z,y € S conz # y, como S es T existe U C § abierto tal que x € U
yy ¢ U, como S es cero dimensional tiene una base de abiertos y cerrados,
entonces existe D C U conx € Dy D abierto y cerrado.

Asi, S es totalmente separable.

Teorema 1.3. Sea S € Top, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. S es compacto, Hausdorff'y totalmente disconexo.
2. S es compacto y totalmente separable.
3. S es compacto, Ty y cero-dimensional.

Este teorema es una aplicacion del lema anterior.

Definicion 1.4. Sea S € Top, decimos que S es un Espacio de Stone si se cumple
alguna de las siguientes:

1. S es compacto, Hausdorff y totalmente disconexo.
2. S es compacto y totalmente separable.
3. S es compacto, Ty y cero-dimensional.

Gracias al Teorema 1.3, se tiene que las definiciones para esta clase de espacios son
equivalentes.



EQUIVALENCIA DE STONE 1.2. ALGEBRAS DE BOOLE

1.2. Algebras de Boole

Las Algebras de Boole, nombradas en honor a George Boole, son un tipo especial de
reticulas definidas como sigue:

Definicion 1.5. Sea B € DLat, decimos que B es un Algebra de Boole si:
1. B tiene elemento mdximo 1y elemento minimo 0.

2. Todo elemento de B tiene complemento, es decir, para cada b € B existe c € B
talque bV c=1ybAc=0.

Proposicion 1.6. Sea L. € DLat distributiva, si a € L tiene complemento, este es
tinico.

Demostracion. Sean by c complementos de a € L entonces:

b=bAl=bA(aVe)=(bAa)V(bAc)=bAc
Por tanto b < ¢, analogamente probamos que ¢ < by entonces b = c. O

Como un Algebra de Boole B es en particular distributiva, tenemos que los comple-
mentos son Unicos, para cada b € B denotemos —b a su complemento.

Definicion 1.7. Sean A, B Algebras de boole, un morfismo f € DLat(A, B) es un
morfismo de Algebras de Boole si f(—a) = —f(a) para cada a € A.

Podemos definir la categoria BA cuyos objetos son Algebras de Boole y sus flechas
son morfismos de Algebras de Boole.

Definicion 1.8. Sea B € BA, decimos que B es un Algebra de Boole completa si B
es una reticula completa.

Asi CBA es la subcategoria plena de BA cuyos objetos son Algebras de Boole com-
pletas.

Proposicion 1.9. Sea B € BAy F C B un filtro, F' es mdximo si y solo si para cada
a € Bsetienea € Fo—ae€F.

Demostracion. Sea F un filtro maximo en By a € B \ F, sea G el filtro generado
por F'U {a} entonces como F es mdximo tenemos G = B, asi, existe b € F tal que
aANb=0,ademds aV —a =1 2> aV bentonces —a > by entonces —a € F.

Sea F'tal que paracadaa € Bsetienea € Fo—a € F.

Supongamos que F C G C B, si F # G entonces existe a € G tal que a ¢ F, asi
—a € F C Gportanto ~a € Gyporello0 =a A —-a € G, es decir G = B.

Asi, F' es maximo. O

Proposicion 1.10. Sea B € BA y F' C B un filtro, entonces F es primo si y solo si es
mdximo.
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Demostracion. Sea F' un filtro primo en B, entonces para cada ¢ € B tenemos a V
—a =1 € F, como es primo entonces a € F' o —a € F, es decir, F' es un filtro maximo.

Sea F' un filtro mdximo y a V b € F, supongamos que a ¢ F'y b ¢ F, como F es
maximo entonces —a, —b € F', por tanto (a V b) A (—a A —b) € F, pero:

(aVb)A(—maA-b)=((aN—a)V (bA—a)) A-b
=0V (bA-a))A-b
=bA-bA-a=0A-a=0

Es decir, 0 € F, lo cual no es posible pues F' es filtro, entoncesa € FFob € F. O

Ejemplo 1.11. Para cada X € Con, podemos dar las siguientes dos contrucciones
que resultan ser dlgebras de Boole.

1. P(X) = {A C X}, la potencia de X es el ejemplo cldsico de un dlgebra
de Boole completa. (P(X),U,N, &, X) es una reticula distributiva completa,
ademds, si A C X entonces X ~ A C X, es decir, P(X) tiene complementos y
por tanto es un dlgebra de Boole.

2. FC(X) ={A € P(X) | Aes finito o X \ A es finito }.
Como FC(X) C P(X) entonces (FC(X),U,N) es una reticula distributiva,
ademds @, X € FC(X) es decir, tiene elemento mdximo y minimo, y para cada
A e FC(X) como Ao X \ Aes finito entonces X ~ A € FC(X).
Asi FC(X) € BA, pero en general no es completa.

3. Sea X = N y pongamos A,, = {2k | k < n}, claramente cada A, es finito y
asi A, € FC(X), ademds:

U A, = 2N
nelN

Pero 2IN y IN \ 2N son numerables, entonces:
U 4. ¢ Fo(x)
nelN

Es decir, FC(IN) es un dlgebra de Boole no completa.

Definicion 1.12. Sea B € BA, decimos que a € B es un dtomo si a # 0 tal que si
x < aentonces x =00z = a.

Para B € BA denotamos At(B) = {a € B | a es un dtomo}.

Definicion 1.13. Sea B € BA, decimos que B es atémica si para cada b € B existe
Ap C At(B) tal que VAp = b.

Ejemplo 1.14. Sea X € Con entonces:

1. P(X)y FC(X) son dlgebras de Boole atdmicas cuyos dtomos son los conjuntos
unitarios, es decir:

At((P)(X)) = {{z} |z € X}

4



EQUIVALENCIA DE STONE 1.3. TEOREMA DE REPRESENTACION

1.3. Teorema de Representacion

Para encaminarnos hacia el teorema de representacion de Stone, a cada Espacio de
Stone (S, 7g) le asociaremos la reticula de sus subconjuntos abiertos y cerrados. es
decir, tenemos la asignacion:

Q: TJop — DLat

Donde Q(S) = {U C S| U es abierto y cerrado de S }.
Observacion 1.15. Sean U,V € Q.S entonces:
1. UVV =UUV
2. UANV=UNV
Con estas definiciones de infimo y supremo, resulta evidente que 2(.S) € DLat.
Proposicion 1.16. Sea S € Stone entonces Q(S) es un Algebra de Boole.

Demostracion. Para cada U € §(S) como U es abierto y cerrado entonces S \ U
tambien lo es, es decir, S\ U € Q(S), asi (S) es una reticula complementada, con
elemento mdximo S y elemento minimo &, y hereda su distributividad de P(S) (el
conjunto potencia de S) pues las operaciones son las mismas. Por tanto Q(5) es un
Algebra de Boole. O

Para cada funcién continua ¢: S — S” podemos construir una funcién Q(¢): Q(S’") —
Q(S), tal que para cada abierto y cerrado U € Q(S’) Q(¢)(U) = ¢ 1 (U) € Q(9)
pues @ es continua, ademds es un morfismo de reticulas pues la imagen inversa abre
uniones e intersecciones.

Proposicion 1.17. Sea ¢ € Stone(S, S’) entonces () es un morfismo de dlgebras
de Boole.

Demostracion. Sea U € Q(S") entonces:
Q) (=) = Qp)(S" N U)
= (S'\U)
=S\ ¢7'(U)
=5\ Qp)(U)
=Q(¥)(U)

Con esto hemos definido bien un funtor:
Q): Stone — BA

Para construir el funtor de BA a Stone que completara la equivalencia necesitamos las
siguientes definiciones:
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Definicion 1.18. Sea L € DLat definimos su espectro como:
Spec(L) = {P C| P es ideal primo de L}

Para una reticula L € DLat hay una topologia en el espectro de L.
Definimos § = {\(a) | a € L} donde A(a) = {P € Spec(L) | a ¢ P}.

Observacion 1.19. Sea L € DLat, a,b € L entonces:
1. A1) = Spec(A) y A\(0) =
2. Ma) N (D) = A(a Ab).
3. Ma)UA(D) = Aa V).
4. Si L € BA entonces \(—a) = Spec(A) \ A(a).

Asf, si Tgpec(r) €5 la topologia generada por &, entonces (Spec(L), Tspec(r)) € Top.

De hecho, si L € BA entonces cada elemento de ¢ es abierto y cerrado y asi, Spec(L)
es cero-dimensional.

Para cada morfismo de reticulas f € DLat(L, L’) podemos definir Spec(f): Spec(L') —
Spec(L) dada por Spec(f)(P) = f~1(P).

Veamos que etsa bien definido.

Proposicion 1.20. Sea f € DLat(L, L"), Spec(f): Spec(L') — Spec(L) esta bien
definida y es continua.

Demostracion. Sea P € Spec(L'),veamos que Spec(f)(P) = f~*(P) € Spec(L).
Sean a,b € L tal que a Vb € f~(P) entonces f(a) V f(b ) flavbd) € P asi
f(a) € Po f(b) € Ppues P € Spec(L), entonces a € f~*(P)ob e f~1(P),es
decir, f~1(P) = Spec(f)(P) es primo.

Veamos que Spec(f) es continua, sea a € L entonces:

Spec(f)~ (\a)) = {P € Spec(L') | Spec(f)(P) € Aa)}
= {P € Spec(L') | f71(P) € Na)}
= {P € Spec(L') | a ¢ [~(P)}
={P € Spec(L') | f(a) ¢ P}
= A(f(a))
Asi Spec(f) es continua. O

Tenemos entonces definido un funtor Spec: DLat — Top.

A continuacién se presenta un teorema que resulta fundamental para el estudio reali-
zado en los capitulos posteriores, dicho teorema se encuentra en el libro [ Jyes
conocido como el Teorema de Separacion de Stone.
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EQUIVALENCIA DE STONE 1.3. TEOREMA DE REPRESENTACION

Teorema 1.21. Sea L una reticula distributiva, I C L un ideal y F' C L un filtro tal
que F'N I = & entonces existe P C L ideal primo talque  C Py FNP = @.

Demostracion. Sea:
A={JCL|Jesideal , ICJyJNF =g}
Calaramente I € A, asi A # @.

Sea C' C A una cadena entonces UC' € A asi, por el lema de Zorn A tiene elementos
maximos.

Sea P € A uno de tales elementos, veamos que P es un ideal primo.

Si suponemos que P no es primo, entonces existen a,b ¢ P con aAb € P. Definamos:
A={zVz|zePyz<a} B={zVz|zePyz<b}

Por ser P maximode Ay P C A, B, tendremos que ANF # &, asi mismo BNF' # (.
Seanp,q € PtalqueaVp € FybV q € Fentonces (aVp)A(bVq) € F.

Por otro lado:
(aVp)ANBVa) =(pA(gVDd)V(aA(qgVb)
={pPAqVPADV(aAng)V(aAb) P
Lo cual contradice que P N F' = &, por tanto P es un ideal primo. O

Corolario 1.22. Sean L € DLat e I C L ideal con a ¢ I entonces existe P C L
ideal primo tal que I C Py a ¢ P.

Demostracion. Sea F' = {b € L | a < b} entonces F es filtroy FN I = &, por el
teorema anterior existe P C L ideal primocon I C Ly FNP =@, asia ¢ P. ]

Antes de avanzar més, recordemos una conocida equivalencia de compacidad:

Proposicion 1.23. S € Top es compacto si y solo si toda familia de cerrados con la
propiedad de la interseccion finita (p.i.f.) tiene interseccion no vacta.

Ahora podemos demostrar la siguiente proposicion.
Proposicion 1.24. Sea B € CBA entonces Spec(B) € Stone.

Demostracion. Previamente vimos que para B € BA se tiene que Spec(B) es cero-
dimensional, ademds si P, P’ € Spec(B) y P # P’, seaa € P ~ P’ entonces
P e Xa)y P ¢ Ma), asi Spec(B) es Tp.

Resta ver que es compacto.
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Sea C una familia de cerrados en Spec(B) con la p.i.f. y I" el filtro generado por C.
Definamos:

G ={a € B|F C \a) paraalgin F € I'}

Entonces:
ﬂl“ = ﬂ{)\(a) | a € G}

Ahora, si a1,a2 € G entonces existen Fy, Fy € I'"tal que F; C A(a1) y F» C A(ag)
por tanto A(a; Aaz) = Aay) NA(az) 2 F1 N Fy € T pues T es filtro, asi a; Aas € G
y entonces G es un filtro en B.

Usando 1.21 podemos contruir un ideal primo P talque PN G = @y asi P € A(a)
paratodo a € G,y asi

aeﬂ{)\(aﬂaeG}:mFQﬂC#@
Asf por 1.23 Spec(B) es compacto y por tanto Spec(B) € Stone O
Gracias a la proposicion anterior el funtor construido lo podemos ver como:
Spec: BA — Stone

Proposicion 1.25. Sea B € BA, si U C Spec(B) es abierto y cerrado, entonces
existe a € B conU = \(a).

Demostracion. Sea U C Spec(B) abierto y cerrado, por ser abierto existe A C B
tal que U = UpeaA(b) como Spec(B) es compacto y U es cerrado entonces U es
compacto, asi existe F' C A finito tal que U = Upe pA(b) = A(VF). O

Teorema 1.26. Los funtores ): Stone — CBA y Spec: CBA — Stone forman una
equivalencia.

Demostracion. Podemos definir:
A: B — Q(Spec(B))
Gracias a la proposicion 1.25 tenemos que A es biyectiva.

Ademis Q(Spec(f))(Ma)) = Spec(f) " (AMa)) = M(f(a)) es decir, el diguiente
diagrama conmuta:

s J— QSpec(B)

fl \LQS;DeC(f)

B’ —= QSpec(B’)
BI
Y asi, A es un isomorfismo natural, por tanto:
QSpec Z 1p 4

8



EQUIVALENCIA DE STONE 1.3. TEOREMA DE REPRESENTACION

Por otro lado, para S € Stone definamos:
U: S — Spec(QS)
Como ¥(x) ={U € QS |z ¢ U}.

U es continua pues si tomamos un abierto de Spec(£2(.S)), por la proposicién 1.25
sabemos que es de la forma A\(U) con U € Q(S), ademds:

U \NU)={z €S| V() € NU)}
={reS|U¢¥(x)}
={zeS|zeU}
=U

Ademas como S es compacto y Haussdorf, es biyectiva. Asi
Spec © Q = 1Stone
O

Asi tenemos que CBA y Stone son categorias equivalentes, lo cual se conoce como la
equivalencia de Stone.
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Capitulo 2

Monadas

En este capitulo se dan las definiciones necesarias para entender la generalizacion a tra-
bajar de la equivalencia vista en el capitulo 1, se concluye caracterizando la categoria
@7 para posteriormente estudiar lo expuesto en el articulo [ ].

Lo presentado en este capitulo puede revisarse con mayor profundidad en el libro

[ I

2.1. Monadas

Definicion 2.1. Sea C una categoria, una ménada (T,n, ) sobre C consiste de lo
siguiente:

1. T: C — C un endofuntor.
2. n: le — T una transformacion natural llamada la unidad de la ménada.

3. w: TT — T una transformacion natural llamada la multiplicacién de la ména-
da.

Tales que hacen conmutar los siguientes diagramas:

Tu Tn nr
TI'T ——17T T——T7I<~—T
/mi lu \ lu/
TT —0 T T

Las ménadas abstraen las propiedades de los monoides (asociatividad y existencia de
neutro), un ejemplo donde se puede observar eso es el siguiente:

Ejemplo 2.2. Sea M € Con definamos el funtor en conjuntos M x _: Con — Con
donde para cada objeto X € Con el funtor le asocia su producto cartesiano M x X
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2.1. MONADAS MONADAS

y a cada funcion f € Con(X,Y) le asocia la funcion (1pr, f): M x X — M x Y la
cual en cada punto (m,x) € M x X se evalua como (1p, f)(m,z) = (m, f(x)).

Definamos la unidad n: 1eon — M X _ como la transformacion natural que en cada
objeto X € Con es la funcion nx: X — M x X evaluda en cada x € X como
nx(x) = (em, x) donde epr € M es el neutro del monoide.

Definamos la multiplicacion p: M x M x - — M X _como la transformacion natural
que en cada objeto X € Con es la funcion px: M x M x X — M x X evaluada
en cada (m,n,z) € M x M x X como pux(m,n,z) = (mn,zx) donde mn es la
multiplicacion en el monoide.

Queremos verificar que (M X _, 1, i) es una monada sobre Con, para ello necesitamos
la conmutatividad de los siguientes diagramas:

Mx MxMx X250 M ox Mx X Mx X 22090 s M ox X5 M x X
F‘MxXi i,UIX \ \L/"'X/
MxMxXMX—>M><X M x X

Al ser funciones, verificamos la conmutatividad evaluando puntualmente.
Sea (m,n,s,x) € M x M x M x X entonces:

px (M X px(m,n,s,z)) = px(m,ns,x) = (m(ns),x) y

px (s x (m,n, s,x)) = px (mn,s,z) = ((mn)s, ).

Ast, la conmutatividad de este diagrama se cumple gracias a la asociatividad de la
operacion en M.

Por otro lado, para el segundo diagrama sea (m,x) € M x X entonces:
px (M x nx(m, z)) = px(m,en, x) = (mea, ©) = (m,x) y

px (Marxx (m, @) = px(enr,m, x) = (eyym, ) = (m, x)

Esta conmutatividad se sigue del hecho de que ey € M es el neutro.

Asi (M x _,n, ) es una moénada sobre Con.

También podemos contruir ménadas a partir de adjunciones como nos muestra la si-
guiente proposicion:

Proposicion 2.3. Sean L: A — Cy R: C — A funtores tales que L. 4 R es una
adjuncién con unidad 1y counidad e, entonces (RL,n, Rey,) es una ménada sobre A.

Demostracion. Para probar que (RL,7, Rey) es una ménada, necesitamos la conmu-
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tatividad de los siguientes diagramas:

RLRLRL™™% RLRI RL " RLRL 2™ RL
RgLRL\L \LREL \ \LR/
RLRL — = RIL RL
REL

Para la conmutatividad del primer diagrama, consideremos un objeto arbitrario C' € C,
entonces LC' € A y asi, podemos tomar la componente e,c: LRLC — LC, como
e: LR — 14 es una transformacion natural, el siguiente diagrama conmuta:

LRLRLC™“X LRLC

\LLRELC lELC

LRLC ——— LC
gLc

Aplicando R al diagrama anterior obtenemos la conmutatividad deseada.

Para el segundo diagrama, recordemos que al ser L 4 R una adjuncién se cumplen las
identidades triangulares:

L—"U LRL R—"% RLR
\ lEL \ J/RE
L R

Aplicando R a la primer identidad triangular obtenemos el lado izquierdo de la igual-
dad deseada, asi mismo, tomando elementos de la forma LA € Ccon A € A en la
segunda identidad triangular obtenemos el lado derecho de la igualdad deseada.

O

Asi tenemos que toda adjuncién nos induce una ménada, lo cual nos hace plantear-
nos la siguiente pregunta: “;Toda monada es inducida por alguna adjuncion?” cuya
respuesta encontraremos con las contrucciones de la categorias de Eilenberg-Moore y
Kleisli para una ménada dada.

2.2. T-Algebras

Para definir la categoria de Eilenberg-Moore o categoria de T-Algebras, necesitamos
lo siguiente:

Definicion 2.4. Sea (T, 1, ;1) una monada sobre C.
Una T-Algebra es un par (C,c) con C € C el objeto del dlgebray ¢ € C(TC,C) el
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2.2. T-ALGEBRAS MONADAS

morfismo estructual, tal que los siguientes diagramas conmutan:

¢ Lo TC c-—".7C
MC\L \Lc \ \Lc

Definicion 2.5. Sea (T,7, 1) una ménada sobre C 'y (A, a), (B,b) T-Algebras, un
morfismo de T-Algebras es una flecha f € C(A, B) tal que el siguiente diagrama
conmuta:

A" TR
|
A B

Dada una ménada (T, 7, 1) sobre C podemos entonces definir la categoria de T' -Alge-
bras denotada por:
eT

Cuyos objetos son T-Algebras y sus flechas son morfimos de T-Algebras.

Ejemplo 2.6. Siguiendo con el ejemplo 2.2, veamos como son las dlgebras para dicha
monada.

Sea X € Con que admita una accion del monoide, digamos 5: M x X — X, vea-
mos que (X, ) € eM>-" para ello necesitamos la conmutatividad de los siguientes
digramas:

MxMx X220 Mxx X" Mxx
”XJ« lﬁ \ ’
M x X — X X

Sea (m,n,x) € M x M x X entonces:

B(M x B(m,n,x)) = B(m,B(n,z))y

Blux (m,n,x)) = B(mn, x).

Luego B(m, B(n,xz)) = B(mn, ) pues 8 es una accion, esto nos da la conmutatividad
del primer diagrama.

Sea x € X entonces f(nx(x)) = Blen,x) = x pues ( es una accion.

Asi todo conjunto X que admita una accion de M es una M x _-Algebra.
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Por otro lado, si (X, B) es una M x _-Algebra, veamos que (3 es una accion de M en X.

Como (X, ) € Con™*- entonces los siguientes diagramas conmutan:

MxMx X% Mxx X" M xX
HX\L \Lﬁ \ B
Mx X — > X X

Del primer diagrama tenemos que para cada v € X y m,n € M se cumple que
B(m,B(n,z)) = B(mn,x) y del segundo tenemos que 3(ers,x) = x, asif es una
accion.

Ahora, tenemos que una funcion f: (X, 8) — (Y, «) es un morfismo de M x _Alge-
bras si el siguiente diagrama conmuta:

Es decir, si f(B(m,x)) = a(m, f(z)) para cada x € X y m € M, es decir, f es un
morfismo de Algebras siy solo si respeta las acciones, por tanto tenemos:

Con™*- = M — Con
Donde M — Con es la categoria de conjuntos que admiten una accion de M.

El funtor 7' también puede verse como un funtor 7': ¢ — €7 como lo muestran las
siguientes proposiciones:

Proposicion 2.7. Sea C € Cy (T, n, u) una ménada sobre C, entonces (TC, uc) €
e,

Demostracion. Como (T, 7, 1) es una monada sobre C tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

rrre s e

TrC TC

| %e]

Lo cual nos dice que (T'C, uuc) es una T-Algebra. O
Proposicion 2.8. Sea f € C(C,C") entonces Tf € CT(TC,TC").
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2.2. T-ALGEBRAS MONADAS

Demostracion. Como p: TT — T es una transformacién natural, aplicando la natu-
ralidad para f tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

T7C L TC

w e

TTC" ——=TC
kot

Lo cual nos dice que 7'f es un morfismo de T-Algebras. O

Veamos ahora que la construccién de esta categoria resuelve la pregunta planteada
“sToda moénada es inducida por alguna adjuncion?”.

Proposicién 2.9. Sea (T,n, ) una ménada sobre C, y los funtores T: € — CT y
?7: €T — @ el funtor que olvida dado por ?(C,c) = C'y ?(f) = f, entonces T 47 y
esta adjuncion induce la monada T'.

Demostracion. Sean: 1¢ —7T la unidad de la ménaday e: T? — 1er definida pa-
ra cada objeto (C,c) € €7 como £(C,e) = C, se tiene que ¢ € (T, C) pues el
diagrama que debe conmutar para esto es el mismo que se cumple por ser (C, ¢) una
T-Algebra.

Veamos ahora que se cumplen las identidades triangulares siendo 7 la unidad y € la
counidad de la adjuncion, es decir, los siguientes diagramas conmutan:

7 oy L
\ l?s \ iET
? T
El primer diagrama se traduce para (C, ¢) € €T como:

c % ¢

N

C
El cual conmuta pues (C, c) € 7.

El segundo diagrama se traduce para C' € € como:

e " e

NF

TC
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El cual conmuta por ser (T, 7, ;1) una ménada sobre C.
Asi ? 47T es una adjuncion.

Acorde a la proposicién 2.3 tenemos que la ménada inducida es (?T, 7, ?er), pero
claramente 77" = T y para C' € Ctenemos “erc =7(uc) = pe es decir, efectivamente
esta adjuncién induce la ménada (7', n, ). O

2.3. La categoria de Kleisli

Ya vimos que la categoria de T-Algebras nos permite construir una adjuncién que in-
duzca la ménada (7,7, 11), sin embargo, podemos construir otra solucién a nuestra
pregunta, lo cual haremos a continuacion.

Sea (T, n, ;1) una ménada sobre € definimos la categoria de Kleisli, denotada Cr de la
siguiente manera:

1. Ob(€r) = Ob(e).

2. Cp(A, B) = C(A, T'B) para mayor claridad denotaremos fr € Cr(A, B) para
una flecha f € C(A,TB).

3. La composicién esta dada como sigue:
Sea fr € Cr(A, B) y gr € €7 (B, C) entonces gr o fr = (uc o Tg o f)r.

4. Las identidades estan dadas para cada C' € Cr como (n¢ ).
Veamos que lo definido efectivamente es una categoria.
Proposicion 2.10. La composicion definida en Cr es asociativa.
Demostracion. Sea fr € Cp(A, B), gr € Cr(B,C) y hy € Cr(C, D) entonces:
hr o (gro fr)=hro(ucoTgo f)r
=(upoThopucoTgo f)r
(hrogr)o fr =(upoThog)ro fr

= (upoT(up oThog)o f)r
=(upoTupoTThoTgo f)r

Como (T, 7, 1) es una ménada, entonces pup o Tup = pup o prp y al ser y una
transformacién natural, tenemos que purp o TTh = Th o uc, asi, se cumple que:

ppoThopucoTgo f=pupoTupoTThoTgo f
Es decir, la composicién es asociativa. ]

Proposicion 2.11. Para cada C € Cr la identidad esta dada por (nc)r

17



2.3. LA CATEGORIA DE KLEISLI MONADAS

Demostracion. Sea fr € Cp(A, C) entonces:

(ne)r o fr = (ucoTne o fr
= (ich Of)T
= fT

Donde la segunda igualdad se cumple por ser (T, 7, 1) una ménada.
Sea g1 € Cr(C, B) entonces:

gro(nc)r = (upoTgonc)r
= (uBonrBog)r

= (idrp o g)r
gr

Donde la segunda igualdad se cumple por ser 7 una transformacion natural y la tercera
por ser (T, 7, 1) una ménada. O

Construyamos ahora la adjuncién que inducird nuestra ménada original.

Definimos F': € — Cr tal que para cada objeto se tiene F'(C') = C'y para cada flecha
f € C(C, D) se evalua como F(f)r = (np o f)r.

Proposicion 2.12. F': C — Cr es un funtor.
Demostracion. Sean f € C(A, B)y g € C(B,C) entonces:
F(g)r o F(f)r =(cog)empo f)r

= (ucoT(ncog)ompso f)r
=(pcoTncoTgonpo f)r
= (idrc oTgongo f)r
=(Tgonpo f)r
=(mcogof)r
=F(g/f)

Donde la cuarta igualdad se da por ser (T, 7, 1) una ménada y la sexta por la naturali-
dad de 7.

Ademas F(idc)T = (nc o idC)T = (UC)T'
Por tanto F' es un funtor. O

Ahora definimos G: Cr — € como G(C) = T'C paracada C € Cr y para cada flecha
fr € Cp(C, D) tenemos G(fr) = pp o T'f.

Proposicion 2.13. G: Cr — C es un funtor.
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Demostracion. Sean fr € Cp(A, B)y gr € Cr(B, C) entonces:

G(gr o fr) = G(ucoTgo f)
=pcoT(ucoTgo f)
=pcoTucoTTgoTf
=pcoTgopupoTf

Donde la cuarta igualdad se da por la naturalidad de p.
Ademids G((nc)r) = pe o Tne = ide por ser (T, 7, 1) una ménada.

Asi, G es un funtor. O

Proposicion 2.14. Sea (T, 1, 1) una monada sobre C y los funtores F'y G definidos
anteriormente, entonces F' - G es una adjuncion, y esta adjuncion induce la monada

T.

Demostracion. Definamos transformaciones naturales v: 1¢ = GF ye: FG — le,
como sigue:

Para cada C' € € tenemos y¢: C' — GFC = T'C dada por y¢ = nc.
Para cada C' € Cr tenemos (e¢)r: FGC = TC — C dadapor (e¢)r = (ide)7.

Veamos que definidos asi cumplen las identidades triangulares, es decir, los siguientes
diagramas conmutan:

r— " ror G- % Gra
\\LEF \i(}a
F G

La conmutatividad del segundo diagrama para un objeto C' € Cr se traduce en el

siguiente diagrama:
nrc

TC ——=TTC

TCc

El cual conmuta pues (7, 7, ) es una ménada.

Para la conmutatividad del primer diagrama, dado un objeto C' € C se tiene:

(Fne)r
—

C TC
(WC)\ i(EFC)T
C
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Tenemos entonces que:

(erc)T o (Fnc)r = (idrc)r © (nTc © ne)r
= (purc o Tidrc o nro o ne)r
= (urc oidrre ©onre o ne)r
= (prc onrc onc)r
= (idrc onc)r

= (nc)r

Donde la quinta igualdad se da por ser (T, 7, 1) una ménada.

Asi F' - G es una adjuncidn, y de acuerdo a la proposicién 2.3 la ménada inducida es
(GF7 Y GSF)’

Para cada objeto C' € C se tiene GF(C) = TC' y para cada flecha f € C(C, D) se
tiene GF(f) = G((np o f)1) = upoTnp o f = f pues (T,n, u) es una ménada, asi
GF=T.

Por definicién se tiene v = 7 y para cada C' € € se tiene Gepc = G((ec)r) =
G(idrC) = pc o Tidrc = pc o idrre = pic.

Asi, la ménada inducida es efectivamente (T, 7, (). O

2.4. Caracterizacion de T—Algebras

En el ejemplo 2.6 caracterizamos a las 7T-Algebras para ' = M X _como una sub-
categoria de Con, para dar una caracterizacién mas general necesitamos las siguientes
definiciones:

Sea B una subcategoria de Cy (T, 7, 1) ménada sobre € definimos:

Definicion 2.15. B es T-suficiente si VC, f € C tenemos que TC,T'f € B.

Definicion 2.16. 7 es B-epimorfismo si para cada C € C, f,g € B(TC,B) con
fnc = gnc entonces f = g.

Definicion 2.17. B € B es T-retractil si hpg € B(TB, B) tal que hgnp = 1p.

Sea (T, n, ;1) ménada sobre C y B una subcategoria de € T-suficiente, con 7 un B-
epimorfismo y cada B € B T-retractil podemos definir:

VB CT

Para cada B € B definimos ¥(B) = (B, hp) donde hp es el tinico morfimo que hace
a B T-retractil.
Para cada flecha f € B definimos ¥(f) = f.

Veamos ahora que W es, en efecto, un funtor.
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Lema 2.18. Sea A € By hy el tinico morfismo que hace a A T-retractil, entonces el
siguiente diagrama conmuta:

TTA 225 TA

n |n

TA— A
h

A

Es decir, (A, hy) € €T.
Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

nrA

TA- A 77A 220 TA

e

A TA A

nA ha

Como 7 es una transformacion natural, el cuadro de la izquierda conmuta, es decir,
NaA © ha=Thyo N4 y entonces hao NA © ha=haoTha ONTA.

Por otro lado, o nra = 174 pues (T, 7, ) esunaménaday hg ong = 14 pues A
es T-retractil con h 4.
Entonces, el cuadro exterior conmuta, es decir, hg o ta o nppa = haona o ha.

Asi, tenemos que:

haopaonra=haongohy
:hAOThAOT]TA

Y como 7 es B-epimorfimo, entonces:
haopua=haoThy

Lo cual nos da la conmutatividad deseada.
O

Lema 2.19. Sean A, B € B y ha, hp sus morfismos estructurales, entonces, para
cada f € B(A, B) el siguiente diagrama conmuta:

A TR

Es decir, f es un T-morfismo.
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Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

AT At g

R

B——TB——2B
nB VB

El cuadro de la izquierda conmuta por la naturalidad de 7, es decir T'f ong =np o f.
Tenemos entonces:

hpoTfona=hpongof
:1Bof:folA
=fohaona

Ademéds, como 7 es B-epimorfimo, entonces:
h, B © Tf = f o] h A
Lo cual nos da la conmutatividad deseada. O

Tenemos entonces que:
VB CT

Esta bien definido y es un funtor “inyectivo” en objetos y fiel gracias a su definicién.

Para poder garantizar la “supayectividad” es objetos y la plenitud del funtor necesita-
remos pedir las siguientes propiedades:

P 1. B € C es un objeto de B siy solo si existe h € C(T'B, B) tal que hng = idp,
mds aiin, h € By h = hg con hpg el iinico morfismo que hace a B T-retractil.

P 2. Sea A, B € B con morfismos estructurales h 5, hg respectivamente, entonces una
flecha | € C(A, B) es una flecha de B si'y solo si el siguiente diagrama conmuta:

A 1B
hAl lhB
A B

Con esto se hace evidente que ¥ es un isomorfismo. Tenemos entonces el siguiente
teorema de caracterizacion:

Teorema 2.20. Sea (T, 7, u) una monada sobre C 'y B una subcategoria de C T-
suficiente, con n un B-epimorfismo y cada objeto de B T-retractil, si ademds se cum-
plen las propiedades 1y 2 entonces hay una equivalencia:

U: B — T
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Capitulo 3

Equivalencia de Stone en
funtores representables

En este capitulo construiremos dos funtores representables:
O: Jop — DLat yo: DLat — Top
Veremos que estos funtores son isomorfos a los funtores 2 y Spec definidos en el ca-

pitulo 1.

Para realizar esto, usaremos un objeto importante, el objeto 2 € Con, el cual definimos,
de manera usual, como 2 = {0,1}.
También 2 € DLat donde el orden es simplemente 0 < 1.

1

De hecho 2 cumple que:
aN(VX)=V{aNz |z e X}

Por otro lado tenemos (2, 72) € Top con 7 = {&, {1},2}.

3.1. El funtor O

Definamos:
O = TJop(,,2) : Top — DLat

Asi, para cada (S, 75) € Top, tenemos O .S = Top(S,2) y para cada funcién continua
@ : S — S’ tenemos definido:

O : Top(S’,2) — Top(S,2)
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Donde para cada 7 € Top(S’,2) tenemos O ¢(n) = np € Top(S, 2).

Verifiquemos que Jop(S, 2) es una reticula, de hecho, podremos ver que cumple una
propiedad ditributiva adicional.

Para S € TJop definamos un orden parcial en O S dado por:
n< <= nx)<eplx) VeeS

Sea ® C OS5, podemos definir un supremo como la funcién que en cada =z € S se
calcula por:

ve(z) = \/{p(2) | ¢ € €}
De la definicién se sigue que V®(x) = 1 siy solo si Jp € @ con p(x) = 1.
Verifiquemos que tal funcién es continua, para esto, observemos que para cualquier
funcién f : S — 2 tenemos f~(2) = Sy f~ (@) = @, los cuales son abiertos en .S,
por tanto, nuestro tnico abierto de interés en 2 es {1}.
Tenemos:

ve) ') =J '

ped

Como cada ¢ es continua,entonces ' (1) es un abierto de S, asf, (V®) (1) es abier-
to en Sy por tanto, V® es continua.

Sabemos ahora que O S tiene supremos arbitrarios, y por ello podemos definir:
/\@:\/{176(‘)5’|n§<p Vo € @}

Sin embargo, esta defincién se puede simplificar cuando & es finito.

Sean 1, ¢ € O S tenemos:

(nAe)(x) =n(z)Ap(z)

El problema cuando ® no es finito radica en que intersecciones arbitrarias de abiertos
no son necesariamente abierto, cosa que en el caso finito si podemos asegurar.

De esta manera, O S es una reticula completa cuyo maximo 1¢ g es la funcién cons-
tante 1 y su minimo elemento Og g la funcién constante 0.

Veamos que O S cumple:
nA(V®) =V{nAyp|eed}
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Sean €05, ® C O S tenemos:
(A (V@) (z) =n(z) A (VO)(x)
=n(z) A \/{e(@) | ¢ € D}
=\ {n@) A e) | c @}
=\V{mArp) ()| pecd}
=\V{mAyp) |ped})

La tercer igualdad se da por la propiedad distributiva de 2.
Hemos probado que para cada S € Top tenemos O S € DLat.

Ahora veamos que si ¢ € Top(.9,5”) entonces O ¢ € DLat(0 5", 08).
Sean 7,y € O S’y x € S entonces:

Op(nVy)(z) = (V) ()

Por tanto O(n V v) = O¢(n) V Op(y), y analogamente para el infimo tenemos
O Avy)=0p(n) AOp(y),portanto O p € DLat(0S',085).

Hemos comprobado que el funtor O esta bien definido.

Para la equivalencia de Stone definimos el funtor € el cual toma la reticula de conjuntos
abiertos y cerrados, el funtor que acabamos de construir resulta ser isomorfo a un funtor
similar, € el cual definiremos para cada (S,7s) € Top como S = 7g, es decir,
simplemente tomamos la reticula de abiertos.

Proposicion 3.1. Los funtores O,§2: Top — DLat son isomorfos.

Demostracion. Sean: O — €, cuyacomponente para S € Jop es la funciénng: OS5 —
QS definida para cada ¢ € O S como g () = (1), esta bien definida pues como
@ es continuay {1} € 7 entonces ¢~ '(1) € 75 = QS.

Sean ¢, v € O S entonces:
ns(e V) = (V) TH (1) = ¢ (1) U (1) = ns(p) Uns()
Y analogamente:

ns(e Ay) = (A1) = (1) Ny 1) = ns(e) Nns(y)

Asing € DLat(0 S, QS).
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Ademas, si ns(p) = n5(7) entonces ¢~ (1) = vy~ !(1) y como los tinicos elementos
en el codominio de ¢ y -y son {0, 1} entonces:

P 0) =S~ (1) =S\ (1) =71(0)
Por tanto ¢ = ~, es decir 7g es inyectiva.

Sea U € QS = 75 definimos la funcidn caracteristica de U':

(z) = 1sizeU
PO = Vosiz ¢ U

Entonces ¢, (1) = U, por tanto ¢ € Top(S,2) conns(¢y) = U; tenemos entonces
que 7)s es suprayectiva.

Por tanto ng es un isomorfismo.

Para ver la naturalidad de 7, necesitamos la conmutatividad del siguiente diagrama para
cada ¢ € Top(S,S'):

05,08

Para v € O tenemos Qp(ns(y)) =
s/ (0(7)) = ns:(vp) = (vo) "' (1) =

—_
~—

Por tanto : O — 2 es un isomorfismo natural. O

Tenemos entonces que el funtor € es representable pues 2 =2 O = Top(-, 2).

Ademds como para todo S € Top tenemos 25 = Top(.S,2) podemos pensar a los
abiertos de un espacio topolégico como sus funciones caracteristicas, asi, cualquier de-
finicién o proposicion dada sobre uno de estos espacios puede interpretarse en el otro.

3.2. El Funtor o

Definamos ahora:
o =DLat(.,2): DLat — Top

Para cada L € DLat tendremos o L = DLat(L,2) y para cada morfismo de reticulas
f: L — L' tenemos definido:

of : DLat(L',2) — DLat(L,2)
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Donde para cada g € DLat(L’,2) tenemos o f(g) = gf € DLat(L,2).

Sea L € DLat, demos una topologia a o L.
Para cada a € L definimos:

s(a) = {p € oL|p(a) = 1}
Es facil verificar que s(a) N s(b) = s(a A b) y s(a) Us(b) = s(aVb).
Demos a oL la topologia generada por {s(a) | a € L}, notemos que cada abierto de

esta topologia queda caracterizado como uniones arbitrarias de abiertos de la forma
s(a), es decir, si U es abierto de o L entonces:

U= U s(a) paraalgin A C L
acA

Veamos ahora que si f € DLat(L, L") entonces o f es una funcién continua:
Sea a € L entonces:

(0f)"(s(a)) = {p e ol | af(p) = pf € s(a)}
={peol’|1=pf(a) =p(f(a))}
= s(f(a))
Asiof € Top(oL',oL).

Tenemos entonces que o esta bien definido.
Proposicion 3.2. Los funtores o, Spec: DLat — Top son isomorfos.
Demostracion. Sea «: 0 — Spec cuya componente para L € DLat esta dada por la
funcién ay,: oL — Spec(L) definida como oz, (p) = p~*(0).
Veamos que si p € oL entonces p~ ! (0) es un ideal primo.
Sean z,y € p~*(0) entonces:
1. Si z <  como p es monotona entonces p(z) < p(z) = 0y asi z € p~*(0).
2. p(xVy)=px)Vply) =0v0=0asizVycp 0).

Tenemos entonces que p~ ! (0) es un ideal, para ver que es primo, sean x,y € L tal que
p(z Ay) = 0entonces p(x) A p(y) = p(z Ay) =0y asi p(x) o p(y) debe ser cero, lo
cual comprueba que es un ideal primo y por tanto las componentes estdn bien definidas.

Veamos que «z, es una funcién continua para cada L € DLat, tomemos un bésico de
la topologia de Spec(L), sabemos que es de la forma A(a) para algin a € L, luego:

a '(Ma)) ={peoL]|ar(p) € \a)}
={peol|adarlp)}
={peol|a¢p'(0)}
={p€ol|p(a) =1} = s(a)
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Asi, cada componente es continua.

Para verificar que « es una tranformacion natural, para cada f € DLat(L, L’) necesi-
tamos la conmutatividad del siguiente diagrama:

oL —2% Spec(L)

crfl/ \LSPSC(f)

ol — Spec(L')

Lo cual se cumple pues seap € o L:

Spec(f)oar(p) = Spec(f)(p~1(0)) = f~ (p~(0)) = (pf) ' (0) = ar (pf) = aro0 f(p)

Ademads cada componente es un isomorfismo, como cada p € oL es un morfismo con
codominio 2, si las preimagenes del 0 coniciden entonces los complementos (las ima-
genes inversas del 1) coinciden y por ello cada o, es inyectiva.

Por otro lado, para cada ideal primo P C L podemos definir:

lsiz ¢ P
p(@) = {OsixEP

Y esto es un morfismo de reticulas, es monotona gracias a que P contiene a las sec-
ciones inferiores de sus elementos, como P es cerrado bajo supremos entonces p abre
supremos y al ser P primo, p abre infimos.

Por todo lo anterior « es un isomorfismo natural.

3.3. Lasrelaciones entre O y o

Tenemos un par de funtores contravariantes:

DLat Jop
$6/

Podemos definir un endofuntor en D Lat dado por:

A=00c:DLat — DLat

Y un endofuntor en Jop:
X=00:Top— Top

Definamos ahora una transformacion natural:

s:Idpras — A

28
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De forma que en cada L € DLat la componente sz, : L — AL esta definida para cada
a € Lcomo sy (a) = x, € Top(DLat(L,2),2),yasuvez, paracadap € DLat(L,2)
tenemos X, (p) = p(a).

Para ver que las componentes estan bien definidas, basta verificar que x, es continua,
tenemos:

Xa' (1) ={p€oL|p(a) =1} = s(a)
Por tanto, cada y, es continua.

Ademas, necesitamos que sy, sea un morfismo de reticulas.
Seana,b € L, p € oL entonces:

sr.(aAb)(p) = Xanv(p) = plaAb) = p(a) Ap(b) = Xa(p) A Xb(P) = (Xa A Xb)(P) =
(sp(a) Asp(b))(p)

Lo cual lo verifica.

Veamos que s es en efecto, una transformacién natural, para ello, dado un morfismo de
reticulas f : L — L’ necesitamos la conmutatividad del siguiente diagrama:

Lo AL

| e

L' —— AL
SL/

Sea a € L, por un lado tenemos sz o f(a) = Xjf(a). y por el otro Af o sp(a) =
00 f(Xa) =Xao0f.

Sea p € oL entonces:

(Xa©af)(p) = Xa(po f) = p(f(a)) = Xs@) (D).

Asi, X f(a) = Xa © 0 f, lo cual nos da la conmutatividad de diagrama.

Observacion 3.3. Usando esta transformacion natural, cada p € AL podemos carac-
terizarlo como:

p= \/ Xa paraalgin A C L
acA

Analogamente, definamos:
e: 1 dg’op — X

De manera que para cada S € TJop la componente €g : S — 3.5 esta dada por
es(x) = py € DLat(Top(S,2),2) que a su vez, para cada ¢ € Top(S,2) se calcula

como pq () = ().
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Para ver que las componentes estan bien definidas, basta revisar que cada p, sea un
morfismo de reticulas.

Sean 1, ¢ € O S tenemos:

p=(nV ) =V e)(x) =n(x) V(@) =ps(n) Vp(p).
Analogamente tenemos:

px(n A @) =M Ap) (@) =n(@) A o) = pa(n) Apa(p)
Asi mismo, necesitamos que £g sea una funcién continua.

Sea U abierto de 2.5, digamos U = U s(¢) para algin & C O S, entonces:
ped®

Egl(U) ={zxeS|es(x)=p, €U}
={x € S| p: € s(p) para algin p € P}
={z € S| ps(p) =1 para algin ¢ € ®}
={x €S| p(r) =1paraalginp € &}
={xeS|vP(z)=1}
= (v@)~'(1)
Lo cual es abierto en S, pues VO es continua.

Solo resta verificar que € es realmente una transformacién natural, es decir, que para
cada ¢ : S — S’ el siguiente diagrama es conmutativo:

S5 %g

J

S ——=5
Eg/

Sea x € S, por un lado tenemos €5/ © 9(x) = Py () Y por el otro (X o eg)(x) =
70¢(pz) =pz00¢

Sean € O S tenemos:
(P2 0 0 @) (1) = pa(np) = n(@(x)) = Py(a) (M)

Entonces p,, ;) = pz © O ¢ lo cual nos da la conmutatividad del diagrama.

Proposicion 3.4. Los funtores O y o forman una adjuncion, que se puede ver como:

DLat Jop
o ol
Top? DLat?
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Demostracion. Definimos:

¢r.s: DLat(L,0S) — Top(S,oL)
Donde para cada f € DLat(L, O S), definimos ¢, s(f) = o(f) o es.
Para ver que ¢, 5 es una biyeccion, definamos:

Yr.g: Top(S,0L) — DLat(L,0S)

Donde para cada € Top(.S, o L), definimos 1, s(n) = O(n) o si.
Veamos que son inversas.

Sea f € DLat(L, 0 S) tenemos:

Vr,s(prs(f) =vrs(o(f)oes)ost
=0(0o(f)oeg)ost
=0(es) o O(a(f)) o s,
=0(es)ososof

Dado que O(eg) 0 sg g o f € DLat(L,O0 S) tomemos a € L'y z € S entonces:
(O(es) o s05 0 f(a))(x) = (O(es) © Xf(a))(®)
= Xf(a) ©€s()
= Xf(a)(pz)
= pa(f(a)) = fla)(z)
Entonces tenemos que:
Yr,sopr.s =1Id

Para la otra composicién tomemos 1 € Top(S, o L) entonces:

er.s(Wr,s(n))

¢r,5(0(n) o s)
o(O(n)osy)oes
o(sz)oa(0(n))oes
o(st)

O&rL OMN

SL

Dado que o(sp) o e, on € Top(O,0L) tomemos a € L'y x € S, entonces:
(0(s) 0oz 0m(2))(a) = (a(sL) © Pr(a)(a)

= Py() © sz(a)

= Pn(x) (Xa)
= Xa(n(x)) = n(z)(a)

Entonces tenemos:
pr,sotrs=1d
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Falta ver que 1, 5 es natural.

Sea f : L — L/, consideremos el siguiente diagrama:

¥YL,s

DLat(L,085) ——— Top(S,oL)
D Lat(f,O S)T T‘Iop(&of)
DLat(L',09) . Top(S,oL’)

Sea g € DLat(L’, O S) entonces tenemos:

¢r.s o DLat(f,095)(9) = ¢rs(gf) =0(g9f)oes =0(f)oo(g)oes =
Top(S,0f)(a(g) oes) = Top(S,0f) o prr s(g)

Por tanto, la biteccion es natural en D Lat.
Ahora, sean : S — S’ consideremos el diagrama:
$L,s
DLat(L,085) —— Top(S,cL)

DLat(L,O n)T T‘Top(n,aL)

DLat(L,085") e Top(S’,oL)
Sea f € DLat(L, 0 S’) entonces tenemos:

¢r,s 0o DLat(L,0n)(9) = ¢r,s(0Ono f) =c(Onofloes =ofoo0Onocs =
ofoes on="Top(n,oL)(ofoes)=Top(n,oL)oprs(f)

La cuarta igualdad se da por la naturalidad de ¢ en 7.

Asi, tenemos que ¢y, 5 es natural en Jop.
O

Usando la proposicion 2.3 en las adjunciones definidas en 3.4, tendremos dos ménadas:

(A,s,0e,) moénada sobre DLat

(X,e,089) mbnada sobre Top

Endénde A = Oo y ¥ = ¢ O. En los siguientes capitulos calcularemos las dlgebras
para estas monadas usando el teorema 2.20, y asi introduciremos dos nuevas categorias.
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Capitulo 4

A -Algebras

4.1. Marcos

Definicion 4.1. Sea F' € DLat una reticula completa, decimos que F' es un marco si
satisface la “Ley distributiva para marcos” es decir, para cada a € Fy X C F se
tiene:

aN(VX)=V{aNz |z e X}

Sea L € DLat completa, X C Ly a € L,notemos siempre se cumple:
V{aAhz |z e X} <aAn(VX)
Asi, basta confirmar la desigualdad opuesta para afirmar que cierta reticula es marco.

Definicién 4.2. Sean F, F’' € DLat marcos, un morfismo de marcos es una funcion
f € DLat(F, F') tal que:

I f(VX) = Vf[X] VX CF.
2. f(lp) =1py f(Op) = 0p.

Denotamos Jrm a la subcategoria de DLat cuyos objetos son marcos y sus flechas
morfismos de marcos.

Definicion 4.3. Sea L € DLat una reticula completa, definimos la implicacion en L
como una asignacion >: L x L — L que cumple:

r<(a>b) <= zAha<b Vabel

Teorema 4.4. Una reticula completa L € DLat es un marco si 'y solo si tiene impli-
cacion.

Demostracion. Si L tiene implicacién, seay = V{a A z | = € X} entonces:
ahNez <y VeeX<=z<(a>y) VrelX
< VX <(ary)
—aN(VX)<y
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Asiv{iaAz |z € X} =VX,esdecir L € Frm.

Por otro lado, si L € Frm, definamos (a = b) = V{y € L |y Aa < b}.
Veamos que efectivamente es una implicacion.

Seay € L tal que y A a < b entonces
y<ViyeL|yna<b}=(a>b)
Por otro lado, supongamos que y < (a > b), entonces:
yha<(a>bAha=V{yhaeL|yna<b}<a
Laigualdad (a > b) Aa=V{yAa € L|yAa<b}secumple pues L € Frm.

Asi > es efectivamente una implicacion.

La siguiente definicién es necesaria para exponer un primer ejemplo de marco:

Definicion 4.5. Sea X € Con, T' C X es una seccion superior si siempre que r >
y € T entonces x €T

Ejemplo 4.6. Sea X € Con el conjunto de secciones superiores de X se denota como
TX.

Sean TR € YX entonces TN R € YX puessix >y € TN R entoncesy € Ty
y € R, ademds como x > y entoncesx € T'yx € R,asix € TNR.

Andlogamente podemos verificar que la union funciona como supremo arbitrario.
Verifcamos la ley ditributiva para marcos:

Sean A € YX y {B;}icr € TX entonces:

Seax € AN (U B; entonces x € Ay x € B; paraalgini € I, asix € AN B; y por
iel
tanto x € U{AﬁBi |ieI}.

Hemos probado que Y X es un marco.

Definicion 4.7. Sea F' € Frm, decimos que p € F es un punto de F sip # 1 y:
TAYSp=r<poy=<p

Sea F' € Frm, denotamos pt(F) = {p € F' | p es un punto de F'}.

Para cada a € F definamos Up(a) = {p € pt(F) | a £ p}.

Observacion 4.8. Sea F' € Frm entonces:
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1. Up(1) = pt(F).
= .

0)

w
5

- Ur(
- Ur(
. (VX) = UUFp[X].
4. Up(a) NUp(b) =Ur(a AD).
Gracias a la observaci6n anterior, podemos definir 7,,,(p) = {Ur(a) | a € F} y asi
(Pt(F), Tpe(r)) € Top.
Corolario 4.9. Sea I' € Irm entonces:
Up: F — Qpt(F)
Es un morfismo de marcos suprayectivo, donde 2 es el funtor definido en 1.3.

Podemos ver ciertas relaciones entre los puntos de un marco y el espectro de este
definido en 1.3, a continuacién formalizaremos algunas de estas interacciones que nos
seran ttiles posteriormente.

Definicion 4.10. Sea L € DLat definimos:
JL={I CL|Iesideal de L}

Sabemos que interseccion de ideales es ideal, asi, N es el infimo en JI, y como cada
L € DLat tiene elemento minimo, entonces JL tiene intersecciones arbitrarias y ele-
mento minimo {0}.
Definimos el supremo en JL para J C JL como:

vd ={y € L|3F C Y] finito, tal que y < VF
Claramente VJ € JL y Ug C V4.

Ahora, sea I € JL tal que UJ C I, veamos que VJ C 1.

Seay € VJ entonces y < VF para algin F' C U{ finito, como F' C UgJ C I entonces
y<VFel aivgClI.

Es decir, VVJ realmente es el supremo en JL.
Entonces JL tiene supremos arbitrarios y elemento maximo L.

Asi hemos probado que JL es una reticula completa para cada L € DLat.

Proposicion 4.11. Sea L € DLat entonces IL € Frm.
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Demostracion. Basta probar ahora que paracada I € JLy g C JL se tiene:
IANVICV{IANT|Jed}

Sea z € I A VJ entonces existe F' C U{ finito tal que z < VF', como L es distributiva
y F' finito, entonces:
z=zANVF =V{zAy|ye€F}

Ademds, para caday € F tenemos y € J paraalgin J € J,asi zNy € I N J para
algin J € Jyportanto z € V{I A J | J € J}.

AsiIL € Frm. O
Definicion 4.12. Para cada L € DLat y I € IJL definamos:
Vi(I) = {P € Spec(L) | I £ P} C Spec(L)
Observacion 4.13. Sea L € DLat, I € JL y ) definida en 1.3 entonces:
1. Vi (I) =U{A(a) | a € I} € QSpec(L).
2. Vil a) = Ma)

Tenemos entonces:
Vi II — QSpec(L)

Proposicion 4.14. Sea L € DLat entonces Vi, es un morfismo de marcos.

Demostracion. Sea d C JL, veamos que Vi, (VJ) C V{VL(I) | I € J}.

Sea P € V,(VJ) entonces VJ ¢ P, asi existe a € VJ . P.
Como a € VJ entonces a = by V by V ... V by, para algunos b; € I; € VJ,como a ¢ P
entonces b; ¢ P para algtin i < n, es decir J; Q Py entonces:

PeVi(J,) CW{VvpL(I) | I €3}
Por tanto V7, es un morfismo de marcos. O
Proposicion 4.15. Sea L € DLat entonces Vi, es un isomorfismo de marcos.

Demostracion. SeaU € QSpec(L), por lo visto en 1.3 tenemos:
U=U{\a)|aec A}
Para algin A C L, sea I 4 el ideal generado por A entonces:
U=V5(Ia)

Asi, V7, es suprayectiva.
Para probar la inyectividad veamos que para I, J € JL se tiene:
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Supongamos J ¢ I, entonces existea € Lcona ¢ Iy a € J.

Por 1.22 tenemos P C L ideal primo tal que ] C Py a ¢ P, es decir J g P, por tanto
P e VL(J) peroP ¢ VL(I), asi VL(J) g_ VL(I)

Por tanto V7, es inyectiva. O

Lema 4.16. Sea L € DLat entonces:
Spec(L) = pt(JA)
Como conjuntos.

Demostracion. Sea P € Spec(L) y supongamos I,.J ¢ P para I,.J € JL, entonces
existenx,y € Ltalquez,y ¢ P,z € I'yy € J, como P es primo entonces t Ay ¢ P
peroz Ay <z,yyasiz Ay € INJ, esdecir [ NJ Z P, portanto P € pt(JA).

Ahora sea P € pt(JL) y supongamos z Ay € P.
Como x Ay € P, entonces | 2N | y =] (x AY) C Py asl ser P un punto de JL,
entonces , x C Po ) y C P,esdecirz € Poy € P, por tanto P € Spec(L). O

Por la proposicién 4.16 tenemos que Spec(L) = pt(JA) como conjuntos, sin embargo,
falta verificar que las topologias definidas para cada uno de estos espacios sean iguales,
4.15 nos da una caracterizacion para 7gpe.(r,) por medio del morfismo V7, y 4.9 nos di-
ce que Uy, es supra, lo cual caracteriza a Tp4(g7,).

Ademds, por 4.16 tenemos que para cada I € JL se cumple V() = Uy (L), con lo
cual tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.17. Sea L € DLat entonces:

(SpeC(L)a TSpec(L)) = (pt(jA), Tpt(JA)) en ‘J'Op

4.2. Un marco sin puntos

Aqui se mostrard un ejemplo no trivial de un marco sin puntos, lo cual nos remarca la
ventaja de trabajar con los espacios de Stone de una reticula y no con sus puntos.

Este ejemplo se basa en el articulo de Harold Simmons [ ].

Sean A,B € Con infinitos tales que el cardinales de B es estrictamente mayor que el
cardinal de A.
Definimos:

S={f€Con(Y,B)|Y C Afinito }

Y={oceCon(Y,B)|Y C A}

Notemos que S C ¥, asi cada construccion dada para X la podemos considerar en S.
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Para cada 0 € ¥ denotamos D,, al dominio de o, es decir, o € Con(D,, B).

Demos un orden a X, para o, 7 € X, decimos que o < 7 siy solosi D, C D, y para
cada a € D, setiene o(a) = 7(a).

Asi (S, <), (%,<) € Pos, luego, podemos considerar los marcos de las secciones
superiores YS'y T respectivamente.

Definicion 4.18. Decimos que o y T son compatibles si o(x) = 7(x) para todo x €
D,ND:..

Denotamos |7 siempre que o y 7 no sean compatibles.

Definicion 4.19. Sea o € 3, a € A~ D, yb € B, definimos o(a — b) € ¥ como:
o(a — b)(z) = o(x) para todo x € Dy y o(a — b)(a) =b.

Definicion 4.20. Para cada s € S definimos su seccion superior como:
ts={teS|s<t}
Definicion 4.21. Para cada U € Y S definimos:
U={teS|ttnU =g}

—U e YSpuessis € -Uys <tentoncesT s ClTtyasitTtNU T sNU =2y
por tanto ¢ € —~U.

Observacion 4.22. r € = 1 ssiysolositrN 1 s = I siysolo sir|s
Definicion 4.23. Sea o € X, definimos:

Qo)={teSlolt} Plo)={teS[tLa}
Proposicion 4.24. Sea o € ¥ entonces Q(o), P(o) € TS
Demostracion. Seat € P(o)yt < s,si s < o entonces ¢ < ¢ lo cual no puede
suceder, por tanto s £ o, es decir s € P(0).
Seat € Q(o) yt < s,comot € Q(o) existe x € Dy tal que t(z) # o(z), y como
t < s entonces s(x) = t(x) # o(x), asi s € Q(0). O
Lema 4.25. Para cada o € %, P(c) es un punto de YS.
Demostracion. Notemos que P(c) # S pues dado a € D, podemos definir ¢ €
Con({a}, B) donde t(a) = o(a),asit < oy por tanto t ¢ P(c).

Ahora, sean U,V € TS tal que U,V ¢ P(c) tomemos r € U, s € V tal que
r,s ¢ P(o)entonces r,s < oyasir,s <rVs<og,portantor Vs € U NV pero
rVs¢ P(o),esdecitUNV ¢ P(0).

Por lo tanto P(c) es un punto de Y'S O
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Lema 4.26. Sea P € TS un punto, entonces P = P(0) para algiin o € ¥.

Demostracion. L = S ~. P es una seccion inferior de S, ademas, si s,t € L entonces
S, 1t g PyasitsnttZ Ppues P esun punto.

Sear € Stalquet,s <ryr ¢ P entonces r € L, esto nos dice que L es un conjunto
dirigido.

Definamos:

xX=JD

teL

Paracadaa € X,sia € Ds; N D,, como L es dirigido, existe t € Lconr,s <ty
entonces t(a) = s(a) = r(a), asi podemos definir:

c: X — B

Donde o(a) = t(a) para cualquier ¢ € L con a € Dy, y esta definicién no depende de
la eleccidn de ¢.

Veamos ahora que P = P(0).

Seat € S,sit ¢ P(o)entoncest < oy asiexiste s € Ltalque ¢t < senoncest € L
y por tanto ¢t ¢ P, asi P C P(o).

Seat € P(o) entonces t £ o por tanto ¢ ¢ L es decirt € P, por tanto P(o) C P. O
Definamos ahora:

E={UeYS|Vie S\UVbe B,Jac Atalquet(a - b) € S\U}
Claramente @ € =, pues S\ @ = S.

Ademés = es cerrado bajo uniones arbitrarias pues si {U;};c; C E, seant € S ~\
NictU; = UijerS N U; y b € B, entonces t € S \ U, para alguna i € [ y asi existe
a € Atal que t(a — b) ¢ U, y por tanto t(a — b) ¢ N;esU;.

Para comprobar que = es un cociente de T.S nos falta verificar una dltima propiedad:
Proposicion 4.27. SeaU € ZyV € YS entonces V - U € E.

Demostracion. Seat ¢ V - Uyb € B,entoncest T ¢ V = UyasittNV ¢ U, por
tanto existe r talque t < r € Vyr ¢ U, como U € = entonces existe a € A tal que
r(a — b) ¢ U y claramente tenemos ¢t < r(a — b) € Vasit(a - b) ¢V =U. O

Tenemos entonces que = es un cociente de Y'S.

Teorema 4.28. = no tiene puntos.
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Demostracion. Sea P un punto de =, entonces por ?? P es un punto de Y S, asi, por
4.26 existe o € ¥ con P = P(0).
Como P C S, existet € S\ P es decir, t < o.

Veamos que o es suprayectiva.

Seab € B,comot € SN\ PyP € EZexistea € A\ D;talquet(a — b) € S\ P,
es decir t(a — b) < o, entonces o(a) = b.

Asi, 0: D, — B es suprayectiva y por tanto |B| < |D,| < |A], lo cual es una contra-
diccién pues el cardinal de A es menor estricto que el cardinal de B.

Por tanto = no tiene puntos. O

4.3. Caracterizacion de A-Algebras

En esta seccién verificaremos que la ménada (A, s, O &,,) definida al final del capitulo
3 cumple las condiciones del teorema 2.20, para poder encontrar una subcategoria de
DLat equivalente a las dlgebras de la ménada.

Proposicion 4.29. Frm es A-suficiente.

Demostracion. Previamente habfamos mostrado que para cada S € TJop tenemos
OS € Irm.
Sean € Jop(S,5"),® C OS’ entonces:

On(Ve)(z) = V@ on(z)
=V{pon(z)|pec d}
=V{pon|yp e ®}(z)
=V{O0n(p) | ¢ € ®}(x)

O
Proposicion 4.30. s es Frm-epimorfismo.
Demostracion. Sea L € DLaty f,g € Frm(AL, M) tal que fs;, = gsp,.
Seax € AL digamos x = \/ sp(a) para algin A C L.
a€A
Entonces:
f@) =1\ se(@) =\/ fse(a) =\ gsi(a) = g(\/ sp(a)) = g(x)
acA acA acA acA
Es decir, f = g. O

Lema 4.31. Sea L € DLat,a € L,B C L.
Sixa < \/ Xp entonces existe F' C B finito tal que x, < \/ Xb
beB beF
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Demostracion. Sean {F;};cr los subconjuntos finitos de B.

Supongamos que x, £ \/ xp Vi€l
beF;
Entonces, para cada 7 existe p; € oL tal que:

pi(a) = xalpi) £\ xo(pi) = \/ pilD)
bEF; bEF;
Entonces p;(a) =1y p;(b) =0 Vbe F,.
Sea N; = p; '(1).
N; es un filtro primoen L cona € N; y N; N F; = &.

Definamos N = N;c1N;, N es no vacio pues a € N, entonces N es un filtro.
Sea B* el ideal en L generado por B.

Notemos que N N B* = &, ya que de lo contrario:

Seaz € N N B*, como x € B* entonces x = VF; con F; un subcjto finito de B,
entonces VF; € N C N, y por ser N; filtro primo F; N N; # &.

Lo cual es una contradiccion.

Asi, el Teorema de Stone 1.21 nos da la existencia de un ideal primo Pcon N C Py
PNnB*=g2.
Definamos:

(2) 1 sizeP
€Tr) =
P 0 siz¢P

Como P es primo, entonces p € o L.
Ademas

1=p(a)=xalp) £ \/ xs(p) = \/ p(b) =0

beB beB

Es decir:

Xaﬁ \/Xb

beB

Lema 4.32. Sea L € DLat, a,b € L. Si xo < Xxp entonces a < b.

Demostracion. Supongamos que a % by consideremos la seccién superior de a y la
seccion inferior de b, es decir:

A={zxeLla<z} B={zxelLlx<b}
Notemos que A N B = @ pues de no ser asi, entonces existe un elemento tal que

a <z < by entonces a < blo cual es una contradciccidn.
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Nuevamente, el Teorema de Stone 1.21 nos da la existencia de un filtro primo P con
B C Py PN A= g, definamos:

1 sizeP
p(x):{o sicd P
Entonces:
1=p(a) = xa(p) £ xs(p) = p(b) =0
Es decir:
Xa % Xb
O

Observacion 4.33. El lema anterior también nos dice que para cada L € Frm, sy, es
inyectiva.

Lema 4.34. Sea L € DLat, A, B C L tal que:

Voxe=\V

acA beB
entonces VA = VB.

Demostracidn. Para cada a € A tenemos:

Xa <V xa=\ x

a€A beB

Entonces, por el lema 4.31, existe /' C B finito tal que:

Xa <\ xo = xvr
beB

La igual de la derecha se da pues sy, es un morfismo de reticulas y F' es finito.
Entonces, por el lema 4.32, tenemos que a < VF < VByasi VA < VB.
Analogamente podemos probar que VB < VA y entonces A = B. 0

Definicion 4.35. Sea L € Frm definimos el morfismo estructural de L como:
hL :AL — L

Donde para cada x = \/ Xa € AL definimos h(v) = VA.
acA

Observacion 4.36. Por el lema 4.34 sabemos que hy, esta bien deinida.

Lema 4.37. Cada L € Frm es A-retractil con hy,.
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Demostracion. Sea B C AL, para cada x € B pongamos = = \/ Xacon A, C L
a€A,
Sea A = U A, entonces:
zeB

Ve = \/Xa

acA
Entonces:

hp(V®) = hr(\/ Xa) = VA = V{VA,|z € ®} = V{h(2)|x € T}
a€EA

Ahora, sean =,y € AL, digamos z = \/ XaYY = \/ Xb-
a€A beB
SeaC' = {a Abla € A,b € B}, como AL € Frm tenemos que \/ Xe =T AY.

ceC
Entonces:

hp(x) ANhp(y) =hp AVB
=V{hr(z) Nb|be B}
=V{VAAD|be B}
=V{anblac Abe B}
=VC =hr(zNy)

Por tanto, Ay, es un morfismo de marcos.

Por otro lado:
hrsp(a) = hr(xa) =a

Es decir, hy,s;, = 1. O
Lema 4.38. Sea (L,hy) € DLat™ entonces L € Frmyh = hp.

Demostracion. Como (L, hy,) € DLat™ entonces hsy = 17.
SeaAC L,z = \/ Xa ¥ b = h(x) entonces:
acA

a€A=sp(a) <x=a=hsr(a) <h(x)=Db

Entonces b es cota superior para A, veamos ahora que es la minima.
Sea c cota superior para A entonces:

x<sp(c)=b=h(z) <hsp(c)=c
Asi, b es el supremo de A y entonces L tiene supremos arbitrarios.

Ademas:
VA=b=h(x)="h(\/ Xa)

acA
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Es decir, h = hp,.

Veamos que L cumple la ley distributiva para marcos
Seaac L,BC L.

Pongamos z = \/ XbYY = \/ Xanb-
beB beB
Como AL € JFrm tenemos que:

Xa AT =V{xa AN xslb € B} =y

Entonces:
a AVB = hsp(a) Ah(z) =h(y) = V{aAblb € B}

Lema 4.39. Sean L, M € Frm y hr, hps sus morfismos estructurales.
f € DLat(L, M) es un morfismo de marcos si y solo si el siguiente diagrama conmu-
ta:

AL

o

AM —— M
ha

Demostracion. Laida se prueba en 2.19.
Para el regreso:

Seax € ALYAC Lconz = \/ Xa-
acA
Entonces para g € DLat(L,2):

Af(x)(g) = 0@ (f) e \/ xal9) = \/ Xaco(f)(g)

acA a€cA

=(\V xa)(9f) = \/ xalgf)

a€A acA

=\ 9f(@) =\ x4 (9

acA a€A

=(V X))

a€A

Es decir, Af(z) = \/ Xf(a)-

a€A
Ast:
F(VA) = fhp(z) = har o Af(x) = har(\/ Xy() = V{f(a)la € A}
acA
Entonces f es un morfismo de marcos. O
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Con los lemas anteriores y el teorema 2.20 tenemos la existecia de un isomorfismo:
¥ : Frm — DLat™
Donde W(L) = (L,hy) y U(f) = f.

Es decir, la categoria de A-Algebras es precisamente la categoria Frm.

45



4.3. CARACTERIZACION DE A-ALGEBRAS A -ALGEBRAS

46



Capitulo 5

Z-Algebras

Para estudiar la categoria de Y- Algebras es necesario introducir una nueva subcategoria
de Jop, la categoria de los “espacios bien compactados” denotada por WIk, cuyos
objetos y flechas se describen en este capitulo.

5.1. Puntos limite

Definicion 5.1. Sea S € TJop y p € X5 definimos:

Zyp ={p € 05|p(¢) = 0}
Definicion 5.2. Sea S € TJop y p € XS definimos los puntos limite de S como:
I(p) = () ¢ 1(0)
PEZy
Observacion 5.3. [(p) es un cerrado de S.
Proposicion 5.4. = € I(p) siy solo si p, < p.

Demostracion. Seax € l(p)y p € OS.
Supongamos p(¢) = 0, es decir ¢ € Z,, asi tenemos [(p) C 0 1(0).
Por tanto 0 = ¢(x) = p.(¢), entonces p, < p.

Por otro lado, supongamos que p, < p.
Para cualquier ¢ € Z,, tenemos:

p(x) = pa(p) < plp) =0
Y asi, p(x) = 0, entonces = € I(p) O

Usando lo anterior, podemos definir parap € ¥.5:

Osip, <p
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Observacion 5.5. Sea S € TJop, p € 3.5, entonces:
1.1,€08

2. 11(0) = I(p)

3.0, =\/{ee0Spp) =0} =\/2,
Para probar el siguiente lema usaremos la caracterizacién 1.23 para compacidad:

Lema 5.6. S € Top es compacto si’y solo siVp € .S tal que p(0p s) =0y p(los) =
1 se tiene l(p) # 2.

Demostracion. Sea S compactoy p € .S tal que p(0ps) =0y p(los) = 1.
Consideremos la familia de cerrados {p~'(0)|¢ € Z,}, y veamos que tiene la p.i.f.

Sean~y,n € Z,, si suponemos que v~ ' (0)Nn~' = & entonces tendremos YV1 = 1og,
asi:

1=p(los) =pyVn) =p() V) =0v0=0
Lo cual es una contradiccién, por tanto {¢~*(0)|¢ € Z,} tiene la p.i.f. y entonces

l(p) # 2.

Por otro lado, supongamos que i(p) # @ Vp € ¥Sconp(0ps) =0y p(lps) = 1.
Sea C' una familia de cerrados con la p.i.f. digamos C' = {¢ ™ (0)|p € ®} y sea I el
ideal generado por ® en OS, notemos que 19 s ¢ I, ya que, de lo contrario, existiria

F' C ® finito tal que 19 g = VI y asf tendriamos ﬂ @71(0) = & lo cual no sucede

peF
pues C' tiene la p.i.f.

Usando el Teorema de Stone 1.21 podemos construir un ideal primo P tal que & C P
y 1@ S ¢ P .

Definamos entonces:

) lsipg P
p(w)_{OSiweP

Tenemos que p € XS pues P es primo, p(0p s) =0y p(lo s) = 1, ademds, ® C P =
Z, entonces:
@ #1(p) € NC

Y asi, S es compacto. O
Proposicién 5.7. p € S es morfimo de marcos si'y solo si p(l,) = 0.

Demostracion. Sea p € %5 morfismo de marcos, usando la observacién 5.5 tenemos:

pl) =p(\/ Z,) = \/ plp) =0

PEZp
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Por otro lado, sea p € X5 tal que p(l,) =0y ® C 0.5 queremos ver que p(VP) =

V{p(p)lp € }.

Basta probar que p(V®) < \/{p(gp) | € @}, pues la otra desigualdad se da para cual-
quier p morfismo de reticulas.

Supongamos que \/{p(gp)|<p € &} =0, sesigue que p(p) =0 Vi € @y entonces
® C Zp, luego VO < V7, asi tenemos:

p(\/(I)) < p(\/Zp) = p(lp) =0

Entonces p(V®) = 0y asi p(V®) < \/{p(<p)|g0 € o},
Por tanto p es morfismo de marcos. O

Definicion 5.8. Sea S € Top y X C S un cerrado irreducible, definimos cx : O S —
2 donde para cada ¢ € O S se tiene cx () = V{p(z)|r € X}.

Proposicion 5.9. Sea S € Top y X C S un cerrado irreducible, entonces cx es un
morfismo de marcos y l(cx) = X.

Demostracion. Sea ® C O S, supongamos que V{cx (¢)|¢ € ®} = 0 entonces 0 =
ex () = V{p(x)|r € X} Ve € D, asi tenemos que p(z) =0 Ve e X, Vp € D,
Por la definicién de supremo en OS tendremos que V®(z) =0 Vz € X por lo tanto
0=V{V®(z)|xz € X} = cx(V®P), entonces:

ex (V) < V{ex(p)lp € @}

Y asi, cx es morfismo de marcos.
Veamos ahora que I(cx) = X.

Sea x € I(cx ) entonces por 5.4 tenemos que p, < cx.

Definamos:
lsiz ¢ X
xr) =
#le) {Osi:ceX

Como X es cerrado, entonces ¢ € OS.
Ademas tenemos:

p(x) = pa(p) < ex(p) = V{p(z)|lz € X} =0

Entonces ¢(z) = 0y por definicién, tenemos entonces que = € X.
Asi, l(cx) C X.

Por otro lado, seax € X y ¢ € O.S tenemos:
px(p) = p(x) < V{p(@)|lz € X} = cx(p)
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Es decir, p, < cx y asi, z € l(cx).
Entonces X C I(cx)

Entonces I(cx) = X. O

Proposicion 5.10. Sea p € X5 morfismo de marcos, entonces 1, es N-irreducible.

Demostracion. Supongamos que [, = ¢ Ancon p,n € OS.
Notemos que si l,(z) = 1 entonces p(z) = n(z) = 1.

Supongamos que I, # @y I, # 1.
Entonces 31,22 € S tal que [,(z1) = I,(z2) = 0y p(x1) = n(x2) = 1, entonces
Pz, DY D, < D, asi tenemos:

L=o(@1) =pa,(p) <plp) vy 1=n(x2) =pay(n) < p(n)
Se sigue que p(¢) = p(n) = 1.
Ademas:
L=p(p) Ap(n) =ple An) = p(ly)

Sin embargo, por la proposicién 5.7, al ser p un morfismo de marcos, tenemos que
p(lp) = 0 de esta contradiccion se sigue que [, = ¢ o bien [, = 7.

Es decir, [, es A-irreducible. O

Proposicion 5.11. Sea p € .5 morfismo de marcos, entonces p = c;(p).

Demostracion. Sea p € OS.

Supongamos que p(y) = 0 entonces ¢ € Z,.

Seazx €l(p) = ﬂ 7~ (0) entonces p(z) = 0
n€Zyp

Asi tenemos que ¢ (¢) = V{p(z)|z € I(p)} = 0.

Es decir:

Cip) =P

Por otro lado, si ¢;()(¢) = 0 entonces () = 0 Va € I(p), y asi tenemos ¢ < [,
se sigue que p(¢) < p(l,) = 0 esta ultima igualdad se da por ser p un morfismo de
marcos.

Tenemos entonces p(y) = 0y asi:

P = Cp)

Entonces:

P = Cip)
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5.2. [Espacios Bien Compactados

Algunas de las caracterizaciones, definciones y propociones expuestas en este capitulo
se pueden encontrar en [ 1yl ].

Definicion 5.12. Sea S € Jop y X C S cerrado irreducible, decimos que x € X es
un punto genérico de X si X es la cerradura de {x} en S.

Definicién 5.13. Sea S € Top, decimos que S es sobrio si cada X C S cerrado
irreducible tiene un vinico punto genérico.

El concepto de sobriedad es un concepto no muy comiin en el estudio de los espacios
topoldgicos, a continuacién se muestran algunas de sus interacciones con los axiomas
de separaciéon Tj, T5.

Proposicion 5.14. Sea S € Top Ty, si X C S tiene un punto genérico, este es tinico.

Demostracion. Sea X C S cerrado irreducible y supongamos z,y € X son puntos
genéricos de X, entonces cl({z}) = X = cl({y}).

Six # y, como S es T existe un abierto U € 7gtalquex € Uyy ¢ U, sea
C =S~ Uentonces C es cerradoconx ¢ C'yy € C.

Como cl({y}) = N{D C S | Descerradoyy € C entonces cl({y}) C C'y asi
z ¢ cl({y}) = X, lo cual es una contradiccién.

Por tanto z = y. O

Corolario 5.15. Sea S € Jop Ty tal que cada cerrado irreducible tiene un punto
genereico entonces S es sobrio.

Proposicion 5.16. Sea S € Top Ty, entonces S es sobrio.

Demostracion. Sabemos que en un espacio 75 los puntos son cerrados y ademads, es-
tos son los unicos cerrados irreducibles, asi, ningin cerrado irreducible podria tener
multiples puntos genéricos, y todos son su propio punto genérico. O

Proposicion 5.17. Sea S € Top sobrio, entonces S es 1.

Demostracion. Supongamos que x y y son puntos distintos que comparten todas sus
vecindades, entonces para cada cerrado C' C S setiene que z € C'siysolosiy € C
por ende cl({z}) = cl({y}) y por ser sobrio se sigue que x = y, asi S es Tp. O

Las dos propiedades anteriores nos muestran que la sobriedad resulta ser un apropiedad
intermedia entre T y T5, sin embargo es independiente de 77 .

A continuacién veremos un ejemplo de espacio sobrio relacionado con lo estudiado en
el capitulo anterior.
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Ejemplo 5.18. Sea F' € Frm veremos que pt(F') es un espacio sobrio.

Definamos k: F' — F de manera que para cada a € F se tiene:
x <k(a) & Up(x) CUp(a)
Sea X un cerrado irreducible en S, como U es suprayectivo, existe a € F tal que:
pt(F)~ X = Up(a)

Claramente a < k(a) y asi Up(a) < Up(k(a)), pues Up es mofismo de marcos,
ademds notemos que:

p¢Ur(a)=p<a
= Ur(p) C Ur(a)
= p < k(a)
=p ¢ Up(k(a))

Asi X = Up(a) = Ur(k(a)).
Por otro lado:

x < k(k(a)) < Urp(x) C Ur(k(a)) = Ur(a) & x < k(a)
Es decir k(k(a)) = k(a).

Veamos que k(a) es un punto de F.
Si k(a) = 1 tendriamos Up(k(a)) = pt(F) y entonces X = @, por tanto k(a) # 1.

Notemos que para cada x € F tenemos:

XNUp(z) #2 < Up(x) € pt(F) N X =Up(k(a)) & z £ k(k(a)) = k(a)
Asi, sean x,y € F tal que x,y % k(a) entonces X NUr(x) # @ # X NUp(y) por
tanto X NUp(z Ny) # @ yasiz ANy £ k(a).

Por lo cual k(a) € pt(F).
Veamos ahora que X es la cerradura de k(a).
Sea q € pt(F) entonces:
geX o q¢Up(k(a)) & k(a) <q

Dado que todos los abiertos de pt(F’) son de la forma Up(x) para algiin x € F enton-
ces dados p,q € pt(F) se tiene que p < q si y solo si cada cerrado C' tal que p € C
cumple que q € C.
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Asi X = {k(a)}.

Ademds, sean p,q € pt(F) tal que p # q, entonces p < q, ¢ < p o no estan relaciona-
dos, en acualquier caso se cumple que p £ q en algin orden de p 'y q.

Entonces p € Up(q) yp ¢ Ur(p), asi pt(A) es Ty y por 5.15 es sobrio.

Definicion 5.19. Sean o, € O S decimos que « es relativamente compacto en (3,
denotado o < B, si siempre que B < VO para algiin ® C OS existe ' C O finito tal
que o < VF.

Esta nocién se puede interpretar topologicamente de la siguiente forma:

Definicion 5.20. Sean U,V abiertos de S, decimos que U es relativamente compacto
en 'V si toda cubierta abierta de V tiene una subcubierta finita de U.

Observacion 5.21. Sean U,V abiertos de S, si existe K C S compacto conU C K C
V entonces U < V.

Demostracion. Toda cubierta abierta de V' es cubierta abierta de K, por ser compacto
existe una subcubierta finita que cubre a K y por tanto cubre a U. O

Proposicion 5.22. Sea S € Top localmente compacto, entonces U < V si y solo si
existe K C S compactoconU C K CV.

Demostracion. El regreso se ha probado en 5.21, ahora supongamos que S es local-
mente compacto y U <V, para cada x € V por ser S localmente compacto, existe
K, compacto con z € int(K,)y K, CV.

Claramente V' C U int(K;)y como U < V existe F C V finito tal que U C
zcV
U nt(K,),sea K = U K, entonces K es cmopacto pues es union finita de com-

el zeF
pactos y:
UCKCV

O

Definicion 5.23. Sea S € Top, decimos que S es esencialmente compacto si para
cadax € Syp € OS conp(x) =1existen € OS conn(z) =1yn <K .

Proposicion 5.24. Sea S € Top localmente compacto entonces S es esencialmente
compacto.

Demostracion. Sea U abierto de S'y x € U, como S es localmente compacto, existe
K C Stalque z € int(K)y K C U, entonces por 5.21 x € int(K) < U. O

Proposicion 5.25. Sean n,p € O S, entonces n < ¢ si 'y solo si para cada p € %S
con p(n) = 1 se tiene l(p) N o 1 (1) # @.
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Demostracién. Supongamos que 77 < @ y sea p € XS tal que I(p) N~ 1(1) = @,
entonces ¢ < [, = VZ,, asi, IF C Z, conn < VF, por lo tanto:

p(n) <p(VF) =0

Esta ultima igualdad se sigue pues F' C Z, es finito y p es un morfismo de reticulas.

Para la otra implicacién supongamos que Vp € XS con p(n) = 1 se tiene I(p) N
i1 #£ 2.

Sea ® C O S'tal que p < V® y sea I el ideal generado por ® en O S.
Basta ver ahoraque n € I.

Supongamos que 1 ¢ I usando el Teorema de Stone 1.21, tenemos un ideal primo P
tal que I C Py ¢ P, definamos entonces:

p(x){lsimgéP

Osize P

Como P es primo p € 3.5, ademds, p(n) = 1y p(3) paracada § € P.
Por hipétesis, como p(n) = 1 entonces:

2 #1p)Ne~'(1) S U{ilp) Na™l(1)]a € 9}

Entonces existe v € ® tal que I(p) Ny~ (1) # 2.

Comoy € ® C I C P entonces p(y) = 0y asiy € Z, por tanto [(p) C v~ (0), es
decir I(p) N y~!(1) = @ lo cual es una contradiccién.

Asi, € Iy entonces existe F' C & finito tal que n = VF. U

Definicion 5.26. Sea S € Top, decimos que S es estable si para cualesquiera 1, 2,11, M2 €
OS conm K 1y n2 K w3 se tiene que:

m AN L 1A\ @2
Definicion 5.27. Sea S € Top, se dice que S es un espacio bien compactado si:
1. S es compacto.
2. S es esencialmente compacto.
3. S es estable.
4. S es sobrio.

Definicion 5.28. Sean S,T € Top espacios bien compactados, una funcion ¢ €
Top(S,T) es un morfismo de espacios bien compactados si para cualesquiera y,1n €
OT conn < y se tieneno o <K 7y 0.
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Definimos WIk como la subcateoria de Top cuyos objetos son espacios bien compac-
tados y sus flechas morfismos de espacios bien compactados.

Para concluir esta seccién demos un primer ejemplo de espacios bien compactados.

Proposicion 5.29. Sea S € Top compacto y Ty entonces S € WIk.

Demostracion. Ya tenemos que S es compacto y por 5.16 S es sobrio pues es 15, vea-
mos que en estos espacios se cumple que U < V siy solosi cl(U) C V:

Como S es copacto y T» es localmente compacto y asi si U < necesariamente cl(U) C
V pues cl(U) es el cerrado (y por tanto compacto) mds pequefio que contiene a U.
Por otro lado, si U C cl(U) C V como S es compacto y ¢l(U) C S cerrado entonces
cl(U) es compacto, asi por 5.21 se tiene U < V.

Luego, el espacio es estable pues si cl(U1) C Vi y ¢l(Us) C V5 entonces:
Cl(Ul N Ug) - CZ(Ul) N Cl(Ug) cVvinl,

Ademas por ser localmente compacto de 5.24 se sigue que es es esencialmente com-
pacto y asi es un espacio bien compactado. O

Asi todos aquellos espacios topoldgicos compactpsy 15 (de los cuales conocemos bas-
tantes) son espacios bien compactados.

5.3. Espacios Espectrales

Para dar otro ejemplo de espacios bien compactados introduciremos a los espacios
espectrales, dichos espacios resultan ser una subcategoria plena de W1k, para probar
esto se tomaran resultados del articulo [ ] publicado en 1969 por el matematico
estado unidense Melvin Hochster quien realiza un profundo estudio de estos espacios.

Definicion 5.30. Sea S € Top decimos que S es un espacio espectral si S = Spec(A)
para algiin anillo conmutativo con unidad.

Definicion 5.31. Sea ¢ € Top(Spec(A), Spec(B)) con A, B anillos conmutativos
con unidad, decimos que p es un morfismo espectral si ¢ = Spec(f) para algin
f: B = A morfismo de anillos.

Denotamos Sp a la subcategoria de Jop cuyos objetos son espacios espectrales y sus
flechas morfismos de espacios espectrales.
El siguiente teorema de caracterizacion se encuentra en el articulo antes citado:

Teorema 5.32. S € Sp siy solo si:
1. S es compacto y Ty.

2. K(S)={U C S| Ues abierto y compacto} es una base de S.
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3. K(S) es cerrado bajo intersecciones finitas.
4. S es sobrio.

Teorema 5.33. Sean S, S’ € Sp, ¢ € Sp(S,S’) siy solosip~*(K) C S es compacto
para cada K C S’ compacto.

Veamos que todo espacio espectral es un espacio bien compactado.

Sea S € Top un espacio espectral, por 5.32 tenemos que S es compacto y sobrio,
ademds al ser K (S) una base para S entonces S es localmente compacto y asi, por
5.24 es esencialmente compacto.

Basta entonces verificar que .S es estable.

Sean Uy, Us, V1, Vo € QS tal que Uy < V1 y Us < Vo, por 5.22 existen K7, Ko C S
compactos tal que:

UhCKi1CVi y Uz CKyCVy2
Si K = K; N K3 entonces K es compacto y:
UyNnUa CKCVinV,
Asi Uy NUy < V3 NV, y por tanto S' es estable.

Sean S, S’ € Spy ¢ € Sp(S,S").
SiU <« V paraU,V € Q5 entonces existe K C S’ talque U C K C V y entonces:

P I (U) ST H(K) S (V)
Y al ser ¢ espectral, entonces ¢~ (K ) es compacto.

Asi ¢ € WIk.

Hemos probado que Sp es una subcategoria de Wlk.

5.4. Orden de especializacion

A cotinuacion definiremos un orden sobre los puntos de un espacio topologico, vere-
mos en que caso lo definido es realmente interesante, dicho orden es llamado “Orden
de especializacion”.

Definicion 5.34. Sea S € Topy z,y € S, decimos que © C y si x € cl({y})

Observacion 5.35. Son equivalentes para x,y € S € Top los siguientes:

1. z € cd({y}).
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2. d({z}) € d({y}).

3. Paratodo C C S cerrado, siy € C entonces x € C.

Podemos notar que esta relacion es reflexiva pues para todo z € S siempre ocu-
rre que * € cl({z}) es decir, z C =z y transitiva pues si z C y C z entonces
zecd{y}) Cc{z}) yasiz € cl({z}) es decirx C z.

Ahora, si S es Ty y se cumplen  C y y y C x entonces cl({z}) = cl({y}) y asi por
5.14 se tiene x = y.
Podemos entonces enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 5.36. Sea S € Top, si S es Ty entonces T es un orden parcial.

Ademas este orden tiene una buena relacion con las funciones continuas como nos lo
dice la sigiente proposicion:

Proposicion 5.37. Sea p € Top(S, S’) si x C y entonces p(x) C ¢(y).

Demostracion. Sea C C S’ tal que p(y) € C entonces y € ¢ *(C) como ¢ es
continua, entonces ¢~ (C) C S es cerrado y como x C y entonces = € ¢~ (C) por
tanto p(z) € C'y asi p(z) C p(y). O

A continuacién veremos que este orden esta intimamente relacionado con el orden
previamente definido en o L para L € DLat.

Proposicion 5.38. Sea S € TJopyp,q € X5 conp < q entonces p C q.

Demostracion. Sea p € O XS tal que ¢(q) = 0, pongamos ¢ = VyecaXq para algin
® C 05, entonces 0 = xo(q) = ¢(a) > p() paratodo e € P, entonces 0 = p(a) =
Xao(p) paratodo o € @ y asi p(p) = 0.

Por tanto p C p. [

5.5. Caracterizacion de las Z-Algebras

En esta seccidn verificaremos que la ménada (X, &, 0se ) definida al final del capitulo
3 cumple las condiciones del teorema 2.20, para poder encontrar una subcategoria de
Jop equivalente a las dlgebras de la ménada.

Proposicion 5.39. Wik es X-suficiente.

Demostracion. Veremos que o (L) es un espacio espectral para cada L € DLat, asi
3.5 = 0 O S sera espectral y por lo visto en 5.3 serd un espacio bien compactado.

Por 4.31 cada x, es un abierto compacto, y por construccién {x, | ¢ € L} forman una

base de 0.5, y cumplen que X, A Xo = Xanb pues sz definido en 3.3 es un morfismo
de reticulas.
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Por 3.2 y 4.17 tenemos (L) = Spec(L) = pt(IL), entonces por 4.11 y 5.18 o (L) es
sobrio y 7.
Basta entonces verificar que o(L) es compacto.

Sea {U, }icr cubierta abierta de o (L) = Spec(L), usando 4.12 pongamos U; = Vi (J;)
conJ; € JL.

Al ser cubierta abierta tenemos:

Spec(L) = U VL(J;)
il

Como V7, es morfismo de marcos entonces U Vi(J;) = VL(\/ J;) y al ser un iso-
i€l icl

L=\/J

iel

morfismo, entonces:

Asi, para 1 € L el elemento maximo, tenemos 1 = VF para algin F' C U J;, como

iel
F es finito existe K C [ finito tal que F' C U J; entonces 1 € \/ J;, por tanto:
ieK ieK
L=\/J
ieK

Y asi {U, };ck es una subcubierta finita.
Es decir, Spec(L) es compacto y como o (L) = Spec(L) entonces o(L) es compacto.

Asi, para cada L € DLat tenemos que o(L) es un espacio espectral. U

Proposicion 5.40. Sean S € Top, T € Wik y ¢ € WIk(XS,T) para cada p € .S,
n € OT tenemosn(p(p)) = 1siysolosil(pf)Nn~ (1) # Gdonde f = Oeg500 ¢ =
O(pes)

Demostracion. Seap € ¥5,n € OT.

Supongamos que 7((p)) = 1, como T es esencialmente compacto, existe v € OT tal
que v < 1y v(o(p)) = 1, ademds, como ¢ es morfismo de espacios bien compacta-
dos, tenemos que y o ¢ K 1 o (.

Parayop € OXS = 00 O .S pongamos:

vop =\ sos(a)
a€cA

ConACOS.
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Como 7y o p(p) = 1 debe existir « € A tal que 1 = 59 g(a) = xa(p) = p(a).
Y claramente sg s(a) < o ¢.

Notemos ademis que O eg o s s(a) = a, pues dado x € S entonces:
(Oesos0s(a))(@) = (0es o xa)(T) = Xa 0€5(2) = Xa(Pz) = Pz(a) = a(z)
Como O g es un morfismo de reticulas, tendremos que:
a=0esosos(a) <eoyop=0e500¢p(7) = f(7)
Entonces:
1 =p(a) <pf(v)
y asi, pf(y) = 1y por 5.25, tendremos que I(pf) N~ (1) # @.
Iversamente, supongamos [(pf) Ny~ ! # @.

Por 5.25 3y € OT tal que pf(y) = 1y v < 0, entonces 7y o ¢ K 1) © © pues ¢ es un
morfismo de espacios bien compactados.

Pongamos

nop=\/ sos(a)

a€cA
para algin A C O S.

Como 7y o p K nop, AF C A finito tal que:

vop <\ sos(a)=sos(VF)
a€EF

Asi tendremos que:
f(v) =0e500¢(y) =0egoyop <0egospg(VF)=VF

Como p es morfismo de reticulas, se sigue que 1 = pf(y) < p(VF), entonces 1 =

p(VF) = xvr(p) = sos(VE)(p)-
Ademis, sos(VF) < nopentonces o p(p) = 1. O

Proposicion 5.41. ¢ es Wik-epimorfismo.

Sea S € TJop, T € Wik y ¥, p € WIk(XS,T) tal que peg = 1eg.

Supongamos que ¢ # ¢ entonces existe p € X tal que ¢ (p) # <p(

)-
Como T' € WIk es en particular Ty, 3n € OT tal que n(¢(p)) = 1y n(¢(p)) = 0.

Sea f = O(peg) = O(vpeg), usando la Proposicion 5.40, como 7(1(p)) = 1 tenemos
que I(pf) Ny~ (1) # @y asi, n(1(p)) = 1 lo cual es una contradiccién.

Por tanto, ¢ = 1.
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Proposicion 5.42. Sea S € Top un espacio compacto, esencialmente compacto y
estable, entonces Vp € .S 1(p) es un cerrado irreducible.

Demostracion. Sea p € ¥.S, como S es compacto, por 5.6 tenemos que I(p) # &,
ademds por definicidn, [(p) es cerrado, basta ver que es un cerrado irreducible.

Sean (4, Cy cerrados de S tal que I(p) g C1,Cs, sean C, Cy los cerrados relativos
enl(p).

Para i € {1,2} definamos:

Asi, RS 0S.

Como I(p) ¢ C4, Cy entonces 3z, x2 € I(p) tal que 01 (z1) = 12(x2) = 1, ademas, al
ser S esencialmente compacto 31,7y, € OS tal que v; <€ 1; y y1(21) = v2(x2) = 1.

Por otro lado, como xz; € [(p) entonces p,, < py entonces:
1= 5(xi) = pa, (i) < p(0i)

Y asi, p(y;) = 1.

Ademads, como p es morfismo de reticulas, tenemos:

p(i Av2) =p(m) Ap(ye) =1A1=1

Al ser S un espacio estable, también tenemos que y; A 72 < 11 A 12 y asi por 5.25
p) N (A7)~ (1) # 2.

Es decir, I(p) € Cy U Cs.
O

Sea S € WIk, para cada p € XS, por la proposicién 5.42 tenemos que I(p) es un
cerrado irreducible, y al ser S sobrio, existe un tinico punto x,, tal que su cerradura es
I(p), definamos entonces la siguiente flecha:

Definicion 5.43. Sea S € WIk definimos el morfismo estructural de S como:
fs: X5 —= S
Donde para cada p € £.S tenemos 05(p) = x.

Proposicién 5.44. Sea S € Top, p € £S, z, = 0s(p) yn € OS tal que n(x,) =1
entonces p(n) = 1.
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Demostracion. Supongamos que p(n) = 0, entonces n € Z, y como z,, € l(p) =

ﬂ ©~1(0) entonces 7(x,) = 0 lo cual es una contradiccion.
pEZp

Por tanto p(n) = 1. O
Proposicion 5.45. Cada S € WIk es X-retractil con 0g.

1sizeU

Demostracion. SeaU C S abierto, y v = ]
Osiz ¢ U

Veamos que:

05" (U) = | sos(n) ™"

n<y

Seap € 05" (U) entonces x, = 05(p) € U, es decir v(x,) = 1.

Como S es esencialmente compacto, existe 7 < «y con n(x,) = 1, por la proposicién
5.45 tenemos que 1 = p(1n) = xy(p) = so s(n)(p) y ast:

pe |Jsostm™

n<y

Por otro lado, sea p € U 50 s(n) ! entonces existe 7 <  tal que:
n<y

p(n) =sos(n)(p) =1

Por 5.25 1(p) Ny~ (1) # @, es decir I(p) NU # @y como I(p) es cerrado irreducible
I(p) CU yasiz, € U, es decirp € 05" (V).

Asi 05" (U) es abierto en 5. Y g € Top.
Sean @, € OS tal que n < .

Veamos que:
nls < sos(n) < ¢bs

Seap € LS tal que nfs(p) = 1entonces n(zp) = lypor5.451 = p(n) = s0s(n)(p),
lo cual da la primer desigualdad.

Abhora, si p(n) = sos(n)(p) = 1 como n < ¢ por 5.25 y al ser I(p) irreducible
I(p) C ¢ (1) entonces 1 = p(z;,) = pls(p), lo cual da la segunda desigualdad.

Sea ® C O S tal que pfs < V& entonces s s(n) < VP y asi, por 4.31 existe F C @
finito con sp s(n) < VF, por tanto nfs < VF.

Tenemos entonces que nfs < pfg, es decir, 05 € WIk.
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Sea z € S, notemos que Z,, = {¢ € OS|p(x) = pi(¢) = 0} es decir, I(p,) es el
menor cerrado que contiene a x, se sigue entonces:

Oses(z) = 0s(ps) =

Lema 5.46. Sea (S,0) € Top” entonces S € Wik y 0 = 0.

Demostracion. Como (S, 0) € ‘J'opz entonces fcg = idg, asi €g es inyectiva.
Veamos que S es Tj.

Sean x,y € S tal que = y y tienen las mismas vecindades, es decir, para todo ¢ € OS
se tiene p(x) = 1 siy solo si ¢(y) = 1 entonces p; () = 1siy solo si py(¢) = 1es
decir eg(x) = p, = p, = €5 y como £g es inyectiva, se tiene x = y.

Asi, Ses Ty.

Ahora, sea ¢ € O S, definamos A, = {p, € X5 | 0= p.(¢) = p(x)} y D, = {7 €
OXS | v(pz) =0 Vp, € Ay}

Veamos que para toda ¢ € O S se tiene VD, < x,,.

Seap € LS con 0 = x,(p) = plp), siy € OXS es tal que y(p) = 1, como
{Xa | @ € OS5} es una base para la topologia de X5, existe & C O S tal que
v =V{xa | @ € ®} y entonces existe € D tal que n(p) = 1.

Como p(¢) = 0y p(n) = 1 entonces n & ¢y asi existe z € S tal que n(z) = 1y
¢(z) = 0, por tanto p, € A, y ademds:

V(P2) = Vi{Xa(p2) | @ € @} = xy(P2) = P (n) = n(x) =1
Asiy & D,,.
Tenemos entonces que y(p) = 0 para toda vy € D, y entonces:
VD, < X
Por otro lado, sea p, € A, entonces:
©0(ps) = pbes(z) = o(x) =0
Entonces ¢ € D, y por tanto:

00 < VD, < Xy
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Seap € XSy ¢ € Z, arbitrarios, entonces:

Entonces ¢(6(p)) = 0y asi 0(p) € l(p).

Como 9(p) € I(p) entonces cl({8(p)}) C I(p) ademds, sea = € I(p) por 5.4 tenemos
P < pyasipor5.38 p, C p, como 6 es continua entonces por 5.37 z = 6(p,.) C 6(p)
es decir x € cl({6(p)}).

Por tanto I(p) = cl({0(p)}) y asi
Seaz € Sy € OSconp(x) =1.

Como 6 € Top entonces f € OXS'y pl(p,) = @(z) = 1, como {x, | @ € O S}
es una base para la topologfa de X5 existe n € OS tal que x,, < by 1 = xp(pz) =

p(n) = ().

Seap € ¥5,si1 = p(n) = xy(p) < ¢0(p) entonces pf(p) = 1y asi O(p) €
e (1) NIp) # 2.

Asi, por 5.25 se tiene que ) <  y entonces S es esencialmente compacto.
Ahora sean 11,12, 1, p2 € O S tal que 1; < ; coni € {1,2}.

Para cada p € X.5 tenemos:

L=p(m An2) =p(m) Ap(n2) = p(m) =1 =p(n2)
=o' () Np) #2 # 3 (1) Nip)
= e (1) Ney (1) Nip) # 2

= (p1Ap2) () Nip) £ 2

Asi por 5.25 se tiene 11 A 12 << @1 A 12 es decir, S es estable.

Hemos visto que para p € ¥.5, 0(p) es un punto generico de [(p) y al ser S T} este es
unico.

Asf, para cada X C S cerrado irreducible, f(cx) con cx definido en 5.9 es el punto
generico de X y por tanto S es sobrio.

Sea X C S cerrado irreducible y p = cx definido como en 5.8 entonces por 5.9
I(p) = X y asi tiene un tnico punto genérico, es decir, S es sobrio.

Por tanto S € Wlk. O

Con los lemas anteriores y el teorema 2.20 tenemos la existecia de un isomorfismo:

Z: Wik — Top”
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Donde Z(5) = (S,0s) y Z(¢) = ¢.

Es decir, la categoria de 3-Algebras es precisamente la categoria Wik.
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