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Introduccion.

A lo largo del tiempo los nimeros han permitido el desarrollo y evolucion
de las mateméticas. Areas como la topologia, la geometria, el analisis o el
algebra, los emplean para describir, clasificar o medir los objetos de estudio
de cada una de estas. Un ejemplo de esto es el nimero de interseccién o
multiplicidad de interseccion.

Para tener una idea de qué mide o calcula el niimero de interseccién, pensemos
en el plano complejo y dos curvas %7 y %2 que se intersectan en un punto, sin
perdida de generalidad tomemos dicho punto en el origen. Ahora consideremos
una de las curvas irreducible, por ejemplo %;. Permitiendonos definir una
aplicacién, ¢, entre C y la curva 4; C C2?, de esta manera la curva %5, es
determinada por un polinomio g. La composiciéon g o ¢; : C — C es una
funciéon analitica, donde el orden de g o ¢; es exactamente el nimero de

interseccién.

En el capitulo 1 nos centraremos en las curvas planas. Se expone una
definicién para el ntimero de interseccion y sus propiedades, las cuales se
encuentran en [4]. Estas propiedades son una herramienta que permite calcular
con mayor facilidad dicho ntimero, creando un algoritmo que evita el uso del
cocientes de anillos, donde la parte inicial y el orden de una funcién analitica
juegan un papel muy importante. La mayoria de los conceptos presentes en

este capitulo son localizados en cualquier libro de geometria algebraica, en
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particular [1], [5], [6], [7] v [8].

En el capitulo 2, se presenta otra definicién del numero de interseccion,
la cual relaciona la parametrizacién de una curva plana y el orden de una
funcién analitica, esta fue empleada para explicar lo que mide el nimero de
interseccién. Con la ayuda del Doctor Mark Spivakovsky, se da una prueba
que relaciona esta definiciéon y la mostrada en el Capitulo 1, estableciendo
que ambas definiciones son equivalentes. En esta prueba, que es totalmente
constructiva, se usaron herramientas de algebra lineal.

En la busqueda de generalizar este concepto a espacios de dimensiones mas
altas, encontramos problemas como: identificar cudl de las definiciones,
presentadas en cada capitulo, es un buen candidato para ser el nimero de
interseccién, debido a que no tenemos la equivalencia entre ambas definiciones,
o que significa ser el nimero de interseccion en dimensiones mas altas. Tal
busqueda nos llevé al concepto de la multiplicidad de un ideal m-primario en un
anillo local y la relacién que tiene con la longitud de un moédulo, presentando
una prueba més algebraica sobre la equivalencia entre la definicién presentada
en el capitulo 1 y la definiciéon enunciada al inicio del capitulo 2.

En el caso de las curvas espaciales irreducibles %1 y %3, definidas por ideales

no coincide con el orden

primos [; e I, dimos ejemplos donde la dim¢ L
del ideal I, en la parametrizaciéon de %;. Sin embargo, en este capitulo, nos
centramos en curvas definidas sobre una superficie S. En particular, tomamos
una curva ¢ irreducible y otra curva % definida por una funcién en Ogp.
Presentamos un ejemplo con estas condiciones, Ejemplo 2.11] ilustrandonos
que el orden de la composicion y la dimensién como espacio vectorial del
cociente coinciden. Aqui es donde se necesité entender la relacién que tiene la
multiplicidad de un ideal m-primario sobre un anillo local y la longuitud de

un modulo. De manera asombrosa, en dicha prueba no se necesité ninguna

condicién para la superficie, tomando como hipdtesis una curva irreducible y
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una funcion en la superficie. Con este resultado, evitamos la diferencia que
hay entre el orden de la composicién y la dimensiéon como espacio vectoriales
del cociente en dimensiones altas. Abriendo la posibilidad de pensar en
condiciones para poder generalizar unas de las propiedades del nimero de
interseccién. Entre las nueve propiedades vistas en el Capitulo 1, se penso
en la propiedad de la suma, es decir, tomando las diferentes componentes
irreducibles de %3 en S, el numero de interseccion de %, y %, es igual a la
suma del nimero de interseccion de %7 en cada componente de %5. Debemos
notar que las curvas estaran definidas por funciones en Ogy. Como todo
trabajo se presentan ciertas dificultades. Para mayor claridad, mostraremos
en el Ejemplo que la propiedad de la suma no se cumple en general,
en este ejemplo se consideré una superficie en C* irreducible y que no es
Cohen-Macaulay. Tomando las componentes de una curva en la superficie,
esta pueden presentar una componente encajada, la cual dificulta el calculo del
nimero de interseccion, ademéas de que la propiedad de la suma no se cumpla.
Para evitar este problema tomamos S una superficie Cohen-Macaulay, ademas
de suponer que las componentes de una de las curvas fueran analiticamente
irreducibles, obteniendo una generalizacién de la propiedad aditiva del niimero

de interseccion. Con estas hipotesis se logrd con exito una prueba para este reto.

Trabajos a desarrollar con esta direccién: es poder establecer el signifi-
cado de ser un ntimero de interseccién en dimensiénes mas altas o buscar como
generalizar las de maés propiedades del nimero de interseccién. Aunque se
presentd una generalizacion de la propiedad aditiva del nimero de interseccion,
sin embargo no se consideraron los ideales primarios en la descomposicion de

un ideal en el anillo local de la superficie.






Capitulo 1

Multiplicidad de Interseccion.

1.1 Preliminares

Sea K un campo algebraicamente cerrado. Consideramos A? = A%(K) el plano

afin y K[x,y] el anillo de polinomios.
Definicién 1.1. Sea I un ideal de K[x,y]. Se define
V) ={peA?|Vfel f(p)=0}

que es llamado una variedad algebraica afin o variedad afin (o simplemente

variedad). Por otro lado, para V- C A% un subconjunto del plano afin, definimos
I(V)=A{f eK[x,y] | Vp € V se cumple que f(p) =0}
I(V') el ideal de V.

Notemos que cuando nos refiramos a un variedad no necesariamente sera

irreducible, como lo hace [4].

Definicién 1.2. Un subconjunto V C A? es llamado una curva plana si existe
un polinomio f € K[x,y] tal que grado f es mayor o igual a 1 y V = V(f).
Teorema 1.3. [0, Teorema 3.5.2, pag 237] Sea I un ideal en K[x,y]|. Si f €
K[x,y] un polinomio tal que cualquier p € V(I) se cumple que f(p) = 0,

entonces f" € I para algin n € N.
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El Teorema (1.3, es conocido como HILBERT’S NULLSTELLENSATZ. Mas
referencias a este resultado son [4], [6] y [9].
Sea p € A? definamos m,(A?) = m, = {f € K[x,y] | f(p) = 0} el ideal
maximal de p en K[x,y|, y 0,(A?) = O, = (K[x, y])m, al anillo local de A% en

el punto p. Ahora definamos el anillo local de V' en algin punto de él.

Definicién 1.4. Para cada p € V. C A? e I(V) el ideal de V', definamos al

anillo de coordenadas de V' como

El anillo local de V' en p es

_ _ K[X7 Y] ~ OP
(V) = IV D, = (W) =110,

El isomorfismo se tiene por [I, Corolario 3.4, pag. 44]

Proposicién 1.5. [4, Ejercicio 2.44, pag 26| Sean V una variedad en A? y
peV.Sil(V) C Jesunideal de K[x,y] y 7(J) = J', donde m:K]x,y] — T'[V]
es la proyeccion canénica. Entonces

O, . 0,(V)
JO, — JO,(V)

Definicién 1.6. Un ideal I C K[x,y,z] es homogéneo si cuando F € I se des-
compone en una suma de polinomios homogeneos F' = Fy + Fy + - - -, entonces

F; € I para todo 1.

Por convencién, a partir de este momento, a los polinomios homogéneos los
denotaremos con una letra maytuscula y a los polinomio usuales con una letra
minuscula.

Por ultimo, definamos la multiplicidad de un polinomio. Si f € K[x,y] y

p € V(f), entonces mediante un cambio de coordenadas se puede considerar a

p=1(0,0).
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Definicién 1.7. La derivada parcial con respecto a x de un polinomio
: 0 ,
f=> ax' € K[x,y| con a; € Kly| es definida como f, = 8_f = Zz’aixl’l. Se
X

define de manera andloga f.

Definicién 1.8. Sean f € K[x,y] yp € V(f). Sip ¢ V(fx, fy), entonces p es

llamado un punto simple, en caso contrario es llamado un punto singular.

Definicién 1.9. Sea f € K[x,y|. Podemos escribir f en la forma f = Z%’Fz’;
i=m
donde cada F; es un polinomio homogéneo de grado i, a; € C yn es el mayor

grado de un monomio de f. Se define la parte inicial de f como Inl(f) = F,,,

st m es el primer entero tal que a,, # 0.

Definicién 1.10. Sean V(f) una curva y p = (0,0) € V(f). La multiplicidad
de f enp = (0,0), la cual denotaremos como m = m,(f), es el entero m tal

que Inl(f) = F,,.

Para cualquier F' € K[x,y] polinomio homogéneo, donde K es un campo
algebraicamente cerrado, por el Teorema fundamental del algebra, tenemos
F = T[(a;x + byy)", es decir, F' puede ser vista como producto de factores

lineales.

Observacién 1.11.

1. p € V(f) siy solo si my,>0.
2. p es un punto simple si y solo si m, = 1.

3. Como F,, es un polinomio homogéneo en K[x,y|, F,, = [[(a;x + byy)"
donde a;x + byy son lineas distintas. Las lineas tangentes de f en el

punto p son las a;x + byy y r; es la multiplicidad de las tangentes.
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Figura 1

Ejemplo 1.12. Las grdficas presentadas en la Figura 1 son las representa-
ciones de [ y g, respectivamente, en el contexto real. Calculando las derivadas

de f y g, el punto p = (0,0) es un punto singular en f y es un punto reqular
3

en g. FEscribiendo a f = ZE, con F; polinomios homogéneos de grado i,

1=2
3

yag= ZGi, con G; polinomios homogéneos de grado i, donde Fy = xy y
G, =x, tiezriemos que la multiciplidad de f y g en el punto p, respectivamente,
son 2 y 1, es decir, m,(f) =2 y my(g) = 1.

Por otro lado, Fy y G1 determinan, respectivamente, las rectas tangentes de f

y g, en el punto p. Asi, V(x) y V(y) son las rectas tangentes de f y V(x) es

la recta tangente de g.

1.2 Multiciplidad de interseccion

En esta seccién, hablaremos un poco de la multiplicidad de interseccién (o

nimero de interseccién). Para mayor detalle de este concepto consultar [4].
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Definicién 1.13. Sean f,g € Kx,y] polinomios, V(f) y V(g) las curvas
planas respectivas de f y g. Para cada p € A%, definamos la multiplicidad de

interseccion de f y g como.

I(p, V(f) N Vig)) = dimy ( 0,(A?) )

(f7 g)op(A2>
Antes de enunciar y probar las propiedades relacionadas a este nimero,

veamos algunos resultados necesarios para su demostracion.

Proposicién 1.14. [4, Proposicién 7, pag 28] Si

00—V &2 2y, —o

es una sucesion exacta de espacios vectoriales de dimension finita, entonces
dimVy = dimV3 — dimVy + dimV;.

Proposicién 1.15. [4 Ejercicio 2.46, pag 26] Si Ry es el espacio vectorial de

los polinomios homogéneos de grado d en R, con R = K[x,y, z], entonces

dimR, = @t 1)2(d+2)_

Proposicién 1.16. [4, Corollary 4, pag 11] Si I es un ideal de K[x, y]. Tenemos

K[x, y]

que V(I) es un conjunto finito si y solo si es un K-espacio vectorial de

dimension finita.

Teorema 1.17. Sea I un ideal de K[x,y| y supongamos que V(I) = {p1,...,pn}
Klx,y]

es finito. Si O; = O,,(A") entonces existe un isomorfismo natural de

DEMOSTRACION: Sea m; = I({p;}) C K[x,y] los distintos ideales maximales
respectivos a cada p;. Observe que m; son los tnicos ideales maximales que
contienen a /; dado que para m un ideal maximal que contiene a I, se tiene

que V(m) C V(I)y V(m) = {p} para p € A", entonces m = m; para algun
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ie{l,..,N}.

Para cada ¢ podemos definir la funcién

con el siguiente diagrama.

K[x, ]

1

Veremos que ; esta bien definida y que ademés es un homomorfismo. Ob-

serve que 7 y p; son las proyecciones candnicas, y « se define como «a(g) = %
para cada g € K[x,y]. Notemos que Ker (p;oa)=a '(10;) DI, es decir,
K[X7 Y] N Oz

1 10;

conmuta, es decir, p; o™ = p; o «, obteniendo lo anteriormente mencionado.

Ker m C Ker p; o . Entonces existe ¢; : tal que el diagrama

Definamos el homomorfismo

K5 o tiene 0(@) = (1(@). 02(@), on(@)).

tal que para cada g €
Por Nullstellensatz

VI = I({p1,....pn}) = nmi = Hmz

N N
Observemos que ﬂmi = Hmi, porque para cada i,j € {1,..., N} distintos,
i=1 i=1
m; y m; son comaximales.
N

Dado que ﬂmi es finitamente generado, existe d € N tal que ((m;)¢ C I.
i=1
Para cada 4,j € {1,..,N} distintos m; y m; son comaximales en-

d d
tonces my y mj

Amf = (m;---my)* = (my)* C L.

son comaximales con 4,5 € {l1,..,N} distintos, asi
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Para probar que ¢ es un isomorfismo construiremos ciertos elementos

que nos ayudaran en dicha prueba. Podemos encontrar f; € ﬂmj

1#]
tal que f;(p;) = 1; en caso contrario para cada f € ﬂmj se cumple
i#]
que f(p;) = 0, luego ﬂmj C m;, y asi existe jo € {1,..,N} tal que

i#j
m;, C m;, lo cual contradice al hecho que m;, y m; son maximales. Sea

e; = 1 — (1 — fH4 Existe D; € Klx,y] tal que ¢; = fiD; v e;i(p;) = 1,

d
luego e; € (ﬂm]) . Entonces 1 — Zei =(1—-¢)— Zek € (ﬂmj>d,

i#j i ki
porque para cada i se cumple que 1 —¢; € mé y Zek € mf, ademas
ki
e —el=re;(1—¢)=re(l—fHie ﬂm?-mf = ﬂmf C 1. Sea ¢; la clase de
i#]
KX, .. . KX) /
e; en [ y]' Tenemos &2 = ¢, e;¢; = 0 si i # j yZe_i: 1 en [ Y]. Asi,

K3
las clases €; nos ayudaran a probar que ¢ es biyectiva.

Probemos que ¢ es inyectiva. Antes veamos la siguiente afirmacién, la

cual probaremos mas adelante,

- K
Afirmacién 1.18. Si g € K[x,y] v g(pi;) # 0, entonces existe t € Klxy] tal
_ K
que tg = ¢€; donde g es la clase g en @
Tomemos un elemento f € K[x,y]. Si ¢(f) = 0, es decir, para cada

i € {1,..,N} se cumple que p;(a(f)) = ¢i(f) = 0, entonces para cada
i € {1,...,N} se tiene que a(f) € 10;. Asi para toda i € {1,..., N}, existe
g; con g;(p;) # 0 tal que fg; € I. Por la Afirmacién m, para cada 7 existe

K — - — — K
t; € {);_’Y] tal que t;9;, = €. Asi f=> & f=> tigif =0en @
Veamos que ¢ es sobreyectiva. Como e;(p;) = 1, entonces ¢;(€;) es una

0, S,
unidad en IR donde ¢;(€;)pi(€;) = wi(€ie;) = 0sii # jy i(€;) = 0 para

(2
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i # 7. Por lo tanto

0; .,
Tomemos z = (ﬂ, ey a—N) €]l 700" Por la Afirmacién |1.18, para cada s;
S1 Sn i

— S Klx, _
podemos encontrar {; € K[x,y]| tal que #;s; = € en M, entonces t;a; =
_a; _ a 0; .

e,— = — en . Luego para cada ¢ se cumple
Si Si i
. a
%(Z tjaze;) = pi(tiaie;) = pi(tia)pi(@) = tia; = —,
Si
es decir, o(>_, t;a;e;) = z.
Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. U

Demostracion de la Afirmacion [1.18, Supongamos que g(p;) = 1 y sea
h =1 —g. Tenemos que (1 — h)(e; + he; + ... + h%te;) = e; — hle,;. Observe

que h € m;, entonces he; € I. Por lo tanto §(&; + he; + ... + hd~le;) = & en
Klx,yl

. Esto termina la demostracion de la Afirmacién |1.18

A continuacién mencionaremos propiedades relacionadas al nimero de inter-

seccidn.

Proposiciéon 1.19. Sean f,g € Klx,y], V(f) v V(g) las curvas planas
respectivas de f y g. Seap € V(f)N V(g) e I(p, V(f) N V(g)), multiplicidad

de interseccion en p. Sea O = O,(A?). Las siguentes propiedades se cumplen:

1. Si f y g no tienen componentes en comun que pasen por p, es decir,
f vy g se intersectan propiamente en p, entonces I(p, V(f) N V(g)) € N. En
caso contrario I(p, V(f) N V(g)) = oo.

2. I(p, V(f)N V(g)) =0 siy solo sip ¢ V(f)N V(g).

3. Si T es un cambio de coordenadas y T(p) = q, entonces
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I(p, V(f) N V(g)) = I(q, V(f oT) N V(g oT)) donde foT ygoT de-

notan a los polinomios con este cambio de coordenadas.

4. 1(p, V(f) N V(g)) = I(p, V(g) N V(/))
5. I(p, V(f) N V(g)) > my(f)my(g). La igualdad se da cuando V(f) y V(g)

no tienen tangentes en comin.

6. Si f=T1f"yg=1lg;, entonces

I(p, V(f) N V(g)) = ris;I(p, V(fi) N Vig;)).
i,
7. Para cualquier h € K[x,y] se cumple que

I(p, V(f) N Vig)) = L(p, V(f) N V(g + fh)).

8. Sip es un punto simple sobre V(f), entonces I(p, V(f) N V(g)) = ord}(g).

9. Si f y g no tienen componentes en comun, entonces

S 1{p, V(f) 1 Vig)) = dimx <“f}x’g§ )

DEMOSTRACION: 1. Supongamos que f y ¢ no tienen componentes en

comun. Entonces V(f) N V(g) es finito, por la Proposicién [1.16] se tiene que
K[x, y]

(f.9)
concluye que I(p, V(f) N V(g)) es finito.

es un K-espacio vectorial de dimension finita. Asi del Teorema |1.17] se

Si f y g tienen una componente en comin h, entonces (f,g) C (h),
0 0

Fg & w7

I(p, V(f) N V(g)) > dimg (&) Pero 0l es isomorfo a O,(h) y
Klx, y] Klx, y]

O,(h) < ) donde ) es de dimensién infinita. De la Proposicién
obtenemos que I(p, V(f) N V(g)) es infinito.

luego existe un homomorfismo sobreyectivo de

2. Se tiene que p ¢ V(f) N V(g) si y solo si p ¢ V(f) op ¢ V(g) si
O
(f,9)0

y solo si f es unidad en O o g es unidad en O si y solo si

solo si dimg

0
(f,9)0
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3. Sea T : A*> — A? un cambio de coordenadas con T(q) = p.
Luego T es un homeomorfismo que define un automorfismo de
algebras, 7%, en el anillo de polinomios K[x,y]. Observemos que
m, = {h € Kyl | h(p) = 0} = {h € Kixy] | (hoT)g) = 0} y
m, = {h € K[x,y] | h(q) = 0} = {h € K[x,y] | h(T"*(p)) = 0}. Entonces
T*(m,) = m,. Veamos que T*(f,g9) = (foT,goT), en efecto
T(f,9) = {T"(h) e Kl y] [ he(f,9)}

= {hoT € K[x,y] | para algin a,b € K[x,y|, h = af + bg}

= {(aoT)-(foT)+ (boT)-(goT) | para algiun a,b € K[x,y|}

C (foT,goT).
De manera anéloga, consideramos a 7% !, pues T* es un automorfismo, se tiene

~ - h T*(h hoT
la otra contencién. Definamos 7' : O, — O, como T(E) = T*((s)) = SZT

donde s ¢ m,. Veamos que estd bien definida. Dado que 7%(m,) = m,, es decir,

para cada s ¢ m, se cumple que s o1 ¢ m,, asi T es un homomorfismo bien
definido. Ademés, como T depende de T*, el cual es un automorfismo, entonces
T es un isomorfismo entre O, y O,. Sabemos que T*(f,g) = (foT,go T), asi
T((f,9)0,) = (f o T,goT)O,. Del diagrama

(fOTagOT)Oq‘

y por el primer Teorema de isomorfismo de anillos, obtenemos que ¢ :
OP Oq
—
ker ¢ (foT,go0T)0,

es un isomorfismo, donde el

Kerp = (m o T)7(0) = T (m1(0)) = T~ ((f o T, g 0 T)Oy) = (f,9)0,.
Esto concluye la propiedad 3.
Demostremos las propiedades 4 y 7. Sea h € K[x,y]. Consideremos (f, )0 =
(9, /)0y (f,9)O0 = (f,g+ hf)O. De la definicién de I(p,V(f) NV (g)) se
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cumplen ambas propiedades.
6. Por induccién sobre el niumero de factores irreducibles, sera suficiente probar
que

I(p, V(f) 0 V(gh)) = I(p, V(f) N V(g)) + I(p, V(f) N V(h))

para cualquier f, g, h € K[x,y].

Podemos asumir que f y gh no tienen componentes en comtin, en caso contrario

0 o
(f,gh)O (f.9)

el resultado es obvio. Sea ¢: 0 el homomorfismo definido

por el siguiente diagrama

T Q)
T - (7.9)0
O
(f,gh)O

donde m; y 7y son las proyecciones canodnicas y ¢ o m; = o, asi ¢ esta bien

definida y es un homomorfismo.
O

(f.h

Definamos una aplicacion K-lineal v : 10 —

(f.gh)O
con z € 0.
Veamos que 9 esta bien definida. Tomando zy,2, € O representantes de Z,
es decir, z1 — 20 € (f,9)O. Entonces g(z1 — z2) € (f,gh)0, luego gz1 = gz3,
asi ¥(Z1) = ¥(Zz). Por lo tanto 1) no depende de los representantes. Por la
Proposicién [1.14] es suficiente mostrar que la sucesion
V) " O o V)
(f,n)O (f,gh)O (f,9)0

es exacta.

Verificaremos que 1 es inyectiva. Supongamos que 1(Z) = 0 para z € O, en-
tonces gz = uf + vgh donde u,v € O. Eligiendo s € K[x,y] con s(p) # 0
y su = a, sv = b, sz = ¢ € K[x,y]. Entonces gc = af + bgh en K[x,y], asi
g(c—bh) = af. Como fy g no tienen factores comunes, f debe dividir a ¢—bh,

d,. b
es decir, c—bh = df para d € K[x,y], entonces ¢ = df +bh. Luego z = —f+—h,
s” s
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asi z € (f,h)O. Por lo tanto v es inyectiva.

Por otro lado, se puede ver que Ker ¢ = I'm 1 porque (¢)O C (f,9)0O. Asi se
tiene que la sucesion es exacta.

9. Supongamos que f y ¢ no tienen componentes en comun. Entonces

V(f,g9) = V(f) N V(g) es un conjunto finito de puntos y del Teorema se
Op

) (f7 g)op

. Klx,y . : .
tiene que ——— es isomorfo a H . Viendo a ambos espacios

(1,9) pE V(f)NV(g
como K-espacios vectoriales se tiene que:

. K[Xv Y] . OP
dimg = dimg H

i 0,
— ;dlmK(f’g)op
= > I(p, V(f) N V(g)).

5. Consideremos f y g sin componentes en comun y p = (0,0) € V(f) N V(g),
sea m = m, = (x,y) el ideal maximal de K[x,y]. Sean m = m,(f) y n = m,(g).

La demostracion se centra en el siguiente diagrama

K[X,y]XK[X,y] v Klx,y] K[x, y]

0
mn mm mm—l—n (Iaam—‘,-n7 f’ g)
V) x Q)
0.

(f,9)0 (mmtn f g)0

Aqui ¢ y 7 son los homomorfismos naturales y 1 esta definida por

Y(a,b) = af + bg. Observe que a estd determinado por el siguiente diagrama

K[x, y] : 0
lﬂ'l lﬂ
K[x, y] o 0
(mmtn f g) (mmn, f g)O°

Como V(m™* f g) C {p} y por el Teorema [1.17, o es un isomorfismo.

Ademas se tiene que ¢ y 7 son suprayectivas. Ahora probemos que

K[X7 Y] > K[X7 Y] (] K[Xa Y] © K[X7 y]

0
me mm mm+n (mm+n , f7 g>
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es una sucesién exacta. Bastard probar que ker ¢ = Im 1. Observe que

(mm+n, f7 g) T K[X’ Y]

ker ¢ = —- = (f,9) min = I'm 1. Entonces, de las Proposiciones

[L14y [L.T5]

10 V) 0 Via) = dime (7555 ) = dime (s

_ dimy <K[X, Y]>

mm
~ (m+n)(m+n+1) nm+1) mm+1)
N 2 R

De esto se sigue que

dimg (%) + dimg <%) > dimg(Ker ¢) = dimg(Im 1).
Esto muestra que I(p, V(f) N V(g)) > mn, y que I(p, V(f) N V(g)) = mn
si y solo si ambas desigualdades de la cadena son igualdades. La primera
desigualdad es una igualdad si y solo si 7 es un isomorfismo, es decir, si m™*™ C
(f,9)0. La segunda es una igualdad si y solo si ¢ es uno a uno.

Para probar la propiedad 8 se necesitan definir otros conceptos, por lo que se
hard mas adelante. ]

Observe que el siguiente lema forma parte de demostraciéon de la propiedad 5:

Lema 1.20.

a) Si [ y g no tienen tangentes en comin en p, entonces m' C (f,g)O para
t>m+n—1.

b) La aplicacion 1) es uno a uno si y solo si f y g tienen distintas tangentes en

p-
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DEMOSTRACION: a) Supongamos que f y g no tienen tangentes en comiin
en p. Sean L, ..., L, las tangentes a f en p y My, ..., M, las tangentes a g en
p, las cuales son diferentes por que f y g no tienen tangente en comun, sin
embargo pueden haber repeticiones entre los L; y también entre los M;. Para
cada 4,7 > 0 definamos A; ; = Ly - - - L;M, - - - M; donde L; = Ly, con i > m
y M; = M, con j > n. El conjunto {A4;; | i + j = t} forma una base para
el espacio vectorial de todas los polinomios homogéneos de grado t. Bastard
mostrar que A;; € (f,¢)O paracadai+j>m+n— 1.

Sii+j >m+n—1implica que i > m o j > n. Tomando ¢ > m, se obtiene
que A; ; = Ay oB donde B es un polinomio homogéneo de grado t = ¢+ j —m.
Entonces f = A, + f' donde todos los términos de f’ son de grado mayor o
igual am+ 1. Asi, A;; = Bf — Bf’, donde cada término de B f’ tiene grado
mayor o igual a ¢ + j + 1. Como consecuencia tenemos que f y g generan a
Ajcont=1i+7j>m+n— 1 médulo m*. Por lo tanto, f y g generan todo

polinomio homogéneo de grado t médulo mi*1.

Inductivamente tenemos que
f v g generan todo polinomio homogéneo de grado ¢t médulo m*™! para toda
t>m-+n—1.

Para terminar, mostremos que m’ C (f,¢)O para t suficientemente grande.
Del Nullstellensatz: V(f,g9) = {p,q,..,qs}. FElegimos un polinomio h de
modo que h(g) = 0y h(p) # 0. Entonces Xh y Yh estan en I( V(f,g)), asi
(XR)YN (Y)Y € (f,g) para algtin N € N. Aqui A" es unidad en O, entonces

XN v YN estan en (f, g)O. Por lo tanto m?Y C (f,9)0.

b) Supongamos que las tangentes son distintas y que (@, b) = af + bg = 0, es
decir, af + bg consiste de términos de grado mayor o igual a m+n. Escribamos
a=0ar+ a1+ ...y b=>bs+ bsi1 + ..., podemos suponer que r < m o s < n,
asi af +bg = a,fon +bsgn + -.... Entonces deberiamos tener que r +m = s +n
Y Grfm = —bsgn. En caso contrario se tiene que min{r + m,s +n} > m +n,

entonces 7 > ny s > m, por lo tanto (@, b) = (0,0).
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Pero f,, v gn no tiene factores en comun, asi f,, divide a b, y ¢, divide a a,.
Por lo tanto, s > m y r > n. Asi (a,b) = (0,0).

Para la ultima implicacién, la haremos por contrarreciproca. Si L es una
tangente comun a f y a g en p, escribiremos a f = Lfy, 1y ag = Lg, 1.

Entonces

l/f(m» fm—l) = fgn—l - gfm—l = f.gn—l - Lgn—lfm—l =
= fgnfl _gnflf: 0.

Asi 1) no es uno a uno. O

Para probar la propiedad 8 veamos lo siguente.

Definicién 1.21. Sea R un dominio que no es un campo. Diremos que R es un
anillo de valoracion discreta (AVD) si se cumplen las siguientes condiciones
equivalentes:

1) R es Noetheriano local, y su ideal maximal es principal.

2) Existe un elemento irreducible t € R tal que todo z € R no cero puede ser
escrito unicamente de la forma z = ut™, con u unidad en R y n un entero no

negativo.

Definicién 1.22. Un elemento t como en 2) es llamado el pardmetro uni-
formizador para R. Cualquier otro parametro uniformizador es de la forma ut,
con u una unidad en R. El exponente n es llamado el orden de z, y es escrito

como n = ord(z); definiremos ord(0) = oco.
Por 1ultimo veamos el siguiente teorema.

Teorema 1.23. [4, Theorem 1, pag 34] Sea f € K|[x,y]. El punto p es un
punto simple de V(f) siy solo si O,( V(f)) es un anillo de valoracién discreta.
En este caso, si L = aX + bY + ¢ es cualquier linea que pasa por p que no
es tangente a f en p, entonces la imagen de L en O,( V(f)) es un parametro

uniformizador para O,( V(f)).
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Con las condiciones del Teorema [1.23] para g € K[x,y| se puede considerar el

orden de g en O,(V(f)), denotado como ordf(g) = ord!(g), donde g = n(g)
K[x, y]
(f)

con m:K[x,y] — la proyeccién canénica.

Proposicion 1.24. Sea R un AVD con m su ideal mazimal. Supongamos que

un campo K es un subanillo de R y que la composicion K — R — % es un

isomorfismo. Si (z) = m" para z € R, entonces ord(z) = n y por lo tanto
R

ord(z) = dimg—.

(2)
DEMOSTRACION: Como R es un AVD, existe t € R irreducible (elemento
uniformizador) tal que m = (¢). Entonces m™ = (t"), luego z = ut" para algin
u € R. Dado que R es AVD), se tiene que u es una unidad en R; en caso
contrario, existen v unidad en R y k € N tal que u = vt¥, asi z = vtF*", es
decir, (z) = m"™* C m" contradiciendo que (2) = m™. Por lo tanto, ord(z) = n.

R =
Ahora veamos que ord(z) = dimg—. Bastard probar que {1,¢,¢2,...,t" "1} es

(2)

una base en —.

(2)

n—1

— R : .
Sean ag, ..., a,—1 € K tales que Zaitz =0en (—), es decir, existe h € R tal
z
=0
n—1 '
que Z a;t' = ht". Supongamos que ag # 0, entonces ag = ht" — (ayt + ast® +

=0
ot Ayt =t (M —ay + agt + ... + a,_1t" %), asf ag € m lo cual es una

contradiccion, por que ag es una unidad de R, asi ag = 0. Si a; # 0, entonces
art = ht"™ — (agt? + ast® + ... + ap 11" = 2 (W"? — ay +agt... + a,_1t"3), asi
a; = t(ht" 2 —ay+ast... +a,_1t"3), luego a; € m lo cual es una contradiccion,
por que a; es una unidad de R, de esta forma a; = 0. Inductivamente, se
prueba que a; = 0 para cada i € {0,....n — 1}. Por lo tanto, {1,....t"" '} es
linealmente independiente.
1 R __ R .
Veamos que {1,...,t" "'} genera a —. Sea s € — distinto del cero, existen u
mn mn
unidad en R y m € N tal que s = ut™. Como para cada k € N con k > n se

tiene que m* C m", entonces s € m™ para algiin m < n. Dado u es unidad,
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B R
entonces s = ut™, luego {1, ...,t"‘l} genera a —- COMO K-espacio vectorial.
m
Como la composicion K — R — % es un isomorfismo, entonces las unidades
en R son elementos en K.

Por lo tanto {1,...,t" '} es una base para —.
mn

Ahora recordemos la Propiedad 8.
8. Si p es un punto simple sobre V(f), entonces I(p, V(f) N V(g)) = ord!(g).

DEMOSTRACION: Finalmente probemos la propiedad 8. Podemos suponer que

f esirreducible. Sigeslaimagen de g en O,, entonces ordg(g) = dimK_Opi

(@)0,(f)

por la Proposicion |1.24] Tenemos que M es isomorfo a O =
(@)0,(f) (f,9)0p

I(p, V(f) N V(g)), por la Proposicién [L.5]



18

CAPITULO 1. MULTIPLICIDAD DE INTERSECCION.



Capitulo 2

Interseccién en Superficies.

2.1 Interseccién en el plano.

En este capitulo desarrollaremos el niimero de interseccién en el sentido
anaitico. Aun que este concepto se desarrollé en el lenguaje algebraico, este
no depende de la categoria, algebraica o analitica . Esto se debe por que cal-
culamos dimensiones de espacio vectoriales finitos, es decir, si zq,...,z, son
unos variables e I un ideal del anillo de polinomios Clzy, ..., z,]| primario al

ideal (x1,...,x,) entonces IC{xy,...,z,} es primario a (x1,...,x,)C{z1,...,x,}

. Cloy, ..,z . C{z1,....,zn}
ydlm@( I >d1m(c ([C{xl,...,xn} '

En el capitulo anterior se di6 una definicion del ntimero de interseccién, sin
embargo, [10] y [9] presentan una definicién un poco diferente a la mostrada

en el capitulo anterior.

Definicién 2.1. Sea f € C{x,y} es llamado regular de orden b en'y si la serie

de potencias en la variable y, definida por f(0,y) tiene un cero de orden b.

A lo largo de este trabajo se menciona la parametrizaciéon de curvas

analiticas irreducible. Por lo que se enunciara el siguiente resultado.

Teorema 2.2. [, Theorem on Puiseux series, pag. 126] Sea f € C[[x,y]]

19
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reqular en 'y de orden k mayor o igual a 1. Entonces existe un numero natural

n mayor o igual a 1 y ¢ € Cl[t]] tal que p(0) =0y

[, ¢(t)) = 0 en C[[t]].

Para mayor informacién del Teorema se puede consultar también [9] y

[10].

Definicién 2.3. Sean ¢, = V(f) y 62 = V(g) dos curvas planas, donde €,
es una curva analiticamente irreducible con parametrizacion o1 : C — C? tal

que t — (x(t),y(t)). Definamos el orden de contacto como

C{t}
(gow1)

ord g o p1=dimg¢

Veamos el siguiente resultado importante, que estd en relaciéon con la

Definicién 2.3

Teorema 2.4. [I0, Proposition 4.3.2, pag. 80] Si € = V(f) es una

curva irreducible con parametrizacion oy : C — C2, donde denotemos
Ci{x,y}
(f)

se cumple que cualquier elemento de C{t} de orden mayor que N pertenece al

~ C{z(t),y(t)} = Og. Entonces, para N € N suficientemente grande,

anillo analitico local de la curva Og.

El siguiente teorema relaciona la Definicion [1.13[ con la Definicion [2.3
La demostracion de dicho Teorema fue desarrollada con las ideas del Doctor
Mark Spivakovsky. Antes, veamos el siguiente ejemplo para entender mejor

dichas ideas.

Ejemplo 2.5. Sean 61 = V(f) y ¢ = V(g) dos curvas planas con
f=v*—=2y*3 —4yx®> +xb —x" y g = x> —y3. Tomemos la parametrizacion
de €1, es decir, una aplicacion p, : C — 6, definida por t — (t* % + ¢7).

Entonces
C{t}

8=t —(t°+t")? =ord go ¢, = dim¢ ————.
(gopr)



2.1. INTERSECCION EN EL PLANO. 21

Por otro lado

Ci{xy} _ Cix, v}
(fr9) (1= 2yx —4y"x + ¥ — y9x),x% — y3))
__ Cxy
(v4x2 —y3)

Por lo tanto

- Cl{xy}
dim F.9) = 8.

Consideremos el siguiente diagrama

—C{(}}’)Y} ~  C{t T {1t}
C{x,y} _ C{t*,t° + 17} C{t}
(fr9) — (gop)C{th 6 +¢7} (gopr)

Probaremos que

C{t't°+t"} C{t}
(gop))C{t4t8 + 7} — (go )

como C-espacios wvectoriales. Construiremos wuna aplicacion lineal que

mande bases en bases. Bastard en encontrar B C C{t*;t® + {7} tal que

B~ {1,t,t%,...,t"} C C{t}. Denotemos por
E={n|VheC{' t*+t"},ordh#n} yD={ord h | he C{t* t®+t"}}.

Observe que E representa los drdenes que no estdn en C{t*,t5 +t"} y D los
que si estan.
En el siguiente diagrama representaremos los ordenes en intervalos de longitud

8,
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o{neD|VmeD conm<n,n—m¢al}
OF

©{neD|3ImeD conm<n,n—mée al}

Con otras palabras, las circunferencias concéntricas que estdn de color
de azul representan los oredenes que no estdn en C{t*,t% + ¢"}. La circunfe-
rencia representa los ordenes que aparecen por primera vez en C{t4,t6 + t7}.
Y finalmente, las circunferencias con un circulo pequeno en el centro son los
ordenes que se pueden contruir con algun orden del bloque anterior al que se
localizan estas.

Por otro lado, cada F; recolecta una serie por cada orden que aparece por
primera vez, ejemplo Fy = {t4(t6 + t7), (t5 + t7)2 — t'2}.  Por 4iltimo los B;
representan los ordenes que aparecen por primera vez en cada bloque modulo 8.

Definamos
B=FUF UF,.

Note que el niimero de elementos que hay en B es la misma que {1,t,t2, ..., t7},

esto es por la manera que se fueron eligiendo.

Probemos que m(B) es un conjunto linealmente independiente en
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C{t", 15+ 17}
(g0 @) C{t* 1% + 7}
entonces 0 ¢ m (Fp).

Primero veamos que 0 ¢ m(B). Dado fy < 1 < P2 < 8

Probemos que cada h € B con ord h > 8 se cumple que
h# (% — (t°+t)?®)P para toda P € C{t*,t® + t"}. Sin perdida de ge-
neralidad, tomemos t4(t% +¢7)> — t15(¢5 +¢7) = 2¢* + 3t** + 1*° € B. Si
2% 4 3t 1% = P(t8 — (t5 + 7)) para algin P € C{t*, 15 + "}, entonces
ord P =15, pero ord P =15 € E, lo que es una contradiccion.

La prueba de que m(B) es linealmente independiente es similar para probar

que 0 ¢ m1(B).

C{t", 15 + ¢}
(g0 p1)C{t1, 1% + 47}
Para eso consideremos el siguiente elemento P = t*0+ 1 4412 € C{t4, 16 +17},

Falta ver que m(B) genera como C-espacio vectorial.

observe que t'° +t' € B, el problema es t'2.
Tomemos t4(t® — (5 +t7)3) € C{t*, 1% +¢"}, entonces
ord t'? < ord t'? —t*(t% — (t° +17)*) = ord t*(t° + ¢7)?
m(t?) = m (" — (= + 1)) = m(E(° +11)?).
De la misma manera
A0 T — Bt ) (B — (15 +17)P) = 2% 4+ 3 - #B L 13 (15 + 7)Y,
donde t3(t5 +17) (18 — (15 +17)3) € C{t*, t°+17} y 213+ 3t** +1?® € B. Entonces
(7)) = m (TP B (Ot (15— (1 +17)?)) = m (2P 3B 3 (10 7) ).
Por lo tanto
£10 4 411y 4

m(P)=m w1 (%)
m (¢!

|
3

1(2t23 + 3t24 t25 +t8<t6 +t7)4)

( )+

( ) +

=m0+t +
= (10 4+ M)+ (267 32 1)+ (B (% 7))
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Se prueba mas adelante que para algun p € N, se cumple que cualquier elemento
en C{t} con orden mayor o igual que p pertenece a (g o ¢1)C{t* 1% + t7}.

Entonces w1 (t3(t° + t7)*) = 0, de esta manera

7 (P) = m (¢ + 1) + 7y (2623 + 3¢** 4 ¢%)

C{t*, 15 + 7}
(g 0 @1)C{t* 16 + 17}

Por lo tanto esto prueba que m(B) es una base para
ademds de que
C{th#+t'y C{t}
(gop)C{th 15 +17} — (gop1)

Estas son las ideas que se utilizan para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.6. Sean ¢, = V(f) y 6> = V(g) dos curvas planas. Si €, es una
curva analiticamente irreducible con parametrizacion ¢, : C — C? tal que

t— (z(t),y(t)), entonces

Clay} _ 0 Cl
(f.9) “lgogr)

dim(c

. Cix, i
DEMOSTRACION: Sabemos que % ~ C{z(t),y(t)} 2 C{t} es un mor-
fismo finito, porque C{t} es la normalizacién de C{z(t),y(t)}. Observando el

siguiente diagrama

Coovd o e,

Ci{x,v} _ Clz(t), y()} C{t}

(f,9) — (gow)C{a(t),y(t)} (gow1)’
tenemos
Clxy} _y  Clelthy(v)
(f,9) (g0 p)C{x(t), y(H)}
Sean a = ord gopy y H={t"|i€{0,...,a —1}}, donde H determina una

c{t}

(gowp1)

dim(c

base para
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C{t} Clz(t),y(1)}

y
(gop1) = (gow)C{z(t), y(t)}
finita, bastard con construir B C C{z(t),y(t)} con B y H biyectivos (B ~ H),

C{a(t),y(t)}
(g0 w1)C{z(t),y(t)}

son espacios vectoriales de dimension

Como

tal que m;(B) es una base para

Denotemos por
E={n|VheClzt),yt)},ord h#n}y D={ord h | h € C{z(t),y(t)}}.

Observe que E representa los 6rdenes que no estan en C{x(t),y(t)} y D los
que si estdn. Para cada i € D, sea A; = {h € C{z(t),y(t)} | ord h =1i}. En el

siguiente diagrama representaremos los 6rdenes en intervalos de longitud a.

— M

+++

3833
G- TN T T
L 4+t o
SSS8S SSES SSS

I ne) S38338383 S8

Encontremos los 6rdenes que estén en C{z(t),y(t)} y {0,1,...,ac — 1}, es
decir, {fo, 1, .., B} = DNA{0,1,...,a —1}. Fijando hs, € As para cada
ﬁi S {607/317 "'76[0}7 se define FO = {hﬁz| BZ S {ﬂOaﬁla "'7Blo}}'

— A M
+++
3383
MNA— MNAI—
TV IET L T L
333
STHB 85853553 S888 . SEEE SSS
Teoe—— < — eee s es
R =
Fy

o{ne D |VYmeDconm<n,n—m¢al}
OF

El conjunto {n € D | Vm € Dconm < n,n—m ¢ «aZ}, que son los

puntos blancos del esquema, describe los érdenes que aparecen por primera vez
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en C{z(t),y(t)} en cada intervalo de longitud . Recordemos que el conjunto
E, representado por las circunferencias concéntricos azules en dicho esquema,
son los drdenes que no aparecen en C{z(t),y(t)}.

Consideremos los elementos de D N {«,...,2a — 1} que no son de la forma
a+ f; para i € {0,...,0o}, esto es, {811, Bigras O}t = {a+ri | ry €
En{0,1,2,...,a—1}} N D. Fijemos hg, € Ag, para cada §; € {Biy+1,-- O} ¥
definamos Fy = {hg, | i € {Big+1,--» 51, } }-

— A
+++
3333
A
Ll +4++
I3I33 ggee 333
TR §888888 e - - - - - - - - - S S N
ss = 2 .
Fy = =
Fy
ofneD|VYme Dconm<n,n—mé¢al}

OF

N3t bt & Hecen dhfafbd{n 2 DY%Bm € D con m < n,n —m € oZ)},
que son los puntos blancos con un punto negro en el centro, describe los érdenes
en C{z(t),y(t)} que se escriben como la suma de un orden en C{z(t),y(t)} y

un multiplo de a.

Continuando, para
{Bi+1, B4, Bt ={a+s; | ssi€e En{a,a+1,....,2a—1}} N D

y fijando hg, € Ag, para cada 5; € {B,+1,....0,}, podemos definir Fy =
{hﬂz ﬁl € {5l1+17 "'7ﬁl2}}-

Inductivamente, obtenemos

1B, 1415 Br, a2, B} = {a+s; | s € EN{(n—1)a, (n—1)a+1,...,na—1}}ND
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y fijando hp € Az para cada B € {B, ,+1,--.0,,} se define
Fn = {hﬁz 61 € {Blnfﬂrlu 7ﬁln}}

ofneD|Vme Dconm<n,n—m¢al}
OF

@{neD|3ImeDconm<nn—méeal}

En este punto

o0
p=Ur
i=0
es un conjunto de series cuya imagen bajo la proyeccién

C{z(t),y(t)}
(g0 w1)C{x(t),y(t)}

probaremos mas adelante que determinar un conjunto linealmente independi-

m s Cla(t),y()} —

ente. Primero veamos que B es la union finita de F;. Del Teorema [2.4] existe
N € N tal que cualquier elemento de C{t} de orden mayor a N pertenece a
C{xz(t),y(t)}. Para algin m,r € N con m < r se tiene N = ma + r. Entonces

existe my > m tal que
En{moa,moa+1,...,(mo+ 1) — 1} = @.

Obtenemos {a + s;| s; € EN{moa,mea+1,....(mp+a—1}}ND =2y

Fr,+1 = &. Por lo tanto, el proceso anterior es finito, asi
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B:@E
=0

Por construccion, para cada fj,+; con k € {0,1,2,...,mp}, la k determina
al I al que pertenece la serie h[glkJri; ademds, para alguin r;, 4, se tiene 3, 4, =
(k+ 1)a + 7y, ;. Recordemos también que (), 1; = a + $;,4; con s;, 4, € E.
Veamos que existe una biyeccién entre B y H. Por construccion se obtiene,

lmy = @ — 1. Denotemos por

T = {BO?BI) s aﬂlovﬁl(ﬂrly cee 7ﬁll7ﬁl1+17 s aﬁlg?ﬁlfrla "'76[37 cee aﬂlmo = Bocfl}

el conjunto de los 6rdenes de B. Para cada f,1; € T con k € {0,1,...,mg}
se cumple que f,+; = (k+ l)a + r,4; donde 0 < 7,4 < a, es decir,
r,+: es el residuo de f;,4; médulo a. Sea ¢ : T — {0,1,...,a — 1}
la funcién definida como o(fj,+;) = r,+i. Veamos que o es biyectiva.
Supongamos lo contrario, es decir, ¢ no es inyectiva, entonces existen
k,n € {0,1,....,mo} con n < k tales que Bi1i # Bitj ¥ Tiuri = Thti-
Para algin a € Z se tiene que k = a +n, ast 1 = (k+ Do+ 1,4 =
(n+a+1a+1r,4 = aa+ B, 44, luego ord (g o ¢1)*hs, ., = By, 4. Por otro
lado, ord (go 1) 'hg, ,, = (a—1)a+ f,4; = ka4 ry4; = 5,44, entonces
si,+i € D, pero esto es una contradiccion porque 3,4, = o« + s;,4; con
si+i € E. De esta manera cada 3,4; € T estd en relacién univoca con su
residuo r;,; médulo a. Note que o es suprayectiva por la forma en que se
contruyeron los ;. Por lo tanto, o es biyectiva.

Definamos una funcién ¢ : B — H como ¢(hg, ,,) = 7B+ = ¢u+i - dado

que v esta en funcién de o, entonces v es biyectiva, por lo tanto B ~ H.

Demostremos que la imagen de B bajo m determina una base para
Cla(t). ()}
(9 0 01)C{x(t),y(t)}

independiente.

Probemos que m(B) es un conjunto linealmente

Notemos que 0 ¢ m(B), es decir, para cualquier hg, ,, € By P € C{z(t),y(t)}
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se cumple que hg, ., # (g0 ¢1)P.
Dado que ;i < ... < B, < a se tiene que {mi(hg,),...,m1(hg, )} es un

C{x(t),y(t)}
(g0 p1)C{z(t),y(t)}

Entonces

conjunto linealmente independiente en
0¢ {malhay). s malhs, )}

Sea fj,+; € T con k € {0,1,2,...,mp}, supongamos que hg, . = (gop)P
para algin P € C{z(t),y(t)}. Como fj,+i = « + s,4; con
sp+i € {ka,ka + 1, (k + 1a — 1} N E, asi ord P = s,4;. En-
tonces P ¢ C{z(t),y(t)}, lo cual es una contradiccién al hecho de que
P e C{z(t),y(t)}. De esta manera, para cada 5, ; € T con k € {0,1,...,mo}
se cumple que 71 (hg, ,,) # 0. Por lo tanto 0 ¢ m1(B).

Ahora consideremos una combinacién lineal de los elementos de w(B),

a—1
Sean ag,aq,...,aa—1 € C tales que Zaﬂrl(hgi) = 0, probemos que
1=
ap = ... = aq—1 = 0. Como [y < f1 < ... < i, < «, entonces ag = ... = a;, = 0,
asi
a—1 a—1
Zaml(h&.) = Z CLﬂTl(hgi) =0.
i=0 i=lo+1
a—1
Supongamos que a;,+1 7# 0, luego ord Z ahg, = Biy+1 = a + 141 con
i=lp+1

ro+1 € {0,1,2,...,a — 1} N E. Por otro lado, para algin P € C{z(t),y(t)},
a—1

Z ahp, = (g o v1)P donde ord P = 1,41, lo cual es una contradiccion,

i=lp+1
porque 1,41 € {0,1,2,...,a — 1} N E, asi ;.1 = 0. Entonces

a—1 a—1
0= am(hg)= Y am(hg).
i=lp+1 i=lp+2

«
Ahora supongamos que a;,+2 7# 0, asi ord E ahg, = Big+2 = a + Si42

i=lp+2
a—1
con s+ € {0,1,2,...,a — 1} N E. Como 0 = Z a;m (hg,), entonces
i=lg+2

[0

Z a;hp, = (g o ¢1)P para algin P € C{z(t),y(t)}. Esto ultimo es una
i=lp+2
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contradiccién, porque s;,42 € {0,1,2,...,a — 1} N E, asi q;42 = 0. Con ar-
gumentos parecidos a lo anterior, para cada 3, 4; con k € {0,1,...,mo — 1} se
cumple que a;,4; = 0. Entonces ay = ... = a,—1 = 0, por lo tanto 7 (B) es

linealmente independiente.
Cla(t),y(0)}
(g 0 01)C{x(t), y(1)}

servemos el siguiente lema, el cual se probara méas adelante:

Veamos que 71 (B) genera como C-espacio vectorial. Ob-

Lema 2.7. Existe py € N tal que cualquier serie en C{t}, con orden mayor a

Lo, pertenece al ideal (g o p1)C{x(t),y(t)}.

Por el lema [2.7] existe yo para el cual si P € C{t} con ord P > p se tiene que
m(P) = 0. Por lo tanto bastard probar que cualquier serie en C{z(t),y(¢)}

de orden menor a pg es generada por los elementos de m(B) o es cero en
Cla(t), y(t)}
(g 0 p1)C{x(t),y(t)}

probar lo anteriormente mencionado y que se demostrara mas adelante:

. Antes, observemos el siguiente lema, que nos ayudard a

Lema 2.8. 5i Q € C{z(t),y(t)} con ord Q = a + sq, entonces existe C' €
C{z(t),y(t)} tal que ord Q < ord (Q —C(go¢1)).

Note que m(Q) = m(Q — C(g o ¢1)), v este proceso se puede repetir hasta

llegar a

ord (@— (Zci(gom)) > pio 6 ord (Q— (Zci(gow)) €T

para algunos Cy, Cy, ..., C, € C{z(t),y(t)}. En otras palabras, podemos cons-
truir series cuya imagen bajo m; es cero o su orden es un elemento de 7.
Veamos que para cualquier P € C{z(t),y(t)} con ord P = X\ < o se cumple

lo siguiente:

m(P) € span(m(B)) 6 m(P) = 0.
Sea P € C{z(t),y(t)} con ord P = X\ < pyg, entonces A € T o A € D\ T.
Cuando A € D\ T, del Lema existen C1,...,C, € C{z(t),y(t)} tales que

A<ord | P— ZC’AgogpQ), ast

i=1
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ord (P —) Cigo ¢1)> eT éord (P —) Cilgo g01)> > L.

i=1 =1

Si ord (P - ZC&(Q o 801)> > g, se tiene
i=1

m(P) = m <P — Z Ci(g o @1)) =0.

n

En el caso de que ord (P — ZC’i(g op1) | € T, bastara analizar cuando
i=1

A €T, porque m(P) = m (P — Z Ci(go gpl)>.
i=1

Cuando A € T', existe hy € B = [j F; ={hg, | B; € T} |, tal que para algin
ay € C se tiene A\; = ord (P — a,\h50> A. Denotando P, = P — ayh), podemos
escribir P = ayhy + P,. Observemos que \; > g 6 A\ < pg.

Si A1 > o, entonces m(P) = mi(axhy + P1) = aymi(hy), asi m(P) €
span(m1(B)). En caso contrario, es decir, A\; < g, se tiene \y € T 6 A\ € D\T.

Primero, analicemos el caso cuando \; € D \ T. Por el Lema existen

Ci,...,Cp € C{x(t),y(t)} tales que \y < ord | P, — Z Ci(go 4,01)>, entonces

=1

ord (Pl—ZCZ(g0¢1)> eT 6ord (Pl—zcz(g0@1)> > Ho-

1=1 i=1

Siord <P1 - Z Ci(go g01)> > o, se sigue

=1

71 (P) = mi(arhy + Pr)
= aymi(hy) + 7 (Pl - Zcz'(g ° 901)>

== a/\ﬂ'(h)\),
por lo tanto, m(p) € span(m(B)).

Ahora si ord | P, — ZCi(gogpl)) € T, serd suficiente analizar cuando

=1
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MeT.

Si Ay € T, existen hy, € By ay, € C tales que Ay = ord (P, —ay, hy,) > A1, asi
A2 > pig 6 Ay < pp. Denotemos P, = P, — ay, hy,, entonces P, = ay, hy, + P,
luego P = ayhy + ax, hy, + Ps.

Si Ag > g, se tiene

m(P) = mi(ayhy + ax, hy, + P)
= aymi(hy) + ax,m1(hy,),

asi m(P) € span(m(B)). En caso contrario (Ay < pp), o bien \y € T 6
Ay € D\ T. Supongamos que \y € D\ T Por el Lema existen (4, ...,C, €

C{x(t),y(t)} tales que Ay < ord <P2 — Z Ci(go g01)>, asi

i=1

ord <P2_ZCZ'(90901)> €T 6ord (PQ—ZCi(gocpl)> > L.

i=1 i=1

Siord (Pg — Z Ci(go gol)) > 19, entonces

i=1
7T1(P) = 7T1(a)\h>\ + a)\lh)\l + Pg)
= CL)\7Tl<h)\> + CL)\17T1(h)\1> + T <P2 — Z Cz(Q o 901)>
=1

= CL)jT(h)\) + (I)\lﬂ'l(h)\l),
por lo tanto, m(p) € span(m(B)).

n
El caso cuando ord | P, — Z Ci(go <p1)> € T, se reduce a analizar cuando
i=1
Ay € T repitiendo el proceso anterior.

Por construccién, observe que si ¢ < j se tiene \; < A;. Observe que el

procedimiento anterior se puede repetir una cantidad finita de veces, porque

Ai € T donde T es un conjunto finito. Ademds, para algin n € N,

ord <Pn+1 — Z Ci(gowr) | > po donde P,y 1 — Z Ci(gop1) es determinado
i=1 i

-1
por el procedimiento anterior y el Lema[2.8] Considerando {A, A, Ag, ..., A} C
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T como las construidas anteriormente, es decir, A < A\ < Ay < ... < A, < ﬁlmo
donde A = ord Py A\; = ord P, para cada i € {1,2,...,n}, con A, el maximo
orden que podemos construir en P. Asi ord P,y1 ¢ T, luego ord P, 1 > 1o 6
ord P,y1 < po. Siord P,y1 > pg se terminé la demostracion. En caso de que

ord P11 < pg, por el Lema existen C1,...,C, € C{z(t),y(t)} tales que

A, < ord <Pn+1 — Z Ci(g o) |, entonces

=1

i=1 =1

ord (Pnﬂ — ZCi(g o <p1)> eT 6ord (Pn+l — Zci(g o S01)> > [o-

Notemos que ord | P41 — ZCi(g o g01)> € T es imposible, porque A\, <

i=1

ord (Pn+1 — Z Ci(go cpl)). Asi ord (Pn+1 - Z Ci(go @1)) > pg. Por lo

i=1 i=1
tanto los \; determinan un conjunto finito en 7'

Esto prueba que 7 (P) € span(m(B)).
Clz@®),y®)}
(g0 p)C{x(t), y()}

Entonces 7 (B) es una base para el C-espacio vectorial

Por lo tanto,

Cloyt_ . Cit)

dime gy =M o o)

O
Demostracién del Lema [2.7] Consideremos pip = N + « con N como en
el Teorema y P € C{z(t),y(t)} con ord P = X\ > po. Observemos que
go @1 = t"Uyo,, v P =t up en C{t} donde ug0,, y u, son unidades en C{t}.
Asi

P = t*t"up

Uu
T A—« P
=t ugosolt
Ugogp,
u
. A—« P
=go Wlt )
Ugoyp,

luego ord poolP N o> N, de esta manera t’\_"‘u;‘—i e C{z(t),y(t)}.
Ugop, e

Finalmente, P € (g o p1)C{x(t),y(t)}.
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Ahora probaremos el Lema [2.8 Sea @ € C{z(t),y(t)} con
ord Q@ =a+sg donde sge€ DN{ka,ka+1,.., (k+1)a—1}. Como
sg € DN{ka,ka+1,... (k+1)a—1}, existe H € C{z(t),y(t)} tal que
ord H = sg, entonces ord (g o ¢1)H = ord (). Por otro lado, tomemos
a,b € C con a,b # los coeficientes iniciales de () y g o 91 H respectivamente,

H
definiendo H' = GT, el coeficiente del monomio inicial de (g o p1)H' es a, asi

ord Q < ord (Q —H'(gop1)).

Observacion 2.9. Si las dos curvas planas son analiticamente irreducibles, el
numero de interseccion definido en el capitulo anterior y los drdenes de go py,

y [ o peg, Son iguales, es decir:

OTd gngcgl = I(p7 V(f) N V(g)) = OTd fo (10%2’

esto es por la propiedad conmutativa del nimero de interseccion, entonces

ord go g = ord f o pq,.

2.2 Numero de interseccion de curvas en una
Superficie

En esta seccion se busca generalizar propiedades y resultados sobre el niimero
de interseccién en el plano, las cuales vimos en el Capitulo 1 y la seccion

anterior. Analicemos el ejemplo siguiente:

Ejemplo 2.10. Sean V(f1, fo) = €1 y V(g1,92) = €» dos curvas en C3, donde
fi=v2—2° fo=x2+2y% g1 =2y go =y> —x'. Observe que:

Cl{x,y,z} C{x,y} _ Ci{xy}

~

<Z7 y3 - Z57X2 + 2y37 y2 - X7) (X27 y2 - X7) B (X27 y2)

Entonces

C{x,y,2} _ i SV

di
e (y3 - Z57X2 + 2y37 Z, y2 - X7> . (X27 y2)
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Tomemos la parametrizacion de €., es decir, una aplicacion @, : C — C3
definida por t — (\/2t'°, —t1°, —%). Esta paramentrizacion define un morfismo
de anillos ¢} : C{x,y,z} — C{t} de la siguiente manera: g — ¢i(g) = goys.
Ast i(g1) = 1 y @i(g2) = 1 — V2, luego

min{ord g, o 1, ord gso g1} =6 # 4.

Por otro lado, consideremos la parametrizacion de %5, definida como
o : C— C? donde t — (t*,—t7,0). Obtenemos el morfismo de anillos
o5 1 C{x,y,2z} — C{t} definido por f +— i (f) = f o s  Entonces
e5(f1) =t y p3(fa) =1 — 2621 = 14(1 — 2¢'7), luego

min{ord fi o vg,,ord fy0pq} = 4.

C{x,y, 7}
(fh f2,91,92)'

Este ejemplo dice que el Teorema [2.6/no es valido en C" cuando n > 2. Esto

Esto ultimo coincide con dime

se debe al espacio “extra” que se tiene. Como la Definicion y la Definicién
dejan de ser iguales, nos preguntamos

. qué es un nimero de interseccion en C" paran > 27

,cudl de las dos determina un nimero de interseccion?

Para evitar las preguntas anterirores, nos enfocaremos a encontrar condiciones
para que el Teorema 2.6 se cumpla.

A diferencia del plano complejo, las curvas de la superficie S C C™ no solo
son determinadas por una funcién, sino por un ideal. Asi que nos limitaremos
a una funcién y un ideal primo, es decir, sean %7, %> dos curvas en S donde
Os.0 = % con p un ideal primo y Og, o = % con G € Og, donde Og es
el anillo analitico local de la superficie S'y O, o es el anillo analitico local de

la curva %..
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Ademas, consideraremos que %7 y % no tienen componentes en comun, es
decir, €1 N %, = 0. Entonces (p,G) es un ideal mg-primario, donde mg es el
ideal maximal del anillo Og.

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.11. Tomemos la superficie V(zx,zy) = S C C3. Consideremos el
ideal (x —y,z) C Ogp y la funcion G =x € Ogg. Note que

O
=20~ Cfx}
(X -y Z)
que es un domio entero, por lo que (x —y,z) es un ideal primo en Ogg. Sea
1 : C — 6 una paramentrizacion de €, = V(x —y,z) C S definida como

©1(t) = (,t,0), asi el ord x(¢1(t)) = ord t = 1. Por otro lado

O
S’O — C
(x—vy,2,x)
ast
dimg Os0 =dimc C=1.
(x —y,2,X)
Por lo tanto,
. Os,0
d t))=d —_—
ord x(p1(t)) imc G—v.2)

Observe que en el Ejemplo no se necesitaron condiciones para la su-
perficie, se llegd a la conclusién solo tomando un ideal primo y una funcién en
el anillo asociado a la superficie.

Una de las herramientas que nos ayudaran a probar un resultado similar al
Teorema [2.6| es la multiplicidad de un ideal m-primario en un anillo. Para

entender mejor el Ejemplo [2.11| recordemos algunos conceptos antes.

Definiciéon 2.12. Decimos que un R-mddulo M # 0 es simple si no tiene

submodulos distintos a 0y M.

Definicién 2.13. Sea R un anillo y M un R-modulo. Una cadena
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M:MODMlDMQD...DMTZO

de submodulos de M es llamada una serie de composicion de M si todo
M;/M;yq es simple; v es llamado la longitud de la serie de composicion, lo

cual denotamos como [(M).
Las siguientes observaciones se encuentran en [7].
Observacién 2.14.

a) Si una serie de composicion M eziste, su longitud es un invariante de M e

idependiente de la eleccion de la serie.
b) Si M no tiene una serie de composicion, entonces (M) = oc.

¢) La existencia de una serie de composicion en M es equivalente a que M

sastisface las condicion de cadena ascendente y descendente.
d) Si N C M es un submddulo, tenemos {(M) = I(N) + I(M/N)

Continuando, como pCOgp e un ideal  primo, defi-
namos p1:C—@6CS una  parametrizacion de 61 como

01(t) = (21(t), 22(t), ..., x,(t)). Lo cual nos lleva al siguiente diagrama

O
Os0 Oz 0 C{t}

(h, @) (Gow)C{ay(t), xa(t), ... n(t)} (Gowpr)

Note que C{t} es un C{xy(t), z2(t), ..., ,,(t) }-mbdulo finito, por que C{t} es la
normalizacion de O, o. Ademads, (p, G) es un ideal mg-primario con mg el ideal
maximal de Ogp, por Nullstellensatz. Asi (G o ¢p1)C{z1(t), x2(t), ..., xn(t)} es

un ideal mg, -primario, por que 7 : Og9 — O, o es la proyeccién candnica.
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Ahora toca definir un concepto que es necesario para poder continuar, la mul-
ticiplidad de un ideal m-primario en un (R, m) anillo local Noetheriano. En [7]
y [9] desarrollan este concepto con médulos. Como este trabajo no se especia-
liza en dicho concepto, solo usaremos algunos resultados. Todas las hipdtesis

presentes en dichas referencias se cumplen en nuestro trabajo.

Proposicién 2.15. Si (R,m) es un anillo Artiniano local, entonces

l (q”“M) < 00, donde | denota la longitud de un R-modulo y q es un ideal
m-primario.

Definicién 2.16. Considerando las condiciones de la Proposicion [2.15, Se
define la serie de Hilbert P(M,t) de M por la formula:

mM@:§]<E%M)wemw.

n=0
Teorema 2.17. [1l Teorena 11.1, pag. 132] La serie de Hilbert P(M,t) es una

funcion racional en t de la forma

f(t)
[Tia (1 —2%)

donde f(t) € Z[t].

Observacion 2.18. FEspecialmente simple es el caso dy = ... = d, = 1, ten-
emos P(M,t) = f(t)(1 —t)™"; si f(t) tiene a (1 —t) como un factor, podemos

cancelarlo, escribiendo a P(M,t) como
P(M,t) = f(t)(1 =)~ con f € Z[t] y d > 0,

y si d >0 entonces f(1) # 0. Escribiendo d = d(M), asi
>\ (d+n-—1
1—t)" = t. 2.1
=S () 2.)

Note que el orden del polo P(M,t) en t = 1 se designard por d(M). Este

proporciona una medida del “tamano” de M.



2.2. NUMERO DE INTERSECCION DE CURVAS EN UNA SUPERFICIE39

Corolario 2.19. [Il, Corolario 11.2, pag. 132] Si cada d; = 1, entonces para
todo n suficientemente grande, la longitud de un mddulo es un polinomio en

“n” de grado d — 1 con coeficientes racionales.

Observacién 2.20. Sean (R,m) un anillo local d-dimensional, M un R-

modulo finito y q un ideal m-primario de R. Del Corolario (2.1

e d , R
l (wilM) = + (términos de menor orden),

con e € 7.

Definicién 2.21. Con las condiciones de la observacion anterior, notemos
e como e(q,M). Ahora e(q,R) = e(q) se define como la multiplcidad de q.
Ademdas, nos refiriremos a la multiplicidad e(m) del ideal maximal como la

multiplicidad del anillo local R.

Definicién 2.22. Si M es un R-mdodulo definamos la dimension de M por

R
(mn(]\/[))

dimpean M = dimpu(

Este ntimero tiene las siguientes propiedades.

M

). En particular si d = 0 entonces e(q, M) =

2) e(q, M) > 0 si dimpy M =d,ye(q, M) =0 si dimp M < d;
3) e(q", M) = e(q, M)r;
4) si qy q' son ideales m-primarios y q D q' entonces e(q, M) < e(q’, M).

Una interpretacion geométrica de este concepto es tomar un variedad
analitica en C" de dimension d y un espacio lineal de codimensién comple-
mentaria a este, ambos ubicados en el origen. Consideremos que el espacio

lineal no sea tangente a la variedad y para un € > 0, perturbemos dicho espacio
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lineal. La interseccién de este espacio lineal paralelo al ubicado en el origen y
la variedad es un nimero finito de puntos, el cual coincide con la multiplcidad
del ideal maximal en la variedad. Esta interpretacion tiene sentido en el ambito
local, en particular el analitico local.

El siguiente resultado nos ayudara a probar que

Os0 = dim —C{t}
(p.G) “(Gog)

Definicién 2.23. El rango de un modulo M sobre un dominio entero R es el

dim(c

numero mazimo de elementos de M linealmente independientes sobre R.

Teorema 2.24. [7, Teorema 14.8, pag. 109] Sean (R, m) un dominio entero
Noetheriano local, q un ideal m-primario en R y M un R-mddulo finito; en-

tonces
e(q, M) = e(q)s
donde s = rank M.

Recordemos el siguiente diagrama

0
P Clnma(t). (O} C{1)
Oso0 Og1.0 ot

(b, &) (Gop)C{r(t), w2(t), ., wa(t)} (Gowpr)

Tenemos que C{t} es un C{z;(t),z2(t), ..., x,(t) }-mbdulo finito, (p,G) es un
ideal mg-primario y (G o ¢1)C{z1(t), z2(t), ..., x,(t)} es un ideal my, -primario.

Del Teorema se tiene que

e((G o 1), C{t}) = e((G 0 01)C{a1(t), 22(t), .. zn(t) })s

donde s = rank C{t}.
Veamos que el rango de C{t} es 1. Notemos que t es linealmente independi-

ente en C{t} como C{zy(t), z5(t), ..., z,(t) }-médulo, porque para cualquier p €
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C{z1(t), z2(t), ..., x,(t)} distinto de cero, tp # 0 en C{t}. Sea {t,q} C C{t},
probemos que no es un conjunto linealmente independiente. Sean § = ord g
y para algin N € N tenemos que para toda serie de orden mayor a N
pertenece a C{z1(t),z2(t),...,x,(t)}. Tomemos f & C{z1(t),x2(t),...,xn(t)}
tal que ord f = N + 1. Definamos h = %, entonces ord h = N + 3, luego
h € C{x\(t), z2(t),...,x,(t)}, asi

t(=h)+ fq=—th+ fqg=—fq+ fqg=0,

entonces el rango de C{t} como C{z(t), z2(t), ..., x,(t)}-mbdulo es 1. Por lo

tanto,

e((G o 1), C{t}) = e((G 0 p1)Clan (t), 22(t), ..., zn(t) }).

Oso C{t}
5,G) 7 ([Gop)

Por Nullstellensatz, son espacios vectoriales de dimensién

finita, asi
C{t}y \ _ i C{t}
(Goms) = Gom 22)
y
l( C{z1(t), z2(t), ... zp(t) } ) — dime C{z1(t), z2(t), ..., zn(t) }
(G o p1)C{z1(t), 22(t), .., zn(t) } (G o p1)C{z1(t), 22(t), ..., zn(t) }
= dimc Os0 .
(p, G)

(2.3)

Con lo anterior, veamos algunos resultados que relacionan la longitud de

un modulo y la multiplicidad de un ideal m-primario en un anillo.

Teorema 2.25. Sean (R,m) un anillo Noetheriano local d-dimensional,

x1,...,xq un sistema de pardmetros de R y q = (x1,...,x4); entonces

l (g) > e(q),

R
y st ademds x; € m” para todo i, entonces [ <E> > l/de(m).



42 CAPITULO 2. INTERSECCION EN SUPERFICIES.
Necesitamos la igualdad, para esto veamos los siguientes conceptos.

Definicién 2.26. Sea (R,m) un anillo Noetheriano local r-dimensional. Si
aip, ...,a, € m genera un ideal m-primario, {as, ..., a,} se llama un sistema de

pardametros de R.

Definicién 2.27. Sea (R,m) un anillo Noetheriano local r-dimensional. Un
ideal de R se llama un ideal de parametros si es generado por un sistema de

pardmetros.
Para mayor informacién de los siguientes conceptos se puede encontrar en [2]
Definicién 2.28. Sea (R,m) es un anillo local

1. Una sucesion fi,..., f. de elementos en m es llamada una sucesion regqu-

lar st f1 no es un divisor de cero de R, y f; no es un diwvisor de cero de

R
(fh "'7fi71>R

2. La profundidad de R, depth(R) es la longitud maximal de una sucesion

para v = 2,3, ...,7.

reqular. Estd bien definida.

3. Un anillo R es llamado Cohen-Macaulay, si la profundidad de R es igual

a la dimension de R.

Teorema 2.29. [2, Teorema 2.1.3, pag. 58| Sean R un anillo Neotheriano local

y f € R no es un divisor de cero de R, entonces

R
R es Cohen-Macaulay si y solo si — es un Cohen-Macaulay.

(f)

Teorema 2.30. [7, Teorema 17.11, pdg. 138] Las siguientes condiciones sobre

anillos Noetherianos locales (R, m) son equivalentes:
1) R es un anillo Cohen-Macaulay;

2) e(q) =1 (?) para cualquier ideal de paramétros q de R;
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3) e(q) =1 (?) para algin ideal de paramétros q de R.

Como (G o ¢1)C{xy(t),z2(t),...,z,(t)} es un ideal my -primario, en-
tonces es un ideal de pardmetros en C{xi(t),x2(t),...,z,(t)}. Del
mismo modo tenemos que (G o ¢;) es un ideal de pardmetros en
C{t}.  Ademds, C{z1(t),x2(t),...,x,(t)} es un anillo Cohen-Macaulay
porque %:C{xl(t),mg(t),...,xn(t)} con p un ideal primo en Ogg y
dimkmllocz,g = 1. Por el Teorema , obtenemos que

cit)
l ((G o)

) — (G o). Cit})

= e((G o p)C{ay(t), 23(t), .- (1) }) (24)
_ ( C{x1(t), z2(t), ...,z (t)} ) '
(G o 1) C{x1(t), 22(t), ..., w0 () }
De las ecuaciones [2.2] [2.3] y [2.4] tenemos
Oso = dimc D410
(G o p1)C{ay(t), z2(t), ..., zn(t)}

(».G)
g ( C{z1(t), ma(t), ..., zn(t) } )
(G o p1)C{a1(t), xo(t), ..., zn(t)}

:l(«? iio)

C{t}
(Gogr)

Con todo esto hemos probado el siguiente resultado

dim(c

= dzmc

Teorema 2.31. Sea S C C", conn > 2, una superficie y Ogq el anillo local de

S. Tomando €1,%> C S curvas en S, donde €, y 6> no tienen componentes

O O
en comun. Sean O¢, o = % para algin ideal primo p C Ogo y Ogyo = (?S’;)
con G € Ogp. Sip1: C— € C S es una parametrizacion de 6, entonces

. Os,0 . C{t}

dimc ~— = dim¢ .
(r, G) (G o)

Este teorema es mas general que el presentado al inicio de este capitulo, es

decir, el Teorema [2.6| es un corolario del Teorema [2.31



44 CAPITULO 2. INTERSECCION EN SUPERFICIES.

Nuestro reto es hacer una generalizacion de una propiedad del niimero de in-
terseccion, que fue presentada en el Capitulo 1 de este trabajo. Antes veamos

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.32. Sea S una superficie con el anillo asociado

C{x,y,z,u}

(y2 — zx2,yz — ux, z2x — uy,u? — z%)’

Os0 =

)

Six —z,u € Ogy, entonces

OS,O ~ C{X,y,Z,U}
(x —z,u) (y2—2zx%,yz — ux,z?x — uy,u? — z3,x — z,u)
C{y, z}
N (y2 - ZS,yZ, ZS)
o .z}
T (v yz,2%)
asi
di C{X7Y7Z7u} — di (C{Y7Z} 4
L S e S 2w _ 2 _ .3 o _ = atme 75 3\

Por otro lado, tomando la descomposicion primaria de

(v? — zx*,yz — ux, z’x —uy,u® — 7%, x — z) =

= (x—2zy—u,x —u})N(x—zy%,x* xy ),

definamos ¢ :C — € como t (3 t3,t3t%) una parametrizacion
de la  componente  irreducible € = V((x—z,y —u,x> —u?)) de
V((y? — 2x?, yz — ux, z*x — uy, u? — 23, x — 2)).

Ast, ord (uo)(t) = ord 3 = 3, luego dimc Ct{st}

C —C{y,Z} 75 dim(c %

La superficie presentada en este ejemplo es desarrollada en [3], donde se

= 3. Por lo tanto,

prueba que es una superficie irreducible pero que no es Cohen-Macaulay. Uno
de los problemas expuestos en este ejemplo, fue cuando tomamos funciones en

el anillo asociado a la superficie y la descomposicién primaria de alguna de
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estas; la componente irreducible puede presentar una componente encajada, lo
cual dificulta el calculo del niimero de interseccion.

Una solucién posible es considerar a S C C" como una superficie Cohen-
Macaulay, evitando asi a las componentes encajadas que puede presentar una

curva. Veamos el sigueinte ejemplo.

Ejemplo 2.33. Sean S = V(x? + y? + 2z3) C C? la superficie Cohen-Macaulay
y z,x € Og funciones, ademds dichas funciones determinan dos curvas 6, =

V(z, x> +y?+73) y 6o = V(x, x> +y?+723) en S, respectivamente. Observemos

que
OS,O ~ C{Xa Y, Z} ~ C{y}
(x,2)  (xz2x2+y24+23) (v}
Entonces
. Os0 . C{Y}
d — = = 2.
M) T )

Consideremos la descomposicion primaria de
(ZaX2 + y2 + Zg) = <Z7X + IY) N (Z7X - IY)

Note que (z,x +1iy) y (z,x — iy) son ideales primos.

Por otro lado,

Cloy.zsd Oy} o, Cluva  Cly) .

(x,z,x+1iy) — (y) (x,z,x —iy) — (y) ’
entonces
C C
dz’mc—{X’ Y Z} =1y dz’mc—{x’ Yy Z} =1,
o x+ 1) (7% — 1)
ast
C C
dime S0y 2 g By
<X7Z>X+IY) (X7Z>X_ IY)

por lo tanto

=d
<X7 Z) e (Xa Z,X + ly) (X7 Z,X — IY)

dim(c OS,O . C{Xv y, Z} + dlm(c C{X> Y, Z}



46 CAPITULO 2. INTERSECCION EN SUPERFICIES.

Del ejemplo anterior podemos pensar en un resultado similar a la propiedad

de la suma del ntimero de interseccién, el cual probaremos a continuacién. Sea

C ey Ty _
S C C" una superficie Cohen Macaulay y Ogo = {xl’x;’ nk el anillo
s

O
local de S. Tomando F,G € Ogpy Oy = % el anillo local de la curva

% C S. Supongamos (F,Ig) = p; N ps la descomposicién primaria de (F) Ig)

. . O,
en C{z1, 29, ...,x,} = O,, donde dimpuy Ogo = dimpru — =1
K3

Para probar la propiedad de la suma necesitaremos el siguiente resultado:

Teorema 2.34. [I, Teorema 14.6, pag. 108] Si 0 — M' — M — M" — 0 es

una sucesion exacta de R-modulos finitos, entonces
e(q, M) = e(q, M’) + e(q, M").

Observemos el siguiente diagrama

On 0, 0O, O,
_>

— — D — — 0
P10 P2 P P2 p1+ P2
O, O O O,
_>

— —* paracada i, y 7 : "
P10 p2 P P10 p2 p1+p2

proyecciones candnicas, entonces cada parte de la sucesién anterior es un

las

Considerando m; :

Og o-moddulo.

O, 0, 0,

— — & — se
P11 p2 T

define como H +— (my(H), m(H)). Probemos que ¢ es inyectiva. Si H € Kery,

entonces (0,0) = p(H) = (m(H),m(H)), asi m(H) = 0y m(H) = 0, luego

Veamos que la sucesién es exacta. Notemos que ¢ :

H e p, y H € p,y, de esta manera H € p; N py, por lo tanto ¢ es inyectiva.
0, 0O, O,
D — =
P P2 p1+p2
(7T1(H1),7T2(H2)) ’—>7T(H1) —’/T(HQ). Para cada i = 1,2

Observemos que (0 se define como

0., mn O
P10 P2 - r
- A

On

P1+ P2
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n

n -7 s . . .
con p; 1 — — la proyeccion canodnica, define un diagrama conmutativo,

pi P1+p2
por lo que 9 esta bien definida. Veamos que Ker ¢ = Im . De la manera
que se define ¢ se puede ver que 1) o ¢ = 0, entonces I'm ¢ C Ker . Si

(m1(Hy), m2(Hs)) € Ker 1, entonces
0 =¢((mi(H1), m2(H2))) = w(Hy) — 7(Ha)

asi Hi — Hy € py + po, es decir, para F; € p; vy Q,P € O, se tiene que
H, — Hy, = F1Q + F3P, luego H = H, + F1QQ = Hy + F, P, de esta manera

p(H) = (mi(H),m(H)) = (m(Hy — F1Q), ma(Hy + F2P)) = (m1(Hy), m2(Ha)),

por lo tanto, Ker ¥ = Im .
Finalmente,  probemos que 1 es sobreyectiva. Para cada
O

n Oy .
(m1(Hy), mo(Hs2)) € — @& — se tiene que
P1 P2

Y(mi(Hy), ma(Hy)) = w(Hy) — m(Hy) = n(Hy — Ha)

y del diagrama anterior, m es un morfismo sobreyectivo, con lo que v es un
morfismo sobreyectivo.

Por lo tanto,

0, 0, 0, O,
_>

— — — — 0
P11 P2 P P p1+ P2

es una sucesién exacta.
Veamos que cada Og p-mddulo de la sucesion exacta es finitamente genera-

do. Para esto, el siguiente resultado sera de mucha ayuda

Proposiciéon 2.35. Sea 0 — M’ — M — M" — 0 una sucesion exacta de

R-mddulos. Si M’ y M" son finitamente generados, entonces M también lo es.

Con esto bastara probar que es un Og o-médulo finitamente gene-

P1+ P2
rado.

Para esto, consideremos el siguiente teorema
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Teorema 2.36. [9, Theorem 3.2.10, pag. 89] (Teorema General de la division
de Weierstraf3) Sean R y S C-dlgebras analiticas, ¢: R — S un morfismo
de C-dlgebras. Podemos ver a S como un R-mddulo. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

1) S es un R-mddulo finitamente generado

2) dimg S < 00.

mRS
0, O, )
Tomando 7 : — un morfismo de C-algebras, solo hay que
piMp2 p1+P2
demostrar que
On
dimc Lpzo < 00.
mge -
€0 p1+p2

Sabemos que p; + p es un ideal m-primario, por Nullstellensatz,

e O y . 0 —Ou_
dimg " < o0. De la proyeccién canénica p : +” — "1“’20
i Pt be LE Mo p1t+p2
se tlene que:
On
dim(c n — dim(c Ker P+ dim(c Im p = dim@ Ker P+ dim(c Pl-HJzo .
P1+ P2 mo(gﬂopl+p2
On o
; p1+p2 , n , .
Entonces, dimc 0. < 00, asl es un O g-moddulo finitamente
MOw 05713 P14+ po

p1+p2

O O
generado, luego, de la Proposicién [2.35] tenemos que p—" @ p—n es finitamante
1 2
generado. Por lo tanto, la sucesién exacta es de Oy p-modulos finitamente ge-

nerados. Como el ideal (F, G)Og es mg-primario, del Teorema obtenemos

que

: <(F, )04, 2 0 o—)  e((F.G)0g, 04) + ¢ <(F, )0y, O )

P1 Pa P1+ P2

Notemos que la dim g, =

< 1. Por la propiedad 2 de la multiplicidad

0,
P14+ P2

1+ P2

(e), tenemos que e | (F, G)Og,

) = 0. Asi,

0, 0,
‘ (<F, @06, 2 & —) — ((F.G)04,0).

P1 P2
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O
. . . . . n ’ n
Consideremos p; ideales primos y dimguy Ox o = dimygruy — = 1, asi — esun

K3 7

anillo Cohen-Macaulay, ademés, (F, G)% = (G)p—n es un ideal de parametros.
Z 0, 0, 0, .0,

Por la forma que se define ¢ obtenemos que (F,G)— & — = (G)— & (G)—,
P P2 p1 P2

por el Teorema tenemos que:

0, 0,
6((F, G)Og),o%ﬂ) =€ ((F, G)O(g,p— D )

L P

0, 0O,
_@_
=1 P1 P2
O O
G)— o (G)—=
@) 0 ()]
On On . (2.5)
_ P1 2
o e
p1 )
On On
G)—= G)—=
( )Pl ( )P2
Para la pentltima igualdad del esquema [2.5, tomemos las siguientes
n OTL
proyecciones canonicas 17 : % — plo y N % — on , definamos
oo P o
p1 P2
O, O,
O, O N s
PL o P2 omo (Hy, Hy) v (m(Hy), ns(Hs)), dado

A — = —
0, 0,

que X depende de las proyecciones, se tiene que A es suprayectiva. Por lo tanto,

O, 0, O, O,
_EB_ - -
P1 Pa ~ P1 @ P2
Krd o @2
P1 Po

Note que Ker A = (G)% @ (G)%, por lo que obtenemos dicha igualdad.
1 2

Para la tdltima igualdad del esquema [2.5] consideremos la siguiente sucesion,
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P1 P1 P2 P2
0—><G)%—><G)%@(G)%—>(G)%—>U.
P1 P1 P2 P2

Observe que la primera parte de la sucesiéon es una inclusion y la segunda es la

proyeccion usual, lo que determina que dicha sucesiéon sea exacta. Por lo tanto,

On On On On
P1 P2 . P1 Pa
Moo= 0% o] e
P1 P2 P1 P2

Asi, obtenemos la ultima igualdad.
Como Ogy es un anillo Cohen-Macaulay, entonces O es Cohen-Macaulay, asf,

del esquema ([2.5)) y por el Teorema [2.30] tenemos que

0 \ [ o
: ((G)O(g) = ((G)‘,?—;) - <<G>‘2—;>

por lo tanto,

] O, , O,
dim¢ L dime ——— + dimec——~.

(F,G) (p1,G) (p2, G)

Finalizamos este trabajo anunciando el siguiente resultado

Teorema 2.37. Sean S C C" wuna superficie Cohen-Macaulay vy
(C{Z'l,l'g,...,xn}

Og0 = 7

S

Oz = % el anillo local de la curva € C S. Supongamos (F,Is) = p1 Npy

el anillo local de S. Tomando F,G € Ogo ¥y

la descomposicion primaria de (F,Is) en C{xi,zq,...,x,} = 0O, donde

. . O . .
dimyran Og0 = dimpgun — =1 y p; ideales primos, entonces
i

O O, .
dim¢ B dimec ——— + dimc

On
(F,G) (p1,G) (p2, G)
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