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Resumen

El area de los sistemas dinámicos es un capı́tulo muy antiguo de las
matemáticas, y con muchos honores, el cual surgı́o en campos aplica-
dos tales como mecánica celeste, metereologı́a, biologı́a, oscilaciones
no lineales y mecánica de fluidos. A través de los siglos y como res-
ultado de los esfuerzos de cientı́ficos y matemáticos, ha surgido una
teorı́a de amplios alcances y muy atractiva. En los últimos 25 años,
debido principalmente a la proliferación de las computadoras y de los
avances de la computación, sistemas dinámicos se ha tornado una vez
más a sus raı́ces y aplicaciones, pero al mismo tiempo, estos se han
extendido técnica y metodológicamente, han resurgido los sistemas
dinámicos en su forma discreta, la cual consiste en estudiar la dinámica
ya sea de una función analı́tica producida por su iteración o bien por el
estudio de la acción de grupos discretos de automorfismos.

El estudio de los ası́ llamados grupos Kleinianos tiene sus inicios alrededor
de 1875, cuando Lazarus Fuchs, estaba tratando de entender las condi-
ciones bajo las cuales una solución a una ecuación diferencial ordinaria
es algebraica. Fuchs logro resolver este problema para la ecuación gen-
eral de segundo orden, reduciendo esta problemática a la creación de
invariantes. La solución inicial de Fuchs estaba incompleta y contenia
algunos errores, y fue Klein quién dio una simplificación, además de
llenar los detalles fantantes, mediante una mezcla de técnicas geométricas
y de teorı́a de grupos. Paralelamente y de forma independiente, Poin-
caré comenzó en 1880 a desarrollar una teorı́a más general de las super-
ficies de Riemann, acciones de grupos discontinuas y ecuaciones difer-
enciales, inspirándose (entre otros escritos) con el artı́culo de Fuchs.
Al principio, Poincaré desconocia el trabajo de Schwarz y Klein, pero
despues de que Klein Poincaré intercambiaran correspondencia, ellos
comenzaron a tratar el problema desde el punto de vista de teorı́a de
grupos. Esta punto de vista es el que le permitió a Poincare llegar a la
noción de lo grupos Kleinianos en 1881.

Cuando tenemos una ecuación diferencial ordinaria compleja de grado
n, sabemos gracias a un teorema de Cauchy que (genericamente) loc-
almente esta posee n soluciones linealmente independientes en un punto



b ∈ C, si tomamos una de estas soluciones y la continuamos analı́ticamente
por un lazo anclado en b obtenemos una solución que depende de las
n soluciones linealmente independientes dadas, gracias a este hecho,
podemos asociar un grupo a la ecuación diferencial dada, este grupo
visto en GL(2,C) contiene las matrices, llamadas matrices de con-
exión, que relacionan a la solución original y la continuación analı́tica
de la solución. Dado un conjunto de soluciones alrededor de un punto
b ∈ C y a la continuación analı́tica a travez de los lazos en el grupo
fundamental Π1(b,C) el grupo de matrices de matrices de conexión es
llamado el grupo de monodromı́a.

С

b=1/2

Figure 1: Continuación analı́tica

El grupo de monodromı́a nos da información importante de la ecuación
diferencial. En general hallar la monodromı́a relativa a una ecuación
diferencial no es una tarea sencilla. Esta tesis tiene dos objetivos,
el primero es dar de manera explı́cita el grupo de monodromı́a de la
ecuación diferencial hipergeométrica (para ciertos parámetros).

x(1− x)
d2u

dx2
+ {c− (a+ b+ 1)x}du

dx
− abu = 0.

Siendo más precisos, por medio de una combinación de técnicas re-
copiladas en numerosos textos (en particular [KIY91]) nosotros mostramos
que el grupo de monodromı́a de la ecuación hipergeométrica es de
Schottky cuando tomamos parametros puramente imaginarios, i. e.
los exponentes están dados por:



1− c = iθ0, c− a− b = iθ1, a− b = iθ2

con θi > 0. En este caso es posible describir la monodromı́a de
la ecuación diferencial hipergeométrica por medio de reflexiones re-
specto a cı́rculos C(c, r) (donde c es real)

ψ(c, r) : s 7→ r2

s̄− c
+ c.

Y mediante estas reflexiones garantizar que la monodromı́a es un grupo
de Schottky (esto siguiendo los pasos de Takashi Ichikawa y Masaaki
Yoshida, veasé [IY03]).

El grupo de Schottky Λθ asociado a la ecuación hipergeométrica con
exponentes imaginarios tiene la importante caracterı́stica de ser dis-
creto (para ejemplos de grupos de monodromia asociados a la ecuación
diferencial hipergeométrica que no son discretos véase [IY03])). Y
como es bien sabido determinar la discretes de un grup, no es un prob-
lema sencillo. Esto nos lleva a nuestro segundo objetivo de este tra-
bajo, el cual es presentar un criterio debido Nielsen para determinar
sin un grupo de isometrı́as del plano hiperbólico es discreto o no, este
resultado se destaca su naturaleza completamente geométrica.

Antes de enunciar el resultado, creo conveniente recordar algunos con-
ceptos básicos.

Definición 0.0.1 Un grupo es elemental si deja invariante a un con-
junto finito en la esfera.

Una caracterización algebraica interesante de los grupos elementales
es la siguiente: Un grupo es elemental sii es virtualmente soluble. En
particular los grupos libres no son elementales.

Definición 0.0.2 Un grupo G se dice discontinuo en un punto x ∈ D
si x no es un punto de acumulación de la clase Gx

Nuestro objetivo es encontrar ejemplos de grupos que actuen de man-
era discontinua en D. Para esto el uso de la siguiente definición sera
necesario.



Definición 0.0.3 SeaX un espacio topológico arbitrario yG un grupo
de homeomorfismos de X en X . Se dice que G actúa propia y discon-
tinuamente en X si y solo si para cada subconjunto compacto K de X
se tiene,

g(K) ∩K = ∅

Excepto para un número finito de g’s en G

Es importante destacar que toda acción propia y discontinua es discon-
tinua, pero no necesariamente se tiene el reciproco. Afortunadamente
para grupos de Isometrias en espacios métricos completos localmente
compactos estás dos nociones coinciden.

Finalmete podemos enunciar el teorema de Nielsen

Teorema 0.0.4 Sea Γ un grupo no elemental de PSL(2,R), la siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Γ es discreto.

2. Γ actúa discontinuamente.

3. Γ actúa propia y discontinuamente.

4. Los puntos en el espacio hiperbólico con isotropia finita respecto
a Γ no se acumulan en el interior del espacio hiperbólico.

Mediante el uso de este resultado se muestra sin hacer uso del lema
del ping-pong que para ciertos parametros imaginarios, los grupos de
monodromia de la respectiva ecuación diferencial hipergeométrica es
discreto.

Esta tesis esta organizada de la forma siguiente: El capı́tulo 1 y 2 nos
dan las bases para el desarrollo de este trabajo. El capı́tulo 1 damos las
definiciones y conceptos utilizados a lo largo del trabajo. Como por
ejemplo: continuación analı́tica , grupos Kleinianos y de Schottky ası́
como una introducción de la ecuación diferencial hipergeométrica. En
el capı́tulo 2 hablamos de la monodromı́a en general, el esquema de
Riemann, calculamos la monodromı́a de la ecuación hipergeométrica
y hallamos el grupo de monodromı́a con las soluciones dadas por la
serie hipergeométrica. En el capı́tulo 3 construimos el grupo de schot-
tky asociado al grupo de monodromı́a a través de los dominios fun-
damentales dados en ([IY03])dicho grupo generado por reflexiones



nos servira como ejemplo para el teorema principal. En el capı́tulo 4
probamos el teorema de Nielsen en 2 partes, la primera parte se prueba
de manera sencilla bajo el supuesto de que en el grupoG < PSL(2,R)
existen elementos elı́pticos, la segunda parte supone que no existen
elementos elı́pticos en el grupo y se utilizan 5 lemas para probar el
teorema, estos lemas destacan mayormente por sus demostraciones
puramente geométricas asi como la demostración del teorema, al final
probamos que el grupo de Schottky encontrado aplica en el teorema
de Nielsen. Al final de la tesis incluimos dos apéndices, donde in-
cluimos las igualdades y desigualdades trigonométricas usadas en esta
tesis discutimos brevemente el principio de reflexión de Schwartz.
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CAPÍTULO

1
Preliminares

1.1 La ecuación diferencial hipergeométrica y sus so-
luciones
Consideremos la siguiente serie:

F (a, b, c;x) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n(1)n

xn

.
En donde x es una variable compleja , (α)n = α(α+ 1)(α+ 2) · · · (α+n− 1),

y c 6= 0,−1,−2, .... Esta serie es la llamada serie hipergeométrica. El coeficiente
n-ésimo de esta serie al que llamaremos An esta dado por

An =
a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) · b(b+ 1) · · · (b+ n− 1)

c(c+ 1) · · · (c+ n− 1) · 1(1 + 1) · · · (n)

De esta igualdad obtenemos:

An+1

An
=

(a+ n)(b+ n)

(c+ n)(1 + n)
. (1.1)

Usando el criterio del cociente podemos notar que el radio de convergencia de
esta serie es 1, cuando a o b son negativos la serie es finita. De cualquier modo
tenemos que dicha serie define una función holomorfa en x en al menos el disco de
radio 1 centrado en 0 y también es holomorfa en (a, b, c) si c 6= 0,−1,−2, ...

1



1. PRELIMINARES

Nuestro interés por la serie definida anteriormente viene del hecho que dicha
serie es una solución de la ecuación diferencial hipergeométrica

x(1− x)
d2u

dx2
+ {c− (a+ b+ 1)x}du

dx
− abu = 0

. A la cual denotamosE(a, b, c;x) y la referimos como la serie hipergeométrica con
parámetros (a, b, c). Para ver que F (a, b, c;x) es una solución deE(a, b, c) procede-
mos como Euler e introducimos el operador D = x d

dx
, a continuación enunciamos

algunas propiedades que son útiles:

1. Dxn = nxn

2. f(D)xn = f(n)xn donde f es un polinomio de coeficientes constantes

La propiedad número 1 es clara de la definición, para la propiedad número 2
debemos dejar en claro como funciona el operador Dn al aplicarlo a xn. Cuando
n = 2 tenemos que D2xn = x d

dx
(x d

dx
(xn)) = x d

dx
(x · nxn−1) = x d

dx
(nxn) =

x · n2xn−1 = n2xn, en general se tiene por un proceso análogo al anterior que
Dmxn = nmxn.Sea

f(x) =
n∑
i=0

aix
i.

Donde an 6= 0, un polinomio de grado n y por f(D) entendemos el operador

f(D) =
n∑
i=0

aiD
i.

Entendiendo Di como la composición del operador D i-veces consigo mismo.
Aplicamos este operador a xn y obtenemos

f(D)xn = (
n∑
i=0

aiD
i)xn =

n∑
i=0

aiD
i(xn) =

n∑
i=0

ain
ixn = f(n)xn.

Gracias a este operador D podemos escribir la ecuación diferencial hipergeométri-
ca en términos de dicho operador para obtener;

E(a, b, c) : [(a+D)(b+D)− (c+D)(1 +D)
1

x
]u = 0.

Con esta nueva presentación verificamos que la serie F (a, b, c;x) es una solución
de dicha ecuación.
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1.1 La ecuación diferencial hipergeométrica y sus soluciones

Podemos escribir

F (a, b, c;x) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n(1)n

xn =
∑

Anx
n.

y evaluamos

[(a+D)(b+D)− (c+D)(1 +D)
1

x
]
∑

Anx
n

=
∑

[(a+D)(b+D)Anx
n − (c+D)(1 +D)Anx

n−1]

=
∑

[(a+ n)(b+ n)Anx
n − (c+ n− 1)(1 + n− 1)Anx

n−1]

=
∑

[(a+ n)(b+ n)Anx
n − (c+ n)(1 + n)Anx

n] = 0.

La última igualdad se da gracias a que obtenemos una serie telescópica. Esta serie
tiene singularidades en 0, 1 e∞, nuestro objetivo ahora es encontrar soluciones en
los puntos singulares como hicimos anteriormente con x = 0. Denotaremos a la
solución F (a, b, c;x) como f0(x; 0).
Queremos hallar otra solución en x = 0 pero para esto necesitamos calcular la
aplicación del operador D al término xsu;

D(xsu) = sxsu+ xsDu = xs(s+D)u.

esto es Dxs = xs(s + D), con este cálculo podemos obtener una expresión
equivalente para

[(a+D)(b+D)− (c+ d)(1 + d)
1

x
]x1−c.

La expresión anterior es equivalente a:

x1−c[(a+ 1− c+D)(b+ 1− c+D)− (1 +D)(2− c+D)
1

x
].

y esto nos dice que

x1−cF (a+ 1− c, b+ 1− c, 2− c : x).

Es también una solución de E(a, b, c). Aunque la serie anterior esta definida so-
lamente cuando 2 − c no es un entero negativo o cero (cuando es c = 1 la se-
rie coincide con F (a, b, c;x)) esto no afecta nuestra solución ya que tomamos
1 − c ∈ iR en cuyo caso siempre esta definida. A esta ultima solución la deno-
tamos por f0(x; 1− c).

3



1. PRELIMINARES

Queremos hallar también soluciones alrededor del punto singular x = 1, lleva-
mos a cabo una transformación de la variable x en 1− x abusando de la notación,
y verificamos como luce ahora

E(a, b, c) = x(1− x)
d2u

dx2
+ {c− (a+ b+ 1)x}du

dx
− abu.

Bajo esta transformación el primero y el tercer término no cambian, pero el segundo
término ahora es

−{c− (a+ b+ 1)(1− x)} = a+ b+ 1− c− (a+ b+ 1)x.

Entonces podemos notar que la ecuación transformada es de nuevo la ecuación
hipergeométrica con parámetros (a, b, a + b + 1− c) y a menos que c− a− b sea
entero obtenemos como antes dos soluciones pero ahora alrededor de x = 1

F (a, b, a+ b+ 1− c; 1− x), (1− x)c−a−bF (c− a, c− b, c+ 1− a− b; 1− x).

En nuestro caso tomamos c − a − b ∈ iR por lo que las soluciones anteriores
siempre estan definidas en su radio de convergencia. A las soluciones anteriores las
denotamos f1(x; 0) y f1(x; c− a− b) respectivamente.

1.2 Continuación analı́tica
La continuación analı́tica nos da una forma de extender el dominio sobre el cual
una función analı́tica está definida, si tomamos la serie de potencias,

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k. (1.2)

Esta serie de potencias generalmente es válida en un radio de convergencia
dado, en ciertos casos f tiene una serie de potencias que es válida mas allá del
radio de convergencia esperado, y esta serie de potencias puede servir para definir
la función f fuera de su dominio de definición original.

Sean f1, f2 funciones analı́ticas en dominios Λ1,Λ2 respectivamente, suponga-
mos además que la intersección Λ1 ∩ Λ2 es no vacı́a y f1 = f2 en Λ1 ∩ Λ2, en este
caso llamamos a f2 la continuación analı́tica de f1 a Λ2 y viceversa, Aún más si
dicha extensión existe es única.

Para dar una definición formal supongamos que f es analı́tica en una vecindad
Uz0 de z0 y γ : [a, b]→ D un camino en D basado en z0.

Definición 1.2.1 Sea f ∗ : [a, b] → C una función continua con las siguientes
propiedades:

4



1.3 Grupos Kleinianos y grupos de Schotkky

1. f ∗(t) = f(γ(t)) para t cercano a a (en [a, b]).

2. Para cada t′ ∈ [a, b], hay una función ht′(z) analı́tica en un disco Dt′ sobre
γ(t′) con ht′(γ(t)) = f ∗(t) para t cercano a t′ en [a, b].

Si tal f ∗ existe esto nos define ht′(z). Esta es la continuación analı́tica de f a
t′. Es una función analı́tica en alguna vecindad de γ(t′). Nos interesa realmente
la función hb(z) analı́tica en una vecindad de γ(b). Le llamamos fγ(z) = fγ , la
continuación analı́tica de f (a lo largo de γ).

Nuestro interés en la continuación analı́tica radica en la manera de hallar el
grupo de monodromı́a, si tenemos un punto a ∈ C y una vecindad Ua en la cual te-
nemos un conjunto de soluciones linealmente independientes, la monodromı́a que
mas adelante analizamos con más detalle tiene relación con la continuación analı́ti-
ca de las soluciones de una ecuación diferencial a traves de lazos anclados en a
y sus clases (es decir el grupo fundamental) y las matrices que relacionan a estas
soluciones.

Cuando tratamos con la ecuación hipergeométrica, el teorema fundamental de
Cauchy nos dice que para cada punto x0 6= 0, 1 existen dos soluciones holomorfas
linealmente independientes alrededor de x0, en otras palabras, el conjunto de estas
soluciones forman un espacio lineal bidimensional sobre C. Cualquiera de estas
soluciones se puede continuar analı́ticamente a lo largo de cualquier lazo en C −
{0, 1}. Las soluciones en general no son univaluadas. Si γ es un lazo anclado en
x0 y u1 una solución no cero, y u2 otra solución que no es múltiplo constante de
u1 y sean γ∗u1 y γ∗u2 las continuaciones analı́ticas a través de γ, como γ∗u1, γ

∗u2

siguen siendo soluciones linealmente independientes se tiene que existe una matriz
M(γ) ∈ GL(2,C) que relaciona a estas soluciones, esta matriz se llama la matriz
de conexión de (u1, u2) a lo largo de γ.

Las matrices de conexión juegan un papel fundamental en nuestra búsqueda del
grupo de monodromı́a.

1.3 Grupos Kleinianos y grupos de Schotkky
De entre los ejemplos de subgrupos discretos de isometrı́as hiperbólicas conocidos,
los grupos de Schotkky son ejemplos clásicos de estos, al ser nuestro objetivo dar
un ejemplo de un grupo de Schotkky tenemos la obligación de dar una definición e
introducir brevemente algunos resultados interesantes.

Definición 1.3.1 Un grupo de Schotkky es un grupo generado por transforma-
ciones de Möbius g1, ..gk, k ≥ 1 junto con una colección de pares de regiones
disjuntas en Ĉ, digamos C1, B1, .., Ck, Bk, acotadas por curvas de jordan,tal que
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0
1

x0

Figura 1.1: Lazo anclado en un punto en C− {0, 1}

gi(Ci) = Ĉ − B̄i para toda i = 1, ..k., el conjunto g1, .., gk es llamado un con-
junto de generadores Schotkky, los dominios Ci, Bi un conjunto fundamental de
dominios y el entero k el género del grupo de Schottky.

Todos los grupos de Schottky son grupos finitamente generados tal que todos
sus elementos no triviales son loxodrómicos, cuando decimos elementos no trivia-
les nos referimos a todos excepto la identidad.

Un grupo de Schottky es clásico si las curvas de jordan correspondientes a algún
conjunto de generadores se pueden escoger como cı́rculos.

Un grupo de Schottky también puede ser caracterizado de la siguiente manera

Teorema 1.3.2 Un grupo G < PSL(2,C) es un grupo de Schottky si y solo si
G es finitamente generado, y un grupo Kleiniano puramente loxodrómico que es
isomorfo a un grupo libre.

En nuestro caso la noción de grupo de Schottky que usamos es la siguiente:
Consideremos una familia de pares de 2-discos disjuntos D1, .., Ds en la 2-esfera
cuyas fronteras son los cı́rculos C1, .., Cs y sean γ1, .., γs inversiones en estos s
cı́rculos y sea G el grupo generado por estas inversiones. Le llamamos a G un
grupo de Schottky. El subgrupo de ı́ndice 2 de longitud par es un grupo de Schottky
clásico.

El término grupo Kleiniano se utiliza para referirse a cualquier subgrupo dis-
creto de isometrı́as hyperbólicas siendo cierto o no que su región de discontinuidad
sea vacı́a.

Si el lector desea conocer todos estos conceptos en profundidad se sugiere re-
visar la bibliografia, especialmente [ACS13], para nuestros propósitos lo visto an-
teriormente es suficiente.
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1.4 Ecuaciones lineales

1.4 Ecuaciones lineales
En esta sección presentamos conceptos básicos de la teorı́a de ecuaciones diferen-
ciales ası́ como definiciones y teoremas que son útiles para calcular la monodromı́a
de la ecuación hipergeométrica, enunciamos los teoremas sin demostración. Para
las demostraciones podemos dirigirnos a [KIY91].

En el caso más general podemos considerar un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden.

duj
dz

= fi(z, u) (j = 1, .., r) (1.3)

Con la variable independiente z y el vector de incógnitas u = (u1, u2, .., ur),
donde el vector f = (f1, .., fr) es holomorfo en un dominio D ⊂ C× Cr

Teorema 1.4.1 Para cada (a, b) ∈ D hay una solución única u de 1.3 holomorfa
en una variedad de a, tal que

u(a) = b (1.4)

Teorema 1.4.2 Si el sistema 1.3 y el valor inicial 1.4 depende de manera holomor-
fa de un sistema de parámetros s = (s1, .., sr), entonces la solución es holomorfa
en x y en s

El motivo de definir un sistema de este tipo es que todo sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de cualquier orden, se puede reducir a un sistema del tipo
1.3.

Consideremos la siguiente ecuación diferencial ordinaria;

dru

dzr
+ a1(z)

dr−1u

dzr−1
+ · · ·+ ar(z)u = 0 (1.5)

Donde las a′js son holomorfas en un dominio D ⊂ C, introducimos nuevas
variables;

u0 = u ui =
diu

dzi
(i = 1, .., r − 1)

La ecuación 1.5 se puede reescribir de la forma :

dui
dz

=
r−1∑
j=0

aji (z)uj (i = 0, ..., r − 1) (1.6)
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Teorema 1.4.3 Para cada punto a ∈ D y cualesquiera complejos b0, .., br−1 hay
una única solución holomorfa de 1.5 tal que

diu

dzi
(a) = bi i = 0, .., r − 1

Dicha solución tiene una continuación analı́tica a lo largo de cualquier curva
en D.

Si los coeficientes de la ecuación 1.5 son holomorfos en {z | 0 < |z − a| < ε}
para algún ε > 0 y al menos una es meromorfa y no holomorfa en {z | |z−a| < ε},
entonces el punto a es un punto singular de 1.5.

Definición 1.4.4 Un punto singular a de 1.5 es regular si

(z − a)kak(z), (k = 1, .., r)

Son holomorfas en a.

1.5 Comportamiento alrededor de puntos singulares
regulares
Consideremos z = 0 un punto singular regular de la ecuación 1.5 (en el caso de
la ecuación hipergeométrica z = 0 es un punto singular regular). Como en 1.1
introducimos el operador;

D = z
d

dz

Este operador se relaciona con d
dz

de la siguiente manera,

zk
dk

dzk
= D(D − 1) · · · (D − k + 1) (1.7)

Para k ≥ 1 se tiene

zr{ d
r

dzr
+ a1(z)

dr−1

dzr−1
+ · · · ar(z)} =

r∑
k=0

zr−kar−k(z)D(D − 1) · · · (D − k + 1)

= Dr + {za1(z)− (r − 1)(r)

2
}Dr−1 + · · ·

Donde a0 = 1. La ecuación 1.5 se puede reescribir en la forma
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1.5 Comportamiento alrededor de puntos singulares regulares

Lu = 0

Donde L es un operador de la forma;

L =
r∑
i=0

bi(z)Dr−i

Donde b0(z) = 1, y b1(z), .., br(z) estan dados por series convergentes. Escri-
bimos;

bi(z) =
∞∑
j=0

bijz
j, 0 ≤ i ≤ r (1.8)

En particular, b00 = 1, b0j = 0, (j ≥ 1), escribiendo ;

u = zs
∞∑
k=0

ckz
k, co = 1

Calculamos Lz:

Lz =
r∑
i=0

∞∑
j=0

bijz
jDr−i

∞∑
k=0

ckz
s+k

=
∞∑
k=0

∞∑
j=0

r∑
i=0

bij(s+ k)r−ickz
s+k+j

= zs
∞∑
n=0

{
n∑
k=0

r∑
i=0

bi,n−k(s+ k)r−ick}zn

Y teniendo en cuenta Dzα = αzα, escribimos;

f(s) =
r∑
i=0

bi,0s
r−i =

r∑
i=0

bi(0)sr−i

Definición 1.5.1 La ecuación algebraica

f(s) = 0 (1.9)

Se llama la ecuación caracterı́stica en el punto singular regular z = 0. Las
raı́ces de 1.9 son llamados los exponentes caracterı́sticos.
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1.6 Ecuaciones Fuchsianas
Lema 1.6.1 Una ecuación diferencial

{Dr + b1(z)Dr−1 + · · ·+ br(z)}u = 0

Es regular singular en z = 0 si y solo si bj, (1 ≤ j ≤ r) son holomorfas en
z = 0

La ecuación 1.5 con coeficientes racionales es Fuchsiana si cada punto singu-
lar en C es regular, y si después de un cambio de variable z en t = 1

z
, la ecuación

transformada tiene un punto singular regular en t = 0. Los exponentes de t = 0
son llamados los exponentes de 1.5 en el infinito.

Proposición 1.6.2 (Una caracterización de las ecuaciones Fuchsianas ) La ecua-
ción 1.5 es Fuchsiana con singularidades regulares en z1, ..., zm, zm+1 = ∞ si y
solo si los coeficientes tienen la siguiente forma:

ak(z) =
pk(z)∏m

i=1(z − zi)k
, (k = 1, .., r)

Donde cada pk(z) es un polinomio de grado a lo más k(m− 1).

Definición 1.6.3 Un esquema de Riemann es una tabla donde se representan los
puntos singulares z1, .., zm+1 y los exponentes en s1

i , .., s
r
i en zi, el esquema de

Riemann de 1.5 se expresa como
z1 ... zm+1

s1
1 ... s1

m+1

... ... ...
sr1 ... srm+1



1.7 Esquema de Riemann de la ecuación hipergeométri-
ca
Para nuestra ecuación hipergeométrica

(1− z)z
d2u

dz2
+ {c− (a+ b+ 1)z}du

dz
− abu = 0 (1.10)

Deseamos hallar el esquema de Riemann correspondiente, esto nos sirve pa-
ra hallar la monodromı́a más adelante por medio de las identidades de Gauss −
Kummer ([KIY91]).
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1.7 Esquema de Riemann de la ecuación hipergeométrica

Los puntos singulares de nuestra ecuación son 1, 0,∞, y esto lo podemos ver
transformando la ecuación 1.10 a la forma estándar;

d2u

dz
+
{c− (a+ b+ 1)z}

z(z − 1)

du

dz
− ab

z(z − 1)
u = 0

Y obtenemos a1(z) = c−(a+b+1)z
z(z−1)

y a2(z) = −ab
z(z−1)

, podemos ver que los puntos
singulares son 0, 1 e∞ (mostramos después que∞ también es un punto singular
pero consideremos por ahora que esto es cierto). Estos puntos también son regulares
como podemos verificar;

Para z = 0

za1(z) = z(
c− (a+ b+ 1)z

z(1− z)
) =

c− (a+ b+ 1)z

1− z

Y

z2a2(z) = z2(
−ab

z(1− z)
) =
−abz
1− z

Y ambas son holomorfas en z = 0, análogamente verificamos que z = 1 es
un punto singular regular (El caso z = ∞ se deja al final). Tenemos entonces 3
puntos singulares regulares para la ecuación 1.10, lo que deseamos ahora es hallar
los exponentes en cada punto.

Para z = 0 recordemos que los exponentes son las raı́ces de la ecuación 1.9, la
cual esta dada en este caso por

f(s) =
2∑
i=0

bi(0)sr−i

Y en este caso b1(z) = za1(z) − 1 y b2(z) = z2a2(z), es decir b1(z) =
c−(a+b+1)z

1−z − 1 y b2(z) = −ab
1−z y por tanto;

f(s) = s2 + b1(0)s+ b2(0) = s2 + (c− 1)s+ 0

Cuyas raı́ces son 0 y c− 1. Para encontrar los exponentes en z = 1 hacemos un
proceso similar y escribimos;

D1 = (z − 1)
d

dz

Y se cumple la misma relación de antes entre D1 y d
dz

, luego;
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(z−1){ d
r

dzr
+a1(z)

dr−1

dzr−1
+· · ·+ar(z)} = Dr

1+{(z−1)a1(z)−(r − 1)(r)

2
}Dr−1

1 +· · ·

Si llamamos f1 a la ecuación caracterı́stica de 1.5 en z = 1, tenemos en este
caso b1(z) = (z − 1)a1(z)− 1 y b2(z) = (z − 1)2a2(z) entonces;

f1(s) = s2 + b1s+ b2(1) = s2 + {c− (a+ b+ 1) + 1}s = s2 − (c− a− b)s

Cuyas raı́ces son 0 y c−a−b. Basta hallar los exponentes para z =∞, hacemos
una transformación t = 1

z
y definimos θ t

dt
y notando que D = −θ, obtenemos

entonces;

zr{ d
r

dzr
+a1(z)

dr−1

dzr−1
+· · ·+ar(z)} =

∞∑
k=0

t−(r−k)ar−k(
1

t
)(−1)kθ(θ+1) · · · (θ+k−1)

En nuestro caso, para r = 2 la ecuación es

θ2 + (1− t−1a1(
1

t
))θ + t−2a2(

1

t
)

Donde−t−1a1(1
t
) = a+b+1−ct

t−1
y t−2a2(1

t
) = −ab

t−1
de aqui vemos dado que ambas

son holomorfas en 0 que z =∞ es un punto regular singular. Entonces si f∞ denota
la ecuación caracterı́stica de 1.10 con el cambio de variable en t = 0, tenemos;

f∞(s) = s2 + (−a− b)s+ ab

Cuyas raı́ces son a y b, por tanto los exponentes en z = ∞ de 1.10 son a y
b. Concluimos con el esquema de Riemann de la ecuación hipergeométrica esta
dado por  0 1 ∞

0 0 a
1− c c− a− b b


.

1.8 Monodromı́a
Si consideramos de nuevo la ecuación 1.5, es posible asociarle una clase de con-
jugación en GL(2,C) a la cual llamamos la monodromı́a de la ecuación 1.5. Con-
sideremos el grupo fundamental Π1(D, b) donde D es una vecindad en la cual los
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1.8 Monodromı́a

coeficientes de 1.5 son holomorfas y b ∈ D.

Sea U una vecindad simplemente conexa de b ∈ D y sea F = (u1, .., un) un
sistema fundamental de soluciones en U . Si α ∈ Π1(D, b) sea γ un representante
y γ∗(F ) la continuación analı́tica de F a lo largo de γ. El teorema de monodromı́a
para la continuación analı́tica ([KIY91]) implica que γ∗F depende en la clase de
homotopı́a α, podemos escribir entonces α∗F en lugar de γ∗F. Ya que la ecuación
1.5 es lineal, α∗F es también un sistema fundamental de soluciones de 1.5 en U y
hay una única matriz invertible M(α;F) ∈ GL(n,C) tal que

α∗F = FM(α;F) (1.11)

Ya que e∗F = F y (αβ)∗F = α∗(β∗) para α, β ∈ Π1(D, b) tenemos

M(e,F) = I,M(αβ;F) = M(α;F)M(β;F)

Esto implica que el mapeo

ρF : Π1(D, b)→ GL(n,C), α 7→M(α;F).

Es un homomorfismo. Llamamos a ρF la representación de monodromı́a y a ρF(Π1(D, b)) ⊂
GL(n,C) el grupo de monodromı́a de 1.5 respecto al sistema fundamental de solu-
ciones F. Si G es otro sistema de soluciones en otro punto a y denotamos también
por G la continuación analı́tica de este a lo largo de una curva que une a y b, existe
una matriz C ∈ GL(n,C) tal que G = FC y tenemos

GM(α;G) = α∗G = (α∗F)C = FM(α;F)C = GC−1M(α;F)C.

Es decir

M(α;F) = C−1M(α;F)C.

En otras palabras

ρG(α) = C−1ρF(α)C, para α ∈ Π1(D, b) (1.12)

la representación de monodromı́a no solo depende de la ecuación diferencial 1.5,
depende de igual manera del sistema fundamental de soluciones. Notemos que de
cualquier manera que 1.12 implica que cada par de representaciones de mono-
dromı́a de 1.5 son conjugadas, tal que la clase de conjugación de la representación
de monodromı́a se determina únicamente por la ecuación diferencial 1.5. A esta
clase de conjugación la llamamos La Monodromía de la ecuación 1.5. entonces
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el grupo de monodromı́a ρF(Π1(D, b)) de 1.5 respecto de cualquier F pertenece a
la misma clase de conjugación, que tambień llamamos La Monodromía de 1.5.

Cuando 1.5 es una ecuación diferencial fuchsiana en la esfera de Riemann con
puntos singulares regulares en p1, .., pm, pm+1 = ∞, se toma D = C\{p1, .., pm}.
Para cada j = 1, ..,m, sea Uj un disco abierto en D ∪ {pj} centrado en pj , y sea
lj un lazo en Uj\{pj} con punto base qj ∈ Uj\{pj} que encierra pj una vez en
sentido antihorario, y sea Fj un sistema fundamental de soluciones de 1.5 en una
vecindad simplemente conexa de b y γj, (j = 1, ..,m) arcos con punto inicial b y
punto final qj . Las matrices de conexión Cj ∈ GL(n,C), (j = 1, ..,m) se definen
por

γj∗F = FjCj (1.13)

Problema 1.8.1 Problema de matrices de conexión Dada una ecuación diferencial
lineal, sean F,Fj y Cj como antes. Encontrar una expresión explicita de las Cj .

Las matrices de circuito Mj alrededor de pj se pueden definir por

lj∗Fj = FjMj (1.14)

Ya que los generadores del grupo de monodromı́a respecto a F estan dados por

C−1
j MjCj,

Notamos que el problema de monodromı́a es parte del problema de conexión.

b=1/2

0 1

0 1

∞

Figura 1.2: Lazos anclados en b = 1
2
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1.9 Monodromı́a de la ecuación hipergeométrica

El problema de hallar la monodromı́a respectiva a una ecuación diferencial es
un problema complicado, afortunadamente existen métodos que nos permiten ha-
llar (en ciertos casos) la monodromı́a de la ecuación hipergeométrica y también
el grupo de monodromı́a para soluciones particulares. En los siguientes capı́tulos
hallamos la monodromı́a de la ecuación hipergeométrica y uno de los grupos de
monodomı́a respecto de las soluciones dadas en 1.1.

1.9 Monodromı́a de la ecuación hipergeométrica
En esta sección encontramos la monodromı́a de la ecuación hipergeométrica a tra-
ves de su esquema de Riemann por medio de propiedades locales y la relación de
Fuchs, utilizando fuertemente que la ecuación hipergeométrica resulta ser irreduci-
ble.

Sea G = π1(D, b) y γj ∈ G, (j = 0, 1,∞), lazos en b. Sea ρ : G → GL(2,C)
una representación de monodromı́a del esquema de Riemann 0 1 ∞

ρ1 σ1 τ1

ρ2 σ2 τ2


Dado que

ρ(γ1 · γ0) = ρ(γ∞)−1 (1.15)

ya que
γ−1
∞ = γ1γ0 (1.16)

Y

γ0γ1 (1.17)

es conjugado a γ1γ0, tenemos;

{ε(ρ1), ε(ρ2)} conjunto de eigenvalores de ρ(γ0) (1.18)
{ε(σ1), ε(σ2)} conjunto de eigenvalores de ρ(σ1) (1.19)

{ε(−τ1), ε(−τ2)} conjunto de eigenvalores de ρ(σ0σ1) (1.20)

Donde ε(·) = exp(2πi·). La clase de conjugación de ρ, es decir la monodromı́a
de RE(ρ, σ, τ) esta casi determinada por los eigenvalores, y esta completamente
determinada si la monodromı́a es irreducible.

Definición 1.9.1 La ecuación de RiemannRE(ρ, σ, τ) se dice irreducible sı́ la mo-
nodromı́a es irreducible
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Teorema 1.9.2 La ecuación de Riemann es irreducible si y solo si

ρi + σj + τk /∈ Z, (i, j, k = 1, 2)

Bajo esta condición la representación ρ se expresa hasta conjugación por las si-
guientes matrices:

ρ(γ0)↔
(
ε(ρ1) 1

0 ε(ρ2)

)
, ρ(γ1)↔

(
ε(σ1) 0
b ε(σ2)

)
Y el número b esta dado por b = ε(−τ1)+ε(−τ2)−ε(ρ1+σ1)−ε(ρ2+σ2). Todas

las representaciones obtenidas al intercambiar ρ1, ρ2 y/o σ1, σ2 son mutuamente
conjugadas.

En nuestro caso tenemos el esquema de Riemann; 0 1 ∞
0 0 a

1− c c− a− b b


Y verificamos si satisface las condiciones del teorema, tenemos los siguientes

casos:

1. 0+0+ a = a

2. 0 + c-a-b + b = c-a

3. 0 + c-a-b + a = c-b

4. 1-c + 0 + a= 1-c +a

5. 1-c + 0 + b=1-c+b

6. 1-c + c-a-b + b = 1-a

7. 0 + 0 + b = b

8. 1-c + c- a- b + a = 1-b

Queremos calcular a, c− a, c− b, 1− c+ a, 1− c+ b, 1− a, b, 1− b, y estamos
considerando que los exponentes 1− c, c− a− b, a− b son imaginarios puros, por
lo que basta probar que ninguno de los anteriores estan en Z. No es difı́cil verificar
que b = 1−i(θ0+θ1+θ2)

2
/∈ R. Para a tenemos;

a =
1− i(θ0 + θ1 − θ2)

2
.
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1.10 Grupo de monodromı́a con las soluciones dadas por la serie
hipergeométrica

Y podemos ver que a /∈ R o a = 1
2

de cualquier modo a /∈ Z. Para c− a se tiene;

c− a =
1 + i(−θ0 + θ1 − θ2)

2
.

Por lo que de nuevo c− a /∈ R o c− a = 1
2
, y de cualquier modo c− a /∈ Z. Para

c− b se tiene;

c− b =
1 + i(θ2 + θ1 − θ0)

2
.

Entonces c − b /∈ R o c − b = 1
2

y en cualquier caso c − b /∈ Z. Para 1 − c + a
notamos que 1 − c + a = −(c − a − 1) y c − a − 1 = −1

2
o c − a − 1 /∈ R.

En los casos restantes un proceso análogo nos enseña que ninguno de los números
considerados esta en Z.

Invocamos el teorema 1.9.2 al esquema de Riemann que hallamos para nuestra
ecuación, y obtenemos que las matrices que generan la monodromia de la ecuación
hipergeométrica con exponentes imaginarios puros son:

ρ(γ0)↔
(

1 1
0 e2πi(1−c)

)
, ρ(γ1)↔

(
1 0
b e2πi(c−a−b)

)
Con b = e−2πia + e−2πib − 1 − e2πi(1−a−b), y la monodromı́a de la ecuación

hipergeométrica es generada por ρ(γ0), ρ(γ1) en GL(2,C).

1.10 Grupo de monodromı́a con las soluciones dadas
por la serie hipergeométrica
En este capı́tulo pretendemos dar a conocer el grupo de monodromı́a con el par de
sistemas fundamentales de soluciones hallados en 1.1, utilizando las identidades
de Gauss−Kummer. El enfoque principal en este capı́tulo es exponer las herra-
mientas necesarias para ese propósito y los resultados principales que llevan a una
expresión del grupo de monodromı́a con los sistemas fundamentales de soluciones
dadas. Los teoremas y resultados de este capı́tulo pueden encontrarse en [KIY91]
ası́ como sus demostraciones, y se remite al lector a dicha bibliografı́a para un desa-
rrollo más profundo de lo expresado aquı́.

Queremos resolver el problema de conexión utilizando las identidades deGauss−
Kummer y encontrar generadores para el grupo de monodromı́a de la ecuación
diferencial hipergeométrica con las soluciones dadas en 1.1. Los sitemas funda-
mentales de soluciones son (f0(x; 0), f0(x; 1 − c)) y (f1(x; 0), f1(x; c − a − b)) ,
queremos encontrar una relación entre estos sistemas.

17



1. PRELIMINARES

Teorema 1.10.1 Si ninguno de los exponentes c o c− a− b es un entero entonces

(f0(x; 0), f0(x; 1− c)) = (f1(x; 0), f1(x; c− a− b))P

donde P es la matriz definida por

P =

(
Γ(c)Γ(c−a−b)
Γ(c−a)Γ(c−b)

Γ(2−c)Γ(c−a−b)
Γ(1−a)Γ(1−b)

Γ(c)Γ(c−a−b)
Γ(a)Γ(b)

Γ(2−c)Γ(c−a−b)
Γ(a−c+1)Γ(b−c+1)

)
y Γ es la función Gamma.

En nuestro caso los exponentes 1 − c y c − a − b estan en iR por lo que c y
c− a− b cumplen las condiciones del teorema.

Los lazos en la fig. 1.2 nos sirven para hacer la continuación analı́tica del siste-
ma fundamental de soluciones (f0(x; 0), f0(x; 1− c)) y gracias al teorema anterior
sabemos que tendremos una matriz conjugada bajo P que será generador de nuestro
grupo de monodromı́a.

Teorema 1.10.2 Sea γv, (v = 0, 1) lazos con punto inicial y final b = 1
2

definidos
en 1.2, supongamos que ni c ni c − a − b son enteros. La continuación analı́tica
del sistema fundamental de soluciones F = (f0(x; 0), f0(x; 1− c)) a lo largo de γv
esta dada por

γv∗F = FAv, (v = 0, 1)

Donde Av son matrices definidas por

A0 =

(
1 0
0 ε(−c)

)
, A1 = P−1

(
1 0
0 ε(c− a− b)

)
P

Donde P esta dada por 1.10.1 y ε(·) = exp(2πi·). El grupo de monodromı́a
respecto al sistema fundamental de soluciones F esta generado por A0 y A1.

18



CAPÍTULO

2
Grupo de Schottky de la

ecuación hipergeométrica

Nuevamente consideramos la ecuación hipergeométrica

x(1− x)
d2u

dx2
+ {c− (a+ b+ 1)x}du

dx
− abu = 0,

cuyos exponentes son

1− c = iθ0, c− a− b = iθ1, a− b = iθ2.

Donde supondremos θ0, θ1, θ2 > 0. Para cualesquiera dos soluciones linealmente
independientes u1 y u2 tenemos el mapeo multivaluado

s : C− {0, 1} 3 x 7→ u1(x) : u2(x) ∈ P := C ∪ {∞}

llamado el mapeo de Schwarz.

2.1 Dominios fundamentales
En [SY01] se pueden encontrar un dominio Fx en C y un dominio Fs en Ĉ tal que
el mapeo

s|Fx : Fx → Fs
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2. GRUPO DE SCHOTTKY DE LA ECUACIÓN HIPERGEOMÉTRICA

Es un biholomorfismo y el mapeo s se puede recuperar via el mapeo restrin-
gido s|fx a traves del principio de reflexión de Schwarz ([SY01]), estos se llaman
dominios fundamentales para el mapeo de Schwarz.

f b d

a c

e

b

d

f

e a c

F F
x s

s

Figura 2.1: Dominios fundamentales

Denotemos por C(c, r) el cı́rculo en el plano s con centro c y radio r y consi-
derense los tres cı́rculos disjuntos en el plano s

C1 = C(0, 1), C2 = C(0, T ), C3 = C(−C,R),

donde T = eθ1π, r = e−θ0π

C =
ξ(1− r2)

ξ2 − r2
, R =

r(1− ξ2)

ξ2 − r2
, ξ = (

coshθ2π + cosh(θ0 − θ1)π

coshθ2π + cosh(θ0 + θ1)π
)
1
2

Cuando θ2 = 0

Cosh(θ0 − θ1)π =
1 + (rt)2

2rT
.

y

Cosh(θ0 + θ1)π =
r2 + T 2

2rT
.

Y también Coshθ2π = 1 por lo que
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2.1 Dominios fundamentales

ξ2|θ2=0 =
1 + 1+(rt)2

2rT

1 + r2+T 2

2rT

=
2rT+1+(rt)2

2rT
2rT+r2+T 2

2rT

=
T 2 + 2rT + 1

r2 + 2rT + T 2
=

(rT + 1)2

(r + T )2
.

Entonces ξ|θ2=0 = Tr+1
T+r

. Ya que T > 1 y r < 1 tenemos por un lado r2 < 1

entonces Tr + r2 < Tr + 1, es decir, r(T + r) < Tr + 1, entonces; r < Tr+1
T+r

.
Por otro lado; r < 1 y también T − 1 > 0 por lo que (T − 1)r < T − 1 entonces
Tr − r < T − 1 y luego Tr + 1 < T + r por lo que Tr+1

T+r
< 1 Dado que ξ como

una función de θ2 ≥ 0 incrementa de manera monótona a 1 y

1 > ξ|θ2=0 =
Tr + 1

T + r
> r

tenemos

C −R− 1 =
ξ(1− r2)

ξ2 − r2
− r(1− ξ2)

ξ2 − r2
− 1 =

ξ − ξr2 − r + rξ2 − ξ2 − r2

ξ2 − r2

=
ξ − r + ξr(−r + ξ)− (ξ − r)(ξ + r)

ξ2 − r‘2

=
(ξ − r)(1 + ξr − (ξ + r))

(ξ + r)(ξ − r)

=
1 + ξr − (ξ + r)

ξ + r
=

(1− r)(1− ξ)
ξ + r

> 0

T − C −R =
(T + r)ξ − (Tr + 1)

ξ − r
> 0,

y tenemos

−T < −C −R < −C +R < −1 < 1 < T

Comentario 2.1.1 Existe una relación entre el número ξ y los elementos de la ma-
triz P en el teorema 1.10.1 y una relación entre dichos elementos, estas relaciones
son importantes para verificar más adelante que en efecto podemos decir que el
grupo de monodromı́a de la ecuación hipergeométrica es un grupo de Schottky,
Las relaciones son las siguientes;

P =

(
D C
B A

)
, ξ =

|A|
|B|

Y también A = D̄, B = C̄
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2. GRUPO DE SCHOTTKY DE LA ECUACIÓN HIPERGEOMÉTRICA

El dominio en el semi-plano superior, acotado porC1, C2, C3 y el eje real, puede
servir como un dominio fundamental Fs, y tiene la forma de un puente de doble
arco como en la figura 2.1. El dominio fundamental Fx también tiene la forma de
de un puente de doble arco como en la figura 2.1, y esta acotado por tres segmentos
reales y tres curvas que no son parte de circunferencias.

2.2 El grupo de monodromı́a generado por reflexiones
Gracias a estos dominios fundamentales y el principio de reflexión de Schwarz (A)
aplicado a lo largo de los lados, el grupo de monodromı́a de la ecuacion diferencial
se puede describir como sigue. La reflexión con respecto al cı́rculo C(c, r) donde c
es real, esta dada por

ψ(c, r) : s 7→ r2

s̄− c
.

Sea Λ̄ el grupo generado por las tres reflexiones respecto a los cı́rculosC1, C2, C3,
respectivamente. El grupo de monodromı́a Λθ de la ecuación hpergeométrica es el
subgrupo de Λ̄, de ı́ndice 2 que consiste de las palabras pares de ψ1, ψ2, ψ3.

Por otro lado, para el cı́rculo C(c, r) definimos la transformación fraccional
lineal de orden 2 que fija los dos puntos de intersección del cı́rculo y el eje real:

γ(c, r) : s 7→ r2

s− c
+ c.

Sea Γθ, el grupo generado por tres involuciones γ1, γ2, γ3 con respecto a los
cı́rculos C1, C2, C3, respectivamente. El grupo de monodromı́a Λθ es el subgrupo
de Γθ, de ı́ndice 2 que consiste de las palabras pares de γ1, γ2, γ3. Sea ω(⊂ P1) el
dominio de discontinuidad de Γθ y el grupo de Schotky Λθ.

Esta representación tiene algunos problemas, aunque la ecuación hipergeométri-
ca es simétrica respecto de θ0, θ1, θ2, los tres cı́rculos C1, C2, C3 no lo son. Por
ejemplo si θ2 → 0 los cı́rculos C2 y C3 se tocan, y si θ1 → 0 entonces C3 tiende a
un punto y C1 y C2 coinciden, más aún ya que C1 y C2 son concentricos. Hacemos
un cambio de coordenadas como sigue:

s 7→ (3 + T 2)s+ 1 + 3T 2

4(s+ T 2)
.

entonces los diametros de los cı́rculos en el eje real estan dados por

C1 : [s4, s5], C2 : [s1, s6], C3 : [s2, s3],

donde

s1 = −(1− T )2

4T
, s2 = −(T − 1)3 − (3 + T 2)(T − C −R)

4(T 2 − T + T − C −R)
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2.2 El grupo de monodromı́a generado por reflexiones

1 2 3 4 5 6

Figura 2.2: Cı́rculos C1, C2, C3

s3 = − (1 + T 2)(C −R− 1)

4(T 2 − 1− (C −R− 1))
+

1

2
, s4 =

1

2

s5 = 1, s6 =
(1 + T )2

4T

Notemos que s1 < s2 < · · · < s6, Ahora podemos probar lo siguiente,

Proposición 2.2.1 Si θ1 = 0, entonces C1 y C2 se tocan en un punto. Si θ2 = 0
entonces C2 y C3 se tocan en un punto. Si θ0 = 0, entonces C3 y C1 se tocan en un
punto

Prueba.
Cuando θ1 = 0, notemos que en este caso T = eθ1π y dado que θ1 = 0 se tiene

que T = 1, también recordemos que C1 : [s4, s5] y C2 : [s1, s6] y dado que s5 = 1

y s6 = (1+T 2)2

4T
= (1+12)2

4
= 4

4
= 1, concluimos que C1 y C2 se tocan en 1.

Si θ2 = 0,primero veremos que T−C−R = 0, como θ2 = 0 entonces ξ = Tr+1
T+r

esto implica que (T + r)ξ = Tr + 1 y como T − C − R = (T+r)ξ−(Tr+1)
ξ−r =

Tr+1−(Tr+1)
ξ−r = 0, Ahora bien s1 = −1−T 2

4T
y s2 = − (T−1)3−(3+T 2)(T−C−R)

4(T 2−T+T−C−R)
=

− (T−1)3

4(T 2−T )
= − (T−1)2(T−1)

4T (T−1)
= − (T−1)2

4T
= s1 por lo que C2 y C3 se tocan en s1.

Por último si θ0 = 0 tenemos r = e−θ0π en este caso r = 1 mostremos que
C − R − 1 = 0.De las deducciones anteriores C − R − 1 = (1−r)(1−ξ)

ξ+r
,Entonces

C − R − 1 = 0 ya que r = 1, entonces s3 = (1+T 2)(C−R−1)
4(T 2−1−C−R−1)

+ 1
2

= 1
2

ya que
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2. GRUPO DE SCHOTTKY DE LA ECUACIÓN HIPERGEOMÉTRICA

C − R − 1 = 0 y dado que C3 : [s2, s3] y C1 : [s4, s5] por los calculos anteriores
obtuvimos s4 = s3 (recordando que s4 = 1

2
), Concluyendo con la prueba. �

2.3 El grupo de Schottky asociado al grupo de Mono-
dromı́a
Si ahora tomamos como antes las reflexiones ψ1, ψ2, ψ3, definimos las siguientes
transformaciones;

γ1 = ψ2ψ1 , γ2 = ψ1ψ3.

Y tomamos los cı́rculos C1, C3 y C ′1 = ψ2(C1), C ′3 = ψ1(C3), luego por definición
tenemos;

γ1(C1) = C ′1 , γ2(C3) = C ′3.

Además tenemos que el exterior de C1 se mapea al interior de C ′1 y el exterior de
C3 se mapea al interior de C ′3, por la definición tenemos un grupo de Schottky de
genus 2 (genero 2). Para el grupo de Schottky anterior tenemos que sus transfor-
maciones estan dadas también por;

γ1 = sT 2 ↔
(

1 0
0 1

T 2

)
, γ2 =

s+ C

−Cs+R2 − C2
↔
(

1 C
−C R2 − C2

)
.

Y notando que C = |A||B|(1−r2)
|A|2−|B|2r2 y R2 − C2 = |A|2r2−|B|2

|A|2−|B|2r2 podemos ver que
son conjugadas bajo P a las matrices del grupo de monodromı́a de la ecuación
hipergeométrica 1.10.2.
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CAPÍTULO

3
El teorema de Nielsen

En este capı́tulo proponemos un teorema sobre la acción discontinua de grupos
de transformaciones que pretendemos aplicar al caso del grupo de monodromı́a de
la ecuación hipergeométrica.

Todo en este capı́tulo es pensado en el sentido de Poincaré y hacemos un breve
recordatorio de los conceptos que ocupamos durante el mismo.

Tratamos de dar una caracterización de los grupos propiamente discontinuos
de transformaciones lineales fraccionales con cı́rculo principal en el sentido de la
teorı́a de automorfismos. Representamos al plano hiperbólico como una región cir-
cular en el plano complejo, este modelo llamado el disco de poincaré se divide
en dos partes de {z||z| ≤ 1},el interior le denominamos D = {z||z| < 1} y la
frontera la denominamos E = {z||z| = 1}. Todas las cosecuencias geométricas
las entendemos en el sentido no-euclidio. También denotamos por H+ al modelo
hiperbólico del semiplano.

Llamamos puntos finales a los extremos de una recta situados en el cı́rculo infi-
nito, e identificamos tres tipos de relaciones entre las rectas, a saber; concurrentes,
paralelas y divergentes.

Definición 3.0.1 (Relaciones entre las rectas)

1. Las rectas Paralelas son dos rectas que tienen un punto final en común.

2. Las rectas Concurrentes son las que se intersectan en D.

25



3. EL TEOREMA DE NIELSEN

Figura 3.1: Rectas hiperbólicas concurrentes, paralelas y divergentes respectivamente.

3. Las rectas Divergentes son las que no se intersectan en nigún lugar.

Definición 3.0.2
Los Horociclos son cı́rculos tangentes a algún punto en la frontera E de S1.Es
importante dejar en claro que los Horociclos no son geodésicas.

Definición 3.0.3
Los hiperciclos se forman por una recta L y un punto P fuera de ella, el hiperciclo
es el lugar geométrico de todos los puntos a distancia dH(P,L), de L y del mismo
lado de P . dH es la distancia hiperbólica. De igual manera los hiperciclos no son
geodésicas.

Dividiremos las transformaciones isométricas en dos grupos, las que preservan
la orientación y las que no. En el grupo de las que preservan la orientaciı́on distin-
guimos tres tipos distintos de transformaciones;

Definición 3.0.4 (Clasificación de las trasnformaciones)

1. Las transformaciones parabólicas tienen un punto fijo en E y dado un ho-
rociclo K tangente en dicho punto fijo a E, esta transformación tiene un
desplazamiento fijo en K.
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2. Las tranformaciones elı́pticas tienen un punto fijo en D y un ángulo fijo φ de
rotación en torno al punto fijo.

3. Las transformaciones hiperbólicas tienen dos puntos fijos en E y una recta
invariante, la recta que pasa por dichos puntos fijos la llamamos eje de la
transformación.

K

Φ

Figura 3.2: Representación de los puntos importantes en las transformaciones
hperbólicas

Si G es un grupo de transformaciones isométricas, un punto invariante para G
es un punto fijo bajo todos los elementos de G, de una manera similar pensamos en
una recta invariante.

Un par de conjuntos de puntos M y M ′ en D ∪ E son equivalentes respecto a
G si existe f ∈ G tal que M = fM ′. El total de conjuntos equivalentes de M se
denota como la familia GM llamada clase de equivalencia de M , en esta familia si
f1, f2 ∈ G y f1 6= f2 entonces f1M 6= f2M sin importar que como conjunto sean
iguales.

Definición 3.0.5 Decimos que G es discontinuo en un punto x ∈ D,si x no es
un punto de acumulación de la clase Gx, si esto sucede Gx no tiene puntos de
acumulación en D

Proposición 3.0.6 Si G es discontinuo en x, G no tiene puntos de acumulación en
D.
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3. EL TEOREMA DE NIELSEN

Prueba:
Supongamos que G es discontinuo en x, existe m tal que ∀ i, j, dH(gix, gjx) >

m, de otro modo x serı́a un punto de acumulación de Gx. Sea y un punto arbitrario
de D y sea Ur una vecindad de y de radio r < m, entonces a lo más hay un punto
gx de Gx en Ur, si tomamos Vr′ vecindad de y con r′ < dH(gx, y), esa vecindad
no contiene puntos de Gx. �

Esto implica que si G es discontinuo en un punto de D entonces es discontinuo
en todo D.

Las únicas isometrı́as de H+ que preservan la orientación son las de PSL(2,R),
las transformaciones mencionadas con anterioridad se encuentran en este grupo. Si
f ∈ PSL(2,R) y g otra transformación entonces gfg−1 es de la misma clase que f .

Llamaremos reversiones a las transformaciones que invierten la orientación,
las reversiones son las reflexiones respecto a una recta, y las reflexiones compues-
tas con elementos hiperbólicos a las que llamamos h-reflexiones.

La reflexión respecto a una recta hiperbólica es la reflexión respecto a una cir-
cunferencia euclidiana.

Teorema 3.0.7 [Teorema de Nielsen] Una condición necesaria y suficiente para
que un grupo de transformaciones isométricas en el plano hiperbólico sin puntos
ni lineas invariantes sea discontinuo en D es que los puntos fijos de los elementos
elı́pticos del grupo, si los hay, no se acumulen en D

La condición de que no tenga puntos ni rectas invariantes es necesaria, como
podemos ver en los siguientes casos.

1. Si G es un grupo de elementos parabólicos con un mismo punto fijo al infi-
nito.

2. Si G es un grupo de elementos hiperbólicos con una recta fija dada.

Ninguno de los anteriores contiene elementos elı́pticos sin embargo ninguno es
discontinuo en D.

Si G contiene reversiones y H es un subgrupo de G y además H ⊆ PSL(2,R)
se tiene que H es normal y de ı́ndice 2. Es normal ya que si f ∈ H para cualquier
elemento g ∈ G se tiene que gfg−1 es del mismo tipo que f por lo que gfg1 ∈ H ,
es de ı́ndice 2, para ver esto basta probar que si f, g ∈ G − H entonces f ∼= g
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equivalentemente que fg−1 ∈ H , dado que f, g revierten orientación se tiene que
fg−1 conserva la orientación y por lo tanto esta en H .

Una clase de equivalencia Gx es la suma de las clases Hx y Hgx con g una
reversión en G (H ∪Hg = G ⇒ Hx ∪Hgx = Gx ), por lo que se concluye que
G y H son ambos discontinuos en D o ambos no lo son. En otras palabras H es
discontinuo en D si y solo si G lo es.

Proposición 3.0.8 Si G no tiene rectas ni puntos invariantes tampoco los tiene H .

Prueba:
Supongamos queH deja invariantes un punto enD∪E, pero ningún otro punto

(y por tanto ninguna recta), como G no deja puntos invariantes, existe g ∈ G tal
que gc 6= c luego el subgrupo gHg−1 deja invariante gc pero ningun otro punto
en D ∪ E pero como H C G se tiene que gHg−1 = H y como gc 6= c implica
que H fija c y gc lo cual es una contradicción, concluimos que H no deja puntos
invariantes. Un razonamiento análogo nos enseña que H no deja rectas invariantes.
�

Desde ahora G denotará un subgrupo de PSL(2,R) sin puntos ni rectas inva-
riantes.

Ahora probamos el Teorema 3.0.7 para el caso cuando el grupo tiene elementos
elı́pticos.

Prueba:
Primero probaremos que si los puntos fijos de los elementos elı́pticos se acu-

mulan⇒ G no es discontinuo en D

Supongamos que los puntos fijos de los elementos elı́pticos se acumulan en
x ∈ D (tiene un punto de acumulación en D), es posible encontrar una sucesión de
puntos fijos que convergen al punto de acumulación x.

Sean estos puntos fijos y1, y2, ... y f1, f2, ... los respectivos elementos elı́pticos.
Por un lado dH(yi, x) ≤ ε para i adecuada, considerando {fix} podemos notar que

dH(fix, x) ≤ dH(fix, yi) + dH(yi, x) = 2dH(yi, x)

Lo anterior debido a que fi fija yi y que es una isometrı́a. Luego entonces
fix → x, es decir Gx se acumula en x por tanto G no es discontinuo en x y
por lo tanto no lo es en D.
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3. EL TEOREMA DE NIELSEN

Si los puntos fijos de los elementos elı́pticos no se acumulan en D⇒ G es dis-
continuo en D.

Sea c un punto fijo de algún elemento elı́ptico en G. Basta notar que Gc contie-
ne solo puntos fijos de elementos elı́pticos de G, observando que para g(c) ∈ Gc el
elemento gfg−1 ∈ G lo deja fijo si f es un elemento elı́ptico que fija c, luego c no
es un punto de acumulación de Gc ya que los puntos fijos de elementos elı́pticos
no se acumulan, entonces G es discontinuo en c y por lo tanto G es disontinuo en
D �.

A continuación presentamos unos lemas principales que nos ayudan a la parte
final de la demostración del teorema de Nielsen.

3.1 El lema de los elementos hiperbólicos con ejes di-
vergentes
Lema 3.1.1 Sean f y g elementos hiperbólicos cuyos ejes son divergentes y cuyos
desplazamientos λ miden lo mismo pero tienen sentidos opuestos, y sea δ la distan-
cia entre sus ejes, entonces fg es elı́ptico, parabólico o hiperbólico dependiendo
de

senh
1

2
δsenh

1

2
λ


> 1
= 1
< 1

Prueba:
Como los ejes son divergentes existe una normal común a ambos y a esta recta

le llamamos s′, denotemos a los ejes de f y g comoAf yAg respectivamente, enton-
ces la normal que mencionamos antes corta aAf en a y aAg en a′ (Fig. 3.3) y elegi-
mos b, b′ enAf yAg respectivamente de tal manera que dH(a, b) = dH(a′, b′) = 1

2
λ

y además en la dirección que se desplaza f . Sean s, s′′ las rectas normales a Af , Ag
en b, b′ y por abuso de notación las reflexiones respecto a estas rectas y s′ se deno-
taran de la misma manera. (Fig. 3.4)

Queremos ver que tenemos la relación f = ss′, es claro que ss′ preserva Af
ya que s′ lo preserva y s también por ser normal a este eje (las circunferencias
ortogonales son invariantes bajo inversiones entre ellas), para ver que tiene el mis-
mo sentido que f basta ver hacia donde desplaza un punto y es fácil si tomamos
el punto a que queda fijo bajo s′ y bajo s se desplaza en la misma dirección que
f , por último hay que verificar que dH(x, ss′x) = λ pero como ss′ preserva la
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3.1 El lema de los elementos hiperbólicos con ejes divergentes

orientación y tiene dos puntos fijos (los puntos finales del eje fijo) necesariamente
tiene que ser un elemento hiperbólico y para saber cuanto mide su desplazamien-
to de nuevo basta verificarlo para un punto en la recta fija y tomando de nuevo a
notamos que dH(a, ss′a) = dH(a, sa) = λ, en conclusión f = ss′ y un proceso
análogo nos permite probar que g = s′s′′.

Af

Ag

a

a'

s'

Figura 3.3: Figura 3.3

Queremos saber ahora que tipo de transformación es fg, por lo anterior tene-
mos que fg = ss′s′s′′ = ss′′, ahora todo depende de la posición de los ejes de f y
g.

Caso 1.[las rectas se intersectan el algún punto de D ∪ E]

Sea m el punto medio del segmento aa′, la normal a s′ que pasa por m bisecta
el ángulo que forman los ejes en el punto de intersección p (3.4), para ver esto refle-
jamos las rectas l y σ respecto de l obtenemos l y s′′, como la reflexión es conforme
el ángulo entre l y s′′ es el mismo que el ángulo entre l y s. Es claro que el punto
de intersección p sera el punto fijo de la transformación, sea 1

2
φfg el ángulo entre s

y s′ (la inversión respecto a dos circunferencias es un elemento elı́ptico con ángulo
el doble del ángulo de esta interseccion).

Luego abpm es un cuadrilátero con 3 ángulos rectos y el ángulo restante agudo
(cuadrilátero de lambert Fig. 3.5) cuyas medidas son 1

4
φfg con lados 1

2
δ y 1

2
λ por

lo cual tenemos senh1
2
δsenh1

2
λ = cos1

4
φfg ≤ 1 y es igual a 1 en el caso de que se
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3. EL TEOREMA DE NIELSEN
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AgAg

Figura 3.4: Figura 3.4

intersecten en el infinito ( φ = 0) y en dado caso la transformación seria parabólica.

Caso 2
En el caso que los ejes sean divergentes, existe una recta normal a ambos y se

tiene que la recta l bisecta al segmento entre s y s′ de esta recta normal, entonces
basta probar que;

1. Esta recta normal es el eje de fg

2. En efecto l bisecta al segmento entre s y s′ de esta recta normal

Para (1) Probaremos que fg es hiperbólica viendo que tiene dos puntos fijos y
que se encuentran en la normal mencionada antes. Sean x y x′ los puntos finales
de dicha recta normal y notemos que s′′x = x′ ya que s′′x debe cumplir que esta
sobre la recta normal a s′′ y que dH(x, s′′) = dH(s′′x, s′′) pero dH(x, s′′) =∞, por
la misma razón sx′ = x entonces ss′′x = x y tambien se cumple ss′′x′ = x′ por lo
tanto fg tiene 2 puntos fijos y su eje es la recta que los une, que en este caso es la
recta normal mencionada (Fig. 3.6).

Para (2) queremos probar que dH(x, y) = dH(y, x′) donde y es el punto de in-
tersección de la normal con l, al reflejar respecto de l y notando que x 7→ x′ bajo s
y dH(x, y) = dH(y, sx) tenemos el resultado.
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3.2 El lema del conmutador de los elemetos hiperbólicos

1/2 δ

1/2λ

1/4Φ
fg

Figura 3.5: Cuadrilátero de Lambert

Finalmente tenemos las rectas s′′, Ag, s, l y Afg y estas forman un pentagono
con 4 ángulos rectos y con lados 1

2
λfg,

1
2
δ, 1

2
λ (Fig. 3.7) y podemos concluir (A)

senh
1

2
δsenh

1

2
λ = cosh

1

4
λfg > 1

�

3.2 El lema del conmutador de los elemetos hiperbóli-
cos
Lema 3.2.1 Sean f y g dos elementos hiperbólicos con ejes Af y Ag y despla-
zamientos iguales λ, y con ángulo de intersección φ. El conmutador [f, g] =
fgf−1g−1 es elı́ptico, parabólico o hiperbólico dependiendo de

senh2(
1

2
λ)senφ


> 1
= 1
< 1

Prueba:
Sea s′ el punto de intersección de Af y Ag, sea s el punto sobre Af tal que

dH(s′, s) = 1
2
λ y trazado siguiendo la dirección de Af , y sea s′′ el punto sobre Ag

tal que dH(s′, s′′) = 1
2
λ y trazado siguiendo la misma dirección que Ag (Fig. 3.8).
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3. EL TEOREMA DE NIELSEN
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Figura 3.6: Figura 3.6

Y consideremos los elementops elı́pticos de ángulo π respecto a estos puntos y
los denotaremos igual que denotamos a sus puntos fijos.

Queremos primero probar que f = ss′, para esto deseamos ver los puntos que
deja fijos ss′. El elemento elı́ptico con ángulo π funciona de la siguiente manera;
dado un punto x se traza la recta que va de x al punto fijo c,la imágen de x bajo el
elemento elı́ptico llamemosle y esta sobre la misma recta y dH(x, c) = dH(y, c),
con este proceso podemos ver que ss′ fija los mismos puntos que f por lo tanto el
eje de f es el mismo que el de ss′ solo falta ver cuanto es el desplazamiento de ss′,
como antes, basta verificarlo para un punto y en esta ocasión tomamos el punto s′,
tenemos que dH(s, ss′(s′)) = dH(s, s(s′)) = 2dH(s′, s) = 2(1

2
λ) = λ por lo tanto

f = ss′. Un proceso análogo nos enseña que g = s′s′′ y como s′s′ es la indentidad
entonces fg = ss′′, más aún f−1 = s′s, g−1 = s′′s′ y entonces f−1g−1 = s′ss′′s′ =
s′fgs′ = s′fgs′−1, luego ss′ es un elemento hiperbólico con recta invariante igual
a la recta que pasa por s y s′′ y desplazamiento 2dH(s, s′′), más aún f−1g−1 es
hiperbólico obtenido de fg conjungando por s′, tenemos entonces;

1. f−1g−1 tiene un desplazamiento con la misma medida que fg

2. su eje Af−1g−1 se obtiene de Afg rotando por s′.

Para probar (1) queremos ver cuanto mide dH(x, s′fgs′x) y tenemos que
dH(x, s′fgs′x) = dH(s′x, fg(s′x)) y esta última cantidad es el desplazamiento de
fg.
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3.3 El lema del conmutador de los elementos parabólicos

1/2δ

1/2λ

1/2λ fg

Figura 3.7: Pentágono con 4 ángulos rectos

(2) se cumple ya que f−1g−1(s′Afg) = s′fgs′(s′Afg) = s′fg(Afg) = s′Afg.

Estos ejes son divergentes y sus correspondientes transformaciones tienen sen-
tidos opuestos, aplicamos el lema 3.1.1 a fg y a f−1g−1 entonces [f, g] es elı́ptico
, parabólico o hiperbólico según sea

senhηsenh
1

2
λfg Q 1.

Donde η es la perpendicular desde s′ en el triángulo ss′s′′ (Fig. 3.9) y por trigono-
metrı́a hiperbólica (A) se cumple senhηsenh1

2
λfg = senφsenh2 1

2
λ �

3.3 El lema del conmutador de los elementos parabóli-
cos
Lema 3.3.1 Sean f, g elementos parabólicos con puntos fijos cf y cg entonces el
conmutador [f, g] es hiperbólico.

Prueba.

Sea s′ la recta que une cf y cg y denotemos la reflexión respecto a esta recta
también como s′. Sea Of un horociclo dado con punto al infinito cf y x ∈ Of ,
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3. EL TEOREMA DE NIELSEN
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Figura 3.8: Figura 3.8
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ηη

1/2λ

Figura 3.9: Figura 3.9

tomamos s en el conjunto de geodésicas que pertenece al haz parabólico con punto
fijo cf ([Bea83]).

Tenemos entonces que f = ss′, y análogamente obtenemos que existe s′′ tal
que g = s′s′′ luego tenemos [f, g] = ss′′s′ss′′s′ = (ss′′s′)2, la composición de
reflexiones conserva el sentido por lo tanto la composición de 3 reflexiones invierte
el sentido y es por tanto una reflexión o una h-reflexión entonces su cuadrado es la
identidad o un elemento hiperbólico. Probemos que f y g no permutan: Si fg = gf ,
tenemos que f deja invariante el conjunto de puntos fijos de g y vicerversa, para
ver esto sea x un punto fijo de f entonces f(g(x)) = g(f(x)) = g(x), es decir
g(x) es un punto fijo de f , si sustituimos g por g−1 análogamente obtenemos que
g−1(x) es un punto fijo, es decir todo punto fijo es la imagen bajo g de otro punto
fijo ( x = g(g−1(x))). Dado esto [f, g] es la identidad si y solo si f y g conmutan,
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3.4 El lema del conmutador de los elementos hiperbólicos con ejes paralelos
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Figura 3.10: Figura 3.10

como hemos probado que esto no es posible se tiene que [f, g] es un elemento
hiperbólico. �

3.4 El lema del conmutador de los elementos hiperbóli-
cos con ejes paralelos
Lema 3.4.1 Sean f y g elementos hiperbólicos con ejes paralelos y con punto
común u, entonces el conmutador [f, g] es un elemento parabólico con centro en u

Prueba:
Primero veamos que f 6= gf−1g−1, es claro que gf−1g−1 fija u ya que tanto f

como g lo fijan, sea x el punto final del eje de f distinto de u, es claro que g−1 no
fija este punto, y gx 6= u (puesto que g−1u 6= x) concluimos con esto f 6= gf−1g−1.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que u = 0 y que las matrices de
los elementos hiperbólicos correspondientes a f y g lucen de la siguiente manera:

Mf =

(
a 0
c d

)
, Mg =

(
x 0
w z

)
Donde ad = 1, xz = 1 , |a + d| > 2 y |x + z| > 2. Haciendo los cálculos

obtenemos que tr(MfMgMf−1Mg−1) = 2 por lo que el conmutador es un elemento
parabólico con punto fijo u = 0. �
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Figura 3.11: Figura 3.11

3.5 El lema del elemento elı́ptico
Lema 3.5.1 Si en un grupo G < PSL(2,R) sin puntos invariantes, 2 ejes de ele-
mentos hiperbólicos son paralelos entonces el grupo contiene un elemento elı́ptico

Prueba:
Del Lema 3.4.1 tenemos que G contiene elementos parabólicos y con punto

en común u como centro. Consideremos un Horociclo K con punto en el infinito
u, sobre K el elemento parabólico tiene un desplazamiento fijo. Sea Su < G el
subgrupo deG que consta de elementos parabólicos con punto en el infinito u y sea
x ∈ K, la clase de equivalencia Sux es un subconjunto de K y podemos distinguir
dos casos.

1. Los puntos forman una sucesión de puntos equidistantes cuando Su es dins-
continuo.

2. El conjunto de puntos es denso en todo K cuando Su no es discontinuo.

Para probar (1), sea d = min{dH(x, fx)|f ∈ Su} este minimo existe por que
si no es asi se tendria un punto de acumulación lo cual por hipótesis no es posible.
Si y ∈ Sux es claro que min{dH(y, fy)|f ∈ Su} = d y de esto concluimos que el
conjunto de puntos es equidistante de distancia d.

Para el caso (2) por hipótesis tenemos que Sux se acumula en x y queremos
ver que se acumula en todo K. Sea k ∈ K un punto arbitrario y Bε(k) = {z ∈
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3.5 El lema del elemento elı́ptico

K

u

Figura 3.12: Figura 3.12

D|dH(k, z) < ε} y tomemos Bε(k) ∩ K, queremos ver que esxiste x ∈ Sux tal
que dH(k, x) < ε , si dicha x no existe entonces los desplazamientos en K de los
elementos de Su estarian acotados inferiormente por ε lo cual implicarı́a que Su es
discontinuo lo que contradice la hipótesis, por lo tanto Su en denso en todo K.

Ahora supongamos que estamos en el caso (1) y sea g0 el elemento con el me-
nos desplazamiento respecto de K (Fig. 3.13) y f un elemento hiperbólico en G
tal que su eje Af tiene a u como punto fijo y cuyo sentido es tal que se aleja de u,
entonces fg0f

−1 fija u y es un elemento parabólico y por tanto fg0f
−1 ∈ Su.

La imagen de Af bajo fg0f
−1 es claramente la misma que la de su imagen

bajo fg0, la recta fg0Af se encuentra entre Af y g0Af , luego el desplazamiento
de fg0f

−1 es menor que el de g0 lo cual es una contradicción, por lo tanto Sux es
denso en K, es decir los desplazamientos de los elementos de Su son tan pequeños
como se quiera.

Como G no tiene a u como punto invariante, sea g ∈ G tal que gu 6= u. Sean
f1, f2 elementos hiperbólicos pertenecientes a los dos ejes del lema, al menos uno
de los elementos hiperbólicos gfjg−1 no fija u, ya que g solo puede mover u a
los más a uno de los puntos extremos de Afj . Entonces existe en G un elemento
hiperbólico f que no deja u invariante. Elijamos ahora un horociclo K tal que
intersecte Af (fig 3.14) y elegimos h tal que su desplazamiento respecto a K ayude
a que los ejes Af y Ahf de f y f ′ = hfh−1 respectivamente se intersecten en un
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K
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Figura 3.13: Hiperciclo punteado

ángulo arbitrariamente pequeño, en particular elegimos h tal que

senφsenh2 1

2
λf < 1

Ya que senh2 1
2
λf es fijo y senφ→ 0 cuando φ→ 0, y del Lema 3.2.1 se sigue

que [f, f ′] es elı́ptico. �

3.6 El teorema de Nielsen
Probamos ahora la parte restante del teorema de Nielsen.

Sea G < PSL(2,R) sin puntos invariantes y sin elementos elı́pticos. Antes
que nada veamos que G no es abeliano. Sean f y g elementos hiperbólicos con ejes
divergentes y fg = gf entonces fgf−1 = g, pero no es posible ya que fgf−1 fija
fx, fy con x, y puntos fijos de g, pero esto implica fx = y y fy = x lo que a su
vez nos dice que f 2x = x, pero f 2 fija los mimos puntos que f por tanto no puede
fijar los puntos de g.

Es análogo si los ejes son paralelos ya que f no puede intercambiar x y y al
mismo tiempo.

Más aún debe haber elementos hiperbólicos en G, de otro modo solo tendrı́a
elementos parabólicos que por hipótesis no tendrian un punto fijo en común y el
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Figura 3.14: Figura 3.14

lema ?? implicarı́a una contradicción en este caso.

Sea f hiperbólico en G y Af su eje y λf la medida de su desplazamiento, sea
g ∈ G tal que fg 6= gf , entonces f ′ = gf±1g−1 es una transformación hiperbólica
con el mismo desplazamiento que f y con eje gAf 6= Af (Por no ser permuta-
bles)(Si Af = gAf ⇒ gfg−1 = f o gfg−1 = f−1. El primer caso es trivial. El
segundo caso basta tomar un punto fijo x de f tal que g(x) no es punto fijo de f (ni
de f−1) y evaluar en ambos lados de la ecuación para llegar a una contradicción.)

Af , Af ′ no pueden ser paralelas por el Lema 3.5.1, si son divergente sea δ la
distancia entre ellas y elijamos f ′ tal que el exponente de f haga f y f ′ con despla-
zamientos opuestos, por las condiciones impuestas en G, ff ′ no es elı́ptico y del
3.1.1 obtenemos

senh
1

2
δsenh

1

2
λf = 1 (3.1)

Si Af , Af ′ son concurrentes sea φ su ángulo de intersección, dado que [f, f ′] no
es un elemento elı́ptico, del 3.2.1 tenemos

senφsenh2 1

2
λf = 1 (3.2)

Estas desigualdades se aplican a g fijo y f variando. Sea A un eje de un ele-
mento hiperbólico en G, los elementos hiperbólicos que comparten este eje forman
un subgrupo abeliano SA de G, sea g ∈ G un elemento que no tenga como eje a A,
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Figura 3.15: Ejes de f y g paralelos y divergentes

es decir que no permuta con los elementos de SA, se tiene que gA 6= A. Si gA y A
son divergentes y con distancia es dH(gA,A) = δ si gA y A son concurrentes se
cortarán en un ángulo φ. Dependiendo cual sea el caso aplicaremos 3.1 o 3.2.

φ

Af A f’ 

δ

Af 
A f’ 

Figura 3.16: Figura 3.16

Si f varia sobre todos los elementos de SA, podemos notar que todos tienen des-
plazamiento mayor que un número positivo distinto de 1, por las condiciones 3.1
y 3.2 y sabiendo que senhx → 0 cuando x → 0, λf no puede ser arbitrariamente
pequeño, más aún los desplazamientos no pueden ser arbitrariamente cercanos a la
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3.7 Un ejemplo de un grupo discreto

cota, si asi fuera podemos encontrar dos elementos tal que su composición tiene un
desplazamiento menor que la cota dada, esto implica que SA es discontinuo. Sea
λ0 el desplazamiento mas pequeño de elementos de SA que por lo anterior existe.

Podemos aplicar las mismas desigualdades para f ∈ SA fijo y g variando sobre
los representantes g1, g2, ... de las clases de SA < G (g1 v g2 si y solo si g1SA =
g2SA si y solo si g1g

−1
2 ∈ SA).

Comentario 3.6.1 Si g1 implica g2 se tiene que g1A = g2A ya que g1g
−1
2 = f ∈

SA implica g1g
−1
2 A = fA entonces g1g

−1
2 A = A implica g−1

2 A = g−1
1 A

Los ejes de los elementos hiperbólicos fv = gvfg
−1
v varian sobre los diferentes

ejes de la clase de equivalencia GA de A.

Dado que fv tiene el mismo desplazamiento λf que f para todo ı́ndice v, de
3.1 y 3.2 obtenemos que senh1

2
δ y senφ tienen una cota inferior por lo que δ y φ

también la tienen según sean divergentes o concurrentes los ejes gvA, esto implica
que los ejes no se acumulan en D.

Sea x ∈ A. Todo punto enGx esta en algún elemento del conjunto gvA. Para un
eje dado los puntos Gx que se encuentran en este eje forman una sucesión de pun-
tos equidistantes a distancia λ (Los puntos en Gx ∩ gvA son los puntos gx, hx tal
que g v h, luego para gx, hx ∈ gvA ⇒ dH(gx, hx) = dH(x, g−1hx), g−1h ∈ SA
entonces λg−1h = λ0 (Fig. 3.17).

El cı́rculo con centro x y radio 1
2
λ0 no puede contener mas de un punto de dicha

sucesión en su interior, entonces el número de puntos en Gx dentro de este cı́rculo
es a lo más igual al número de ejes gvA que cortan al cı́rculo, este número es finito
ya que los ejes gvA no se acumulan enD por lo tanto x no es punto de acumulación
de Gx. �

3.7 Un ejemplo de un grupo discreto
En el capı́tulo 2 hallamos un grupo de Schottky que es un subgrupo discreto de
isometrı́as hiperbólicas, más aún sabemos que todos los elementos no triviales del
grupo de Schottky son loxodrómicos, en nuestro caso hiperbólicos, excepto por la
identidad, para que podamos validar el teorema de Nielsen en este grupo debemos
verificar que se cumplen las condiciones del teorema. Los generadores del grupo
de Schottky son hiperbólicos por lo cual cada uno tiene una geodesica invariante,
podemos usar las matrices del grupo de monodromı́a de la ecuación diferencial hi-
pergeometrica 1.10.2 que son conjugadas a los generadores del grupo de Schottky;
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Figura 3.17: Figura 3.17

A0 =

(
1 0
0 ε(−c)

)
, A1 = P−1

(
1 0
0 ε(c− a− b)

)
P

Notamos que A0 fija 0,∞ y por tanto deja invariante la geodésica que los une,
podemos ver que A1 fija P−1(0) y P−1(∞) y dado que conocemos P−1 podemos
calcular ambos valores, por un lado P−1(0) = −C

D
por otro lado P−1(∞) = −A

B
, y

por tanto deja invariante la geodésica que une estos dos puntos. Mas abajo proba-
mos que estos dos ejes necesariamente son divergentes.

En nuestro caso tenemos un grupo de Schottky con dos generadores, sabemos
que es libre y también es no elemental (0.0.1). En [Bea83] encontramos un teorema
que dice que para un grupo de transformaciones hiperbólicas con las caracteristicas
anteriores ser discreto equivale a que actúe de manera discontinua según 0.0.3, de
igual manera en [Bea83] encontramos que 0.0.3 implica 0.0.2.

Por otro lado Λθ posee, salvo la identidad, solo elementos hiperbólicos, para
aplicar el teorema de Nielsen necesitamos además que el grupo no tenga ni puntos
fijos ni rectas invariantes como mencionamos arriba. En [Bea83] encontramos el
siguiente teorema;

Teorema 3.7.1 Dos transformaciones de Mobius g, h tienen un punto fijo en Ĉ si
y solo si tr[g, h] = 2

Haciendo los calculos correspondientes a las matrices asociadas a γ1, γ2 obte-
nemos que;
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3.7 Un ejemplo de un grupo discreto

tr[γ1, γ2] =
2T 2(R2 − C2) + C2(T 4 + 1)

T 2R2
. (3.3)

si suponemos que tr[γ1, γ2] = 2 obtenemos queC2 = 0 o que T = ±1, ninguno
de estos casos es posible debido a las condiciones exigidas, por lo que tr[γ1, γ2] 6= 2

es decir γ1, γ2 no tienen puntos fijos en Ĉ (en particular no los tiene en D) y dado
que tienen ejes diferentes, estos necesariamente son divergentes de otro modo su
intersección serı́a un punto fijo, por tal motivo no hay rectas invariantes en el grupo
generado por estos elementos. Aplicando el teorema de Nielsen se puede concluir
que Λθ es discontinuo en D.

Todo lo anterior nos permite afirmar que la familia de grupos de Schottky halla-
da en el capı́tulo 2 son ejemplos en donde podemos verificar el teorema de Nielsen.
En la actualidad existen muchos resultados que nos dan la misma información que
este teorema pero la exposición geométrica de este resultado sigue siendo admi-
rable gracias a su demostración basada en su mayoria en la geometrı́a hiperbólica
pura.
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APPENDIX

A
Apéndice

A.1 Igualdades trigonométricas
Dedicamos esta sección a recopilar las fórmulas de trigonometrı́a hiperbólica uti-
lizadas durante éste trabajo. Comenzamos con las fórmulas para seno y coseno
hperbólicos:

cosh(x± y) = coshxcoshy ± sinhxsinhy (A.1)
sinh(x± y) = sinhxcoshy ± coshxsinhy (A.2)
cosh2x = cosh2x+ sinh2x = 2cosh2x− 1 (A.3)

sinh2x = 2sinhx · coshx (A.4)

Para triángulos hiperbólicos tenemos lo siguiente:

Sea M (A,B,C) un triángulo con lados A,B y C. Y sean sus correspondientes
ángulos opuestos α, β y γ entonces, si γ es un angulo recto tenemos;

Ley de los cosenos hiperbólicos

coshC = coshA · coshB (A.5)

Ley de los senos hiperbólicos

sinhB = sinhA · tanβ (A.6)
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También

coshA · sinβ = cosα (A.7)
coshB · sinα = cosβ (A.8)

Para triángulos arbitrarios se tiene;

Ley de los cosenos hiperbólicos

coshC = coshA · coshB − sinhA · sinhB · cosγ (A.9)

Ley de los senos hiperbólicos

sinhA

sinα
=
sinhB

sinβ
=
sinhC

sinγ
(A.10)

Para un cuadrilátero con tres ángulos rectos como en la figura A.1, donde Φ no
es recto, se tiene:

sinhD · sinhA = cosΦ (A.11)
coshD = coshB · sinΦ (A.12)
coshA = coshC · sinΦ (A.13)

C

B

A

D

Φ

Figura A.1: Cuadrilátero con 3 ángulos rectos

En un triángulo M (A,B,C) hay una relación entre γ y la longitud de C
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coshC > coshA · coshB, si γ < π

2

coshC = coshA · coshB, si γ =
π

2

coshC < coshA · coshB, si γ > π

2

Por último tenemos un resultado para pentagonos con 4 ángulos rectos.
Sea P un pentágono como en la figura A.2, donde h,D son las medidas de los

lados y H la medida de la perpendicular del vértice al lado s y denotamos por s
también a su medida.

h

s

D

h

D

H

Φ

V

Figura A.2: Pentágono con 4 ángulos rectos

Las siguientes condiciones se cumplen

sinh · sinhs
2

= cos(
Φ

2
) (A.14)

cosh = coshH · sin(
Φ

2
) (A.15)

cosh
s

2
= coshD · sin(

Φ

2
) (A.16)

A.2 Mapeo y principio de reflexión de Schwarz
Si consideramos la ecuación diferencial hipergeométrica
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x(1− x)u′′ + (c− (a+ b+ 1)x)u′ − abu = 0.

Cualesquiera dos soluciones linealmente independientes u1, u2 definen un mapeo

s : C− {0, 1} 3 x 7→ u1(x) : u2(x) ∈ Ĉ.

Al que llamamos el mapeo de Schwarz. El teorema fundamental de Cauchy nos
asegura que dos soluciones linealmente independientes no son simultaneamente
cero en C − {0, 1}. Para un estudio mas profundo del mapeo de Scwarz se remite
al lector a [SY01].

EL principio de reflexión de Schwarz se enuncia de la siguiente manera:

Proposición A.2.1 Sea f una función holomorfa en un dominio D cuya frontera
contiene un intervalo real (a, b). Supongamos que f se puede extender a una fun-
ción continua en D ∪ (a, b) y es real valuada en el intervalo (a, b). Extendiendo f
por

f(x) := f(x), x ∈ D := {ξ|ξ ∈ D}

A la imagen reflejada D̄ de D. Entonces, la extensión de f es holomorfa en
D ∪ (a, b) ∪ D̄, y su imagen es la unión de f(D), su imagen reflejada ¯f(D) y el
intervalo f((a, b)) que comparten como parte de su frontera.

f

D

D

a b

(D)f

Figura A.3: Principio de reflexión de Schwarz
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