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Introduccion

En este trabajo nos centraremos en usar dos categorias, la de marcos Frm y la de
dlgebras booleanas completas CB.A. Toda dlgebra booleana completa es un marco,
de hecho, CBA es una subcategoria plena de Frm. Es decir, cualquier morfismo
de marcos entre dos algebras booleanas completas es un morfismo en CBA. Lo
que exploramos en esta tesis es si podemos, a cada marco, asociarle de manera
universal un dlgebra booleana completa. Queremos a un marco A poder asignarle
un B € CBA junto con un morfismo

AL>B

tal que para cualquier A — ", € con C € CBA exista un tnico morfismo g tal
que

Ao

| A

B

conmute. Si esto se cumpliera dirfamos que A tiene reflexion booleana. El problema
es que esto no siempre pasa y no sabemos exactamente qué marcos tienen reflexion.
A largo del trabajo, con ayuda de las derivadas, veremos algunos criterios para saber
cuando un marco si tiene reflexién.

Para llevar a cabo ese andlisis en el capitulo 1 recordamos que un marco A es
una reticula completa que cumple la siguiente ley distributiva

a/\\/X:\/{a/\x\xEX}

para cualesquiera a € Ay X C A. Esta ley es equivalente a que el marco tenga una
implicacidn, es decir, una operacion

AxA— A

(a>=b)=c
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que cumpla que
c<(a=bscha<b

para cualesquiera a,b € A.

Ahora bien, si nosotros tenemos un marco A podemos fijarnos en varios opera-
dores en A. Las derivadas son operadores que inflan y son monétonos. Hay varios
tipos de derivadas: los estables, que cumplen una desigualdad con respecto a los
infimos, los operadores cerradura que son idempotentes y los prentcleos que respe-
tan infimos finitos. Los operadores que mds nos interesan son aquellas derivadas
que son prenticleos y operadores cerradura y los llamaremos niicleos. Estos nacen
a partir de cocientes de marcos. Los nicleos y los cocientes de un marco estdn en
correspondencia biyectiva. Pues si

ALB

es un morfismo suprayectivo, hay un ndcleo
J
A— A

para el cual
A; =B

donde A; es el conjunto de puntos fijos, o bien, laimagen de j, pues j es idempotente.
Ademds A; también tiene estructura de marco. Con esta idea bésica de lo que son
los nicleos, podemos considerar al conjunto de todos los nicleos de un marco
A y obtenemos su ensamble que denotamos como N A. Este ensamble resulta
ser también un marco, lo que nos permite tomar el ensamble del ensamble y asi
sucesivamente hasta formar una torre de marcos

A NA N?A ... N%A

El primero en considerar esta cadena de ensambles fue Isbell en [Isb72]. Y la idea
surge de los espacios topoldgicos pues los abiertos de un espacio forman un marco.
En este contexto topoldgico nace el proceso de Cantor-Bendixson para encontrar la
parte perfecta de un conjunto cerrado de un espacio que consiste en ir removiendo
los puntos aisalados del conjunto. Si se traslada esta idea a marcos, dejando a un
lado el caso espacial, vemos que la derivada de Cantor-Bendixson es el operador
que nos va a ir colapsando los intervalos booleanos del marco.

Esta derivada, que escribimos como cbd“, se define formalmente a partir de una
relacién < en A dada como

a<rea<z y (z>a)=a
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cbdA(a):/\{xeA\a<x}

para cualesquiera x,a € A. En el capitulo 2 vemos que la derivada nos dice que
tan booleano es A pues cuando evaluamos un elemento del marco en la derivada
ésta nos da el intervalo booleano en A mas grande por arriba del elemento. Por
ejemplo, si a € A, [a, cbd?(a)] es el intervalo booleano mas grande que empieza
en a. En particular si al evaluar en el 0 nos queda 1 tenemos que A es booleano.
Ademas, como cada ensamble de la torre es un marco, también tenemos una torre
de derivadas correspondientes a cada marco

cbd?  cbdNA  cbdN A cbdNA

y podemos relacionar las derivadas de distintos niveles. Por lo que ya dijimos de la
derivada, sabemos que, si al evaluar la derivada de un nivel de la torre en el cero
correspondiente nos da el uno de ese nivel, ese ensamble es booleano. Esto serfa una
primera caracterizacién para saber cuando un marco es booleano. Todavia podemos
decir mds pues resulta que la derivada de Cantor- Bendixson es un prentcleo.
Probaremos que al iterarla obtenemos una cadena

chd < cbd® < ... <cbd* < ...

que eventualmente se estabiliza ya que A es un conjunto. Vamos a denotar cbd*® al
momento en que la cadena se estaciona. Este operador cbd™ ya va a ser un nicleo
pues el proceso anterior es la cerradura idempotente. Ademas, notemos que esto lo
podemos hacer para cualquier derivada de cualquier nivel de la torre de ensambles.
Pero podemos generalizar un poco mas la definicién de derivada. Si damos j € N A,
es decir un nicleo de A, tenemos la composicion

sk

P A cbdi A, iy

donde 7 es la inclusién. Esta composicion nos permite definir a cbd}4 que con el
mismo proceso de iteracién podemos obtener a (cbd}-‘l)"o y esto también lo puedo
hacer para todos los niveles del ensamble. Un resultado muy importante, el que me
relaciona a las derivadas de distintos ensambles, dice que

(cbd)> = cbd™4(5)

para cualquier nicleo en IV A. Este resultado se puede levantar para los demas
niveles. Con toda esta informacién en los capitulos 4 y 5 llegaremos a otras propie-
dades y teoremas que nos dardn caracterizaciones para saber cuando NAy N2A
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son booleanos. Entre algunas de esas caracterizaciones encontraremos condiciones
de cadena, ya sea ascendentes o descendentes, lo cual nos da més criterios para
analizar a los ensambles. Incluso generalizaremos el orden < que usamos para
definir la derivada y definiremos, en el capitulo 5, un orden < que nos ayudard a
encontrar mas equivalencias. Toda esta herramienta nos permite lograr resultados
muy fuertes para N Ay N2 A que en algunos casos pueden levantarse a otros niveles.
Sin embargo, para ensambles mucho mas grandes es dificil calcular cosas y esta
herramienta se vuelve un poco initil.

Con respecto a los resultados que tenemos para N2 A probamos uno en particular
en el capitulo 3. Consiste en construir, a partir de un marco A, un dlgebra booleana
completa. Tomamos a los operadores en A que cumplen que

fla=b)=(a> f(b))

para cualesquiera a, b € A. Estos operadores y sus propiedades se desarrollan en la
tesis doctoral de Todd Wilson [Wil94]. Resulta que el conjunto de estos operadores,
que escribimos como 7" A, forma un dlgebra booleana completa que ademads va a ser
isomorfa a

TA=N?A__ = Id,A]

donde N2A__ son todos los elementos regulares en N2 Ay [Id, A] es un intervalo
en N2 A que va de la identidad a A con A = cbd”¥ 2‘4([ d). Este resultado nos ayuda
a entender como esta funcionando la doble negacién en N?A que es importante
pues nos da los elementos regulares, es decir, la parte booleana de un marco. A
pesar de que T'A € CBA se construye a partir de A y nos da mucha informacién
sobre N2 A no podemos decir que T'A es la reflexién booleana de A. Es un ejemplo
muy tangible de un dlgebra booleana completa pero, en general, no sirve para la
reflexion. Entonces, ;/quién va a ser la reflexion booleana?

La respuesta no es sencilla pero en el capitulo 6 llegamos a una caracterizacién
de cuando un marco tiene reflexion. Lo que pasa es que si A € Irm para cualquier
ordinal a hay un epimorfismo inyectivo

A" Neg

La construccién cuidadadosa de estos morfismos y de la torre de ensmables aparece
en la tesis de Todd Wilson [Wil94] y en el libro [Joh86] de Johnstone. Cada n®
cumple que todos los elementos de la imagen tienen complemento en N A. Més
aun, para cualquier otro morfismo y marco que cumpla esto, digamos

AL>B
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existe un tnico morfismo g tal que

A%B

ol A

N*A

conmuta. Esto en realidad es muy parecido a la reflexién booleana el inico problema
es que N*A no es necesariamente un algebra booleana completa. Sin embargo,
vamos a poder decir que A tiene reflexién booleana si y sélo si algin N“A es
booleano si y sélo si la torre de ensambles se estabiliza. Y si la torre se estaciona en
el ordinal o entonces

A" Neg

es la reflexion booleana. Este teorema es muy fuerte y aparece en las notas de Harold
[Sim17c] pero no siempre podemos dar una reflexién booleana y en ese caso los
morfismos n® son lo més cercano a una reflexién. No es trivial dar un marco sin
reflexién booleana, afortunadamente damos ejemplo de esto en el capitulo 7.

Evidentemente el problema de la reflexion booleana sigue siendo un problema
pues todavia no hay forma de calcular, si es que la torre se estaciona, en qué ordinal
se estabiliza la torre. Por eso la derivada de Cantor-Bendixson es una herramienta
muy ttil para saber cuando un ensamble es booleano. En este trabajo se desarrollard
todo esto intentando dar un panorama general de este problema y de la poderosa
herramienta que es la derivada de Cantor-Bendixson. Sin embargo, se quedan
abiertas varias preguntas como, jcuidndo podemos saber si la torre de ensambles se
estaciona? (Si la torre se estabiliza en que ordinal lo hace?
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos las nociones basicas para entender la reflexion
booleana y la derivada de Cantor-Bendixson. Estaremos trabajando con dos cate-
gorias, la categoria de marcos Frm y la categoria de dlgebras booleanas completas
CBA. Para este capitulo usamos las notas de Harold Simmons [Sim17a] y [Sim17b].

1.1. Teoria General de Marcos
Definicion 1.1.1. Un marco
(A,<,A,V,0,1)
es una reticula completa que cumple una ley distributiva particular
x/\\/Y:{x/\y]er}

para cualquier © € AyY C A que llamamos ley distributiva para marcos (LDM).
Los morfismos entre marcos son funciones monotonas que mandan el cero al cero,
el uno al uno, respetan infimos finitos y supremos arbitrarios.

Definicion 1.1.2. Un dlgebra booleana completa

(B,<,\,\V,0,1)

Es una reticula completa distributiva tal que todo elemento de A tiene un comple-
mento. Es decir, para todo x € B

rVy=1 zANy=20
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para algiin y € B. Los morfismos entre dlgebras boolenas completas son funciones
mondtonas que mandan el cero al cero, el uno al uno y respetan infimos y supre-
mos arbitrarios. Como consecuencia de esto, estos morfismos también respetan
complementos.

Observacion 1.1.3. Sia € By B € CBA el complemento de a es vinico. Supone-
mos que by ¢ con complementos de a entonces

=bA(avb)=(aVc)ANb=bAc

que implica que b < ¢, andlogamente podemos llegar a que ¢ < b. Entonces el
complemento de a es tinico para cualquier a € Ay por eso lo denotaremos como
—a.

Observacion 1.1.4. En un dlgebra booleana B € CBA se cumple
aNz<y&sr<-aVy
para cualesquiera x,y,x € B.

Definicion 1.1.5. Sean C y € categorias, decimos que C es una subcategoria plena
de € siy solo si

1. Si € es subcategoria de C.
2. &(A, B) = C(A, B) para cualesquiera A, B € Obj(&)

Ademds, decimos que C es reflexiva si existe L: & — C adjunto izquierdo de la
inclusion: i: C < &. Decimos que L es reflector de (C, ).

La categoria de las dlgebras booleanas completas,CB.A, no es reflexiva con
respecto a la categoria de marcos, F'rm. Sin embargo, buscamos que para cada
A € Frmexistaun B € CBA asociada a A de manera universal.

Definicion 1.1.6. Sea A € Frm decimos que A tiene reflexion boolena si

1. Be CBA

2. hay un (: A — B tal que para todo n: A — C con C € CBA, existe
un vinico morfismo de dlgebras booleanas completas ~v: B — C que hace
conmutar el siguiente diagrama:

A" scC

| A

B
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Asi, decimos que (B, () es la reflexion booleana de A.
Proposicion 1.1.1. Toda dlgebra booleana completa es un marco.

Demostracion. Sea B € CBA basta probar que B satisface la ley distributiva para
marcos(LDM). Sea X C By a € B. Consideremos

l=an(VX)

r:\/{a/\x]acEX}.

Siempre tenemos que r < [ pues

a/\zSa/\(\/X)

para toda z € X . Por otro lado, a A « < r y por la observacién anterior 1.1.4,
x < —a Vrparatoda x € X. Entonces

\/ X<-aVr
y por la observacién 1.1.4,
a N \/ X<r
Asir = [ que es lo que buscdbamos probar. O

Lema 1.1.7. Sea A € CBA y X C A, entonces

AX=-(VY)

donde
Y ={-z|zeX}

Demostracion. Consideremos a = A X y b =\/ Y. Queremos probar que a = —b,
es decir que
aANb=0

avVb=1
Seay € Y, entonces y = —x para alguna z € X. Asi,
aNy<zxAy=0

y por 1.1.1
a/\b:\/{a/\y\er}:O
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Por otro lado, consideremos ¢ = —b. Asi
cA-x<cANb=0
es decir, ¢ A =z = 0. Por la observacién 1.1.4 obtenemos que
c<—-x=x
paratoda xz € X. Asi, ¢ < a. Entonces
l=cvb<aVd
que implicaque a V b = 1. U

Lema 1.1.8. Sea f: A — B un morfismo de marcos tal que A € CBA entonces f
es un morfimso completo, es decir

F(AX)=N\FIX]

para cualquier x C A.

Demostracion. Sea X C Ay consideremos b = f (A X)yd = A f[X] basta que

probemos que d = b. Primero probaremos que b < d.Como A X < x para toda

x € X y f es monétona por ser morfismo de marcos, b = f (A X) < A f[X] = d.
Ahora veamos que se cumple la otra desigualdad. Consideremos Y = {—z | z € X'}

y ¢ = f(VY). Primero, notemos que por el lema 1.1.7

AX=-(VY)

y como f es morfismo de marcos, b A ¢ =0y bV ¢ = 1. Observemos que para todo
y € Y hay una z € X tal que y = —z. Entonces

dn fly) < fl@) AN fly) = fl@ny) = f(0)=0
para cualquier x € X. Por lo tanto,
dne=dnf(\Y)=dnr\/ FIY]=\{dAf@y) lyeY}=0
pero ya sabfamos que ¢ V b = 1, enotonces
d=dA(cVb)=(dANc)V(AdNb) =0V (dAb)=dAD

lo que no dice que d < b.
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Teorema 1.1.9. La categoria de dlgebras booleanas completas, CBA es una
subacategoria plena de la categoria de marcos Frm.

Demostracion. Sean A, B € C'BA, siempre tenemos que CBA(A, B) C Frm(A4, B).
Ademds por el lema anterior 1.1.8, Frm(A, B) C CBA(A, B). O

Definicion 1.1.10. Sea A una reticula completa, una implicacion es una operacion
sobre A
= AxA — A

de tal forma que
r<(b>a)ebrz<a

para cualesquiera a, b, x € A.
Lema 1.1.11. Una reticula completa tiene implicacion si y sélo si es un marco.

Demostracion. Sea A una reticula completa y con implicacion. Si X C Aya € A
sabemos que
a/\\/XZ\/{:E/\a |z € X}

por definicidn de supremos e infimos. Sélo falta probar la otra desigualdad. Para
esto consideramos y = \/ {x A a | z € X}, entonces

alNx <y
para toda z € X. Esto es equivalente a que
z < (a-y)

para toda z € X. Entonces
VX<(a=y)

que implica por la propiedad de la implicacién que
a N \/ X<y

lo que prueba la primera parte del lema.
Ahora suponemos que A es un marco, entonces definimos a la implicacién
como sigue

(a>b)=\/{c€A[}
Esta seria una operacion y estd bien definida. Ademads para cualesquiera a, b,z € A
cumple que

aNr<b=zxz<a=b
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pues es consecuencia directa de como definimos la operacién. Ahora, si x < a > b,
tenemos que

a/\:z:§a/\(a>b):a/\\/{$€A\a/\xﬁb}:\/{a/\xeAla/\be}Sb
donde la segunda igualdad se da por la LDM. O

Lema 1.1.12. Sea A € Frm para todo a,x,y € Ay cualquier X C A se cumple
lo siguiente:

i) a<(z>a)

i) tA(x>=a)=zAa

i) r<y= (y>a) <(x>a)

V) (VX) = a) = AM(@ > a) | 2 € X}

Demostracion. Para probar la primera propiedad notamos que si a,xz € A, por
definicién de infimo, x A a < a, entonces a € {y € A | x Ay < a}. Por lo tanto,

aS\/{yeA|$/\y§a}:(as>a)
Para la segunda propiedad tomamos a, x € A arbitrarios y observemos que
z<zAN(x>=a)ez<zx y z<(zr>a)
Sz<zyzAz<a
sz<zry z<a
Sz<alAx

para cualquier Z € A. En particular si damos z = x A a obtenemos que z A a <
x A (x > a)ysidamos z = x A (z > a), obtenemos que z A (x > a) < = A a.
Para el tercer inciso supongamos que x < y. Consideremos z = y > a, entonces
x Az <y < zy por los dos incisos anteriores de este lema, y A z < a. Asi, usando
la propiedad caracterfstica de la implicacién, z = y > a < x > a. Para probar el
inciso iv) tomamos cualquier z € A entonces

< ((VX)=a)ezn(VX)<a

y recordemos que por estar trabajando en un marco,zA(\V/ X) =V {z Az |z € X}.
Entonces lo anterior es equivalente a que

(Ve e X)[z Az <d]
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& Ve e X)[z <z a
@zﬁ/\{m>—a\x€X}

Asi, si damos z = (\/ X)) obtenemos (V X) < A{z > a |z € X}.Y si damos
z=AN{z>a|xz e X}nosquedaque AN{z >a|zecX}<(VX). O

Observacion 1.1.13. La implicacion en un marco es tinica. Pues si suponemos que
hay dos distintas digamos > y > entonces para cualquier a,b € A

aN(a=b)=anb<b&(a>-b)<ar>b

aN(a>b)=anNb<bs (a>b)<a>b

donde usamos la propiedades del lema anterior 1.1.12. Por lo tanto, las impli-

caciones son iguales. Asi podemos decir, por el lemal.l.11 que para un marco
A € Frm
(a%b):\/{ceAM/\ch}

es la implicacion para cualesquiera a,b € Frm.
Lema 1.1.14. Sea A € Frm para cualesquiera x,b € A,
((xV(x>=10b)>=b)=b
Demostracion. Observaque siz,be A
(xV(x=b)=b)=(@=b)A({(z>=b)=b)=(x>=b)Ab=0D

pues estas igualdades se deben a las propiedades del lema 1.1.12. O

Definicion 1.1.15. Sean A € Frmy a € A definimos a le negacion de a como:
—a = (a > 0)

Observacion 1.1.16. Notemos que para cualquier a € A, aA—a =aA(a = 0) =
a A0 = 0. Ademds nota que si A € CBA, la negacidn en ese caso el complemento
lo podemos expresar en términos de la implicacion.

Definicion 1.1.17. Sean A € Frmy a € A decimos que a es:
- complementado si a V —a =1
- regular si ——a = a

- denso si 7a =0
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Observacion 1.1.18. Si a € Frm, entonces para cualesquiera a,b € A:
i) a<-—ayaque((a>>0)=0)<a<aA0=aA(a>0)<0.

ii) —=——a = —a pues por el inciso anterior tenemos que —a < ———a, y COMoO
también sabemos que a < ——a, por el lemal.l.12 obtenmos que ———a =
(=—a > 0) < (a > 0) = —a. Esto nos dice que —a es regular.

iii) —~a A\ —b= —=(aVb) seda por el lemal.l.7.
iv) =(a V —a)es denso es cierto pues —~(a V —a) = —a A ~—a = 0.

v) =ma A (aV —a) = apues =—a A (aV —a) = (—m—aAa)V(-—a A —a) =
(m—ma AN a)V 0 =aVO0=a. Estonos dice que cualquier a € Frm se puede
escribir como el supremo de un elemento denso y un elemento regular.

vi) Notemos que si hay un b € Frm tal que a Nb = 0ya Vb =1, entonces
b = —a.

Lema 1.1.19. Sea A € F'rm, A es booleano (A € CBA) si y sélo si todo elemento
es regular.

Demostracion. Sea A € Frm. Supongamos que A es booleano y tomamos a € A
arbitrario. Si A € CBA, aV—-a = 1y =—aV-a = 1. Pero el complemento es tinico
para —a, por lo tanto, a = ——a, es decir, a es regular. Sea a € A y suponemos que
todos sus elementos son regulares solo hace falta probar que a V —a = 1. Usando
que todos los elementos son regulares, en particular a V —a, entonces obtenemos
que

aV-a=-=(aV-a)=-(-aA-"a)=-0=1

es decir que todo elemento es complementado y por tanto A € CBA.
O

Por udltimo hay que mencionar una caracteristica de CB.A que enunciamos en el
siguiente lema.

Lema 1.1.20. Si

ALB

es un morfismo de dlgebras booleanas completas, entonces es epimorfismo si 'y solo
Si es suprayectivo.

Demostracion. O
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1.2. Cocientes en un marco

Queremos entender bien la nocién de nicleo que es un operador muy especial
sobre un marco. Para entender esto hay que construir cocientes, sin embargo daré
primero la definicién de nicleo y de operador cerradura y después se entenderd su
importancia.

Definicion 1.2.1. Sea A € Frm decimos que un operador en A
jiA— A

es un niicleo si éste es una funcion mondtona ,que infla, que es idempotente y que
cumple que

J(@) A jly) <jlzAy)

También serdn iitiles los operadores cerradura que son aquellos que son son mono-
tonos, idempotentes e inflan. En particular, todo niicleo es un operador cerradura
pero no viceversa. Denotamos N A al conjunto de todos los niicleo en Ay a C A al
conjunto de todos los operadores cerradura en A.

Los nicleos aparecen a partir de construir cocientes en marcos. Sin embargo,
para construir los cocientes trabajamos primero con una \/-reticula, es decir, un
conjunto con un orden parcial, supremos arbitrarios, y por tanto infimos arbitrarios,
y con cero, (A, <,\/,0). Estos objetos forman una categoria de \/-reticulas cuyos
morfismos son funciones monétonas que respetan a supremos arbitrarios y mandan
el cero al cero.

Primero daremos las definiciones de adjuncién que serdn ttiles a lo largo del
capitulo.

ez f . .
Definicion 1.2.2. Sea A —— B un morfismo de conjuntos parcialmente orde-
nados (es decir, una funcion mondtona). El adjunto derecho de f es una funcion
mondtona f,

BLA

tal que
fla) b e a < fi(b)

para cualquier a € Ayb € B. Denotamos a f como f* y escribimos
[ 1

para denotar la adjuncion.
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Lema 1.2.3. Sean A L B un morfismo de conjuntos parcialmente ordenados
v fx su adjunto derecho. Se cumplen las siguientes condiciones

i) feoffinflay f* o f, "desinfla".
i) frfofiof*=[f"yfiof o fi=f

iii) Si a f le pedimos que sea un morfismo de marcos, entonces fy o f* es un
niicleo

Demostracion. Sea x € A por la definicién de adjunto derecho f*(z) < f*(x) &
x < (feo f*)(x) porlo tanto f, o f* infla. Por la misma razén,

fe(@) < fulz) & [P0 fulz) <z

por lo que f* o f, "desinfla ". Para probar ii) notamos que

r < (feof o fiof*)(x) (ffofioffofi)(z)<x

por la propiedad i) y como tenemos una adjuncién obtenemos que

(@) < (f7o fauo f)(2) (fuo f7o f)(x) < fulx)

Para que quede la igualdad solo hace falta ver la otra desigualdad pero como f* o f,
desinflay f,. o f* infla tenemos que

(f7o fuo fH)(x) < f*() felw) < (fuo [0 fo)(x)

Por lo tanto, la igualdad que queriamos queda probada.

Para probar el inciso iii) suponemos que f es un morfismo de marcos y f, su
adjunto derecho y queremos ver que j = f, o f* es nicleo en A. Ya sabemos que j
infla por el inciso i) y que es monétono porque f es mondtona y f. es mondtona
por definicién. Falta ver que j es idempotente y que j(z) A j(y) < j(z A y) para
cualesquiera x,y € A. Observemos que

jQZf*Of*Of*Of*:f*Of*:j

pues usamos el inciso ii). Ahora tomamos =,y € Ay consideremos a = j(x) Aj(y).
Nota que

* s px * _ px

[roj=fTofiof"=Ff
por el inciso ii). Entonces como f* es un morfismo de marcos y respeta infimos
finitos,

fa) = U@ AN GEW) = @) A y) = e ny)
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es decir, tenemos que
fHa) < [z Ay)
pero como f es el adjunto derecho de f nos queda que
a<(feo f)(xNAy) =7z Ay)
lo que prueba que j es un nucleo. O

Lema 1.2.4. Todo morfismo de marcos tiene adjunto derecho.

.. f .
Demostracion. Sea A —— B un morfismo de marcos definimos

f«: B— A

felb) = \/{a € A| f(a) < b}
con esta definicién es inmediato que
fla) <b=a< fi(b)

para cualesquiera a € Ay b € B. Ahora, si

a < fub)=\/{acA|f(a) <b}

al aplicar f, como este es un morfismo de marcos y respeta supremos arbitrarios
nos queda que

fla) < £.(0) = \/{f(a) |a € A, f(a) <D} <]
Por lo tanto, f - f.. O

Observacion 1.2.5. Observa que la prueba del resultado anterior también sirve si
trabajamos con \/-reticulas. Es decir, cualquier morfismo de este tipo de reticulas
tiene adjunto derecho.

f . .
Lema 1.2.6. Sea A—— B un morfismo de conjuntos parcialemente ordenados,
es decir, una funcién mondtona. La funcion f respeta supremos arbitrarios si y solo
si f tiene un adjunto derecho.

Demostracion. Para el regreso, la prueba es la misma que la del lema 1.2.4. Para la
ida suponemos que f* - f, y queremos probar que

(VX)) =V rx
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para algin X C A. Como \/ X > x para cualquier x € X y f* es monétona
(VX))
que implica que
(VX) =V
se cumple. Para la otra desigualdad notamos que
fra) <\ FIX]

para cualquier x € X. Pero como tenemos la adjuncion esto es equivalente a que

para cualquier x € X. Asi

VX< £ (Vrx)

y por la adjuncién esto equivale a que

(VX) <V
lo que quiere decir que f* respeta supremos arbitrarios. O

Ahora si estamos listos para construir los cocientes. Si A es una \/-reticula y
tenemos una relacién de equivalencia en A ~, como en conjuntos. Buscamos dar un
cociente, sin embargo la funcién canénica

A— A/ ~

que manda a cada elemento a su clase de equivalencia tiene dos problemas, no
sabemos si esa funcion es un morfismo de \/-reticulas y tampoco sabemos como
definir a A/ ~ como una reticula. Asi, consideramos las siguientes definiciones.

Definicion 1.2.7. Si A es una \/-reticula y ~ una relacién de equivalencia sobre A,
para cualesquiera X C AyY C Adonde X = {z; |ie€l}yY ={y; | i €I}
decimos que:

X~Y < (.Tz Nyi)(Vz' S I)

Ademads decimos que la relacion de equivalencia ~ sobre A es una \/-congruencia
si para cualesquiera X, Y C A, si X ~Y, entonces \| X ~ \/Y. Notemos que la
primera relacion es la que se definié para conjuntos y la segunda es la relacion
para elementos de A.
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Definicion 1.2.8. Sea A L> B un morfismo de \/-reticulas, el kernel de f es la
relacion de equivalencia dada por:

e~y s fle) = fy)
donde x,y € A.

Lema 1.2.9. EL kernel de un \/-morfismo

A%B

es una \/-congruencia en A.

Demostracion. Primero notemos que el kernel es una relacién de equivalencia en
Ay esto es porque se define a partir de una igualdad. Ahora, si tomamos X,Y C A
tales que X ~ Y, debemos probar que f(\/ X) = f(VY).Como X ~ Y, f(z;) =
f(y;) paratoda i € Iy por tanto, \/ f[X] =\ f[Y] pero como f es un morfismo
que respeta los supremos, \/ f[X] = f (VX)) =V f[Y] = f(VY). O

Lema 1.2.10. Si ~ es una \/-congruencia sobre una \/-reticula A, entonces cada
~-bloque (clase de equivalencia) tiene un elemento mdximo.

Demostracion. Seaa € Ay X C Asu~-bloque,esdecir X = {x € A |z ~ a}.Podemos
considerara X como X = {x; | i € I} ytomamosaY C AcomoY = {y; |i € I}
donde y; = a paratoda: € 1.

Asi, resulta que X ~ Y y por definicién de \/-congruencia, \/ X ~ \/Y =a,
entonces \/ X ~ a, es decir, \/ X € X. O

Definicion 1.2.11. Sea ~ una \/ congruencia para A, una \/- reticula, el selector
para ~ es el operador en A definido como

jiA— A
j@)=\{zeAlz~a}
El lema anterior 1.2.10 nos asegura que este operador estd bien definido.

Observacion 1.2.12. Por la definicion anterior 1.2.11 y el lema 1.2.10, si j es el
selector para una \/-congruencia sobre una reticula Ay a € A, tenemos que

i) a~ja)

ii) x ~a = x < j(a) para cualquier v € A
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Lema 1.2.13. Sea A una \/-reticula. Los selectores de A son precisamente los
operadores cerradura. Ademds cada operador cerradura es selector para una
tinica \/-congruencia. Es decir hay una relacion biyectiva entre \/-congruencias y
operadores cerraduras en A.

Demostracion. Si j: A — A es un selector para una \/-congruencia ~ en A,
veamos que j es un operador cerradura.

Primero vemos que por la observacién anterior 1.2.12, como a ~ a, entonces
a < j(a). Por lo tanto, j es un operador que infla. Ahora sib,a € Ay b < a, por
1.2.12,a ~ j(a) y b ~ j(b). Asi,

jla)Vjb)~aVvb=a

puessidamos X = {r€ Az ~a} ={z;|i€l}yY ={ycAly~b} =
{yp |k € K} esclaroque X UY ~ Zdonde Z = {z|l€lUJ}yz =a
silelyz =bsil € J.Como es una \/-congruencia al sacar supremos nos
queda lo que queriamos. Usando, una vez mds la observacion 1.2.12, obtenemos
que j(b) < j(a)V j(b) < j(a).Lo que quiere decir que j es monétono.

Solo queda ver que j es idempotente. Sea a € Ay damos b = j(j(a)). Por
1.2.12,a ~ j(a) ~ j(j(a)) y esto implica que j(j(a)) < j(a). La otra desigualdad
ya la tenemos pues j es un operador que infla. Por lo tanto j es un operador cerradura.

Ahora tomamos j un operador cerradura en A y buscamos definir una \/-
congruencia para la cual sea selector. Asi, definimos la relacién

r~y e j(r) = jy)

Es claro que ~ es una relacion de equivalencia pues se define a partir de la igualdad.
Veamos que es una \/-congruencia. Supongamos que X, Y C Ayque X ~ Yy
tomemos x € X yy € Y de tal forma que x ~ y. Usando que j es un operador
cerradura tenemos que y < j(y) = j(x) < j(V X) para cualquier y € Y.
Entonces, VY < j (V X) y como j es idempotente obtenemos que

(V) <i(i(Vx))=i(Vx)
Faltaria la otra desigualdad pero se obtiene andlogamente cambiando x por .

Por lo tanto, la relacion que definimos si es una \/-congruencia. Falta ver que j es
su selector. Supongamos que para la \/-congruencia con la que estamos trabajando

FiA A

f(a):\/{a;EA]xNa}
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es el selector. Queremos ver que f = j. Seaa € A como f es el selector, a ~ f(a)
y por definicién de la congruencia esto es equivalente a que j(a) = j(f(a)).
Recordemos que j es un operador cerradura entonces j(j(a)) = j(f(a)) y esto es
equivalente a que j(a) ~ f(a). Entonces usando la observacion 1.2.12

j(a) < f(f(a)) = f(a)

pues ya probamos que los selectores son operadores cerradura. Entonces, j < f.
Por otro lado, para cualquier x ~ a por la definicién de ~ y debido a que j infla,
x < j(z) = j(a).Asi

fla)=\/{zeAlz~a}<ja)

Por lo tanto, f < j.

Finalmente, para ver que es una relacion biyectiva la que hay entre selectores
y operadores cerradura veremos que un operador cerradura nos define una tinica
\/-congruencia.

Supongamos que 7, un operador cerradura, es un selector para una \/-congruencia
en A. Basta probar que la congruencia estd definida como

r~y e jr) = jy)

para cualesquiera x,y € A. Tomamos x,y € A arbitrarios de tal forma que = ~ y.
Por la observacién 1.2.12 y ya que j es el selector de la congruencia, x < j(y) y
y < j(x). Usando la monotonia y la idempotencia de j obtenemos que j(z) < j(y)
y j(y) < j(z). Es decir,

z~y =) =jy)

Ahora bien, si j(x) = j(y) para cualesquiera z,y € A, como j es el selector,
x ~ j(z) = j(y) ~yyportanto x ~ y. Y asi queda probado lo que queriamos.
O

Definicion 1.2.14. Sea A una \/-reticula decimos que FF C A es \-cerrado o
cerrado bajo infimos si \ X € F para cualquier X C F.

Observacion 1.2.15. Observa que si j es un operador cerradura (idempotente)
sobre un marco o una \/-reticula A los puntos fijos, que denotaremos como A;,
son igual a la imagen. Pues si a € Aj entonces a = j(a) y por tanto a esta en
la imagen. Ahora bien, si a es un elemento de la imagen, a = j(b). Pero como j
es idempotente tenemos que j(a) = j(j(b)) = j(b) = a lo que quiere decir que
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a € Aj. Ademds si j, k son operadores cerradura en Ay j < k entonces A, C A;.
Esto es fdcil de ver pues si a € Ay

a<ja) <k(a)=a
lo que quiere decir que a € A;.

Lema 1.2.16. Sea A una \/-reticula. Si j es un operador cerradura entonces A;
es \-cerrado. Ademds, si F' C A es \-cerrado F' = A; para algiin operador
cerradura j de A. Hay un correspondencia biyectiva entre operadores cerradura y
conjuntos \-cerrados en A.

Demostracion. Tomemos j un operador cerraduraen Ay X C A;.
( /\ X < x) Ve e X

Y como j es idempotente y A; es su conjunto de puntos fijos,

i(AX) <ij@) ==

para cualquier x € X, lo que quiere decir que

J(AX) <A

Ademas, como j infla, A X < j (A X) Esto implica que A X es un punto fijo de j.
Es decir, A X € Aj;. Por lo tanto, A; es cerrado bajo infimos.

Ahora bien, si tomamos F' C A un conjunto /\-cerrado queremos encontrarle
un operador cerradura que sea igual a sus puntos fijos. Consideremos

jiA—= A

j(a):/\{xeF\an}

Este operador esté bien definido e infla. Si tomamos a,b € Acona < byb < j(b)
jb)e{zr e Fla<ux}

y entonces j(a) < j(b). Por lo tanto, el operador j también es monétono. Ademds,
si a € A como F es cerrado bajo infimos j(a) € F. Esto implica que j(j(a)) =
AN{x € F'| j(a) < x} = j(a). Por todo lo anterior, j es un operador cerradura en
A. Veamos que F' = A;. Sia € F, por como definimos j, es evidente que a = j(a)
y por tanto, a € A;. Ahorasia € Aj;, a = j(a) € F pues la imagen y los puntos
fijos son el mismo conjunto para operadores cerradura.



1.2 Cocientes en un marco 17

Queremos ver que esta correspondencia es biyectiva, para eso nos tomamos dos
operadores cerradura en A, digamos j y k tales que A; = Ay. Sia € A, entonces
](a) S Aj = Aj. Asi

k(j(a)) = j(a) = k(a) < k(j(a)) = j(a)
pues k es monétono. Andlogamente, si k(a) € Ay = A;
j(k(a)) = ja) = j(a) < j(k(a)) = k(a)
Por lo tanto, j = k y esto prueba la biyectividad. O

Lema 1.2.17. Sean A una \/-reticula y j un operador cerradura sobre A. Si
X C Aj entonces su supremo en A;j es la imagen bajo j del supremo de X en
A. Es decir, \| X = j (\/ X). Ademds el conjunto A; es completo 'y por tanto una
\/-reticula y

j*i A— Aj
j*=j(a)
es un \/-morfismo.
Demostracion. Tomemos X C Aj;.
z<\/x <j(Vx) Vo € X

Entonces j (\/ X') es una cota superior de X en A; y es la minima pues si a € A;
tal que x < a paratodo z € X , entonces \/ X < a este supremo tomado en A.

Pero como A € A;
i(VX) <) =a

Y por lo tanto j (\/ X) es el supremo de X en A;. Notemos que esto es para
cualquier X C A; entonces A; tiene supremos arbitrarios y el cero de A; es j(0).
Esto hace que sea una reticula completa.

Veamos que el morfismo j* es un morfismo de \/- reticulas. Para esto solo basta
ver que supremos van en supremos. Sea X C A queremos probar que

i (VX)) =Vix]

Pero esto es equivalente, por lo que probamos arriba y por como se define j* a ver

" i(Vx) =5 (Vx)=Vi X =i(Vilx])
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donde los supremos de los extremos de estas igualdades estdn en A. Para la primera
desigualdad sabemos que

xgj(a:)g\/j[X] Ve e X

=\ x<\VilX]
=i (Vx)<i(Vilx)
Para la otra desigualdad tenemos que
r< X Ve e X
=j@)<j(VX) veeX
= \ilx]<j(VX)
= (Vilx]) <2 (VX) =3 (VXx)

En esta serie de implicaciones s6lo usamos que j es operador cerradura y algunas
propiedades del supremo. Asi obtenemos la igualdad que queriamos y como j*

es monotona pues j lo esy j*(0) = j(0) es el cero en A; tenemos que j* es un
\/-morfismo. O

Habiamos dicho que para un morfismo de \/- reticulas A L) B, el kernel es
la \/-congruencia dada por

r~y & flr)=f(y)

Ahora con los teoremas de biyectividad que hemos probado podemos pensar al
kernel como el operador cerradura, k, tal que

r~y e f(r)=fly) & k(@) =k(y)

para cualesquiera z,y € A.

Definicion 1.2.18. Sea A L> B un morfismo de \/-reticulas, el kernel de f es
el tinico operador cerradura k sobre A, tal que

k(r) = k(y) & f(z) = f(y) Vr,y € A

Esta definicién no nos dice realmente quien es el kernel pero el siguiente lema
ayuda a ver esto.
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Lema 1.2.19. Sea A L) B un \/-morfismo, el kernel k de f resulta ser

k= fiof”
Donde f = f* y f. es el adjunto dercho de f.

Demostracion. Primero probemos que j = f* o f, es un operador cerradura pero
esto es casi inmediato pues al ser composicion de funciones monétonas fy o f* es
mondétona. Ademds por el lema 1.2.3 también podemos decir que es una funcién
que infla y que cumple que

feoffofiof' = fiof”

es decir, que es idempotente. Por lo tanto, es un operador cerradura.
Para ver que cumple la definicién de kernel hay que ver que

(feo f) (@) = (fuo f)(y) & [ (x) = f7(y)

para cualquier 2,y € A. Para la ida solo hace falta componer con f* los dos lados
de la igualdad y por el lema 1.2.3 obtenemos lo que queremos. El regreso es trivial
pues solo se compone con f, de los dos lados de la igualdad. O

Corolario 1.2.20. Sea A L> B un \/-morfismo, el kernel k de f es el operador
cerradura que cumple que

z < k(a) & f(z) < f(a)
para cualesquiera x,a € A.

Demostracion. Por el lema anterior y como conocemos la desigualdad que cumplen
las adjunciones

< fuly) & fH(x) <y
paratodo x € Ayy € B. Basta que demos y = f(a) = f*(a) para terminar la
prueba. O

Teorema 1.2.21. Sea A una \/-reticula. Si A L> B es un \/-morfismo y k es su
kernel, entonces para cualquier operador cerradura j tal que j < k hay un vinico
\/-morfismo f# que hace conmutar el siguiente diagrama:

A%B

|

Aj

Es decir, f# o j* = f.
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Demostracion. Paratoda x € A; definimos
f#
Aj = B

(@) = f(x)
Es claro que f# es una funcién y ademas cumple que
(f* o) (a) = f(j(a)) = f(a)

La primera igualdad se debe a como esta definido j* y la segunda igualdad se da
pues para cualquier a € A ocurre lo siguiente:

k(k(a)) = k(a) < f(k(a)) = f(a)

Asf por el corolario anterior 1.2.20
a < j(a) < k(a) & fla) < f(j(a) < f(k(a) = f(a)

Por lo tanto , f(j(a)) = f(a).
Lo tinico que falta ver es que f# es un morfismo de \/-reticulas. Para eso nos
tomamos X C A; y notamos que

) bl -+ )

—f<\/x) -V =

A B

donde el subindice nos indica donde se esta calculando el supremo. O

Ya vimos que pasa para \/-reticulas ahora nos interesan los cocientes en Frm. Si

! o 1t .
tenemos un morfismo de marcos A —— B éste tiene un kernel como \/-reticula
que cumple

z < ja) & f(z) < f(a) Vr,a € A

donde j es un operador cerradura de A.

Lema 1.2.22. Sean A € Frmy A L> B un morfismo de marcos, entonces el
kernel de f es un niicleo en A.
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Demostracion. Sabemos que el kernel k£ de f es un operador cerradura, para ver
que es un nucleo sélo falta probar que

k(a) A K(b) < k(a Ab)

par todo a, b € A. Notemos que para cualquier z € A

Observa que usamos que f es un morfismo de marcos y la caracterizacion del kernel
dada por el corolario 1.2.20. Como esto es para cualquier z € A tenemos que
k(a A b) = k(a) A k(b). Por lo tanto, k es un nicleo O

Definicion 1.2.23. Sea A € Frm decimos que F C A es un conjunto fijo de A si
es \-cerrado y cumple
aceF=(x>a)eF

para cualesquiera a € Ajyx € A

Lema 1.2.24. Para cualesquiera A € Jrm 'y j € C'A, A; es un conjunto fijo si'y
sdlo si j € NA.

Demostracion. Consideremos j € NAya € Aj.Seax € Aydamosy = (z > a).
Queremos ver que y € A; pero tenemos que

zANy=(x>=a)ANz=xNa<a
entonces como j es un niucleo
A j(y) < j@) A jly) < jlany) <jla) =a
Asfi, por la propiedad de la implicacién,
i) < (z>=a)=y

Y como j infla, j(y) =y, es decir, y € A;.
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Para el regreso consideremos j € C'A de tal forma que A; es un conjunto fijo
de A. Para ver que j es un nticleo sélo hace falta ver que para cualesquiera z,y € A

J(@) A jly) <jlzAy)

Consideremos a = j(z A y) para x,y € A arbitrarios. Por como definimos a
a sabemos que a € A; y como j infla, z Ay < j(x Ay) = a. Ademds A; es un
conjunto fijo entonces

y< (2= a) € A 5i(y) <je = a) = (2 - a)
=cANjly) <zA(z>a)=zANa<a
=z < (j(y) - a)

Y como a € A; y Aj es un conjunto fijo, (j(y) > a) € A;. Entonces a partir de la
ultima desigualdad llegamos que a que

J(@) <j((y) = a) = ((y) = a) = jl@) Ajly) <a
Asi probamos que j € N A. O
Lema 1.2.25. Para cualquier A € Frm, si j € N A entonces Aj € Frmy
JrA— A
j*(x) = j(z)
es un morfismo de marcos.

Demostracion. Sabemos que A; es un reticula competa pues se probd en 1.2.17 para
\/ -reticulas. Para ver que es un marco por 1.1.11 basta que demos una implicacién
en A;, pero como A; es un conjunto fijo la implicacién de A funciona para A; y
por lo tanto éste es un marco. Queremos ver que j* es un morfismo de marcos. Pero
por el lema 1.2.17 solo faltarfa ver que respeta infimos finitos pero esto es inmediato
pues j es un nucleo. O

Teorema 1.2.26. Sean A € FJrm, j € NA. Si AL)B es un morfismo de
marcos 'y j < k, donde k es el kernel de f, entonces existe un iinico morfismo de

f# Lo .
marcos Aj —— B tal que hace conmutar el siguiente diagrama

es decir, f# o j* = f.
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Demostracion. Este teorema queda casi completamtente probado por su andlogo
para \/- reticulas. Lo tinico que faltaria ver en este caso es que f7 respeta fnfimos
finitos, pero esto es cierto pues f es morfismo de marcos y respeta infimos finitos.
Ademds f7 es tinico pues j* es suprayectivo en particular epi. O

Observacion 1.2.27. Notemos que si A L> B es un morfismo de marcos supra-
yectivo entonces Aj es isomorfo a B donde j € N A es el kernel de f. Esto se debe
al lema anterior y a la definicion de kernel. Es decir, los cocientes de A estdn en
correspondencia biyectiva con los niicleos de A.

1.3. El ensamble de un marco

Ahora daremos una aproximacion distinta a los niicleos de un marco.

Definicion 1.3.1. Sea A € Frm una derivada o inflacion en A es una funcion
k: A — Atal que:

1. a < k(a) para cualquier a € A.
2. Sia < bentonces k(a) < k(b) para cualesquiera a,b € A.
Denotamos D A al conjunto de todas las derivadas en A.

Definicion 1.3.2. Sea A € Frm, ¢ € D Aes un operador cerradura o idempotente

sic? =c

Denotamos C'A al conjunto de todos los operadores cerradura en A.
Definicion 1.3.3. Sea A € Frm, s € DA es estable si
s(a) ANb < s(aAb)
para cualesquiera a,b € A.
Denotamos S A al conjunto de todos los estables en A.

Definicion 1.3.4. Sea A € Frm, k € DA es un preniicleo si
k(a Ab) = k(a) A k(b)
para cualesquiera a,b € A.

Denotamos P A al conjunto de todos los prenticleos en A.
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Observacion 1.3.5. Notemos que para un prenucleo basta pedir
k(a) ANk(b) < k(a AD)

para cualesquiera a,b € A. La otra desigualdad se cumple para cualquier derivada
pues como x ANy < xyx Ay <y, porla monotonia tenemos que k(x \y) < k(x)
yk(x Ay) < k(y). Porlo tanto, k(x AN y) < k(z) A k(y).

Definicion 1.3.6. Sea A € Frm, k € PA es un niicleo si es un operador cerradura.
Denotamos N A al conjunto de todos los niicleos en A.
Observacion 1.3.7. Con respecto a las definiciones anteriores hay que notar que:

i) Todo preniicleo es estable.
Sije PAyx,y € Ausando que k infla y la igualdad que caracteriza a los
preniicleos obtenemos:

J@) Ny <j(z) Ajly) =j(z Ay)

ii) Si una derivada es estable e idempotente, entonces es niicleo.
Si j € SAy es idempotente para x,y € A obtenemos lo siguiente:

Je) N jly) < (@ Agly)) <5z ny)) =iz Ay)
Asi paraun A € Jrm obtenemos las siguientes contenciones:
NACPACSACDA

NACCACDA

Ejemplo 1.3.8. Veamos ahora algunos ejemplos relevantes de niicleos. Si A € Frm
para cualquier a € A definimos las funciones

Ug: A — A

ug(r) =avVae VeeA
Vg: A — A

vo(x) =(a>=2) VreA
we: A— A

we(z) = ((x=a)=a) VeeA



1.3 El ensamble de un marco 25

Primero notemos que u, es un niicleo pues infla y es monotona pues la funcion
se calcula como un supremo. Ademds es un preniicleo pues un marco es distributivo
y por tanto ug(x A y) = ug(x) A uq(y) para cualesquiera x,y € A. También es un
operador cerradura pues

Ug(ug(z)) =aV(aVe)=aVr=u.x)

para cualquier x € A.

Ahora veamos que v, es un niicleo. Primero, v, infla por una propiedad del le-
ma 1.1.12. También es mondtona pues, por este mismo lema y por la propiedad
caracteristica de la implicacion,

aN(a-z)=alNz<ys(arzx)<(a>y)
sizx <yyx,y € A Ademds v, es idempotente pues
aN(a>=(a-xz)=aN(a>z)=alx<zx

por el lema 1.1.12. Esta desigualdad es equivalente por definicion de implicacion a
que
Ve (va(z)) = (a > (a = z)) < (a > b) = v4(x)

par cualquier x € A. Y la otra desigualdad se da porque v, infla, por tanto tenemos
la igualdad. Solo nos falta ver que para cualesquiera x,y € A

V() A va(y) < ve(x Ay)
pero esto se da porque si hacemos uso del lema 1.1.12 una vez mds tenemos que
aN(a-x)N(a-y)=aAzA(a-y)=aNzANy<zAy
y esta desigualdad es equivalente a que
(a=z)N(a=y)<(a>(xAy))

lo que prueba que v, es un niicleo.
Finalmente, veamos que w, es un niicleo. Primero observamos que si x < y

(y=a)<(z>a)= ((r>a)>=a) <((y =a)=a))

por el lema 1.1.12 y por tanto w, es mondtona. Ademds es una funcion que infla
pues por la propiedad de la implicacion

aN(z=a)=xzNa<asz<((z>a)>a)=w ()
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para cualquier x € A. Ahora bien, para probar que w, es idempotente basta ver
que
(((x>=a)»a)»a)=(x>a)

para cualquier x € A. Consideremos x € A entonces

z<(((x=a)>=a)=a)ezA((x=a)=a)<a
szANr<zA((z>a)>a)<a
ez < (x> a)

Observa que aqui usamos la propiedad de la implicacion y que w, infla. Con esta
equivalencia si damos z = (((x > a) > a) > a) y z = (x > a) obtenemos la
igualdad que buscdabamos. Sélo nos queda ver que

we(7) A wa(y) < wa(z Ay)

para cualquier x,y € A. Para esto consideramos z = wg(x) N wa(y) y w =
z A ((x Ny) > a). Nos basta probar que que w < a pues por la propiedad
caracteristica de la implicacion esto es equivalente a que z < (((x Ay) > a) > a)
que es la desigualdad que queremos. Asi notemos que

zAN(x=a)<a y zA(y=a)<a

por el lema 1.1.12 ya que wq(x) A (x = a) = a A (z > a) < ay lo mismo para
wq(y). Por otro lado, también tenemos que w < z por definicion de w y

wAz ANy <a
pues por el lema 1.1.12
wA(zAy)=zA(zAy)=a)AN(zAy)=2zA(zAy)Na<a

Ahora, usando estas desigualdades obtenemos que por la propiedad de la implica-
cion

wAz<(y=a)=wAz<zA(y>a)<a
=w < (z > a)
sw<zA(x=a)<a

que prueba lo que queriamos. Finalmente, podemos decir que w, es un niicleo.

Estos tres nicleos seran de suma importancia mas adelante.
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Definicion 1.3.9. Sea A € Frm definimos un orden para los elementos de D A de
la siguiente manera:

j<ke (Vae A (ja) < ka)

para cualesquiera j, k € DA.

Observacion 1.3.10. Nota que este orden también lo tienen CA, NA, PA,SAy
entonces todos estos conjuntos, junto con D A, son conjuntos parcialmente ordena-
dos. Como en particular la identidad id y la constante uno, que denotamos como tp,
son elementos de estos conjuntos, id es el elemento mds pequerio y tp es el elemento
mds grande. Observemos que

id=uyg=vy y tp=uL =19
donde O es el cero en el marco Ay 1 es el uno en A.

Definicion 1.3.11. Sea A € Frm para cada F C D A definimos al infimo puntual
como

/\F: A— A
(AF) @ = A{f@) |z e X}

Observacion 1.3.12. Es claro que la asignacion anterior es una funcion y esta bien
definida para cualquier F C A. En el caso de F' = () observemos que )\ () = tp.

Proposicion 1.3.13. Para cualquier A € Frm los conjuntos DA, SA, PA,CAy
N A son cerrados bajo infimos puntuales.

Demostracion. Para esta prueba tomamos F' C DA con F # (). Para cualquier
x € X, como z < f(x) para todo x € X ,entonces

z< NMf@) |z e X}=(AF) @)

para cualquier x € X. Por lo tanto, el infimo puntual para F' infla. Ademas, si
x<yconzx,y € A,

f@) < fy) VfeF

(AF) @) < (A\F) )

Ahora bien, si ' C C'A queremos ver que C'A que A F' € C' A. Para esto notemos
que

que implica que

((AF) o (AP) (a) < f2(a) = f(a)



28 Preliminares

para cualquier f € F'y a € A. Por lo tanto,

(AB) o (AP)(a) < (AF) (a)

y la otra desigualdad, para que quede probada la igualdad, es inmediata de que A F’
es en particular una derivada. Si F' C S A, queremos probar que A F' € SA, es

decir, que
an (A\F)®) < (A\F)(@nb)

para cualquier a, b € A. Pero esta desigualdad se da porque

a/\(/\F) () <aA f(a) < f(aNd)

para cualquier f € FF C SA.
Ahora, si F' C P A basta probar, por lo dicho en la observacién 1.3.5, que

(AF) @A (AF)w) < (AF) @y

donde =,y € A. Pero esta desigualdad es cierta pues

(AF) @A (AF) @) < @) A F) < flaAy)

para cualquier f € F'. Por tanto, A F' € PA. Si F C NA, el infimo puntual se
queda en N A pues un ntcleo es un prenticleo idempotente y ya probamos que C'A
y P A son cerrados bajo infimos puntuales. O

Asi, tenemos cinco ordenes parciales que por tener infimos arbitrarios, tienen
supremos arbitrarios, cero y uno. Por lo tanto, DA, SA, NA,CAY P A son reticu-
las completas. En general, el supremo arbitrario de estas reticulas no tiene por qué
ser el supremo puntual que se define a continuacién.

Definicion 1.3.14. Sea A € Frm para cada F C D A definimos al supremo puntual
como

\/F: 4 A

(VF) @ =V (@ | x)

Observa que cuando F = ), (\/F) (x) = VO = 0. Por tanto no es una

derivada.Asi que esta definicion solo la tomamos para F # ().

Lema 1.3.15. Sean A € Jrm y F C DA con F # @,. entonces \|F € DAy
VEF =\ F. Ademds si F C SA, entonces \|F € SAy\/F =\/ F. Es decir, los
supremos en DAy en S A se calculan puntualmente.
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Demostracion. Sea FF C DAy F # (). Notemos que si x € A, z < f(x) <
(\/F) (z), paratoda f € F. Por lo tanto, \/ F infla. Ademds si z,yy € Aconz <y

f@) < 1) < (VF) )

paratoda f € F. Asi por definicién de supremo puntual,
(VF)@ < (VF)w
Por lo tanto, \/F € DA.

Supongamos que hay g € DA tal que f < g para toda f € F'. Queremos ver
que \/F' < g pero esto es cierto pues

(F@) < g()(f € F) = (VF) (@) <

para cualquier z € A. Por lo tanto, por como se defini6 el orden, obtenemos lo que
queriamos.

Ahora, si ' C S A, lo Gnico que falta probar es que para cualesquiera z,y € A

(VF) @< (VF) e

Usando la propiedad distributiva par marcos en A 'y que F' C S A obtenemos que

(VF) @ ny=V @) |s€ X}ry =\ {yAf@) |2 € X)
<V e xt = (VF) @ny)

para cualesquiera x,y € A. Por todo lo anterior podemos decir que \/F es el
supremo en S A para cualquier ) £ F C SA.
O

Esto nos muestra que en DA y S A los supremos se calculan puntualmente si el
conjunto es distinto del vacio pues para F' = (), \/ F' = id. Sin embargo, en PA'y
N A los supremos no se calculan puntualmente.

Lema 1.3.16. Sean A € Frm. Si f,g € DA entonces, fog € DA. Si f,g € SA
entonces, fog € SA. Si f,g € PA entonces, fog € PA.
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Demostracion. Si f, g son derivadas es inmediato que la composicién también es
derivada, es decir que infla y es monétona. Ademds si f,g € SA

(fog)la) Nb=f(g(a)) Nb < fgla) Nb) < f(g(anb)) = (fog)lanb)

para cualesquiera a,b € A. Ahora, si tomamos f,g € PA se cumple que

(fog)(a)A(fog)(b) = f(g(a))Af(g(b)) < f(g(a)rg(b)) < f(g(and)) = (fog)(ab)
para cualesquiera a,b € A. Porlo tanto f o g € PA. O

Observacion 1.3.17. Nota que el lema anterior 1.3.16 no es cierto si tomamos
f,g € CA. Es decir, CA 'y por tanto P A, no es cerrado bajo composicion.

Teorema 1.3.18. Para un A € Frm, S A es un marco.

Demostracion. Como ya sabemos que S'A es una reticula completa, para ver que
éste es un marco sélo nos falta probar que cumple la ley distributiva para marcos.
Sean G C SAy f € SA.SiG =0laigualdad fAVG=V{fAg|geG}se
cumple pues de ambos lados queda ¢d.

Si G # (y tomamos x € X arbitrario

(FAVG) @) = f@) A (VG) @) = fa) A\ {g(x) | g € G} =
=\ (i) rgla) [ge Gy =(V{frglaeC)) @)

En las igualdades anteriores se usa la ley distributiva para marcos en A y que los
infimos y supremos en S A se calculan puntualmente. Por lo tanto, la LDM es cierta
en SA. O

Como S A es un marco tenemos una implicaciéon que cumple que
(f-g9)eSA y h<(frg e fAh<yg
para cualesquiera f, g, h € A.

Lema 1.3.19. Sean A € Frm, f € SAyk € NA, entonces f = k € NA. (donde
la implicacién del lema es la que existe en SA)

Demostracion. Sean f € SAy k € NA, tomamos [ = (f > k). Como estamos
trabajando con la implicacion en S A sabemos que [ € SA, sélo resta ver que [ es
idempotente, es decir que [? < [, pues [ infla. Para cualquier x € X, observemos
que

(f AP) (@) = flz) AP (2) < U(f(z) Al(2)) < U(k(2))
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En la primera igualdad usamos que el infimo se calcula puntualmente. En la primera
y segunda desigualdad usamos que I € SA y que f Al < k respectivamente.
Recordemos que f Al < k < [ < f > k. Entonces, como f A 12 <loknos queda
que fAIZ < fA(lok). Ast

(f AP () < fla) Nk(2) < f(R(x) Al(k(2)) < k() = k(z)

para cualquier € X. Es decir, f A I2 < k. Pero esto es equivalente, por la
propiedad de la implicacién, a que

P<(f=k) =1
lo que prueba lo que querfamos. O

Teorema 1.3.20. Sea A € Frm, entonces NA € Frm.

Demostracion. Podemos definir a la implicacién en N A igual que la implicacién
de SA por el lema anterior 1.3.19. Entonces, como N A es una reticula completa
que tiene implicacién, por el lema 1.1.11, N A es un marco. O

Al marco N A de un marco A le llamaremos ensamble. Podriamos considerar el
ensamble de N A que escribiremos como N2 A y asi seguirnos

A NA N2?A N34 ... N9A

hasta construir una torre de ensambles. Hay detalles para el caso cuando « es un
ordinal limite pero se analizara con cuidado mds adelante. Por ahora, sélo tengamos
en cuenta que la torre de ensambles se puede construir.

Por otro lado, sabemos que los supremos arbitrarios en N A no se calculan
puntualmente queremos saber como son estos supremos. Para eso introducimos las
siguientes definiciones.

Definicion 1.3.21. Sean A € Frm y f € DA definimos recursivamente sobre los
ordinales

O =id
o =foge

fe = \/ {fﬂ | B < a} cuando o es un ordinal limite

Denotaremos a lo largo de todo el trabajo o™ al ordinal sucesor de c.
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Asi producimos una cadena de derivadas
d<f<fP<f<<fo<

Esta cadena se detiene en algiin punto, es decir, hay un ordinal § tal que f? = f‘9+
para cualquier § < 6. Es evidente que se detiene pues nuestro marco A es un
conjunto y formamos una cadena de funciones que inflan. Al minimo ordinal para
el cual se detiene la cadena lo denotamos co. Por como construimos nuestra cadena
f°° es idempotente.

Lema 1.3.22. Sean A € Frm y f € DA, entonces f es el menor operador
cerradura mayor que f.

Demostracion. Sabemos que f°° es un operador cerradura, es decir f>*° € CA.
Falta ver que es el mds pequeio. Suponemos que hay un j € C'A tal que

f<i<sre
y probamos por induccion sobre ordinales que f¢ < j para cualquier « en los
ordinales, en particular quedaria probado para oo. Para el ordinal o = 0, tenemos
que fO =id < j. Si a = B y suponemos que f < j entonces, como f < j,
fr=fofl<joj=j

Ahora bien, si v es un ordinal limite y suponemos que para cualquier 3 < a, f# < j
obtenemos que

rr=\V{rf1s<a} <
y esto termina la prueba. O

Observacion 1.3.23. Creamos asi un operador en D A

_*:DA—CACDA

f=r

que infla y es mondtono. Es decir, _* € D?A.

Teorema 1.3.24. Sean A € Frmy f € SA, f* € SA para todo « en los ordinales
y f’B € PA para cualquier 5 ordinal limite.

Demostracion. Hacemos la prueba por induccién sobre ordinales. Para o = 0,
id = fO es estable. Si & = 8T y suponemos que f? es estable. Entonces como la
composicién de estables es estable por 1.3.16, f o f% = f@ es estable. Finalmente,
si o es un ordinal limite y suponemos que f# es estable para cualquier 3 < «, como



1.3 El ensamble de un marco 33

S A es cerrado bajo supremos puntuales por 1.3.15, f“ es estable.

Veamos que para « un ordinal limite f* € PA.

F@ A1 @) =\ { @) 8 <af AV {FAw) |2 <a}

para cualquier z,y € A. Como A es un marco y tenemos la LDM nos queda que
@A) =\ {FP@ AP B <a} <V {FP@n @) 8.2 <af

<\VA{FPP@nry) [ BA<a} <\ {P @AY |7 <a} = zry)

donde las primeras dos desigualdad se dan pues cada f” es estable para cualquier
ordinal $ y la ultima desigualdad es cierta pues « es un ordinal limite. Por lo tanto,
f*e PA. O

Teorema 1.3.25. Sea A € Frm, la asignacion _*°: SA — S A es un niicleo en
S A. Ademas el conjunto de puntos fijos de _*° es N A.

Ya sabemos, por el lema anterior 1.3.24, que _°° estd bien definida para S A.
Este operador infla pues

f<re
Es monoétono pues si f < g por el lema 1.3.22, f° < ¢g*°. Veamos que

FENgT < (fAg)™

Consideremos k& = (f A g)*° que es un nicleo pues k es un operador cerradura por
definicion y k € SA por el lema 1.3.24. Asi, por el lema 1.3.19, (f = k) € NAy
f A g <k por la definicién 1.3.21, entonces

g<(f>=Fk)
debido a la propiedad caracteristica de la implicacién. Por lo tanto,
9T <(f=k)=>fAg* <k

por el lemal.3.22 y la propiedad de la implicacion. Esta desigualdad es equivalente
a

f<(g>=k)

y por el lema 1.3.22,
=<9 k)
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lo cual es equivalente, por la propiedad de la implicacién a que
[N =k

que es lo que buscdbamos probar. Solo falta probar que _*° es un operador cerradura
pero esto es inmediato de la definicién 1.3.21. También es claro que los puntos fijos
de (.)*° sean N A pues para cualquier f € NA, f> = f pues f es idempotente,
y si f € SA entonces por el lema 1.3.24, f°° € S A pero también es idempotente
pues asi se define. Por lo tanto f>° € N A.

Lema 1.3.26. Sean A € Frm, f,g € SAyk € NA.Si fAg < ky«a esun ordinal
distinto del cero, entonces f N g¢ < k.

Demostracion. La prueba la hacemos por induccidn sobre ordinales. Para o = 0 la
implicacién que busca probarse es cierta pues el antecedente es falso. Ahora bien, si
a = A1 y suponemos que f A g® < k tenemos que para cualquierz € A,

F@) A g” (2) = flx) Ag(y) < Fx) A Fy) Agla) < fz) Ak(y)

donde y = ¢”(z). Ademds como k € N A en particular es estable entonces nos
queda que

f(x) A g% (@) < f(2) Nk(y) < k(f(z) Ay) = k(k(z)) = k()

donde la primera igualdad se da por hipétesis de induccién y la segunda igualdad se
debe a que k es idempotente.

Finalmente, si v es un ordinal limite y f A ¢° < k para cualquier 8 < a,
obtenemos

f@ng@) =\ {F@) rg*@) [ A< af = A{FAaM @) | X <a} < k)
para cualquier z € N A y donde la primera igualdad se da por la LDM. O

Lema 1.3.27. Sean A € Frm y J C PA. Supongamos que J # () y J es dirigido,
es decir, para cualesquiera dos elementos de J siempre puedo encontrar uno mayor
a estos dos. Entonces el supremo de J en P A se calcula puntualmente.

Demostracion. Sabemos que \/J no esta necesariamente en PA pero como el
conjunto es dirigido esto si va a ocurrir, sélo debemos probar que \/J cumple que

(V) @n (V) )= (V) @ro)
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para cualesquiera x,y € A. Pero esto pasa porque

(VU)@»Av(VJ)@w=v{ﬂmrfeJ}AM@HheJ}:
=V {i@) Ah(y) [j,he T} <
<\ A{k(@)Ak(y) | ke J} =
—\/{k(:c/\y |k:eJ}:

= (\/J) (A y)

para cualesquiera x,y € A. Observa que estas igualdades y desigualdades usamos
que J era dirigido y la LDM. O

Para poder calcular los supremos arbitrarios en N A nos damos cuenta que si
() #.J C NA, donde A es un marco, en particular J C SA y el supremo de este
conjunto en SA es \/J. Podemos considerar al siguiente conjunto

J° = {j10.0ju|n €N, € J}
Podemos asegurar que J° C PA pues por el lema 1.3.16 PA es cerrado bajo
composiciones y ademds J° es una familia dirigida, entonces el supremo de J° en
P A se calcula puntualmente. Observemos en el siguiente lema lo que pasa para
NA.
Lema 1.3.28. Sea A € Frm y J C N A entonces,
. o0 . oo
Vo= (V) = (vr)
Demostracion. Sea J C NAy J # (). Notemos que

Vs (V) = (Vo) =

donde la primera desigualdad se da porque para cualquier j € J, j < (\/J ) * La
segunda desigualdad es cierta pues J C J°. La ultima desigualdad se da porque
VJ° <\ J como elementos de PA aunque \/J° no es un niicleo, solo podemos
asegurar por 1.3.27 que es un prentcleo pero por el lema 1.3.22 llegamos a que
(VJ O) = <V J. Esto prueba la igualdad que queriamos. O



36 Preliminares

Ejemplo 1.3.29. Si A € Frmy j. k € NAy consideremos f = jok,g=kojy
h = jVk. Hasta ahora sélo podemos decir que f 'y g son preniicleos y que h estable.
Ademds,

Jk<h< fg<h?

Por lo anterior, obtenemos:
X = g% =h® =V

La dltima desigualdad se da como consecuencia del lema anterior 1.3.28.

En particular, si tomamos j = u, y k = v, obtenemos que ug N v, = (Vq0Uq)°.
Pero notemos que si x € A, (koj)(x) =a > (aVx) = 1. Portanto, ug \V vq = tp,
para cualquier a € A.

Ademads tenemos otro lema con respecto a como calcular supremos.
Lema 1.3.30. Sean A € Frmy j k€ NA. Sijok < koj, entonces jVk =koj.
Demostracion. Consideremos g = k o j entonces
G =kojokoj<kokojoj=koj=g

es decir g es nicleo pues mostramos que es idempotente y como es composicion de
prenticleos g € PA. Ademas, por el lema 1.3.28

JVEk=(koj)* =koyj

Lema 1.3.31. Sean A € Frm, a,bc Ayje NA

i) vg Y Ug Son complementarios en N A.

ii) 7 o ug es idempotente.

i) JVug=701uq

V) Uja) NVa < J

V) vp VIV iUug=vp0]J0uUg
Demostracion. Para probar el primer inciso observemos que por el lema anterior
1.3.28,

Vg V Uq = (Vg © Ug)™
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pero
(vgoug)(z)=(a>(aVez)=1

para cualquier x € X, entonces
Vg V Uq = (Vg 0 Uug)™ =tp
Ademas
(Vo A ug)(x) = va(x) ANug(z) = (a=x) AN(aVz)=
=(@xAa=x)V(eha-z)=zV(aNhzx)=2x

para cualquier x € A. En varias de las igualdades usamos la propiedades de le
implicacién que aparecen en 1.1.12. Por lo tanto , v, y u, son complementarios.

Para probar el segundo inciso tomamos cualquier j € NA y como PA es
cerrado bajo la composicién por el lema 1.3.16 solo tenemos que ver que j o ug €s
idempotente. Asi tenemos que

(Jouaojoud)(z)=j(jlaVa)Vva)=j(ilaVve))=jlaVr)=(jou) )

para cualquier z € A, lo que prueba lo que queriamos.

Para el tercer inciso tomamos k = j V ug, como j < jou, y Uy < J 0 Ug
tenemos que k < j o u, pues j o u, es un nicleo por el inciso anterior. Ahora bien,
como j, u, < k obtenemos que

jougs<kok=k

pues k es un nicleo. Con las dos desigualdades a las que llegamos queda probada la
igualdad.
Para el cuarto inciso notamos que

U (¥) = j(a) Vo < j(aV @) = (o ua) (@)

para cualquier x € A y donde la desigualdad se da por que j € SA C NA. Lo que
quiere decir que
Uja) S JOUG =] VUq

usando el inciso anterior y como u, y v, son complementos queda que
Uj(a) N Va < (JV Ua) Ava = (j Ava) Vid < j
Para la propiedad v) queremos probar que

l(z)=(b>jlavz)) VeeA
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donde [ = vy V j V u,. Notemos que para cualquier £ € N A ocurre que
(kow)(x)=k(b>=z)=k((b>2x) Ab<Ek(b>=x)Ab) <k(x)

para cualquier € A donde la primera implicacion se debe a que k es estable. Esta
desigualdad, por la propiedad de la implicacion, es equivalente a que

k(b= k) <b> k(x)=uvp(k(x))
es decir, k£ o v, < vy, 0 k. Por otro lado,
(ugok)(z) =aVk(z) <k(aVz)=(koug)(x)

donde la desigualdad se da por la monotonia de k y porque k infla. Es decir,
obtuvimos que u, 0 k < k o u,. Asi usando el lema anterior 1.3.30

l=vpVjiVu,=(vpoJ)Viug=1up0jou,
lo que prueba lo que queriamos. O

Teorema 1.3.32. Sean A € Frmyj € NA,

j:\/{uj(a)Ava]aeA}

Demostracion. Consideremos

k:\/{uj(a)/\va\aeA}

Queremos ver que j = k pero por el lema 1.3.31 ya tenemos que k£ < j. Para la otra
desigualdad tomamos a € Ay vemos que

(Uj(a) Ava)(a) = j(a) A (a = a) = j(a) N1 = j(a)
y por tanto
j(a) = (uj(a) Ava)(a) < k(a)

y como esto es para cualquier elemento del marco obtenemos que j < k. O

Corolario 1.3.33. Si A € Frm es un marco finito, entonces N A es un dlgebra
booleana completa.

Demostracion. Por el teorema anterior 1.3.32 cualquier nicleo de IV A tiene com-
plemento pues se puede expresar como un supremo finito de elementos complemen-
tados. Por lo tanto, NA € CBA. ]
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Podemos dar otras propiedades para los nicleos uq, v4 ¥ wq. Incluso podemos
dar un lema parecido al anterior pero usando a los w- nicleos.

Lema 1.3.34. Para cualquier marco A si tomamos x,y € Ayj e NA
J(@) = jly) = = = j(y)
Demostracion. Sixz,y € Ay j € NA como j es un nicleo
z < j(z)
y por las propiedades del lema 1.1.12
z = jy) < (z) = j(y)
y para la otra desigualdad usamos el mismo lema para notar que
(@) Aj) A < () = 3) Adle) =) Ajy) < y)
pero por la propiedad de la implicacién esto es equivalente a que
(@) = 3i(y)) < (z>-3y))
lo que prueba la igualdad que queriamos. 0
Lema 1.3.35. Sean A € Frmya € A. Si j € N A entonces
Ug < j < a < j(0)
para cualquier a € A.
Demostracion. observemos que
ug < j = a=ug(0) < j(0)
ademis si a < j(0),
ug(z) =aVvae<jl0)ve <j0Vveze)=jx)
donde j(0) V < j(0 V x) se da por la monotonia de j ya que

JO) vz <j0)vi(x) y j),j0)<j@Vvo0)
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Observacion 1.3.36. Para cualquier A € Frmya € A,
Ug < Wq
Esto sale de inmediato del lema 1.3.35 ya que a < a = wq(0).
Lema 1.3.37. Sea A€ Frm. Siac Ayje NA
Ve <jejla)=1
Demostracion. Supongamos que v, < j entonces
1= (a>a) =wv(a) < j(a)

y por tanto j(a) = 1. Ahora bien, si j(a) = 1 y damos y = (a > z) = vg(x), por
el lema 1.1.12 tenemos que y A a = (a > x) Aa = a Az < z, entonces

y <jly) =ily) Aila) = jy Na) <j(x)
pues j es un nicleo. Por lo tanto, v, < j. ]
Lema 1.3.38. Para cualquier A € Frm, sia € Ay j € N A entonces
j<w, < jla) =a

Demostracién. Supongamos que j < w, para algin a € A. Entonces al evaluar en
a tenemos que
a<jla) <wg(a)=((a>a)>a)=a

donde la primera desigualdad es porque j infla. Para la otra desigualdad suponemos
que j(a) = a'y tomamos cualquier z € A. Asi como w, es un nicleo y en particular
infla

§(@) < wali(@) = (@) = a) = a) = ((i(2) > j(a)) = a) =
= (& > j(a)) = @) = (& > @) = @) = wa(a)

donde la tercera igualdad se da por el lema 1.3.34. Esto quiere decir que j < w,. [
Lema 1.3.39. Para cualquier A € Frm, sia € Ay j € N A entonces
W < J =] =wp

donde b = j(0).
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Demostracion. Sea a € A'y supongamos que w, < j para cualquier j € NA.
Consideramos wjy, donde b = j(0). Como j es idempotente

y por el lema 1.3.38 nos queda que j < wy. Ahora como

j(z) = j(0) <1 =j(0) - j(z)

donde la igualdad se da porque j(0) < j(x) y entonces al calcular la implicacién
queda 1. Asi, usando la propiedad caracteristica de la implicacién

(4(x) = j(0)) > j(0) <j(x)

y por el lema 1.3.34

wp = (x> j(0)) = j(0) = (= > j(4(0))) = j(0) < j(z)
y por tanto j = wy,. O

Lema 1.3.40. Sea a € Frm para cualesquiera j € NAya € A tal que j < w, se
cumple que
J = Wa V Up = Wq O Uy = Wp

donde b = j(0).

Demostracion. Dadas la hip6tesis que tenemos y por como esta definido v , usando
los lemas 1.3.35, 1.3.31 y 1.3.38 tenemos que

wWa 0wy = wa V up < § < wy

asi que solo nos basta probar que wy < w, V up. Pero esto es equivalente a ver que
wp A vy < wg pues up y vy por el lema 1.3.31 son complementos. Ahora bien, como
wq < j, tenemos que a = wq(0) < j(0) = b, y por tanto wy(a) = b pues w, es
monétona y wy(0) = b = wy(b). Asi

a < (wp Avp)(a) =wp(a) ANvp(a) =bA(b=a)=bAa<a

donde la dltima igualdad se da por el lema 1.1.12. Con esta desigualdad podemos
decir por el lema 1.3.38 que
wp N\ vp < Wy

lo que prueba lo que queriamos. O
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Lema 1.3.41. Sea A € Frm, para cualesquiera a € Ay k,j € NA tales que
uq < k < w, se cumple

FVw, =wgo0jok=uwy
donde b = wy(j(a)).

Demostracion. Consideremos f = joky h = wg o f. Solo podemos decir que
f, h son prenticleos pues la composicién de niicleos no es un niicleo. Tenemos por
1.3.28 que

jVwgVk=jVw, =h>

nos gustaria ver que h es idempotente para que h fuera un nicleo y se cumpla que
h®> = h. Para esto notemos que

wgoh=nh

porque w, es un nicleo y por tanto idempotente. También es cierto que ko h = h
pues como k < w, tenemos que

a < k(wg(a)) = k(a) < wg(a) =a

y esto por el lema 1.3.38 nos dice que k o w, < w, pero la otra desigualdad se da
por que la composicion es siempre mayor ya que son operadores que inflan. Por lo
tanto k o w, = w, y de aqui podemos decir que k£ o h = h. También es cierto que
j o h = h, para probar esto nos tomamos un x € A arbitrario y consideramos

y=1[(z) y z=h(z)=wiy)

pero como ya vimos que k(0) = a obtenemos que

ademas
2ANy=a)=((y=a)=a)AN(y=a)=(y=a)ha=yAha<a

por el lema 1.1.12. Asi como j es un nicleo, en particular es estable y obtenemos
que
JZ) Ay = a) <j(zA(y = a)) <jla) <y

y por tanto tenemos

JEA(y=a)<(y=a)Ay<a
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esto es equivalente por la propiedad caracteristica de la implicacién a que
2<j(2) <((y = a) = a) = wa(y) = 2
es decir, obtenemos que
(7o h)(x) =3(2) = 2z = h(z)
que es lo que querfamos probar. Con todo esto llegamos a que
h? =wgojokoh=wg0joh=ws0oh=h

lo que prueba la primera igualdad del lema.
Para la segunda igualdad solo basta usar el lema 1.3.40 para i y queda que

we Vj=h=uw
donde b = h(0) = (wg 0 j 0 k)(0) = we(j(a)). O

Lema 1.3.42. Para cualquier A € Frm, sia € Ayje NA

i=Nwala€ )} = \{w |acal

Demostracion. Observa que la segunda igualdad que hay que probar es inmediata
pues recordemos de 1.2.15 que los puntos fijos de un nticleo son iguales a la imagen.
Entonces solo basta probar que

i=N{wiw | a€Aj
y denotaremos
l:/\{wj(a) ’ aGA}

Sabemos que como j es idempotente, j(j(a)) = j(a) para cualquier a € A,
entonces

J < Wia)
por el lema 1.3.38. Asi j < . Por otro lado, como [ se definié como un infimo,
tenemos que [ < wj(,) para cualquier a € A, entonces

l(a) <1(j(a) < wj(i(a)) = j(a)

lo que quiere decir que [ < j.
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Lema 1.3.43. Si A € Jrm y a € A entonces A, es booleano.

Demostracion. Observemos primero que el cero en A,,, es a pues
we(0)=(0=a)>=a)=(1>a)=a

y como w, es mondtono no queda més que w, (0) sea el cero. Si z € A, queremos
ver que x tiene un complemento en el marco A,,,. Consideremos a (z > a) y
veamos que

we(r = a) =we(x) =a=1z>a

donde la primera igualdad se da por el lema 1.3.34 y la segunda porque z es un
punto fijo. Esto quiere decir que (z > a) € A,,,. Ademds se cumple que

zA(x>=a)=xANa=a

por las propiedades del la implicacién que se probaron en el lema 1.1.12. Usando
este misma lema y si damos y = (x > a) obtenemos que

wa(zVy) = (((xVy) = a)»a)=(((z>a)A(y>a))>»a)=
=((yNa)=a)=(a>a)=1
esto prueba que el supremo de x 'y y en A; es el 1 pues recordemos que en 1.2.17
probamos que asi se calculan los supremos en A,,, . Por lo tanto, por las dos
igualdades que obtuvimos podemos decir que para x € A,,, el elemento (z > a) €

Ay, es su complemento en el marco de puntos fijos. Esto quiere decir que A,,, es
booleano. O

Lema 1.3.44. Si A € CBA entonces todo niicleo en j € N A es de la forma u,
donde a = j(0).

Demostracion. Observa que por el lema 1.3.35 ya tenemos que u, < j. Parala otra
desigualdad consideramos x € A arbitrario, entonces como A € CBA, —x es el
complemento de = . Asi

—w A j(x) < (o) Ajx) = j(-e A x) = 5(0) = a
pero esta desigualdad es equivalente por la observacién 1.1.4 a que
jlz)<—-—zxVa=2xVa

pues como A € CBA todo sus elementos son regulares por el lema 1.1.19. Por lo
tanto , tenemos que j < ug. O
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Algunos de los lemas anteriores nos dicen qué pasa cuando un marco es boo-
leano, sin embargo la siguiente construccién nos acerca un poco mas al problema
de la reflexion booleana.

Definicion 1.3.45. Para cualquier A € Frm, 14 es la asignacion
AT NA

ar— Ug

Teorema 1.3.46. Sea A € Frm, 14 es un morfismo inyectivo de marcos y ademds
es epi.

Esto nos dices que 7, es un bimorfismo, no necesariamente isomorfismo.

Demostracion. Primero, para ver que la funcién 74 es un morfismo de marcos,
notamos que

na(0) = up = id na(l) =uy =tp
es decir el cero va al cero de N A y el uno al uno. Ademas sia < b
na(a) = ua < up = na(b)

esto es inmediato pues los u-ntcleos se calculan como supremos.
Sia,be A
na(a) Ana(b) = uqg A up

y
(ug Aup)(z) = (aVaz)A(bVZ) = ((aVZ)Ab)V((aVa)Ax) = ((aVa)Ab) Ve =
=(aANb)V(xAb) V= (aAb)A\x=ugnp(r)

pues usamos la distributividad del marco. Por tanto, n4(a) A n4(b) = na(a A D).
Ahora bien si tomamos X C A queremos probar que

\/ nalX] > na (\/X>

pues la otra desigualdad se da por la monotonia ya que n4(z) < n4 (\V X) para cual-
quier z € X. Tomemos ¢ = \/ X y j = VVna[X] = V {us | x € X}. Precisamente
queremos ver que u. < j. Para esto tomamos a € A y tenemos que

uc(a):c\/a:\/X\/a:\/{a\/m]:UEX}:\/{%(G)\HCGX}:

— (Vw2 € X)) (@) < jla)
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donde la dltima desigualdad se da porque el supremo puntal es menor que el supremo
en N A, recordando que el supremo puntual no es necesariamente un ntcleo.
Para ver que 74 es inyectiva tomamos a,b € A tales que n4(a) = na(b)
entonces
g = na(a) = na(b) = up

y si evaluamos en el cero queda que
a=1u,(0) =up(0) =0

por lo tanto es inyectiva.
Finalmente probaremos que 74 es epi. Para esto nos tomamos dos morfismos

f
NA—/=B
g

donde B € Frmy f ong = gona.Esdecir f(ug) = g(u,) paratodaa € A. Asi,
por el lema 1.3.32

FG) =V {F i Ava) Ta€ A} =\ {F(ujia) A F(va)}

9G) =V {g(ujia) Ava) | a € A} =\ {g(ujia) A g(va) }

Observa que tenemos que f(u;(q)) = g(u;j(q)) pero también es cierto que f(v,) =
g(va) pues f(vq)y g(vs) son complementos de f(u,) = g(u,) en A pues

f(ua>vf(va) - f(ua\/va) - f(tp) =tp f(ua)/\f(va) = f(ua/\va) = f(Zd) =1d

y andlogamente para g. Como el complemento es tnico, éstos deben de ser iguales.
Esto nos asegura que f(j) = ¢(j) para todo j € NA. Por lo tanto , 4 es un

epimorfismo.
O

Antes de seguir con la propiedades del morfsimo 774 probamos un teorema que
es una version general del lema 1.3.32 pero que probamos hasta ahorita porque se
necesita usar que 1 es un morfismo de marcos en la prueba.

Lema 1.3.47. Para cualquier A € Frm. Si f € DAy j = f° es un niicleo,

entonces
j:\/{uf(a)/\va | CLEA}
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Demostracion. Primero tenemos que por 1.3.32

\/{uf(a)/\va|a6A}§\/{uj(a)/\va\a6A}:j

donde la primera desigualdad se da porque f(a) < f*°(a) = j(a). Para la otra
desigualdad necesitamos hacer una construccién. Para cualquier elemento a € A
definimos recursivamente

a(0)=a a(a™) = fla(a)) ala)= \/{a(ﬁ) | B < a}cuando « es limite

Formamos entonces una cadena ascendente de elementos en A que eventualmente
se estabiliza porque es ascendente y A es un conjunto. De hecho a(«) = f%(a). En
particular, si esta cadena se estabiliza en «, a(«) = j(a). Ahora consideramos
ja,O =1id
.ja,azJr - (ua(oﬂf) A Ua(a)) \ jtlva
ja,a = \/ {ja,ﬁ | B < a}
Esto por la manera que esta definido nos produce una cadena ascendente de nicleos

que también se estabiliza pues como la cadena de elementos de A se estabiliza para
algtin ordinal o tenemos que

(Ua(at) N Va(a)) = (Ua(a) N Va(a)) = id
por el lema 1.3.31, entonces
ja,oc = ja,oﬂf
lo que muestra que la cadena de j-nicleos que formamos se estabiliza. Como esta

cadena en algtin punto se estaciona podemos considerar

Ja = \/ {ua(aﬂ A Vg(a) | @ ordinal}
el nicleo para en el cual se estabiliza la cadena. Ahora afirmamos que j, o =
Uq() A\ Vg para cualquier ordinal «v. Esta propiedad la probamos por induccién sobre
ordinales. Para o = 0 tenemos que
ja70 =1id = Ug (o) N Vg
pues por el lema 1.3.31 u, y v, son complementos. Ahora, si « = 3% suponemos
que ja,3 = Uq(g) N\ Va- Entonces
Jaa = Jap+ = (Ua(p+) A Va(8)) V Ja,8 = (Ua(s+) V Ja,8) N (Vas) V Ja,8) =
= ta(g+) A (Va(p) V Ja,6) = ta(st) N (Va(s) V (Ua(s) A Va)) =
= Ug(p+) N\ Va = Ug(a) N\ Va
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donde la cuarta igualdad se da porque por hipétesis de induccion ju g = g (g)\Va <
Uq(g) < Uq(p+)- La pentltima igualdad se da porque, por el lema 1.3.31, v,5) ¥
Ug(g) son complementos y porque, como a < a(3) por el lema 1.1.12, v4(g) < vg.
Finalmente si « es un ordinal limite y suponemos que para cualquier 5§ < a,
Ja,p = Uq(g) /\ Vg Obtenemos que

ja,a:\/{ja,ﬁ‘/3<04}:\/{ua(,8)/\va’5<0‘}:
:va/\\/{ua(m | ﬁ<a} = Vg A Ug(a)

donde la tercera igualdad se da por la LDM. La dltima igualdad se da porque 14 es
un morfismo de marcos y respeta supremos arbitrarios por el teorema 1.3.46.

Asi concluimos que jg,o = Ug(a) A Va. Ahora, si tomamos un ordinal suficien-
temente grande nos queda que

Ja = Uj(a) N\ Va

para cualquier a € A. Notemos que j(a) € Ay f(j(a)) = f(f>®(a)) = f>(a) =
j(a) por tanto

Uj(q) N\ Va € {uf(a) ANvg |a € A}
y asi
\/ {uf(a) N Vg | a € A} > Uj(a) N Vg
para cualquier a € A. Esto implica que
\/{uf(a)/\va | aeA} ZV{uj(a)/\va | aeA} :\/{ja lae A} =
lo que finalmente prueba el lema. 0

Definicion 1.3.48. Decimos que un morfimos de marcos

AL>B

resuelve el problema de complementacion booleana en A si para cualquier a € A,
f(a) € B tiene complemento.

Ejemplo 1.3.49. Par cualquier marco A, n4 resuelve el problema de la compleme-
tacion booleana pues u, tiene complemento por el lema 1.3.31, v, € N A, para
cualquier a € A.
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Teorema 1.3.50. Para cualquier A € Frm, ny resuelve universalmente el pro-
blema de la complememtacion booleana. Es decir, na resuelve el problema de la

. . f
complementacion booleana y para cualquier otro morfismo, A——— B que tam-

. . L 1*
bién lo haga existe un tinico morfismo de marcos NA—— B para el cual el
siguiente diagrama conmuta:

ALB

wl A

NA

con f#(5) =V {f(j(@)) A f(z) | = € A} donde f(z)" es el complemento de
f(x)en B.

Ademds como f y f# son morfismos de marcos tienen adjuntos derechos, fy y
[ respectivamente. Y se cumple que f4(b) = f. ouy o f para cualquier b € B.

Demostracion. Primero veamos que

= VA£Gl (z)' |z € A}
es un morfismo de marcos. Para esto tomamos j, k € N A tales que j < k entonces

fG(@)) < fk(x))
para cualquier x € X pues f, k, j son monétonas. Asi

FG@) A f@) < f(k(@) A fa)
para toda z € X, lo que implica que f#(j) < f#(k).
Ademds
fAid) =\ {f() A f(z) |2 € A} = 0p
pues f(x)y f(z)" son complementos en B. Ahora tomamos j, k € N Ay basta ver
que
FEG) N FF (k) < F7(G A K)

pues la otra desigualdad se da por la monotonia de la funcién. Asi tenemos, por la
ley distributiva para marcos, que

FEG) AR =\ {fU
=V{f > k(y)
=\ {£G(@) A k(y)
<\/{f() Ak(y)

<NVAFGARE) A F(2) |2y € Ay <z} = [P Ak)

"NFRW) A fy) |2,y € Ay =
Af@) A f(y) oy €A} =

ANfxVvy) |zy e A}
Af(z

A flx

(4(z) ) A
(@) A k(y))
(( )
(y( ) ) |zy€eAdzy<z<zVy}<
(

J
J
J
J
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donde la segunda igualdad se da porque (f(z)' A f(y)" )V f(zVy) =1y (f(z) A
F@))A f(xzVy)=0.Esdecir f(z)' A f(y) = f(x Vy)'. También observemos
que la primera desigualdad es cierta pues como z,y < z < x Vy, f(2) < f(z Vy)

y por lo tanto f(z Vy) < f(z).
Falta ver que f7 respeta supremos arbitrarios pero esto es equivalente por el

lema 1.2.5 a que tenga adjunto derecho, entonces probemos que fx definida como

f#(b) = feoupo f

para cualquier b € B es su adjunto derecho. Primero notemos que fx es mondtona
pues f, f« ¥ up son funciones monétonas. queremos probar que

() <be g < fulb)

para cualesquiera b € By j € N A. Notemos que

Por lo tanto, tenemos que fx es adjunto derecho de f # y que f# respeta supremos
arbitrarios. Sélo falta ver que el diagrama

A%B

wl A

NA

conmuta pero esto es casi inmediato. Si tomamos a € A

f#onA)( f#ua \/{f“a (z) ‘wEA}—
=V {f() rxeA}—

donde la tercera igualdad se da pues, usando la distributividad de un marco

flua(@) A f(2)" = flava) A f(x) = (fla) V f(@) A f2) = fla) A fz)

para cualquier x € A. O
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Lema 1.3.51. Sea A € Frm, A—25 NA es suprayectivo si y solo si A es
booleano.

Demostracion. Supongamos que 174 €s suprayectivo entonces como 74 entonces
14 es un isomorfismo y entonces todos los elementos de A tienen complemento.
Ahora bien, suponemos que NA € CBA y tomamos j € N Aydamos a = j(0).
Entonces
na(a) = uq <j

por el lema 1.3.35. Sea z € A como —x € A por hipétesis obtenemos que
e A j(x) <j(ma) Ajx) = j(-e A x) = 5(0) = a
y por la observacién 1.1.4
jx) <aVr=u.(x)
es decir j < na(a). Por lo tanto, 14 es suprayectivo. O

Si nos fijamos cuidadosamente en este teorema podemos notar que 774 €s casi
como la reflexion booleana, el problema es que /N A no es necesariamente booleano.
De alguna forma, si A fuera un marco sin reflexién booleana, podriamos decir
que 14 es lo mas parecido a una reflexién booleana. Debemos de tener esto en
mente pues este teorema serd muy Util y podré generalizarse para toda la torre de
ensambles.
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Capitulo 2

Derivada de Cantor-Bendixson

Una vez un poco la teoria general de marcos y de nicleos podemos empezar a
estudiar la derivad de Cantor-Bendixson, una herramienta que nos ayudard a ver la
booleanidad de un marco. Para este capitulo no guiamos principalmente de el texto
[Sim06] de Harold Simmons.

2.1. La derivada de Cantor- Bendixson

Si A esun marcoy a,b € A elementos del marco tales que a < b entonces el
intervalo [a, b] es booleano si para cualquier ¢ < z < b hay un tnico a < y < b tal
que

TANYy=a y xVy=>b

Observacion 2.1.1. Observemos que si un intervalo [a, b] es booleano entonces
para cualquier a < y < b su complemento x debe ser de la forma x = (y = a) \'b
pues, usando las propiedades de la implicacionl.1.12

a<((y=a)Ab)<b
yAN({(y=a)ANb)=(yA(y>=a)Ab=(yANa)ANb=aAb=a
Ademds yV ((y = a) A b) = bya que
yV(y=a)nb)=(yV(y=a)A(yVd)=(yV(y~a)Ab=b
La iiltima igualdad se da pues como y tiene complemento y éste es x obtenemos que
y=a)=@-@Ay)=\{ked|lkAy<azry} >z

yentoncesyV (y =a) >yVe=by(yV(y>=a))Ab=">b
Por lo tanto, como el complemento es inico x = (y > a) A b.
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Lema 2.1.2. Sean A € Frm y a € A si consideramos al conjunto X C A definido
como
x € X & a<uxyla,z]es booleano

entonces \| X € X.

Demostracion. Consideremos b = \/ X y queremos ver que [a, b] es booleano para
que quede probado el lema.

Seay € Atal que a < y < b. Para cualquier z € X, como [a, ] es booleano y
a <z Ay < z,existe un z(x) en el intervalo [a, z] que cumple que:

z@)AN(zANy)=ayz(x)V(xAy) ==z

Como esto ocurre para cualquier x € X tomemos el supremo, es decir z =
VA{z(z) | z € X}. Asi,

y/\z:y/\\/{z(aj)\xeX}:\/{y/\z(:c)]a:GX}}:a

La segunda igualdad se da por la ley distributiva para marcos y la tercera igualdad
es cierta pues z(z) A x = z(x) y entonces z(x) Ay = z(z) A (z Ay) = a. Solo
falta ver que z V y = b. Para esto primero observemos que x = (z A y) V z(z) =
(z(x) V) A(yV z(z))yporlotanto, z < y V z(z) < b. Asi

y\/z:\/{sz(:x)]aﬁeX}Sb

b:\/Xg\/{y\/z(m)\xeX}

Por lo tanto, y V z = by y A z = a, lo que significa que el intervalo [a, b] es
booleano o equivalentemente que b € X. 0

Definicion 2.1.3. Para cualquier marco A, si a,x € A entonces decimos que x es
esencialmente mayor que a (a < x) si'y sélo si

a<cw y (x>a)=a

Con esta relacion entre elementos de un marco ya podemos definir la derivada
de Cantor-Bendixson como

cbd*(a) = N{z € Al a<az}

Lema 2.1.4. Sea A € Frm. Para cualquier a € A, [a,cbd*(a)] es el intervalo
booleano mds grande arriba de a. Es decir, para cualquier x € A, si [a, x| es
booleano entonces = < cbd?(a).
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Demostracion. Supongamos que [a, y| es un intervalo booleano y sea z € A tal
que a < . Si tomamos b = = Ay entonces a < b < y. Pero como [a, y| es booleano
existe a < ¢ < y tal que

cAyNz=cAb=a y cVb=y

De la primera igualdad, usando la propiedad caracteristica de la implicacién obtene-
mos que
yAhc<zrz>=a=a<zAy=>

Ahora, como y A ¢ < b,
b=bV(yAc)=(OVy)A(bVe)=0bVy)Ay=((zAy)VyY)A\y=yAy=y

Por lo tanto, A y = b = y. Entonces, y < x para cualquier x € A que cumpla
que a < z y por la definicion de la derivada podemos concluir que y < cbdA(a). Si
decimos que d = cbd“ (a) para completar la prueba sélo faltarfa ver que el intervalo
[a, d] es booleano. Para eso tomamos y € A tal que a < y < d. Escribimos
z = (y > a) y por propiedades de la implicacion sabemos que

a<z y yANz=Wyr-a)ANy=yAa=a

(yVz)=a)=wy=a)AN(z=a)=zA(z>a)=2zNa=a

Esto quiere decir que @ < y V z y por tanto d < y V z. Entones z A d resulta ser el
complemento de y en el intervalo [a, d] pues

yAN(zAd)=aNd=ua
yVzAd)=(yVz)AyVd) =d
lo que prueba el lema. O
Lema 2.1.5. Sea A € Frm para cualesquiera a,b, x,y € A se de lo siguiente :
)b<a<z<y=b<y
ii) Sia<zyb<yentoncesa Nb<z ANy

Demostracion. Para la primera parte, si tenemos que b < a < x < y entonces de
manera inmediata sabemos que b < y y solo faltard ver que, en efecto, (y > b) < b,
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la otra desigualdad es una consecuencia de la implicacién que ya probamos en
1.1.12. Observemos que

(y=b)he<(y=bANy=yAb<b<a
Usando entonces la propiedad de la implicacidn la desigualdad de arriba implica
(y=b)<z>a=a<y

yentoncesy = b= (y > b) ANy <b. Asi,y > b <b.

Para la segunda parte del lema, sia < xy b <y sabemosque a Ab < x Ayy
llamemos z = ((x Ay) = (aAb)). Asi, zAyAx = (x Ay)A(aAb) <aAb<hb.
Usando la propiedad de la implicacién obtenemos que z Az <y = b =0 < y.
Entonces, zAx < zAxz Ay <aAb<a. Yobtenemos que z < z > a = a. Con
las desigualdades obtenidas anteriormente nos quedaque z =z Aa < z Az < b.
Como z < by z < a queda lo que queriamos probar

(xAy)>=(anb)=2z<aAb

La otra desigualdad, para que se de la igualdad, es una consecuencia de la implica-

cién que probamos en el lema 1.1.12.
O

Una vez definida la derivada para un marco A y vista como un operador
chd: A— A

cbd(a):/\{xeA|a<x}

podemos hacer un poco mas general esta idea pues podemos definir la derivada para
un marco A y un niicleo j € N A. Sabemos que para el nicleo j en A, el conjunto
de puntos fijos A; es un marco entonces también tiene una derivada

bd i
A; o A;

cbd¥ (a) = \{z € A; | a<x}

Cabe mencionar que ser esencialmente mayor en A; es lo mismo que en A pues la
implicacion se queda igual en A; como ya vimos en el lema 1.2.24.

Ahora bien, podemos fijarnos en la siguiente composicion:

A N
A—lya, 0 A 5 A
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Esta composicién nos da un operador de A que llamamos cbdj-‘ y que en realidad si
nos fijamos puntualmente en la composicién tenemos que

chdf: A— A

cbdf(a) = /\{x €Aj|jla) <z}

Solo hay que observar que cbal}4 y cbdi son operadores distintos, el primero es
en operador en A y el segundo en A;. Notemos que en particular cbd{d = cbd?.

De ahora en adelante cuando sea claro el marco en el que estamos trabajando
omitiremos escribir el supraindice.

Teorema 2.1.6. Tomemos un marco Ay j € N A entonces cbd}-4 es un preniicleo.

Demostracion. Tomemos j un niicleo en un marco Ay x € A. Consideramos al
prentcleo
€x =JOUL OV 0]

Recordemos que este operador es un prenticleo pues es composicion de nicleos, no
podemos afirmar que es niicleo ya que N A no es cerrado bajo composicion.

Consideramos e = A {e, | z € A} que es un prendcleo pues es infimo de pre-
nicleos y afirmamos que cbd; = e.

Para ver que cbd; < e tomamos cualesquieraa € Ay x € A; de tal forma que
j(a) < z. Es decir, se cumple que

jx) =z jla) <z (z > j(a)) = j(a)
Usando esto notemos que
ex(a) =j(x Vv (z-j(a)) = jxVja) =jr) =z
Por definicion de e, e < e, entonces
e(a) <ezyla) <z < /\{x € Aj|jla) <z} =cbdj(a)
Como esta desigualdad es valida para cualquier a € A entonces e < cbd,;.

Falta probar la otra desigualdad, para esto tomamos a,x € Ay definimos

z=aV(z - j(a)) = (uzovzoj)(a) y y = ex(a) = j(2) = (jougovzoj)(a)
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Observemos que como los nicleos inflan entonces j(a) < z < y. Sabiendo esto
calculamos

(y = 3(a) = (§(2) = j(a)) = (2 > j(a)) = (z V (z > j(a))) > j(a) = j(a)

donde la segunda igualdad se da por el lema 1.3.34 y la cuarta igualdad se debe
al lema 1.1.14. Entonces como (y > j(a)) = j(a), j(a) <y y por definicién de
derivada para el nucléo j

cbd; <y =ez(a)

Como lo anterior ocurre para toda a € A
cbd; < e, Ve e A
Finalmente, por definicion de infimo, cbd; < e. O

Lema 2.1.7. Si A € Frmy j € NA, la cerradura idempotente de cbd,;, cbd3® es el
niicleo mds pequefio que colapsa a todos los intervalos [a,b] en A si [j(a),j(b)] es
booleano en A;.

Demostracion. Por el lema anterior cbd}-4 es un prenticleo y entonces (cbdj‘)oo es
un nicleo. Si tomamos a,b € A tal que [j(a), j(b)] es booleano en A; queremos
ver que cbd;j(a) = cbd;(b). Tenemos lo siguiente

b < j(b) < cbd* (j(a)) = cbd}(a) < (cbd)*(a)

donde la segunda desigualdad se da por el lema 2.1.4 pues sabemos por hipdtesis
que [j(a), j(b)] es booleano. La igualdad de arriba se da por lo siguiente

cbd™i (j(a)) = /\ {rehjljla)<z}= cbd]A(a)

Entonces como b < (cbd;‘)oo (a), por la monotonia de los niicleos y por la definiciéon
de (cbd)>

(cbds)>(b) < (cbds)>((cbds)>*(a)) = (cbd;')*(a)

Para tener la igualdad necesitamos la otra desigualdad pero ésta se da puesa < by
los niicleos son monétonos.

Ahora solo nos queda ver que (cbd}-“)oo es el menor nicleo que que colap-
sa intervalos que son booleanos bajo j en A;. Supongamos que hay k& € NA
que también cumple esta propiedad. Tomamos cualquier ¢ € A y buscamos ver
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que (cbdf)oo(a) < k(a). Consideremos el intervalo [a, cbdf(a)] en A. Entonces
[7(a), j(cbal;-4 (a)] es un intervalo en A; y ademds

j(cbd(a)) = cbd?(a) = cbd™ (j(a))

La primera igualdad se da porque cbdj‘(a) es un elemento de A; ya que la derivada
se calcula como infimos de A; y éste es un marco; por tanto, es cerrado bajo infimos.
La segunda igualdad se da por las definiciones de derivada. Asi obtenemos que

[(a), j(cbds'(a)] = [j(a), cbd™ (j(a))]

y por el lema 2.1.4 podemos asegurar que este es un intervalo booleano en A;.
Entonces, por la propiedad que cumple &, de colapsar intervalos de A que resultan
boolenanos en A; bajo j, podemos decir que k:(cbdf(a)) = k(a). Pero como k es
un nucleo, en particular, infla, entonces

cbds (a) < k(a)
Y como (cbdjl)"o es el menor nicleo mayor que cbde resulta que
(cbd})™(a) < k(a)
O

Si consideramos j = ¢d en el lema anterior obtenemos el siguiente Corolario
que ya no necesita prueba.

Corolario 2.1.8. Para cualquier A € Frm, (cbd?)> es el niicleo mds pequeiio
que colapsa a todos los intervalos booleanos de A.

Teorema 2.1.9. Si tomamos A € Frm entonces para cualesquiera j € NA'y
a€A

cbdi (a) = (wj(a) = j)(a)

Nota que la implicacion que se enuncia en el teorema es en NV A que no se define
como la evaluacién puntual.

Demostracion. Tomamos j € NAy a € A entonces denotamos
b = cbd;(a) k= (wj@) > 7)

El teorema queda probado si llegamosa que b = k(a).
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Para la primera desigualdad consideremos al niicleo [ = uj A vj(,). Ademds
sabemos que a < j(a) < k(a) pues por como esta definido k y las propiedades
de la implicacién j < k (ver lemal.1.12). Afirmamos que [ < k. Seax € Ay
definimos y = (x > j(a)) entonces

yAwj@y(x) =y A((x = j(a) = j(a) =y Ay > ja)) =y Ajla) < j(a)
Si le sacamos nfimo con v, () a ambos lados de la desigualdad anterior
Y A vjia)(2) Awia)(2) < j(a) Avjay(2) = J(a) A (§(a) = z) = jla) Ao <
Ahora sacamos supremos con z y obtenemos
(V&) A(vja) (@) V) ANwja) () Va) = m\/(y/\vj(a)(x)/\wj(a)(az)) <zVr=z

Usando esta desigualdad y tomando en cuenta que v;(,) y wj(q) Son nucleos , en
particular inflan
(y v 1‘) N Yjca) ((L‘) A Wi(a) ({/C) <z
Por otro lado, usando 1.1.14, sabemos que ((z V (z > j(a))) > j(a)) = j(a)y
jla) <zV (x> j(a)),esdecir, j(a) <z V(x = j(a)) = zVy.Por la transitividad
del orden <, lema2.1.4, como z V y < j(z V y),

jla) <j(zVy)
Recordemos que j(z V y) € Aj, entonces
b= cbdf(a) = cbd™ (a) < j(z Vy)

Asi, z Vb < j(z Vy),pues z < j(x) < j(zxrV y). Tomando en cuenta las
desigualdades que se han obtenido hasta ahora podemos llegar a que para cualquier
€A

(A wj) (@) =up(z) A vja) (@) A wja)(z) = (bV ) Avja)(®) Awj@)(z) <

I
<.
[
8
<
<
~
>
&
O
S
>
g .
Bl
O
—~
8
~
~
IN
<
—
<
—~
8
~
~
I
<
—_ =
8
~

Entonces | Awj(q) < j. Por la propiedad caracteristica de la implicacion, obtenemos
lo que habfamos afirmado

Asi,
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donde la segunda desigualdad se da porque j(a) < k(a) y entonces k(j(a)) <
k%(a) = k(a). La primera igualdad se da pues

1(j(a)) = (bVij(a))A(j(a) = j(a)) = (BVj(a))AL = bVj(a) = cbd}'Vj(a) = cbdj'(a)

Para terminar la prueba sélo falta la otra desigualdad, es decir, k(a) < b.
Tomamos un y € A; de tal modo que j(a) < y. Observemos que

a<jla)=y=jy) y wja)(y) = ((y = 7(a)) = j(a)) = j(a) ~ j(a) =1

Usando esto tenemos que

k(a) <k(y) =k(y) N1 =k(y) Nwjy(y) = (kA wj) () <jy) =y

Notemos que la dltima desigualdad se debe a que kAw;(q) = (Wja) = J)AWj(q)) =
JAwj(q) < j.Porlotanto, k(a) < y para cualquier y € A; que cumpla que j(a)<y.
Entonces, por la definicion de derivada,

k(a) < A {y € 4;|j(a) <y} = dbd(a) = b
lo que termina la prueba. O
Corolario 2.1.10. Sea A € Frm, para cualquier j € N A
cbd; =tp & j = w,
donde a = j(0).

Demostracion. Tomamos A un marcoy j € NA. Damos a = j(0). Por el lema
1.3.38, como j(j(0)) = j(0), entonces j < wj(p) = w,. Ademds, por el lema
anterior 2.1.9,

cbd;(0) = (wq > j)(0)

entonces tenemos que
cbd; = tp <1 = cbd;(0) = (w, > 7)(0)
<:>(’U)a - ]) =Ty
Swe < J
SWq =]

lo que prueba este corolario. O
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Hemos trabajado la derivada para cualquier marco A, en particular podria ser
para el marco N A o cualquiera del ensamble, N* A. Sin embargo, aqui agregamos
notacion para cuando hablamos de estas derivadas pues resulta que las distintas
derivadas en distintos niveles de la torre de ensambles se relacionan entre ellas.
La derivada en A:

cbd: A— A
cbd;(a) = /\{x €Aj|jla) <z}
La derivada en N A:
Cbdy = chdY*: NA - NA
Cbdy (k)= \{le NA; | J(k) <1}

Observa que ahora J € N2 A pues es un niicleo de N A.

La derivada en N2 A:
CBD#% = Cbd¥* = cbd¥*: N?A — N?A

CBDg(K) = N{LeN?4s | J(K) <L}

donde J € N3A.
La derivada en N3 A:

CBDY, = CBDY = Cbd’y 4 = cbd’; 4 N3A — N*4A

CBDY (K) = A {7 e N*A, | 7 (K) <L}

donde ¢ € N*A.

Y asi sucesivamente. Afortunadamente casi no usamos las derivadas de niveles
superiores al tres pues la notacion se volveria muy complicada. Ademas, cuando el
contexto sea claro omitiré el supraindice de la derivada que indica el marco en el
que estamos trabajando.

Teorema 2.1.11. Tomamos A € Frm, entonces
(cbdfh)> = Cbd™(j)

Demostracion. Sea j € N A. Para probar la primera desigualdad tomamos cual-
quier k € N A tal que j < k. Consideramos cualquier € A y definimos a = k()
entonces

j(a) < k(a) = k(k(z)) = k(z) = a
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Es decir, j(a) = k(a) = a que por el lema 1.3.38 implica que k& < w,. Usando las
propiedades de la implicacién nos queda que (w, > j) < (k > j) = j. Asi, por lo
anterior y por el lema 2.1.9

cbdj(a) = (wq > j)(a) < j(a) = a

Y como cbd; es preniicleo, en particular infla, tenemos que cbdj(a) = a. Por
induccion sobre ordinales podemos probar que cdbjo-‘(a) = a. Si a = 0 la propiedad

ya la probamos lineas arriba. Ahora tomemos o = 37 y supongamos que cbdj@ (a) =
a. Entonces cbd§(a) = cbdj(cbdf (a)) = cbdj(a) = a. Finalmente, si o es un
ordinal limite y suponemos que para cualquier ordinal § < «, cbdf (a) = a
obtenemos que cbdj (a) =\ {cbdjﬁ-(a) | B < a} = a.

Como esta propiedad pasa para cualquier ordinal, en particular cbd3® (a) = a.
Entonces

cbd;® () = cbdi®(a) = a = k(z) Ve e A

Asf, cbd;® < k para cualquier k € N A tal que j < k. Esto implica, por definicion
de derivada, que cbd3® < Cbd(j).

Para la otra desigualdad nos tomamos cualquier z € A 'y damos a = cbd3° ().
Entonces

a < j(a) < cbdj(a) = cbdj(cbd;°(z)) = cbd;°(z) = a
Observa que la segunda desigualdad es inmediata de la definicién de cbd;. Asi,

j(a) = ay esto es equivalente, por lema 1.3.38, a que j < w,. Haciendo uso del
lema 2.1.9 obtenemos

a= cbdj(a) = (wj(a) > ])(a) = (wa e ])((I)

Y esto nos permite usar otra vez el lema 1.3.38 para decir que j < (wg > j) < wq.
Como se da esta desigualdad

(wa>‘j) = (wa >‘j)/\wa:wa/\j:j
Por lo tanto, j < w,. Entonces Cbd(j) < w, lo que nos permite llegar a que
Cbd(j)(z) < wa(z) < wala) = a = cbd;"(x) Vre A

Finalmente, cbd3® = Cbd(j). O



64 Derivada de Cantor-Bendixson

Lema 2.1.12. Sea A € Frm
Cbd(vy V J V ug) =vp VObA(J) V ug = vy 0 Cbd(j) o ug
para todo a,b € Ay j e NA.

Demostracion. La segunda igualdad que quiere probarse es inmediata del lema
1.3.31. Nos basta probar que

Cbd(vp V j V ug) = vy VCbA(]) V ug
pero la desigualdad
Cbd(vy V JV ug) > vy VOA()) V ug

se da porque ugq, vp, Cbd(j) < Cbd(vy V j V ug) ya que Cbd infla y es monétono
porque es prentcleo. Para la otra desigualdad como C'bd es un prenticleo obtenemos
que

up A vg A Cbd(vp V jV ug) <Cbd(up A vg) ACbd(vp V jV ug) =
=Cbd((up AN vg) A (vp VIV ug)) =
=Cbd(up N j Nvg) < Cbd(j)

donde la segunda igualdad se da porque distribuimos y usamos el lema 1.3.31 que
dice que vy y up son complementos, al igual que u, y v,. Con esta desigualdad
tenemos que

vp V Cbd(j) V ug >vp V (up Avg ACbd(vp V jV ug)) V ug =
=vp V Cbd(up V J V ug) V ug, = Cbd(vy V j V ug)

donde la primera igualdad se da también por la distributividad y el lema 1.3.31 y la
segunda porque vy, u, < Cbd(vy V j V ug) pues Cbd infla. O

A continuacién encontramos una tabla que nos permite a partir del teorema
2.1.11 entender mejor el nivel en el que se encuentra cada derivada y las notaciones
correspondientes. También se introducimos nuevas notaciones para facilitar la
escritura.
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A NA  NZA N3A
chdd  cbd¥A  cbdVA cbdVA
Cbhd*  CbdNA  CbhaV*A
CBDA CBDNA

CBDA
NA NZ2A N3A
5 = Cbd(id) = cbd™® A = CBD(Id) = Cbd™ A =CBD(ID) = CBD>
0 = CBD(1d)(id) = Cbd™(id) © = CBD(ID)(Id) = CBD>(Id) © = CBD>(ID)
¢ = CBD(ID)(Id)(id) = CBD>(Id)(id) = = CBD>®(ID)(Id) E=...

La notacién que usaremos para la identidad y la constante uno para los distintos
niveles es la siguiente

id,tp e NA Id,Tpe N?A ID, TP e N3A
y va en correspondencia a la notacién que usamos para las derivadas en los distintos
niveles.
Teorema 2.1.13. Para A € Frm
i) A es booleano < ¢cbd(0) =1
ii) NA es booleano < 6 =tp < 6(0) =1
iii) N?A es booleano < 0 = tp < 0(0) = 1
iv) N3A es booleano < ¢ = tp < £(0) = 1
V) ...

Demostracion. 1) Si A es booleano por el lema 2.1.4, como [0, cbd(0)] es el
intervalo més grande por arriba de cero, entonces cbd(0) = 1. Ahora bien, si
cbd(0) = 1 como [0, cbd(0)] es el intervalo mds grande por arriba de cero,

entonces A es booleano.

ii) Recordemos que § = Cbd(id) y por el lema 2.1.4, con el mismo argumento
del inciso anterior pero ahora sobre N A, queda probado. Sélo observemos
que basta pedir que §(0) = 1 pues las derivadas son operadores monétonos.
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iii) Se usaellema 2.1.4 pero ahora para N2 A pues § = Cbd>(id) = C BD(Id)(id)
y CBD(Id)(id) = tpsiy solosi CBD(Id) = Tp.

iv) Para este inciso se usa el mismo argumento pero para N3A, pues £ =
DER(ID)(Id)(id) y

¢ =tp < DER(ID)(Id) = Tp < DER(ID) = TP
O

Teorema 2.1.14. Para A € Frm y j € N A son equivalentes las siguientes condi-
ciones:

i) cbd; = j
ii) Cbd(j) = j
iii) A(j) = j

Demostracion. Para la implicacién i)=> ii) supongamos que cbd; = j. Entonces,
por el lema 2.1.11
J = cbd; < cbd;® = Cbd(j)

Ahora bien, si suponemos que Cbd(j) = j usando la definicién de A tenemos que
A(j) = CBD(1d)(j) = Cbd™(j)
pero C'bd™ es la cerradura idempotente de de C'bd queda que
Cbd(j) = Cbd™(j) = j

lo que prueba la segunda implicacion. Por dltimo, si suponemos que A(j) = jy
obtenemos que

j < ebd; < ebd® = Cbd(j) < Cbd™(j) = CBD(Id)(j) = A(j)

donde la primera desigualdad se da por como se defini6 cbd; y la primera igualdad
es cierta por el lema 2.1.11. Asi queda probado el teorema. O

Si tomamos j = id obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 2.1.15. Para A € Frm son equivalentes las siguientes condiciones:
i) cbd =1id
ii) 6 =1id
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iii) 6 =1d
Demostracion. Notemos que
Cbd(id) = cbd>™ =0 y CBD(Id)(id) =0
y si usamos del teorema 2.1.14 anterior queda probado este corolario. O

Curiosamente este resultado no se puede generalizar pues ya no podemos
agregar la condicién £ = ¢d. Mas adelante se cita un ejemplo en el que ocurren la
condiciones del corolario pero £ # id.

Antes de seguir con més propiedades sobre la derivada debemos hablar sobre
un caso particular.

2.1.1. El caso espacial

Ya definimos la relacién de ser esencialmente mayor y la derivada de Cantor
Bendixson 2.1.3 para marcos pero podemos tomarnos ahora .S un espacio topoldgico
y definir algo equivalente. De hecho, el proceso de Cantor-Bendixson se uso origi-
nalmente para quitar los puntos aislados de un conjunto cerrado hasta quedarnos
con la parte perfecta. Por esto es importante ver la analogia entre marcos y espacios
topoldgicos.

Antes de avanzar convenimos que la notacién que usamos para el complemento
de un conjunto es 7", para la cerradura es 7'~ y para el interior es 7°. Denotamos
también OS como la topologia de S y CSS al conjunto de cerrados de .S.

Definicion 2.1.16. Si S es un espacio topolégico y Y, X C X son conjuntos
cerrados del espacio decimos que Y es una parte no esencial de X

YcX

siY C XyX = (X -Y)". Ademas para cualquier X C S conjunto cerrado,
X ecCS,

lims(X) = (J{v ecs |y £ X})
es el operador limite en CS.

Observacion 2.1.17. Recordemos que si S es un espacio topolégico OS, el con-
Jjunto de los abiertos en S,es un marco. El cero del marco es el vacio y el uno es S.
Los supremos arbitrarios son la unioén y los infimos finitos la interseccion. Asi se
cumple la ley distributiva par marcos. Hay que recalcar que los infimos arbitrarios
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existen pues hay supremos arbitrarios pero no se calculan como la interseccion

sino como sigue: .
Av=(NV)

para cualquier V C OS. Ademas no es dificil ver que la negacion y la implicacion
se calculan como

(V=U)=((V'uU)°
U =U""
para cualesquiera U,V € OS.

Si ocupamos la relacién < para el marco OS'y la nueva relacién C para CS
podemos obtener resultados interesantes.

Lema 2.1.18. Para cualquier espacio topoldgico S se cumple
YCXe X <Y U<VeV U
donde X, Y € CSyU,V € OS. Ademds se cumple que
limg(X) = cbd®%(X") cbd®(U) = limg(U")
Demostracion. Sean X,Y € CS tenemos que
X<Vel'-X)=XsYuX) =X

pero / ,

Y'UuX)=Y'nX)°=(Y'"nX)"
donde la segunda igualdad se da por que el interior del complemento es el comple-
mento de la cerradura para cualquier conjunto en un espacio topdlogico. Asi

X<YVeX=YnX)"eXx=Y'nX)"eyYCcX

Para probar la otra equivalencia basta que observemos la prueba anterior y cambie-
mos X'y Y’ por U y V respectivamente.
Ahora bien, si tomamos X € C.S entonces

cbd(X') = ({Veos|x' <v}) =(N{veos| Vv cx})

la primera igualdad es cierta por como son los infimos arbitrarios en OS' que vimos
en la observacién 2.1.17 y la segunda es verdadera por lo que acabamos de probar.
As{ obtenemos que

O,

cbd(X') = ({veos|vcx}) =(J{veos|vc X})l_ =
= (U{veos|vicxy) =(U{veos| V' cx}) =lim(X)
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donde la segunda igual se da porque para cualquier conjunto de un espacio topold-
gico el complemento del interior es la cerradura del complemento. Eso prueba la

primera igualdad pero la segunda es anédloga basta sustituir X’ por U.
O

Ahora tenemos un lema dual al lema 2.1.4 que nos da informacién sobre el
espacio topoldgico. Para este lema solo hay que recordar que los puntos limite de
un subconjunto X C CS con S un espacio topoldgico son aquellos puntos que no
son aislados en X. Un punto aislado de X, p € X es aquel para el cual existe un
abierto U € OS tal que X NU = {p}.

Lema 2.1.19. Sea S un espacio topologico Ty. Para cualquier X € CS el conjunto
limg(X) C X es el conjunto de puntos limite de X.

Demostracion. Es claro que limg(X) C X pues por la definicion 2.1.16si Y — X
entonces Y C X. Queremos probar que

X* =X —lim(X) = X Nlim(x)’

es el conjunto de puntos aislados de X . Supongamos que p € X es un punto aislado,
entonces

UnX={p}

paraalgin U € OS. Supongamos, también, quep € lim(X) = (U{Y € CS | Y C X})".
Pero como p € U y U es abierto

{YeCS|YCX}NnU#D
y portanto hayunY € CSconY C X talque U NY # (), digamos que
qeYNUCXnNU

Por otro lado, p € X donde X = (X NY’)™ pues asi nos tomamos a Y. Ademds
como U es abiertoy p € U, U N (X NY’) # (. Entonces hay

reXnNY'NnUcCcxnU
yr #qpuesq €Y yr €Y' Sinembargo, como p es punto aislado,
qg,r€ XNU ={p}

lo cual nos lleva a una contradiccién. Asi, p ¢ lim(X), es decir, p € X ™.
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Ahora queremos ver que si p € X ™ entonces p es aislado. Primero probaremos
que para cualquier ¢ € X* se cumple que

qe X" NU(q) C{q}~

donde U(q) = (X' U {q}™)° = (X — {a}") "
Observemos que

XNU(QCXN(X'U{g})=Xn{q¢}” C{q}

y como X* C X entonces X*NU(q) C {¢q} . Notemos que ademas X NU(q) # 0
pues si no fuera asi tendriamos que

XCU(q)=X"U{a})”
y esto implicaria que {¢} C X y por tanto
g€ {g}~ € lim(X)

lo cual no es posible porque ¢ € X*, es decir ¢ ¢ lim(X). Por lo tanto, X NU(q) #
(). Es decir hay un

re XNU(q) C{q}”

es decir, 7 € {q}~ y r € U(q) que es un abierto, por tanto

{g}nU(q) #0

lo que quiere decir que ¢ € U(q) y en consecuencia g € X*NU(q) C {q}".

Ahora si, tomamos un p € X* y queremos ver que es aislado en X. Para
esto quiero probar que X* N U(p) = {p}. Ya tenemos una contencién por lo que
probamos arriba pues como p € X* N U(p), es claro que {p} C X* N U(p).
Si tomamos ¢ € X* N U(p) queremos ver que ¢ = p. Por lo que probamos
anteriormente

qe X*nU(p) C{p}~

pero como la cerradura es el conjunto cerrado mas pequefio que contiene al conjunto,
nos queda que {¢}~ C {p}~. También tenemos que ¢ € X* N U(q) C {q}~
Entonces g € U(q) N {p} .,y como U(q) es un abierto,implica que p € U(q). Por
lo tanto,

peX*NU(q) C{q}~
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con lo que obtenemos que {p}~ C {q}~. Pero ya tenfamos la otra contencion,
entonces {p}~ = {q}— pero como S es un espacio Tj entonces p = ¢. De esta
forma llegamos a que

{p}=X"NUWP) =X Nlim(X)' NU(p)

donde lim (X )'NU (p) es un abierto pues lim(X) es cerrado por definicién entonces
su complemento es abierto, y la interseccion finita de abiertos es abierto. Por tanto,
p es un punto aislado de X. O

Con todo lo que veamos sobre la derivada, por la dualidad que tenemos entre
cbd y lim, podemos traducir un problema de marcos a el espacio topoldgico corres-
pondiente o viceversa. En particular, tenemos que si S es un espacio topolégico

OS es un marco booleano «<cbd®?(p) = S
<:>lim5(5) =0

<5 no tiene puntos aislados

pues estamos usando los lemas 2.1.19, 2.1.18 y 2.1.4.

2.2. Mas propiedades de la derivada de Cantor-Bendixson

En esta parte veremos muchas mds propiedades de la derivada y ademds daremos
otras equivalencias, en particular una caracterizacion de Beazer y Macnab, que
resultan utiles para determinar cuando un nivel es booleano.

Lema 2.2.1. Si A € Frmya € A, entonces Cbd(w,) = tp

Demostracion. Sea a € Ay consideramos j = w,. Asi, j(0) = wg(0) = ((0 >
a) > a) = a.Por lo tanto, usando 2.1.9

cbd;(0) = (wq > we)(0) =tp(0) =1
lo que implica

1 = cbd;(0) < cbd3*(0) = Cbd(5)(0) & Chd(w,) = Cd(j) = tp

Corolario 2.2.2. Para todo A € Frm, Cbd = Id si y solo si A es trivial.
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Demostracion. Es claro el regreso, pues si el marco es trivial solo queda que
Cbd = Id. Para la ida suponemos que Cbd = Id, entonces para cualquier ¢ € A
usando 2.2.1

we = Chd(wy) = tp

Y asi
a=wg(0)=1

lo que nos dice que A es el marco trivial. 0

Lema 2.2.3. Si tomamos A € Frm, j € NAya € A, las siguientes condiciones
son equivalentes:

i) cbdj(a) =a
ii) cbd; < w,
iii) Cbd(j) < wq
iv) 7 <wg

Demostracion. Para i)= ii), supongamos que cbd;(a) = a, entonces por lema
1.3.38, resulta inmediato que cbd; < w,. Observa que el lema 1.3.38 requiere que
el operador sea un niicleo y en este caso cbd; es s6lo un prenticleo pero en realidad
esto no nos afecta pues

cbdj(a) = a = cbd;°(a) = (a) = cbd;® < w, = cbdj < cbdj® < wq

Ahora suponiendo ii), es decir, que cbd; < w, queremos ver que cbd;® = Cbd (j) <
w,. Para probarlo lo haremos por induccién sobre ordinales, vamos a ver que para
cualquier ordinal «, cbd] < w,, en particular esto se va a cumplir para cbd}°.
Para o = 0 es inmediato pues es nuestra hipétesis. Para o = 37 suponiendo que
cbdf < w, tenemos que

cbds = cbd?" = cbd; o cbd’ < w, 0wy = w,

La desigualdad se debe a la hipdtesis inductiva y a la hipétesis ii) y la dltima
igualdad es ciera pues w, es un niicleo y por tanto es idempotente. Finalmente si «
es un ordinal limite y para cualquier 5 < « se cumple que cbd? < w, tenemos que

cbdf = \/{cbd] | B<a} <we

Para iii) = iv) suponemos que C'bd(j) < w, y queremos ver que j < w,. Para esto
notemos que
J < Cbd(j) < wq
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Asi, evaluando en a, obtenemos
a < j(a) < Cbd(j)(a) < wa(a) = a = j(a)

La dltima igualdad se debe al lema 1.3.38. Usando entonces el lema 2.1.9 y sabiendo
que j(a) = a tenemos que

(wa = j)(a) = (wj@) = j)(a) = cbdj(a) < Cbd(j)(a) < wq(a) =a
Ast, por 1.3.38, (w, > j) < w,. Por lo tanto
(Wg = J) Swg A(wg = J) =wag Nj=17]

La ultima igualdad se debe a que ya sabiamos que j < w,. Hasta ahora llegamos
aque (w, = j) < j pero la otra desigualdad que hace falta para que se cumpla
que j < w, es inmediata por el lema 1.1.12. Finalmente para iv)= 1), si j < wq
entonces, en particular, j(a) = a que por lema 1.3.38 implica que j(a) = a.
Ademds (w, > j) = j entonces usando el lema2.1.9

j(a) = (wa > j)(a) = (wj(a) > j)(a) = cbdj(a)

lo que prueba lo que queriamos.
O

Observacion 2.2.4. Si para el lema anterior damos j = id 'y a = 0y nos fijamos
en los incisos iii) y i), obtenemos que

cbd(0) = 0 < § = Cbd(id) < wp = —

Notemos que ademds esto lo podemos levantar a otros niveles, es decir, en vez
de considerar cbd tomamos Cbd o la derivada en algiin otro nivel. Por ejemplo
también tenemos que

Cbd(Id) = Id < A = CBD(Id) < —

donde ahora la negacion es en N A no en A. Es importante que tomemos en cuenta
que esta observacion y muchos de los lemas que se prueban pueden levantarse a
los demds niveles.

Abhora bien, tomando la parte ii) y iv) del lema anterior podemos enunciar el
siguiente corolario.

Corolario 2.2.5. Si A € Frm
Cbd(j) < wy < j <wg

para cualesquiera j € NAya € A.
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Corolario 2.2.6. Para cualquier A € Frm las siguientes condiciones son equiva-
lentes

i) cbd =id
i) § =id
iii) 0 =1d
iv) A < —=

Observemos que la doble negacién en el inciso cuatro del corolario es la doble
negacién en NV A.

Demostracion. Observemos que las implicaciones 1)< ii)<> iii) ya estdn probadas
por el corolario 2.1.15. Sélo nos queda ver que ii)<iv). Para esto notemos que

0 = Cbd(id) =id & A = CBD(Id) < ==
esto se debe al lema 2.2.3 en particular 2.2.4. O
Lema 2.2.7. Para A € Frm, si j,k € NAyl = (k = j) entonces
Vg ANug <1 < we Vug
donde a = k(0) yd = l(a) = 1(k(0)).
Demostracion. Sean j,k € NAyl = (k > j). Damos
a = k(0) d=1(a) = (k> j)(a) = (k> j)(k(0)) = ((k > j) o k)(0)
Sea z € A entonces
ug(x) =dVae <lla)Ve <llaVz)=Iloug(r) = (Vug)(x)

La primera desigualdad se da porque [ es un nticleo y por tanto infla y es mondétono.
La ultima igualdad se da por el lema 1.3.31. Lo anterior ocurre para cualquier
x € A entonces ug < [V u,. Como sabemos que los u-niicleos y los v-nicleos son
complementarios, ver lema 1.3.31, podemos decir los siguiente:

Vo ANug < (IVug) ANvg = (LAvg) Vid=1Nvg <1
Todavia falta probar otra desigualdad. Para esto observemos que

a<(Avg)(a)=la)AN(d+=a)=dN(d>a)=dNa<a
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Esto quiere decir que (I A vg)(a) = a que es equivalente por lema 1.3.38 a que
I Nvg < wg. Usando otra vez el lema 1.3.31 junto con la desigualdad anterior
tenemos que

I <(IVug)=(IVug) ANtp=(1ANvg)Vug < wgVug

Lema 2.2.8. Para cualquier A € Jrmsij € NAya € Aj entonces
i) (wg = 7)=(aANug)Vj=(vaVJ)A(Vug)
i) ((wa = J) = J) =04V jVus=wWirq
iii) W V (wg > J) = wg V ug = wy
Donde d = cbd;(a) = (wq > j)(a) y b = wq(d).

Demostracion. Sean j € NAya € Aj. Damos d = cbd;(a) que por el lema2.1.9
y como a es un punto fijo de j, también es igual a (w, > j)(a). Consideramos
también a b = w,(d). Para probar la igualdad del primer inciso como sabemos que
a = w, y ademds tomamos [ = (w, > 7), entonces [(a) = d. Ahora bien, usando
la primera desigualdad del lema 2.2.7 y sacando supremos con j tenemos

(Vg Aug) Vi <IVj<Il=wy>j

Observa que las hipétesis del lema 2.2.7 si se cumplen e hicimos coincidir los nom-
bres de los nicleos y elementos de A. Por otro lado, usando la segunda desigualdad
de 2.2.7,1 < wq V ug, tenemos que

L =1N(waVug) = (IANwe)V(IAug) = (FAwe)V (I Aug) < jV(IAug) < jVug

donde la tercera igualdad se da por propiedades de la implicacién pues [ A w, =
(wg > j) AN wg = j A w,. La primera desigualdad es cierta pues como a es un
punto fijo de j, entonces, por lema 1.3.38, 7 < w,. Las segunda desigualdad se
da simplemente porque [ A ug < ug. Ademds por lema 1.3.38, u, < w, pues
uq(a) = a. Entonces esto nos dice que

INUg <TAwg = (wg = J) ANwg =wag ANj<j
asi, esta desigualdad y el lema 1.3.31 nos da

I<IVuga=(1UVu) ANtp=(1IVvs)A(ugVug)=(ANug)Vo,=7Vu,
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Sabemos hasta ahoraque ! < 5V ugyl < jV v,, entonces
I <(jVug) NjVu,=(vaANug)Vj

Finalmente, falta la otra desigualdad para llegar a la igualdad que buscamos pero
ésta es inmediata pues j < [y por lema 2.2.7, vy A ug < [y por tanto

(wa>'j>:l:(va/\ud)vj

Para probar ii), como por el inciso anterior (wg > j) = (vq A ug) V j entonces,
usando 1.1.12

(wa = 73) = 7= ((va Aua) Vi) == ((va Aua) = 7)) A (G = j) =
= ((va ANuq) > 7) ANtp = ((vg A ug) = J)

Sélo nos falta ver que ((vg A ug) = j) = vq V ug V j y esto probaria la primera
igualdad. Para esto observemos que (vq A uq) y (vq V ug) son complementarios

(vg Aug) A (vg V ug) = vg A ((ug Avg) V (ug Aug)) = vg A ug = id

(Vg Aug) V (v V ug) = (Vg Vvg) A (Vg Vug)) Vg =g Vug =tp

en estas igualdades usamos el lema 1.3.31 y que si a < d entonces u, < uqy
vg < vq. Si consideramos a los complementarios h = vy Augy k = vg V ug, J
cumpleque h A j < jy h Ak =1id < j.Asi, usando la propiedad caracteristica de
la implicacidn para estas dos desigualdades tenemos que

j < (h-3) y k< (h>-j)

Por lo tanto, k V j < h > j.
Por otro lado, si tomamos m € N A tal que m A h < j entonces

m<mVh=mAh)VE<jVk

La igualdad se debe a la distributividad y a que k£ y h son complementarios. Esta
desigualdad pasa para cualquier m € N A tal que m A h < j, entonces por como se
construye la implicacién

(h=j)=\/{meNA|mAh<j}<jVk

Asi, (h > j) = k V j que era lo que faltaba probar para la primera igualdad de ii).
Para la segunda igualdad observemos que w, < ((w, > j) = j) y por el lema
1.3.39, (wq > j) = j = wp donde

b= ((wa > j) = j)(0) = (vaVjVua)(0) = (v4ejoua)(0) = (d > j(a)) = (d > a)
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Por lo tanto, ((wg > J) = j) = Wasq-

Si queremos probar iii), del primer inciso de este lema ya tenemos que (wg >
J) = (va Aug) V j entonces tomando supremos con wy,

(wg > J)Vwe = (VaAug)ViVw, = (VaAug)Vw, = (VaVwe)A(ugVwe) = ugVw,

donde la segunda igualdad se debe a que j < w, que por el lema 1.3.38 es equi-
valente a que a € A;. La dltima igualdad se da por que u, < w, pues por el
lema 1.3.38 u,(a) = a y entonces tp = v, V u, < v, V w, < tp. Por lo tanto,
(wg > 7) V wg = ug V w,. Ademds, como w, < ug V wg, un uso del lema 1.3.39
nos dice que ug V w, = wp, donde

b= (uqgV wy)(0) = (wg Vug)(0) = (wg 0 ug)(0) = we(d)

donde la tercer igualdad se da por el lema 1.3.31

Corolario 2.2.9. Si A € Frmy j € N A, entonces
(wa = J) =7V ug
para a = j(0) y d = cbd;(a).
Demostracion. Sij € NAya = j(0) entonces
tp=va VUug <vg V]

pues por el lema 1.3.35 u, < j y uq y v, son complementarios. Entonces, usando
el inciso 1) del lema 2.2.8 obtenemos

(wa > j) = (Va VJ) NGV ua) =3jVuq
que es lo que querfamos probar. O
Lema 2.2.10. Si A € Frm y a € A entonces
Ug = Wq < cbd(a) =1

Demostracion. Supongamos que u, = W, entonces ~w, = U, = Vg. Ademds
por el inciso 1) del lema 2.2.8, con j = id 'y d = cbd(a),

—vwa:(wa>id):(va/\ud)\/id:va/\ud
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entonces v, = W, = Ug A uq. Bsto implica que v, < ug. Al evaluar en a
obtenemos
1= (a>a)=uvg(a) <ugla) =aVcbd(a) =a

donde la dltima igualdad es cierta por la definicion de derivada.

Para la otra implicacion, suponemos que cbd(a) = 1. Por la observacién 1.3.36
basta ver que w, < uq. Si usamos el inciso ii) del lema 2.2.8 para j = idy
d = cbd(a) tenemos que

=W, = ((we = id) = id) = vg Vid V ug, = vg V ug
Ademds vy = id pues d = cbd(a) = 1. Por lo tanto,
TTWe = Ug < We < W,
donde la primera desigualdad se da por 1.3.36 y la segunda por 1.1.18. O

Definicion 2.2.11. Sean A € Frmy j € N A decimos que k € N A es

= j-complementado si
i<k kV (k>-j)=tp
= j-regular si

j<k y k= ((k>j)>Jj)

Observa que si j = id obtenemos las definiciones de regular y complementado que
definimos en 1.1.17 para el marco N A.

Lema 2.2.12. Para cualquier A € Jrm, sia € Ay j € NAtal que j < w,
entonces son equivalentes la siguientes condiciones:

i) a<cbdj(a)
ii) wq es j-complementado
iii) wq es j-regular

Ademds si se cumple alguna de las condiciones anteriores resulta que wg, = vq V
JV Ug = Wisq-
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Demostracion. Para i)& ii) suponemos que a < cbd;(a) y llamemos d = cbd;(a).
Como por hipétesis tenemos que j < w, entonces

jla)<wgla)=(a>a)=a=1>a=a

y como, j infla no queda que j(a) = a. Es decir, a € A; y podemos aplicar el lema
2.2.8 para obtener

WV (wq = j) =wy  conb=1w,(d)

Asi,

(waV(wa = ))(0)) = w(0) = ((0 = wa(d)) = wa(d)) = (1 = wa(d)) = wa(d)

Pero ((d > a) > a) = (a > a) = 1 pues por hipétesis d > a = a. Por lo tanto,
(wa V (wa = j)) = tp

es decir, w, es j-complementado.

Para la siguiente implicacién suponemos que w, es j-complementado y bus-
camos probar que w, es j-regular, es decir que w, = ((wq > j) > j). Para esto
observemos que ((wq > j) = j) = ((wq > J) = j) ANtp = ((wg > j) >
J) A (wg V (wg > 7)) pues w, es j-complementado. Entonces distribuyendo y
tomando en cuenta las propiedades de la implicacién 1.1.12, obtenemos

(wa = ) = 7) = ((wa = j) = §) Awa) V ((wa = J) = J) A (we = j) =
=wa V ((weg = J)NJ) =weVj=w,

donde la dltima igualdad se da porque j < w, y asi queda probada la segunda
implicacion.

Para la ultima implicacidn, iii)=> i), suponemos que w, es j- regular. Como
a € Aj pues j < w, podemos hacer uso del inciso ii) del lema 2.2.8 y obtenemos
que

Wq = ((wa - .7) - j) = Wd>a

donde d = cbd;(a) lo que implica que a = we(0) = wgs-q(0) = d > a. Por lo
tanto, a < d.

Para terminar la prueba falta mostrar que w, = v, V j V Uq = W4y PEro esto
es inmediato del lema 2.2.8 y de que w, sea j- complementado. O

Si, para el lema anterior, damos j = id entonces obtenemos un lema de Beazer
y Macnab que se encuentra en [BM79].
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Definicion 2.2.13. Para A € Frm 'y j € N A definimos a los siguientes conjuntos
a€Bjsjla)=a y Bj = {wq | a € Bj}
a€cCjejla)=a<cbdj(a) y C; ={w, | a € B;}

Observacién 2.2.14. Observemos que a € B; < j(a) = a < j < w,. También
notemos que por el lema anterior 2.2.12 a € C;j < a < cbdj(a) & w, es j-
complementado. Ademds es inmediato de la definicion que C; C B;.

Teorema 2.2.15. Para cualesquiera A € Frmy j € N A las siguientes condiciones
son equivalentes:

i) Cbd(j) =tp
ii) B; = C;
iii) a < cbd;(a) para toda a € A;

Demostracion. Para la primera implicacion, i)=- ii), suponemos Cbd(j) = tp.
Como C; C B; basta ver que B; C (. Para esto, tomamos a € B;. Entonces
j(a) = a que por lemal.3.38 implica que j < w, < tp. Pero por el lema 2.1.4
sabemos que [j, Cbd(j) = tp] es booleano, lo que quiere decir que w, tiene com-
plemento en este intervalo, digamos k. Ademas & , por la observacién2.1.1 debe ser
de laforma k = (wq > j) Atp = (wq > j). Asitp = wa V k = we V (we > j),
es decir, w, es j- complementado. Por lo tanto, por la observacién anterior 2.2.14,
ac Cj.

Para la siguiente implicacién suponemos que B; = C; y tomamos a € A;.
Queremos probar que a < cbd;(a). Sabemos que a € A; = B; = Cj entonces por
definicién de Cj,a < cbd;(a).

Finalmente, suponemos que a < cbd; para cualquier a € A; y queremos ver
que Cbd(j) = tp. Tomamos a = Cbd(5)(0) . Sabemos que a < j(a) pues j infla
por ser un nicleo y j < Cbd(j) pues Cbd es un prentcleo en N A y por tanto infla.
Asi, por los lemas 2.1.7 y 2.1.11

j(a) < Cbd(j)(a) = cbd;®(a) = cbd;®(cbd;®(0)) = cbd;"(0) = Cbd(j)(0) = a
entonces usando nuestra hipétesis y sabiendo que a € A;, tenemos que
a < cbdj(a) < Cbd(j)(a) =a

Por lo tanto, por el lema 2.1.5, a < a. Pero esto implica que a = 1 pues 1 = (a >
a) = a. Consecuentemente C'bd(j) = tp ya que Cbd(j)(0) = 1. O
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Este dltimo teorema es una version de la caracterizacion original que dan Beazer
y Macnab en [BM79]. De hecho para el siguiente teorema tomamos j = id y
obtenemos la caracterizacion original. Fueron estos dos autores los que dieron la
primera caracterizacion de cuando N A es booleano.

Teorema 2.2.16. Para cualequier A € Frm las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

i) NA es booleano

ii) Todo w-niicleo es complementado, es decir, todo w, con a € A es comple-
mentado.

iii) a < cbd;(a) paratodaa € A

Demostracion. Observemos que N A es booleano si y sélo si Cbd(j) = tp por el
lema 2.1.13. Ademds, A = A;; = B;g = C;q siy sdlo si, por la observacion 2.2.14,
todo w-ntcleo es complementado. Una vez dicho esto , usando el teorema 2.2.15 la
prueba es inmediata. O

Lema 2.2.17. Sea A € Frm, para toda a € A se cumple que
(Va <z e A)(x <cbdj(z)) & d0(a) =1

Demostracion. Sea a € A. Tomamos j = u,. Si consideramos que d(a) = 1
entonces esto pasa si y solo si

doug(0) =0(aVv0)=4d(a)=1
Ademads la igualdad anterior es equivalente a que
tp=00u, =06V u, =Cbd(id) V u, = Cbd(id V u,) = Cbd(ug)

donde la segunda igualdad se da por el lema 1.3.31 y la cuarta es cierta por el
lema 2.1.12. Ahora, por el lema 2.2.15 la igualdad anterior equivale a que (Vz €
Ay, )(z < cbdy, (x)). Pero recordemos que desde A,, = [a, 1]. Por lo tanto, la
afirmacién anterior queda como:

(Va <z € A)(x < cbdy, (2))
donde, comoa <z y A,, = [a,1],
cbdy,(z) = Nfy€ Ala<yyava <y}l = \{ye Alz<y} = cbd(x)

Todo lo anterior es equivalente a decir que (Va < x € a)(z < cbd(x)). O
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Lema 2.2.18. Para cualesquiera A € Frmy j e NA
i) larelacion < en A; tiene la condicion de cadena descendente (CCD)
ii) Cbd(j) = tp
iii) la relacion < en A; tiene CCD
Se cumple i)= ii)= iii).

Demostracion. Sean A € Frm 'y j € NA. Supongamos que el orden < en A;
tiene la CCD, queremos probar que C'bd(j) = tp. Consideramos a = Cbd(5)(0).
Entonces a < j(a)y j < Cbd(j) pues Cbdy j son operadores que inflan. Asf

j(a) < Cbd(j)(a) = Cbd(5)(Cbd(5)(0)) = a

donde la dltima igualdad se da porque C'Bd(j) = cbd3® que es un nicleo y por
tanto idempotente. Por lo tanto, @ = j(a), es decir a € A;. Para que quede la
implicacién nos basta probar que a = 1.

Tomemos al siguiente conjunto

Dj(a)={z € Aj|a<z}

Observa que cbd;(a) = A Dj(a). Ademds, D;(a) es cerrado bajo infimos pues
para cualesquiera z,y € D;(a) porellema 2.1.4, a < x A y. Afirmamos que D;(a)
tiene un elemento minimo. Pues si suponemos que no, podemos tomar un elemento
del conjunto, o, ya que al menos 1 € D;(a) y como este elemento no puede ser el
minimo tomamos uno menor que el, digamos x; y asi podemos ir formando una
cadena descendente:

Ty > T1 > X2 > e

donde por hipétesis existe un z,, para la cual x,; = x, para toda ¢ natural. Lo
cual es una contradiccién a suponer que Dj(a) no tiene minimo. Por lo tanto,
hay un z € Dj(a) que es minimo. Pero como cbd;(a) es el infimo del conjunto,
x = cbdj(a) € Dj(a). Esto quiere decir que

a < cbdj(a) < Cbd(j)(a) =a

Entonces a < a lo que quiere decir que a = 1. Por lo tanto, a = Cbd(5)(0) = 1,
equivalentemente Cbd(j) = tp.

Para la siguiente implicacién suponemos que Cbd(j) = tp. Debemos probar
que larelacion < en A tiene la CCD. Para esto tomamos una w-cadena descendente
en A; con el orden <

X ={z, €|r <w} Trp1 <Tp € Aj



2.2 Mas propiedades de la derivada de Cantor-Bendixson 83

Consideremos z = A X. Por el lema 2.1.4, como =z < z,4; < x, se cumple que
x < x, para todo r < w. Por definicién de derivada, cbd(z) < z, para cualquier
r < w. Asi

x < cbdj(x) < /\X =z

Ahora, usando la hipétesis, nos queda que
x = cbd;®(z) = Cbd(j)(z) =1

pero como z es el infimo de X, s6lo puede ocurrir que X = 1y por tanto se cumple
la CCD. O

Ahora pasaremos a analizar a los conjunto C; y D; pues nos arrojaran informa-
cién valiosa.

Observacion 2.2.19. Observa que, para cualesquiera A € Frmy j € N A, por el
lema 2.2.12, podemos ver a C; de la siguiente manera:

Cj ={wq | jla) =a<cbdj(a)} ={vgVjVu,|aecAjd=cbdj(a)}
Teorema 2.2.20. Sea A € Frm. Para cualquier j € N A se cumple que
(Cbd(j) = ) = \C

Demostracion. Como sabemos que Cbd(j) = cbd;° usando el lema 1.3.47 tenemos
que
Cbd(j) = cbd;® = \/ {ua ANva | a € A,d = cbdj(a)}

Asi, haciendo uso del lema 1.1.12
(Cbd(j) = j) = \/{ua Ava | a € A,d = cbdj(a)} = j =
= \/{(ud ANvg) = jlae A d=cbdj(a)}

Ademds, ((ug A vg) = j) = vq V j V u, para cualquier A € A. Esta igualdad
no hace falta probarla pues la usamos y probamos en el inciso ii) del lema 2.2.8.
Entonces quedaria que

(Cbd(j) = j)=7= \/{Ud VjVug|a€Ad=cbdj(a)}
También observemos que como j es un nicleo en particular idempotente:
d = cbdj(a) = \{z € A;]j(a) <2} = \{z € 4; | j(j(a) <2} = cbd;(j(a))

Ademds j V uq = j V uj(q) pues para cualquier x € A, (j V uy)(x) = j(aVz) =
j(j(a) V) = (j Vug)(z). La segunda igualdad se da por definicién de supremos
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y porque j es nuicleo y recordemos que los supremos se calculan asi por el lema
1.3.31. Asi en vez de fijarnos en las a € A, tomamos las a € A;

(Cbd(j) = j) = \/{vd VjVugla€Ad=cbdj(a)} =

=\ {vaViVuja lacAd=chd;(j(a)} =
:\/{vd\/j\/ua |la€ Aj,d=cbdj(a)} =

=\/¢;
donde la tltima igualdad se debe a la observacion anterior2.2.19. U
Corolario 2.2.21. Para A € Frm, j € NAy j < Cbd(j) siy sélo si j = \C;.
Demostracion. Usando el lema anterior
j=\Cj = (Cbd; - j) & j < Cbd(j)
O

Observacion 2.2.22. Notemos que 0 es el menor niicleo tal que Cbd(6) = 6. Esto
se debe a que 6 = 6(id) = CBD(1d)(id) = Cbd™>(id) entonces

Cbd(0) = Cbd(Cbd™(id)) = Cbd™®(id) = 0

Ademds, si j € N A tal que Cbd(j) = j, como j y 0 son puntos fijos de Cbd que es
un preniticleo, se cumple que

0 = Cbd™ (id) < Cbd™(j) = j
Lema 2.2.23. Para cualquier A € Frm, Cy = {1}.

Demostracion. Sea a € Cpy, entonces 0(a) = a 'y a < cbdg(a). Asi por el lema
2.1.11 obtenemos estas desigualdades

a < cbdp(a) < Cbd(0)(a) = Cbd(Cbd*™*(id)(a)) = Cbd*(id)(a) = 0(a) = a

Por lo tanto, por 2.1.5, a < a, lo que implica que a = 1 y asi queda probado el
resultado. O

Teorema 2.2.24. Si tomamos A € Frm entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) N2A es booleano
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ii) Para cualquier j € NA, j = \C;
iii) Para cualquier j € N A, si C; = {1} entonces j = tp.

Demostracion. Para la primera implicacién suponemos que N2 A es booleano y
tomamos un j € N A. Por el lema 2.2.16 usandolo para el marco N A, tenemos que
Jj < Cbd(j) para cualquier j € N A. Entonces por el lema 2.2.20

j=(Cbd(j) = j) = \C;

para cualquier j € N A.

Ahora supongamos que para todo j € NA, j = AC;. Tomamos j € NA
tal que C; = {1}, y queremos ver que entonces j = tp. Si C; = 1 entonces
C; = {w1} = {tp}. Pero, por hipétesis, nos queda que

que prueba ii)= iii).

Finalmente, par a la ultima implicacién, suponemos iii) y queremos probar
que N2 A es booleano. Para esto nos tomamos al niicleo § que por el lema 2.2.23
sabemos que Cyp = {1} entonces, por hipétesis, § = tp. Pero esto quiere decir

tp =0 = CBD(Id)(id) = Cbd(Id) = Tp
que por el lema2.1.4 nos dice que N2 A es booleano. O
Lema 2.2.25. Sea A € Frm entonces
-d =0 wy =1y
donde d = cbd(0).
Demostracion. Si A € Frmy d = cbd(0) entonces
~d=0<« (d>0) =0« 0<d < wy es id-complementado < wy es id-regular

Las ultimas dos equivalencias se deben al lema 2.2.12. Pero que wq sea id-regular
quiere decir que

wo = ((wo > id) = id) = vg Vid V uy = vg V ug = vg Vid = vgq

donde la segunda igualdad se da por el lema 2.2.8. O
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El lema anterior de alguna forma nos estd diciendo como calcular la doble
negacion bajo ciertas condiciones en el marco A pues:

“d=0w)=vg< (——x = (d>z))(Vz € A)
Ahora si tomamos al marco NAy D = Cbd(id),
=id & Wiq=Vp
Aqui uso W y V mayiisculas pues Wy, Vp € N2A. Es decir,
—d =id < ——j = (> j) Vje NA

Observa que este lema se puede seguir levantando para otros niveles del ensam-
ble, de hecho més adelante obtenemos algo muy interesante para N2A.

Lema 2.2.26. Para cualquier A € Frm, =6 = A\ D. Donde D = Cyy.

Demostracion. Hay dos pruebas para este lema. La primera es simplemente un uso
del lema 2.2.20 pues

=6 = (Cbd(id) - id) = \C; = \ D
La otra prueba se da porque por el 1.3.47
d= \/{ud\/va |a € A,d=cbd(a)}
entonces
=6 =\/{ugVuvs|a€Ad=cbd(a)} - id=
= /\{ud\/va |lae A, d=cbd(a)} = /\D
O

Observacion 2.2.27. Observa que por el lema anterior 2.2.28 podemos obtener la
siguiente informacion

5= A\D=A\{uaVvi|acAd=cbdla)} < \{ua|acA,cbda)=1}

La desigualdad se da porque el conjunto de la derecha considera a menos elementos,
solo a aquellos que cumplan que cbd(a) = 1y por lo tanto el infimo es mayor.
Entonces para cualquier x € A,

(=6 </\{a\/x|a€Acbd )-1}</\{a|a€Acbd()—1,x§a}

La segunda desigualdad se da pues el conjunto de la izquierda contiene al de la
derecha. Ademds nota que este cdlculo se puede elevar al siguiente nivel, es decir
en vez de tomar 6 consideramos A.



2.2 Mas propiedades de la derivada de Cantor-Bendixson 87

Teorema 2.2.28. Si A € Frm entonces para N? A se tiene que
-A=1d

y entonces

-—J =(A>J)
para cualquier J € N2 A.

Demostracion. Primero veamos que =A = Id. Para esto tomamos j € N Ay por
2.2.27 calculamos lo siguiente:

(=A)(j) < N{j € NA|j <k, Cbd(j) =tp} < N\{wa|a € Aj} =

donde la segunda desigualdad se da porque para cualquier w,, por el lema 2.2.1,
Cbd(wg) = tpy ademds j < w, siy sélosi j(a) = a, es decir a € A;. La dltima
igualdad es por el lema 1.3.42. Entonces resulta que (—A)(j) < jyj < (-A)())
porque =A € N?2A. Por lo tanto, A = Id. Ahora, aplicando el lema 2.2.25 al
marco N2 A obtenemos que

-—J = (A= J) VJ € N2A
O

El lema 2.2.25 y el teorema 2.2.28 resultan muy interesantes pues nos estan
diciendo que la doble negacidn se puede calcular como un una sola implicacién. Lo
que es todavia més sorprendente es que para N2 A siempre se tiene que ~A = Id.
Esto es importante pues si A es regular por 2.2.28

lo que quiere decir por 2.1.8 y la definicién de A que N2 A es booleano. Es decir, si
Aesregular entonces N2 A es booleano. Este resultado se puede seguir levantando
para los demds niveles. Sin embargo, no es cierto que si ¢ es regular, entonces N A
es booleano, y la razén es porque el teorema 2.2.28 no es cierto para N A, lo mas
que podemos decir es 2.2.25. En este sentido la pregunta seria, ;por qué a partir de
este nivel es cierto el lema 2.2.28? O si vamos un poco mds lejos serfa ttil también
preguntarnos , ;cuando podemos decir que un marco es isomorfo al ensamble de
otro marco? Estas preguntas no las considera Harold Simmons en su articulo y hasta
ahora no se tiene respuesta.
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Capitulo 3

Los operadores TW

Este capitulo lo dedicamos a unos operadores que Todd Wilson en el capitulo
6 de su tesis doctoral [Wil94] los llama operadores regulares. Harold Simmons en
la seccién 6 de [Sim06] les dice "twops'nosotros en este trabajo los llamaremos
operadores TW en honor a Todd Wilson. A pesar de que estos dos autores pre-
sentan a los operadores TW y tienen los mismos resultados yo sigo el orden y la
notacién de Harold Simmons. La relevancia de estos operadores es que forman un
4lgebra booleana completa que es isomorfa a (N2 A)-. Se desarrollard esto y mas
propiedades de los operadores T'W a lo largo del capitulo.

Definicion 3.0.1. Sea A € Frm. Un operador TW es un funcion en A
f: A=A
tal que para cualesquiera a,b € A,
f(b=a)=(b> f(a))
Y asi queda descrito el siguiente conjunto
TA={f: A— A| fesun operador TW}

Observacion 3.0.2. Nota que si A € Frm para cualquier a € A, v, es un operador
TW pues

va(y =) =(a=(y =) =((any) =z)=((yNa) - x) =
= (y > (a = 2)) = (y = va(x))

La segunda y tercera igualdad se dan porque, en general, por la propiedad caracte-
ristica de la implicacion

(a>(y>x)):\/{c€Ala/\c§(y>m)}:\/{c€A\a/\c/\y§x}:
=((any) - )
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para cualesquiera x,y,a € A.
En particular id = vy y vg = tp son operadores TW.

Lema 3.0.3. Sea A € Frm. Sia,c € Aya < ¢, entonces
((c=a)»=c)=((c>a)>a)

Demostracion. Consideremos z = ((¢ > a) > ¢), entonces, usando el lemal.1.12
tenemos que

zA(c=a)=((c=a)=c)AN(c=a)=(c>a)Nc<c

y
zA(c>a)<(c>a)
Asi
zA(c=a)<cA(ca)=cha<a
Pero esto pasa si y s6lo si, por la propiedad de la implicacién, z < ((c = a) > a).
Ademds, si tomamos en cuenta que a < c entonces (y > a) < (y > c¢) para
cualquier x € A en particular y = (¢ > a). Por lo tanto
((c=a)»=c)=((c>a)>a)
O

Lema 3.04. Si A € Frmy f € T A, entonces
we(f(a)) = f(a) para cualquier a € A

Ademds f es idempotente e infla.

Demostracion. Consideremos f un operador TW en A. Sabemos que f(a) <
we(f(a)) pues w, € N Ay por lo tanto infla. Nos falta probar la otra desigualdad.
Notemos que

(wa(f(a)) = f(a)) = f(wa(f(a)) = a) = f(f(a) = a) = (f(a) = f(a)) =1
Observa que la segunda igualdad se da pues para cualquier x € A por 1.1.12

T < we(x) = (we(x) = a) < (x> a)

We(z)AN(z>=a)=((z>a)=a)AN(z>a)=(z>a)Na<a

que es equivalente a que (z > a) < (wq(x) = a).
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Ahora bien, por la propiedad caracteristica de la implicacién, como (w,(f(a)) >
f(a)) =1, entonces wy(f(a)) = wa(f(a)) A1 < f(a).

Falta ver que f es un operador que infla. Nos tomamos a € A, entonces
a < ((x = a) > a) = w,y(x) para cualquier x € A. Asi, a < wy(f(a)) = f(a).

Ademas si a € A por el lema anterior, 3.0.3,

f2(a) = f(f(a)) = f(wa(f(a))) = f((f(a) = a) = a) = ((f(a) = a) > f(a)) =
= ((f(a) = a) > a) = wa(f(a)) = f(a)
Por lo tanto, f es idempotente. O

Observacion 3.0.5. Si tomamos un marco A € Frm y cualesquiera j € NA'y
f € T A entonces por el lema 1.3.38

J S wye) < J(f(a)) = f(a)
Entonces si j = wq, por el lema anterior wg, < wy(q).

Lema 3.0.6. Si A € Frm, entonces T A es cerrado bajo composicion y la composi-
cion es conmutativa.

Demostracion. Consideremos f, g € T'A. Entonces para cualesquiera a,b € A,

(go f)b>a)=g(f(b>a)=g(b> fla)) = (b>g(f(a))=b> (g0 [f)(a)

Porlotanto go f € T A.
Ahora, si a € Atomemos z = g(f(a))yy = f(g(a)). Queremos probar que
x = y. Usando el lema 3.0.4 tenemos que

z=g(f(a)) = g(wa(f(a))) = g((f(a) - a) - a) = (f(a) - a) = g(a)
Asi
A (f(a) = a) = ((f(a) = a) = g(a)) A (f(a) = a) = (f(a) > a) Ag(a) < g(a)

y
z A (f(a) = a) A(g(a) = a) < g(a) A (g(a) = a) = gla) Na< a

Usando la propiedad de la implicacién y el lema3.0.4 esto es equivalente a que
z A (g(a) = a) < (f(a) > a) = a=wa(f(a)) = f(a)

Aplicando una vez mads los resultados a esta desigualdad queda

z < ((9(a) = a) = f(a)) = f((g(a) = a) = a) = f(wa(g(a))) = f(g(a)) =y

Obtuvimos que = < y. La otra desigualdad es andloga, solo se necesitan cambiar f
por g y x por y al procedimiento anterior. O
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Asi podriamos decir que (T'A, o) es un monoide conmutativo donde cada ele-
mento es idempotente.

Definicion 3.0.7. Sea A € Frm. Si f,g € TA,
g<f e (Voed)(glz) < fz))

La id = v1 es el menor elemento en T A y tp = vg es el mayor elemento en
T A. El conjunto T'A con este orden forma un conjunto parcialmente ordenado,
TA € Pos.

Lema3.08. SiAcJrmyg, f € TA
g < fe (Vae A)(wya) = wia))

Demostracion. Supongamos que g y f son operadores TW tales que g < f, enton-
ces para cualquier a € A

Asi, usando 3.0.6,

Wo(a)(f(a)) = wy(a)(f(g(a))) = f(g(a)) = f(a)

Entonces del lema 1.3.38 podemos decir que wg(,) < wy(q)-

Ahora supongamos que para cualquier a € A, wy,) < wy(q). Si evaluamos
estos dos nticleos en el 0, obtenemos que

g(a) = wy(a)(0) < wpiey(0) = f(a)
Para cualquier a € A. Por lo tanto, g < f. ]

Poco a poco vamos viendo la estructura de 7' A. Con el siguiente lema queremos
probar que es una reticula completa.

Lema 3.0.9. Para A € Frm, T A € Pos es cerrado bajo infimos puntuales.
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Demostracion. Sea F C TAy g = A\ F el infimo puntual. Queremos ver que
g e TA.

gb=a)=N\{fb=a)| feF}=N\{0b> fla)) | f€F} =
= (0= N\{f(a)| f€F}) = (b g(a)
donde la pentltima igualdad se debe a que, en general, si tomamos X C Ayy € A
e>N{zlzeX}=>@y-2)>2 @y N{z|lzeX}) VoeX
= N{ly>=2)lzeX}> @y \{z|zeX})

Ny=2)zeXtry=A{yrz|ze X} < N\{z|zeX}

e Ny>2)[veX}<(y=N\{z]zeX})
O

Por lo tanto ,7°A tiene infimos arbitrarios y se calculan puntualmente. Esto
implica que T'A también tiene supremos arbitrarios y por tanto es una reticula
completa. Debemos de tener presente que los supremos no necesariamente se
calculan puntualmente.

Lema 3.0.10. Sea A € Frm. Si f, g € T A entonces el operador

h: A— A

h(a) = (f(a) > g(a))
pertenece a'T A y satisface la siguiente propiedad.:
E<hskANf<lyg
Para cualquier k € T A.

Demostracion. Sean f,g € TA'y hlafuncién de A en A definida como h(a) =
(f(a) > g(a)). Asi, para cualesquiera a,b € A

(f(b=a) = g(b>a)) = ((b> f(a)) = (b> g(a))) =
= (A (6> f(a)) = g(a) = ((0A f(a)) = g(a)) = (b > (f(a) = g(a))) =
= (b h(a))

h(b>a)=

Para estas igualdades es necesario tomar en cuenta el lema 1.1.12 y lo que se prueba
en la observacién 3.0.2. Por lo tanto, h € T'A. Ademas si k < h quiere decir que
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para cualquier a € A, k(a) < h(a) = (f(a) > g(a)). Esto es equivalente, por la
propiedad caracteristica de la implicacion, a que k(a) A f(a) < g(a) para cualquier
a € A. Esto ocurre si y sélo si k£ A f < g, pues los infimos en T'A se calculan
puntualmente. Queda probado que

k<heokAf<g
O

Este teorema prueba que 7' A tiene una implicacién y que se calcula puntual-
mente. Asi por el lema 1.1.11, T'A es un marco.

Teorema 3.0.11. Para cualquier A € Frm, T A es un dlgebra booleana completa.

Demostracion. Como T A es un marco sélo falta ver que es complementada para
que sea un dlgebra booleana completa. Para esto nos tomamos f € T'A y queremos
ver que g = —f = (f > id) es su complemento. Si consideramos h = g V f
justamente debemos probar que h = tp. Si tomamos a € A entonces

a < (h(a) = a) < (f(a) > a) A (g(a) - a)

donde la segunda desigualdad se de porque por por el lema 1.1.12 y por como esta
definido h. Ademas h es al menos mayor o igual que el supremo puntual entonces

fa) v g(a) < h(a)
y por el lema 1.1.12
(h(a) = a) < ((f(a) V g(a)) = a) = (f(a) > a) A (g(a) > a)
Ahora bien , retomando nuestra primera desigualdad tenemos que
a < (f(a) = a) A(g(a) = a) = g(a) A (g(a) = a) = gla) Na=a

Usamos aqui la definicidén de g y el hecho de que como g € T A, g infla. Asf,
tomando en cuenta el lema 3.0.4,

h(a) = wqe(h(a)) = ((h(a) = a) = a) = (a =a) =1
y por lo tanto h = tp. Ademds es inmediato que g A f = id pues f A (f > id) =

f Aid = id. Por lo tanto, f es complementado. Como esto pasa para cualquier
f € TAtenemos que TA € CBA. O]
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Recuerda que en los preliminares habiamos definido a los operadores estables
y en particular, para un marco A al conjunto de los estables lo escribfamos como
S A. Ahora para un marco A consideraremos a los estables en N A, es decir a SN A.
Ademds, por el teorema 1.3.18, sabemos que SN A es un marco y los supremos e
infimos se calculan puntualmente.

Observacion 3.0.12. Si A € Frm, para cualesquiera FF € SNAya € A
F(wg) = wy con b= F(w,)(0)
Esto se debe al lema 1.3.39 ya que F' es mondtona y por lo tanto, w, < F(wy).

Definicion 3.0.13. Sea A € Frm para un F' € SN A definimos a f como
f:A—=A

fla) = F(wa)(0)

Nota que debido a la observacion 3.0.12, que f(a) = F(w,)(0) equivale a que
F(wa) = wy(q)-

Lema 3.0.14. Sean A € Frm y F' € SN A si consideramos a f inducido por F
como en la definicion anterior, es decir,

f: A=A
fla) = F(wa)(0)
entonces f € TA.

Demostracion. Sean a,b € A entonces damos j = wpy., que, por el lemal.3.41,
sabemos que j = Wy.q = Vp V W,. Ademds como F' infla

vp < j < F(j)

entonces
W) = Fwa) < F(j)

pues recuerda que por la definicion de f, F'(w.)(0) = f(c) para cualquier ¢ € A.
Asi,
vy V wiey < F(j)

Evaluando ambos niticleos en el cero obtenemos

(b= fla)) = v Vwypey < F(5)(0) = F(wp-a)(0) = f(b = a)
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Observa que usamos el lema 1.3.31 para poder evaluar el supremo. Para la desigual-
dad que falta observemos que como sabiamos que j = v V w, entonces

JAup = (wg Vup) ANup = (up Avp) V (up Awg) = id V (up A wg) < wg

Por lo tanto,
j A up < Wq

ycomo F' € SNA
F(j) Aup < F(j V) < Flw,)

Si evaluamos en el 0, tomando en cuenta la definicion de fqueda
f(o=a) Nb= f(wp = a)(0) Aup(0) = (F(5) A up)(0) < F(wa)(0) = f(a)
Usando la propiedad caracteristica de la implicacion obtenemos
f(b=a) <b>- f(a)
Y portanto f € T A. O
Definicion 3.0.15. Si A € Frm definimos a la asignacion T como sigue
SNA-———TA
F—f
donde f es como en la definicion 3.0.13.

Definicion 3.0.16. Sea A € Frm para f € T A definimos a la funcion F en N A
como
F: NA— NA

F(j) :/\{wf(a) la€ Aj}

Teorema 3.0.17. Si A € Frm entonces para cualquier f € T A, I, definida en
3.0.16, pertenece a NZ2A.

Demostracion. Tomemos j € NA. Como f infla,para cualquier a € A4, a < f(a)
Y por tanto wg < Wy (q). Asi

i=Nwalac A} < N{wpw la€ A} =F()

Observa que la primera igualdad se da por el lemal.3.42. Por lo tanto, F' infla.
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Ahora consideramos j, k € [N A tales que j < k. Entonces A, C A; y por tanto

F(]) = /\{wf(a) ‘ a < A]} < /\{wf(a) | a < Ak} :F(k)

Es decir, F' es mondtona.

Por otro lado, si j € N A, para cualquier a € Aj, F(j) < wy(,) por definicién
de F'. Ademds f(a) < F(j)(f(a)) pues F'(j) € NAy en particular infla. Asi, por
el lemal.3.38

F(]) < Wf(a)

y evaluando en f(a) obtenemos que
F(j)(f(a)) < wi@y(f(a)) = f(a)
Es decir A € Ap(jy, por lo tanto A; C Ap(;). Si nombramos k = F(j) nos queda
F(j) < F*(j) = F(k) < F(j)

Donde la primera desigualdad se da por que F' infla y la dltima por que se da la
contencién en los conjuntos de puntos fijos. Concluimos que F' es idempotente.
Si j, k € N Alo tnico que falta probar para que ' € N2 A es que

FG)ANF(R) < F(GAK)

Para esto nos tomamos a ¢ € A, y se cumple que (j A k)(c) = j(c) Nk(c) = c.
Ahora bien, por el lema 1.3.41 podemos considerar los siguientes nicleos

We = 7 V W, y wp, =k V w,
donde
a=we(j(c)) = ((j(c) = ¢) = ¢) y b =wc(k(c)) = ((k(c) = ¢) = ¢)

Observa que como j < w, y k < wy, por el lemal.3.38, j(a) = ay k(b) = b. Es
decir,a € A; y b € Ay, lo que implica por definicion de F' que

F(j) < wy(a) y F(k) <wpp
Ademis f(c) < f(a), f(b) pues como f € T A:

fa) = f((5(c) = ¢) = ¢) = ((4(c) = ¢) = f(c))

~

—
>

N—
I

F((k(e) = ¢) = ¢) = ((k(c) > ¢) = f(c))
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Esto quiere decir que f(a) < wy,)(f(c)) < wp(f(a)) = f(a)y andlogamente
f(b) = wsw)(f(c)). Por todo lo anterior tenemos lo siguiente :

(FDAEER))(f(€) < (wr@Awie)(f(€) < wia) (f(e))Awpe)(f(e) = fla)Af(b)
Lo que ahora nos gustaria ver es que f(a) A f(b) < f(c) pero esto ocurre pues:
fla) A (i(e) = ¢) = (§(e) = ) A fle) < f(e)

FO) A (k(e) = ¢) = (k(c) = ) A f(e) < f(c)

Pero como j(c) A k(c) < ¢, por la propiedad de la implicacion, k(c) < (j(c) = ¢)
entonces

=f(a) Nk(e) < fla) A (j(c) = ¢) < f(e)

=f(a) N (f(e) = ¢) < (k(c) > ¢)

=f(a) A(f(c) = ¢) A fb) < (K(c) = ¢) A f(b) < f(e)

=f(a) A f(b) < ((f(c) = ¢) = f(c)) < ((f(e) = ¢) = ¢) = we([f(c)) = f(c)

Notemos que en la dltima linea usamos los lemas 3.0.3 y 3.0.4.
Asi, recopilando todo lo anterior nos queda que

f(e) < (F(G) ANER))(f(e) < fla) A fb) < f(e)
Y por el lema 1.3.38 tenemos que
F(j) NF(k) <wpe)
para cualquier ¢ € A;,;. Entonces por definicién de F'
FG)NF(R) < F(GAK)
Por lo tanto, F' € N2 A. ]
Definicion 3.0.18. Para cada A € Frm definimos la asignacion o como:
TA—"+SNA

f—F
donde F' esta definida como en 3.0.16.
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Teorema 3.0.19. Para cualquier A € Frm,

SNAT—TA

son monotonas y forman una adjuncion de Pos, T - 0.

Demostracion. Sean f, g € T A tales que f < g entonces par cualquier j € N A:

(1)) = FG) = ANwsw la € a;} < {wya) |a € a;} = GGG) = al9)(j)

Observa que la desigualdad es inmediata por el lema 3.0.8. Asi, obtenemos que o
es mondtona. Ahora bien, sean F, G € SN A tales que F' < (G tenemos que

7(F)(a) = f(a) = F(w.)(0) < G(wa)(0) = g(a) = 7(G)(a)

para cualquier a € A. Es decir, 7 es monétona.

Sean G € SNAy f € TA, para ver que T y o forman una adjuncién tenemos
que probar que

T(G) < f =G <a(f)

Consideremos g = 7(G). Para la primera implicacién supongamos que g < f'y sean
j€NAyaec Aj Observa j < w, pues porel lema 3.0.13 j = A {w, | a € 4;}.
Como sabemos que G es monétona pues G € SN A, y por la definicién 3.0.16
tenemos

G(j) < G(wa) = wy(a) < wy(q)

donde la dltima desigualdad es por el lema 3.0.8. Asi, como esto pasa para cualquier
ac Aj

G(G) < N{wi la € 4;} = F(G) = a(£)()
Por lo tanto g < o(f).

Para el regreso suponemos que G < o(f) y tomamos cualquier a € Ay
consideramos j = w,. Es claro que a € A; = A,,,, entonces

Wo(y = Gwa) < o(F)(wa) = A {wsey | b€ Au, =} <wpq

donde que la primera igualdad es por la definicion 3.0.13. Ahora bien, si evaluamos
en 0 queda

T(G)(a) = g(a) = wy(a)(0) < wy()(0) = f(a)
para cualquier a € A. Entonces 7(G) < f.
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Observacion 3.0.20. Nota que como T tiene adjunto derecho entonces respeta
supremos arbitrarios. Ver 1.2.6.

Lema 3.0.21. Para cualquier A € Frm la asignacion T es un morfismo que respeta
infimos arbitrarios.

Demostracion. Sea F C SN A, queremos probar que

T (AF) = A7 7]

Llamemos h = 7 (A F) y F = 7 [F]. Sea a € A entonces

whga) = (AF) (wa) = AN {F(wa) | F € F} = \{wya | f € F}

Si ahora evaluamos en el 0 queda

h(a) = @ = (A {ws | £ €F}) () = A{wsa(0) | f€F} =
=\ {f(a) | f€F} = A\F(a)
Y esto es justo lo que buscabamos probar. O
Con esta prueba ya podemos decir que 7 es un morfismo de marcos.
Lema 3.0.22. Para cualquier A € Frm , el morfismo T es suprayectivo.

Demostracion. Sea f € TA, consideremos G = o(f)y g = 7(9) = 7(c(f))-
Afirmamos que f = g. Observa que como G < o(f) la ajuncién, lema3.0.19, nos
da que g < f. Solo falta probar la otra desigualdad, pero por la definiciones 3.0.16,
para cualuier a € A

G(wa) = /\ {wf(b) | b€ Awa}
y entonces por la definicién 3.0.13
9(a) = G(wa)(0) = (A {ws@ |5 € Au, }) (0) = ALFB) | b€ Au,}
Ademas observa que si b € A,,, entonces
b=((b>a)>a)
de tal forma que
() = £((b = a) = a) = ((b - a) - f(a))

Y usando 1.1.12 tenemos que f(a) < f(b).Porlotanto, f(a) < g(a) = A{f(b) | b € Aw,}
yasi f <g. O
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Asi tenemos un morfismo de marcos suprayectivo, 7, lo que quiere decir que
que T'A es un marco cociente de SN A y esta determinado por su kernel k que debe
ser, por 1.2.19, k = o oT.

Lema 3.0.23. Sean A € Frmy F,G € SN A, entonces
T(FoG)=1(F)o1(G)

Demostracion. Consideremos f = 7(F), g = 7(G) y h = 7(F o G). Asi, para
cualquier a € A,

Wh(q) = (F 0 G)(wa) = F(G(wa)) = Fwy) = wy(g(a))

Aqui usamos para la mayoria de las igualdades, la definicién 3.0.13. Al evaluar la
igualdad anterior en 0 queda que

T(FoG)(a) = hla) = f(g(a)) = (7(F) o 7(G))(a)
que prueba lo que queriamos. O
Lema 3.0.24. Sean A € Frmy F € SN A, par cualquier o € OR se cumple que
r(F) = 7(F)
Demostracion. Sitomamos f = 7(F'), observa que como f es idempotente se tiene
T(F?) =1(F)or(F)=f*=f

por el lema anterior 3.0.23 y porque f es idempotente. Ahora bien, tomando en
cuenta esto, seguimos con la prueba que se hace por induccién sobre los ordinales.
El caso o = 0 es inmediato. Para o = 37 suponemos que el resultado es cierto
para 3, entonces

r(F) = 7(FD) = 7(Fo FP) = 7(F) o r(F7") = 7(F) o 7(F) = r(F)

Ahora si « es un ordinal limite suponemos que el resultado se vale para cualquier 3
menor que « y asi

T(Fo F*) = r(F)or(F*) = r(F)or (\/{F| 8 <a}) =

r(F) o \/ {r(F?) | B < a} =7(F)o\/{r(F) | B < a} =
T(F)o7(F) =7(F)

r(FT)

Observa que usamos la hipétesis de induccidn, el lema 3.0.23,que 7 preserva
supremos arbitrarios debido a 3.0.20 y que los operadores TW son idempotentes.
Entonces queda probado lo que queriamos. O
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Asfi el siguiente corolario es inmediato.
Corolario 3.0.25. Para cualesquiera A € Frmy F € SNA, 7(F>®) = 7(F).
Teorema 3.0.26. Para cualesquiera A € Frmy F € SN A
(cor)(F)=(A»J)==-~J
donde J = F**°.

Demostracion. Sea F € SN Ay consideramos f = 7(F) = 7(J) y G = o(f).
Para probar el resultado basta ver que

(A>-J)<G<—J

pues por el lema 2.2.28, como J € N2A, (A = J) = ——J.

Para la primera desigualdad que hay probar nos tomamos K = (A > J),
entonces por la propiedad de de la implicacion, K A A < .J. Ahora tomamos
cualesquiera j € NAy a € A;. Recuerda que A(w,) = tp por el lema 2.2.1,
entonces

K(j) € K(wa) = K(wa) A §(wa) < J(wa) = wy(q)

La primera desigualdad se da por el lema 1.3.38 ya que j(a) = a. Y la dltima
igualdad es por definicién de 3.0.13 ya que f = 7(j). Como esto ocurre para
cualquier a € A; entonces

K(G) < N{wpa | a € 4;} = G()

La dltima igualdad se debe a la definicion de o, 3.0.16. Asi (A > J) < G.
Ahora, para la segunda desigualdad que debemos probar, consideramos L = —J
y tomamos j € NAy a € A; arbitrarios, asi

G(J) NL(G) S wypay ANL(J) = J(wa) A L(wa) = wa

La primera desigualdad se debe a la definicién de o, 3.0.16. Ademads recordemos
que por la definicion 3.0.13, wy(,) = J(w,). La dltima igualdad se debe a 1.1.16.
Como esto pasa para cualquier a € A; por el lema 1.3.42 ocurre que

G NLG) <3
para cualquier j € N A entonces
GANL<LId
y por la propiedad de la implicacién nos quedaria que
GLL>=Ild=-L=--J

lo que prueba el teorema. O
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Este teorema es muy importante pues ya habiamos dicho que el kernel, un nicleo
en SN A, para 7 era k = o o 7 pero ahora ya podemos calcularlo explicitamente
como

SNA k SN A

F Foe S

pero recordemos que por el teorema 1.2.26 esto quiere decir que T'A es isomorfo
a los puntos fijos de k, pero el conjunto de puntos fijos de k es N2A__. Es decir
TA = N?A__. También sabemos que k(F) = (co7)(F) = (A = F>). Entonces
tengo la siguiente composicién

SNA =4 N24—"2,[Id, A

donde v € N3A. Observemos que los puntos fijos de _* son N2 A y los puntos
fijos de v es el intervalo [Id,A] pues, en general, para cualquier v, € NA,
Ay, = [0, a]. Con todo esto dicho a lo que llegamos es a que

[Id,A] =TA=N?A__,

lo cual nos describe muy bien la doble negacién en N2 A.
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Capitulo 4

Representaciones

4.1. Familias representativas

Ya habfamos definido a los conjuntos C; y B; pero no terminamos de explorarlos.
En este capitulo intentamos obtener mds informacién de estos conjuntos y su relacion
con la derivada.

Definicion 4.1.1. Sea A € Frm, una representacion de a € A es un subconjunto
X C Atal que
a= /\ X

También, un generador para a es un subconjunto X C A tal que

a:\/X

Si tomamos un marco A € Frm y consideramos a NAy k € N A podemos
tomar el u-nicleo de k que escribiré como uy, € N2 A de tal forma que u () = jVk
para cualquier j € N A. Del mismo modo podria tomar a los v,w-ntcleos generados
por j. Ahora bien, como u € N2A puedo tomar a u,,, € N3A

Uy, : N?A — N2A
Uy (J) = up V J Je N?A
Asi, usando el lema 1.3.31
vy (J)(F) = (ur vV I)(G) = J(ur(4)) = J(G V k)
Entonces dado K C N A podemos considerar los siguientes conjuntos

ux = {ug | k € K}
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Uy = {Uy, | k € K}

Observa que ux € N2A 'y u,, € N3A. Ademds estos conjuntos se podrian seguir
definiendo para los demds niveles del ensamble, tomando los u-nicleos del nivel
correspondiente.

Definicion 4.1.2. Sean A € Frm, j € NAy K C N A definimos recursivamente
j<oKej=/A\K
J < K & uj <o ug
Jj <2 K& uj <1 ug

j<]3]C<:>Uj <2 U

una familia de relaciones representables.
Observacion 4.1.3. Observa lo que realmente se pide en la definicion anterior
j<o K&ej= /\IC
Jj <1 K & <0u;c<:>uj:/\ulc
J <2 K &uj <1 u € Uy <0 Uy & Uye = /\uu,C

J <3 K &uj <2 U € Uy <1 Uy & Uy <0 Uy & Uy = /\uuu}<

Observacion 4.1.4. Si tenemos j € NAy K C NA tales que j <;11 K para
alguna i en los naturales, entonces

J<iri K=< K= .= ij<uKk=>j<uK=75<9K

pues si j <1 K por definicion u; <; ux y evaluando esto en la identidad
correspondiente digamos id;, tenemos que j <l; K.

Observacion 4.1.5. Recordemos que ya teniamos definidos, 2.2.13, ciertos conjun-
tos de niicleos B; y Cj para un j € N A. La pregunta seria, ;cudndo podemos decir
que j <; Bj o j <; C;? Lo que si podemos saber ahorita es que si j <; Cj, como
Cj C B, entonces j <I; Bj. Podemos afirmar también lo siguiente

i) j <o B;

ii) 7 <o Cj &g < de(j)
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Sabemos que se da el primer inciso porque por el lema 1.3.42

7= Nwala€ A} = \{wa | we € B;}

Recuerda que Aj = Bj y Bj = {w, | a € Bj}.

El inciso ii) es inmediato del lema 2.2.21.
Lema 4.1.6. Para cualesquiera A € Frmy j € NA
J <1 B;

Demostracion. Notemos que B; = {w, | j < w,} por la observacioén 2.2.14. En-
tonces buscamos probar

Ug :/\UBJ- :/\{uwa ‘jgwa}

es decir,
iVk=N{w.Vk|j<w} Vke NA

Observemos que para cualquier £ € NA como w, < k V w, por el lema 1.3.39
we V k= wyp

con b = (wg V k)(0). Entonces

/\{wa\/k\jgwa}:/\{wﬂj\/kgwb}:j\/k

donde la segunda igualdad se da por el lema 1.3.42 y el lema 1.3.38. La primera
igualdad se debe a una igualdad de conjuntos ya que si wg, V k es tal que j < wyq
entonces k < wp = waVEy j < wy < wy, por lo tanto jVEk < wy, o bien, podemos
decir que w,Vk € {wy | j V k < wp}. Ahora si wy, cumple que jVE < wy, entonces
E < wpyj < wyp. Porlo tanto, wy V k = wy, es decir wy, € {wy V k| j < wg}.
Esto ya prueba lo que queriamos. O

Lema 4.1.7. Sea A € Frm, si a € A tiene una representacion X C A, entonces
uag/\{uxh:EX}gwa

Demostracion. Como a = A X, entonces a < x lo que implica que u, < u, para
cualquier z € X. Asi

uag/\{uﬂxeX}

Ahora observemos que

(/\{ux\xe:r})(a):/\{x\/a]:BEx}:/\X:a
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Pero esto es equivalente por el lema 1.3.38 a que

/\{ux|x€x}§wa
U

Teorema 4.1.8. Para cualesquiera A € Frmy j € N A las siguientes condiciones
son equivalentes

i) A(j) =tp

ii) CBD(uj) =Tp
iii) Uy; = Wy,

v) j <2 B;

Demostracion. Para la primera implicacion suponemos que A(j) = tp entonces
por el lema 2.1.12

CBD(uj) = CBD(Id)ouj = Aowu;
Evaluando en la identidad quedaria que
CBD(uj)(id) = (A o uy)(id) = A(j Vid) = A(j) = tp
Por lo tanto CBD(u;) = Tp.

Ahora suponemos C'BD(u;) = tp y queremos ver que u,,; = wy,. Pero esto es
inmediato usando el lema 2.2.10 sobre el marco N2 A y su derivada correspondiente
CBD.

Para probar i7i) = iv) suponemos que u,; = w,;. Sabemos por el lema 4.1.6
y por la definicién 4.1.2 que

J < Bj<=>Uj <]0qu @uj:/\{u“kij}
Esta igualdad la usamos para ocupar el lema 4.1.7 y obtenemos
Uy, < /\{uuk | ke B;} < Wy,

Pero por hip6tesis u,; = w,,, entonces

Uy, = /\{uuk | k € B}
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Y esto, por definicion 4.1.2, es equivalente a que j <2 B;.

Finalmente, suponemos que j <l B; y queremos probar que A(j) = tp.
Entonces por hipdtesis tenemos que

Uy, :/\{uuk | k € Bj} :/\{“uwa | a € B;}

por definicién de B;. Y si tomamos K € N2 A como uy; = K Vu; = K owuj por
el lema 1.3.31 y evaluamos en la igualdad anterior

K ouj = uy, (K) = (/\{uuwa |aij}) (K) = A\ {uw, VK | a € Bj}

Ahora, por otro uso del lema 1.3.31 tenemos que wu,,, V K = K o u,,, y evaluando
en cualquier kK € NA

K(jVk) = (Kou;)(k) = (\ {tw, V K | @ € Bj}) (k) = (A {K 0w, | a € Bj}) (k) =

:/\{K(wa\/k:)\aij}

Pero si consideramos K = Ay k = id resulta que la igualdad anterior queda
como

A(j) = A Vid) = N{A(wa Vid) | a € Bj} = \{A(wa) | a € Bj} = tp

donde la dltima igualdad se da por el lema 2.2.1 pues tp = Cbd(w,) < A(wg).
O

Teorema 4.1.9. Para cualesquiera A € Frm'y j € N A las siguientes condiciones
son equivalentes

i) Cbd(j) = tp
ii) j <g Cj
iii) j <1 Cj
Demostracion. Para la primera implicacién suponemos que C'bd(j) = tp entonces
por el lema 2.2.15 tenemos que B; = C; que implica que B; = C;. Por otro lado,
tenemos que
tp = Cbd(j) < Cbd™(j) = A(j)

y por lo tanto A(j) = ¢p. Entonces por el lema anterior 4.1.8 quedaria que j <12 B;,
pero ya dijimos que B; = C; por lo que

J<0C;



110 Representaciones

y asi queda probada esta implicacién.
La siguiente implicacion, 74) = i7i) es inmediata si usamos la observacién 4.1.4.

Para la dltima implicacién suponemos que j <; C; y queremos ver que
Cbd(j) = tp. Por hipétesis sabemos que u; = Awuc; entonces si k € NAy
evaluamos queda

iVk=uik) = \{ww, |a€Cj} (k)= N{waVE|aeCy}
Ahora bien, si tomamos j = Cbd(j) obtenemos que
Cbd(j) = Cbd(j) V j = \{wa V Cbd(j) | a € Cy}

donde la primera igualdad se da por que Cbd es un prenticleo y por tanto infla.
Entonces

Cbd(5)(0) = A\ {(wa v Cbd())(0) | a € Cy}

si evaluamos en el 0. Queremos ver que el infimo de la derecha es igual a 1 para eso
notemos que si a € Cj entonces uq < w, y vg < w,. Esto se debe al lema 1.3.38
ya que uy(a) = a'y vg(a) = a donde d = cbd;(a) pues como a € C; se cumple
a < d, es decir, (d > a) = a. Asi ug V v4 < wg y por tanto

vg 0 Cbd(j) o ug = vg V Cbd(j) V uq < wq V Cbd(j)
La primera igualdad se da por el lema 2.1.12. Ahora si evaluamos en el 0 obtenemos
1= (d > Cbd(j)(a)) = (va o Cbd(j) 0 ua)(0) < (wa V Cbd(j))(0)

Notemos que 1 = (d = Cbd(j)(a)) pues d = cbd;j(a) < cbdj°(a) = Cbd(j)(a)
por el lema 2.1.11. Asi quedaria que

Cbd(7)(0) =1 < Cbd(j) = tp
que es lo que buscdbamos probar. O

As{ ya tenemos una idea de como se comporta las relaciones de representantes
con respecto a C; y a B;.

4.2. Conjuntos cohesivos

Definicion 4.2.1. Sean A € Frm decimos que K C A con K # (), es cohesivo
si para cualquier a € K hay un subconjunto X C K que cumple que a = \ X
donde a < x para cualquier x € X.
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La definicion anterior lo que dice es que un subconjunto de un marco es cohesivo
si cualquier elemento del conjunto tiene una representacion dada por un conjunto
de elementos esencialmente mayores.

Observacion 4.2.2. Observemos que el conjunto {1} es cohesivo en cualquier
marco y ademds éste podria ser el tinico conjunto cohesivo. Observemos que si
tienes un conjunto cohesivo, digamos K, y para el elemento a su representacion es
X C K de tal forma que a € X, entonces a = 1 pues a es esencialmente mayor
que el mismo.

Lema 4.2.3. Si la relacion < sobre un marco A tiene la condicion de cadena
ascendente (CCA), entonces {1} es el iinico conjunto cohesivo en A.

Demostracion. Supongamos que < cumple CCA y que K C A es cohesivo y
K # {1}, entonces hay a € K tal que a # 1. Llamemos a; = a. Ahora, como
K es cohesivo y a € K, hay un subconjunto X C K tal que a = A X pero como
a # 1 hay al menos un elemento digamos as € X tal que ao # 1y a1 < ao.

Y asi sucesivamente generamos una cadena ascendente de elementos en K

a1 <ag <ag < .. cona; #1 Vicw

Ahora bien, por hipétesis, como < tiene la CCA hay n € w tal que a,x = a,, para
cualquier £ € w. Entonces, en particular

Ay < Ay,

pero esto quiere decir que (a,, >~ a,) = a, que implica que a,, = 1 pero esto es
una contradiccion pues para la cadena que construimos escogimos a a,, # 1.

Por lo tanto, el dinico conjunto cohesivo en A es {1}.
O

Observacion 4.2.4. Notemos que si A € Jrm, j € NAy K C A; C A entonces
K es cohesivo en A; < K es cohesivo en A

Esto se debe a que los infimos y la relacion < se calcula igual en Ay en A; para
elementos de A;.

Lema 4.2.5. Sea A € Frm, si k € NA tal que Cbd(k) = k entonces Ay, es
cohesivo.
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Demostracion. Sea a € Ay y consideramos X = {z € Ay | a < x}. Entonces
usando la definicién de derivada tenemos que

ag/\{mEAk|a<x}:/\{$€Ak|k(a)<m}:
=cbd(a) < Cbd(k)(a) = k(a) =a

donde la segunda desigualdad se da por el lema2.1.11. Asi queda probado que Ay, es
cohesivo pues para cualquier a € A pudimos expresara = A X con X C A;. [

Corolario 4.2.6. Para cualesquiera A € Frmy j € NA, si j = A(j) entonces
Ay, es cohesivo donde k = A(7).

Demostracion. Sij € N A tal que A(j) = j como A(j) = Cbd™(j) = k se tiene
que
Cbd(k) = Cbd(Cbd>*(j)) = Cbd>*(j) = A(j) =k

Asi se cumplen las hipétesis del lema anterior, 4.2.5, y obtenemos que Ay es
cohesivo O

Lema 4.2.7. Sean A € Frmy K C A cohesivo. Si K C Aj entonces K C Apj)
para cualquier j € N A.

Demostracion. Sea K C A; y cohesivo en A. Consideremos a € K y queremos
probar que a = cbd§ (a) para cualquier « en los ordinales. Esto lo probamos por
induccién sobre ordinales. Para o« = 0 notamos que por definicion de derivada

cbdj(a):/\{xEAj|a<x}§/\{x€X|a<x}:a

donde X C K es el conjunto cuyo infimo es igual a a que existe porque K es
cohesivo. La desigualdad se da pues X C K C A;. Asi, a < cbdj(a) < ayaque
cbd; infla por ser un prentcleo y prueba el caso base.

Si tomamos o = 31 y suponemos que cbdf (a) = a tenemos que

cbdj (a) = cbd; (cbd?(a)) = cbdj(a) = a

donde la pentiltima igualdad es por hipdtesis de induccidn y la tltima es por el caso
base.

Abhora bien, si tomamos « un ordinal limite y suponemos que para cualquier
B <a, cbd?(a) = a. Asi

cbdj (a) = </\ {cbdf | 5 < a}) (a) = /\ {cbdf(a) | 5 < a} =a
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Y queda probado para cualquier ordinal en particular para el que denotamos como
oo. Es decir probamos que para cualquier a € K, ¢bd*™(a) = a.
Con esto en mente ahora buscamos probar que

Vae K Cbd*(j)(a) =a

para cualquier « en los ordinales. Hacemos la prueba por induccién sobre ordinales.
Para el caso base, es decir a = 0, usando el lema 2.1.11 y lo anterior tenemos que

Cbd(j)(a) = cbd;°(a) =a Vae K
Si tomamos o = 37 y suponemos que
Vae K Cbd®(j)(a) =a
entonces si denotamos k = Cbd”(j) y consideramos a € K

Cbd®(j)(a) = Cbd(Cbd® ())(a) = cbdS, s, (a) = cbdi®(a)

()
pero
a < cbdi(a) = /\{x € Ai |a=k(a) <z}

pues por hipétesis inductiva a € Ajg. Ahora, como K es cohesivo en A y por
hipétesis de induccion K C Ay, K es cohesivo en Ay por la observacion 4.2.4.
Entonces hay un X C K talque a = A\ X y paratodo z € X, a < X. Entonces

agcbdk(a):/\{xeAk|a:k(a)<x}§/\X:a

y como _*° es la cerradura idmepotente, cbd;°(a) = a. Por lo tanto, Cbd®(j)(a) =
cbd;®(a) = a para cualquier a € K.
Ahora, si « es un ordinal limite y para cualquier 5 < « se cumple

Cbd’(j)(a)=a Yaec K

obtenemos que

cod*(j)(a) = (A {cvd? | 8 < a}) ()(a) = (A {Cbd’(j) | 8 < a}) (a) =
= N’ (G)o) |5 <af=a

para cualquier @ € K. Asi la propiedad queda probada para cualquier ordinal, en
particular Cbd*°(j)(a) = a paratoda a € K. Pero recordando la definicién de A
tenemos que

A(j)(a) =Cbd>*(j)(a) =a Yae K

Es decir, K C Ap(;) que era lo que buscdbamos probar. O
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Teorema 4.2.8. Para cualesquiera A € Frmy j € N A se tiene:
i) A(j) =tp < {1} es el iinico conjunto cohesivo de A;
ii) A(j) es el conjunto cohesivo mds grande de A;
iii) A(j) = j < Aj es cohesivo

Demostracion. Consideremos k = A(j).

Para el inciso i) si consideramos que k£ = ¢p y tomamos K C A; cohesivo
entonces por el lema anterior 4.2.7, K C A ;). Pero como k = tp = A(j), nos
queda que K C Ay, = {1}. Por lo tanto, como K es distinto del vacio, K = {1}.
Para el regreso podemos usar el corolario 4.2.6 y tenemos que Ay es cohesivo pero
por hipétesis obtenemos que Ay = {1} lo que implica que k = p.

Para el segundo inciso ya sabemos que Ay es cohesivo, por el corolario 4.2.6.
Ademds por el lema 4.2.7 queda que es conjunto cohesivo mds grande.

Para el dltimo inciso del teorema suponemos, primero, que A(j) = j. Entonces
como Ax ;) es cohesivo por el corolario 4.2.6, A; es cohesivo. Ahora bien si A;
es cohesivo por el lema 4.2.7, A; C Ax(j). Asi j < A(j) < jy queda probado el
regreso.

O

Corolario 4.2.9. Para cualesquiera A € Frm 'y j € NA, si la relacion < en A;
tiene la CCA entonces A(j) = tp.

Demostracion. La prueba es inmediata del lema 4.2.3 y del lema anterior 4.2.8. [

De estos resultados obtenemos mas propiedades de la derivada y ademads nos
damos cuenta que las condiciones CCD y CCA juegan un papel importante en el
ensamble.



Capitulo 5

Otras relaciones

5.1. La relacion substancial

Ya conocemos la relacion < para un marco A. Podemos generalizar esta idea y
obtener una nueva relacién que nos de nuevas propiedades del ensamble a partir de
ella. Analizaremos el papel que juegan < y la nueva relacién que definiremos para
finalmente obtener una caracterizacién de cuando N2 A es booleano.

Definicion 5.1.1. Sean A € Frm y a,b € A decimos que a es substancialmente
mayor que b
b<a

si hay una cadena descendente de longitud w
{z, € A|r <w}

tal que
b<zrp1<zr<a Vr < w

Observacion 5.1.2. Nota que si b < a entonces podemos dar la cadena x, = b
para todo r < w 'y tenemos que b < a. Ademds si a < a entonces a < a lo que
implica que a = 1.

Lema 5.1.3. Sea A € Frm para cualesquiera a,b, x,y € A ocurre que

y<htgKa<er=y<Kzx

rayy<L<b==csNy<aNb
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Demostracion. Si suponemos que y < b < a < z entonces hay una cadena
{z, € A|r<w}tal que b < 2,41 < x, < a para cualquier 7 < w. Pero esta
misma cadena cumple

Y<xTrp1 <z <

Por lo tanto, y < x.
Abhora si suponemos que * < a'y y < b tenemos dos cadenas

{rpeA|lr<wltalquer <z, y1 <z, <a Vr<w

{yr e Alr<w}talquey <ypry1 <y, <b Vr<w

Entonces usando el lema 2.1.5 obtenemos que
TANY S Tpp 1 AYrp1 <Tpr AYyr <aAb
para cualquier » < w. Esto implicaque x A y < a A b. O

Lema 5.1.4. Para cualquier A € Frm si a,b € A tales que b < a entonces
i(b) < a.

Demostracion. Seanb < a'y {x, | r < w} la cadena dada por la definicién 5.1.1.
Tomemos = = A {z, | 7 < w}, entonces

< Tpyy < Ty Vr <w

Porellema2.1.5, x<x, para cualquier r < w.Perocomo cbd(z) = AN{y € A |z <y},
entonces cbd(z) < x, y como esto pasa para cualquier r < w

cbd($)§/\{xr|r<w}:x

y recordando que cbd es un prentcleo y que por tanto infla se deduce que cbd(z) = x.
Y asi 6(xz) = ¢bd*™(x) = x. Ahora bien, por como esta tomada la cadena segin
la definiciéon de <, b < z y entonces como J es monétona por ser un ntcleo,
0(b) < d(x) = z. Por otro lado = < a pues la misma cadena que se usa para b < a
funciona y cumple la definicién. Asi

)<z <a
lo que nos dice por el lema anterior 5.1.3 que §(b) < a. O

Observacion 5.1.5. Si tomamos un marco A € Frm y consideramos j € NA y w,
con a € A, por el lema anterior 5.1.4 aplicado al marco N A,

J << we = A(j) < w,
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Teorema 5.1.6. Sea A € Frm las siguientes condiciones son equivalentes
i) A(j) < w,
i) A(J) < wg
iii) 7 < wq
Demostracion. La implicacién iii)= i) es inmediata de la observacién 5.1.5.

Para ii)= iii) suponemos que A(j) < w,. Pero como A infla tenemos la
desigualdad
J < A() < we

que por el lema 5.1.3 implica que j < wq.

La implicacién i)=> ii) es muy larga de probar y se prueba usando algo que se
llama la técnica de escision por eso dedicamos la siguiente seccion de esta capitulo
5.2 a probar esta parte.

O

Teorema 5.1.7. Sea A € Frm para cualesquiera a € Ay j € NA ocurre lo
siguiente

i) j<we < jla)=a
ii) j <wg < Cbd(j) < w,
iii) j < we & A(j) < w,

Este teorema realmente s6lo enuncia como funcionan los w-ntcleos con respecto
a las relaciones que tenemos. El resultado realmente ya esta probado en los lemas
1.3.38,2.2.5y5.1.5.

Corolario 5.1.8. Para cualesquiera A € Frm, a € Ay j € N A se tiene
i) j=MNMuwalacAj<w}
ii) Cbd(j) = N{wa | a € A,j <wy}
iii) A(j) = NMwa | j < wa}

Demostracion. Este corolario es consecuencia inmediata del teorema anterior 5.1.7
y de el lema 1.3.42. O
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Lema 5.1.9. Si A € Frmy k € NA tal que A(k) = k, entonces
E<w, =k << w,

Demostracion. Notemos que si k& < wy,, por hipétesis, quiere decir que A(k) =
k < w,. Por el teorema 5.1.7 implica que

k= Ak) < wa

Corolario 5.1.10. Para cualesquiera A € Frmya € A
f(a) =a & id < w,
Demostracion. Recordemos que por definicién § = A(id) entonces
f(a) =ae A(id) =0 < wg & id < w,

en la primera equivalencia usamos el lema 1.3.38 y en la segunda use el lema
5.1.7. O

Corolario 5.1.11. Si A € Frm y cbd = id entonces id < w, para toda a € A.

Demostracion. Notemos que por el 2.1.15 der = id siy solo si 0 = id que por el
lema anterior es equivalente a que id < w,, para cualquier a € A. O

Observacion 5.1.12. Observemos que para cualesquiera A € Frm y a,b € A, si
a<b
a<bs v <w,

Para la ida evaluamos, suponemos que a < by vemos que
vp(a)=(b>a)=ua

y por el lema 1.3.38 tenemos que v, < w,. Para el regreso basta evaluar ambos
niicleos en a 'y queda

(b>a) =vp(a) <ws(a) =a
y como ya tenemos que a < b concluimos que a < b.
Corolario 5.1.13. Para cualquier A € Frm si cbd = id entonces
a<b= v, < wy

para todo a,b € A.
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Demostracion. Sean a,b € A tales que a < b. As{ por el lema 2.1.12

de(vb) = de(vb VidV ’u,[)) =V de(zd)
pues recuerda que ug = id. Ademds nota que Cbd(id) = cbd™> por el lema 2.1.11
pero por hipétesis cbd = id entonces Cbd(id) = id. Asi, Cbd(vy) = Cbd(id) = id.
Ahora, como A = C'bd*° obtenemos que

A(vy) = Cbd™ (vp) = vy

donde la ultima igualdad se da por como se construye el operador cerradura en
1.3.21. Esto junto con la observacién 5.1.12 nos da que

Avy) = vp < wy
pues a < b. Aplicando el lema 5.1.6 tenemos que
Vp K Wq
que es lo que queriamos. 0
Definicion 5.1.14. Sean A € Frm definimos al siguiente operador
Tr(a):/\{xeA|a<<a:}

para cualquier a € A.
Observacién 5.1.15. Nota que

i) El operador 7 infla pues si a < x, en particular a < x. Por tanto, a < 7(a).

ii) 0 < pues por el lema 5.1.4 si a < x entonces d(a) < x para cualquier x
substancialmente mayor que a. Asi §(a) < 7(a) para cualquier a € A.

Lema 5.1.16. Sean A € Frmya € A
i) la relacion de orden < en |a, 1] tiene la CCD
i) 8(a) =1
iii) la relacion < en [a, 1] tiene la CCD

se cumplen la implicaciones i)=ii)=>iii).
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Demostracion. Observemos que por el lema 2.2.18 si tomamos j = u,, COMO
Ay, = [a, 1] tenemos que i) implica que Cbd(u,) = tpy esto a su vez implica iii).
Pero notemos que Cbd(u,) = tp es equivalente a que 6(a) = 1 pues

dou, =9 Vu, =Cbd(id) V u, = Cbd(id V ug) = Cbd(uy)
Aqui usamos el lema 2.1.12 y el lema 1.3.31. Por lo tanto, como Cbd es monétona
doug = Cbd(u,) =tp < d(a) = (6 0u,)(0) = Cbd(ug)(0) =1
y con esta observacion queda i)=-ii)=-iii). ]
Lema 5.1.17. Si A € Frm y a € A las siguientes condiciones son equivalentes
i) la relacion < en [a, 1] tiene la CCD
ii) Vee A)a<z=>2=1)
iii) m(a) =1

Demostracion. Primero probaremos la primera equivalencia, es decir i) < ). Si
suponemos i) y sea x € A tal que a < x tenemos una cadena descendente

oL <oy <z <<zl T

Pero como tenemos la condicién de CCD hay un & en los naturales a partir del cual
Tk4t = T para cualquier natural ¢. Entonces =, < xy lo que implica que z, = 1.
Pero como es una cadena descendente x,, = 1 para cualquier  en los naturales.
Por lo tanto, x = 1. Para el regreso hacemos una prueba por contrapositiva y
suponemos que existe una <-cadena en [a, 1],descendente que no se estaciona, es
decir suponemos que no se cumple i). Digamos que la cadena es

0L o <L <Tp <...<x9 <1

Ahora, como la cadena no se estaciona y es descendente hay un natural k para el
cual x;, # 1. Entonces por como esta construida la cadena resulta que a < xj, pero
xy, # 1. Lo cual prueba ii) = 7).

Ademads ii)<> iii) se da por la misma definicién de 7, 5.1.14 pues el infimo de
un conjunto es 1 si y solo si todos los elementos son 1. Es decir

ﬂ(a):/\{a:eA]a<<x}:1@(Vw€A)(a<<:c¢x:1)
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Observacion 5.1.18. Sabemos que 6 < 7 por la observacion 5.1.15, ahora si esto
lo levantamos un nivel y lo pasamos a N A resulta que A < 11 pues

A = Cbdy = cbdy 4
I(j) = N{ke NA|j < k}
Teorema 5.1.19. Si A € Frm
A(j) = N\{keNA|j <k}
para cualquier j € N A.

Demostracion. Queremos probar A(j) = II(j) para cualquier j € N A. Una de las
desigualdades, A(j) < II(j), ya esta probada por la observacion anterior, 5.1.18.
Para la otra desigualdad notamos que

(j) = N{k e NA|j <k} < N{wa | j <wa} = \{wa | A(j) < wa} = A(j)

donde la primera desigualdad simplemente se deba a que el conjunto de lado
derecho esta contenido en el izquierdo y por tanto se da esa desigualdad de infimos.
Observemos también que la segunda igualdad se da por el teorema 5.1.6.

O

Teorema 5.1.20. Si A € Frm y j € N A las siguientes condiciones son equivalen-
tes

i) A(j) =tp
ii) la relacion < en el intervalo [j,tp] en N A tiene la CCD

Demostracion. Esta prueba es inmediata usando los incisos i) y iii) del lema 5.1.17
para el marco N A y notando que por el lema anterior , 5.1.19, I1(j) = A(y) para
cualquier niicleo en NV A. O

Corolario 5.1.21. Para cualquier A € Frm, el marco N? A es booleano si y solo
si la relacion < en N A tiene la CCD.

Demostracion. Siusamos el lema anterior 5.1.20 para j = id obtenemos que
0 = A(id) = tp < larelacién en N A tiene la CCD

Ademis el corolario queda probado si recordamos que por el teorema 2.1.13 N2 A
es booleano si y sélo si 6 = tp. O

Este tltimo resultado es una muy buena caracterizacién para saber cuando N2 A
es booleano. Harold Simmons en [Sim06] nos hace notar que este dltimo corolario
5.1.21 mejora un resultado de Beazer y Macnab que en este trabajo es el lema 2.2.18
tomando a j = id.
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5.2. La técnica de escision

Esta seccion esta dedicada a probar la implicacién i)=- ii) del teorema 5.1.6. Es
decir, queremos probar que para cualesquiera A € Frm, j € NAy a € A ocurre
que

A(j) Swg = A(J) < w,g

Para poder probar esto introducimos nuevos conceptos y llevamos a cabo algunas
construcciones. Esta prueba la hace Harold Simmons en [Sim14] y es una prueba
que usa lo que el llama técnica de escision.

Definicién 5.2.1. Sea A € Frm una extension es una pareja (a, b)
a=(a(r),r € R) b= (b(r),” € R)
de familias de A indicadas bajo un conjunto R de tal forma que:
i) (b(r) = a(r)) =al(r) Vr e R
ii) b(r) Ab(s) < a(r)Va(s) Vr,s € Rconr # s

Observacion 5.2.2. Notemos que la condicion ii) que pedimos en la definicion de
una extension 5.2.1 es equivalente a pedir que vy(,y < W) para cualquier r € R.
Esto se debe a que

a(r) = (b(r) = a(r)) = vy

)=v
y por el lema 1.3.38 es equivalente a que vy(;y < Wq(r).

Lema 5.2.3. Sean A € Frm y (a,b) una extension en A indicada por el conjunto
R, entonces

We(r) V Wa(s) = Uq(r) V Uq(s) V Vb(r) V Up(s) = D
paratodor,s € Rconr # s.

Demostracion. Sean r,s € R tales que r # sy consideremos a = a(r) V a(s) y
b =0b(r) A b(s), entonces b < a pues (a, b) es una extension en A. Asi

Ug V Uy = Ua(r) \ Ua(s) \/Ub(r) \/’Ub(s) < Ua(r) v Ua(s) \/wa(r) \ Wa(s) = Wa(r) \/wa(s)

donde la primera igualdad se da porque, en general, u. V uq = Ueyg Y Ve V Vg =
Vend POr como funciona el supremo y por las propiedades de la implicacién 1.1.12.
La desigualdad se da por la observaacién 5.2.2. Y la dltima igualdad es cierta por el

lema 1.3.38 ya que uq(y(a(r)) = a(r) y uqes)(a(s)) = a(s).
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Ademais up < u, pues a < b, entonces
Up V Uy < Up V Ug = Ug(r) V Ug(s) V Vp(r) V Up(s) < Wa(r) V Wags)
y como uy ¥ vp son complementarios, por el lema 1.3.31, obtenemos que

Wa(r) V Wa(s) = Ua(r) V Ua(s) V Vp(r) V Vp(s) = tP
]

Definicion 5.2.4. Sean A € Frm y (a,b) una extension en A indicada por el
conjunto R definimos al niicleo inducido de la extension como

j:/\{wa(r)|T€R}

Es evidente que j es un niicleo pues es un infimo de niicleos.

Observacion 5.2.5. Hay otra forma de tomar a las extensiones, en vez de considerar
un conjunto R indicamos sobre algiin ordinal. Si (a,b) es una extension la podemos
escribir asi

a=(a(a),a <k) b= (bler),x < k)

donde k es un ordinal k € OR. Denotaremos OR a la clase de todos los ordinales.
O bien, pues serd iitil mds adelante, pedimos que a(a) = 1y b(a) = 0 a partir de
un k € OR y simplemente escribimos

a= (a(a),a € OR) b= (b(a),x € OR)

pues si a(a) = 1y b(a) = 0 a parir de un ordinal se siguen cumpliendo las
condiciones de la definicion 5.2.1.

Construccion 5.2.6. Sean A € Frm y a,b € A. Supongamos que a = \ X donde
X = (z(a),a € OR)

de tal forma que hay un ordinal k tal que x(3) = 1 para cualquier k < 3.
Ast definimos recursivamente sobre los ordinales a la siguiente familia

b(0) =b
b(at) = b(a) A z(a)
bla) = /\ {b(\) | A < a} si aes un ordinal limite

y ademds definimos otra cadena donde a(a) = (b(a) > z()).
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Asi generamos una cadena descendente
b=b(0) > b(1) > b(2) >

que como esta contenida en el conjunto Ay como la cadena X en algiin punto se
vuelve la contante 1, la cadena b(_) se hace eventualmente constante.

También la cadena a(_) es eventualmente 1. Esto se debe a que como b(_) es
eventualmente constante, digamos a partir de 0 € OR y X también es constante
1, digamos a partir de k € OR, entonces hay v € OR, el mdximo entre k'y 0, a
partir del cual

bla) =1Ab(a) < x(a)
& 1< (b(a) = z(a) =ala)

donde v < avy el si 'y sélo si se da por la propiedad caracteristica de la implicacion.
Finalmente notemos que a < a(«) pues

a < 2(a) < (b(a) = 2(a)) = a(a)

donde la primera desigualdad se da porque a = N\ X y la segunda se da por las
propiedades de la implicacion 1.1.12.

Observacion 5.2.7. Observa que con esta construccion 5.2.6
=bA /\ {z(B) | B < a}

para cualquier o« € OR. Para probar esto usamos induccion sobre ordinales. Para
a = 0 notamos que

bA N{z(B) | B <a}l=b=0b(0)
Si o = BT y suponemos que la igualdad se vale para [3, entonces
AN {2 1A < B} =bAA {2 (V) | X < B3Aa(8) = b(B)Ax(8) = b(B*) = bla)

Ahora bien, si o es un ordinal limite y suponemos que para cualquier B < « se vale
la igualdad , nos queda

=AY [A<a} = A{bAN{2B) | B<A}[A<a}=
—b/\/\{/\{x \ﬁ<)\}|)\<a}—b/\/\{x )| 8 < a}

Y asi queda probada la propiedad que queriamos.
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Observacion 5.2.8. Notemos que a partir de la construccion anterior 5.2.6, gene-
ramos dos familias en A

a= (a(a),a € OR)

b= (b(a),x € OR)
Pero si consideramos que X el conjunto a partir del cual generamos esta familia
cumple que X C A;dondel € NAyb € Ay, entonces a € Ay y ay b son familias
en A;. Es claro que a € Ay pues a = \ X y A; es cerrado bajo infimos arbitrarios.

Para probar que b es una familia en A; necesitamos usar induccion sobre

ordinales. Para o = 0, b(0) = b € A;. Ahora, si « = B1 y suponemos que
b(B) € A; como tenemos que

b(a) = b(B) A z(f)

y z(B) € A; entonces b(a) € A; pues A; es cerrado bajo infimos. Si o es un
ordinal limite y suponemos que b(f) € A; para cualquier f < o como

b(a) = \{b(B) | B < o}

y Ay es cerrado bajo infimos arbitrarios, b(«) € A

Ahora, A; es cerrado bajo implicaciones pues es un conjunto fijo por el lema
1.2.24, y recuerda que la implicacion de A; se calcula igual que en A, entonces
a(a) = (b(a) = z(a)) € A

Lema 5.2.9. Si A € Frm y a,b € A tal que a = N\ X. La construccién 5.2.6
produce una extension (a, b). Ademds

a<j(0)<(b>a)
donde j es el niicleo inducido por (a,b) .

Demostracion. Por como hicimos la construccién 5.2.6 tenemos que

(b(a) = a(a)) = (b(@) = (b(@) - z(a))) = (b(a) > z(@)) = a()

donde la segunda igualdad se da porque vj(,) €s un nicleo y por tanto idempo-
tente. Es decir, se cumple que (b(a) = (b(a) = z())) = vp(a) (Vp(a)(2(a))) =
Ubiey (2()) = (b(2) = 2()).
Ademads si o < (8 son ordinales, como b forma una familia descendente tenemos
que
b(B) < b(a™) < z(a)
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donde la segunda desigualdad se da porque como definimos a b cuando tenemos un
ordinal sucesor. Entonces nos quedaria que

b(a) AD(B) = b(B) < z(a) < ale) < ala) Va(B)

pues la primera igualdad se da porque es una familia descendente y la pendltima
desigualdad es simplemente por la definicion de a(«) ya que

z(a) < (b(@) > z(a)) = a(@)

por las propiedades de la implicacién, 1.1.12. Asi quedan probados las dos condi-

ciones de la definicién 5.2.1. Vale la pena recordar que a pesar de que indicamos

con ordinales, por como construimos a y b, las familias se hacen eventualmente

constantes y quedan bien definidas. Por lo tanto (a, b) es una extensién en A.
Falta probar que el nicleo inducido

] = /\{wa(a) ‘ o€ OR}

cumple que a < j(0) < (b > a). Para esto vamos a definir recursivamente una
nueva familia ¢ de elementos

c(0)=0b
c(a™) = c(a) Aa(e)
cla) = /\ {c(B) | B < a} o un ordinal limite

Resulta que b(«) = ¢(«) para cualquier « € OR 'y esto lo probamos por induccién.
Para o = 0 tenemos que ¢(0) = b = b(0). Ahora, si « = 31 y suponemos que
b(B) = c(p) tenemos que
c(a) = c(BT) = c(B) Na(B) = b(B) Aa(B) = b(B) A (b(B) = z(a)) =
= b(B) A z(a) = b(BT) = b(a)
donde para la quinta igualdad usamos las propiedades de la implicacién, 1.1.12.

Finalmente si «v es un ordinal limite y suponemos que ¢(3) = b(/3) para cualquier
8 < « obtenemos

= N\{e(B) |8 <a}=A\{b(B) |6 < a} =ba)

Teniendo en mente esta nueva familia y como estd definido el niicleo inducido,
calculamos lo siguiente

§(0) = (A {wa(a) | @ € OR}) (0) = A {ale) | @ € OR}
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Ademds sabemos que, por como esta definida la familia a y por un uso del lema
1.1.12, z(a) < a(«) para cualquier o € OR. Asi

a—/\X</\{a )| a € OR} = 4(0)

Falta probar la otra desigualdad, para esto primero observamos que para cual-
quier « € OR:

b/\/\{a )| B < al=bla —b/\/\{:r )| B <a}

La segunda igualdad se da por la observacion 5.2.7 y la primera igualdad es cierta
pero debe probarse por induccién. Si & = 0 entonces

bA N{a(B) | B <0} =b=0b(0)
Abhora si suponemos que o = 3 y 3 cumple la propiedad nos queda que
b/\/\{a \/\<a}—b/\/\{a ) A< B} Aa(B) =b(B)ANa(B) =
= c(B) Aa(B) = c(BT) =b(B") = b(a)

donde usamos la definicion de ¢ y que c¢(a) = b(a) para cualquier & € OR.
Finalmente, si o es un ordinal limite y suponemos que la igualdad es cierta para
cualquier ordinal ﬁ < « obtenemos

= A\{N) | A <a} =
—/\{b/\/\{a ) B<A}[A<a}
=b AN{ALalB) | B <A} A<a}
=bA N{a(B) |8 <a}

Entonces tomando en cuenta la igualdad a la que llegamos antes de la induccién
anterior, nos queda que

bAJ0)=b0)=bAANX=bra<a

si tomamos un ordinal f suficientemente grande. Es decir,tomamos el maximo entre
7y k donde +y es el ordinal a partir del cual la familia a se vuelve la constante 1y x
el ordinal a partir del cual el conjunto X se vuelve constante.

Entonces, usando la propiedad caracteristica de la implicacion, como b A j(0) <
a queda que

3(0) < (b > a)
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Lema 5.2.10. Sea A € Frm. Si a,b € A tales que (b = a) = ay cbd(a) = a,
entonces la construccion 5.2.6 nos da una extension en A que cumple que

J <wq con j(0)=a
donde j es el niicleo inducido de la extension.

Demostracion. Como a = cbd(a) = N{x € A|a <z} tomamos al conjunto
X ={z € A|a <z} detal forma que a = A\ X. Para fines practicos ordenamos
el conjunto X

X = (z(a),a € OR)

donde a partir de un 6 € OR, z(«) = 1 para cualquier § < «. Ahora si contamos
con todas las hipétesis para formar una extension (a, b) como en 5.2.6. Recordemos
que en efecto es una extension pues lo probamos en el lema anterior 5.2.9. Ademas
por este mismo lema, si j es el nicleo inducido por (a,b), a < j(0) < (b > a).
Pero por hipétesis (b > a) = a entonces

j(0) = a

lo cual prueba una parte de este teorema. Ahora bien, como j(0) = ay j es
idempotente,obtenemos que

j(a) =j((0)) = j(0) = a

lo cual, por el lema 1.3.38, nos dice que j < w,. S6lo falta probar que (wg > j) = j.
Para esto consideramos k = (w, > j) que por 1.1.12 implica que j < k. Ademads

k/\wa:(wa >‘j)/\wa:wa/\j§j
donde la tercera igualdad también se debe al lema 1.1.12. Por otro lado,
we(z(a)) = ((z(a) = a) = a)) = (a > a) =1

donde la segunda igualdad se debe a que a < x(«) para cualquier &« € OR pues asi
definimos el conjunto X . Usando todo lo anterior nos queda que

k(a) <k(z(a)) < k(x(a)) A1 = E(z(a) Awa(z(a)) < j(z(a))
SwWa(a) (#(@)) = a(a)

donde la dltima desigualdad se da por como se define al ndcleo inducido 5.2.4.
La dltima igualdad es cierta pues, por definicién de a(«) y por el lema 1.1.12,
z(a) < a(«) entonces

((z() = a(a)) = a(a)) = (1 > a(a)) = a(a)
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Pero todo esto ocurre para cualquier « € OR entonces

k(a) < A\{a(a) | o € OR} = A\ {wa(a) | @ € OR} = j(0) = a

Por lo tanto, k(a) = a. Usando, una vez mds, el lema 1.3.38 esto es equivalente a
que k < w,. Esto implica que

k=kANw, <j

pero como ya tenfamos que j < k, obtenemos que j = k = w, > j que era lo que
buscdbamos. O

Definicion 5.2.11. Sean A € Frm, j,l € NAyb € A decimos que
lxj=b
si j es inducido por alguna extension (a, b) donde
a(r) € A b(r) € 4 b(r) <b

para cualquier v € R donde R es el conjunto de la extension. Ademds como
a(r) € Ay, es decir, [(a(r)) = a(r)) para toda r € R, por el lema 1.3.38

ZS/\{wa(r)’TER}:j

Lema 5.2.12. Sea A € Frm. Sil € NAyb € Atales queb € Ajy A(l) =1,
entonces para toda a € A; que cumpla que (b > a) = a se tiene que

loxj=<b j<w, j(0)=a
para algiin j € N A.

Demostracion. Seaa € A tal que (b > a) = a. Como A(l) = [, por el lema 4.2.6,
A; es cohesivo y entonces existe X C A; tal que a = A X y a < z para cualquier
x € X. Ahora, como a < cbd(a) pues cbd infla 'y

cbd(a) < /\X =a

tenemos que cbd(a) = a. Observemos que la primera igualdad es inmediata de la
definicién de cbd y de X. Asi cumplimos con las hipétesis del lema 5.2.10 que por
la construccion 5.2.6 nos da una extension (a, b) tal que

J < wq y j(o):a
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donde j es el nicleo inducido por la extension. Ademds b(a) € A;y a(«) € A; por
la observacién 5.2.8. Y la misma construccién de la extension nos da que b(a) < b.
Por lo tanto,

loxj=b

O

Lema 5.2.13. Sean A € Frm y R un conjunto tal que tenemos la siguiente familia
de elementos en A
pr < kp < gy Vr e R

donde p, es complementado. Si p,\V ps = 1 para cualesquierar # s € R, entonces
para

k=N{k |reRy y j={ji|reR}

se tiene que k < j.

Demostracion. Damos | = (j > k),entonces IANj=(j = k)ANj=kANj<ky
k <l porellema 1.1.12. Para terminar la prueba basta ver que [ < k para que asi
k < 7. Para esto consideramos, para cualquier r € R, al siguiente conjunto

j;:/\{js\raéseR}
entonces es claro, por definicién de j que
J= ]Tr A Jr

Ahorabiensir #s € R
1=p-Vps <prViys

pues p, < j, para cualquier € R. Queda que 1 = p, V j,. Entonces
Js = pr NJs = (_‘pr /\pr) \ (ﬂpr /\js) = pr A (pr vjs) =1A-pr=-pr
donde usamos que p, es complementado, es decir, que se cumple que p,V—p, =1y
—pyApy = 0. Pero como —p, < js paracualquierr # s, —p, < A{js | r #s € R} =
Jr. A partir de todo lo anterior llegamos a que
IAN=pe Njr <UNGe Njr =1INj <k <k

Esta desigualdad por la propiedad caracteristica de la implicacién ocurre si y sélo si

LA —pr < gpr>=kp =k,
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donde la ultima igualdad se debe a que, por hipétesis, k. < j,. Asi
L<IVp,=(IVp)AN(prVor)=p VUIUN—D) <prVk, =k

Observa que para esta desigualdad usamos que p, tiene complemento. Finalmente
como ! < k, para cualquier r € R ocurre que

L<N{k|r€eR}=k
lo que completa la prueba. O

Lema 5.2.14. Sean A € Frm, l € NAyb e A;. SiA(l) =1yl < j < bpara
algiin j € N A, entonces hay un k € N A tal que

lxk=b y k<j

Demostracion. Como [ < k < b tenemos una extension (a, b) que es testigo de
esta relacion
a=(a(r),r € R) b= (b(r),r € R)

que cumple que a(r) € A;, b(r) € A;y b(r) < bparatodar € R, con R un
conjunto. Por esta misma relacion es que j es el nicleo inducido de esta extension.
Ademas se cumple, por definicién de extensién 5.2.1 que

b(r) = a(r) = a(r) Vr € R

b(r) ANb(s) < a(r) Va(s) Vr#seR

Teniendo esto en mente, consideremos un € R fijo. Como A(l) =1y b(r) € A;
podemos usar el lema 5.2.12 para los elementos b(r) y a(r) pues se cumplen las
hipéteis, a(r) € A;y (b(r) > a(r)) = a(r). Y obtenemos que hay un &k, € N A tal
que

I ocky 2b(r) kr < Wa(r) kr(0) = a(r)

Ahora bien,la relacién | < k, < b(r) tiene como testigo a una extension, y ahora
uso la notacién con ordinales 5.2.5 pues ademas asi lo hicimos para la prueba de
5.2.12,

a, = (a(r,a),a € OR) y b, = (b(r,a),ac € OR)
donde se cumple que

a(r) <a(r,a) a(r,a)e A b(r,a) <b(r) b(r,a) € A
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para cualquier & € OR. Estas propiedades son ciertas pues la forma en la que
se construye la extensién en el lema 5.2.12 es con 5.2.6. Como es una extension
sabemos que

(b(r,a) = a(r,a)) = a(r, a)

para cualquier « € OR'y
b(r, @) A b(r, B) < a(r,a) V a(r, B)

para cualquier o« # 3. Y ademads el nicleo inducido es

ky = /\ {wa(na) ’ a € OR}

esto lo sabemos porque asi esta dada, debido a 5.2.11, la extension testigo de
l o<k <b.

Si hacemos esto para cualquier » € R tenemos una " R-familia"de extensiones.
De todo lo anterior, tenemos lo siguientes propiedades

a(r,a), (b(r,a) € Ay
b(r,a) <b(r) <b
a(r) < a(r,a)
(b(r, @) = a(r,a)) = a(r, a)
para cualquier (r,a) € R x ORy

b(r,a) Nb(s, B) < a(r,a) Va(s,5)

para (r,«) # (s, 3). Esta dltima propiedad es cierta pues si las parejas ordenadas
son distintas entonces hay dos casos. Si r # s entonces

b(r,a) ANb(s,B) < b(r) Ab(s) < a(s)Va(r) <a(r,a)Va(s,p)

pues usamos las propiedades anteriores y el hecho de que (a, b) es una extension.
Faltael casoenel que r = sy a < 3, pero esto caso es inmediato pues lo tenemos
de la extension (a,, b,.). Todas estas propiedades nos hacen ver que

(a(r,a),(r,a) € R x OR) (b(r,a), (r,a) € R x OR)

forman una extension en A; indicado bajo R x OR que a pesar de que R x OR no es
un conjunto se vale notar lo mismo que en la observacion 5.2.5 pues eventualmente
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las familias, por como se construyeron, se detienen. El nicleo inducido por esta
extension seria

k=N {wa(m) | (r,a) € R x OR}

y cumple que [ o« k£ = b pues se satisfacen todas las propiedad de la definicién
5.2.11. Para terminar la prueba sélo falta probar que k < j. Para esto notemos que

k:/\{wa(rva) | (r,a) € OR} :/\{/\{wa(na) | € OR} |7“€R} =
= AN{k- |7 <R}

Por otro lado, para cada r € R tomamos p, = Ug() V Up(r). Estos nicleos cumplen
ser complementarios por el lema 1.3.31. Ademads por el lema 1.3.31

pr(a(r)) = (ta(r) V Uh(r)) = vo(r) (Ua(ry (a(r))) = (b(r) > a(r)) = a(r)
donde la dltima igualdad se da por las propiedades de la extension. Pero esto es
equivalente por el lema 1.3.38 a que

Pr < Wa,(r)

para cualquier » € R. Ahora bien, por el lema 5.2.3

PrV ps = Ug(r) V Ub(r) V Ug(s) V Up(s) = tp

para cualquier r # s € R. También recordemos que k,.(0) < a(r) que por el lema
1.3.35 implica que ug(,) < k. Ademds

Ub(r) < Ub(r,a) < Wa(r,a)

donde la primera desigualdad se da por el lema 1.1.12 pues b(r,a) < b(r). La
segunda desigualdad se da por el lema 1.3.38 ya que v(y(;),0)(a(7, @) = (b(r, @) =
a(r,a)) = a(r, a). Entonces, por como esta definido &y, vy(,y < k.. Finalmente,
podemos decir que

Pr = Uq(r) v Ub(r) <k < Wa(r)

y se cumplen las hipétesis del lema anterior5.2.13. Por lo tanto, k < j. O

Corolario 5.2.15. Para cualesquiera A € Frm, | € NAyb e A, si A(l) =1
entonces
lxjb=1lkj

para cualquier j € N A.
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Demostracion. Sea j € N Atal quel < j < bentonces por el lema anterior 5.2.14
hay j' € N A tal que
locj' 2b  jl<y

Si usamos otra vez el lema 5.2.14 llegamos a que hay j2 € N A tal que
locj?=2b jPajl<j
y asi sucesivamente hasta generar una cadena
I<.<j"<.<jP<jt<j
y por lo tanto | < j. O

Teorema 5.2.16. Para cualquier A € Frm, sia € Ayl € NA tal que A(l) =1,
entonces
[ <w, =1l <K w,

Demostracion. Como A(l) =1yl < w, si damos b = 1 se cumple que a,b € A,
y (b = a) = a'y podemos usar el lema 5.2.12. Entonces

lxj=<b Jj<w, j(0) =a

para algin j € NA . Y usando el corolario 5.2.14, tenemos que | < j < wg, y por
la observacién 5.1.2 y el lema 5.1.3 queda que | < wy,. O

Este ultimo teorema nos da la prueba a lo que queriamos. Pues como A(A(j)) =
A(j) usamos 5.2.16 y queda probado que para cualesquiera A € Frm, j € NAy
a € A ocurre que

A(j) < wa = A(j) < wa

Y asi queda finalmente completa la prueba del teorema 5.1.6.



Capitulo 6

L.a reflexion booleana

Ahora s atacar el problema de la reflexion booleana y saber cuando a un marco
le podemos asociar de manera universal un dlgebra booleana completa y quien
seria ésta. Para este capitulo es importante que tengamos en mente la definicion de
relfexién booleana 1.1.6.

6.1. El ensamble y los morfismos canonicos

Recordemos que para A € Frm tenemos, ver definicion 1.3.45, el siguiente
morfismo

A NA

que es epimorfismo e inyectivo por el lema 1.3.46 y ademas resuelve el problema
de la complementacién booleana, esto ya lo probamos en el teorema 1.3.50. Esta
condicién que se cumple para este morfismo se asemeja a la reflexion booleana, sin
embargo IV A no tiene porque ser un dlgebra booleana completa. Debe de llamarnos
la atencién esto y a continuacién veremos la importancia. Queremos extender esta
idea y construir la torre de ensambles con morfismos canénicos, esto lo hacemos
recursivamente. La idea es tener la torre

A NA N?A .. N°A
que quedaria definida formalmente como sigue

NA=A4
N A = N(N?)
N®A = colz’m5<aN’3A « ordinal limite
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el colimite en el caso del ordinal limite se obtiene a partir de los siguientes morfismos

¢j: NPA— N°A

donde
Cg = ’idNaA
+
cg =mnneaocy conf <

¢z = es el morfismo canénico NB — colima<xIN*A cuando 8 < Ay A es limite

¢} = es el morfismo determinado por {c3 | 8 < A} cuando A < o'y « es limite

. + . .
Observemos que en particular ¢ es lo mismo que hablar del morifismo 7y 4.
El siguiente diagrama muestra mds o menos como se ven estos morfismos

AT, N2A NBA A NBT A

N*A

cgl

N A

donde suponemos que 8 < o < Ay a'y A son limites.

En esta definicion usamos la notacién de Todd Wilson que aparece en [Wil94]
pero que también se puede encontrar en [Joh86]. Ademds en el documento de
Wilson se pueden encontrar las pruebas de que cada uno de los morfismos ¢ para
cualesquiera 5 < « oridnales, son inyectivos y epis. También se encuentra la prueba
de que

o cg = cg

para cualquier 5 < a < A.
En particular, escribiremos 1% al morfismo

A—0 Ny
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para cualquier « ordinal. El caso de 779‘ lo analizamos en el cépitulo de los prelimi-
nares y vimos en el teorema 1.3.50 que este morfismo resuelve universalmente el
problema de la complementacion booleana. Este resultado también es cierto para
n%. Bs decir, nq resuleve universalmente el problema de la reflexion booleana. La
prueba de esto no la haremos aqui pero no es muy dificil, se hace por recursion
donde el caso base y el caso sucesor son casi inmediatos y para el caso limite solo
se usa la propiedad universal del colimite. Hay que observar que aunque esto se
cumpla, en general, no implica que N*A y N A sean isomorfos para cualquier
ae A
Tomando esto en cuenta podemos construir al endofuntor

N%*(): Frm — Frm
donde cada A € Frm va a dar a N* A y cualquier morfismo de marcos

ALB

como tenemos la propiedad de la complementacion booleana para 7% existe un
unico morfismo g que hace conmutar el diagrama

y g serd precisamente N f.

De esta forma queda bien construido la torre de ensambles de un marco y mas
adelante en este capitulo veremos las consecuencias que tiene para el problema de
la reflexién booleana.

6.2. Otras condiciones equivalentes a tener reflexion boo-
leana

Definicion 6.2.1. Sea A € Frm.
i) A es reflexivo si tiene una reflexion booleana.
ii) A esta epimdrficamente acotado si hay un cardianal  tal que para cualquier
A— B

epimorfismo, se cumple que |B| < k.
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Lema 6.2.2. Sean A € Frm y C € CBA tales que A —1 5 C esuna reflexion

booleana para A. Si C O esun endomorfismo tal que h o v = y entonces
h = Idc.

Demostracion. Como ~ es la reflexiéon booleana, existe un tinico morfismo 7 tal
que hace conmutar el siguiente diagrama

A",
vl/
n
C

es decir, 77 o v = ~. Pero esta propiedad también la cumple h y Idc y como el
morfismo es tnico resulta que

n=h=Idc
O

Observacion 6.2.3. Si A tiene dos reflexiones booleanas entonces son isomorfas.
Para ver que esto es cierto supongamos que A € Frmy B, C € CBA tales que

A——B

AéC’

son reflexiones booleanas para A. Por ser reflexiones existe 1 y § morfismos tinicos
que hacen conmutar los siguientes diagramas

3 B

A———C A——B
| 4 o A
B C

esdecirdo S =& yno& = . Entonces

nodof=nof=¢

Sonof=60f=p

Pero por el lema anterior 6.2.2, no 6 = Idcy 6 on = Idp. Por lo tanto, n'y ¢
Sforman un isomorfismo.
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Lema 6.2.4. En la categoria C BA cualquier espimorfismo es suprayectivo.

Demostracion. Sea

A—--DB
un epimorfismo de dlgebras booleanas completas. Consideramos E' C B la imagen
de e entonces tenemos que

A—*sE_*.B

donde i es la inclusidn. 7 es epi pues es composicién de epis. Para probar que ¢ es
suprayectivo y tener que e es suprayectivo se necesita introducir mucha teoria y
trabajar con ideales primos. La prueba es demasiado larga y no vale la pena hacerla
pero se puede revisar en [Sim17e]. 0

Lema 6.2.5. Si A € Frm entonces existe al menos un morfismo

ALB

tal que f es inyectivoy epiy B € CBA.

Demostracion. Para el marco A € Frm tenemos, por el teorema 1.3.46, que el
morfismo
A" A

es epi e inyectivo. Para NV A tenemos, por el lema 1.2.25, el morfismo inducido por
por el nicleo w;4 o la doble negacién

NA—SNA__

Consideremos f = =—* o 4. Sabemos que f es epi pues =—* es suprayectivo, en
particual epi, y 14 es epi. Por lo tanto, la compososicién es epi. Veamos que f es
inyectivo. Sean a, b € A tales que

(=="oma)(a) = fla) = f(b) = (=" 0 n4) (D)
.Entonces por como esta definido 14, 1.3.45
UG = —\—|ub

pero como u, y up son elementos complementado, 1.3.31, su doble negacién
negacion son ellos mismos y obtenemos que

Ug = Up
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y al evaluar en el 0 queda que

Por lo tanto, f es epi e inyectiva, en particular, mono.

Ademas recordemos que N A—— es un algebra booleana completa por el lema
1.3.43. O

Corolario 6.2.6. En la categoria Frm cualquier epimorfismo de una algebra boo-
leana completa a un marco es suprayectivo.

Demostracion. Sea
B—2.4
un epimorfismo con B € CBA y A € Frm. Entonces por el lema anterior,6.2.5,

hay un morfismo

ALC’

que es epi e inyectivoy C' € CBA. Como f y g son epi entonces f o g es epi.
Pero por el lema 6.2.4, la composicion también es suprayectiva. Ahora, sea a € A,
f(a) € C pero por la suprayectividad existe b € B tal que f(g(b)) = f(a)y como
f es inyectiva queda que g(b) = a. Por lo tanto , g es subrayectiva. O

Lema 6.2.7. Si A € Frmy A 15 C essu reflexion booleana , entonces y es
mono y epi.

Demostracion. Para probar que -~y es epi, consideramos

CL>E y c—2>E

tales que f o v = g o ~. Ahora por el lema anterior tenemos un morfismo
h
F——B

que es inyectivo y epi y B € CBA. Entonces usando la propiedad de la relfexién
booleana, existe un tinico morfismo / que hace conmutar el siguiente diagrama
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esdecirloy = ho for.Pero hog = ho fytambién hacen conmutar el
diagrama, entonces como [ es tinico

hog=hof=I

y h es inyectiva, en particular mono. Por lo tanto, f = g. lo que prueba que ~y es epi.
Ahora, veamos que ~y también es mono. Por el lema anterior 6.2.5 hay un

morfismo

AL>B

tal que f esmono y epiy B € CBA. Entonces por definicién de reflexién boolea-
na,l1.1.6, hay un morfismo [ tal que

f

A—— B
Wl /
l
C
conmuta el diagrama. Es decir, f = [ o «. Pero como f es mono, entonces -y es
mono. [

A partir de este momento usaremos que en la categoria de Frm se tienen todos
los pushouts. Este resultado no se prueba aqui pero se puede buscar en la tesis de
Todd Wilson [Wil94] o en el libro de Johnstone [Joh86].

v . . B
Lema 6.2.8. Sean A € Frmy A—— C su reflexion booleana. Si A—— B
es un epimorfismo de marcos, entonces se cumplen las siguientes condiciones

i) |Bl <|C]
ii) B también tiene reflexion booleana y es un cociente de C.
Demostracion. Por hipétesis tenemos

ALB

p

pero como en Frm tenemos todos los pushouts, existe D € Frm y f, g morfismos
de marcos tal que el siguiente diagrama conmuta

ALB

|

CTD
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y ademds para cualquier £ € Jrm y [, k morfismos que cumplan que

ALB

Y k

C*Z>E

conmuta, existe un tnico morfismo tal que mog=kymo f = [.

De lo anterior podemos decir que f y g son epi, pues cruzan al pushout, 3 es epi
por hidtesis y -y es epi por ser la relfexion booleana de A, 6.2.7. Ademas por el lema
6.2.6 , f es suprayectivo y por tanto D € CBA'y D es cociente de C'. Ademas
como f es suprayectivo |D| < |C.

Abhora, afirmamos que la reflexién booleana de B es B —% 5 D . Para esto
nos tomamos cualquier morfismo B —% E con E € CBA. Pero como v es la
reflexién booleana de A existe un tnico morfismo [ que hace conmutar el siguiente

diagrama

ALB i

|

C

es decir [ o v = k o 3. Pero por el pushout que teniamos existe un tinico morfismo

E

D " E tal que el siguiente diagrama conmuta:

ALB

Y k

C—Z>E g
N

Entonces k = m o g es decir,

D

P : g
conmuta y como m es tnico podemos concluir que, en efecto, B—— D es la
reflexion booleana de B. Recordemos que por el lema 6.2.7, g es mono y en Frm
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un morfismo es mono si y sélo si es inyectivo, entonces g es inyectivo y por lo tanto
|Bl < [D] < |C]

donde la segunda desigualdad ya la habiamos obtenido antes en la prueba. O

Lema 6.2.9. Para cualesquiera A € Frmy A L B morfismo de marcos las
siguientes condiciones son equivalentes

i) f es monoy para cualquier pushout

|-

A B
.
D

C

lm

g es nmono.

. . h .
ii) Para cualquier morfismo A —— C' hay un cuadro conmutativo

f
—

B
.
D

h

—

-

donde g es mono

Demostracion. La implicacion i)=-ii) es inmediata. Para ii)= i), damos h = id4 y
entonces, por hipotesis, existe un cuadro conmutativo

A B
idAJ Ja
A D

tal que 5 es mono. Queremos ver que f es mono entonces tomamos dos morfismos

=

E—54 ELA
tales que f oi = f o j. Entonces

ao foi=ao foj
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pero como el cuadro de arriba conmuta obtenemos que
Boidaoi=oidgo]
Pero 5y id 4 son monos, por tanto la composicion también lo es y asi
i=j
Afirmamos entonces que f es el monomorfismo que cumple i). Entonces, sea
A B
|, |

c—2.D

/
—

un pushout, basta probar que g es mono. Por ii) hay

1]

oLy

f
—

un cuadro conmutativo. Cémo teniamos un pushout y este diagrama también con-
muta, existe un dnico morfismo D ——— E tal que el diagrama

A RN B
c—25D
h
E
conmuta. En particular m o g = h y como h es mono g debe de ser mono. O

Definicion 6.2.10. Sea A L B un morfismo de marcos, decimos que f es un

monomorfismo universal si cumple con las condiciones i) y ii) del lema anterior
6.2.9.

Observacion 6.2.11. Notemos que

i) todo monomorfismo universal es monomorfismo , esto sale directo de la
definicion.
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ii) cualquier isomorfismo

. . h .o
es universal, pues para cualquier morfismo A —— C' el siguiente cuadro

f
A—B
g
h hog

c-le, o

conmuta.
iii) no todo monomorfismo universal que es epi es suprayectivo.

Lema 6.2.12. Para el siguiente diagrama en Frm
f g
A—— B——C
se tiene que

i) Si fy g son monos universales entonces g o f también es estricto.

ii) Si fy g son monos universales y epi, entonces g o f también es universal y
epi.

iii) Si g o f es mono universal, entonces f también lo es.

Demostracion. Para probar el primer inciso del lema tomamos A — +D un
morfismo de marcos, y queremos probar que se cumple la condicién ii) del lema
6.2.9, pues i) y ii) son equivalentes, para g o f. Pero como f es universal hay un
monomorfismo h tal que el diagrama

L>B

1)

DI, E

conmuta. Ahora bien como g es universal también hay un monomorfismo & tal que
el diagrama

B—1.cC
F

o~

EL



146 La reflexion booleana

que conmuta. As{

AL>BL>C’

| |

Dt . p_k.p

es un cuadro conmutativo con k£ o h monomorfismo pues k y h son monos. Por lo
tanto, g o f es un mono universal.

Para probar la condicidn ii) si f y g son universales y epi. Entonces g o f
es universal por el inciso anterior y es epi pues composicidén de epimorfismos es
también epimorfismo.

Para el Gltimo inciso suponemos que g o f es monomorfismo universal. En
particular, por la observacién 6.2.11, g o f es mono y entonces f es mono. Para ver
que f es estricto nos tomamos

RN

O—n

un pushout. Ahora, para
tambien tenemos un pushout

pues en Frm tenemos todos los pushouts. Asi formamos el siguiente diagrama que

conmuta
A C
D

— F
koh
y es un pushout. Pero como g o f es mono universal por el inciso i) de la definicién
6.2.10, k o h es mono. Por tanto h es mono lo que prueba que f es mono universal.
O

@
[¢]
J*ﬁ
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Lema 6.2.13. Sea E(_) un endofuntor en Frm que extiende naturalmente el funtor
identidad. Es decir, para cualquier A € Frm hay un monomorfismo

na
A—= E(A)
que es natural a la variacion de A. Entonces |14 es un monomorfismo universal.

Demostracion. Ya tenemos que p 4 es mono, por hipdtesis, solo nos faltaria probar
la condicién i) del lema 6.2.9 para ver que es estricto. Para esto nos tomamos un
pushout

A 4 BA)
h
c—2 D

y queremos probar que g es mono. Pero por hipdtesis tenemos que el cuadro

A4 B(A)

conmuta. Entonces por la propiedad del pushout existe un dnico morfismo D —" E(C)
tal que

A4 E(A)

-,
o9 .h E(h)
W
E(C)
conmuta. En particular o = m o g y como pc es mono, entonces g es mono. [

Teorema 6.2.14. Sea A € Frm y a un ordinal, el morfismo candnico

M4

A— N*A

es mono universal.

Demostracion. Esta prueba es inmediata del teorema anterior 6.2.13 pues ya vimos
en la primera seccién 6.1 de este capitulo que N (_) es un endofuntor y cumple las
hipétesis que se piden. O
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Teorema 6.2.15. Para cualquier A € Frm éste tiene reflexion booleana si y solo si
hay un monomorfismo universal

A——B

donde B € CBA.
Demostracion. O
Teorema 6.2.16. Sea A € Frm las siguientes condiciones son equivalentes
i) A tiene reflexion booleana

ii) A estd epimdrficamente acotado

iii) La torre de ensambles de A se estabiliza

iv) Hay un monomorfismo universal, A —— B que es epiy B € CBA.
Ademds si la torre se estabiliza en el ordinal o

A—— N*A

es la reflexion booleana.

Demostracion. La primera implicacién , i)=> ii)la obtenemos directamente del lema
6.2.8. Ahora si suponemos que A esta empimérficamente acotado hay un cardinal x
para el cual se cumple que

IN“A| < Kk

pues el morfismo
A Lﬁ N*A
es epi. Ahora bien, como cada c? es inyectivo tenemos que
INA| < |N?A| <...<|NYA|< ... <K
por tanto la a partir de un « ordinal tenemos que
IN®A| = [N7A]

para cualquier « < ~. Esto implica que la torre de ensambles se estabiliza pues la
cardinalidad se estaciona y los ensambles me estdn representando los cocientes. Es
decir me estoy tomando los cocientes, de los cocientes, de los cocientes,..,de los
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cocientes de A si la cardinalidad se para entonces eventaulemente los elementos de
la torre se hacen isomorfos.
Para la impliciacién iii)=- iv) suponemos que la torre se estabiliza en el ordinal
« es decir
N*A=NTA

para cualquier ordinal  tal que o < ~y. Entonces como en particular N“A = N at g
tenemos el isomorfismo

f
N®Az=—=N*"A
g

y por el teorema 1.3.50 existe un tinico morfismo A

f
NYA——N>"A
g
NN AJ /
h
Net A

que hace conmutar el diagrama. De esta forma como h o a4 = f es suprayectiva,
h es suprayectiva. Pero nye4 0 g = h'y como h es suprayectiva, 1y« 4 también es
suprayectiva.Entonces por el lema 1.3.51, N* A es booleano. Pero ademas por el
lema 6.2.14

A—TA Neg

es mono universal que es epi por el teorema 1.3.50 y el codominio es un dlgebra
booleana completa.
Finalmente,para iv)<i) suponemos que hay monomorifismo universal

AL>B

que es epiy B € CBA. Afirmamos que esta es la reflexion booleana de A. Para
probar esto consideramos un morfismo

A2,

con C € CBA. Como en Frm tenemos todos los pushouts tenemos que existe

ALB
g !
h

C——D
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un pushout. Como f es universal i es mono y también es epi pues los epis cruzan
los pushouts. Pero como & es epi y su dominio es dlgebra booleana completa, por el
lema 6.2.6, h es suprayectivo y por tanto es un ismorfismo. Esto quiere decir que
puedo dar h~! que haga conmutar el diagrama

ALB

g l
h71
C+—D
Ademis h~! o es tinico pues f es epi. Esto prueba que

ALB

es la reflexién booleana de A.

Sélo nos falta mostrar que la reflexién booleana es

M3 ara
a—— N“A
si la torre de ensamble se estabiliza en N“A. Ya vimos, cuando probamos la
implicacion iii)=- iv) que si la torre se estaciona en a, N*A. Sé6lo nos faltaria
mostrar que para cualquier morfismo

A%B

con B € CBA existe un tnico morfismo N*A -2 B tal que

ALB

N*A

conmuta. Pero eso si ocurre pues ya sabemos que N*A y su morfismo canénico
resuelven universalmente el problema de la complementacién booleana como vimos
en 6.1. 0

Este teorema es muy importante. Lo llega a mencionar Todd Wilson en [Wil94]
pero no da todas las condiciones equivalentes, se fija en i) y ii) de 6.2.16. En realidad
estoy usando la prueba de Harold Simmons en el documento [Sim17c]. De hecho
Harold introduce las condiciones ii) y iv) de 6.2.16 para hacer mds sencilla la prueba.
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A pesar de que este teorema es muy fuerte, resulta que no es muy practico porque
no podemos calcular el ordinal en el que se estabiliza la torre. Tampoco hay una
forma de saber practicamente si la torre se estaciona, esto es un problema si la torre
de un marco se llega a estabilizar en un ordinal muy grande. Otra pregunta que
también podriamos hacernos es si /para cualquier ordinal hay un marco cuya torre
de ensambles se estabilice en ese ordinal? En fin, todavia hay muchas preguntas sin
contestarse entorno a la reflexién booleana.
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Capitulo 7
Ejemplos

En este capitulo daremos algunos ejemplos que ayudaran a aclarar las ideas que
ya se desarrollaron a lo largo del trabajo.+

7.1. Algunos ejemplos sencillos

Ejemplo 7.1.1. El ordinal cerradura para cbd que denotamos como oo, puede ser
tan grande como queramos.

Tomemos (3 un ordinal limite. Recuerda que podemos ver a 3 como el conjunto
de ordinales o donde o« < 3 0 o = 3. Resulta que B es un marco linealmente
ordenado donde los infimos se calculan como el minimo o la interseccion y los
supremos como el mdximo o la union. Ademds, el uno del marco seria 3y el cero el
0 = 0. Es claro que se va a cumplir la ley distributiva para marcos y por tanto, 3+
es, en efecto, un marco.

Ahora bien, si o < f3
cbd(a) :/\{/{<5 | a <k}
Notemos que « < k para que o < k pero (a = «) = . Por tanto,
a < cbd(a)

Ademds,

(a+>a):\/{k<6|/<;ﬂa+§a}:a

notemos que usamos esta forma de calcular la implicacion que vimos en la obser-
vacion 1.1.13. Asi queda probado que cbd(c)) = ot para cualquier o < 3. Y para
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B pasa que cbd(3) = [3. En particular si tomamos a 0 queda que
cbd*(0) = «

y por tanto para llegar al operador cerradura cbd™ necesitamos que oo = f3.

Asi siempre podemos encontrar un marco para el cual el ordinal cerradura de
la derivada es cualquier ordinal limite y por tanto, se puede hacer tan grande como
queramos.

Ejemplo 7.1.2. Sea I' un ordinal lo suficientemente grande. Entonces tenemos el
marco I'" pero ahora nos tomamos el orden inverso de tal forma que T es el cero
del marcoy 0 = () es el uno del marco. Ahora los supremos serian los minimos o la
interseccion y los infimos la union. No es dificil ver que también se cumple la ley
distributiva para marcos.

Notemos que para o # 0, cbd(«) = « si'y solo si « es un ordinal limite

/\{nﬁl“]a</<c}:cbd(a):o¢
es decir
U{/QSI‘|a</£}:{/£§1“\a>my(/i>a):a}:a
pues observa que para cualquier k,

(h=a)=({B<T|BUK<a}

entonces (k = «) = asiy solo si k < a. Esto nos dice que al tomar la union para
obtener la derivada
cbd(a) = a < «a es limite

con o # 0. Sélo los limites y el cero son puntos fijos de cbd entonces al obtener
Cbd(id) = cbd™ = § nos quedard que Ts es el conjunto de los ordinales limites
menores o iguales que 1. Si seguimos iterando Cbd tendriamos que

Cbd(id) nos da a los ordinales limites

Cbd?(id)nos da a los oridinales limites de los limites

Ejemplo 7.1.3. Considera el intervalo [0, 1] en los reales con el orden usual.
Entonces [0,1] es un marco linealmente ordenado donde los supremos e infimos se
calculan como siempre. Notemos que aqui cbd = id pues

cbd(a):/\{()gbgl|a<b}:/\{0§b§1|a§byb>a:a}

pero (b = a) = a < a < b. Entonces cbd(a) = N{0<b<aya<b} =a. Asi
cbd = id y entonces cbd™ = id y por el corolario 2.1.15 0 = id.
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Los dos ejemplos anteriores, 7.1.2 y 7.1.3, nos sirven para dar una idea de como
se comporta la derivada cuando los marcos estan linealmente ordenados. Pues en
este tipo de marcos los intervalos booleanos [a, z] o cumplen que a = z0a < x
pero entre a y x no hay elementos. Esto se aclara con los ejemplos, pues al evaluar
la derivada en un elemento ésta s6lo nos podra dar el mismo elemento, como en
el caso de los ordinales limites en 7.1.2 y en el de los reales 7.1.3 o el elemento
siguiente, como ocurre en 7.1.2 para todos los ordinales que no sean limite. Esto da
una imagen muy clara de lo que dice el lema 2.1.4.

Hay un otro ejemplo que debemos mencionar aunque no lo contruyamos en este
trabajo pues es el de un marco para el cual § = ¢d pero & = tp. La construccién
de este marco no es trivial, de hecho se vuelve muy complicada pero se puede
encontrar en las notas de Harold [Sim17d] y [Sim10]. Este ejemplo es importante
pues nos dice que el corolario 2.1.15 no puede extenderse de la manera obvia lo
cual resulta un tanto sorprendente.

7.2. Un marco sin reflexion booleana

En esta seccién buscamos construir un marco que no tenga reflexién booleana
para esto ocuparemos varias categorias, la de marcos Frm, la de dlgebras booleanas
completas CBA, la de conjuntos Set, y la de reticulas distributivas y acotadas Dit
donde los morfismos son funciones monétonas que mandan al cero en el cero, al
uno en el uno y respetan infimos y supremos finitos. De hecho, ocuparemos la idea
de reflexién para cualquiera de estas categorias.

Definicion 7.2.1. Si C y € son dos categorias tal que & es subcategoria de C un
objeto C € C tiene reflexion en & si existe un un morfismo en C

CL>E

con E un objeto de € tal que para cualquier morfismo en C
g
C——F
con F un objeto en &, existe un unico morfismo h en € para el cual

AL F

| A

E

conmuta.
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Con esta definicién en mente podemos, ahora si, construir el ejemplo. La idea
del ejemplo es dar un conjunto que no tiene reflexion booleana. Probaremos que
ese conjunto tiene reflexién en Frm. Entonces resultard que si el marco, que es la
reflexion del conjunto, tiene reflexién booleana el conjunto mismo tendra reflexion
en CBA pero esto no es posible.

Primero vamos a construir, para cualquier cardinal x, un dlgebra boolena com-
pleta A(k) € CBA tal que k < |A(k)| y que ademds A(k) tenga un conjunto de
generadores, digamos Y, tal que |Y| < Ry.

Para esta construccién vamos a considerar al marco O.S que ya vimos en 2.1.17.
Ademads también trabajaremos con RO.S C OS el conjunto que tiene a todos los
abiertos que son abiertos regulares. Es decir, aquellos abiertos para los cuales

U=U"°=U""" = -U

o bien, como vimos en 2.1.17, los abiertos cuya doble negacion los deja fijos. En
particular cualquier conjunto que se abierto y cerrado es un abierto regular. Ademas,
si U es un abierto, U ~° es un abierto regular. Este conjunto, RO.S, de abiertos
regulares esta parcialmente ordenado por la contencidn tiene un elemento minimo
que es el vacio y un elemento maximo que es .S. No es dificil ver que los supremos
e infimos arbitrarios se calculan como

Vu=(Uu) Au=(Nu)
donde U C ROS. Ademds estas operaciones se distribuyen, es decir, se cumple que

UN\/V=\/{UAV |V eV}

UVAV=AN{UVV|VeV}

para cualesquiera U € ROS'y V C ROS. Esto ya nos dice que RO.S es un marco,
pero, podemos afirmar que RO.S es un dlgebra booleana completa pues todos sus
elementos son complementados

UvU =U0uU )°2Wul)=S5

UNU" =(UnUYCW nU)=10

para cualquier U € ROS pues U~ € ROS. De hecho, en la construccién que
vamos a dar el dlgebra booleana completa A(x) va a ser igual a ROS para un
espacio topoldgico S en particular.
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Construccion 7.2.2. Para k un cardinal. Si a este conjunto le damos la topologia
discreta, consideramos al conjunto

S ={p: N— k| pfuncion}

donde en realidad S = [],,.,, k con la topologia producto. Esta topologia la
denotaremos OS5y también nos tomamos a ROS.

Ahora bien, Para cualesquiera m,n € Ny a < k un ordinal, tomamos a los
siguientes subconjuntos de S':

s
m
o
SHERE
2 2 3
<
S
I

Y asi formamos subconjuntos de la potencia de S':

A={A(m,n) | m,n € N}
B={B(m,a)| meNa<k}
C={C(m,a) | meN,a<k}
Por como definimos a los conjuntos B(_,_) sabemos que B es subbase de la
topologia producto. Es decir, es subbase de OS'y por tanto cada B(_,_) es un
abierto.
Tomando esto en cuenta observemos que las siguientes propiedades ocurren

para los conjuntos anteriores. Las primeras cinco propiedades se deducen de
manera inmediata de las definiciones.

1. B(m,a) =U{B(m,B) | B # a,B < K}
Esto nos dice que B(m, ) es cerrado por que su complemento es abierto.
Podemos concluir que entonces B(m,a) € ROS para cualquier m € Ny
a < K.

2. Alm,n) =U{B(m,a)NB(n,p) | a < < Kk}
3. A(m,n) =U{B(m,a) N B(n,p) | 8 < a < K}

Esta propiedad junto con la anterior nos dice que A(m,«) es abierto y
cerrado y por tanto A(m, ) € ROS para cualquier m € Ny a < K.

4. C(m,a) =U{B(m,p) | B < a}
5. C(m,a)’ =U{B(m,B) |a < 5 < r}

Esta propiedad junto con la anterior nos dice que C(m,«) es abierto y
cerrado y por tanto C(m,«) € ROS para cualquier m € Ny o < k.
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6. C(m,a) =V{B(m,p)| B < a}

El supremo de esta igualdad es en ROS. Si tomamosU = {B(m, 3) | f < a}
por la propiedad anterior (5.),

C(m,a) = UU
pero ya sabemos que C(m, «) es un abierto regular por lo tanto

C(m,a) =C(m,a)”° = (UL{)—O — \/u
que prueba lo que queriamos.

C(m,a™) = AN{A(m,n)UC(n,a) | n € N}

El infimo de esta igualdad es en ROS. Esta propiedad no es inmediata.
Para probarla consideramos U = {A(m,n) U C(n,a) | n € N} y queremos
probar que C(m,at) = (NU)°. Lo hacemos por doble contencion y para
la primera notamos que

p € C(m,a™) =p(m) <a’ = pim) <«
=Vn € N[p(n) < p(m) = p(n) < af
=Vn € N[p(m) <p(n) o p(n) <a
=Vn € N[p € A(m,n) UC(n,a)]
=p e ﬂ{A(m,n) UC(n,a) |n €N}
=C(m,at) C ﬂu
y como C(m,a™) es abierto, ocurre que C(m,a™) C (NU)°.

Para la otra contencién nos tomamos p € ((\U)° que es un abierto, entonces
existe un W en la base de OS tal que p € W C (NU)°. También dijimos
que B era una subbase de la topologia, entonces

W = B(mi,aq) N...N B(my, o)

donde r es un natural, {my,...,m;} C Ny ay,...,a, < k. Tomamos F =
{mi,....,m,} y observemos que si ¢ € S tal que q|lp = p
q € W C (NU)°. Asi, construimos al siguiente elemento de S

F, entonces

o) = p(n) sine€ FU{m}
an) {a sing¢ FU{m}
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y por lo que dijimos anteriormente ¢ € W C (NU)°. Entonces, para
cualquiern € F U {m}

donde la desigualdad se da porque q € (\U. Por lo tanto,
p(m) < a
lo que quiere decir que p € C'(m,a™).
8. B(m,a) = C(m,at)nC(m,a)
La prueba de esta propiedad es sencilla pues

p € B(m,a) & pm) <atypim) £ aspeC(m,a”)nC(m,a)

Con estas propiedades ya podemos construir el dlgebra booleana que queremos
v lo hacemos recursivmante usando a A C ROS,

Ag=AU{=U|U € Ay U{0,S}
Agr = A U{\/Y |V CAJU{AY |V C 4.}
Ay = U{AA | A < a} si « es ordinal limite

donde los supremos e infimos que se usan para el caso de un ordinal sucesor son
aquellos en ROS. También observa que cada A, es cerrado bajo negaciones pues
recordemos que por el lema 1.1.7 como ROS es un dlgebra booleana completa

VY =A{wlyeY} ~AY =V {wlyey}

para cualquier Y C ROS.

De esta forma, A, C ROS para cualquier o ordinal entonces nuestros con-
Jjuntos eventualmente se estacionan 'y es en ese punto que tomamos a A(k). Ahora
queremos ver que ROS = A(k). Para ver esto probamos que A genera a B.
Usamos induccion fuerte. Llamemos [o] a la siguiente propiedad

(Vm € N)(B(m, «) se puede generar a partir de A)

Queremos probar que [a] se cumple para cualquier o < K. Asi si o < K suponemos
que se vale [f] para cualquier 3 < «'y queremos llegar a []. Por la hipdtesis
que tenemos y por la propiedad (6.). C(m, «)se puede generar a partir de A para
cualquier m € N. Entonces por la propiedad (7.) se puede generar C(m,a™) a
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partir de A para cualquier m € N. Finalmente, por la propiedad (8.), B(m, «) es
generado por A para cualquier m € N, que es lo que queriamos probar.
Ahora bien, si U € ROS como B es una subbase de OS

v=UV

el
donde V; = ﬂ?;l B(mj, o) con n; € N. Pero como U es un abierto regular

v=ur=(Uw =V

el el

V= ﬁB(mj,aj): (ﬁ B(mj,aj)) = /{B(mﬁaj)

j=1 j=1 j=1

pues cada la interseccion finita de abiertos es abierto y cada B(_,_) es abierto.
Entonces como B es generado por A, cada V; es generado por Ay por tanto
también U. Por lo tanto ROS C A(k) y como ya teniamos la otra contencion

ROS = A(k)

lo que nos dice que A(k) es un dlgebra booleana completa. También como B C
ROS,
k< Bl < |[ROS| = [A(x)]

y ademds el conjunto generador de A(k) es Ay éste es numerable.

Teorema 7.2.3. Si X es un conjunto infinito entonces X no tiene reflexion en CBA.

Demostracion. Supongamos que X infinito si tiene reflexion en CBA y es
X—"-B

Sea k un cardinal tal que | B| < . Entonces por la construccién 7.2.2 hay A(k) €
CBA tal que v < |A(k)| y con un conjunto A de generadores con |A| < Rg. Asi

Ay —1+ A(k)

donde Ay es el primer paso en la recursion para definir A(x) y es numerable pues
A es numerable. Ademds i es la inclusién y es una funcién en Set. Ahora como X
es infinito existe una funcién suprayectiva

XLAO
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en Set. Consideremos entonces la funcién f = ¢ o k. Entonces por definicion de
reflexién existe una Unica funcién
f*
B —— A(k)

para la cual el siguiente diagrama conmuta

X#AO

I
T 2
B Ak)
Veamos que f* es supreyectiva. Basta probar por induccién que para todo
ordinal o, si a € A, entonces hay un b € B tal que f*(b) = a donde A, es

el conjunto que definimos recursivamente para obtener a A(x). Para el caso base
consideramos a € A( entonces como k es suprayectiva hay = € X tal que

a=k(z) =i(k(z)) = f(r(z))

y r(z) € B. Para el caso sucesor & = 37, suponemos que para cualquier a € Ag
hay un b € B tal que f*(b) = a. Sea a € A,, recordemos que

Ao = A5 U{\/Y |V C Az U{AY | Y C 45}

Si A € Ag ya acabamos por hipétesis de induccién. Sia = AY paraY C Ag.
Damos
X ={zeB| f*(zr)=yparaalginy € Y}

Asi, como f* es un morfismo en CBA

FIANX)=A\FIXI=AY =a

donde la segunda igualdad se da por la hipétesis de inducciéon. Hacemos lo mismo
sia =\Y conY C Ag. Lo que prueba que para toda a € A, hay un b € B tal
que f*(b) = a. Ahora bien, si « es un ordinal limite, por como definimos A, la
prueba es inmediata. Asi, concluimos que f* es suprayectiva. Esto quiere decir que

k<|A(k)| <|B| <k

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, si X es un conjunto infinito no tiene
relfexion en CBA. 0



162 Ejemplos

Ahora lo que queremos es construir la reflexion en Frm para cualquier con-
junto X € Set y cualquier reticula acotada y distributiva L € DIt. Tomamos los
siguientes conjuntos

spec(L) = {( L—259) ¢ m} = Dit(L,2)

D(L) = {( X —">25) € Set} = Set(X, 2)
donde 2 es la reticula {0, 1} , y 25 es el espacio 0, 1 con la topologia de Sierpinski.
025 = {0,1,2}
Definimos el siguiente conjunto para cualquier a € L
p€o(a) < pla) =1
y asi o(a) C spec(L). Andlogamente, para cualquier z € X
Ted(r)en(r)=1

y entonces d(z) C D(X).
Entonces para los conjuntos

spec(L) D(X)
podemos formar la topologia
Ospec(L) OD(X)
donde

sean subbases respectivamente.

Teorema 7.2.4. El morfismo de reticulas
L —7— Ospec(L)
a— o(a)
y el morfismo de conjuntos
X5 0D(X)

x — 0(x)

son Frm-epi.
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Demostracion. Por como se definieron es facil ver que o y d son funciones. Lo
que faltaria probar es que o es un morfismo de reticulas, es decir falta ver que es
mondtona, que abre infimos y supremos arbitrarios, y 0(0) = 0y o(1) = 1. Sean
a,b € L entonces, para cualquier morfismo de reticulas p, obtenemos

p€a(anb) <pla) Ap(b) =planb) =1 pla) =1yp(b) =1«
speoa(a)ypea(b) < pea(a)nNo(d)

Por lo tanto o(a A b) = o(a) N o(b). Ahora hacemos lo mismo para el supremo

pea(avb) epa)V p(b) plaVvb) =1 pla) =16pb) =1«
epea(a)dpea(b) = pea(a)Ua(b)

Nota que el segundo si y sélo si no se da para cualquier reticula pero como en este
caso estamos sobre la reticula 2 es cierto. Por lo tanto o(a V b) = o(a) U o (b).

Ademads notemos que p € o¢(0) si y sélo si p(0) = 1 pero como p es un
morfismo de reticulas esto no es cierto pues p(0) = 0. Por lo tanto, 0(0) = 0 y el
vacio es el cero en Ospec(L). Por otro lado, p € o(1) siy sélo si p(1) = 1. Pero
esto dltimo es cierto para cualquier p pues p es un morfismo de reticulas. Por lo
tanto, p(1) = spec(L) y spec(L) es el uno del Ospec(L).

Ahora sdlo falta probar que ¢ es monétona. Si a < b elementos de L, y sea
p € o(a), entonces p(a) = 1. Pero p es mondtona entonces 1 = p(a) < p(b). Por
tanto, p(b) = 1 siy sélo p € o(b). Es decir, nos queda que o(a) C o(b) y como C
es el orden en Ospec(L) obtenemos que o es mondtona y por tanto es un morfismo
de reticulas.

Observemos que o[L] no es s6lo subbase también es base pues se cumple que
o(a)No(b) =oc(aNb).

Falta ver que o y § son Frm-epi. Primero lo hacemos para el caso de reticulas.
Supongamos que tenemos A € Frm y g, h morfismos de marcos

L —7— Ospec(L) ii A
h

tales que goo = hoo y queremos probar que h = g. Consideremos U € Ospec(L),
entonces

UZUU[ U{a )|z e X}

donde X C L. La igualdad de arriba es cierta pues dijimos anteriormente que
o[L] forma una base para el espacio. Asi, como g y h son morfismos de marcos y
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preservan supremos arbitrarios

—g(U{o ) lzeX}) =Ulglo(@) |z € X} =
=J{h(o(z) |z € X} = h(U{o )|z € X}) = h(U)

observa que en la tercera igualdad usamos la hipétesis de que g o 0 = h o ¢. Por lo
tanto, g = h.
Para el caso de conjuntos nos tomamos

X2, 0DX)—=4
h

donde A € Frm y g y h morfismos de marcos tales que g o 4 = h o §. Si tomamos
U € OD(X) entonces
U=JKi

Bel

donde, como §[ X] es subbase, cada K; =V conV C §[X]y |V] < Ny. Asi,como
gy h respetan supremos arbitrarios e infimos finitos por ser morfismos de marcos,

— V9K =V (A 9(5(@) | 5(a) € V}) -

icl
=V (A {r((@)) | 5(a) € V}) = \/ h(K
el
Por lo tanto, g = h.
Por todo lo anterior, § y o son Frm-epi. O

Cabe mencionar que o es inyectiva, esta prueba no es trivial, pues usa el Lema
de Separacién de Stone, y esta demds probarlo aqui. Sin embargo, la prueba puede
revisarse en [Joh86]. Notemos que si A € Frm, en particular A € DIt entonces
también podemos tomar el respectivo morfismo

A —7— OspecA

pues A es, en particular, una reticula. Tomamos esto en cuenta para probar el
siguiente lema.

Lema 7.2.5. Si A € Frm entonces hay un morfismo
Ospec(A) —*— A

tal que oo o = idy, donde o es el morfismo que se contruyo anteriormente para
reticulas.
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Demostracion. Consideremos

OspecA *— A

a(U):\/{xeAla(m)QU}

para A € Jrm. Como los supremos arbitrarios estan bien definidos y o es una
funcién, o es una funcién. También podemos decir que o es mondtona pues esto es
inmediato por la definicién ya que esta dada por supremos y porque si o(z) C U'y
U C V entonces o(z) C V. Ademds « es un morfismo de marcos. Para probar esto
veamos, primero, que

a(@)Z\/{xeAla(:U)szo

pues o(z) C ) < o(x) = 0 < = = 0. En la dltima implicacién usamos que o
es inyectiva. También «(spec(A)) = 1 pues o (1) = spec(A) por lo que vimos en
el lema 7.2.4. Notemos que tambien « respeta infimos finitos. Para esto tomamos
cualesquiera U,V € Ospec(A) y damos X, Z, Y C A como

reXeo(x)CU

yeY oy CV

ze€Z<eo(z)CUNV
de tal forma que por la ley distributiva para marcos
aU)ANa(V)=\{zAry|ze X yeY}<alNV)

donde la dltima desigualdad se da porque como o(x Ay) =o(z) Ao(y) CUNV
entonces z Ay € Z. Porlo tanto, z Ay < \/ Z = (U N'V). Ahora, como para
cualquier z € Z, 2z € X y z € Y tenemos que

z < a(U) y z < a(V)

luego, z < a(U) A a(V). Entonces (U NV) = VVZ < a(U) A aV). Asi,
finalmente, (U NV) = a(U) A a(V).

Sdlo nos falta ver que « respeta supremos arbitrarios. Para esto nos tomamos
U C Ospec(A) y queremos ver que

\/ all] = a(UU)

pero como « es mondtona sélo basta ver que

\/ alt] > a(JuU)
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Para esto tomamos un z € A tal que o(x) C [JU y es suficiente probar, por como
definimos «, que < \/ a[Uf]. Vamos a usar, aunque no se probard aqui, que o ()
es compacto. La prueba de esto usa el Lema de Separacién de Stone y no es trivial
pero puede revisarse en [Joh86]. Usando que este conjunto es compacto, como
o(x) C [JU obtenemos que

O‘(l‘) CthuUyU...JU,

para algunos Uy, ...U,, € U. Pero como o [A] es una base para la topologia podemos
escribir

o(x) CUUUU...UUy, =0c(y1)Uo(y2) U...Uo(Ym) =o(y1 V... Vyn)

donde y1, ...yn € A. Ademds se cumple que paratoda 1 < i <n, o(y;) C U; para
algin 1 < 5 < n. Asi,
yi < a(U;) < \/ o]

y como o(z) € o(y1...yn) y 0 es mondtona e inyectiva x < y1 V ... V y, por el
Lema de Separacion de Stone. Por lo tanto

xgyl\/...\/yng\/a[L{]

que es lo que queriamos probar. Para finalizar la prueba solo veamos que aoo = id 4.
Tomamos a € A y entonces podemos decir que

(a00)(a) = alo(a)) = \/ {z € 4| o(x) Co(a)} > a

y ademds para cualquier x € A si o(x) < o(a) entonces x < a. Por tanto,
(aoo)(a) =a. O

Recordemos que D(X) y spec(L) con X un conjunto y L una reticula son
espacios topolégicos entonces podemos tener funciones continuas entre ellos. Una
de estas funciones es la que aparece en los dos siguientes lemas.

Lema 7.2.6. Sean X € Set, A€ Frmy X L) A una funcion. La funcion

spec(A) AN D(X)

p—+pof

es una funcion continua 'y cumple que

¢~ (8(x)) = o(f(x))

para cualquier x € X.
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Demostracion. Tomemos p € spec(A) entonces

p € ¢ (8(2)) & ¢(p) € d(z) & (p)(z) =1 & p(f(zx)) =1 & p € a(f(x))

para cualquier x € X. Por lo tanto

¢ (6(x)) = o(f(x)) € OspecA

lo que quiere decir que ¢ es continua y que la igualdad que dice el lema se cumple.
O

También tenemos un resultado analogo para reticulas.
Lema 7.2.7. Sean L. € Dit, A€ Frmy L L> A un morfismo de reticulas. La
funcion
spec(A) _?, spec(L)
p—=pof

es una funcion continua y cumple que

¢~ or(x)) = oa(f(2))
para cualquier x € X.

Demostracion. La prueba es andloga a la del lema 7.2.6, solo harfa falta cambiar §
por o 4. O

Teorema 7.2.8. Si L € Dit y X € Set entonces
L —%— Ospec(L) X —250D(X)
son la reflexiones en Frm para L y X respectivamente.

Demostracion. Sean

/ g
L— A X— A
un morfismo de reticulas y un morifsmo de conjuntos respectivamente, donde A €
Frm. Para ver que son las reflexiones en marcos debemos dar f* y ¢* morfismos
Unicos que hagan conmutar los siguientes diagramas

L—1 4 x—2 54

| 2 |

Ospec(L) 0D(X)
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Pero notemos que si f* y g* existen son tnicos pues ¢ y d son Frm-epi por el
lema 7.2.4. Para probar la existencia de estas funciones consideramos los siguientes
morfismos

spec(A) LN spec(L) spec(A) 2, D(X)

dados por los lemas anteriores 7.2.6 y 7.2.7. Ademds por estos mismos lemas
sabemos que los siguientes diagramas conmutan

L—21 a4 x—2 4
T
Ospec(L) ﬁ Ospec(A) OD(X) ? Ospec(A)

es decir, gl oop =040 fy¢ptod =040 f. Ademds por el lema 7.2.5
tenemos al morfismo
Ospec(A) =25 A

tal que g 0 04 = ida. Damos f* = ag00 Ly g  =as0¢p . Asi

ffoop=aao¢ oo, =aaocaof=idsof=f

gFod=as0p tod=ag00409g=1idaog=g

Pero ademas f es un morfismo de marcos pues ¢! y a4 también lo son. Por lo
tanto, o y ¢ son las respectivas reflexiones en Frm para L 'y X. O

Con todo esto finalmente podemos concluir el ejemplo con el siguiente teorema.

Teorema 7.2.9. Para cualquier conjunto infinito X € Set el marco OD(X) no
tiene reflexion booleana.

Demostracion. Nos tomamos X € Set infinito. Consideramos, por el lema anterior
7.2.8,

X 25 0D(X)

la reflexion en Frm de X. Y supongamos que OD(X) si tiene reflexion boolena,
digamos

opx)-B
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donde B € CBA. Entonces [ o § es la reflexion booleana para X pues si tomamos

X 5 ¢ una funcién con C' € CBA obtenemos el siguiente diagrama

x 2 Lopx)- B

|

C

pero 9 es la reflexién en Frm para X entonces existe un tinico morfismo de marcos

opx)—1sc

tal que h = f o §. Pero como /3 es la reflexién booleana de O D(X) existe un tinico

morfismo en CBA,

BY.C

tal que f = g o 3. Es decir,

C
conmuta. Por 1o que 3 o o es la reflexion booleana de X pero esto contradice el
lema 7.2.3. Por lo tanto, OD(X) no tiene reflexion booleana. O

Posiblemente este ejemplo es uno de los hechos mds importantes que se mues-
tran en la tesis. La primera parte del ejemplo, en la que construimos un dlgebra
booleana complete a partir de un ordinal s se sacé de las notas de Harold Simmons
[Sim17e] y [Sim17f] pero la prueba original esta dada por R.M. Solovay en [So0l66]
que simplificé dos pruebas anteriores de Gaifman [Gai64] y A.W. Hales [WH64].
La otra parte del ejemplo, en la que damos la reflecciéon en Frm para un conjunto
se encuentra en las notas de Harold Simmons [Sim17c] pero la pureba original es
de Isbell y esta en [Isb72].
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