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Introduccion

La teoria del caos es un area de investigacién presente en muchos sistemas dinamicos y
forma parte intrinseca en cierto tipo de sistemas Hamiltonianos para algunos modelos fisicos.
En el presente trabajo se construye un modelo matematico para analizar un sistema acoplado
resorte-péndulo (en dos dimensiones). Este sistema consiste de un resorte colgado verticalmente
en un medio ideal sin friccién y constrenido de tal manera que sélo oscila sobre la vertical, y
de un péndulo acoplado a éste que se se puede mover libremente colgado del resorte. Dicho
sistema es sensible ante la eleccién de parametros y condiciones iniciales, presentando regula-
ridad en algunos casos mientras que para otros, sus soluciones son cadticas. Por ello en este
trabajo de tesis se explora en detalle la relacion energia-caos para de esta manera caracterizar
la fenomenologia del sistema y utilizar la informacién obtenida para posibles implementaciones
futuras en el desarrollo de maquinaria, sistemas de control etc. Se demuestra que el modelo ma-
tematico propuesto para analizar tal sistema es integrable en la aproximacién a bajas energias
y para este caso se encuentran sus soluciones analiticas exactas que corresponden a funciones
de Mathieu para la variable angular. También se estudia numéricamente el comportamiento
caotico del sistema para mayores energias y este se visualiza mediante mapas de caos y regu-
laridad en funcién de pardmetros fijos, utilizando métodos cualitativos (secciones de Poincaré)
y cuantitativos (exponentes de Lyapunov). Los resultados de este andlisis tedrico se comparan
con resultados experimentales para un conjunto de parametros dados.

El modelo planteado es totalmente operable y se puede trabajar con €él, desde el punto de vis-
ta tedrico, numérico y experimental, y como se vera su andlisis sirve para establecer futuras
aplicaciones, en campos como la Mecénica, Ingenieria y diversas areas de investigacién.

En el capitulo 1 se presentan los conceptos y herramientas matematicas y fisicas necesarias
para poder llevar a cabo el presente trabajo de Tesis. Se construye la funciéon Lagrangiana
asociada a un sistema de particulas y se deducen las ecuaciones de movimiento de tal sistema
(ecuaciones de Euler-Lagrange) en el espacio de configuracién. Se construye la funcién Ha-
miltoniana a partir de la funcion Lagrangiana y se deducen las ecuaciones de movimiento de
Hamilton. Posteriormente se definen los sistemas Hamiltonianos, se describen propiedades del
espacio de las fases y se exponen aspectos relacionados a la dindmica cadtica y estabilidad de
las soluciones de tales sistemas en forma cualitativa, mediante secciones de Poincaré y en forma
cuantitativa por medio del exponente de Lyapunov.

En el capitulo 2 se hace la descripcion matematica del modelo resorte-péndulo construyen-
do para tal fin la Hamiltoniana del sistema. Ya que el sistema se estudia mediante un modelo
Hamiltoniano el modelo matematico aqui propuesto no incluye las pérdidas de energia por fric-
cién. Una vez construida la funcion Hamiltoniana, se obtienen los puntos criticos y se calcula la
energia minima del sistema. A continuacién se obtienen las ecuaciones de movimiento (ecuacio-
nes de Hamilton) las cuales resultan no lineales y presentan un alto grado de acoplamiento, por
lo que éstas se resuelven numéricamente con el método de Runge-Kutta de orden 4. Se estudia
el comportamiento regular o cadtico de las soluciones del sistema para algunos valores de los
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parametros y de las condiciones iniciales utilizando secciones de Poincaré.

Para analizar la susceptibilidad del modelo ante cambios en los parametros y las condiciones
iniciales, en el capitulo 3 se estudia el modelo resorte-péndulo de forma experimental para un
conjunto de parametros fijos y condiciones iniciales variadas. Se muestra el montaje experimen-
tal y se describen los instrumentos y materiales empleados con sus respectivas incertidumbres.
Se presenta una tabla que describe el conjunto de parametros y condiciones iniciales usados
para llevar a cabo los experimentos que fueron realizados. Al final de este capitulo, se presen-
ta un analisis general de los experimentos realizados mediante regresion lineal de la solucion
numérica comparada con la solucién experimental.

En el capitulo 4 se desarrolla la solucién analitica a energias bajas y se obtienen las frecuen-
cias naturales de esa solucién. Posteriormente se estudia el comportamiento cadtico o regular
del sistema para mayores energias mediante mapas de caos y regularidad construidos en base
al exponente de Lyapunov de la solucién numérica. A partir de tales mapas se compara la
relacién entre la energia del sistema con el comportamiento regular o cadtico de sus solucio-
nes. Finalmente se propone una forma de emplear la propiedad cadtica de las soluciones en
criptografia.



Capitulo 1

Marco teorico

En este primer capitulo se introducen y construyen las funciones Lagrangiana y Hamil-
toniana que nos describen la evolucién dinamica de un sistema de particulas, se deducen las
ecuaciones de Euler-Lagrange y las ecuaciones de Hamilton. Se presentan propiedades impor-
tantes de la funcién Hamiltoniana, asi como propiedades geémetricas del espacio de las fases
como el teorema de Liouville. Posteriormente se presentan los sistemas Hamiltonianos y la de-
finicién de caos para sistemas dinamicos. Finalmente, se describen dos formas para cuantificar
el caos: el exponente de Lyapunov y las secciones de Poincaré.

1.1. Fundamentos de la mecanica de Lagrange

1.1.1. Coordenadas generalizadas

E]Considere un sistema de N particulas pq, ..., py, de radio vectores rq,...,ry relativo a un
sistema cartesiano ortogonal Oxyz, sujeto a s constricciones holonémicas independientes [

fr(ry,..,rn,t) =0 (k=1,s). (1.1)

Debido a la existencia de constricciones, las 3N coordenadas de particulas no son independientes,
por eso el nimero de coordenadas independientes serd

3N — s =mn, (1.2)

significando que nuestro sistema tiene 3N — s = n grados de libertad. Por ejemplo,un sistema
de dos particulas a una distancia fija la una de la otra, tendra 6 — 1 = 5 grados de libertad.

Si el numero de particulas es grande, la presencia de constricciones hace la determinacion de las
coordenadas x;, v;, z; una tarea dificil. Asociaremos a los n grados de libertad un nimero de n
variables independientes ¢y, ...q,, llamadas coordenadas generalizadas o variables Lagrangianas.
Las 3N coordenadas cartesianas r; son entonces expresadas en términos de ¢y, ..., ¢, por

r; =1i(q1, s qn, t) (t=1,N). (1.3)

La construccién de la mecanica aqui presentada estd basada en [6],[12], [19] y [20].
2Por comodidad se usa a lo largo de este trabajo la notacién ¢ = 1, n para indicar que determinado indice i
toma todos los valores enteros desde 1 hasta n.
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Las coordenadas generalizadas ¢;(j = 1, n) satisfacen las siguientes propiedades:
(a) Cualquier variacién independiente de ¢, ..., ¢, da

fk[rl(Q7t)7"'arN(Qat)7t] =0. (1'4)

(b) Cualquier ry, ...,ry consistente con las constricciones (1.4), puede ser obtenida de (1.3).
(c) Existe también la transformacién inversa de (1.3), a saber

Qj = q]‘(I'Z‘, ...,I‘N7t) (] = ]_,TZ), (15)

para ry, ..., ry satisfaciendo (1.1).

De forma similar a las coordenadas cartesianas, las coordenadas generalizadas se asumen como
funciones continuas del tiempo, al menos dos veces diferenciables. Por otro lado, en contraste a
las coordenadas Cartesianas, las coordenadas generalizadas no necesariamente tienen dimensién
de longitud.

La eleccion de coordenadas generalizadas es algo arbitraria. Es siempre posible encontrar una
transformacién de puntos

tal que q/4, ..., q/, son un nuevo conjunto de variables Lagrangianas.

1.1.2. El espacio de configuracién

El conjunto de radio vectores ry,...,ry, define la llamada configuracion del sistema de

particulas en el espacio real. Si escogemos ¢, ...,¢, como coordenadas de un nuevo espacio
n-dimensional R™, entonces a cada conjunto de valores de las variables ¢y, ..., ¢, le correspon-
derd un punto representativo en este espacio, conocido como el espacio de configuracion. En
otras palabras, cualquier configuracién de un sistema mecanico puede ser representada por un
solo punto en el espacio de configuracién R™.
Como el sistema mecanico cambia su configuracion con el tiempo, el punto de la configuracion
traza una curva en el espacio de configuracion, llamada la trayectoria generalizada. Esta no
es ninguna de las trayectorias reales de las particulas pero describe el movimiento de todo el
sistema. La trayectoria generalizada puede ser pensada como una sucesién de puntos represen-
tativos, cada uno de ellos correspondiendo a una cierta configuracion del sistema. El conocer
la ley de movimiento en el espacio de configuracién significa conocer

q; = q;(t) (j=1,n). (1.7)

Estas son también las ecuaciones paramétricas de la trayectoria generalizada. Una vez que (1.7)
son conocidas, por medio de (1.3), el movimiento de las particulas en el espacio real puede ser
también determinado.

1.1.3. Energia cinética

Antes de proceder a deducir las ecuaciones de movimiento en el espacio de configuracién
presentamos aqui la energia cinética del sistema en coordenadas generalizadas, pues su expresion
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nos serd de utilidad posteriormente.

T = Z “my |i]? 1§:mi ors 4 Ok (0 +8ri (1.8)
’Z_Z 11 qJ ot £ dq o ) '

Poniendo:
N N N
81‘Z or; Or; 1 81“, or;
E ™ , a; = mi— - —, k=5 E , 1.9
’ = 0y Ot " i—1 8% Og (19)

donde a, a;, aj; son funciones continuas y diferenciables de g1, ¢o, ..., g5, t. Entonces

=a+ Zaj% + = Zza]kQqu T() + Tl + TQ-

jlkl

Si las constricciones son esclerénomas (es decir, no dependen explicitamente del tiempo) los
términos Ty y T se anulan y la energia cinética resulta una forma cuadratica homogénea E| de
grado 2 de las velocidades generalizadas:

= %Zzajk(jjq.k (1.10)

j=1 k=1

3Una funcién f de valores reales definida sobre R™ es homogénea de grado k si f(Axi, \wa,...,A\1,) =
N f(zy, 29, ..., 2,) para todo escalar X .
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1.1.4. El principio de D’Alambert

Recuérdese que las fuerzas que actian sobre un sistema cerrado de particulas se pueden cla-

sificar en dos tipos: por un lado estan las fuerzas aplicadas o “fuerzas vivas”que actian sobre
cada particula y por el otro las “fuerzas muertas” o de constriccion, siendo éstas ultimas
las que apagan o constrinen su movimiento.
Para la deduccion de las ecuaciones de movimiento del sistema en coordenadas generalizadas
se usa el principio de D’Alambert. Este principio nos dice que en un sistema de particulas
Siempre es posible proponer algin pequeno desplazamiento, real o virtual, consistente con las
fuerzas de constriccién que actian sobre un cuerpo, para el cual el trabajo realizado por éstas es
nulo”. [19] Este principio nos elimina las fuerzas de constriccién de la ecuacién de movimiento
del sistema como a continuacion veremos:

Consideremos un sistema de N particulas py, po, ..., py sujeto a fuerzas aplicadas F; y fuerzas
de constriccién holonémicas ideales L; (es decir, con ligaduras del tipo (L.1))).
Consideremos la ecuacién de movimiento para la particula p;:

en donde F; y L; son la fuerza neta aplicada y la fuerza de constriccion neta sobre ésta particula
respectivamente.

Consideremos también un conjunto de N desplazamientos virtuales infinitesimales drq, ..., ory.
En virtud del principio de D’Alambert se tiene que

L;-6r; =0 (i=1,N) (1.12)

ya que las fuerzas de constriccion no realizan trabajo.
Por lo que al multiplicar (1.11]) por dr; se tiene:

Y sumando sobre todas las pariculas desde uno hasta N la ecuacién de movimiento para el
sistema resulta:

N N
=1 i=1

o en forma compacta:

N
i=1

Este es el principio de D’Alambert aplicado a los sistemas holonémicos.

1.1.5. Fuerzas generalizadas

En vista de (1.3), un desplazamiento real dr; de una particula p;, durante el intervalo de
tiempo dt, es

n
. 8ri

8ri I
= 94

dr; dg; + - dt (i=1,N), (1.16)
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mientras que un desplazamiento virtual dr; satisface la relacion

Zg;; | (i =1,N). (1.17)

Los desplazamientos dg; y d¢; en el espacio de configuracién son similares a los desplazamientos
dr; y or; definidos en el espacio real. Asi, por dg; queremos decir desplazamientos reales (o
posibles) del punto representativo durante el tiempo dt, mientras que dg; son desplazamientos
virtuales, tomados a t=constante (es decir §t = 0). Si ¢y, ..., ¢, son independientes, dqi, ..., I,
son también independientes y pueden ser considerados como un conjunto de n desplazamientos
completamente arbitrarios en un instante. Ahora escribamos el trabajo virtual §W, hecho por
las fuerzas aplicadas F1, ..., Fy sobre las particulas, en términos de los desplazamientos virtuales
en el espacio de configuracién. En vista de tenemos:

=S OF, b, ZF ( Ori s ) ZZF oo -—Z(ZZF >

=1 =1 j=1

Si definimos las fuerzas generalizadas por

N or;
=1

el trabajo puede ser escrito como

N n
OW => "F;-or; = _ Q;dq;. (1.19)
i=1 j=1

Como en general, las fuerzas F; son funciones de la forma
Fi :Fi(rl,...,I’N,I"l,...,I"N,t) (Z: ]_,N), (120)

concluimos que las fuerzas generalizadas (); tienen la siguiente dependencia funcional:

Las cantidades p
) q;
) 1.22

son llamadas velocidades generalizadas y estan relacionadas a las velocidades vy, ..., vy por

6rz~ . 8I'i

- 8_qj% + mn (t=1,N). (1.23)

I.'Z':Vi:

El significado fisico de las fuerzas generalizadas (); emerge del significado de sus coordena-
das generalizadas asociadas. Por ejemplo, si la transicion de coordenadas cartesianas z, ¥y, z a
coordenadas curvilineas ortogonales ¢, ¢2, g3 esta definida por

z; = xi(q1, q2, q3) (i=1,N), (1.24)
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entonces g—q’; es un vector tangente a la curva ¢, =variable, mientras que @, = F - 6 es la

componente de F a lo largo de esa direccion. "

Las fuerzas generalizadas no tienen generalmente dimensiones de fuerza, pero el producto [¢Q]
tiene siempre dimensiones de trabajo.

Si las fuerzas Fy(i = 1, N) derivan de un potencial:

F,=-V,V (i=1,N), (1.25)

entonces las fuerzas generalizadas (); obedecen una ecuacién similar:

oV 8rz oV e
Z 81'1 aQJ _8(1] (j - 17 n)a (126)

donde V' =V (qi, ..., qn, t) es el potencial en términos de las nuevas variables.

1.1.6. Ecuaciones de Lagrange para sistemas Holonémicos

Estamos ahora preparados para derivar las ecuaciones diferenciales de movimiento de un
sistema de N particulas, sujeto a constricciones ideales e independientes, en términos de las
coordenadas generalizadas ¢, ..., q,. Para tal fin, expresaremos ambas variaciones Jr; y las
derivadas #; que aparecen en en el espacio de configuracién. De acuerdo con los
desplazamientos virtuales dr; pueden ser escritos como :

it = 3 Mgy, (=T (1.27

por lo tanto

=1

a or; Ay or; Gy or;
S () X (S ) R (e )
N

- d al 013 d (8rz>
_ - mt; - — | — mit; - — | — ) | dg;. 1.28
]Zl [dt (Zl 8%) Zl dt \ 9g; ] K (128)

1=

Pero como las funciones r; se suponen de clase C? sus parciales cruzadas de segundo orden

son iguales y entonces
d 8ri

C () ()
2~ 9. \9q;) " " 0t \ 0,
u 02ri .y 821'7; i u 021‘2 . .+ 821'7;
0gx0g; " Dtdg; 3%5% dq;0t
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Y i(%)- +i(3ri)
2= 9; \ g ) ™ g, \ ot

k=1

a " 81"@- (?ri ai’z
-9 - _ on 1.29
d4; (kzl oq, ™ 6t> 04 (1.29)

Por otro lado, ((1.23) produce
81‘1 (3rl-

- = . 1.30
9q;  dy; 30

La sustitucién de (1.29) y (1.30) en (1.28)) da

ZmzrZ or; = Z [dt (ZmzrZ : ) Zmlrl ] q;- (1.31)
Recordando que
| N
i=1

es la energia cinética del sistema de particulas, es facil observar que (1.31)) llega a ser

d (0T oT
E — E - 1.
ik Ot = {dt (a%) 3%} % (1.33)

El dltimo paso es ahora introducir y (1.33) en la expresién para el principio de
D’Alambert (1.15]). El resultado es:

“[d [oT oT
— =)= -0Q;| dqg; =0. 1.34
jzl [dt (a%) 9q; Q]} b (1:34)

Como las coordenadas generalizadas son independientes, los desplazamientos virtuales dg;
son completamente arbitrarios. Por eso ((1.34)) es vélida si y sélo si todos los corchetes son cero,

es decit d (0T oT —

las cuales son llamadas ecuaciones de Lagrange de sequndo tipo. Estas representan un sistema
de n ecuaciones diferenciales de segundo orden en las variables ¢;. La integral general de ((1.35)),

q; = qj(ta C(17 -'-aCZn) (] = 17”)7 (136)

expresa la ley de movimiento en el espacio de configuraciéon R"™. Las 2n constantes arbitrarias
Ci,...,Cy,, son determinadas por 2n condiciones iniciales: a t = ty, debemos conocer ambas,
coordenadas y velocidades generalizadas

q;-] :q]'<t0,01,...,02n), q;) ZQj(t07Ch'-'ac2n)~ (137)



10 CAPITULO 1. MARCO TEORICO

Una vez que el movimiento en el espacio de configuracion es determinado, la soluciéon (|1.36))
es introducida en (1.3), dando el movimiento en el espacio real.
Asumamos ahora que las fuerzas aplicadas F; son potenciales. Entonces, de acuerdo a ((1.26]),
las fuerzas (); son también potenciales y obtenemos:

d (0T or ov —

Donde V' = V/(gq,t). Introduciendo la funcion Lagrangiana :

L(q7(j7t) = T(QaQat) - V(Qat)> (139)

llegamos finalmente a
d (0L oL —
— =)= =)0 i =1.n). 1.40
dt (aq‘j) 94; =t Ao

Estas ecuaciones son notablemente titiles por muchas razones. Primero, como se ha mencionado,
no contienen fuerzas de constricciéon. Segundo, toda la informacién respecto al comportamiento
del sistema estd contenida en una funcién escalar, la Lagrangiana.

1.2. La mecanica de Hamilton

1.2.1. La funcién Hamiltoniana y las ecuaciones de Hamilton

Lo expuesto de aqui en adelante sera referido solo al estudio de sistemas de particulas
Holonémicos sujetos a fuerzas conservativas.
Comenzamos por definir la funcién Hamiltoniana H como una transformacién de Legendrd’] de
la Lagrangiana:

H=Y pjg—L (1.41)
j=1
donde los momentos candnicos conjugados estan dados por:
oL .
= — ) =1,n). 1.42

Para la clase de sistemas que estamos estudiando la funcion H presenta dos caracteristicas
importantes:
(1) H se conserva si no depende explicitamente del tiempo (a partir de se puede observar
que si L es auténoma entonces H también lo serd).
(2) H representa la energia mecanica del sistema .
Para demostrar (1) supongamos que la Lagrangiana es auténoma, es decir, L es de la forma
L = L(q;,q;) entonces derivando la funcién H respecto a t obtenemos

Ui - O, OLy] 0L
i —j:1 Diqi T Pigj aqj% aq.jq] ot

4En el apéndice [A|se presenta la definicién de una transformacién o transformada de Legendre.
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pero en vista de la definiciéon de los momentos conjugados, el segundo y cuarto término entre
paréntesis se cancelan, quedando

3[R () - 2,2
—1 dt 8q] (’9qj / ot
oL
ot
=0

ya que el corchete se anula en virtud de las ecuaciones de Lagrange (|1.40)). Por lo tanto H
se conserva.
Ahora, para demostrar la propiedad (2):
Recordemos que la funcién potencial asociada a las fuerzas conservativas del sistema de particu-
las que estamos considerando depende solamente de las coordenadas es decir,

V =VI(g,1) (1.43)

por otro lado, como las constricciones son holonémicas esclerénomas la energia cinética del
sistema ((1.10)) serd una funcién homogénea de grado 2 y por lo tanto la Lagrangiana toma la
forma :

1 n n o
=3 Z Z aikdign — V(g;,t) (1.44)

j=1 k=1
= T(ij Qj7 t) - V(qja t)

y en consecuencia la Hamiltoniana sera:
H=> g
Z zaqj
.0 .
= Z 455 aq (T(q]7 QJ>t) - V(Q]vt)) - (T(qj7 dj, t) - V(QJat))

" 0T (q;, 4.t ,
J

=2T-T+V

=T+V =F,
en donde se ha usado el teorema de las funciones homogéneas de Eulerﬂ aplicado a la energia
cinética.
Por lo tanto H representa la energia.

n
0
5Sea f una funcién homogénea de grado k y de valores reales definida sobre R™ entonces E x; 3 /
© Tq
i=1

= kf.
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Procedemos ahora a deducir las ecuaciones de movimiento del sistema mediante la funcién
Hamiltoniana:

Como la funcién Lagrangiana L(gj, ;,t) depende de las coordenadas y velocidades gene-
ralizadas, la funcion Hamiltoniana también tendra esa dependencia, asi como de los
momentos y del tiempo, es decir tendremos H = H(q;,q;,p;, 1)

Calculando su diferencial:

n

oL oL oL
dH = dq; + ¢;dp; — —dq; — =——dg;| — —=dt 1.45
jzl {p] q; + q;Ap; d4; 4; 04 qj ot ( )
pero por la definicion de los momentos el primero y el cuarto término en el paréntesis se cancelan

obteniendo:

oL oL

=1 !

Por otro lado, de acuerdo con (A.3)) queremos que H dependa solamente de las coordenadas y
los momentos como funciones del tiempo:

H = H(q;,p5,1) (1.47)
lo que implica que su diferencial debe ser

" oH oH oOH
dH = —dq; + —dp; + —dt. 1.4
Z dg; g + Op; pj + ot (1.48)

J=1

Si queremos que la Hamiltoniana construida a partir de la lagrangiana dependa sélo de las
coordenadas y momentos, necesariamente las diferenciales (1.46]) y ((1.48) deben ser iguales:

“ oL oL "\ OH OH OH
idp; — —dq;, — —dt = —dqg; + —dp; + —dt. 1.49
;QJ Dy 5(]]' q; ot - aqj q; + apj Dj + ot ( )

Igualando los términos correspondientes encontramos

0H 0L _

5 = (G=Tn) (1.50)
o0H ) .
_8pj = gj (J = 1771) (1'51)
o0H oL R
- = "% (7 =1,n). (1.52)

que es el conjunto de ecuaciones que debe satisfacer la funcion H para que:
1) Sea funcién de las coordenadas ¢;, los momentos p; y el tiempo ¢
2) Sea una transformacion de Legendre de la Lagrangiana.
Ahora, si las fuerzas sobre el sistema son conservativas con potencial de la forma V' = V(¢;,t)  (como
es el caso) las ecuaciones de Lagrange son de la forma

d (0L oL -
a ( aq.j) oy G =Tom)
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por lo que al combinar las ecuaciones (|1.50)) con estas obtenemos:

OH ) . —
9g, Vi (j=1n) (1.53)
j
El conjunto de ecuaciones (1.51]) y (1.53) son las llamadas ecuaciones de movimiento de
Hamilton, son 2n ecuaciones diferenciales ordinarias, acopladas, de primer orden en las coorde-
nadas y los momentos generalizados. Integrandolas se obtienen las coordenadas y los momentos
como funciones del tiempo:

q; = q;(t) (j=1,n) (1.54)
pj = p;(t) (j=1,n) (1.55)

para lo cual se imponen 2n condiciones iniciales sobre las coordenadas y sus momentos:

q; = 4;(0) p; = ;(0) j=1n (1.56)

1.2.2. El espacio fase

Una forma usual de estudiar a los sistemas mecanicos es mediante el espacio fase definido
(de una forma sencilla) como una variedad diferencial de dimensién 2n es decir, la dimensién de
este espacio viene dada por las n coordenadas generalizadas y sus n momentos conjugados. En
este espacio cada punto representa un estado definido del sistema. Cuando el sistema evoluciona
en el tiempo el punto describe una trayectoria llamada la trayectoria fdasica.

Es importante observar que propiedades simétricas en los sistemas mecanicos tienen aso-
ciadas propiedades geométricas en el espacio fase. Por ejemplo, si la Hamiltoniana presenta
variables que son ignorables (es decir, aquéllas que no aparecen explicitamente en la expresién
para H), las ecuaciones de Hamilton y nos muestran que sus variables canonicas
conjugadas se conservan.

Supongamos por ejemplo que la coordenada g; no aparece explicitamente en la funciéon H
entonces de acuerdo con (|1.53))
OH ) 0
an Pi
= p; = cte

lo que indica que el sistema se movera en un subespacio (hiperplano) de dimensién n — 1 para
todo tiempo t. Es decir, el sistema se movera en una dimension menos por cada coordenada
ignorable.

Transformaciones canonicas

Se define una transformacién canodnica en el espacio fase como una transformacién biyectiva
que preserva la forma de las ecuaciones de Hamilton. Es decir, es una transformacion de las
variables p;, ¢; a las nuevas variables P; y );, donde

Q; = Q;(p),q:t) P; = P;(pj, qj,1) (j=1,n). (1.57)
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Vamos a deducir ahora las condiciones para que la transformacion (|1.57)) sea canénica, es decir,
para que las ecuaciones de movimiento en las nuevas variables @); y P; sean de la forma :

Q; = OH' /0P, Pj = —0H' /9Q); (j=Tn) (1.58)

donde H'(PQt) es la nueva Hamiltoniana. Las férmulas para las transformaciones candnicas
pueden obtenerse del modo siguiente.
Consideremos el principio de minima accién ﬁ en la forma

J=1

en la cual la variacion se aplica a todas las coordenadas y los momentos independientemente.
Si las nuevas variables Py () satisfacen también las ecuaciones de Hamilton, deben igualmente
verificar el principio de minima accion:

5 / <i PdQ; — H’dt) — 0. (1.60)

Las dos formas y (1.60)) son equivalentes solo si sus integrandos difieren en la diferencial
total de una funcién arbitraria F de las coordenadas, de los momentos y del tiempo; la diferencia
entre las dos integrales (diferencia de los valores de F en los limites de integracién) serd entonces
una constante cuya variacién es nula. Consecuentemente se debe tener:

> pidg; — Hdt = PydQ; — H'dt + dF. (1.61)

j=1 j=1

Toda transformacién candnica serd caracterizada por su funcién F, denominada funcion gene-
ratriz de la transformacién. Escribiendo la relacién anterior en la forma

dF = "pidg; — Y PdQ; + (H' — H)dt, (1.62)
j=1 j=1
se tiene,
p; = 0F/0q;, P = —0F/0Q;, H'=H + 0F/0t; (j=1n) (1.63)

aqui se ha supuesto que la funciéon generatriz estd dada como una funciéon de las antiguas y
nuevas coordenadas y del tiempo: F' = F(q,Q,t). Como F es conocida, las férmulas
nos dan la relacién entre las antiguas variables (p,q) y las nuevas (P, Q), asi como la nueva
Hamiltoniana.

Puede ser conveniente expresar la funcién generatriz no mediante las variables ¢ y (), sino en
funcion de las antiguas coordenadas ¢ y de los nuevos momentos P. Para deducir en este caso
las férmulas de las transformaciones canénicas debemos realizar la adecuada transformacién de
Legendre en la relacion , volviendo a escribirla como:

d(F + Y PQ;) =) pydg;+ Y QudP; + (H' — H)dt. (1.64)
j=1 =1 =1

6Para un sistema mecénico de n grados de libertad este principio dice que si se define la accién como S =
ftf L(q;, i, t)dt, entonces el sistema seguird aquella trayectoria que minimice la accién, es decir, se tendrd 65 =

(5‘/‘:12 L(q“ql,t)dt =0.
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El argumento de la diferencial del primer miembro, expresada en funcion de las variables ¢ y
P, es una nueva funcién generatriz. Denominémosla ®(q, P, t), y se tiene:

p;=08/0q;,  Q;=00/oP;,  H =H+0®/ot.  (j=1,n) (1.65)

De modo andlogo se pueden obtener las férmulas para las transformaciones canodnicas que
encierran funciones generatrices dependientes de las variables p y @), o de las p y P. La relacién
entre la nueva y la antigua Hamiltoniana es siempre de la misma forma: la diferencia H' — H
es la derivada parcial de la funcién generatriz respecto del tiempo. En particular, si la funcién
generatriz es independiente del tiempo, entonces H' = H; es decir, en este caso la nueva
Hamiltoniana se obtiene sustituyendo en H las magnitudes p y ¢ por sus valores en funcion de
las nuevas variables Py Q.

Otra propiedad geométrica relevante en el espacio fase es el teorema de Liouville que des-
cribimos a continuacion.

Teorema de Liouville

Consideremos una regién del espacio fase que evoluciona con el tiempo al desplazarse sobre
su trayectoria. Esta region se transforma al cabo del tiempo, en una regién de forma diferente,
ubicada ademas en otra parte del espacio fase. El teorema de Liouville afirma que a pesar de
la traslacién y el cambio de forma el “volumen”total de dicha regiéon permanecera invariante.
Esto implica que la region en el hiper-espacio que contiene la trayectoria fdsica aunque podria
cambiar de forma conservard el mismo volumen. El producto de diferenciales

dl' = dq1dqs...dg,dp1, dps...dp, (1.66)

puede considerarse como un elemento de volumen en el espacio fase. La integral dI' extendida
sobre cualquier region de este espacio representa el volumen de dicha region. Esta integral
tiene la propiedad de ser invariante con respecto a las transformaciones canénicas, es decir, si
las variables p y ¢ se transforman candnicamente en las variables P, @), los volimenes de las
regiones correspondientes de los espacios p, ¢, P, seran los mismos:

Como es sabido, la transformacion de variables en una integral multiple se realiza por la férmula

en la que,

~0(Q1,..Qn, P, P, . P)
a1, 25 --Gn, P1, D2, -+-Pn)

es el jacobiano de la transformacién. Consecuentemente, la demostracion del teorema se

reduce a demostrar que el determinante de toda transformacion canodnica es igual a uno:

D

(1.69)

D=1

Para dicha demostracion se hace uso de la conocida propiedad de los jacobianos por la cual pue-
den ser tratados como si fuesen fracciones. “Dividiendo numerador y denominador” por d(qu, ...qn, P, Ps, ... P

se obtiene:
_ a(@la Q27 Qna Pla P27 Pn) a(q1> q2, ---9n, P1, P2, pn)

D
a(q17q27 "'qn7P17P27 Pn) a(q1a "'Qnapla Pn)

(1.70)
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Otra propiedad de los jacobianos es que cuando las mismas magnitudes aparecen en el “numerador”y
en el “denominador”, el jacobiano se reduce a otro con menor nimero de variables, y en el cual

las magnitudes repetidas se consideran como constantes y salen fuera de los simbolos de deri-
vacion. De aqui que:

D— 0(Q1Q2, .- Qn) }Pcte./{aa(plpz---pn)

_ete. 1.71
a(Q1Q2-~-Qn) (PlaPQ""Pn) }q ' ( )

El jacobiano del numerador es, por definicion, un determinante de orden n cuyo elemento de
la fila ¢ y columna k es 0Q);/0qy. Representando la transformacién candnica por la funcién
generatriz ®(q, P) en la forma ((1.65)), se obtiene:

0Q: /0y, = 9*®/0qrOP;. (1.72)

Analogamente se encuentra que el elemento de la fila ¢ y columna k£ del determinante del
denominador es igual a 9?°®/9q;0P, .Esto quiere decir que ambos determinantes sélo difieren
en el intercambio de filas y columnas; por tanto, seran iguales, de modo que el cociente es
igual a la unidad, como queriamos demostrar. Supongamos ahora que cada punto en la regién
considerada del espacio fase se mueve en el curso del tiempo de acuerdo con las ecuaciones de
movimiento del sistema mecanico; la regiéon también se movera como un todo, sin que cambie
su volumen:

/dF = cte. (1.73)

esto debido a la invarianza del volumen en las transformaciones canénicas (lo que se acaba de
demostrar) y al hecho de que la variacién de p y ¢ a lo largo del movimiento del sistema puede
representarse como una transformacién canoénica.

1.2.3. Sistemas Hamiltonianos Auténomos

Habiendo construido la funcién Hamiltoniana y mencionado sus propiedades principales,
procedemos a definir los Sistemas Hamiltonianos Auténomos [}
Sea H(q1,q2, ..-Gn, P1, P2, ---Pn) una funcién escalar de clase C? definida sobre una variedad di-
ferencial S de dimensién 2n (i.e. el espacio fase), un sistema Hamiltoniano Auténomo es un
sistema dinamico de la forma:

> {8H oH

T

con ¢ = (x1(t),x9(t), ..., zn(t)) y P = (Tns1(t), Tnya(t), ..., v2n(t)), donde T indica la matriz
transpuesta y

OH OH OH OH OH oH 1"
DH = ) 1.75
[85E1’8$27 "0xy, Oxpi1 OTpis ’&Ezn] (1.75)
La matriz
o 1,
e[ 28] a

estd compuesta por las submatrices I,, y 0, identidad y nula respectivamente, de dimensién
n x n. Finalmente a partir de la condicién inicial (0), la solucién formal de & = f(x) puede
escribirse como z(t) = ®*(x(0)) donde ®': S — S.

"Esta seccién y las restantes del capitulo estan basadas en [1],[15], [16].



1.3. CAOS 17

1.3. Caos

Se presenta aqui la definicién de caos [Devaney 1986, Skokos 2010].

SeaVCSy f: V — V C S campo vectorial en él. Decimos que fes cadtica en V si
1. f es sensible a las condiciones iniciales:
f : V — V se dice sensible a las condiciones iniciales si existen § > 0,A > 0y [ > 0 tal que
para cualquier x en V y cualquier entorno A de x, se puede encontrar un y € A de tal forma
quesil=0,|f%x)— fO(y)| > 8, entonces para l > 0, | fi(z) — fi(y)| = 6- ¢V, donde f! denota
[ aplicaciones sucesivas de f
Esta definicién implica que existe al menos un punto arbitrariamente cercano a «, que eventual-
mente se separard de él exponencialmente, i.e., al menos una cantidad ¢ - eV, luego de aplicar
reiteradamente f
2. f es topoldégicamente transitiva: f : V' — V se dice topolégicamente transitiva si para
cualquier par de conjuntos U, W C V existe [ > 0 tal que f_z(U) NW # 0.
Es decir, existen puntos que se moveran bajo sucesivas aplicaciones del campo vectorial desde
un entorno arbitrariamente pequeno a cualquier otro, consecuentemente el sistema dinamico
no puede ser separado en dos conjuntos abiertos e invariantes que sean disjuntos.
3. Las érbitas periédicas son densas en V.
Es necesario contar con un elemento de regularidad dentro del sistema, siendo el tercer ingre-
diente para considerar a un sistema como cadtico, ademas de la impredictibilidad deducida de la
condicién 1 y la inseparabilidad de 2. No consideramos sistemas totalmente cadticos o integra-
bles, sino el caso mas general que es el de sistemas dinamicos con un espacio de fases dividido,
i.e., donde componentes regulares y cadticas coexisten. Las componentes regulares contienen un
conjunto denso de drbitas periddicas inestables rodeadas de pequenas regiones cadticas, y por
otro lado las componentes cadticas contienen érbitas periddicas estables inmersas en dominios

de estabilidad.

1.3.1. Secciones de Poincaré

Los mapeos de Poincaré (o secciones de Poincaré) son ttiles para estudiar flujos de remolino
tal como el flujo de una 6rbita periédica (o el flujo en algunos sistemas cadticos). Considere un
sistema n-dimensional & = f(x). Dada S una seccién n — 1 dimensional de una superficie. Se
requiere que S sea transversal al flujo, es decir, que todas las trayectorias que comienzan en
S fluyan a través de esta, no paralelas a esta. La seccion de Poincaré P es un mapeo de S en
si misma, obtenida por seguir trayectorias de una interseccion con S a la siguiente. Si ¢y € S
denota la k-ésima interseccion, entonces la seccién de Poincaré esta definida por

Supongamos que x* es un punto fijo de P, es decir, P(x*)= z*. Entonces una trayectoria que
comienza en x* regresa a x* después de algin tiempo T, y es por eso una orbita cerrada para
el sistema original & = f(x). Ademads, con mirar el comportamiento de P cerca de este punto
fijo, podemos determinar la estabilidad de la 6rbita cerrada.

En consecuencia, la seccion de Poincaré convierte problemas de orbitas cerradas en problemas
sobre puntos fijos de un mapeo.
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Figura 1.1: Seccién de Poincaré.

1.3.2. Exponente de Lyapunov

Consideremos un sistema dindmico continuo definido sobre una variedad diferenciable S,
donde <I;t(w) = x(t) caracteriza el estado del sistema al tiempo ¢, cuando a tiempo ¢ = 0 su
estado es x(0) = x(. El estado del sistema luego de dos intervalos de tiempo consecutivos ¢ y
t’, estard dado por las siguiente ley de composicion: ot = P o Pt
Ademas, el espacio tangente a & se mapea en el espacio tangente a (f)t(m), por medio del ope-
rador d,®' y de acuerdo a la regla @(t) = d,®"(w(0)). Ahora bien, la accién de dicho operador,
que actia sobre el espacio tangente (por tanto sobre los vectores ), en intervalos de tiempo
sucesivos, satisface la ecuacion:

@ = dg, " o d,P".

Es de interés analizar el comportamiento asintético del operador mencionado cuando ¢ — oo.
Para ello suponemos primero que nuestra variedad S cuenta con alguna métrica denotada por
|||, pudiendo definir la cantidad:

R
il

Ay(x)

Y

llamado factor de crecimiento (decrecimiento) en la direccién w. Si
) 1
lim sup—InAi(x) > 0
t—00 t

decimos que tenemos divergencia exponencial en la direccién de 0.
De esta manera se puede tomar,

) 1
A= tliglo sup;lnAt(a:) (1.78)

donde A es nombrado el exponente Maximo de Lyapunov E](MLE por sus siglas en inglés).
El MLE es una cantidad que caracteriza la razén de separacion de orbitas infinitesimalmente
cercanas. Cuantitativamente, dos trayectorias en el espacio fase con separacién inicial ||@(0)]|
divergen (siempre que la divergencia pueda ser tratada dentro de la aproximacién lineal) a
una razén dada por ||[W(t)|| = ||d,®5(0)]] ~ eM|w(0)||. El MLE determina una nocién de
predictibilidad para un sistema dinamico. Un positivo MLE es usualmente tomado como una

8Las condiciones sobre la existencia de \ se pueden consultar en [13].
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indicacién de que el sistema es cadtico mientras que si es negativo o cero el sistema serd regular.
Por otro lado, el tiempo de Lyapunov es la escala de tiempo caracteristico en la cual un sistema
dindmico es cadtico. Este estd definido como el inverso del exponente Méaximo de Lyapunov [2].

T=1 (1.79)

El tiempo de Lyapunov refleja los limites de predictibilidad del sistema. Por convencién, esta de-
finido como el tiempo para el cual la distancia entre trayectorias cercanas del sistema se incre-
mente por un factor exponencial [10].

1.4. Exponente de Lyapunov en Sistemas Hamiltonianos

Una forma de cuantificar el caos es entender como es la evolucién temporal de los vectores
que describen las desviaciones respecto de una érbita base o de referencia: w . Estos vectores
evolucionan en lo que se conoce como el espacio tangente I',S de S. Si definimos como
dxqgt I8 — Fi)t(m)S , entonces la evolucion temporal de w esta dada por

w(t) = d, @' (w(0)), (1.80)
con t > 0. Entonces, en el caso de sistemas Hamiltonianos auténomos, una érbita de referencia

at=0
W(0) = (0z,(0), 2, (0), .--02,(0))

asociado a la solucién & = ®'(x(0)), evoluciona en I',S de acuerdo a las denominadas ecua-
ciones variacionales linealizadas :

*:DYﬂﬂyw:ﬁ%%@~w:A@~@ (1.81)
donde A(t) = [Jy, - D* H(z(t))], con
O*H N
D*H (z(t));; = o By BI=LIn (1.82)

la matriz Hessiana de la Hamiltoniana H calculada sobre la érbita de referencia x. Las ecuacio-
nes w(t) = A(t)-w(t) representan un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales con respecto
a W a coeficientes variables debido a la dependencia de A(t) con la 6rbita de referencia que se
utilice, la cual es funcion del tiempo t. Luego, su solucion puede ser escrita como

B(t) = Y(¢) - (0), (1.83)

donde a Y (t) se la denomina matriz fundamental de soluciones del conjunto especifico de
ecuaciones diferenciales mencionado, y satisface la ecuacion:

—

Y(t)=Df(z(t) Y(t) = At) - Y (1), (1.84)

con Y (0) = Ioy.
De este modo el exponente de Lyapunov de acuerdo a (1.78) estd dado por

i sk (1Y 0 70
=t (B ) )



20

CAPITULO 1. MARCO TEORICO



Capitulo 2

El Modelo Resorte-Péndulo

En la mecédnica la dindamica que involucra sistemas de resortes, péndulos, poleas, rotores,
pistones es empleada por la humanidad en muchas de sus aplicaciones para el desarrollo de
maquinaria, sistemas de control etc. La dindmica Hamiltoniana no se limita al estudio de
sistemas mecdnicos, ya que este formalismo se puede aplicar también en la mecénica celeste [4],
sistemas cudnticos en aproximaciones cldsicas para modelos atémicos [7], nucleares [5] y otros.
En el presente trabajo de tesis se analiza un modelo Hamiltoniano para estudiar un sistema
mecanico resorte-péndulo. En este sistema el resorte y el péndulo estan acoplados entre si bajo
la interaccion del potencial gravitacional como se muestra en la figura [2.1

YrTY

Figura 2.1: Diagrama del sistema resorte-péndulo, m; es la masa fija al resorte de constante k y ms
la masa del péndulo con longitud I.

La dinamica del sistema se da en el plano y esta sujeto a dos constricciones que limitan su
movimiento: la primera es que la distancia [ entre las masas m; y mo es constante y la segunda
es que la masa my se mueve solamente a lo largo de la posicién vertical (esto con el objeto de
simplificar los grados de libertad que presenta el sistema).

Teniendo en cuenta las dos constricciones, la dindmica de m; y msy se puede describir en térmi-
nos de dos grados de libertad, los cuales son:

1. y : la posicion vertical de m; respecto a un punto fijo arbitrario (que en este caso se ha

21



292 CAPITULO 2. EL MODELO RESORTE-PENDULO

tomado a una distancia yg, donde yg es la longitud original del resorte al ser colgado en
ausencia de las masas).

2. 6 : el angulo que forma el péndulo con masa mqy respecto de la vertical.

2.1. Deduccion de la funcién Lagrangiana

El modelo matematico propuesto para describir la dinamica del sistema de la figura [2.1
considera que éste esta aislado por lo que no hay pérdida de energia a través del tiempo. La
descripcion tedrica se plantea con ayuda de la mecanica analitica por medio de su funcién
Hamiltoniana.

Como ya se mostré en el capitulo 1 la forma usual de obtener la Hamiltoniana es a partir de
su Lagrangiana. En esta seccién se construye la funciéon Lagrangiana donde L = L(y, 0,9, 9),
siendo y,0 las coordenadas generalizadas y g),é sus respectivas velocidades.

Las posiciones de my y ms estdn dadas por (x1,41) vy (22, y2) respectivamente; debido a que se
plantea la restriccién del movimiento de la masa m; en la direccién vertical solamente, se tiene
x1 = 0 para todo tiempo. Por lo tanto, de acuerdo a la figura las posiciones de las masas

con sistema de referencia en yg son:

I = 07
=Y,
para mq y para mes
Ty = lsend,

Yo = Y1 + lcost = y + lcosh.

Las energias cinéticas toman la siguiente forma,

1 .
T, = §m1y2,

1 1 . : 1 . .
Ty = §m2(35'22 +1jp%) = §m2[(lsem9)2 + (y + lcosG)Q] = §m2[(l90039)2 + (9 — l0send)?]

1 . . .
= §m2[l2(9200320 + 9% — 2ly0send + 126%sen?d)

1 . .
= 5 (1207 + 9 — 2lyfsend).

Las energias potenciales del resorte y del péndulo estan dadas por,
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1
Vi= §k’yQ — migy,
Vo = —magys = —mag(y + lcost)
considerando y como la distancia medida desde el punto de relajacién del resorte en ausencia

de masas (yg).
De este modo la funciéon Lagrangiana (|1.39) resulta

L=T-V=NT+T-Vi—-V,

1 1 . . 1
= §m1y2 + §m2[l202 + 9% — 2lyfsend] — §k‘y2 + magy + mag(y + lcost)
1 .2 1 2 '2 . A 1 2
= §(m1 + mo)y” + §m2l 0° — molyfsent — §ky + (my + ma)gy + maglcosh. (2.1)

2.2. Construccion de la funcion Hamiltoniana
A partir de la funcién Lagrangiana ([2.1]) se obtienen los momentos canénicos definidos por
(T.42):

oL

Py = (9_y = (my +mso)y — mglésene, (2.2)

Py = g—g = mol?0 — molysend. (2.3)

Que en forma matricial se ven asi

Py \ [ mit+my —malsend Y
pe )]\ —malsend mol? 0 )’
donde el determinante de la matriz estda dado por:
A = (my + ma)mal® — m3l*sen?d

= mymal® + m3l* — m31%sen0

= mal?(my + my — masen?d)

= mal®(my + my(1 — sen?d))

= mal?(my + mycos®0),

este determinante siempre es positivo (ya que m; > 0,my > 0), por lo que la matriz del sistema
tiene inversa y esta dada por:

1 ( mol?  moylsend ) 1 < mol?  maylsend )

mal2(my + maycos?0) \ malsentl my + my T A\ molsenf mq + mo

Asi, las velocidades generalizadas pueden expresarse en términos de las coordenadas y de sus
momentos generalizados de acuerdo con (A.5)), por lo tanto
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gy _ 1 mol?  maylsend Py
0 ] A\ malsenf my+ms Do

o en forma equivalente,

mal? molsend mal?p, + malsenfpy
- 2 s Pyt 2 2P0 = 2 2 (2.4)
mal?(my + macos?0) mal?(my + macos?0) mal?(my + macos?0)
- lsenf lsent
j— molsen py+ my + mo Dy = malsendp, + (mq + m2)pe (2.5)

© mal2(my + mycos?6) mal?(my + macos?0) meol?(my + macos?0)

Debido a que la funciéon Hamiltoniana es una transformacion de Legendre de la Lagrangiana,
ésta serd funcién de las coordenadas y de sus momentos asociados (y, 0, py, Ds):

H(y,0,py,10) = pyy + ped — L(y,0,9,0). (2.6)

Al sustituir tanto L (2.1)) como las velocidades generalizadas (2.4)) y (2.5]) en (2.6]) y simplificando
(ver Apéndice [B)) se obtiene la funciéon Hamiltoniana:

mal®p,? + 2malsendp,pg + (M1 + ma)pe’
2mal?(my + macos?6)

H(y7 67py7p9) =

1
+ ékyZ — (my1 + me)gy — maglcost. (2.7)
A partir de la Hamiltona las ecuaciones de movimiento son:

. OH _ lp,+ senflpy
4= Opy ~ 1(my + macos®0)

(2.8)

b 8_]—] _ mgalsenbp, + (m1 4+ ma)pe

(2.9)

Opy  mal?(my + mycos?6)

) OH
Dy = _8_y = —ky + (m1 +ma)g (2.10)

. oH
Do = 90

lcosf(my + macos®0)pype + [Mmal®py? + 2malsendpypy + (m1 + ma)pe?)](cosdsend)
12(mq 4+ macos?0)?

— maglsent (2.11)

2.2.1. Puntos criticos

En el analisis de la estabilidad o inestabilidad de las soluciones en el espacio fase, es importante
determinar primero las soluciones de equilibrio, las cuales corresponden a los puntos criticos del sistema
: : . __ [OH OH OH OH1T _ : .
Hamiltoniano & = [%, Bpg? — By —%g )" donde x = (y,0,py,py), es decir debe resolverse & = 0 para
T.

De la primera ecuaciéon de Hamilton
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. OH lpy + senblpg
g = _

- 2 -0
Opy  U(m1 + macos?0)

= Ipy + senblpg = 0
multiplicando esta ecuaciéon por mssentl obtenemos:
malsentp, + m256n29p9 =0.
Ahora, de la segunda ecuacién

. OH  malsenfpy + (m1 + m2)pg
0 = — = - 0
Opeg mal?(my + maocos?6)

= malsendp, + (mi + ma)pg =0
= malsentp, = —(m1 + ma)pe

y sustituyendo este resultado en (2.12)) se obtiene:
masenfpg — (m1 + ma)pg = 0

= py[masen?d — (my +mso)] =0
= pglma(sen?d —1) —my] =0
= —pp(macos*d +mq) =0
=pg =0

yva que el segundo factor es estrictamente positivo.
Como py = 0, se obtiene de inmediato de (2.12) que

py = 0.
Por otro lado, de la tercera ecuacion de Hamilton

. OH
Py = _aiy =—ky+ (m1+ma)g=0

=y=(m + mz)%

Finalmente, usando que tanto p, como py son cero la cuarta ecuaciéon de Hamilton py =

reduce a
—meglsen = 0

de la cual obtenemos
0 = +nm, n € NU{0}.

Por lo tanto, fisicamente nuestro sistema tiene dos puntos criticos:

@ = (M%,0,0,0), Ty = (M%,W,O,O)

25

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

0H __
—W—OSG

(2.18)

(2.19)

(donde M = my + mg). Obsérvese que este par de puntos son andlogos a los puntos criticos de un
péndulo simple de masa M de los cuales el primero x; es estable y el segundo x5 es inestable.
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2.2.2. Energia minima

Para fines practicos es importante tener la magnitud de los intervalos de energia que el sistema abar-
ca. Debido a que el modelo tedricamente es Hamiltoniano, la condicién inicial establece la energia del
sistema en todo su movimiento, es decir, a lo largo del movimiento del sistema E = H (yo, 60, pyo, Poo)

y ademas
E € [Enin, 0) (2.20)

para una configuraciéon de parametros fijos mi,ma,l, k y g, donde E,,;, es la energia minima del sis-
tema.

Figura 2.2: Diagrama del sistema en la posicién de equlibrio. En esta configuracion la energia del
sistema es £ = Fnin.

La energia minima del sistema se encuentra al evaluar la funcion Hamiltoniana en el punto critico
estable &1 que corresponde a la configuracién de la figura 1} Sustituyendo x, = (M %, 0,0,0) en
(2.7) se tiene:

mal?(0)? 4 2malsen(0) - 0-0 4+ M0? 1 g5 g
Emin =H = MO Z vy — !
(1) 2mal2(my 4 mocos?(0) + 5 ( k:) g( k) maglcos(0)
M2g2
=-—g Mgl (2.21)

Cuando el sistema se implementa experimentalmente la disipacién de energia asociada a la friccion
hace que el sistema tienda a una configuracién de reposo con energia minima FE,,;, (ver figura [2.2]).
Es decir, a lo largo del movimiento del sistema E — F,,;,.

2.3. Energia del sistema

Al considerar pardmetros fijos en el sistema y condiciones iniciales de reposo, la Hamiltoniana ([2.7))
se reduce a

1
H(y,0) = ik‘y2 — (m1 + ma2)gy — maglcost. (2.22)

Esta ecuacion representa la energia F = H del sistema en funcién de la condicién inicial (y,0) y
serd constante a lo largo del movimiento del sistema.
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A modo de ejemplo, en la siguiente figura se muestra la energia F en funcion de y —y. y € para valores
fijos de los pardmetros E| mi,mo, L,k y g.

0.03}
0.02}

__ 001
.E. i
::_\‘-“‘ D.DD;
= :
~0.01]

~0.02}

~0.03}

Figura 2.3: Energfa del sistema en términos de la condicién inicial (y,6) para valores de los pardmetros:
my = 0.0153kg, mg = 1.41g,1 = 12cm, k = 6.3N/m y g = 9.779m /s> .

Como se aprecia en la fig los tonos oscuros representan la zona de energias bajas, mientras
que los tonos claros representan la zona donde la energia es alta. Obsérvese que la energia minima se
encuentra en la zona més oscura y corresponde al punto (y,6) = (y.,0) = (%, 0).

Obsérvese también que si (y,6) # (y.,0) para la energia E siempre se tiene que E > Epip.

La dinamica de las soluciones es sensible a los intervalos de energia que se consideren en base a la

condicion inicial como se observa en la siguiente seccion.

2.4. Comportamiento de soluciones

Una vez que se tiene el Hamiltoniano del sistema se puede implementar el modelo computacional-

mente, para lo cual se resuelven las ecuaciones de Hamilton (2.8)-(2.11) numéricamente en Wolfram
Mathematica [21] mediante el método Runge-Kutta, el cédigo utilizado puede consultarse en el Apéndi-
ce
Una forma en que se puede estudiar la dindmica del sistema es fijando los parametros g, [, k, my y
my vy variando la condicién inicial.
A continuacién se analiza el comportamiento de las soluciones del sistema para una eleccién arbitraria
de pardmetros: my = 15.3g, mg = 1.41g, | = 12cm, k = 6.3N/m, g = 9.7818m/s? y condicién inicial
de la forma x(y,0,py,ps) = (vi,0:,0,0) utilizando secciones de Poincaré. La figura muestra la
secciones de Poincaré en el plano pg-f, las cuales se generan con el corte de la superficie p, = 0 para
diversas condiciones iniciales, para cada caso se muestra su energia y su exponente de Lyapunov A.

'Los valores de los pardmetros en la figura corresponden a los de uno de los experimentos realizados en esta
tesis, como se vera en los capitulos siguientes.
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Figura 2.4: Seccién de Poincaré con corte p, = 0 y condicién inicial en reposo. Cada seccién corres-
ponde a una sola condicién inicial. (a) y; = ye + 0.5cm, 6; = 4°, E = —3.68067m.J, A\ = 0.0065~ %, (b)
Yi = ye+3.4cm, 0; = 170°, E = 3.15091m.J, A\ = 3.345~ 1, (¢) y; = ye, 0; = 127.7°, E = —1.10831m.J, A =
0.34s7 1 (d) y; = ye, 0; = 170°, E = —0.490491m.J, A = 1.10s7 %, (e) y; = y. + 2.8cm, 6; = 0.0001°, E =
—1.30593m.J, A = 0.655~ %, () y; = ye + 3.4cm, 0; = 0.0001°, E = —0.13413m.J, A = 1.357!. La energia

minima para estos casos es Fpip, =

—=3.77553mJ .
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Como se ve en la figura el comportamiento de las soluciones depende de la condicién inicial,
en algunos casos se presenta caos, en uno regularidad y en otros zonas mezcladas.

En el caso (a) para desplazamientos y dngulos pequenos se encuentra regularidad en las soluciones.
Por otra parte, en el caso (b) se encuentra que para desplazamientos y angulos grandes se obtiene
comportamiento cadtico. Los casos restantes muestran dos formas en que se puede generar el caos: por
un lado (¢) y (d) muestran la transicién de las soluciones hacia el caos por medio de la variacién del
angulo cuando el desplazamiento es pequeno; mientras que los casos (e) y (f) exhiben dicha transicién
para dngulos pequenos cuando se incrementa el desplazamiento. El caso (b) a diferencia de los otros
casos cadticos presenta una dispersiéon en la seccién de Poincaré sin islas de estabilidad como las de
las figuras (c) y (e). Estas diferencias en la seccién de Poincaré son nombradas como caos duro y caos
suave [14].

En el capitulo 4] se hace un estudio a detalle sobre la relacién energia-caos mediante el exponente
de Lyapunov A para algunos valores fijos de los pardmetros y distintas condiciones iniciales.
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Capitulo 3

Implementacion experimental del
modelo Resorte-Péndulo

3.1. Montaje experimental

Con colaboracién del Laboratorio de Mecanica de la Facultad de Ciencias de la UNAM se procedié a
hacer el montaje experimental: Figura (3.1

Montaje experimental
. Material:
1. Resorte (@)
2.Masa1 (consistede: un
tornillo, 2 tuercasy 2 rondanas).
- 3.Masa 2 (bolita de plastilina)
- 4. Regla horizontal (1)
p 5. Hilo 1)
6. Varilla 4)
7. Plomada (1)
8. Regla vertical (
(

| 9. Pinzas de tres dedos
~ 10. Tirade acetato

~ 11. Nueces (
12. Soporte universal (1

Figura 3.1: Montaje experimental del sistema resorte-péndulo.

A continuacién se describe la implementacién del resorte, el péndulo y como fueron ensamblados.

3.1.1. Resorte

Se utilizé un resorte de tension pues se observé que este tipo de resorte es adecuado para el experi-
mento, ya que éste oscila de manera uniforme cuando se le acopla una masa (como lo requiere nuestro
modelo tedrico). Este resorte obedece la ley de Hooke para pequenas deformaciones. La determinacion
de la constante k del resorte se hizo de la siguiente manera: Se dispuso el resorte verticalmente y se
fij6 en su parte inferior una masa de 0.035kg + 0.05g . Se permitié que el sistema llegara al reposo y
a continuacion a la masa se le aplicé un pequeno desplazamiento yy = 0.022m + 0.25 cm respecto a
su posicién de equilibrio y. y se le solté para dejarla oscilar libremente. Las oscilaciones de la masa se
grabaron con una cdmara Fine Pix 51000 fd. de 30 cuadros por segundo para obtener datos de distan-
cia y tiempo que fueron analizados posteriormente por medio del programa Tracker Video Analysis [I§].

Con los datos experimentales se construy6 una gréfica de puntos. En esta grafica se midi6 la
distancia entre pares de crestas y valles para encontrar el periodo, el cual resulté T = 0.46s de

oscilacion ver figura |3.2

31
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Figura 3.2: Gréfica de oscilacién del resorte empleado en el experimento. La curva azul es la curva
coseno y = [0.022 —mg/k|coswt +mg/k que aproxima la dispersién de puntos roja (ver apéndice |D.I)).

A partir de la relacién T = 27/w se obtuvo una frecuencia de oscilacién de w = 13.46 rad s~ !

Ahora, por medio de la relacién para movimiento arménico simple w? = k/m se obtuvo un valor para
la constante del resorte de k = 6.3 N/m.
Para implementar el sistema resorte-péndulo, por medio de la argolla que tiene el resorte en su parte
inferior se incrusté un tornillo con dos tuercas y dos rondanas, dando una masa total de my; = 0.0153kg
+ 0.05 g cuya funcién es la de otorgar la masa m; acoplada al resorte y el mecanismo de eje sobre el
cual se monta el péndulo. Para fijar el sistema se utilizaron 4 varillas ( 2 cortas (50 cm) y 2 largas (1
m)) y 4 nueces. El resorte se fijé con ayuda de las varillas de 50 cm (una de ellas colocada de forma
transversal a la otra) y se aseguré en su base en forma rigida para eliminar el movimiento de libracién
con el objeto de mantener la constricciéon del modelo (ver figura [3.1]) .

3.1.2. Péndulo

Para los péndulos empleados en el experimento se usaron tiras planas rigidas de acetato de lcm
de ancho y se trabajaron tres longitudes: 4, 8 y 12 cm 4+ 0.5 mm. Cada tira se perford en un extremo
utilizando una perforadora para incrustar el tornillo sobre ésta y en el extremo inferior de cada tira se
fij6 una masa de plastilina de magnitud mo kg + 0.05g para implementar el péndulo. Como se vera a
continuacién, se seleccionaron 18 valores para mso. Para establecer la condicién inicial angular 6, el
péndulo se manipulé mediante un hilo fijo a la masa ms con el fin de perturbar lo menos posible el
sistema (ver figura . Las reglas se utilizaron para tener una escala y obtener datos experimentales
del movimiento mediante el programa Tracker Video Analysis.
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3.2. Casos experimentales realizados

Para analizar la susceptibilidad del modelo ante cambios en los pardametros y las condiciones
iniciales se realizaron 18 experimentos agrupados en tres longitudes diferentes: [ = 4,8 y 12 cm + 0.5
mm, variando el valor de my para cada caso, mientras que la masa m1, g y k se mantuvieron fijos. En
la siguiente tabla se muestran los parametros y la condicion inicial de los 18 experimentos realizados
ademds de su energia minima (E,,;, = —M—;gﬁ —mggl) y su energia inicial (F; = %kyf —(m14+ma2)gy; —
maglcosh; ).

Figura 3.3: Casos trabajados experimentalmente. Para los 18 experimentos m; = 0.0153kg, g =
9.779m/s%[3], k = 6.3N/m.
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Adicionalmente, los 18 experimentos se pueden mostrar empleando un grafico de longitud-masa
del péndulo con su energia minima respectiva representada por curvas de nivel (ver figura (3.4)).

0.14F

A

1415 16 17 18

012

o.10l Enmin[mJ]

B

0.08}
L[m]

006+

0.04+

002+

0.00+

0.0005 0.0010 0.0015 0.0020
mp[Kg]

Figura 3.4: Energfa minima en funcién de la longitud y la masa del péndulo para los experimentos
realizados.

Para analizar més adelante el modelo en funcién de mo y [ se escogieron los valores de los pardame-
tros de los experimentos 18 y 9 los cuales se marcan con A y B respectivamente en la figura
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Los datos experimentales de movimiento para los casos mostrados en la figura [3.3| se obtuvieron
con el programa Tracker Video Analysis [18§].
El intervalo de tiempo entre cada cuadro de los videos tomados fue de 1/30 segundos, es decir,

de 30 cuadros por segundo. El tiempo final de grabacién para cada experimento varié entre 0.6 y 0.9
segundos.
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Figura 3.5: Ventana del programa Tracker utilizado para obtener los datos experimentales.

Una vez fijo el sistema de referencia, con el programa Tracker (ver figura|3.5|) se obtuvo el dato de
posicién para las dos masas y se comparo6 con su valor correspondiente en el modelo tedrico como se
muestra a continuacién.

3.3. Comparacion tedrico-experimental

Las incertidumbres experimentales se obtuvieron a partir de los pixeles de los videos analizados,
dicho célculo se puede ver en el apéndice [D.2]

Para cuantificar le relacion entre el modelo y el experimento se obtuvo la recta de regresion lineal
y el coeficiente de correlacién R para cada experimento para las variables y y 6. Un ejemplo particular
de este cédlculo se puede consultar en el apéndice
A continuacién se presenta el andlisis respectivo para cada una de las tres longitudes trabajadas. Para
cada longitud se presenta un caso representativo.

3.3.1. Casos para l = 12cm

Para esta longitud se realizaron 5 experimentos, en los cuales la masa del péndulo se varié desde

0.91g hasta 1.41 g. La condicién inicial para esta longitud es de la forma x(y, 6, p,, pe) = (vi, 6:,0,0),
donde y; ~ ye.
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Como caso representativo de esta longitud se muestra el experimento 18:
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Figura 3.6: Comparacién tedrico-experimental para ms = 1.41g,1 = 12¢cm.
Condicién inicial y; = y. — 0.002m,6; = —66.3° . La curva azul corresponde a la solucién numérica y
la curva roja corresponde al experimento.

Como se ve en la figura [3.6] el modelo propuesto para describir el comportamiento del sistema en
este experimento es totalmente predictivo, ya que la curva tedrica estd acotada por las incertidumbres
de la curva experimental para las dos variables y y 6 en un intervalo de grabacion de 0.6 segundos.

A continuacién se presenta la grafica de correlacién para cada experimento con [ = 12 cm.

095

09 +

LY
ma
- T T T T
14 15 16 17 18

0.85 +
0.8 +

075

Figura 3.7: Coeficiente de correlacién R para los experimentos 14, 15, 16, 17 y 18 con | = 12¢m con
0 <t <0.6s, para las variables y y 6.

De la figura se aprecia que el modelo tedrico para esta longitud es acertado pues el coeficiente
R esté cerca o por arriba de 0.85 para todos los casos. Obsérvese que para este caso la correlacion
para la variable angular 6 es superior a la de la variable y para todos los experimentos.
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3.3.2. Casos para |l = 8cm

Para esta longitud se realizaron 7 experimentos, en los cuales la masa del péndulo se varié desde
0.83g hasta 1.43 g. La condicién inicial para esta longitud es de la forma x(y, 6, py,po) = (¥i,6:,0,0),
es decir, en reposo, con un desplazamiento inicial y; y un angulo inicial 6;.

Como caso representativo de esta longitud se muestra el experimento 9:

LN A
\
=

ts) o ,tts)

Figura 3.8: Comparacién tedrico-experimental para ms = 1.03g, | = 8cm.
Condicioén inicial y; = y. + 0.01m, 0; = —80.1°. La curva azul corresponde a la solucién numérica y la
curva roja corresponde al experimento.

Como se ve en la figura [3.8 para el experimento 9 el modelo trabaja bien para intervalos de tiempo
cercanos a 0.3 segundos para la variable y, obsérvese que en esta variable el modelo logra cubrir un
ciclo del movimiento. Por otro lado, para la variable angular 6 el modelo es totalmente predictivo en
todo el intervalo de grabacién de 0.9 segundos.

A continuacién se muestra el coeficiente de correlaciéon R para los experimentos 7, 8, 9, 10, 11, 12
y 13 de longitud = 8 cm :
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Figura 3.9: Coeficiente de correlaciéon tedrico-experimental R para las variables y y 6 para cada
experimento con [ = 8cm con 0 <t < 0.6 s.

Como se observa en la grafica de barras, el modelo presenta una buena correlacién para un intervalo
de tiempo t = 0.6 s. Obsérvese que para esta longitud la correlacién de la variable 6 es mayor a la de
la variable y para todos los experimentos.
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3.3.3. Casos para |l = 4cm

Como se aprecia en la figura [3.3| para esta longitud se realizaron 6 experimentos en los cuales la
masa del péndulo se varié desde 0.6 hasta 1.2 g. La condicién inicial para esta longitud es de la forma
x(y,0,py,p0) = (¥i,0;,0,0) con y; = y. , es decir, en reposo y a un adngulo inicial 6.

A continuacién se muestra el experimento 3:
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Figura 3.10: Comparacién tedrico-experimental para mq = 0.9¢g, 1 = 4cm.
Condicién inicial y; = y. — 0.002m, §; = —119.8° . La curva azul corresponde a la solucién numérica y
la curva roja corresponde al experimento.

Como se aprecia en la figura para este caso la curva tedrica ajusta bien a la curva experi-
mental hasta los 0.33 segundos aproximadamente para la variable y mientras que para la variable 6 lo
hace a 0.2 segundos . Para este caso se observa que la energia del experimento comienza a disiparse
en 1/3 de segundo aproximadamente.

A continuacion se muestra el coeficiente de correlacién entre la solucién tedrica y la solucién
experimental para cada experimento con [ = 4 cm.
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Figura 3.11: Coeficiente de correlaciéon R entre las soluciones tedrica y experimental para las variables
y v 0 para los experimentos 1, 2, 3, 4,5y 6 con 0 <t < 0.367 s .

Como se ve en la figura[3.11]la correlacién para ambas variables y, 6 estd arriba de 0.8 para todos los
experimentos de esta longitud . Se puede decir que para esta longitud el modelo es acertado a t= 0.367s.
Sin embargo, el tiempo en que el modelo es aplicable es muy corto debido a que experimentalmente
la energia se disipa muy répido.
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3.3.4. Observaciones experimentales generales.

1. En el caso I= 12 cm influye menos la disipacion de la energia, de hecho, en este caso el modelo
es completamente predictivo para las dos variables y y 6 para un tiempo de 0.6 s.

2. La disipacion de la energia del experimento para los casos [ = 4 cm y [ = 8 ¢m comienza a ser
significativa a 1/3 de segundo aproximadamente para la variable y pues la curva tedrica deja de
ajustar bien a los valores experimentales a esos tiempos. Por lo que en estos casos el modelo es
util a este tiempo.

3. La variacion sobre el valor de la masa del péndulo para una longitud [ fija no reflejé6 un com-
portamiento especifico sobre los experimentos realizados.

4. La correlacion R para la variable 6 disminuye al disminuir la longitud del péndulo.
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Capitulo 4

Implicaciones y aplicaciones a bajas y
altas energias.

En el presente capitulo se muestran algunas caracteristicas del modelo resorte-péndulo en funcién

de la energia del sistema. Particularmente se estudia la relacién entre la energia del sistema y el com-
portamiento regular o cadtico de sus soluciones.
A bajas energias el sistema presenta una dindmica regular y es posible encontrar sus soluciones analiti-
cas que corresponden a funciones de Mathieu para la variable angular 6. A partir de las frecuencias
naturales de estas soluciones se postula la implementacion del modelo en sistemas de sincronizacion.
Por otro lado, para altas energias la dindmica no lineal del sistema se estudia mediante mapas de caos
y regularidad en funcién de condiciones iniciales variadas para valores fijos de los parametros. Como
una aplicacién de la dindmica cadtica del modelo a altas energias se propone una forma de generar
cadenas pseudoaleatorias de ceros y unos con el fin de encriptar informacién.

4.1. Aproximacion integrable a bajas energias.

En la figura[2.4] (a) el comportamiento de las soluciones muestra regularidad de acuerdo a la seccién
de Poincaré. Como se puede ver, la energia de esta trayectoria es muy cercana a la energia minima,
va que F — Epn = 0.09mJ. A continuacion se encuentra una solucién analitica para la dindmica del
sistema resorte-péndulo bajo la hipdtesis de tener energias pequenas.

4.1.1. Soluciones analiticas al modelo integrable

Cuando se consideran condiciones iniciales en reposo sobre las ecuaciones de Hamilton —,
con desplazamiento y y angulo 6 pequenios, pueden encontrarse sus soluciones de forma analitica. Para
encontrar estas soluciones se supone a priori que el resorte se comporta como un oscilador arménico
simple y por lo tanto satisface:

ity =9 y(0) = y;,9(0) =0, (4.1)

donde M = mj + mg, por lo tanto la solucién en y esta dada por

y(t) = {yi _ ]‘ig] COS\/EI: + % (4.2)

para verificar que esta hipétesis es correcta a energfas bajas, se compara la solucién (4.2)) con la
solucion numérica de las ecuaciones de Hamilton.

41
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Figura 4.1: Comparacién de la solucién numérica de las ecuaciones de Hamilton (curva azul) y la
grafica de la solucién (4.2) (puntos rojos) para la variable y. Condicién inicial y = y. + 0.5cm, 6 = 4° .

A modo de ejemplo se puede tomar el caso (a) de la figura correspondiente a bajas energias (ver
figura .

Como se puede apreciar, ambos resultados para la variable y son equivalentes entre si por lo que
se puede considerar valida la hipdtesis de la soluciéon armonica en la dinamica del resorte cuando la
energia del sistema es cercana a la energia minima.

Al tomar la aproximacion de dngulos pequenos senfl ~ 6 y cosf ~ 1, las ecuaciones de Hamilton
se simplifican y se puede demostrar (ver apéndice que la variable angular 6 satisface la siguiente
relacién,

gh — 03+ 16 =0 (4.3)
éé+[?—ﬂ0_o. (4.4)
Como se ha demostrado, a bajas energias la solucién arménica para la variable y satisface j = —ﬁy+ g
y empleando (4.2))
o K, Mg k,
Yy=—77 ¥ | o5\ 2t

Al sustituir este resultado en (4.4)) ésta se reduce a

9., k4 Mgl E =
l+lM [yz k]cos Mt 0 =0, (4.5)

la dindmica de esta ecuacién equivale a la de un péndulo sin disipacién y con un forzamiento externo
(ver [9] pag. 80).

En la literatura la ecuacién se puede identificar como una ecuacién de Mathieu [I1] la cual
tiene la forma

=0+

Z 4 (a —2qcos(2x))z =0
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La ecuacién de Mathieu es una ecuacién de Hill con un modo arménico. La solucion de la ecuacién de
Mathieu esta dada por
Z(t) = 010(a7 q, .fL') + CQS(av q, ':U)a

donde C(a,q, ) es la funcién coseno de Matheiu y S(a, g, z) la funcién seno de Matheiu.
Por lo tanto la solucién general de (4.4) es

4gM 2gM —2ky; 1 | k 4 e dgM 2gM —2ky; 1 kt
N\ w2V

Q(t)zclc( Kl W oVt

Para condiciones iniciales 6(0) = 6;, 9(0) = 0 se encuentra que
Ccl1 = 92‘, Cy = 0.

Quedando finalmente la solucién para el angulo como:

dgM 2gM — 2ky; 1
927 29 Ry ””’) (4.6)

e(t):9i0< kl Kl o\ ot

En la figura se compara esta solucién analitica con la soluciéon numérica del sistema Hamilto-

niano (2.8)-(2.11)) para el caso (a) de la ﬁgura

i M 5

0 2 4 6 8 10 12 14
{[s]

Figura 4.2: Comparacién de la solucién numérica de las ecuaciones de Hamilton (curva azul) y la
grafica de la solucién (4.6) (puntos rojos) para la variable §. Condicién inicial y = y. +0.5cm, 0 = 4°
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4.1.2. Aplicacion de la solucién analitica: sincronizacion.

Debido a la forma oscilatoria de la funcién de Mathieu (ver fig (a)), se procedi6 a calcular la
transformada de Fourier para determinar el espectro de potencias, la cual revela que estas oscilaciones
tienen dos frecuencias fundamentales w1 y wy como se puede apreciar en la fig (b).
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Figura 4.3: (a) Solucién de la ecuacién de Mathieu con periodos de oscilacién T}, y T3. (b) Espectro
de potencias de la solucién analitica con w;=9.179 rad s~ y wy=10.238 rad s~ !, donde la frecuencia

de oscilacién del resorte es: wr = \/%:19.417 rad s71.

|7(6)

Las frecuencias w; y wo se relacionan con las dos frecuencias que aparecen en forma natural en la
imagen [4.3] (a) de acuerdo con:
Wy = (LU1 + wg)/2 = OJR/2, (47)

W = Wy — W1 (4.8)

de este modo w,=1.055 rad s~ y w,=9.707 rad s~!. Asf los periodos de oscilacién son T} = 27/w;,
para i = {a,b}. Por lo tanto 7,=5.952s y T;,=0.6471s, que corresponden a los mostrados en la fig.
(a).

Ya que en el limite en el que el modelo tiene un comportamiento regular se puede describir por
la solucién exacta 6(t), esta permite analizar la presencia de dos frecuencias naturales, las cuales se
pueden emplear como una herramienta en trabajos de sincronizacion de elementos mecénicos o en
sistemas informaticos como lo son las frecuencias moduladas etc.

4.2. Comparaciéon energia-caos

Como se vio en el capitulo 2| cuando los parametros se mantienen fijos la dindmica del sistema
depende solamente de la condicién inicial, més precisamente, la dindmica depende de la energia inicial
del sistema de acuerdo con la ecuacién . Como se aprecia en la figura el comportamiento
caotico de las soluciones se incrementa al aumentar la energia del sistema. Una forma de cuantificar
esa dependencia es comparar la energia del sistema con el exponente de Lyapunov de sus soluciones
mediante mapas de caos y regularidad. Cada mapa de caos y regularidad consiste en una malla de
10,000 puntos, donde cada punto representa una condicion inicial del sistema. El tiempo de calculo del
exponente de Lyapunov para cada punto es de un minuto aproximadamente, en una computadora de
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escritorio con procesador AMD Athlon(tm)X2DualCore QL-64 2.10GHz y 4GB de memoria RAM, la
construccién del mapa tardaria alrededor de 7 dias. Para realizar méas réapido este calculo cada mapa
se resolvié con la ayuda de siper-computo. A continuacién presentamos dicha comparacién para las
longitudes de 12 cm y 8 cm mediante los casos A y B.

Caso A: I = 12 cm, my = 141g

0.03 0.03f

E [mJ] :

0.02 0.02}
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:T"u 0.00 ) % 0.00}
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Figura 4.4: Comparacién energia caos para el caso A. (a) Superficies de energia en funcién de la
condicién inicial (y — y., ). (b) Exponente de Lyapunov en funcién de la condicién inicial (y — y.,0) .

En la figura (a) se puede apreciar el valor de la energia del sistema para diversos valores de
la condicién inicial (y,f). El rango de energia del sistema va desde -3.77 mJ (energia minima) hasta
3.5 mJ para estos valores de los pardmetros. En la parte (b) se aprecia el exponente de Lyapunov de
las soluciones para el mismo conjunto de condiciones iniciales. La zona regular (donde A vale cero)
corresponde a la zona oscura, por otro lado, la zona cadtica (A > 0) corresponde a la zona clara,
mientras que la zona morada corresponde a la zona de transicién al caos o caos suave. Obsérvese que
a la zona oscura (regular) le corresponde la zona azul de (a) donde la energia es mas baja. Para este
caso la zona regular queda acotada por la energia minima y la curva de energia para E=-1.4mJ. De
manera que en esta zona se puede delimitar un rectdngulo de condiciones iniciales (y,6) donde se
garantiza un comportamiento regular.

Al igual que con la seccién de Poincaré (b) muestra que la propiedad de caos en las soluciones se
puede generar mediante el &ngulo o con el desplazamiento solamente. En el primer caso las soluciones
comienzan a ser cadticas a d&ngulos mayores a 130° cuando la condicién inicial es y.. Para una condiciéon
inicial de este tipo el exponente de Liapunov es A = 0.6s~! aproximadamente por lo que el tiempo
de Lyapunov serd t = 1/X =1.6 segundos, lo que indica que las soluciones comienzan a ser cadticas a
partir de ese tiempo. Por otro lado, para angulos muy pequenos se requiere un estiramiento inicial del
resorte cercano a 2.4 cm para generar el caos en las soluciones.

De la figura se puede apreciar también que el experimento 18 con energia inicial de -2.78 mJ cae
en la zona regular.
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Caso B: Il = 8cm, my = 1.03g
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Figura 4.5: Comparacién energia caos para el caso B. (a) Superficies de energia en funcién de la
condicién inicial (y — y., ). (b) Exponente de Lyapunov en funcién de la condicién inicial (y — y,0) .

Como se aprecia en la figura (a), el intervalo de energia del sistema va desde -2.83 mJ (energia
minima) hasta 2.6 mJ para este caso. En la parte (b) se observa el exponente de Lyapunov de las
soluciones para el mismo conjunto de condiciones iniciales. Como se puede ver, el mapa de caos y
regularidad es similar al caso anterior. La zona regular corresponde con la zona de energia baja como
antes. La zona de caos con desplazamiento inicial y. corresponde a un angulo de 120° aproximadamente.
Sin embargo la zona de regularidad estd més achatada de modo que a angulos pequenos el caos se
alcanza con desplazamientos iniciales cercanos a los 2 cm. La zona regular queda acotada por la curva
de energia E=-1.6 mJ. Obsérvese que el exponente de Lyapunov tiene un mayor rango para estos
valores de los parametros.

De la figura [3.3] se aprecia que el experimento 9 con energia inicial de -1.92 mJ cae en la zona regular.
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4.3. Aplicacion de las soluciones caéticas: encriptacién

De los mapas de caos y regularidad mostrados anteriormente se pueden saber con precisién las
condiciones iniciales cadticas. Y en base al exponente de Lyapunov A se conoce el tiempo de divergencia
en el cual dos trayectorias muy cercanas comienzan a separarse y cada una se comporta de forma
independiente. Esta caracteristica es semejante a no tener un margen de predictibilidad sobre la
evolucién de una trayectoria en el espacio fase a través del tiempo, esta propiedad es muy importante,
ya que puede ser utilizada en trabajos de criptografia y generaciéon de nimeros pseudoaleatorios .[17]
Una aplicacion del modelo resorte-péndulo planteada en esta tesis consiste en emplear la informacién
producida por alguna trayectoria cadtica para generar informacién que solo es reproducible en forma
determinista si se conoce con precisiéon la condicién inicial de dicha trayectoria. Para ello se considera
una condicién inicial con tiempo de Lyapunov pequeno 7 < 1, dejandola evolucionar en el tiempo de
modo que a cada tiempo dt se toma la posicién angular 6(t) considerando que §t > 7, esta consideracién
permite generar sucesiones de valores de 6 que serédn diferentes respecto a alguna variacién en la
condicion inicial por su propiedad cadtica.

La cadena de informacién propuesta se puede generar de la siguiente forma: d; = 0(idt), donde ¢ =
1,2,3...n y n es la longitud de dicha cadena. Al considerar que la Hamiltoniana es simétrica ante la
variable 6, al término dj se le puede asociar la siguiente funcién

K(i) = (4.9)

0 sid; <0

de este modo la cadena K tiene informacién binaria con caracter pseudoaleatorio que solamente puede
ser reproducida si se conoce la condicién inicial con la que fue generada la solucién de la trayectoria.
La siguiente figura muestra la generacién de los primeros diez elementos binarios de una trayectoria
con condicién inicial cadtica, asi como un arreglo generado con 16129 de estos elementos.

{0,0,1,0,0,1,1,1,1, 0}
Y

T = o
¥ I

£

Figura 4.6: Generacién de cadenas pseudoaleatorias para dindmica caética. (a) Forma en que se genera
una cadena. (b) Matriz de ceros y unos de 127 x 127 elementos (K (i) = 0 pixel negro, K (i) = 1 pixel
blanco).

La figura inciso(b) no muestra ningin patrén o alguna forma en especial, estd constituida
por 8001 elementos cero y 8128 unos, es decir, el 49.6 % son ceros y el resto 50.4 % son unos, lo que
implica que la probabilidad de que el péndulo se encuentre en el lado izquierdo o en lado derecho es
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practicamente la misma.

La cadena K asi generada pueden ser usada para encriptar informacién de la siguiente forma:
Considere Z, un conjunto de informacién en un lenguaje binario, como puede ser la informacion
digital de imagenes, texto plano, correos electrénicos, contrasenas, etcétera. Esta informacion puede
ser mezclada mediante un criptosistema C', de modo que la forma en que se encripte dependa de
una relacién C' = F(Z, K), donde K (llave) representa la cadena de nimeros pseudo-aleatorios, dicha
funcién debe ser invertible de modo que dada la llave K se pueda obtener la informacién original tal
que Z = F~YC, K).

Debido a que K se determina mediante una condicién inicial cadtica, se garantiza que dicha llave solo
puede ser reproducida si se conoce con total exactitud esa condicién inicial. Esta propiedad asegura la
implementacién de un criptosistema seguro para informacién en un sistema binario. La velocidad de
encriptacién dependera del método numérico utilizado, si se desea una precisién muy alta el método
numérico podria ser mas lento, del mismo modo si se desean resultados rapidos el método numérico
puede ser menos sensible con el riesgo de que sea menos seguro.



Conclusiones

La presente tesis se ha enfocado en el andlisis del comportamiento regular y cadtico para el sis-
tema mecanico resorte-péndulo propuesto. La dindmica de las ecuaciones de Hamilton es sensible en
la seleccion de las condiciones iniciales y de los pardmetros considerados. Debido a la alta no linea-
lidad del sistema se recurrié a métodos numéricos para su resolucién. La realizaciéon experimental se
llevé a cabo con la finalidad de comparar el modelo propuesto en un entorno real con el simulado
teéricamente. De esta comparacién se pudo observar que: la energia se disipa a tiempos muy cortos,
es decir, en forma experimental no se puede distinguir un comportamiento regular o cadtico con los
parametros que se consideraron. Sin embargo, en el tiempo en el que la disipacién no es relevante,
la correlacién entre el modelo y el experimento siempre mostré correlaciones mayores al 80%. De
este mismo analisis experimental se comprobd que la correspondencia modelo-experimento es mejor
si la longitud del péndulo [ es méas grande. Al considerar tedricamente que el modelo que describe el
sistema resorte-péndulo es Hamiltoniano, la condicion inicial fija la energia a lo largo del movimiento
del sistema. Se mostré que a bajas energias el sistema se comporta de una forma totalmente regular,
este resultado permitié obtener soluciones analiticas de oscilador armoénico simple para la variable y
y de funciones especiales de Mathieu para el angulo #. Utilizando las frecuencias naturales de estas
soluciones se plantea la posibilidad de emplear estas soluciones en sistemas de sincronizacién. Por otro
lado, a altas energias la presencia de caos predomina y se considera esta propiedad para la construccion
de cripto-sistemas en seguridad informética. Para reforzar las implicaciones que tiene el sistema en
torno a su dindmica se hicieron mapas de caos y regularidad en funcién de la condicion inicial para dos
conjuntos de parametros fijos. Estos mapas permiten localizar zonas regulares, zonas con caos suave
y zonas totalmente cadticas. Al observar la condicién inicial en estos mapas se pueden obtener rangos
especificos de energia para los cuales la dindmica del sistema serd regular o cadtica. Para los dos casos
mostrados se aprecia que al disminuir la longitud del péndulo la energia necesaria para inducir caos
es menor, es decir, a menor longitud el sistema es mas susceptible de ser cadtico.
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Apéndice A
Transformadas de Legendre

Sea f = f(x1, 2, ..., Ty, ..., Ty) una funcién de valores reales, se define la transformada de Legendre
de f como:

,
gEZpkxk—f 1<r<n (A.1)
k=1

donde los momentos canénicos p; estdn dados por

of
= L k=1 A2
Dk axk ( ) 7“) ( )
.
y a la suma Zpkxk se le llama el kernel de la transformacién. La idea de esta transformacién es

k=1
sustituir r de las variables originales x1, z2, ... ©, por sus respectivos momentos canénicos conjugados

of Of ' 9f 14 nueva funcién g asi definida dependera entonces de esos momentos y de aquéllas

0x1’ Oz’ """ Oxy
variables que no se transformaron:

g:g(p17p27"'7p7“7x7‘+17$7'+27'-'7xn) (A3)

es decir g dependera tinicamente de coordenadas y momentos. Para ver que esto es asi observemos
que los momentos conjugados pi dependen del conjunto de variables originales x1, za, ..., £, ya que

0
Pr = 87]‘7 = pk(ﬂfl,l’g,...,l’r, 7$Tb) (k = 1’T) (A4)
Tk

Siempre que sea posible invertir este conjunto de r ecuaciones para las variables xy,x2,...,z, en
términos de los » momentos py y el resto de las variables x, 1, T,19, ..., £, tendremos

T = -'Ifk(pl,pQ, <oy Pry Tp41, 7'7;71) (k = LT)' (A5)

Ahora es ficil ver que la sustitucién de (A.5) sobre el kernel y la funcién f en (A.1l) produce la
dependencia deseada de la funcién g en términos de coordenadas y momentos.
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Apéndice B
Hamiltoniana del sistema

A partir de la Lagrangiana del sistema:

L= %(ml + mg)gf + %m2l292 — molyfsent — %kgf + (mq1 + ma)gy + maglcost
se han obtenido los momentos generalizados
Py = (M1 +ma)y — molfsend
po = mal?0 — mylysend.
Invirtiendo éstos las velocidades generalizadas estan dadas por:

m2l2py + malsenfpg

mal?(my + macos?0)

malsendp, + (m1 + m2)py

0= meol?(my + macos?0)

La funcién Hamiltoniana se obtiene a partir de la Lagrangiana por:
H(y,0,py,p9) = pyis + pof — L(y, 0,5, 6).
Sustituyendo tanto L como [B.4]y en se obtiene

I mal®py + malsenpy
Y\ mal2(my + macos?0)

N malsendp, + (m1 + ma2)py
be mal?(my + mocos?0)

mal?py + malsenfpy >2

1
B §(m1 +ma) (mQZQ(ml + macos?)

B lm 2 malsentp, + (m1 + ma)py 2
9 2 mal?(mq + macos?6)

+ malsent <m252py + molsenbpg > <m2lsen9py + (my + m2)p9>

mal?(my + macos?) meol?(my + macos?0)
1
Zes?
+ 5 Y
— (m1 +ma)gy

23

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)
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— maglcosf (B.14)

Por lo tanto se tienen 8 ”términos” que debemos simplificar:

Sumando (B.7)) y (B.8) se obtiene

mgl2py2 + malsenfpypy  moalsenbpypyg + (my1 + ma)pg
mal?(my + macos?6) mal?(my + maocos?0)

2

mgl2py2 + 2malsenfpypy + (M1 + ma)pe>

mal?(mq + macos?6)

Por otro lado,expandimos los términos (B.9)), (B.10) y (B.11]) :

El primer término da

—l(ml + mg) <m§l4py2 + 2mao213senfpypp + m22l236n29p3>
2

mo2l*(my + m20052¢9)2

—Em3l4(mq + ma)py? — mo®13(my + ma)senbpypy — $ma?1%(my + mo)sen’0p}

mo?l*(my + m200329)

ol (B10
1m 2 <m%l2sen29py2 + 2mal(my + ma)senfpypg + (m1 + m2)2p92>
—=mg
2 ma2l4(my 4 macos?6)?
_ 2m2l4sen29py2 — m313(m1 + ma)sendp,py — %mgﬂ(ml + ma)?py?
B mo?l*(my + m200329)2
y el (B.11)
Isend m313senfp,® + mal?(mq + ma)pype + m3l2sen®0p,pg + mal(mi + mo)sendp?
malsen ) o3
ma2l4(my + macos?0)

miltsen®0p,® + m313(my + ma)sendpypg + m3l3sen30pypg + m3l*(my + mg)senzﬁpg

ma2l4(my + macos?6)”

Ahora, sumando (B.9), (B.10) y (B.11) :

2 m2l3(m1 + mg)sen@pypg—fm2l2(m1 + mg)sen29p9—§m}l4 sen20p, —le3 5 )sendpypo

ma2l%(my + m200529)

77m2l2(m1 + ma) p@2+m5l4sen29py2+m%l3 5)senfpypg + m%l3sen39pypg+m%l2(m1 + m2)36n29p§

mo2l4(my + m200529)2

*m2l4(m1 + ma2)py

—sm3l*(my + mo)p,? — m313(my + ma)senlpyps + 3m3l%(my + ma)sen®6p;

mo2l4(my + mgcos29)



95

+3miltsen®0p,® — smol?(my + ms)®pe® + mil3sen0p,py

mo2l4(my + mgcos26)2

1
—§m§l4(m1 + mso — mzsen29)py2 - m%

2

l3sen9(m1 + mo — mgsenQG)pypg - %m2l2(m1 + ma)(m1 + ma — mzsenzﬁ)pe

ma2l4(my + m200529)2

mal?(my + my — mgsenQQ)[—%mQIprQ — molsenfp,py — %(ml + ma)pi]

mo2l4(my + mgcos29)2

maol?(my + ma(1 — sen?d))[—imal®p,® — molsenbp,py — 3(my + ma)pj)

mo2l4(my + m2c0520)2

_ W[_%mﬂ%f — malsenbp,py — %(ml + m2)pj]

B 2
my2l4 2C05%0)

B —smal?p,? — molsenOpypy — 5(my +ma)pj
mol?(my + macos?0)

Ahora sumamos éste resultado con el de la suma de los términos (B.7)y (B.g) :

mal®p,? + 2malsendp,pg + (M + ma)pe® —%m2l2py2 — molsenfp,py — %(ml + mo)pa

mol?(my + macos?0) mol?(my + macos?0)

B Tmal?py® + molsenOpypg + 3(my + ma)pe®

mol?(my + macos?0)

_ mal?p,? + 2malsendp,pg + (M1 + ma)pe?
2myl?(my + mocos?0)

Finalmente, agregando los términos (B.12), (B.13)) y (B.14) obtenemos nuestra funcién
Hamiltoniana:

mal?p,® + 2mylsenbp,pe + (my + ma)py”
2mol?(my + mocos?0)

1
H(y,0,py, o) = + §ky2 — (my + ma)gy — maglcost

(B.15)
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Apéndice C
Cdédigo en Mathematica

Ya que un propésito importante de esta tesis es determinar la apariciéon de caos dado un
conjunto de parametros y alguna condicion inicial, el codigo aqui expuesto resuelve en forma

numérica y simultdnea las ecuaciones de Hamilton (2.8)-(2.11]) y la ecuacién (1.85)) que calcula
el exponente de Lyapunov por medio de la ecuacion varaiacional y también grafica la seccién

de Poincaré asociada. Este c6digo estd escrito en el lenguaje [21] y se detalla a continuacién.

o7
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Inf1] Print["===ssamz=sss============/ RESORTE-PENDULO ====m=z===zz=ss=s=c=z====az======"];
Print["Por: Emmanuel Farrera Morales y Jorge Chavez Carlos."];
R e e B e R s EE= )
off[InterpolatingFunction::dmval];
off[InterpolatingFunction::dprec];
off[FindRoot::nlnum];
off[FindRoot::1stol];
Off[NDSolve::ndstf];

e Definimos los parametros y el tiempo de integracién.------——————- *)

ml = 0.0153; (*Masa del resorte: [Kg]=x*)
m2 = 0.00141; (*Masa del péndulo: [Kg]x)
L = 0.12; (x*Longitud del péndulo: [m]x)
= 6.3; (*Constante del resorte: [N/m]=x)
g = 9.779; (*xConstante gravitacional: [m/sAZ]*)

yc = (g( ml + m2))/k; (x*Longitud critica: [m]=x)

T = 100; (*xTiempo de 1integracidn numérico: [S]=x)

Hly_, 6_, Py_, Pe_] = (k y*2)/2 - g (ml + m2) y - g L m2 Cos[e] +
(LA2 m2 Pyr2 + (ml + m2) PeA2 +
2 L m2 Py Pe sin[e])/(2 L"2 m2 (m1 + m2 (Cos[e])"2));

Fi{y_, 6_, Py_, Pe_}] := {0OpyH[y,6,Py,PO],0preH[y,0,Py,PO],
-0yH[y,6,Py,P0],-06H[Yy,0,Py,PO]};

yi = 0.015 + yc; (x[m]=*)
0.0; (*[m/s]%*)
= 0.0; (*[J s]=*)
eg = 110; (*xEn gradosx)

T T
o <
4
I 1]

61 = 6g n/180; (%A radianesx)

En = H[yi, i, Pyi, Pei]; («Energia [J]x)

(36500 000000000000000000000000000000030000000000000000 *)

Print["Para el sistema con energia: E = ", 1000 H[yi, ei, Pyi, Pei], "mI"];

PI"iI‘lt["Xo: [y, 6, Py, Pe](e) = (", 100 yi, "cm, ", og, "°, ", Pyi,
" m/s, ", 1000 Pei, " ml.s)"];

Print["La longitud critica: yc = ", 100 yc, "cm"];

Print["La energia minima: Emin = ", 1000 H[yc, 0, 0, 0], "mJ"];

(% e o o ¢l e ol s 000 seiesioeseseseesoeeesssioseeonessssosseness *)

Timing|

(*¥=mmmm e - Sistema de Ecuaciones Diferenciales ---—--————————--- *)

(¥*Usando las variables: x(t)= (y(t),e(t),Py(t),Po(t))x*)
(*x1=y, X2=6, X3=Py, Xx4=P6ox)
Xt = Table[D[xk[t], {t, 1}] == F[{x1[t], x2[t], Xx3[t],
xa[t1}1[[K]], {k, 1, 4}];

(*Introduzco condiciones 1iniciales: x(0)x)
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2 | RESORTE-PENDULO.nb

X0 = {x1[0] == yi, x2[0] == €i, x3[0] == Pyi, x4[0] == Pei };

(30 000000000000000000000000 Método Variacional ......ccieeecencecenns *)
Print["Resolviendo: [X,Y] = [F(x), A.Y(X)],
con [x(@),Y(0)] = [Xe, I], con R-K orden 4, ... "];

(*Matriz Jacobianax)

J[f_List, v_List] := Outer[D, f, v];

A = J[F[{xa[t],x2[t],xa[t],xa[t]}], {xa[t]l, xa[t], Xx3[t],xa[t]}];
(xMatriz del Método Variacional de 4x4x)

Y = Table[{xk[t],Xkal[t]l,Xke2[t], Xk:3[tl}, {k, 5, 20, 4}];
(xDerivada de la Matriz Variacionalsx)

DY = Flatten[A.Y];

(» Ecuaciones Diferenciales para la Matriz Variacionalx)

Yt = Table[D[xk[t], {t, 1}] == DY[[k - 4]], {k, 5, 20}];
(xLa condicidén inicial de la matriz variacional es la identidadx)
Yo = Table[xk[®] == If[Mod[k, 5] == @, 1, 0], {k, 5, 20}];

(*Resolviendo: (X,Y)=(F(x), A.Y) x(0)=x0, Y(0)=I, con R-K orden 4x)
sol = NDSolve[Join[xt, x0, Yt, Y0], Table[xk[t], {k, 1, 20}],
{t, 0, T}, MaxSteps -> 1076, Method -> {"ExplicitRungeKutta",
"DifferenceOrder" -> 4},StepMonitor :> Sow[x], AccuracyGoal -> 20];
(xTiempo numérico aceptable con error minimox)
error = 107-5;
Do[If[Evaluate[error > Abs[En -
HIxi[t], x2[t], x3[t], Xxa[t]]1] /. sol[[l]]],
tmax = t], {t, @, T, 1}];
Print["La solucion numérica aceptable hasta t = ", tmax,
" s, con un error de: 107", LoglO[error], " de tolerancia."];
T = tmax;
(*Expresando la matriz variacional como funcion del tiempox)
YT = Table[{xk[t], Xkal[tl,
Xke2[t], Xke3[tl}, {k, 5, 20,
4}] /. sol /. t -> T;

Print["Sistema de ecuaciones diferenciales resuelto."];

(*kkkkhkkkkhrkkhkrkkrrrkrkkkrkx EXPONENTE DE LYAPUNOV skkkkkdkdkhkkkkhkhhhkhhhkdkhhk)
(» ks Variaciones Centradas en la x0 de tamafio 6x=10/"-6
en la superficie de Energiax)
ks = 1000;
pyii = RandomReal[NormalDistribution[Pyi, 10“—6], ks];
Peii = RandomReal[NormalDistribution[Pei, 102-6], ks];
eii = RandomReal[NormalDistribution[ei, 104-6], ks];
Table[{ys[k] =
Solve[H[yss, eii[[k]], pyii[[k]], Peii[[k]]] == En,
yss], yiiil[k] = yss/. ys[k][I1]1],
yiii2[k] = yss /. ys[k][[211}, {k, 1, ks}];
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RESORTE-PENDULO.nb | 3

If[Norm[yi - yiiil[1]] < 0.001, yii:= yiiil, yii:= yiii2];
Table[R[k] {yii[k], eii[[k]], pyii[[k]], Peii[[k]]} -
{yi, ei, Pyi, Pei}, {k, 1, ks}];

ACE = Table[Log[Norm[YT.R[k]]/Norm[R[k]]]/T, {k, 1, ks}];
A = N[Chop[Mean[ACE]]];

Print["Exponente de Lyapunov: A = ", A, " s7"];
Print["Tiempo de Lyapunov: T, = ", 1/, " s"|;
L e e L E L L P e BE

(%% nknnnnnnnnnnnnnrxx SECCION DE POINCARE sk kkkhhhhhhhhhhhhn)
Print["Seccién de Poincaré en proceso..."];

(» Ahora se encuentran los tiempos en el que Py(t)=0 *)
6t = 0.0001; (xIntervalos de tiempo de cortex)
lis=Table[{t,x3[t]}/.sol[[1]]/.t>1,{1,0,T,5t}];

PO={};

Do[If[lis[[k,2]] lis[[k+1,2]]<0,AppendTo[p®, (k+.5) &t]],{k,1,Length[lis]-1}];
pa=Table[FindRoot[Evaluate[xi[t]/.sol]=0,
{t,p0[[k]]}]>{k>1,Length[p0O]}];tes=t/.pa;

(*Tabular los cortes de la seccidn de Poincaré Py=0x)
poinct={};

Do[te=tes[[k]];
AppendTo [poinct,Evaluate[{Mod[180 x;[t]/ x,360,-180],

1000 x4[t]}/.sol[[1]]/.t>te]],{k,1,Length[tes]}];
figsp=ListPlot[poinct,PlotStyle~Black,FrameLabel»>{Style[" 6 ",30,Black],
Style["Po [mJ-s]",30,Black]}, PlotRange-{{-180,180},Automatic},ImageSize-500,
Frame-True,LabelStyle-»{Directive[15],Black},Ticks-True,AspectRatio» 1];
Print["Ya se ha acabado el calculo !!!"];

L R e L e "]5];s
Print["El tiempo de CPU usado fue: ", %[[1]]/60, " minutos."];
Print["Seccién de Poincaré para Py(t) = 0 en el plano (e,Ps):"];

Show [ figsp]

—zz=zzzm=z==z=z=z=z=z=z========= RESORTE-PENDULQ ==z==z===z==z=z=z==z=z=z==z=z=z==z=z=z==z=z=z=====

Por: Emmanuel Farrera Morales y Jorge Chavez Carlos.

Para el sistema con energia: E = -0.844538mJ

xe= [y, ©, Py, PO] (@) = (4.09376cm, 116°, 0. m/s, 0. ml.s)
La longitud critica: y. = 2.59376cm

La energia minima: Epin = -3.7738mJ

Resolviendo: [x,Y] = [F(x), A.Y(x)],
con [x(0),Y(®)] = [xe, I], con R-K orden 4,
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Out[18]=

La solucidén numérica aceptable hasta t = 100 s, con un error de:

Sistema de ecuaciones diferenciales resuelto.

Exponente de Lyapunov: X = 0.490699 st

Tiempo de Lyapunov: t©, = 2.03791 s

Seccion de Poincaré en proceso...

Ya se ha acabado el calculo !!!

El tiempo de CPU usado fue: 0.928431 minutos.

Seccidén de Poincaré para Py(t) = 0 en el plano (6,Pe):

61

107-5 de tolerancia.
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Apéndice D

Anexos experimentales

D.1. Soluciéon para determinar la constante del resorte

k.

Solucién tedrica para

my + ky =mg, y(0)=0.022m, ¢(0) =0

(D.1)

en donde el desplazamiento estd medido desde el punto critico y. = %% = 0.053m : la ecuacién

puede escribirse como
.k
y+—y=g
m
resolviendo la ec. homogénea 4 + %y = 0 otenemos
yn(t) = Asenwt + Beoswt donde w=+/k/m.

Proponemos una solucién particular de (D.2)):

Yp = C
derivando:

yp =0

=0

por lo que al sustituir y, y sus derivadas en encontramos que
y, = C =mg/k
Por lo tanto la solucién general de es
y(t) = yn + y, = Asenwt + Bcoswt +mg/k

con derivada
1y = wAcoswt — wBsenwt.

Ahora usamos las condiciones iniciales:
y(0) = 0.022 = 0.022 = Asenw(0) + Bcosw(0) + mg/k
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= B =0.022 —mg/k
7(0) =0 = 0 =wAcosw(0) — wBsenw(0)
=0=wA
= A=0
-y = 10.022 — mg/k|coswt + mg/k.

D.2. Incertidumbres experimentales

Las incertidumbres experimentales sobre la posicién de las masas m y mso se obtuvieron en
base a la distancia recorrida por las masas, asi como también de su tamano, dichas distancias
se midieron originalmente en pixeles y luego convertidas a metros. La incertidumbre para el
angulo esta basada en la geometria de la siguiente figura.

Figura D.1: Célculo de la incertidumbre del dngulo 6. Aqui x y y son las coordenadas de ms respecto
de la masa m1 medidas en pixeles.

En la figura el circulo gris representa el movimiento de un punto (centrado en ms) entre
dos cuadros sucesivos del video.

tanf = E,
Y
0= arctanz,
Y
y la incertidumbre para el angulo es:
50 d(arctany) 5 d(arctany) 5
N ox v dy Y
1
00 = ————dx + ;(53/

A+E2y - A+ ()Y

Yy zy
ox + 1)
(2 +y?)y @+ )2
Yy
= 1)
.T2 + y2 + 1.2 + 2 y
y i



D.3. ANALISIS EXPERIMENTAL POR CORRELACION

D.3.

Analisis experimental por correlacion
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Para determinar la validez de la solucién tedrica dada por el Hamiltoniano ([2.7]), con los
datos experimentales, se hizo un analisis por regresion lineal para las variables y y 6.
Para ejemplificar este andlisis se muestra aqui el experimento 18. En este caso los parametros

son mg = 1.41¢g,1 = 12¢m y la condicién inicial: y; — y.

—0.001m, 0; = —66.3°.

0.015

0 01 02 03

Ys)

05

06

a°

01

02

03

t(s)

0.4 s 06

Figura D.2: Comparacién tedrico-experimental para ms = 1.41¢g, 1 = 12¢m para las variables y y 6 en
funcién del tiempo. La curva azul corresponde a la solucién numérica y la curva roja corresponde al

experimento.

Como se aprecia en la figura la soluciéon numérica y los datos experimentales son seme-
jantes. Para cuantificar esta correspondencia se calcula el coeficiente de correlacion R entre la
solucién numérica y el experimento, donde 0 < R? < 1. Si el valor del coeficiente de correlacion
R es cercano a cero significa que los datos no tienen correlacion alguna, mientras que si el coefi-
ciente de correlacién es cercano a 1 la correspondencia entre los datos tedricos y experimentales

es muy buena.
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A continuacion se muestra la recta de regresién lineal para ambas variables y y 6 para un
tiempo de 0.6 segundos:

0.036

0.034

0.032

003

0.028

0.026

. ‘34 Y exp= 0.9113 yreo + 0.0012

6 EXP

~

prad

o

Yexp (M)

0024 : / 0 o= 0.9148 0 1o - 0.1285
0022 N R*=0.9705 / R?Z =0.9968
002 / /

-80 -60 -40 -20 o 20 40 60 80

0.018 +

0.016 T T T T
0.016 0.021 0.026 0.031 0.036

Y reo (M)

e TEO

Coeficiente de correlacién: R=0.98 Coeficiente de correlacién: R=0.99

Figura D.3: Analisis por regresiéon lineal del experimento contra la solucion numérica para
me = 1.41g,1 = 12cm.

Como se puede apreciar los coeficientes de correlacion R = 0.98 para la variable y y R = 0.99
para la variable # nos muestran que el modelo tedrico es muy bueno para un tiempo de 0.6
segundos para estos valores de los parametros.



Apéndice E

Ecuaciones de movimiento a bajas
energias

Se presenta aqui la deduccién de la ecuacion de movimiento que cumple la variable angular
0 :
g0 —0ij+160 =0 (E.1)

la cual conduce a la ecuacién de Mathieu.
Los momentos candnicos a energias bajas (dngulos pequenos) estdn dados por:

py = My — myl66 (E.2)

po = mal%0 — mylih. (E.3)

Se ha demostrado que a bajas energias y condiciones iniciales en reposo el sistema dinamico
(2.8)-(2.11)) en la variable y se comporta como un oscilador arménico simple y por lo tanto
satisface:

ity =9 y(0) = i, y(0) = 0, (E.4)

con solucién

(E.5)

y cuya primera derivada es

y(t) = —\/% {y - %] sen %t. (E.6)

Por otro lado, las ecuaciones de Hamilton a bajas energias estan dadas por:

. lpy + 0179
= = E.
] i (E.7)
. malOp, + Mpy
0= E.8
mgle ( )
py = —ky+ Mg (E.9)
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 [IMpype + (mal?p,® + 2mslOp,ps + Mpe®)0

pg = 202 — m2gl9 (ElO)
Partiendo de la ecuacién (E.4) se obtiene primero
Mij=—ky+ Mg, (E.11)

pero el lado derecho de esta ecuacién coincide con el lado derecho de (E.9) por lo tanto se

obtiene
py = My, (E.12)

al integrar esta ecuacién resulta:
py =My +C (E.13)

B B [& Mg [k
py = My(t) =—-M i [yl - } sen Mt +C (E.14)
en virtud de (E.6).

Pero de la condicién inicial en reposo p,(0) = 0 lo que implica que C' =0 . Por lo tanto se
tiene la relacién

que es igual a

p, = M. (E.15)

A continuacién se demostrard que a partir de esta relacion la ecuaciéon de Hamilton (E.10) para
pe se puede reducir a la ecuacién de movimiento (E.1)):
De la ecuacién ([E.7))

Opo = LMy — Ipy,
usando (E.15) el lado derecho de esta ecuacién se anula por lo tanto se tiene

Opy = 0. (E.16)
Al usar esta relacion en la ecuacién de Hamilton para py (E.10) aquella se reduce a

. {lMpype + myl*p2o
Po = —

e 1 — megll, (E.17)

sustituyendo la definiciéon del momento (E.3)) y la relacion (E.15]) aqui se tiene que

; [zM(Mg)(m2z2é — malyf) + mal?(M?y?)0
-

e ] — moglf

1202

; [m2M2l3y‘é — o270 + W} ol
0 — — — mMs

= —malyl — maglh. (E.18)
Por otro lado, la derivada del momento py (E.3) es

Po = —malyh — malfi + myl?0 (E.19)



Igualando finalmente (E.18]) y (E.19) se tiene que

—mglyé — magll = —mglyé — molly + mol20

—magld = —msllij + mol?6
—gf = —0ij + 10

de manera que )
g0 — 0y + 10 = 0.
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