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Introduccion

La teoria cuantica de campos ha demostrado ser el lenguaje adecuado para la des-
cripcién de las particulas elementales y como estas interactiian unas con otras. Matemé-
ticamente un campo es una funciéon definida en todo el espacio con un nimero infinito
de grados de libertad. Al ser cuantizado el campo, se identifica a las particulas como las
fluctuaciones del campo.

En teoria cuantica de campos se puede separar el Lagrangiano como una parte libre
Lo, v una parte interactuante AL;,:. A A se le denomina la constante de acoplamiento; la
cual nos da informacién de qué tan intensas son las interacciones con respecto a la parte
libre.

Las cantidades fisicamente relevantes de una teoria cuantica de campos interactuante
en general no pueden ser calculadas de manera exacta. Estas pueden ser calculadas de
manera aproximada por medio de una expansion perturbativa. Dicha expansion se puede
expresar en términos de diagramas, a los cuales se les denomina diagramas de Feynman.
Sin embargo algunos de los diagramas dan contribuciones divergentes. Existe un proceso
que permite eliminar dichas divergencias, a este proceso se le conoce como renormalizacién.
Un efecto sorprendente que se presenta en la teoria cudntica de campos es que después de
la renormalizacién las constantes de acoplamiento de la teoria no son constantes del todo,
dependen de la energia.

La expansiéon perturbativa de la cual se hablé en el parrafo previo es vélida solo si la
constante de acoplamiento satisface A < 1, en este caso se dice que la teoria es débilmente
acoplada, como sucede en la interaccién electrodébil. Si A > 1 se dice que la teoria es
fuertemente acoplada. Un ejemplo de ello es la cromodindmica cuantica, que es la teoria
que explica las interacciones entre quarks y gluones. En una teoria de norma fuertemente
acoplada, es imposible hacer calculos por medio de expansiones perturbativas. Existen
algunos métodos que nos permiten obtener informacién acerca de estas teorias fuertemente
acopladas. Uno de estos métodos consiste en utilizar la correspondencia norma/gravedad,
la cual se abordaré en esta tesis.

En 1997 Maldacena encontré que dos teorias distintas mateméaticamente parecian ser
la misma. Conjeturé que una teoria de cuerdas IIB en AdSs x S5 (teoria gravitacional) era
igual a una teoria cuéntica de campos conforme en 4 dimensiones (CFT). A esta conjetura
se le conoce como correspondencia AdS/CFT. Las diferentes cantidades del lado de la
teoria gravitacional tienen su equivalente en el lado de la teoria de campo, a la relacion
entre las distintas cantidades de las dos teorias se le conoce como el diccionario de la
correspondencia. Uno de los posibles usos de la correspondencia AdS/CFT es calcular
cantidades del lado de la teoria de campo usando la teoria gravitacional. En particular, en
esta tesis se aborda el problema de la renormalizacion.

Asi como en una teoria cuantica de campos existen cantidades infinitas que necesitan
ser renormalizadas, lo mismo sucede para la teoria gravitacional en AdSs, por lo cual es
necesario eliminar las divergencias de este lado de la teoria. A este procedimiento se le
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conoce como renormalizacion holografica. Un fenémeno que se presenta en la correspon-
dencia AdS/CFT es la conexién UV/IR, es decir las divergencias ultravioleta en el lado
de la teoria de campo estan relacionadas con las divergencias infrarrojas del lado gravita-
cional. En la correspondencia AdS/CFT, la coordenada radial z de AdS esté relacionada
con la energia de la teoria de campo. Esto sugiere una correspondencia entre la evolucién
de la coordenada radial z y el flujo de renormalizacién Wilsoniano del lado de la teoria de
campo.

En el articulo de Balasubramanian, Guica y Lawrence [3], se calcula la constante de
acoplamiento para operadores de una y doble traza con dimensién conforme A = d/2+ v,
donde v € (1,2), que en la teoria gravitacional corresponden a particulas con masa imagi-
naria. En el calculo aparece la ecuacién diferencial de las funciones de Bessel mofificadas
de orden v, cuya solucién puede escribirse como combinacién lineal de las funciones de
Bessel modificadas de primer especie I, e I_,. El calculo debe ser modificado si v es un
entero, debido a que las funciones I, e I_, son linealmente dependientes. Para ello se hace
uso de la funcion de Bessel modificada de segunda especie K.

En la tesis se calculard la constante de acoplamiento para operadores de una y doble
traza con dimensién conforme A = d/2 + 1, y d/2 + 2. El célculo se hara utilizando la
correspondencia AdS/CFT, en particular se utilizard un resultado encontrado en [12]. El
caso v = 1 posee la peculiaridad de que aparece un término logaritmico. El caso v = 2
corresponde a una particula de masa cero.



Capitulo 1

Teoria Cuantica de Campos

1.1. Campo de Klein Gordon

En mecénica clasica para describir un sistema de N grados de libertad se necesitan
N coordenadas ¢;(t) asi como las derivadas con respecto al tiempo de cada una de las N
coordenadas.

Para hacerlo se construye el Lagrangiano el cual es una funcién de los grados de libertad
¢i(t) y ¢i(t). Asi mismo se define la accién como S = [ dtL(g;i(t), ¢i(t)) coni=1,...,N. Al
extremizar la acciéon se obtienen las ecuaciones de Euler Lagrange, a partir de las cuales
se puede recuperar la segunda ley de Newton.

Por definicién, un campo ¢ es una cantidad fisica que puede tomar un valor distinto en
cada punto del espacio, a cada instante de tiempo En una teoria de campo el Lagrangiano
se puede escribir como

L= /dd_lﬂcﬁ(gb, 0u9) (1.1)

donde d—1 es el nimero de dimensiones espaciales. A £(¢, 0,,¢) se le define como densidad
lagrangiana. Del mismo modo que en mecénica cldsica se define la accién como.

S = / dtL = / A%z L(¢p,0,0) (1.2)

Esto nos sirve para formular el principio de minima accién. Dados el tiempo inicial ¢;
y el tiempo final ¢; entonces la trayectoria que satisface estas condiciones es un extremal
de la accién.

oL oL
—0¢; + =————0(0,0:) | -
(1.3)

Al integrar por partes y considerar que la variacion en los extremos se anula, se obtienen

t t
55 = /t,f dt (L6 + 66,0, + 60,8) — L(, 8,0)) = /t.f Y’ (

las ecuaciones de Euler-Lagrange.

oL 0L
a7 — Oy =0. (1.4)
O 9(0ui)
Una de las formulaciones de la mecénica clasica es la de Hamilton, en la cual se in-
troduce el momento canénico conjugado dado por p = J;L. Analogamente el momento

candnico conjugado para teorias de campo es
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0L
9(0odi())

La formulacion hamiltoniana estda basada matematicamente en una transformada de
Legendre del Lagrangiano H = pg— L. Para una teoria de campo la densidad hamiltoniana
estd dada por

i(z) = (1.5)

H= Z IT () B () — L, (1.6)

por lo cual el Hamiltoniano es

H= /dd‘li{. (1.7)

La idea de la teoria cudntica de campos QFT (siglas en inglés para Quantum Field
Theory), es empezar con una teoria cldsica de campos (la cual tiene ecuaciones de mo-
vimiento determinadas por su Lagrangiano) y posteriormente cuantizarla. De mecénica
cuantica sabemos que para cuantizar un sistema clasico con coordenadas ¢* y momento p’,
promovemos ¢’ y p’ a operadores que satisfagan los relaciones de conmutacién [¢f, p’] = i6%.
Este mismo principio se puede aplicar en campos donde ¢'(t) es reemplazado por un campo
é(x,t) mientras que p’(t) es reemplazado por el momento conjugado II(x,t). Debido a que
X es una variable continua, 6 debe ser reemplazada por una delta de Dirac. Entonces el
principio béasico de cuantizacién candnica es promover ¢ y II a operadores que satisfagan
las siguientes relaciones de conmutacién.

[6(t, %), (1, y)] = 16D (x — y) (1.8)

[(t,%), 6(t,y)] = [11(¢, x), II(¢, y)] = 0. (1.9)

Empecemos con el campo mas sencillo posible, el campo escalar y libre, el cual describi-
ra particulas con espin cero, sin carga y no interactuantes. Esto corresponde a una densidad
lagrangiana cuadratica que sea invariante de Lorentz, que en su forma més general es

1 1. 1 1
L= 5(=0u00"¢ = m*¢?) = 56" = S(Ve)* = 5m¢”. (1.10)
Las ecuaciones de Euler Lagrange nos llevan a la ecuacién
82
(0,0" +m?)¢ = (aﬁ v2+m)¢:o (1.11)

que se le conoce como la ecuacién de Klein-Gordon, cuya solucion es

dd_l 1 —ipx pT
o(x,t) :/(eryiz—)l\/m (ape P —|—a;f)ep > (1.12)

Por otra parte el momento canénico conjugado para el Lagrangiano de Klein-Gordon
es Il = 0y = Oy p

dd—l E ) )
II(x,t) = z/(Q)dpl 71) (ape_m - aLem) . (1.13)
7r

Al imponer las reglas de conmutacién se encuentra que los operadores a y al satisfacen
las relaciones de conmutaciéon
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[ap, aL,} = (2m)* 151D (p — p'). (1.14)

Recordando que el momento canénico conjugado es II = ¢, se encuentra que el Hamil-
toniano es

H= /dd_lx BHQ + %(w)2

Sustituyendo los valores de ¢(z,0), Vo(x,0) y de II(x,0) se encuentra el Hamiltoniano
en términos de los operadores a y a', que al usar las relaciones de conmutacién de esto
ultimos se llega a la siguiente expresién

d= 1p E dd—lp 1
H = / o)1 2P CLpCLL +aLap> = /(%T)dlEp <aLap + B [ap,aH) . (1.16)

El término dado por el conmutador nos da la energia del vacio, la cual resulta ser
infinita, sin embargo debido a que en la naturaleza lo que es medible son las diferencias
de energia, estaremos olvidando dicho término.

Ahora podemos darle una interpretacién a los operadores a! y a. Interpretamos a ap

+ ;m2¢2] . (1.15)

. t . .
como un operador de destruccion y a;, como un operador de creacion. Definimos el estado
base |0) como el estado que es aniquilado por todos los operadores de destruccién

ap [0) =0, (1.17)

este estado tiene energia F = 0. Cualquier otro estado genérico del espacio de Fock se
obtiene actuando un operador de creacion sobre el vacio. Para un estado multiparticulas
es

P1, - Py) = (2Bp))'2..(2Ep, ) ?af, ...af, |0). (1.18)

Los factores de normalizacion (2Ep)1/ 2 se escogen de modo que (p | q) sea un invariante
de Lorentz.

La funcién de correlacién de dos puntos o propagador es (0| Té(z)¢(y) |0), esta puede
ser interpretada como la amplitud de propagacién de una particula entre y y x. El simbolo
T denota el orden temporal, el cual nos dice en qué orden debemos de poner los operadores
de campo.

(01 Te()(y) [0) = 02 —y°) (0] 6(x)d(y) [0) + O(y° — 2°) (0 d(y) () |0) -

(1.19)
En la teoria libre la funciéon de Green es
dip e~ P@y)
0|T 0)=D(x—y) = 1.20
01 Tola)o(w) 0) = Dla =) = [ GHa e (1.20)
al aplicarle el operador de Klein-Gordon a esta cantidad se obtiene
(848, + m?*)D(z — y) = —id D (z — y), (1.21)

esto significa que D(x — y) es una funcién de Green para el operador de Klein-Gordon. Se
puede identificar a
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)
_p2+m2

como el propagador en el espacio de momentos.

D(p) (1.22)

1.2. Teoria Interactuante

En un sistema interactuante el Hamiltoniano es H = Ho+ H;y;. Por ejemplo en teorfa ¢*
Hy = Hgiein—Gordon Y Hint = 1/4! [ d*zA¢*(x). El estado de la teoria libre lo donotaremos
por |0). El estado base de la teoria interactuante por lo regular es distinto del estado base de
la teoria libre, por lo que para referirnos al vacio de la teoria interactuante lo denotaremos
por: |Q).

Queremos una expresion para la funciéon de Green como una serie de potencias en .
En el cuadro de Heisenberg

o(x) = eHlp(x)e (1.23)

A ¢(z) se le conoce como el campo de Heisenberg. Queremos expresar a ¢(z) y a |2)
en términos de cantidades conocidas como operadores de campo en el caso y libre y |0).
Si A < 1 Hj sera la parte mas importante del Hamiltoniano, en tal caso ¢(x) puede ser
aproximado por

o e Bp 1 i i
¢I(-7f') = ezHO(t t0)¢(t0,X)€ H(t—to) _ /(27_‘_1))3\/ﬁ(ap6 P —|—a;f)ep )’ (124)
1

a ¢r(x) se le conoce como el campo en el esquema de interacciéon. Expresando el campo ¢
en términos de ¢;

gb(t,X) = UT(t7t0)¢I(t7X)U(t7t0) (125)

donde se ha definido el operador unitario U(t,ty) = etHo(t—to) o—iH(t=t0) Notemos que
U(t, to) satisface la ecuacion de Schorodinger

thU(fvto) = H(t, to) (1.26)

donde Hy(t) = etHo(t=to) . . o—iHo(t—t0) — 1/4!fd33;)\¢‘}. La solucién de esta ecuacién
diferencial con U (t,tg) es

-\2

U(t,to) = 1+ (—Z) /t dtlH](tl) + (_ /t dtldtQT{H[(tl)H](tQ)} + ... (1.27)

i
to 2' to
t
= Tfexpl—i / At Hy (1))}
to
Si |0) es el estado base de Hy, este evoluciona con H como

e 10y => " e T |n) (n0), (1.28)

n

donde E, son los eigenvalores de H. La serie de arriba contiene a |2) como uno de sus
elementos, aislando [Q2)



1.2. TEORIA INTERACTUANTE 7

e HT10) = e T 0) (Q]0) + ) e T |n) (n]0). (1.29)
n#0
Tomando el limite 7" — oo(1 — i€) se eliminan todos los términos con n # 0
Q)= lim (e BT (Q|0)) e T |0). (1.30)
T—s00(1—ic)

Haciendo lo mismo para ()|, y manipulando las expresiones algebraicas obtenidas se

obtiene
QTN = | lim 0 ng)'qg((g)[f % ,gf )10) (1.31)
o O {en@)only) expl—i [y dtHi (1))} [0)
T—00(1—ic) (0] exp[—i [, dtH1(¢) |0) '

Existen reglas que asocian expresiones analiticas con diagramas, a estos se les conoce

como reglas de Feynman. En teorfa ¢* las reglas son.

1.

2.

. Por cada punto externo,

Por cada vértice >< = —i\ [d'z

Por cada propagador, I Dp(xz —1y)

— e~

Dividir por el factor de simetria

El factor —iA se puede interpretar como la amplitud de emisiéon o de absorcién de

particulas en el vértice. La integral nos dice que debemos sumar sobre todos los puntos
donde este proceso puede ocurrir, este es simplemente el principio de superposiciéon. Las
reglas de Feynman en el espacio de momento son

1.

. Integrar sobre cada lazo [

1

Por cada propagador, ——»—— ————.
Propag p? +m?2 + ie

. Por cada vértice >-< = —7\.

. Por cada punto externo, e—=<—— = 1.

Imponer conservaciéon de momento en cada vértices.

d’p

(2m)*

. Dividir por el factor de simetria.

Se puede probar que la funcién de Green G(z1, ..., x5) = (QUT{p(z1)...¢(xn) }|Q2) serd

igual a la suma de todos los diagramas conectados con n puntos externos [16]. Por ejemplo
para n=2 se obtiene

Glr,y) = (QUT{p(x)(y)}?) (1.32)

= suma sobre todos los diagramas conectados con 2 puntos externos

_ OO,
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1.3. Integral Funcional

Utilizando el formalismo de integral funcional se encuentra que la funcién de Green en
una teoria interactuante estd dada por

0[T¢(w1)..-d(wn)0) _ [ Do) Vo4 (ar)...6(n)
{010) J DoetJ #t ’

G (21, ..., xy) = < (1.33)

Es conveniente introducir el generador funcional Z[.J], en teoria escalar se define como

Z[J] = / Dge' | #'#(&+79) (1.34)

Este generador funcional lo podemos escribir en términos de las funciones de Green

Z[J] = Zf:!/dxl...dmnaw(xl,...,xn)J(ml)...J(xn). (1.35)

n=0

Consecuentemente

1 0"
(TL) = —

A menudo es conveniente utilizar el espacio euclidiano, el cual se define haciendo zg =
—iZg, donde I es real. En el espacio euclidiano la funciéon generadora es

) Z[J]. (1.36)
J=0

ZplJ] = / Dge=5ldl+] Cadnolo (1.37)
donde Sg es la accién euclidiano. La funcién de Green euclidiana esta dada por:

L 5"
o Tp) = (6J(3?1)...5J(:En)>J:0 Zg|J). (1.38)

Usando continuacién analitica, las funciones de Green en Minkowski estan relacionadas
con las funciones de Green euclidianas como

G (21, ..y ) = "G (&1, ..., ). (1.39)

En teorfa de perturbaciones, la funcién de Green G(™) est4 dada por la suma sobre todos
los diagramas con n puntos externo, incluyendo diagramas disconexos, los diagramas de
vacio se cancelan debido al factor de normalizacion.

Si consideramos

Z[J] = W] (1.40)

W[J] nos permite obtener los funciones de Green que contienen a los diagramas de
Feynman conectados, esta funcién de Green se denota por Gﬁzzl y se puede calcular del

siguiente modo

o) _ 1 S"WJ]
con = in—1 0J(z1)...0J (xy)

(1.41)
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1.4. Renormalizacion

En una teorfa de campos libre la funcién de correlacién o funcién de Green (Q|T'¢(x)¢(y)|2)
tiene una interpretacién simple: es la amplitud de probabilidad de una particula para pro-
pagarse de y a x.

Para calcular la funcién de Green utilizaremos el operador identidad. Sea |\g) un
eigenestado del Hamiltoniano con momento cero P |Ag). Sea |Ap) un empujén de |Ag) con
momento p y asumamos que los estados |Ap) estdn normalizados relativisticamente. Sea

Ep(X) = (/p? +m3, donde m es la masa de los estados |Ap), es decir la energfa del estado

|Ao). La relaciéon de completez es

d3 1
1= ;/(%ﬁg,w Ap) Ol (1.42)

Usando z° > 4%, se puede reescribir la funcién de Green de dos puntos utilizando la
relacién de completez

@UTooe) =3 [ s sm @) alo0l). (1

Manipulando los elementos de matriz e introduciendo una integracién sobre pg, nuestra
expresion para la funcién de Green de dos puntos es

rswowie =3 [ 5k U QO (144

4 p? +m + e

Podemos repetir el procedimiento para ° > 2° Ambos casos los podemos incluir en la
siguiente ecuacién conocida como: la representacion espectral de Kallén-Lehmann

00 2
QUToWI) = [ G pMDs (@ .17, (1.45)
donde p es la densidad espectral
p(M?) =" (2m)5(M? + m3)| (216 (0)[ o) [* (1.46)

A
La densidad espectral de una teoria suele estar conformada de un pico para M = m,
donde m es la masa de una sola particula. También contiene un continuo multiparticulas
el cual comienza alrededor de M = 4m?

p(M?) = (2m)6(M? + m3)Z + (parte multiparticula) (1.47)

A Z se le conoce como renormalizacion de intensidad de campo. Al aplicar la transfor-
mada de Fourier a la funciéon de Green de dos puntos y utilizando la densidad espectral
de la ecuacion (1.47) se obtiene

iZ > dM? i
== M?)—— 1.4
Gr) p2+m2+ie+Am2 2 2 )p2+M2’ (1.48)

m es la masa de una particula, esta cantidad en general es distinta a la que aparece en

el lagrangiano. La masa que aparece en el lagrangiano la llamaremos masa desnuda y la
denotaremos por mg, y m para referirnos a la masa fisica. Sélo la masa fisica es observable.
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La ecuacién (1.48) nos da una regla importante: La masa fisica de una particula en
una teoria de campo estd dada por la posicion del polo en el propagador.

Al hacer este cédlculo para un campo escalar libre, se obtiene

i
G(p) - p2 _|_ m2 .

Esta formula se puede interpretar como la amplitud de una particula para propagarse
de 0 a z. En el caso interactuante la expresién es similar, salvo que en este caso aparecen
contribuciones de estados multiparticulas y la constante Z que es la probabilidad de ¢(0)
para crear un estado de una particula a partir del vacio.

Se define el diagrama irreducible de una particula (1PI) como cualquier diagrama que
no puede ser dividido en 2 removiendo una sola linea. Sea —iX¥(p) la suma de todos los
diagramas 1PI con dos lineas externas. La transformada de Fourier de la funcién de Green
puede ser reescrita en términos de X

(1.49)

G = —iY(p)] ——
() 2+ m% + g m(Q) [—iX(p)] 02+ mg
— [ — [—i¥ — + 1.50
2+ m(Q) [ (p)] 02+ m% [ (p)] 02+ m(z) ( )
La suma se puede reescribir como una suma geométrica
i i
G(p) = <1+ —i3(p) —i—)
0) = o (O] 5
B i 1
pPami|, 20
p?+ mg
_ L (1.51)

p? +md — X(p) +ie

1.4.1. Matriz S y diagramas de Feynman

La amplitud para un proceso en el cual el estado inicial es |ki, ..., k) evoluciona a un
estado final |p1, ..., p,) estd dada por

Sif = (p1, ooy D] e HETTT) |y LK) (1.52)

En el limite en que Ty — oo(l —ie) y T; — —oo(l — i€) a Sy se le denomina la
matriz S. Aun si la teoria es interactuante, existe la probabilidad de que las particulas no
interactuen, a esta parte de la matriz S se le denota por el operador identidad 1, la parte
restante de la matriz S que contiene a las interacciones se denota por 7. De modo que la
matriz S se puede escribir como

S =1+ iT. (1.53)

Tanto la matriz S como T contiene un factor 5 (37 k; — 3" p;). Extrayendo este factor,
se define el elemento de matriz invariante M por
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D1y ooy ol TT |1 ooy o) = (2) 6@ (Zk—zpz) . (1.54)

La féormula de reduccion LSZ nos da una relacion entre las amplitudes de dispersion y
las funciones de correlacion. Un resultado de este hecho es

iM = suma sobre diagramas amputados completamente conexos, (1.55)

con las siguientes reglas de Feynman en el espacio de momentos

1
1. Por cada propagador, —»—— ————.
probag ’ p%2 —m?2 +ic
2. Por cada vértice >< = —i\.
3. Por cada linea externa, = +/7Z = 1 a orden mds bajo.

4. Imponer conservacién de momento en cada vértice.

d’p
(2m)4

t

. Integrar sobre cada lazo [

(@)

. Dividir por el factor de simetria.

1.4.2. Contratérminos

El lagrangiano de la teorfa A¢* en términos de los pardmetros desnudos es

£ = —5 (Budo)? — ymidh — 2064 (1.56)

de la cual conocemos sus diagramas de Feynman, los cuales nos permiten calcular las
funciones de Green de esta teoria en forma perturbativa en potencias de la constante
de acoplamiento Ag. Sin embargo algunos de estos diagramas conducen a integrales que
divergen.

En primer instancia parece que el Lagrangiano no es el apropiado para definir a una
teoria. No obstante, no es el Lagrangiano el incorrecto, sino los parametros desnudos:
la constante de acoplamiento desnuda Ay y la masa desnuda mg no estan relacionados
directamente con cantidades fisicas.

Al realizar un reescalamiento ¢g = Z1/2¢ podemos reescribir el Lagrangiano como

1

L= §Z(3Md>)2 — %m%ng)Q A0

22¢4 (1.57)

La masa desnuda y la constante de acoplamiento desnuda siguen apareciendo en el
Lagrangiano, estas se pueden podemos eliminar definiendo

Sz=2—1, Opm=miZ—m? 6= N2>\, (1.58)

donde m y X son la masa fisica y la constante de acoplamiento fisica respectivamente.
Escribiendo el Lagrangiano en términos de los parametros fisicos se obtiene
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. 1 2 _ 1 2 .2 _ 12 4
1 1 5y 2
+ 50z (8,0)* — §5m¢2 _ 4&' o*. (1.59)

El Lagrangiano escrito en la ecuacién (1.59) esta dividido en dos partes. La primer parte
es idéntica al Lagrangiano de la ecuacién (1.56) reemplazando los pardmetros desnudos
por los pardmetros fisicos. Las expansiones perturbativas de esta parte del Lagrangiano
dara calculos divergentes como sucedia con los parametros desnudos. Para quitar estas
divergencias es necesario que la segunda parte del Lagrangiano cancele estas divergencias,
a esta segunda parte del Lagrangiano se le conoce como contratérminos. Si esto sucede,
se dice que la teoria es renormalizable. Las reglas de Feynman para los contratérminos de
Ap? son

—R— = i(p25z - 6m)

>x< = —id).

1.4.3. Condiciones de renormalizacién

Las definiciones dadas en la ecuacién (1.58) no sirven a menos de que demos una
definicién de la masa fisica y la constante de acoplamiento fisica.

Masa fisica El polo de la funcién de Green nos da la masa fisica de la particula cuando
p = 0, es decir

m? —m2 — Re(S(p® =m?)) =0 (1.60)

Esta ecuacién muestra que existe un desfasamiento entre la masa fisica y la masa
desnuda. Algunos de los diagramas que contribuyen a Y(p) son divergentes haciendo que
el desfasamiento entre m y mg sea infinito. Para especificar que m en (1.59) se la masa
fisica se usan contratérminos que nos llevan a una de las condiciones de renormalizacién

Y(p*=-m?) =0 (1.61)

Adicionalmente para fijar la normalizacién del campo renormalizado, pedimos que el
propagador tenga residuo 1, esta condicién es equivalente a

wE(pQ) = 0. (1.62)

Constante de acoplamiento fisica
Se define a la funciéon de vértice I' por

—il' = Z ( todos los diagramas de cuatro puntos conectados (1.63)

con patas externas amputadas).
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La constante de acoplamiento fisica se puede definir como la funcién de vértice con
momento cero, es decir

I'(m,0,0,0) = A. (1.64)

Esta es la segunda condicién de renormalizacién. En términos de las variables de Man-
delstam las condiciones son s = 4m?, t = u = 0.

1.5. Renormalizacién de \¢*

XA A

Figura 1.1: Amplitud de dispersién a un lazo para A¢*

Calculemos el diagrama mostrado en la figura 1.1 en n = 4 — ¢ dimensiones, donde
€ — 0 funciona como un pardmetro de regularizacion. El segundo diagrama de la figura
1.1 nos da la siguiente expresiéon para la amplitud

1 [ d'k i i
A= CiN)E = (—iN2iV(s). 1.65
L 2/(271)"1{72+m2+ie(/€+p)2+m2+ie( iA)* = (=iA)iV(s) (1.65)

Donde usamos que p? es igual a la variable de Mandelstam s. Los otros dos diagramas

nos llevan a una integral similar, en la que se reemplaza s por u y por t. La amplitud a un
lazo es

—iM = =i\ + (—iN)2(GV (s) + iV (t) + iV (u)) — idy. (1.66)

Para calcular V(p?) se introduce el pardmetro de Feynman

1 dz
AB )y [Az+B(1—x)?’

y realizando el cambio de variable [ = k 4 px, se obtiene

/ / dnl 12+x1—1a:) o (1.68)

Rotando al espacio euclidiano (1% = —zlo) y resolviendo las integrales en p

V(p?) = dx//dnlE — ! _ (1.69)

z(1 — z)p? + m?]
-1 dac (2 —n/2) 1
2 Jo (47T)n/2 [m? — z(1 — x)pQ]Q—n/Q

— L T(e —e
~ o [ 4P ot -

(1.67)
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Para proceder se necesitan las dos siguientes aproximaciones, las cuales son validas
para x — 0

1
D(z) — - —
(z) —

a€ = e8¢ = 1 4 eloga + O(€?)

Al sustituirlas en la integral para V (p?) y despreciando los términos de orden € y superiores
se obtiene

-1 ! 2
V(p?) = 327r2/0 dz <e — v + log(47) — log [m2 —z(l— :c)s}) . (1.70)
De acuerdo a la segunda condicién de renormalizacién, —iM = —i\ cuando s = 4m? y

t = u = 0. Esto implica que

6y = A [V(4m?) +2V(0)] (1.71)

2 1
R dx 6_ 3y + 3log(4m) — log [m? — z(1 — z)4m?] — 2log [m?] | .
3272 J, €

La amplitud a un lazo es

')\2 1 2 1—
M = —i— 1‘/[ dz log ( m” = a(1 - 2)s ) (1.72)
™ Jo

m? — x(1 — x)4m?

2_p(1—a)t 2 —a(l -
)
m= — — m m

—z(1 — x)4m?

Para determinar 4, y d,, ocupamos las condiciones de renormalizacién

d
2 2 2\ _
X(p*=m*)=0 Yy —dpzz(p ) =0. (1.73)
A un lazo se obtiene
/2 —iA d"k 7 9
_ — 5y — Om 1.74
i%(p®) 5 / @n) K—m2 +i(p ) (1.74)

SiA 1 TA-wn/2)
2 (4mn/2 mE ip0: = om),

con esto se obtiene el valor de dz y 0.,

-\ T(1-n/2)
07 =0 Om = . 1.75
d Y 2(4m)n/2 m2n (1.75)
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1.6. Grupo de Renormalizacion Wilsoniano

El método de Wilson estd basado en la suposicién de que toda teoria fisica es una teoria
efectiva e incompleta a grandes energias. Matematicamente estd basado en la integral
funcional, donde los grados de libertad del campo son variables de integracion. La integral
funcional estd dada por

Z[J) = /@¢eif(£+‘]¢) = H/d¢(k)eif<‘”¢>. (1.76)
k

Para imponer un corte en el ultravioleta, restringimos el niimero de grados de integra-
cién, esto lo hacemos fijando ¢(k) = 0 para |k| > A.

El corte no esta bien definido en un espacio de Minkowski. El corte se impone en el
espacio euclidiano el cual se obtiene después de realizar una rotacion de Wick.

Consideremos el caso de A¢?, tomando J=0 la integral funcional es

Z = /[D¢]Aexp (—/ddx [;(@@)2 + %m2¢2 + Zgb‘*]) (1.77)
donde
[Dgla = [ do(k) (1.78)
[k|<A

Podemos dividir ¢(k) en dos grupos, para ello tomamos un nimero b tal que b < 1. Las
variables ¢(k) con bA < |k| < A son los grados de libertad que serdn integrados. Definimos

ak) :{ o(k) sibA<|k| <A (1.79)

0 otro caso

Redefinamos ¢(k) como ¢ + 6, reemplazandolo en (1.77) obtenemos

2 1 ~ 1 -
7 = /D¢D¢ exp <—/dd:c [2(3;@ +0,0)% + §m2(¢> + ¢)? (1.80)
A .
+, @+ ¢)4] > :
El lagrangiano efectivo £.; lo podemos reescribir como L.y = £ mds correcciones

proporcionales a A. Estos términos proporcionales a A los trataremos como perturbaciones.
El lagrangiano efectivo lo podemos reescribir como

/d%zef = /d% [;(1 + AZ)(0,0)? + %(mQ + Am?)¢? + %(A - AA)¢4]
(1.81)

Reescalando la distancia y el momento como
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K =k/b, 2'=uxb (1.82)

de tal modo que k' estd integrada sobre |k'| < A. En términos de la variable 2’ el lagran-
giano efectivo es

/ dxlop = / dda'b= [;b2(1 +AZ)(0,0)° + %(mQ + Am?)¢? (1.83)
+i()\ + AN

Si reescalamos el campo como

¢ = [bHu + AZ)T/ s (1.84)

la accion vuelve a tomar su forma inicial

/
/ ALy = / d4a’ B(@W)Q + %m%’? + Z¢’4] , (1.85)

donde los nuevos parametros del Lagrangiano son

m? = (m*+Am?)(1+AZ)" b2 (1.86)
N o= A+ AN+ AZ) 2t

Combinando el reescalamiento con el hecho de que se integraron los grados de libertad
ultravioletas se pudo reescribir el Lagrangiano de tal manera que toma la forma original
con los parametros renormalizados. Continuando con este procedimiento, podemos integrar
sobre otra capa de momento y volver a transformar el Lagrangiano. Si tomamos el parame-
tro b cercano a uno, la transformacién se convierte en una transformacién continua. Esto
lo podemos ver como una trayectoria o un flujo de todos los posibles Lagrangianos. A esta
transformacion continua de Lagrangianos se le conoce como el grupo de renormalizacién.

1.7. Ecuacién de Callan-Symanzik

Para definir una teoria de modo adecuado, se necesita especificar las condiciones de
renormalizaciéon. En la subseccion Renormalizacién las condiciones de renormalizaciéon se
definieron en términos de la masa fisica. Si la teoria posee m = 0 estas condiciones no pue-
den ocuparse, ya que estas dan lugar a singularidades. Para evitar dichas singularidades, se
escoge una escala de momento arbtraria M, imponiendo las condiciones de renormalizacion
en p? = —M?:

Y(p*=M?*) =0 (1.87)

D(p1,p2,p3,p1) = A en (p1+p2)? = (p1 +p3)” = (p1 +pa)* = M.
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Al pardmetro M se le conoce como la escala de renormalizacién. Ahora supongamos
que variamos M por M.

M — M+d6M (1.88)
A = A40A

o — (14 n)o.

Haciendo estas variaciones en los parametros M, A y ¢, la variacién en la funcién de
Green renormalizada es

G™ = (14 non)G™. (1.89)

Si pensamos G como funcién de M y de A podemos escribir esta transformacién
como

(n) (n)
I LAty nénG™. (1.90)

(n)
G oM O\

Definiendo los parametros

M M
= —0\ =———0m. 1.91
b=ty =5 (1.91)

Sustituyendo los parametros 8y A en la ecuacion (1.90), se obtiene la siguiente ecuacién
diferencial

0 0
(M i + 05 \ +n7> G" (1, ...,xn, \, M) = 0. (1.92)

A esta relacién se le conoce como la ecuacion de Callan-Symanzik. Esta relacion nos
dice que existen 2 funciones universales 8 y v que compensan la variaciéon en la escala
de renormalizacién. Los parametros [ y - son los mismos para cualquier n y deben ser
independientes de cualquier z; y de la escala M, 5y 7 solo dependen de A . La funcién S es
la taza de cambio del flujo del grupo de renormalizacién de la constante de acoplamiento
A. Si la funcién B es positiva la constante de acoplamiento renormalizada aumenta su valor
si aumenta el momento, y disminute si disminuye el momento.

Calculando el valor de 3 y de v para la teorfa A¢* a un lazo se obtiene

32
BA) = 1672 v=0. (1.93)
La ecuacion de Callan-Symanzik asociada es
32
oG = 3\ 0G (1.94)

Py T lemt an

La ecuacion caracteristica de este sistema es



18 CAPITULO 1. TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

d\ 32

— = 1.95
dp  16m2p’ (1.95)
al ponerle la condicién inicial A(M) = ), encontramos el valor de A
< A
5= (1.96)

1 — (3\/1672)log(p/M)’

En esta tltima ecuacién vemos que la constante de acoplamiento depende del momento,
nos referiremos a esta como la constante de acoplamiento escalable.



Capitulo 2

Correspondencia Norma Gravedad

2.1. Teorias de Norma

Consideremos un campo vectorial ¢ que vive en un espacio plano de n dimensiones,
en el cual actua un grupo de Lie en su representaciéon fundamental como ¢(z) — ¢'(x) =
U(z)¢(x). En términos de componentes

H ) = @ @) = (6O g (w) = U)ok () (21)

Donde U(z) = exp(ia®(z)Ty) es un elemento del grupo de Lie y T, son los generadores
del grupo los cuales forman el dlgebra de Lie con las relaciones de conmutacién

[To, Ty = ifopTe. (2.2)

Tomando a®(z) infinitesimal, el campo transforma como

¢ (z) = ¢ (z) = ¢ (2) + ia(x)(To)] 6" (). (2.3)

Las derivadas de ¢ no transforman de acuerdo con (2.1). Para ello se define la derivada
covariante dada por

Dy =0, +iALT,, (2.4)
e imponiendo
Ay — A (z) = U(2) AU (z) — iU (2)9,U" (), (2.5)
se satisface
D,¢'(x) = D, (U(z)d(z)) = U(z)D,d(z), (2.6)

es decir D¢ es invariante de norma. Definiendo F},, en términos de los campos de norma

Ay

19
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Fuy = 044y — 0, A+ i[Ay, A)] = (0, A% — 0, A% — fi. A AC)T,, (2.7)

F,, es invariante de norma, es decir

Fu — F), =UF,U". (2.8)
La accién se define como
1 d apv mHa
S = _Tg2 d QCF FN”’ (29)

la cual invariante de norma. A esta accién se puede acoplar la acciéon de un campo fermié-
nico ¥ con masa m

1 d = -
S = i dz(F"F), + VD,V — myv). (2.10)
Una vez cuantizadada la teoria, se encuentra que la funcién 8 del grupo de renormali-
zacién a un lazo de una teoria con grupo de norma SU(N,) es [16]

5= dgym 1 g
a du 4872
donde p es la escala de renormalizacion y Ny el nimero de sabores. La funcién 3 es negativa

si 11N, —2Ny > 0 como es el caso de QCD, lo que nos dice que la teoria es asintéticamente
libre.

S (1IN, — 2Ny), (2.11)

2.1.1. N grande

Los protones y neutrones estan hechos de particulas mas fundamentales, los quarks.
Bajo circunstancias normales los quarks estan juntos dentro de protones y neutrones;
estos poseen una propiedad que causa que uno no pueda liberarlos, a esta se le llama
confinamiento, la interaccién entre quarks crece y crece a medida que se separan, hasta
que es tan grande que en lugar de separalos produce pares quark-antiquark. La fuerza
fuerte es la responsable de mantener a los quarks juntos.

La interaccion fuerte es descrita por medio de la cromodindmica cudntica (QCD). QCD
es una teorfa cudntica basada en una simetria de norma SU(3). La interaccién fuerte se
da por medio de gluones, que son los campos de norma de SU(3).

Un quark pertenece a la representacién fundamental de SU(3) y puede tomar 3 estados
llamados color, los cuales denotaremos por ¢; ¢ = 1,2, 3. Del mismo modo un antiquark g;
tiene un anticolor.

Un quark tiene un determinado color, pero puede cambiar su color por una interaccién
quark-gluén. La diferencia de color es llevada por el gludn, el cual transforma como un
quark-antiquark bajo SU(3). Un gluén pertenece a la representaciéon adjunta de SU(3), y
se puede escribir como (AM);

QCD se vuelve fuertemente acoplada a energias bajas, por lo que no se pueden usar
teorias perturbativas. Un método de aproximacion, es el llamado N .-grande propuesto por
't Hooft [20], el cual consiste en generalizar QCD reemplazando su grupo de norma por
SU(N,.) y tomar el limite N. — oo, mateniendo A = g?N. fijo. Los grados de libertad de
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esta teoria son los campos gludnicos AZJ» y los campos de quark q;'., donde 7,57 = 1,..., N,
ya=1,.., Ny.

Debido a que el grupo de norma es SU(N..) tenemos N2 — 1 campos de norma indepen-
dientes, pero como estamos considerando el limite N, — oo podemos considerar que hay
N2 gluones. El niimero de gluones es mucho mayor que el nimero de grados de libertad de
los quarks, el cual estd dado por N.N¢, por esta razén podemos esperar que la dindmica
es dominada por los gluones en el limite de N -grande.

En diagramas de Feynmann un propagador de una teoria de norma es representado
por una sola linea, pero para mantener el seguimiento de los colores es conveniente utilizar
notacién de doble linea, donde el propagador del gluén es representado por una doble
linea con flechas opuestas. Los diagramas se deben de dibujar de modo que se preser-
ve la direccién de la flecha. Los diagramas de Feynman para propagador, vértice y lazo
respectivamente son

S
= ANNNNANNANNANNN
S —

A
0

& 3=

Las reglas de Feynmann son proporcionales a:

1. Asociar el factor \/N, por cada propagador.
2. Asociar el factor N./A por cada vértice de interaccién.

3. Asociar el factor N, por cada lazo. Si tenemos V vértices, E propagadores y F lazos.
A partir de las reglas de Feynmann obtenemos

14 E
<J\£) <Z\Af> NE = NV NY-N+E (2.12)

Los diagramas 2.1a y 2.1b son planares, mientras que el 2.1c es no planar. La palabra
planar/no planar significa que el diagrama puede/no puede dibujarse en un plano. Los dia-
gramas planares tienen una relacién cuadratica en N,, por lo que la amplitud de cualquier
diagrama planar se puede escribir como f(A)NZ2. La suma de todos los diagramas es

N2

c

A= fOONZ2 = fo (N2 + FLOON + (V). (2.13)
g=0
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(a) (b)

Figura 2.1: Ejemplo amplitudes de vacio

(c)

Lo cual nos muestra que son los diagramas planares los que dominan en el limite de
N, grande.

Estos diagramas los podemos clasificar por su topologia, la cual nos da una conexién
con teoria de cuerdas. Esto lo podemos hacer asociando una superficie de Riemann a
cada diagrama de Feynmann. En notacién de doble linea cada linea de un diagrama de
Feymann es un lazo cerrado el cual lo podemos pensar como la frontera de una superficie
dos-dimensional o ’cara’. La superficie de Riemann se obtiene pegando las fronteras de estas
caras como lo indican los diagramas de Feynman. Para obtener una superficie compacta
anadimos un punto al infinito a la cara asociada a la linea externa del diagrama. Este
procedimiento se ejemplifica en las figuras 2.2 y 2.3

.
4

Figura 2.2: Superficie de Riemann asociada a un diagrama planar

2

\

Figura 2.3: Superficie de Riemann asociada a un diagrama no planar

O

en el primer caso se obtuvo una esfera y en el segundo un toro. La potencia de N, asociada
a un diagrama de Feynman esta asociada a la superficie de Riemann. Previamente se
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encontré que la potencia de N, es V — N + F, esta potencia es un invariante topolédgico
denominado la caracteristica de Euler y. En una superficie compacta, orientable y con
género g (el género es el nimero de agujeros que tiene una superficie) la caracteristica de
Euler es x = 2 — 2¢g. De modo que la esfera tiene y = 2 y para el toroide y = 0.

La principal conclusion de este desarrollo es que las amplitudes de vacio en el limite
de N, largo de una teoria de norma estan relacionados con el género.

2.2. Teoria de Cuerdas

La teoria cuantica de campos describe la dinamica de particulas puntuales, la teoria de
cuerdas es una teoria cuantica relativista en que los objetos son unidimensionales llamados
cuerdas. Esta teoria estd caracterizada por la tensién de la cuerda T y por una constante
de acoplamiento adimensional g;. Se suele escribir la tensién de la cuerda en términos de
una escala de longitud fundamental [

1

Una cuerda puede oscilar, y puede hacerlo de distintos modos. La teoria de cuerdas
unifica todas las particulas de la naturaleza como diferentes oscilaciones de la cuerda.

Existen dos tipos de cuerdas: abiertas y cerradas. Los puntos finales de las cuerdas
abiertas se pueden unir y formar una nueva cuerda, en particular si los dos puntos finales
de dos cuerdas se unen, se obtiene una cuerda cerrada.

Justo como una particula traza una linea en el espacio- tiempo, una cuerda traza una
superficie en el espacio tiempo. La linea trazada por la particula se denomina linea de
mundo, similarmente la superficie trazada por una cuerda se llama hoja de mundo.

Cuerda bosénica

Para cuantizar una particula relativista se toma como la accién la longitud de la linea
de mundo; andlogamente se postula que la acciéon para la cuerda sea proporcional al drea
de la hoja de mundo, a esta accién se le denomina como la acciéon de Nambu-Goto.

La hoja de mundo depende de 2 coordenadas que parametrizan el tiempo y la longitud
de la cuerda denotadas por 7 y o respectivamente. El nimero de coordenadas necesarias
para parametrizar la hoja de mundo dependera de la dimension del espacio. Si nos encon-
tramos en un espacio-tiempo de d+1 dimensiones, la parametrizacién de la hoja de mundo
sera

X = (X%, 0), X (1,0),..., X1, 0)). (2.15)

El area de la hoja de mundo es

aan ox\2 /0X\?

Para que la accién tenga las unidades adecuadas (energia tiempo), la accién es

aan OX\* (90X °
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Cuantizar la accion de Nambu-Goto es complicado debido a la raiz cuadrada. Una
accién equivalente que nos da las misma ecuaciones de movimiento cldsicamente es la
accién de Polyakov

T
S=-5 / drdohh®P1,, 0, X 95 X" (2.18)

Calculando el tensor de esfuerzos se encuentra que este se anula, esta serd una de las
constricciones que tendra la ecuacién obtenida a partir de la accién de Polyakov

__21 245 _
b T T /R okt

Una parametrizacién conveniente es hog = 1,3. Usando esta parametrizacion la ecua-
ciéon de movimiento que se obtiene es la ecuacién de onda

T, (2.19)

0? 0? 0?
— _ 2 |\ Xt=—" 2.20
< ar?  do? > dotdo~ ’ (2:20)
donde se hizo uso de las coordenadas o™ = 7+0, 0~ = 7 — 0 y las constricciones sobre
el tensor de energia momento son
Tw=Tn=X-X"=0 (2.21)

1 .
Too = Ty = 5(X2 + X" =0.

La solucién general de la ecuacién de onda se puede escribir como la suma de dos
funciones arbitrarias

Xt(r,0) = Xh(r—0o)+ X[ (T4 0). (2.22)

Para la cuerda cerrada se pide que la solucién sea periddica.
XH(r,0) = X¥(1,0 + ). (2.23)

Para la cuerda abierta se le imponen condiciones de Neumann

X'M(1,0) = X" (1,7) = 0. (2.24)

Para la cuerda cerrada la soluciéon méas general es

1 1 ) 1 .
X = ix“ + §l§p“(7‘ — o)+ §ls Z ﬁaﬁe_m”“_”) (2.25)
n#0
iz 1 n 1 2, 1 i 1 ~u,—2in(t+0)
X = J% §lsp (r—0o)+ §l8 Z e . (2.26)
n#0

Para la cuerda abierta con condiciones de frontera tipo Neumann z* es la posicién
del centro de masa y p* es el momento de la cuerda. La longitud de la cuerda es [, este
pardmetro se relaciona con o como | = 1/ V2ol X g y X son funciones reales lo cual
implica que x# y pH son reales y o/ es el adjunto de al,, es decir

o= (oM, &t = (aMl. (2.27)

7 n
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Para la cuerda abierta con condiciones de frontera tipo Neumann la solucién esta dada
por

1 ,
Xt = ok + 2pir +il, Z —ake ™ coso. (2.28)
n
n#0

Para cuantizar la cuerda se introduce el momento canénico conjugado, dado por

PH = g.j = TX", (2.29)
I

Utilizando esta definicién del momento candnico conjugado se imponen las siguientes
relaciones de conmutacién

[P*(o,7),P"(0',7)] = [X*(0,7),X"(d',7)] =0 (2.30)

[P*(o,7), X" (', 7)] = in"6(c — o). (2.31)

Al insertar (2.28) en los conmutadores previos, se obtienen los siguientes conmutadores
H AV
para o, y ap,

v
n

v

[, o] = [ak,, an] = imn™ 0mqn,0 (2.32)

ok, &%) = 0. (2.33)

Los a, pueden ser interpretados como operadores de ascenso y descenso para n negativa
y positiva respectivamente. El estado base estd definido como aquel que es aniquilado por
cualquier «;, con n > 0.

Esta cuantizacion impone condiciones sobre la dimensién del espacio, no todos los es-
pacios son consistentes, si empezamos con un espacio-tiempo de Minkowski D-dimensional,
encontramos que la dimensién en que es consistente la teoria de cuerdas es D=26 [4] [11].

Supercuerdas

Se pueden construir distintas teorias agregando grados de libertad a la hoja de mundo.
En el caso de la dualidad se utiliza una teoria de super cuerdas la cual se obtiene anadiendo
una hoja de mundo fermiénica 2-dimensional.

S=-T / drdo (0% X, 06 X" + Py 0atp®) . (2.34)

Donde 1) = 17°, v son las matrices de Dirac en dos dimensiones. Una de las posibles
representaciones de las matrices de Dirac es

v°=<? _OZ> y 71=<?é)- (2.35)

1) es un espinor cuyas componentes son

Y= < :ﬁ; > : (2.36)
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La ecuacién para la parte fermionica es 7*0,1 = 0, que en la base dada en (2.35) se
obtienen un par de ecuaciones desacopladas

(3 N a) v _ ) (2.37)

a 8 ®o_
(aa‘aT>¢+—°'

Usando los términos de frontera de la parte fermionica del Lagrangiano de la super-
cuerda se encuentra que wi |077r =2 |077r

Imponiendo ¢4 |, = ¥_ |5, quedan dos opciones para la condicién de frontera em
o = 7. En el primer caso la condicién es

i (m,7) =Yt (7, 7), (2.38)

a esto se le conoce como el sector Ramond cuya expansiéon en modos normales es

V= 5 e (239)

neZ

El segundo caso es conocido como el sector Neveu-Schwarz (NS)

Y (m, 1) = =X (m, 7), (2.40)

la expansién en modos de Fourier es

1 .
P = 7 > bltemiroE, (2.41)

reZ

Para la cuerda cerrada se pueden tener condiciones de peridiocidad (R) o antiperidio-
cidad (NS), es decir

Yy(o) = toyp(o+ 7). (2.42)

La expansién en modos de Fourier puede ser

1 ) 1 ;
w;i _ ﬁ Z d%e—an(T—a) o ﬁ Z bge—QZT’(T—J) (243)

nez reZ+1/2

1 - . 1 = ;
1!}}_1, _ Z d%e_an(T_a) o L Z bg6—227‘(’r—o—) (2'44)
\@ nel \/é rezZ+1/2

Para una cuerda cerrada se tienen cuatro posibles sectores que son: NS-NS, NS-R,
R-NS, RR. El primero y ultimo sector describen estados bosénicos y los otros dos sectores
describen fermiones.
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Para cuantizar la teoria se imponen relaciones de anticonmutaciéon para las hojas de
mundo fermidénicas

{Wh v} = 64%68(0 — o), (2.45)
como resultado los coeficientes de Fourier satisfacen las siguientes relaciones de anti-
conmutacion

{b“ by} = n'wj(srs (246)

TrYSs
14 4
{d%m n} = 7’# Omn-
Para una teoria de supercuerdas consistente se requiere que el espacio sea de dimensién
D=10.

Interacciones

Las interacciones entre cuerdas pueden ser introducidas geométricamente postulando
que 2 cuerdas se pueden unir y que una cuerda se puede dividir en 2 a través de un vértice
de intensidad g5 como se muestra en la figura 2.4

Figura 2.4: Interacciones en teoria de cuerdas: dos cuerdas en estados iniciales i y j se
unen para formar una cuerda en un estado final k

Las observables fisicas como amplitudes de dispersion se obtienen sumando propaga-
ciones de cuerdas entre estados iniciales y finales. Esta suma se reduce a una suma sobre
las topologias de superficies bidimensionales multiplicadas por un factor g2"~2, donde h es
el genero de una superficie bidimensional dada.

Con esto, la amplitud de vacio a vacio en teoria de cuerdas se puede escribir como:

> B 1
A = Y Fla)gh?= Fo(@) 25 + Fi(e) + Fa(a)gi + -
h=0

s

(2.47)

Comparando las ecuaciones (2.13) y (2.47), notamos que ambas tienen la misma es-
tructura, por lo que las funciones de particién de ambas teorias son las mismas

Zgauge = Zistring, (248)

y la relacion entre los parametros de ambas teorias es

1
NZ o< —. (2.49)
9s
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2.3. D-branas

Una cuerda abierta puede tener sus puntos finales en un objeto llamado D-brana [17]. Si
tenemos V. D-branas, las cuerdas abiertas pueden tener sus puntos finales acomodados de
distintas formas, pueden tener los puntos finales en la misma brana o en distintas branas.
Estos grados de libertad corresponden a los grados de libertad de SU(N,). Es por esto que
las cuerdas abiertas corresponden a teorias de norma con grupo de norma SU(N,).

Las D-branas existen en varias dimensionalidades. Una D-brana con dimensién espacial
p se llama Dp-brana. Una Dp-brana describe una teoria de norma (p + 1)-dimensional.
Una Dp-brana se extiende a lo largo de la direcciones x# = (20, x!, ..., 2P), con direcciones
transversas identificadas por y* = (zP*!,...,2%). Para una sola Dp-brana el espectro sin
masa consiste en: campos de norma A“(x), p = 0,1,...,p, 9 — p campos escalares ¢,
t=1,...,9 — p, y sus supercompaneros.

Las Dp-branas para una teoria de cuerdas supersimétrica tipo ITA existen para p =
0,2,4,6,8, mientras que para la tipo IIB p =1, 3,5, 7.

Como una cuerda abierta representa una teoria de norma y una cuerda cerrada repre-
senta la gravedad, la teoria de cuerdas contiene teoria de norma y teoria gravitacional,
por esto la teoria de cuerdas es una teorfa unificada. La dualidad AdS/CFT relaciona una
teoria de norma con una teoria gravitacional. Esto es posible debido a que en el fondo, la
teoria de cuerdas contiene a ambas.

Para una Dp-brana en una teoria IIB, utilizando las ecuaciones de supergravedad se
encuentra que la métrica es [13] [14]

ds® = [Hp(r)](p_7)/8 Nuvdatdx” + [Hp(r)](p+1)/8 (5ijdyidyj (2.50)
donde 72 = y;1

7—p
Ly
r7—p

H,(r)=1+

(2.51)

El dilatén nos da el valor de la constante de acoplamiento, esta relaciéon esta dada por

e220) = g2 [H,(r)] 3 P/2 (2.52)
reescribiendo la métrica en coordenadas polares dy? = dr? + T2dQ§_p, obtenemos
ds? = [Hy(r)] P~ n,datda” + [Hy(r)] P8 (dr? + 72d03_) (2.53)

2.4. Supergravedad

Cuando la constante de acoplamiento gs; < 1, en la expansién topoldgica domina el
primer término que corresponde a diagramas a nivel arbol. En este caso, una teoria de
gravedad clasica puede describir una teoria de supercuerdas. A este tipo de teorias se les
conoce como supergravedad.

Podemos escribir una acciéon que nos reproduzca los diagramas de Feynman a nivel
arbol. Si consideramos que la longitud de la cuerda I es despreciable, entonces la acciéon
gravitacional es

1
S —
167wGg

/ d"%z\/—gR (2.54)
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justo como en relatividad general. Escribimos una accién en 10 dimensiones, porque la
teoria de supercuerdas solo puede ser cuantizada en 10 dimensiones espacio-temporales.

Al tomar en cuenta los efectos debido a la longitud de la cuerda, la accién tendra
potencias del tensor de curvatura

R S T 2 12
S = 167TG10/d z/—g(R+1;R* + ...) (2.55)

estos términos los podemos ignorar cuando ZER < 1. Si consideramos espacio con curvatura
pequena, entonces podemos considerar la acciéon de la ecuacion (2.54).

Previamente vimos que las amplitudes de vacio de teorias de norma con N.-grande
estan dadas por una suma sobre las topologias de superficies bidimensionales, teniendo la
misma forma que las amplitudes de cuerdas cerradas. Como las cuerdas cerradas dan lugar
a la gravedad, la expansion en diagramas de Feynman en teoria de cuerdas corresponden
a una expansion perturbativa gravitacional. Si consideramos los diagramas planares, estos
corresponden a una gravedad clasica, los diagramas correspondientes a un toro correspon-
den a gravedad a un lazo.

Esto implica que una teoria de norma con N, grande es representada por una teoria de
cuerdas, en particular en el limite N, — oo, es representada por una teoria de gravedad
clasica.

2.5. Correspondencia AdS/CFT

Perturbativamente la teoria de cuerdas consiste de cuerdas abiertas y cuerdas cerra-
das. Las cuerdas cerradas describen excitaciones del espacio-tiempo y las cuerdas abiertas
excitaciones en las D-branas.

Las Dp-branas se pueden estudiar desde 2 puntos de vista: cuerdas abiertas y cuerdas
cerradas.

Cuerdas abiertas

En esta perspectiva se trata a las cuerdas como pequenas perturbaciones; esta pers-
pectiva solo es valida si la constante de acoplamiento efectiva de las cuerdas es pequena,
es decir gs IV << 1.

Consideremos N D3-branas en el limite de baja energia E << a~ /2. En otras palabras
tomando solamente el espectro no masivo. La accién de los modos no masivos [1] se puede
escribir como

S = Sbulto + Sbrana + Sint- (256)

Spulto €8 la accién de la supergravedad 10-dimensional méas correcciones de orden su-
perior. S;,,;: describe la interaccion entre los modos de la brana y los del bulto. Finalmente
Sprana €sté dada por la acciéon de Dirac-Born-Infield, la cual para una sola D3-brana es

1
Dppr = T /d49€€¢\/— det(guy + 27’ F,), (2.57)

27)3a’2gs
con guy = Nuw + (27a’)20,0'0, 4"

En el limite o/ — 0 las cuerdas abiertas y cerradas se desacoplan, matematicamente

Sint = 0. Sputo se reduce a la accion de supergravedad libre en un espacio de Minkowski
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(9+1)-dimensional. En este mismo limite la accién Sp.qn, se reduce a la accién de la teoria
de Super-Yang-Mills N = 4 con grupo de norma U(N,). Esta teoria consiste de un campo
de norma A, seis campos escalares ¢' y 4 fermiones de Weyl. En este caso podemos
desacoplar U(1) de U(N,.), fisicamente esto se debe a que U(1) describe el movimiento
del centro de masa. La parte restante del grupo U(N.) es SU(N,) el cual describe el
movimiento relativo entre D-branas.

Cuerdas cerradas

En esta perspectiva las D-branas son vistas como soluciones en el limite de bajas
energias de la teoria de supercuerdas, es decir como una teoria de Supergravedad.

En las ecuaciones (2.52) y (2.53) se obtuvo el valor del dilatén y de la métrica para una
Dp-brana. Tomando el caso particular en que se tiene una D3-brana, el dilatén se reduce
a una constante, y la métrica es

ds? = [H,(r)| Y2 nudatde” + [Hy(r)]"/? (dr? + r2dQ32). (2.58)

La constante L se relaciona con otros parametros como

L' = 41g,No2. (2.59)

La escala caracteristica L debe ser grande para que la curvatura sea pequena y por lo
tanto sea valida la aproximacién de supergravedad. Por lo que la perspectiva de cuerdas
abiertas es vélida si gsN >> 1.

La métrica de la D3-brana consiste en regiones de interés. Para r >> L, H(r) ~ 1,
la métrica obtenida con esta aproximaciéon es la métrica de Minkoski en 10 dimensiones.
Tomando el otro limite » << L, la métrica es

r? L o 200
ﬁnw,dx”dx”—i— ﬁ(dr + rdQ). (2.60)

ds?

Los primeros dos términos corresponden a la métrica de AdSs x S5, donde AdS5 es

el espacio tiempo de Anti de Sitter en 5 dimensiones. L es el radio de AdS. Este espacio-
tiempo es solucion de la ecuacion de Einstein con constante cosmolégica negativa.

1

S5 = 167G

/d5x\/—95(R5 —2A). (2.61)
donde 2A = —12/L2.

2.5.1. Combinando perspectivas

En ambos esquemas, la perspectiva de cuerdas abiertas y cerradas, se encontraron dos
teorias desacopladas en el limite de bajas enegias.

1. Cuerdas cerradas: teoria de cuerdas tipo IIB en AdS5 y supergravedad tipo IIB en
R,

2. Cuerdas abiertas: N = 4 Super-Yang-Mills en 4 dimensiones y supergravedad tipo
IIB en R,
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Ambos esquemas deberian ser equivalentes, y la teorfa de supergravedad en R%! estd
presente en ambas teorias. Esto sugiere que las dos teorias restantes deberian ser equiva-
lentes. Por lo que Maldacena ( [15]) conjeturé que

{N =4 SU(N.) SYM} = {Teoria de cuerdas IIB enAdS; x Ss}. (2.62)

2.5.2. Comparacién de simetrias

Tanto la teoria de cuerdas como la teoria de Super-Yang-Mills deben poseer las mismas
simetrias.

Introduciendo el cambio de variable z = L?/r en (2.60), la métrica de AdSs x S° se
puede reescribir como

L2
ds* = =5 (Muvdatda” + dz*) + L*d03 (2.63)

La métrica contiene la combinacién —dt?+dx?, por lo que es invariante ante el grupo de
Poincaré I50(1, 3). La métrica de AdSj5 es invariante de escala, es decir que si reescalamos
z — az, la métrica permanece invariante. Invarianza de escala mas I50(1,3) pueden ser
unidas en el grupo de simetria SO(2,4); esto se puede ver claramente en el apéndice A.
La 5-esfera tiene a SO(6) como grupo de simetria, por lo que el grupo de simetria de la
teorfa gravitacional en AdSs x S5 es SO(2,4) x SO(6).

La teoria de campo deberia poseer las mismas simetrias, veamos que esto es asi. Cier-
tamente es invariante ante el grupo de Poincaré ISO(1,3). Esperamos que la teoria de
campo sea invariante ante reescalamientos. Aun si una teoria posee invarianza de escala
clasicamente, no necesariamente sucede lo mismo cudnticamente. La renormalizacién intro-
duce una escala en la que se rompe la invarianza de escala. Como resultado, las constantes
de acoplamiento cambian con la energia. Existen alguna teorias de norma la cuales son
invariantes de escala incluso cudnticamente. Una de estas teorias en particular es N = 4
super — Yang — Mills (SYM).

Calculando la 8 a un lazo de teorias de Super Yang Mills se obtiene [22]

= ug§7M - —Z;g]vc (11 —dny — ;ns) : (2.64)
donde ny es el nimero de fermiones de Weyl y n, es el nimero de escalares. La funcién
se anula para N =4 SYM, ya que ny = 4 y ny = 6. Al tener una teorfa invariante ante
reescalamientos e invariante ante el grupo de Poincare ISO(1,3), estas juntas nos dan
como grupo de simetria a SO(2,4). La teorfa de SY M N = 4 ademads de ser invariante
ante SO(2,4), lo es también ante SO(6), simetria que rota entre si a los seis campos
escalares, y por separado a los cuatro campos fermiénicos.

2.5.3. Funciones de particién.

La funcién de particion de la teoria de cuerdas tipo IIB debe ser igual a la funcién de
particién de la teoria de campos conforme

zi6) = (e ( [ do0@0)) ) = Zuc (2.65)
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Pasando al espacio euclidiano por medio de una rotacién de Wick, se puede usar una
aproximacién del punto silla para Zging en el limite de bajas energfas, obteniendo una
teoria de supergravedad tipo IIB. La aproximacién es

Zstring ~ e_Ssugm' (266)

En [23] se deduce la relacién que existe entre los elementos de las funciones de particién.
En esta subseccién intentaremos dar un argumento heuristico que nos permitira identificar
los elementos de la teoria de supergravedad con los elementos de la teoria de campo dual.
Las funciones de particién de ambas teorias deben ser invariantes bajo reescalamientos.
Si O es un operador con dimensién [, la funcién de particiéon para la teoria de campos
conforme ante reescalamientos es

o ([ doanwow) = e ( [atomowona) (2.67)
— exp (Ad—’ / ddwz(m)oz@)),

para que la integral funcional sea invariante ante reescalamientos le tenemos que pedir a
¢ que satisfaga

di(z) = Xy (). (2.68)

La integral funcional del lado de AdS también debe ser invariante de escala. Esto
implica que ®(\z, \z) = &(z, 2).

Como veremos en el siguiente capitulo, la solucién asintética en un espacio AdS cuando
z—0es

B(x,2) = 2P ¢o(z), (2.69)

de aqui se sigue que

do(x) = AP go(Ax). (2.70)

Comparando con la integral funcional del lado de la teoria de campos podemos identifi-
car a l como Ay a ¢;(z) con ¢o(z), habiendo identificando estos dos pardmetros podemos
reescribir la integral funcional del lado de la teoria de campo como

Zion) = (exo ( [ dtoon0)0a(0)) ). (2.71)

La relacién (2.65) se puede reescribir como

Z[¢o] = <exp < / ddmo(:c)o@:)) >CFT = ™ Ssugra[2(%0)], (2.72)

La funcién de correlacién de n puntos de la teoria de campo dual serd

(O(z1)--O(wn)) = 5<z>o<x1>(.5.7.15¢0<xn>6_53“““[@(%)]‘ (273)




Capitulo 3

Renormalizaciéon Holografica

3.1. Klein Gordon en AdS

Consideremos la accién del campo de Klein Gordon dada una métrica g™"

S = —;/dd“x\/fg (9™ O O + m>¢?) . (3.1)

La ecuaciéon de campo asociada a esta accion es

1
(By —m*) ¢ =0, Dg:ﬁ

La métrica de AdS en las coordenadas de Poincaré es

O (V=99""0r) . (3.2)

1
ds® = gpdz™daz" = - (d22 + nm,dx“dx”) , (3.3)
z
donde hemos fijado el radio de curvatura L = 1. Para pasar de la métrica de Minkowski
ds® = —dt? + dz? a la métrica euclidiana ds% = d72 + dz? se hace con una rotacién de
Wick t = —i7. La métrica de AdS euclidiana en las coordenadas de Poincaré es
1
ds? = gpndz™dz" = =5 (d2* + 6, dat'dz”) . (3.4)
z

n

Usando que g™
como

es la métrica de AdS euclidiana, la ecuacion 3.2 se puede reescribir

(2282 — (d = 1)20, + 2%6,,0"0" — m2) ¢ =0. (3.5)

Aplicando transformada de Fourier para para las coordenadas z*, la ecuaciéon que se
obtiene en el espacio de momentos es

202y (2) — (d — 1)20.0,(2) — (m? + p*22) g, (2) = 0, (3.6)

donde p? = 0p"p¥. Esta ecuacién tiene dos soluciones linealmente independientes, si
z — 0 asintéticamente las soluciones son

33
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~ Ay
oo { o (3.7

A4 son las 2 raices de la ecuacién cuadratica

m? — A(A —d) =0, (3.8)

dadas por

d

A la raiz positiva la denotaremos simplemente por A, a esta se le conoce como el peso
conforme, a raiz negativa la denotaremos por A_. El valor de v es

v = <;l>2 +m?2. (3.10)

Cerca de la frontera de AdS la solucién la podemos escribir como

oz, 2) = 22 do(x) + ... + 220, (2). (3.11)

La solucién a la ecuacion de Klein Gordon en el espacio de momentos es

$(z,p) = o' (1 - v) <;p)y 221, (p2) + B (1 +v) (;p> - 2421, (p2),
(3.12)

donde I, e I_, son las funciones de Bessel modificadas de primera espacie. En el caso
v € N1_, e I, son linealmente dependientes por lo que como veremos méas adelante se
tiene que hacer una modificacién. El valor de «; y [, dependerd de las condiciones de
frontera.

La solucion en el espacio de posiciones sera la transformada de Fourier inversa de

é(z,p)

ddp iptaz,
o(x,2) = / (Qﬁ)dep o, (3.13)

esta solucion tiene una singularidad en pz = 0.
Si se requiere calcular la ecuacién de Klein Gordon inhomogénea o con fuentes, se
necesita calcular la funcién de Green, esta se calcula como

!

G(x,z,2',2) = /ddp eip“(z“_x#)(zz’)dﬂ(e(z — 2K, (p2)1,(p?)

+0(2 — 2)1,(pz" ) K, (pz)) (3.14)
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Esta expresion puede ser integrada, obteniendo asi una funcién hipergeométrica. La
funcién de Green satisface

(O, — m?) Gz, a') = —\jg(s(d) (@ — ')5(z — ). (3.15)

Habiendo obtenido la funcién de Green de la ecuacién de Klein Gordon en AdS, pode-
mos encontrar la solucién si la ecuacién contiene fuentes, es decir

Oy —m?) ¢(x, 2) = J(z, 2). (3.16)

La solucién a la parte inhomogénea estd dada por

¢part - /derlle(x’x,)J(x/)' (3'17)

3.1.1. Calculo de 5UV y <ZIR con condiciones de Dirichelet

Previamente se encontré que la solucién para el campo escalar de Klein Gordon es

0z p) = apl (1) (5) 221, 02) + B, (L4 0) (5) 220 (p2).
(3.18)

A fin de seleccionar de modo correcto los valores de las constantes oy, y ), se deben
imponer condiciones de frontera. Separemos la solucién en 2 partes: ¢yy v ¢rr. ¢uy sera
la solucién en la regién ultravioleta definida en € < z < I. ¢y serd la solucién en la region
infrarroja definida en I < z < oo.

Para la region ultravioleta se imponen las siguientes condiciones de frontera tipo Diri-
chlet ¢(e,p) = ¢®~a, v é(1,p) = ¢i(p). De este modo el pardmetro o, queda determinado
y Bp también queda determinado en términos de c, y ¢;(p). La solucion en el ultravioleta
con estas condiciones de frontera es

S = X -0 (3p) L0 (319

o (Bmernn (30) er00) () 3

Para la regién infrarroja se debe satisfacer que 5(1, p) = al(p), adicionalmente se re-
quiere que ¢rg sea finita en z — co. El comportamiento asintético [2] de las funciones de
Bessel modificadas de primera especie es

d—1
, /2 _ ? pz
p;gnooz L(pz) = 4/ o e’ + .., (3.20)

ambas soluciones no estdn acotadas si z — oo. En la figura 3.1a se puede observar el
comportamiento de las funciones de Bessel modificadas de primera especie. Es conveniente
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400 — 1)
| — ly(x)
oo — l3(x)
" — l3(x)
I — Is(x)
o — lg(x)
| — l(x)
EI < a8 I 8 T 10 ’

(a) Gréfica de funciones de Bessel modificadas de primera especie, para distintos valores. Se puede
observar que crecen rapidamente.

X

2 4 L] & 10

(b) Gréfica de funciones de Bessel modificadas de segunda especie, para distintos valores. Se puede
observar que estas funciones poseen una singularidad en x=0, y que decrecen muy rapido conforme
crece X.

Figura 3.1: Funciones de Bessel de primera I, y de segunda especie K,
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utilizar la funciéon de Bessel modificada de segunda especie K, la cual estd definida en
términos de I, e I_,, como

_ ml_, —1,

v = 2@- (3.21)

El comportamiento asint6tico de esta funcién de Bessel modificada de segunda especie
es

p;@mzdﬂf(y(pz) = % e 7P, (3.22)

La solucién en el infrarrojo serd de la forma g(p, z) = az%?K,(pz), que al imponerle
la condicién ¢(I,p) = ¢;(p) se obtiene

l

S = (5)" A5

d=n=(0)" Fon (323)

3.2. Renormalizacién del campo escalar

En teoria cudntica de campos al calcular las funciones de correlacion aparecen términos
divergentes, por lo que se necesita renormalizar la teoria para que esta tenga sentido. Un
fenémeno general en la dualidad norma/gravedad es la conexiéon UV/IR, es decir las diver-
gencias ultravioleta en el lado de la teoria de campo estan relacionadas con las divergencias
infrarrojas del lado gravitacional. En [5] [18] se analiza cémo remover estas divergencias,
es decir como renormalizar hologrdficamente. El procedimiento consiste esencialmente de
cuatro pasos:

1. Obtener la solucién asintoética.
2. Regularizar la accion.
3. Sumar los contratérminos.

4. Obtener la accién renormalizada.

A continuacién se ejemplifica este proceso para el campo escalar de Klein-Gordon.

3.2.1. Solucién asintdtica

Recordemos que la métrica de AdS euclidiana en las coordenadas de Poincaré es

@

1
ds? = gpdz™da" = 2 + Z—Qéw,da:“da:”. (3.24)

A fin de resolver la ecuacién de Klein Gordon en AdS, proponemos una solucién de la
forma

o(z,z) = zd_Aé(ac, z). (3.25)
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Al sustituir (3.25) en la ecuacion Klein Gordon obtenemos

0= [ (m®—AA-d)d(x,2) - (3.26)
2(2000(z, 2) + (d — 2A 4 2)0.¢(x, 2) + 20%¢(z, 2))]

donde Uy = 6#70,,0,.
Al satisfacerse (3.8), la ecuacion (3.26) se reduce a
(2z00¢(x, 2) + (d — 2A + 2)D.¢(x, 2) + 202¢(x, 2)) = 0. (3.27)

La funcién ¢(z, z) la expandimos en potencias pares de z

O(x,2) = ¢o(x)+ 2Py () + 2 ) (@) + ... + 2" Pan) () + ... (3.28)

Esta ecuacién se resuelve de forma iterativa, derivando con respecto de z y tomando
z = 0. Para ¢(9) se obtiene

1

b2) = mmocb(()), (3.29)

continuando con el procedimiento se obtiene el valor de cualquier ¢(ay,).

- 1
) = on(2A —d — 2n)

Hodn—2)- (3.30)

Este procedimiento se vuelve invalido si existe k tal que 2A —d — 2k = 0, en este caso
¢(x, z) lo reescribimos como

o(x,2) = ¢o(x) + z2¢(2) () + ...+ ZQk(¢(2n) (x) + log z2¢(2k)) + .. (3.31)
Un célculo similar al que se hizo previamente nos lleva a

— 1 k
¢(2k) - 2% (K)T(k + 1) (o) ¢(O)~ (3.32)

3.2.2. Regularizacion

Para regularizar la accién, restringimos el rango de integracién en z, z > ¢, donde € es
un parametro pequenio. A esta accion se le denomina accién regularizada y se denota por

Sreg-

Sreg = d™*ay/g ( " O O + m2¢2> (3.33)

L.
L.

A2\ fge(— g¢>+m2<1>)—% / d?x\/g97 $0.b
= —2/ ddx\fgzquﬁq)
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En el dltimo paso se ocupd que se satisfacen las ecuaciones de movimiento. Esta ex-
presion la podemos reescribir en términos de ¢(z, z) como

Sreg = — / | dlpeR <;<d—A>¢><z,e>+;e¢<x,e>a€¢<x7e>> (3.34)

_ _/ e (6—2A+da(0)+6—2A+d+2a(2) +.._+672A+d+2ka(2k)+m).
Z=€

El valor de a(,) se puede encontrar explicitamente ocupando la expresion propuesta
en la ecuacion (3.28), sustituyéndola en (3.34). Asi encontramos

1
a@) = —5(d - Aoy a@ = —(d— A+ 1)) (3.35)
Previamente se encontrd que

d d\? d
= — 2 =
A 5 + <2> +m* = 5 +v (3.36)

de este modo, podemos reescribir la accién regularizada como

Sreg = / d%x (6_21/0,(0) + 6_2”+2a(2) + ... —|~€_2y+2ka(2k) + ) . (3.37)
p=¢

Al ser v > 0, nos damos cuenta de que la accién diverge si € — 0. La cantidad de
términos divergentes dependerd del valor de v.

3.2.3. Contratérminos

Los contratérminos se definen como

Set = —términos divergentes de Sye4. (3.38)

Reescribiendo ¢(g) y @(2) en términos de ¢(z,€) a segundo orden

¢(0) = Ef(d*A) (Qﬁ(ﬁﬂ, 6) - 2(2A1d2)[|7¢($’ 6)) (339)

1
- d=)-2_ -
¢(2) € 2(2A o d o 2) D7¢(x7 6)7

1 e .
donde U, = v"0,0u, Y = —5Muw se le conoce como la métrica inducida. Con esto se
€

puede reescribir a a(g) y a a(z) en términos de ¢(z, €). La accién contratérmino en términos
de ¢(z,€) para v € (0,2) es

Set = /ddl\ﬁ <A2_¢2 + 2(2A—1d—2)¢D”¢($’6)> : (3.40)
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Si A =d/2+1, el factor que multiplica a ¢[J,¢ debe ser reemplazado por —1/2log 2.
Si v > 2 hay que afnadir mas contratérminos.

Aplicando el teorema de la convolucién en cero a la ecuacién (3.40), podemos escribir
los contratérminos en términos de la transformada de Fourier de ¢ como

1 d? A_ €)? ~
Set = 2/ (2;))0, <€d - 4(3?)—2)) o(p, €). (3.41)

3.2.4. Accién Renormalizada

Para definir la acciéon renormalizada, primero es necesario definir la accién substraida

Ssub[(ba 6] = Sreg[(bv 6] + Sct [¢7 6]- (342)

La accién substraida es finita atin cuando se toma el limite € — 0, la accién renorma-
lizada esté definida por este limite

Syen = lim Ssyp. (3.43)
e—0

Haciendo uso de esta defininicion obtenemos

1
2A —d—2)

d—A
Sren = lim / dz\/y <—e¢0€¢+ TR ¢Dv¢> o (344

3.3. Renormalizacién holografica Wilsoniana

En la correspondencia AdS/CFT, la coordenada radial z de AdS esta relacionada con
la energia de la teoria de campo [19]. Esto sugiere una correspondencia entre la evolucién
de la coordenada radial z y el flujo de renormalizacién Wilsoniano del lado de la teoria de
campo [6] [7].

Consideremos un campo escalar en AdS, la integral funcional se puede escribir como

Z = /D¢(z<l)®¢l®¢(z>l)€is‘g“gm, (3.45)

donde ®; = ®(z = [), y [ serd la escala de corte. La fisica debe ser independiente de
la escala de corte A = [~!, matematicamente esto es dS/dl = 0, como consecuencia se
encuentra una ecuacién para el flujo de renormalizacién, en [8] se encuenta que se debe
satisfacer una ecuacion tipo Hamilton-Jacobi.

Definiendo
¢(e,:v)~eA—a .
Yyv :/ D(zcpye™ore (3.46)
d(lz)=d1(z)
W = / D ampyeiSoiore, (3.47)
¢(l7$):¢l($)

la integral funcional completa se puede reescribir como
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Z = /wl\pw\ym. (3.48)

En [12] se utiliza el siguiente postulado

i dx —A_
\IJIR(@,):<6 J d*al ¢A@>CFTA:H. (3.49)

Este postulado nos permite identificar a W;r como el generador de las funciones de
correlacion. Suponiendo que Wiy del lado de AdS tiene la siguiente forma

d 1 )10 2
Wy (1) = f Pz (00 -12) (3.50)

9

ocupando el postulado (3.49) se encuentra la integral de trayectoria del lado de la teoria
de campo en términos de A y h. La integral de trayectoria es

; h
<ezfddz<>\o+202>> ‘ (3.51)
CFT,A=I-1

Se puede identificar a A y h como las constantes de acoplamiento escalables para
operadores de una y de doble traza respectivamente.

3.3.1. Calculo de Sy

La region ultravioleta estd definida por condiciones de Dirichlet en z = € y en z = [.
La accién ultravioleta desnuda estd dada por

1

Sty =3 / /7620,

l
(3.52)

Esta accién es divergente, por lo que es necesario que se le sumen los contratérminos
dados en la ecuacion (3.41). Aplicando este procedimiento y tomando el limite € — 0 se
encuentra la siguiente expresion para Syv = Scont + Sy

1 fdp [T - v)p* 1, (pl) ol
s = 3 [ |t ) o (3:55)

_ 1—v, v ~

3.3.2. Calculo de S;r

Previamente se encontré que en el infrarrojo

s = (5) " e aw).

Usando esta expresién y sustituyéndola en la expresion para la accién se encuentra

s = 3 [ oy [ + CetOl] )" (3.54)
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3.3.3. Syv y Sig renormalizadas

En [3] se introduce una ¥;p renormalizada dada por

?I?(qbl) = eisét\I/]R(gZ)l) = eiSét <eifdd$¢lO>A ]
(3.55)

Consideraremos a V7% como el generador de las funciones de correlaciéon de la teoria
renormalizada. Wi} estard dada por

Ten

P = Uyye S, (3.56)

de tal modo que la funciéon de particién sigue siendo la misma. Con estas definiciones
podemos reescribir la funcién de particion como

7= / DU (3.57)
. o l . .
Los requerimientos para S,, son los siguientes

= Sét es construido a partir de ¢; y sus derivadas. Esto garantiza que sea analitica y
que sea compatible con las condiciones de Dirichlet en z = [.

» Los términos de S, que son divergentes cuando [ — 0 estén de acuerdo con los

contratérminos S¢;. Esto asegura que S7%' no diverja incluso en el limite [ — 0.

3.4. Esquema de substraccion minima

El contratérmino més simple que satisface las condiciones que le hemos pedido a Sét
es

1 dip A_ p?1? ~
L 2- 2
St = 3 / (2m)d < 14 142 — 2)> o (3.58)
La accién en el infrarrojo renormalizada es
ren 1 ddp pl KV—l(pl) p2 Py
Stk = 5 / (2r)d (zd K0 Plev—2)) %" (3:59)

La funcién de correlacion de 2 puntos renormalizada para la teoria conforme dual es

529

_ (opydpAo 9O
(Ow)0(a)) = @m) T S

= 122-5(p + q) (PlKvl(Pl)_ P >

14 K,(pl) 1%2v —2)
(3.60)

Expandiendo dicha expresion en serie de potencias, para v € (1,2) se obtiene
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(0(p)0(q)) = d(p +q) <12” DD amalpl)? I — p:zéjg)) ;o (361)

m=0 n=0

donde agp = 1/(2v — 2), de modo que se cancela con el término que estd separado de la
serie. Explicitamente los primeros términos de la serie son

—v 4—2v
(O(p)O(q)) =6(p+q) (gﬁylg(j;p” 50 _l1)2(2 - Z/)104 + ) : (3.62)

El caso v entero debe ser tratado por separado, ya que la serie de potencias para K,
contiene términos logaritmicos.

En general, las funciones de Bessel no estan dadas en términos de funciones elementales.
Sin embargo existe un caso particular en el que si sucede, que es el caso en que v es un
semientero. Tomando v = 3/2 la expresion que se obtiene para el correlador es

(3.63)

O(p)O(q)) = 8(p+q) <p252 1 p2l2>

B 1+pl B
= d(p+aq) <p3 Z(pl)m> : (3.64)
m=0

Para pasar al espacio de posiciones se calcula la transformada de Fourier inversa del
correlador encontrado en (3.61). Por continuacién analitica se encuentra el valor de la
siguiente integral

1 d, ipr, 2k __ 22k F(d/2+k) 1
(27r)d /d pep = 7Td/2 F(—k}) a2k (365)

de modo que el correlador en el espacio de posiciones toma la siguiente forma

0o o - 1 p2l2
— bmnl(2n 1)v+2m+2 . '
(0(z)0(y)) <mzzo7§ (x — y)drznizmi2 ~ [w(gy —2) | (3.66)
22wHIME2 (/2 + nv +m + 1)

/2 I(—nv—m—1)
Tomando el limite [ — 0 y pasando al espacio de posiciones se encuentra [9] [10]

donde by, =

2vT'(A) 1
O(x)0 = 3.67
O@OW) = e s (3.67)
que es lo esperado para una teoria conforme como lo es SYM N = 4. Una manera distinta
de calcular la funcién de correlacién es haciendo uso del propagador.

Para la accién en el ultravioleta se obtiene

Sty = ;/ (;idf))d [(21_21}1;(‘21/; 2 i [I_VV(E?]Z?) ’Oép|2 (3.68)
272 ~ 1—v, v .
((pg—;z(;l(fl) + ld(;/l 2)> ‘Gf)l(P)‘Q - ld/zi(u)];,,(pl) (oz;@ + cﬁapﬂ .
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— v=1.2
v=1.4
v=156

— v=1238

PR [ TR TR TN T NN TR TR T T s e 1 o= 1

1

%]
K]
s
L]
h

Figura 3.2: Constantes de acoplamiento escalables para operadores de un traza, con valores
fijos de v € (1,2), fijando a, =1y [ = 1.

Comparando con las ecuaciones (3.50) y (3.51), encontramos el valor de las constantes
de acoplamiento escalables para operadores de una y doble traza. Para el operador de una
traza se obtiene

1—
2°7Vp 1Y oy

L(v) | (pl)L,—1(pl) — (plz)Q_Ig(fl) |

Ap = (3.69)

Utilizando las aproximaciones asintéticas de las funciones de Bessel modificadas de
primera especie, se puede observar que para un momento p — 0 A — «,, de donde
podemos ver su dependencia con la condicion a la frontera. El otro extremo es p — oo, en
este caso A — 0. )\, es una funcién mondétona decreciente como se observa en la figura 3.2.

La constante de acoplamiento para el operador de doble traza es

I121,(pl)

2 .

h(p) = (3.70)

h(p) no tiene dependencia con a.

Las expresiones obtenidas para las constantes de acoplamiento de una y doble traza
fueron deducidas para operadores con peso conforme A = d/2+wv, siendo v € (1,2). Queda
claro que las expresiones (3.69) y (3.70) son invélidas si ¥ = 1, por lo que este caso debe
tratarse por separado. Sin embargo si se toma el limite ¥ = 2 pareciera ser que no existe
ningin problema en las expresiones (3.69) y (3.70). En el siguiente capitulo trateremos
estos dos casos por separado.
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— v=1.2
— v=14
— v=1.6

— v=1.38

P | 1 1
1 2 3 4 5 i

Figura 3.3: Constantes de acoplamiento escalables para operadores de doble traza, con
valores fijos de v € (1,2), fijando a, =1y [ = 1.






Capitulo 4

Caso v entero

En la ecuacién (3.12) se encontrd la solucién a la ecuacién de Klein Gordon en el
espacio de momentos en términos de las funciones de Bessel I, e I_,. Esta solucién no es
valida si v = n € N, ya que en ese caso I, e I_, son linealmente dependientes. En este
caso es conveniente escribir la solucién en términos de I, y K,

q~5(z,p) = azd/QKn(pz) + bzd/2In(pz) (4.1)

4.1. Calculo de 5UV y 513 para condiciones tipo Dirichlet

Impondremos las mismas condiciones de frontera usadas en el capitulo pasado. A fin de
que satisfaga la condicién de Dirichlet ¢(e, p) = €2~ Para la regién ultravioleta escribimos
la solucién como

(30) =)+ 50040 (30) 102

~ 20y,

P(z,p) = T(n)

(4.2)

donde se hizo uso de que asintoticamente
I'(n) rqe\—n
Kuto = 2 ()

Esta solucién debe satisfacer que a(l, p) = 51 (p), reescribiendo (3, en términos de «a, y

o1

é(2,p) = a2z K, (p2) + b2¥21, (pz),

(4.3)
donde
2000 (P\™
“ = T (3) (4:4)
20, (p\" Ku(pl)
b= R T T (5) To(pl) (45)

47
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La solucién en el infrarrojo continuard siendo

3 = (5)" R (1.6

4.2. Calculo de Syy y Sir

Calculemos la accién ultravioleta desnuda Sfy, dada por

!
1 ddp 1,

Usando las relaciones de recurrencia para funciones de Bessel de primera y segunda
especie [21], Sf;, lo podemos reescribir como

€

l

Siv =3 [ o [ o[ 02 0 p2) + 02 (ks (02) + B2

€

(4.8)

4.2.1. n=1

Consideremos el caso n = 1, para el cual se hace uso de las siguientes aproximaciones
asintoticas de las funciones de Bessel modificadas de primera y segunda especie

pe

I (pe) ~ 5

1 e
K (pe) = e Ko(pe) = —log (5) -

donde 7 es la constante de Euler cuyo valor numérico aproximado es v ~ 0.577. Encontra-
mos que

Io(pe) =~ 1

L[ dh (KD .
€y o= - —y—log2 4,
Siv = 3 [ G | (T =~ 1082) oy (4.9
A_ | pllo(pl) P £ T
* ( @ I (pl) >‘¢ ‘ 1421, (pl) (O‘P¢Z+¢l O‘?)
- PlayPlospe- 5.0 |

Los tltimos dos términos de la accién son divergentes, estos términos son los encon-
trados en (3.41). Renormalizando la accién Syv = Scont + Sf;y, se obtiene

1 [ d%p [(Ki(pl) 2012
= - — ~ —log2 41
s = 5 [ o | () -9 - 02) 1oy (4.10)
A_ plly(pl) D * T *
* ( @ > ‘¢l ‘ 1472], (pl) (ap¢l o O‘p) '
SR seréa

1 dp A_  (pl)Ko(pl
Sik = 3 / (2 {_ldJrldK] )] (4.11)
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4.2.2. n=2

Repitiendo el procedimento de la subseccién previa se encuentra que la accién en el
ultravioleta desnuda para n = 2 es

e _ L[ d% [1Kapl) 4 o
Siv = 3 [ Gt |11 0 o (4.12)
A plh(p)\ |7, |2 P £ T T
’ <1d+ mQ(pn) 50| = Zamgr (030 + dioy)
w2 a,|? A~ 2
+ p!;@\_ed ¢6(P)‘]~

Los 1ltimos dos terminos son divergentes, al sumar los contratérminos se obtiene

€ _ 1 dp [1 K (pl) 4 2
Siv = 3 [ G |11 g0 (113)
A plli(p)\ |7, |2 p? «T | Tx
+ (ld + ldlg(pl)> ‘d’l(p)‘ - 2ld/72]2(pl) (Oépgbl + ¢ Oép):| .

4.3. Esquema de substracciéon minima

4.3.1. n=1

El contratérmino méas simple que satisface que Sygr sea finito ain cuando [ — 0 es

1 d%p A_ p2l? ~,
Slo=Z — + —1 1) ¢7. 4.14

La accién en el infrarrojo renormalizada estd dada por Sir + Sét, explicitamente obte-
nemos

ren __ 1 ddp pl KO(pl) p212 72

La funcién de correlaciéon de 2 puntos para la teoria conforme dual es

528 pl Ko(pl)
S T <l2 K1 (pl)

Si expandimos la expresién previa en una serie de potencias, se encuentra que aparecen
términos logaritmicos. Para la accién en el ultravioleta se obtiene

d
0 = 5[ ot |y~ e ol e

<(];2le()};§) - p;f 10gpl> (%(p)f - m (apd + ¢>7ap)] .

(0(p)O(q)) = (2m)*

+ p? log pl) : (4.16)




50 CAPITULO 4. CASO v ENTERO

La constante de acoplamiento para el operador de una traza es

N plozp
P (pl)Io(pl) — p?12 log plI;(pl)’

La constante de acoplamiento para el operador de doble traza es

121, (pl)
pl)Io(pl) — p*12log plIi(pl)

h(p) = (

4.3.2. n=2

El contratérmino que satisface que Syg sea finito atin cuando [ — 0 es

1 [ dip (A pA2\ ~
P+ [ A 2
Sct_2/(27r)d <ld 2ld>¢l‘

La accion en el infrarrojo renormalizada es

Srenzl/ ddp leKl(pl) _p2l2 52.
IR =9 | (2m)d \1d Ky(pl) 214 )"

La funcién de correlacién de 2 puntos para la teoria conforme dual es

2 272
(OO = st =) (R - B ).

doi(p)ddi(q o2

1 Ky(pl) 204
Para la accién en el ultravioleta se obtiene

1 dip [1Ks(pl) 4,
Sren - -
uv 2 / (2m)d [4 L)Y el

+

plIy(pl)  p*I2\ |~ |2 P -
(ldfg(pl) 2ld> ‘Gbl(p)‘ - m <ap¢l + ¢ Oép>] .

La constante de acoplamiento para el operador de una traza es

p2l2

(pl) 11 (pl) +

Qp
p*PI(pl)
2

Ap =

La constante de acoplamiento para el operador de doble traza es

121, (pl)

i n i) + PR

h(p) =

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

En las ecuaciones (3.69) y (3.70) se obtuvieron las expresiones para las constante de
acoplamiento escalables para operadores de una y doble traza respectivamente. Si en estas
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tomamos v = 2 obtenemos las mismas expresiones que las encontradas en (4.24) y (4.25),
sin embargo es importante recalcar que el cdlculo que se hizo en el capitulo pasado no
estaba contemplado el caso v = 2.

Inicialmente en la teoria no existian operadores de traza doble. Sin embargo, al fi-
jar una escala de corte [~ aparecieron estos operadores. La apariciéon de operadores de
traza doble nos dice que existe informacién que se propaga del ultravioleta al infrarrojo
y viceversa. Una consecuencia de esto es que la energia no se conserva en z = [, y esto
no es de sorprendernos, ya que excitaciones fisicas en el infrarrojo se pueden propagar al
ultravioleta.

Recordemos algunos de los resultado obtenidos en el capitulo uno, a fin de que veamos
lo poderosa que puede ser la correspondencia AdS/CFT. En el capitulo 1 se trabaj6 con
la teorfa A¢?, se vi6 que la funcién de correlacién de dos puntos de esta teoria solo puede
ser aproximada de manera perturbativa. Aunque solo se vi6 el caso de la teorfa, A¢?*, en
general esto sucede para una teoria de campos interactuante. La constante de acoplamien-
to escalable para la teorfa A¢* fue calculada resolviendo la ecuacién carateristica de la
ecuacion de Callan-Symanzik, con S y v calculadas a un lazo, por lo que la constante de
acoplamiento escalable calculada es solo una aproximacion. Sorprendentemente en la teoria
gravitacional los contratérminos fueron calculados de manera exacta, como resultado las
funciones de correlacién y las constantes de acoplamiento escalables de la teoria de campo
fueron calculadas de manera exacta.






Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se abordé el problema de calcular las funciones de correlacién y las
constantes de acoplamiento escalables para una teoria cuantica de campos. Lo sorprendente
es que se calcularon haciendo uso de su dual gravitacional.

Para ello se vieron algunos de los conceptos mas importantes de la teoria cudntica de
campos. Se comenzo6 viendo el campo escalar méas sencillo invariante de Lorentz, el campo
de Klein Gordon y su cuantizacién. Se estudié el caso interactuante, y como este caso daba
lugar a los diagramas Feynman. Se vi6é que algunos de estos diagramas conducen a cantida-
des divergentes, algo que no tiene cabida en una teoria fisica, por ello se estudio el proceso
de renormalizacion, el cual nos permite eliminar los términos divergentes de la teoria. Un
resultado de este hecho es que las constantes de acoplamiento de la teoria dependen de
la energia. Estos resultados se pueden obtener resolviendo la ecuacion caracteristica de la
ecuacién de Callan Symanzik.

Es importante recalcar que para una teoria cudntica de campos interactuante, los
calculos por lo regular deben de efectuarse de manera perturbativa. Sin embargo si la
constante de acoplamiento es muy intensa los métodos perturbativos no son validos.

En el capitulo dos se estudié la correspondencia norma-gravedad, que es una relacién
entre una teoria de Yang-Mills (norma) con una teoria de cuerdas (gravedad). Un caso muy
particular de esta correspondencia es que una teoria de cuerdas tipo I/ B en AdS x S5 es
igual a una teoria SY M N = 4. Al ser equivalentes estas teorias, las funciones de particién
deben ser iguales, y debe existir una relaciéon entre los pardmetros de ambas teorias. Un
resultado increible de este hecho es que las funciones de correlacion de una teoria cudntica
de campos pueden ser calculadas como derivadas funcionales de la integral de trayectoria
de una teoria de cuerdas, que en limite de bajas energias es una teoria de gravedad clasica.

En el capitulo tres se calculé la solucién al campo de Klein-Gordon en un espacio AdS.
Se encontr6 que la solucién en el espacio de momentos estd dada por funciones de Bessel
modificadas multiplicadas por un factor z2%/2. Se vi6 que en lado gravitacional, la coorde-
nada radial z esta relacionada con la energia, por lo que debe existir una relaciéon entre
la evolucién de z y el flujo de renormalizacién Wilsoniano del lado de la teoria de campo.
Se tomd el postulado propuesto por Heemskerk y Polchinski, donde separan la integral de
trayectoria en la parte infrarroja W;gr y ultravioleta Wy, uno de los resultados es que ¥;p
es el generador de las funciones de correlacion, y Wy esté relacionado con las constante de
acoplamiento de operadores de una y doble traza. Al calcular las funciones de correlacién
se encontré que estas contienen términos divergentes, y no es de extrafarnos ya que esta
teoria gravitacional es el dual de una teoria cudntica de campos, en la cual vimos que
aparecen términos divergentes. Para eliminar estos términos se sumaron contratérminos

que eliminaran estas divergencias. Se introdujeron V%' y W77}, que son la parte infrarroja
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y ultravioleta renormalizadas de la integral de trayectoria, de modo que usando el pos-
tulado propuesto por Heemskerk y Polchinski se consideré a U7%' como el generador de
las funciones de correlacién renormalizadas, es decir sin términos divergentes; y haciendo
uso de Y77} se encontraron las constantes de acoplamiento escalables renormalizadas para
operadores de una y doble traza. La interpretacién fisica de la aparicién de operadores de
doble traza, es que existe propagacion de energia del infrarrojo al ultravioleta. Los calculos
realizados en este capitulo correspondieron a operadores con dimensién conforme d/2 + v
con v € (1,2).

En el capitulo cuatro se calcularon las constantes de acoplamiento escalables para
operadores de una y doble traza con dimensién conforme d/2 + 1y d/2 + 2. Se utilizaron
todos los resultados mencionados en el capitulo tres. Este caso tuvo que hacer por separado
debido a que las funciones de Bessel modificadas de primera especie de orden n y —n son
linealmente dependientes; se tuvo que escribir la solucién en términos de funciones de
Bessel de primera y segunda especie. En el caso v = 1 se encontrd que en las constantes
de acoplamiento para operadores de una y doble traza aparecen términos logaritmicos en
el denominador.

Como se vié a lo largo de este trabajo, en una teoria cuantica de campos interactuante,
los contratérminos son calculados de modo perturbativo, como consecuencia las funciones
de correlacion y las constantes de acoplamiento escalables estan dadas de forma pertur-
bativa. Increiblemente, del lado gravitacional, encontramos los contratérminos de manera
exacta, y como resultado las funciones de correlaciéon y las constantes de acoplamiento
escalables de la teoria de campo dual fueron calculadas en el régimen de acoplamiento
fuerte de manera no perturbativa. Esto nos hace ver a la correspondencia AdS/CFT como
una poderosa herramienta para hacer calculos en teorias de campo fuertemente acopladas
utilizando una teoria de gravedad cléasica.

Aunque en este trabajo nos enfocamos tinicamente en el problema de la renormalizacién
usando la correspondencia AdS/CFT, la correspondencia ha sido y puede ser utilizada para
obtener informacién de muchos otros tipos de teorias de campo fuertemente acopladas.



Apéndice A
Espacios de curvatura constante

En este apéndice se analizan tres espacios de curvartura constante, se analiza como
reescribir la métrica de cada uno de estos, de modo que sean claras las simetrias que
poseen estos espacios. Uno de ellos es el espacio AdS que es de especial interés.

La esfera. La esfera unitaria SPT! posee invarianza ante SO(p+2) y estd definida por

p+2
A2, = dw} (A.1)
i=1
p+2
D wi=1 (A.2)
i=1
Usando coordenadas hiperesféricas
w1 =1cos(¢Pr) (A.3)

wo = rsin(¢) cos(¢2)

ws = 1 sin(¢1) sin(¢2) cos(¢ps3)

Wp—1 = rsin(¢q) - - - sin(¢n—2) cos(pp_1)

wp, = rsin(eq) - - sin(¢p_2) sin(p,_1)

la métrica se puede reescribir como

Q2,5 = db} + sin® 01dQp41. (A.4)

El espacio-tiempo dS,;1
El espacio de Sitter posee invarianza ante SO(1,p+ 1). Esté definido como un espacio
con métrica Lorentziana y con curvatura constante positiva.

dsg, o = —(dX")* + zp:(dxiﬁ + (dXPT1)? (A.5)
=1
_(X0>2+i(Xi)2+(Xp+l)2 :—I—L2. (A6)
=1
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Utilizando las coordenadas de la esfera unitaria S? del siguiente modo

Xo = Lsinht (A.7)
X; = Lcosht w;,
podemos escribir la métrica como
ds?
2
El espacio-tiempo AdS, 1
El espacio Anti-de Sitter tiene invarianza ante SO(2,p) estd definido por

= —dt* + cosh® t d2. (A.8)

p

dshy = —(dX%)? + > (dX")? — (dXPT)? = qpynd X Md XN (A.9)
=1
p .
N XM XN = —(X0)2 4+ (X — (X7 = 12, (A.10)

=1

donde 77 = diag(—1,1,...,1,—1).
El espacio AdS posee simetria conforme. Para XM grande el hiperboloide dado por la
ecuacién A.10 se aproxima al cono de luz en RP2.

aun XM XN = (X972 + zp:(xi)2 —(XPtH2 =0 (A.11)
=1

al conjunto de puntos que satisfacen la ecuacién A.11 se le conoce como la frontera conforme
de AdS)41 denotada por OAdS),1. Otra parametrizacién del hiperboloide de la ecuacién
A.10 es

L2 ?”2
X0 = 5 (1 + F(XZ — (29%)? + L2)) , (A.12)
X' = ’f i=1,..,d—1 (A.13)
XP = ;: (1 + zi(XQ — (2%)? - L2)> (A.14)
XPH = TEO (A.15)

poniéndole la restriccion de r > 0, cubrimos solo la mitad del espacio AdS,+1. La métrica
del espacio con esta parametrizacién es

2 L 2 r? 02 2 L 2 r’
ds® = ﬁdr + ﬁ(—(dx )S+dx%) = T—zdr + ﬁ??m/da:“dx”, (A.16)
. —d(d+1)
donde p =0, ..., p. Al calcular el escalar de Ricci encontramos que R = — 7z lo cual

confirma que la curvatura es constante y negativa.



Apéndice B
Teoria de Grupos

Un conjunto {G : ai,...,a,} se dice que forma un grupo si existe una operacién -,
llamada multiplicacién la cual asocia cualquier par de elementos a;,a; € G tal que se
satisfacen las siguientes condiciones

I) ai-aj:akeG;
11) La operacioén es asociativa a - (b-c) = (a-b) - ¢;

111) De todos los elementos de G, existe un elemento e el cual tiene la propiedad a - e =
e-a = a, para todo a € G|

1 1

1v) Para todo a € G existe un elemento a~* con la propiedad a-a~" =€

Nos estaremos centrando en los denominados Grupos de Lie, que son grupos continuos
y una variedad diferenciable a la vez

Ejemplos de grupo de Lie son el grupo ortogonal O(n), que es el grupo de transforma-
ciones que deja invariante la métrica euclidiana en n dimensiones. Un subgrupo de O(n)
es SO(n), conocido como el grupo especial ortogonal, que es el grupo de matrices ortogo-
nales con determinante igual a uno. El grupo unitario U(N) estd compuesto de matrices
unitarias complejas de dimensién N x N, que satisfacen MM = 1. Un subgrupo de U (N)
es el grupo especial unitario SU (), que adicionalmente satisface det M = 1.

Si existe un homeomorfismo de un grupo G a un grupo de operadores U(G) en un
espacio vectorial V| decimos que U(G) es una representacién de G. Se dice que una repre-
sentacion es fiel si el homeomorfismo es también un isomorfismo. Es decir

geG—U(g) eV, (B.1)
donde U(g) satisface

U(91)U(g2) = U(g191), (B.2)

es decir, la representacion satisface las misma reglas de multiplicacién que el grupo original.

B.1. Grupos de Lorentz, Poincaré y Conforme

La longitud de un intervalo espacio-tiempo de Minkowski estd dada por

d
d52 _ —(dl’o)2 + Z(dxi)2 = dSUumwdﬂ?V- (B.3)
=1

o7
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Por definicién 7, es una matriz diagonal, la cual en su primer coordenada tiene valor
de -1 y para las restantes d — 1 coordenadas tiene el valor 1.
Consideremos transformaciones A, tal que x — 2/, dejen ds? invariante

e’ = 2P’ (B.4)

El conjunto de transformaciones que satisface la ecuaciéon B.4 se le conoce como trans-
formaciones de Lorentz A. Al tomar 2'* = Ajx" y considerar que debe satisfacer la ecuacién
B.4, encontramos que las matrices A deben satifacer la siguiente relacién

:U'“n#,m”’ = (Agazp) N (Agx?) = 2Pnpex’ (B.5)

Agnm/AZ = Npo- (B6)

Ejemplos de transformaciones de Lorentz son rotaciones en las direcciones espaciales, y
empujones en las direcciones espaciales. Las transformaciones de Lorentz forman un grupo,
el grupo de Lorentz denotado por SO(d — 1, 1).

Al tomar el determinante de la ecuacién B.6 encontramos que det A = +1. Las trans-
formaciones con det = —1 pueden ser escritas como el producto de una transformacién
con det = 1 y una transformacién discreta como la inversiéon de un ntimero par de coorde-
nadas. Consideremos las transformaciones de Lorentz cuyo determinante sea +1, a estas
se les conoce como transformaciones de Lorentz propias. Escribiendo de manera explicita
la componente 00 de la ecuacién (B.6)

d

1= (A2 + D (ah)”. (B.7)

i=1

. 2 . . .

Esta ecuacién nos asegura que (A8) > 1, por lo cual se tienen 2 opciones. Si se escoge

A8 < —1, se obtienen las llamadas transformaciones no ortécronas que corresponden a
transformaciones discretas relacionadas con la inversiéon de alguna de las componentes

(x07$17$27$3) - (_$0, —x1, —X2, —1'3) o (—Z’O, —T1, T2, x3)'

Centrémonos en el caso de transformaciones de Lorentz que satisfacen det A = 1y A8 >
1, a estas se les conoce como transformaciones propias y ortécronas, estas corresponden a
transformaciones continuas como lo son las rotaciones y empujones.

Consideremos una transformaciéon de Lorentz infinitesimal, utilizando que esta cercana
a la identidad, la transformacién se puede escribir como

AL =60 +wh, (B.8)

Wl es el pardmetro infinitesimal, sustituyendo esta ecuacién en la ecuacién (B.6), y des-

preciando los términos de orden cuadratico
v (8 + wh) (05 + wey) = Npe + Woo + Wap = Mo,

Wpo + wgp = 0. (B.9)
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Esto nos lleva a que w es una matriz antisimétrica, originalmente w era una matriz con
d? pardmetros por deteminar, sin embargo debido a que es una matriz antisimétrica nos
reduce el calculo a d(d — 1)/2 pardmetros independientes.

Se puede escribir una transformaciéon de Lorentz infinitesimal en términos de los gene-
radores del grupo de Lorentz J* como:

AL = 3f + 5o (J7)L (B.10)

A JH se le conoce como el generador del grupo de Lorentz, es apropiado este nombre ya
que a partir de este generador podemos reconstruir las matrices de empujones y rotaciones,
esto se hace del siguiente modo.

—1i

1 N o
M) = Jim |1 5 (G )| =t (B.11)

Los generadores del grupo de Lorentz se pueden escribir de manera explicita como

(J*)g = i(n"*65 — "7 0F). (B.12)

Utilizando esta expresiéon para los generadores podemos calcular el conmutador de
manera explicita. A esto de le conoce como algebra de Lie de Lorentz, o so(d, 1)

[JH7, JP7) = (0 TS — e TV — T JHE e TP, (B.13)

Las matrices J#*” forman una representacion representacion del algebra de Lorentz.

Cuando consideramos transformaciones de Lorentz y translaciones por un vector cons-
tante, estas forman en conjunto un grupo: el grupo de Poincaré 1.SO(d — 1, 1), formado
por pares (A, a) que actuan sobre un vector como

r—2 =Ar+a (B.14)

La multiplicacién de dos elementos del grupo de Poincaré esta dada por

(Al, (11) . (Ag,ag) = (A1A2, a1 + A1a2) (B15)

El algebra de Lorentz puede ser extendida al dlgebra de Poincaré. Ademads de los
generadores J*¥ de las transformaciones de Lorentz, tenemos generadores infinitesimales
de translaciones P*. Los generadores PP y J* satisfacen las relaciones de comutacién de
la ecuaciéon B.13 y adicionalmente satisfacen

[J#, PP = i(n/** P — P P"), [P, ] =0. (B.16)

El grupo de Poincaré se puede extender al grupo conforme. Este grupo consiste de
transformaciones que preservan angulos. Las transformaciones conformes pueden ser vistas
como aquellas transformaciones que dejan invariante a la métrica g,, salvo un factor de
escala positivo, es decir

9u (@) = g () = Qz) g, (z) = 27 g,, (2). (B.17)

Por lo cual las transformaciones conformes cambian la longitud infinitesimal por ds’? =
e2°(®)ds?. Estas transformaciones dejan los d4ngulos invariantes localmente y preservan la
estructura causal.

Para una transformacién infinitesimal z# — x'# = z* + €/, la métrica en un espacio
plano transforma como
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Nuw = N + 8;L6y + 81/6#' (B.18)

Utilizando la ecuacién B.17, aproximando esta en serie de Taylor a primer orden, la
transformacién infinitesimal conforme satisface

Oper + 0pey = 20(x) N (B.19)

Contrayendo los indices de ambos lados utilizando n*, obtenemos d,e" = 20(x) - d.
Para d > 2, e(x) es a lo mas de orden cuadratico en z, teniendo como solucién més general

e(x) = a* + wha” + Aok + o — 2(b - x)zt (B.20)

donde o(x) = X\ — 2b -z, a* corresponde a translaciones espacio-temporales, whz” a

transformaciones de Lorentz, Az* a dilataciones y b*x? — 2(b - z)z* corresponde a una
transformacion especial conforme, los generadores del grupo son P*, J* D y K" respec-
tivamente. El algebra conforme estd dada por las relaciones de conmutacion del algebra
del grupo de Poincaré (B.16) més

[ KP) = (K — P KY) D, P¥] = iP* D, K") = —iK"
(K", P"] = =2i(n D — J*) D, J"] =0 K", K?) =0
(B.21)
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