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Resumen

La materia activa comprende un gran nimero de agentes caracterizados por
ser capaces de extraer energia de su entorno y, mediante grados de libertad in-
ternos, convertirla en energia cinética de autopropulsion. Debido a este continuo
consumo de energia, los sistemas de materia activa se encuentran intrinsecamente
en en un estado de no equilibrio termodinamico. Esta definicién general engloba
sistemas en varias escalas: 1) microscopicas, como bacterias y particulas arti-
ficiales y 2) macroscopicas, como manadas de mamiferos, aves en migracién y
cardimenes de peces, entre otros. En esta tesis se estudian aquellos sistemas
activos que por su tamano y su interaccién con el medio en el que se mueven,
denominamos sistemas coloidales activos. Nos interesan particularmente sistemas
que poseen patrones caracteristicos de nado en un medio acuoso: velocidad de au-
topropulsién y longitud de persistencia del nado en una direccion dada. El modelo
empleado en este estudio, es el llamado modelo run and tumble el cual conside-
ra particulas que se mueven en cierta direccién a lo largo de una longitud de
persistencia (run) antes de cambiar abruptamente de direccién (tumble). En este
trabajo, el movimiento del agente externo esta caracterizado por una constriccion
energética debido a la presencia de un potencial externo. Dado que los cambios de
direccion se consideran aleatorios, el modelo run and tumble describe formalmente
una caminata aleatoria (random walk) de la cual podemos saber su distribucién
de probabilidad espacial, la cual, gracias a la presencia del confinamiento debido
a potenciales externos puede ser estacionaria (independiente del tiempo) permi-
tiendo establecer una analogia entre procesos difusivos Brownianos y procesos run
and tumble. Nuestra meta principal es describir las distribuciones de probabilidad
cuando se tiene potenciales de atrapamiento que presenten rugosidad (tipicamen-
te oscilaciones senoidales superpuestas en un potencial arménico). El estudio de
las funciones de distribucién incluye entender la relacién entre dinamica run and
tumble y difusién Browniana en medios no homogéneos, la dependencia de la dis-
tribucion con respecto a los parametros de nado y constriccién energética y de la
estructura misma de los potenciales rugosos.
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Capitulo 1
Introduccion.

Materia activa y movimiento Browniano

El objetivo de esta tesis es observar los efectos de rugosidades en un potencial
externo sobre una particula autopropulsada. Para ello emplearemos el modelo
run and tumble, con el cual se describiran propiedades estadisticas de ensam-
bles de particulas autopropulsadas a bajos nimeros de Reynolds, en términos de
lo que al final de este capitulo llamamos pardmetros de nado: g; = vL/(ue) y
g2 = €/(kgTy); donde v es una velocidad caracteristica de autopropulsién de las
particula, u es su movilidad en el medio donde se propulsan y kg es la constante
de Boltzmann. Los valores de L y € se relacionan con el potencial externo y tipica-
mente representan que a una distancia L del origen, la energia de confinamiento
toma un valor e. Finalmente, el valor de Ti proviene de la velocidad de nado, v,
vy la tasa de cambios de direccién, a, (Ty oc v?/a). Mostraremos la derivacién de
esta relacién en la segunda mitad de este capitulo. Entre las propiedades de las
particulas que estudiamos se encuentran la funcién de distribucion espacial que
describe a los ensambles de particulas bajo los distintos potenciales externos, asi
como la difusiéon y temperatura inhomogéneos que se definen dentro del modelo
al suponer equilibrio local.

Cabe mencionar que el modelo run and tumble y en general, las particulas
autopropulsadas, se encuentran descritos dentro del campo de la materia activa y
a su vez tienen una relacién cercana con la teoria del movimiento Browniano. Por
ello en la primera mitad de la introducciéon se describe en términos generales qué
es la materia activa y conceptos relevantes de la teoria del movimiento Browniano
y en la segunda mitad, se derivan las ecuaciones del modelo run and tumble y se
muestra su relacion con el movimiento Browniano.




1. INTRODUCCION.
MATERIA ACTIVA Y MOVIMIENTO BROWNIANO

La materia activa comprende un gran ntimero de agentes' caracterizados por
ser capaces de extraer energia de su entorno y, mediante grados de libertad in-
ternos, convertirla en energia cinética de autopropulsion. Debido a este continuo
consumo de energia, los sistemas de materia activa se encuentran intrinsecamente
en un estado de no equilibrio termodindmico (2).

Esta definiciéon general engloba sistemas en varias escalas, microscopicas, como
bacterias y particulas artificiales y macroscopicas, como manadas de mamiferos,
aves en migracion y cardimenes de peces, entre otros. Ademads, se tienen agentes
de diversos constituyentes: organismos vivos, compuestos organicos, particulas
artificiales; los cuales actiian individualmente o en conjuntos; y que son estudiados
desde la biologia, quimica y fisica; experimental y tedricamente.

Uno de los ejemplos de relevancia debido a sus potenciales aplicaciones son
los sistemas coloidales. Dichos sistemas estan conformados por microorganismos
y particulas artificiales, capaces de generar un movimiento sisteméatico propio,
dependiente o independiente del medio circundante; sin embargo, debido a sus
dimensiones caracteristicas de ~ 1ym —103um (1), las colisiones aleatorias con el
medio circundante evitan un movimiento balistico, haciendo necesario un trata-
miento estadistico que tome en cuenta tanto la dindmica del nado de las particulas
como el medio acuoso en que se encuentran. Mas adelante, observaremos que la
teoria del movimiento Browniano sienta algunas de las bases en la descripcion de
la actividad de las particulas autopropulsadas.

Gran variedad de bacterias son motiles debido a la presencia de cilios o flagelos,
donde motores proteicos responden a la concentracion de sustancias quimicas: sus-
tratos alimenticios o agentes toxicos para las bacterias; generando un movimiento
dirigido por quimiotaxis® (3, 4). Dichos estudios sobre el movimiento bacteriano
han despertado el interés de sintetizar particulas microscopicas capaces de emular
dichas dindamicas al interactuar con su ambiente. La propulsion suele provenir de
distintos mecanismos, tal es el caso de las particulas Janus (en analogia con el
dios romano ambivalente) (5, 6, 7, 8, 9), las cuales son particulas cuyas superficies
poseen dos propiedades fisicas o quimicas distintas. En concreto, se han sintetiza-
do particulas de geometrias esféricas constituidas por aleaciones de oro y platino
(10) y cilindricas, cuyas cubiertas estdn constituidas por oro y rubidio (5); incluso
aleaciones méas complejas consistentes en microesferas con nicleos de magnesio
y nanoparticulas de oro recubiertas con 6xido de titanio (11); todas ellas con la
caracteristica de ser asimétricas en su composicion y cuyos mecanismos de pro-
pulsién pueden ser catalisis de oxigeno en la superficie de Platino en un medio
acuoso de HyO, provocando autodifusioforesis®; calentamiento local del extremo

I Entendiéndose organismos vivos, microscépicos o macroscépicos o particulas artificiales.

2Movimiento dirigido por un gradiente de concentracién quimica.

3Movimiento espontdneo de particulas coloidales en un fluido debido a diferencias de con-
centracion locales de las mismas particulas.




de oro en una disolucién acuosa, resultando en termoforesis', o empuje por crea-
ciéon de burbujas a partir de la reaccién quimica entre agua y magnesio, entre
otros. En la figura 1.1 se muestra un compendio de particulas activas coloidales,
tanto bioldgicas como artificiales, mostrando sus tamanos y velocidades de nado
caracteristicas.

Independientemente de la naturaleza de la materia activa (biolégico o artifi-
cial), del medio de propulsién (quimiotaxis, termoforesis, autodifusioforesis) y de
su origen en la microescala (motilidad * debido a motores proteicos, calentamien-
tos locales por radiacién externa, empuje mecénico por burbujas), es de interés
proponer un modelo tedrico capaz de predecir el comportamiento estadistico de
sus propiedades macroscopicas, como la difusion, y el acumulamiento espacial en
el medio en el que se mueven.

Por otra parte, las propiedades emergentes de grandes sistemas de materia
activa son el foco de investigacion en la macroescala. Entendiendo por propiedad
emergente a comportamientos, que ausentes para agentes individuales, aparecen
espontaneamente cuando se tiene un colectivo de ellos, dependiendo fuertemente
del nimero de individuos que forman al sistema y las interacciones entre ellos.
Observamos propiedades emergentes en el movimiento colectivo de aves, en los
cardimenes de peces o en el movimiento migratorio de manadas de animales
terrestres, los cuales se caracterizan por una autoorganizacién® no presente en
los agentes individuales (en este caso, los animales que conforman los grupos)
o en muy bajas concentraciones. (12). Uno de los primeros modelos dados que
recuperan propiedades del movimiento colectivo de animales, observado en la na-
turaleza, es el modelo de Vicsek (13). Este modelo se introdujo para investigar
la emergencia de movimiento autoorganizado en sistemas de entidades con in-
teracciones moviles basadas en mecanismos biolégicos. La dinamica introducida
supone que las particulas se mueven a una velocidad de magnitud constante y a
cada paso de tiempo se supone que la direccién de la velocidad es el promedio de
las direcciones de sus primeros n vecinos m&s una perturbacién aleatoria (ran-
dom noise, 7). El modelo es capaz de reproducir una transicién de fase cinética
(extendiendo el uso del término transicién de fase a sistemas de no equilibrio)
de ausencia de transporte (velocidad promedio cero (v) = 0) a transporte neto
debido a un rompimiento de simetria rotacional. En la figura 1.2 se presentan
perfiles instantdneos de una simulacién de particulas activas bajo el modelo de
Vicsek, donde puede observarse el comportamiento de “enjambre” (swarm beha-

!Movimiento dirigido por un gradiente de temperatura.

2Habilidad de un organismo vivo de moverse por si mismo usando energia proveniente de
su metabolismo.

3Proceso en el que alguna forma de orden global emerge a partir de interacciones locales en-
tre los componentes de un sistema inicialmente desordenado. Ejemplos incluyen: magnetizacion
espontanea, plegamiento espontaneo de proteinas y formacién de parvadas de aves.




1. INTRODUCCION.
MATERIA ACTIVA Y MOVIMIENTO BROWNIANO
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Figura 1.1: Ejemplos de particulas que presentan movimiento Browniano activo. Estos
son organismos biolégicos u objetos artificiales capaces de tomar energia del ambiente y
convertirlo en movimiento dirigido. Sus escalas (mostradas en ele eje x) varfan entre lo
microscépico y nanoscopico y sus velocidades de propulsién (mostradas en el eje y) son
tipicamente hasta de un milimetro por segundo. Las letras en el diagrama corresponden
a micronadadores artificiales listados en el articulo de Bechinger (1). Fuente: Rev. Mod.
Phys. 88, 045006 https://doi.org/10.1103/RevModPhys.88.045006
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Figura 1.2: Perfiles instantdneos de una simulacién de particulas (flechas negras) bajo
el modelo de Vicsek, (izquierda) con perturbacién pequenia 7 = 0.1 en el célculo de las
velocidades existe un rompimiento de simetria rotacional lo cual hace que las particulas
se mueven en una direccién preferente y (derecha) grandes perturbaciones n = 0.8 las
particulas se mueven en direcciones no correlacionadas traduciéndose en una isotropia
espacial. El circulo rojo en el centro de cada figura indica el radio tomado en cuenta para
tomar primeros vecinos. Fuente: Reka, A, Barabasi, Statistical Mechanics of Complex
Networks, Review of Modern Physics, (2002), 74, 47 - 97

vior o swarming) proveniente de la interaccién entre las particulas del sistema,
traduciéndose en anisotropia espacial a causa de los cimulos de particulas.

Este trabajo se enfocara en la descripcion de las particulas activas coloidales.
Como se menciond, la materia activa es un campo de estudio suficientemente am-
plio para dar cabida a muy diversos enfoques tedricos. El modelo aqui estudiado
es el modelo run and tumble, un modelo prototipico que explica la dinamica de
microorganismos bacterianos autopropulsados (14, 15). El modelo run and tumble
puede clasificarse dentro de los modelos de “dinamica individual” pues no incluye
interacciones entre distintas particulas activas sino tinicamente la autopropulsion
y su interaccién con el medio exterior (potencial externo o fronteras rigidas). En
este modelo, se caracteriza a las particulas autopropulsadas mediante: 1) su ten-
dencia a moverse a una velocidad caracteristica (consecuencia de su propulsién),
de ahi que se emplee el término run (correr) y por 2) su tendencia de “persisten-
cia”, es decir, de mantener cierta direccion de movimiento durante algiin intervalo
de tiempo antes de realizar un cambio de direccién (tumble). Entre los aspectos
tratables se encuentra la difusién de sistemas activos bajo distintos potenciales,
la cual en contraste con el movimiento Browniano y como veresmos mas adelante,
no esta asociada al desplazamiento cuadratico medio del sistema.

La motivacién y descripcién del modelo, asi como sus limites, seran descritos
mas adelante en este capitulo. No obstante, es importante mencionar desde ahora,
que en este modelo se definira una temperatura local, en general no constante en
el espacio, para un sistema activo, la cual esta directamente ligada a la relacion de
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Einstein para el coeficiente de difusién de una particula que presenta movimiento
Browniano. Esta relacién establece que el coeficiente de difusién (D) de dicha
particula es proporcional a la temperatura del medio (T") en el que se difunde, y
la constante de proporcionalidad es la movilidad de la particula en el medio (u)
por la constante de Boltzmann (kg), D = pkgT.

La validez de la definicién de una temperatura efectiva en la dindamica run
and tumble recae en un elemento fundamental de la teoria del movimiento Brow-
niano: la ecuacion de Langevin, la cual describe la dinamica de una particula con
movimiento Browniano mediante las ecuaciones de Newton y la presencia de una
fuerza estocastica; esta ultima, siendo una fuerza efectiva que modela el efecto
promedio de las colisiones con particulas del medio. En la siguiente seccion se
discutiran los aspectos importantes del movimiento Browniano, necesarios para
comprender la relacion entre el coeficiente de difusion y la temperatura del medio
que aparece en la ecuacién de Langevin.

1.1. Movimiento Browniano

La teoria del movimiento Browniano es quizas el acercamiento mas simple a
la dindmica de sistemas fuera de equilibrio termodinamico. Denominamos mo-
vimiento Browniano al movimiento aleatorio de pequenas particulas (~ 1um)
inmersas en un fluido de densidad similar (en 6rdenes de magnitud) a la de la
particula. Al tener estas particulas coloidales inmersas en un medio cuyos cons-
tituyentes tienen movimientos de agitaciéon con los que impactan a la particula
coloidal de una forma inhomogénea (instantdneamente), obtenemos dos efectos
principales que pueden tratarse por separado. Por un lado, un frenado debido a
la fuerza de friccién neta ejercida por el medio (Ley de Stokes) y por otra parte,
un empuje debido a fluctuaciones locales en la tasa de colisiones con el medio. La
ecuacion que describe ambos efectos es la llamada ecuacién de Langevin, la cual
contiene fuerzas de friccién y fuerzas aleatorias. Mas adelante, mencionaremos
que proponer una naturaleza estocdstica en las colisiones esta justificado por las
distintas escalas de tiempo caracteristicas presentes en un sistema solvente-coloide
(medio y particulas que se difunden en él).

Histéricamente, las primeras investigaciones realizadas fueron llevadas a ca-
bo por Robert Brown quien en 1827 (16) observé granos de polen inmersos en
un liquido. Inicialmente planted la hipotesis de que se trataba de microorganis-
mos vivos; sin embargo, repitiendo los experimentos con materiales granulares y
silicatos determind su naturaleza puramente fisica y noté que dichas particulas
presentan movimiento erraticos atn sin fuerzas externas actuando.

Posteriormente, en 1863 el origen del movimiento perpetuo de las particulas
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Figura 1.3: Particula coloidal inmersa en un medio conformado por particulas con mo-
vimientos en direcciones aleatorias (flechas grises) inducen movimiento erratico (flechas
negras).

observadas por Brown fue asociado con el movimiento de las moléculas del liquido
circundante por C. Wiener, quien conocia la teoria cinética de Maxwell (17).

No fue sino hasta inicios del siglo XX cuando A. Einstein (18), M. Smo-
luchowski (19) y P. Langevin (20) entre otros, mostraron teéricamente que el
comportamiento de las particulas con movimiento Browniano puede ser descrito
por colisiones estocasticas entre las particulas y su medio circundante.

El origen de dichas fuerzas estocéasticas proviene de un tratamiento efectivo
de las colisiones de la particula en suspension (particula que presenta movimien-
to Browniano) con el medio. Consideremos una particula coloidal inmersa en un
fluido cuyos constituyentes son mucho mas pequenos comparados con la particu-
la suspendida. El radio a tipico de una particula capaz de presentar movimiento
Browniano varia en los érdenes de 2.5 x 107%m < a < 5 x 10~%m en sistemas
coloidales (14). Por ello, el movimiento de la particula suspendida es considera-
blemente més lento que el de los &tomos o moléculas circundantes, resultando en
una serie de rapidas colisiones debido a la fluctuacién de densidad en el fluido. La
escala de tiempo en el que ocurren dichas colisiones son del orden de 7, ~ 10~ 2s! |
mientras que el tiempo de relajacion de la velocidad en el movimiento Browniano
es aproximadamente:

!Tomando la distancia intermolecular del agua d ~ 2.84 (obtenida de su funcién de corre-
lacién radial) el tiempo de recorrido antes de una colisién es 75 = d/\/2RT /M =~ 0.46 x 10~ 125
donde mq ~ 209 mol~! es la masa molar de las moléculas del medio y R = 8.31J mol 'K, la
constante de gas ideal y T' = 300k. El factor /2RT /M es una velocidad tipica de una molécula
en condiciones de gas ideal debido a agitacién térmica.
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5= — ~ 1079 s, (1.1)

donde m es la masa de la particula en régimen Browniano y -, la fricciéon con el
medio (ver ecuacién 1.3). En efecto, para una particula de radio a = 5 x 107%m
y densidad p = 2.5 x 10® kg m™ (en los limites superiores de tamariio y den-
sidad) suspendida en agua, cuya viscosidad es n = 8.9 x 107 kg m ~'s7! (a
T = 298.15K) se tiene 75 = m/(67na) ~ 1.6 x 1075s (ver ecuacién 1.3). Esta
escala proviene directamente de la integracién del movimiento cuadratico medio
mencionado en la siguiente subseccién, pero que en pocas palabras establece la
divisiéon entre lo que consideramos tiempos cortos para una particula en suspen-
sién (t < 7p) y tiempos largos (¢ > 75), los cuales se traducen a un cambio en
la difusion que sigue la particula en su medio. Es precisamente la diferencia en
escalas temporales la que da origen a un aparente movimiento aleatorio en el mo-
vimiento Browniano. Supongamos un intervalo de tiempo dt pequeno comparado
con T, es decir, dt ~ 1078s, en dicho intervalo hay aproximadamente dt/7, ~ 10%
colisiones con las moléculas del liquido, por lo tanto, es conveniente expresar di-
chas colisiones como una contribucion efectiva a la fuerza a la que esta sometida
la particula en suspensién, lo cual sugiere un salto del régimen determinista al
régimen estocastico.

Mas adelante se explicard a detalle las propiedades de dicha fuerza estocastica;
sin embargo cabe mencionar que el tratamiento efectivo de la fuerza debe man-
tener el equilibrio energético entre particulas y el medio. Dicho equilibrio esta
expresado por el teorema de fluctuacién disipacién (FD). Este teorema establece
en el caso de movimiento Browniano que una particula, al moverse en un fluido
experimenta una fuerza de arrastre, donde este arrastre disipa energia cinética
de la particula en suspensién, convirtiéndola en calor (disipacién). Este calor se
convierte en energia térmica en el medio circundante, provocando mayores coli-
siones entre medio y suspension, resultando de esta transferencia de energia, el
movimiento Browniano (fluctuacion).

Puede observarse cierta analogia entre el estudio del movimiento Browniano
con el estudio de la materia activa. La identificacion del fenémeno fisico ocurre
primeramente de forma experimental, en condiciones poco vinculadas con la fisica
y gracias a caracterizaciones rigurosas experimentales pudo llegar a darse una
explicacion dentro del seno de la fisica estadistica, la cual resulta no ser tinica. Los
esfuerzos actuales realizados en la investigacién de la materia activa comprenden
estudios experimentales y tedricos, donde los segundos pueden resultar en gran
variedad de descripciones equivalentes.
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1.1.1. Movimiento Browniano sin potencial externo

Volviendo a la descripcién de la dindmica Browniana, el razonamiento seguido
por Langevin fue que, mientras que el movimiento Browniano de una particula
coloidal luce aleatorio, no hay motivo para pensar que no puede ser descrito con
las ecuaciones de movimiento clasicas para cualquier otro sistema dinamico, ya sea
en el formalismo Newtoniano, Lagrangiano o Hamiltoniano, si se toman en cuenta
todos los grados de libertad. Por lo que propuso un tratamiento efectivo de la
contribucién del medio (friccién y empuje) dentro de las ecuaciones de movimiento
ya conocidas. Por simplicidad consideraremos un movimiento unidimensional,
aunque es posible generalizar los resultados a tres dimensiones de manera directa.
La ecuacién de Newton correspondiente una particula de masa m y velocidad v(t)
en un medio viscoso es:

mdv—(t) = F(t), (1.2)

dt

donde F'(t) es la fuerza total ejercida instantdneamente sobre la particula al tiem-
po t. Esta fuerza contiene todas las interacciones de la particula en suspension
con el medio circundante; sin embargo, no es posible dar una expresién exacta
para F'(t), pues, tratdndose de un sistema dindmico, serfa necesario medir con
infinita precisién las condiciones iniciales de todo el sistema, lo cual no es posible
y por tanto F'(t) no puede ser determinada ni existir en el régimen determinis-
ta. Afortunadamente, las observaciones experimentales hacen evidente que dicha
fuerza es dominada por friccién debido al medio —yv(t), la cual es proporcional
a la velocidad de la particula coloidal. El coeficiente de friccién —suponiendo una
particula esférica —esta dado explicitamente por la Ley de Stokes:

v = 6mna. (1.3)

Aqui, a es el radio de la particula y 1 es la viscosidad dinamica del medio. Asi-
mismo esperamos una fuerza estocastica £(t) debida a fluctuaciones locales en la
densidad del fluido, concretamente, a las colisiones entre los constituyentes del
fluido y la particula suspendida, provenientes de estas fluctuaciones. Las ecua-
ciones de movimiento para la posicién z(t) y velocidad v(t) (también conocida
como ecuacién de Langevin) de una particula en movimiento Browniano bajo un
potencial externo U(z), son:
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En los siguientes parrafos describiremos las propiedades que debe satisfacer £(t),
basado en las observaciones macroscopicas del movimiento Brownianio, por sim-
plicidad tomaremos U(z) = 0. Antes, pensemos por un momento que los efectos
de empuje debido a las colisiones, £(t) pueden ser ignorados respecto a los efectos
de arrastre, —y/muv. Bajo esta hipdtesis, la segunda ecuacién de 1.4 se reduce a:

do(t) gl
e ——u(t), (1.5)

cuya solucién es una exponencial decreciente:
_ m
v(t) =e By, T = o (1.6)

De esta ecuacién obtenemos de manera natural la escala de tiempo 75. De acuerdo
con este resultado, la velocidad de una particula en suspensién siempre decaerd
a cero para tiempos largos comparados 7g. Supongamos que se tienen muchas
particulas diluidas en el medio, a este conjunto de particulas les denominamos
ensamble. En equilibrio térmico, las particulas deben satisfacer el principio de
equiparticion de la energia, es decir, cada grado de libertad cuadratico aporta
kgT/2 a la energfa interna del sistema. Teniendo tnicamente energfa cinética en
una dimension, cada particula aporta en promedio:

(v*(1))

El promedio () empleado, es tomado de las velocidades de todas las particulas
en el medio a tiempo t. Es decir, si se tienen N particulas coloidales, (v%(t)) =
N=1S"N2(t). Este promedio se denomina “de ensamble”, al ser tomado sobre
el nimero de particulas y no sobre las variables espaciales o temporales. Formal-
mente se denomina ensamble a un conjunto de sistemas cuyas configuraciones
microscopicas (las cuales pueden ser muy distintas de sistema en sistema) se aso-
cian a las mismas observables macroscopicas. Estas variables son en general la
energia del sistema, el nimero de particulas, el volumen y la temperatura. En
este sentido, las particulas del ensamble que consideramos provienen de distintas
“realizaciones”, es decir, a distintas observaciones de las particulas coloidales bajo
las mismas condiciones iniciales y del medio.

Retomando la ecuacion 1.6, notamos que ésta siempre decae a cero en el
tiempo para todas las particulas:

kT

- (1.7)

(v*(t)) = e~ 2t/ms (v5) — 0. (1.8)

Atn mas, en equilibrio térmico con el medio, la temperatura del ensamble es la

10
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misma que la temperatura de sus alrededores, donde T" > 0. Por lo tanto la fuerza
ejercida por las colisiones estocasticas es necesaria para obtener la correcta equi-
particiéon de la energia. En dicha fuerza se ignoran procesos dinamicos detallados
(grados de libertad del medio), pero se resumen sus efectos en sus momentos
estadisticos.

Dado que en la ecuacion de Langevin ya se ha tomado en cuenta el efecto de
arrastre por permanecer en el medio (—yv), el promedio sobre las particulas de
las fuerzas fluctuantes debe ser nulo, es decir, £(t) no contribuye a una direccién
preferencial cuando se toman en cuenta a todas las particulas:

(&(1) = 0. (1.9)

Es decir, el promedio de ensamble debe ser nulo a todo tiempo. Esto corresponde
al primero momento de £(¢) de interés. Pensemos ahora que ocurre en un intervalo
de tiempo At pequeno comparado con 7g. Como mencionamos antes, en este
tiempo ocurren 107 colisiones, lo que implica que entre dos tiempos ¢ y ¢, tal que
At =t —t', los impactos ocurridos no tienen correlacién o memoria alguna, salvo
que ocurran al mismo tiempo. Esto podemos traducirlo a la autocorrelacién de &
a distintos tiempos,

(€(0)§(t)) oco(t —1). (1.10)

Si tomamos t # t’, la variable £(¢)£(t') debe tener media nula pues sus valores han
cambiado aleatoriamente para cada particula, sin guardar correlacion alguna.

Para hallar la constante de proporcionalidad y la § que aparece cuando t = t/,
volvemos a la ecuacién de Langevin 1.4. La solucién analitica para la velocidad
esta dada por:

1 t
omcard [ o
m Jo

Es necesario definir qué representa la integral de una variable estocastica &, de
manera que la solucién se encuentre bien definida (valida a todo tiempo). Para
emplear las reglas del calculo usual (no estocdstico) es necesario imponer una
condicién sobre la variable £(t). Pese a que una variable aleatoria suele no ser
diferenciable, ésta puede ser integrable. Esto es, que se satisfaga (t) = dW (¢)/dt,
donde W (t) es igualmente una variable aleatoria y fisicamente representa las
fluctuaciones en las colisiones que actian sobre una particula suspendida en un
medio acuoso. Dado que esto soluciona el problema en la integral de la ecuacion
1.11, nos interesa darle sentido al papel de W (t). Para ello reescribimos la ecuacién
1.4 en forma diferencial:

dvft) =~ Lot)dt + %dW(t), (1.12)

11
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donde dW (t) = £(t)dt. Integrando los diferenciales obtenemos:

u(t) —v(0) = — 0 v(s)ds+/0 AW (s)

m ) (1.13)
_ _% [w(t) = 2(0)] + — [W(t) - W(0)]

Hemos podido integrar la velocidad pero el problema de conocer la distribucion
de £ no se ha resuelto al introducir W; sin embargo, esta nueva situacion es mas
tratable.

Dividiendo t en n subintervalos ordenados (0 =ty < t1,- - < t,, = t) podemos
expresar W (t) — W(0) como la siguiente suma telescépica,

n

W(E) = W(0) = D [W (1) — Wt ). (114

k=1

Dado que la particula experimenta del orden de 107 colisiones por segundo con las
particulas del medio, los intervalos A;t = t; — t;_1 seran siempre macroscopicos
comparados con el tiempo promedio entre colisiones. Estos numerosos impactos
anulan todo tipo de correlacién entre lo que ocurre en el intervalo (¢; — ;1) y lo
que ha ocurrido antes de ¢;_;.

Como se mencioné antes, el promedio de la fuerza £(t) debe promediar cero en
el ensamble. Si elegimos W (0) = 0 entonces debe cumplirse (W (t;)) = 0, pues en
equilibrio, el promedio de ensamble es independiente del tiempo. Por otro lado,
sobre las colisiones, sabemos que los incrementos (o decrementos) W (¢ ) —W (t;_1)
son independientes. Para tiempos largos suponemos que el movimiento aleatorio
del medio alcanza un estado estacionario. Entonces los incrementos son también
estacionarios e idénticamente distribuidos con media cero. Aplicando el teorema
de limite central' a la ecuacién 1.14 podemos concluir que W(t) se distribuye
normalmente (distribuciéon Gaussiana) con media igual a cero. A una variable
que satisface: 1) W (0) = 0, 2) ser continua en todo punto y 3) tener incrementos
independientes W (t;) — W (ty_1), distribuidos Gaussianamente con media cero y
varianza igual a t; — t5_1, se le conoce como proceso de Wiener (21).

Ahora que hemos caracterizado a W en términos de su distribucion, queda
claro que no es la integral de la trayectoria x(¢) la que es relevante en la teoria
del movimiento Browniano, sino la estadistica de sus trayectorias y velocidades

La suma de N variables aleatorias independientes de media p; y varianza o? se aproxima
a una variable distribuida Gaussianamente con media > p; y varianza Y o? a medida que
N — oo.

12
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y funciones que dependan de éstas. En este sentido, una cantidad de interés
es el desplazamiento cuadratico medio (DCM), el cual nos ayuda a establecer
la diferencia entre lo que denominamos regimenes balisticos y difusivos, como
veremos a continuacion. Una vez establecido el régimen difusivo, procederemos a
hallar la constante de proporcionalidad en la relacién 1.10, con lo que se finaliza
la caracterizacion de la ecuacién de Langevin.

Para un ensamble de N particulas con posiciones dadas por z;(t) el DCM se
define como:

DOM = ([a(t) = #(0)) = 1 3 [lt) — :(0)]* (1.15)

Si todas las particulas inician en el mismo punto, i.e. z;(0) = 0, entonces el
desplazamiento cuadrético medio estd expresado por (x*(t)), la varianza de las
trayectorias al tiempo t. Este valor puede representar el promedio de ensamble o
el promedio sobre realizaciones (observar una tnica particula reiteradas ocasiones
bajo una misma condicién inicial).

Ahora que sabemos que £(t) se encuentra bien definido en la ecuacién de
Langevin, podemos usar la ecuacion 1.4 y 1.9 para conocer el DCM de una en el
movimiento Browniano. Multiplicando 1.4 por la trayectoria z(t) obtenemos por
un lado:

R

y del lado derecho:

_ L)+ Lawe) = ——— O L Lo,

B m 21 dt m

De manera que al tomar el promedio sobre un ensamble de particula y usando la
expresion 1.9 obtenemos:

d? 1 d

ﬁ<m2(t)>+ga<x2(t)> = 2(v*(t)). (1.16)
Hemos empleado que z y &, son variables independientes en el ensamble (para
cada particula, aunque x esté correlacionada con & en el tiempo), por lo que el
promedio del producto, es el producto de los promedios, y dada la ecuaciéon 1.9, el
producto (x) (£), es nulo. Por otra parte, el principio de equiparticién nos permite
identificar a la velocidad cuadréatica media como una constante de movimiento,
pues ésta satisface: m (v(t)) /2 = kpT/2. Bajo las condiciones iniciales (z3) = 0
y d (z*(t)) /dt|;—o = 0, la solucién para el DCM esta dada por:

13
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(2%(t)) = helTp | L (1—e )|, (1.17)

m B

Para el caso en que t < 7p (régimen balistico) se tiene un comportamiento
consistente con las ecuaciones de particula libre:

(2%(t)) = (v*) ¢, (1.18)
mientras que para t > 7 (régimen difusivo) se tiene:

2kgT

(a*(0) - 22

t. (1.19)

De la ecuacién anterior, es de interés el término kg7 /7, conocido como coeficiente
de difusion, D y que es la relacion entre el DCM y el tiempo:
kgT

D = T (1.20)

En general, es posible definir al coeficiente de difusiéon como:

11
D = lim —— {2? 1.21
Y g7 &) (121)

donde d es el numero de dimensiones en las que es posible la difusion; hasta ahora
y en lo posterior, d = 1. Esta definiciéon permite extender su uso en condiciones
donde hay potenciales externos o en regimenes no inerciales (caso sobreamorti-
guado).

La divergencia del desplazamiento cuadratico medio de un ensamble Brow-
niano es un indicador de ausencia de equilibrio mecénico, y por ende, ausencia
de equilibrio uniforme. Al inicio de esta secciéon se mencioné que el movimien-
to Browniano representa a un sistema fuera de equilibrio; ahora precisamos que
nos referimos a equilibrio termodinamico uniforme, pues en principio, el equilibrio
térmico con el medio si se alcanza. En lo subsecuente veremos que el equilibrio ter-
modinamico uniforme es compatible con un ensamble Browniano cuando existen
constricciones energéticas (potenciales externos) que restringen el desplazamiento
cuadratico medio del sistema.

Por otra parte, hasta ahora hemos empleado que es vélido el principio de
equiparticion; sin embargo, aun es necesario ligar el promedio de la velocidad al
cuadrado con la autocorrelacién de la fuerza estocéstica, (t). Una vez marcados
los dos regimenes (balistico y difusivo), retomamos la ecuacién 1.11, y calculamos
el promedio de ensamble de su cuadrado:

14
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(1.22)

En el régimen difusivo podemos ignorar el primer término. Por otra parte, por la
ecuacion 1.9, desechamos el segundo y, finalmente con la ecuacién 1.10 podemos
eliminar una integral en el tercer término, pues (£(s1)&(s2)) = cd(s1 — $2):

1 Lt T—818
m<'U2(t)> = E/O /0 € "B @ ! 2)05(31 — Sg)dSldSQ

t
_c / o) g (1.23)
m Jo

S [1 . 6*2%] — kT,

m 2

Nuevamente, kgT es la contribucién que se tiene por m (v%(t)) en una dimensién
por el principio de equiparticion. Notemos que el término exponencial decreciente
es del mismo orden del que fue ignorado anteriormente por encontrarnos en el
régimen difusivo, por tanto tenemos que el valor de la constante c es:

¢ = 2vkpT. (1.24)

En lo subsecuente emplearemos el renombramiento £*(t) = /2vkgT&(t), donde
£*(t) representa a la variable que empleamos en 1.4.

1.1.2. Movimiento Browniano en el régimen sobreamorti-

guado

De particular interés es el régimen sobreamortiguado con un potencial ex-
terno, pues las particulas run and tumble que estudiaremos se encuentran en este
régimen. Ignorar los efectos inerciales se justifica en el hecho de que las particu-
las microscépicas tipicamente en un régimen de nimeros de Reynolds bajos (22)
sienten una fuerza de friccion mucho mayor que la aceleracion debido a fuerzas
externas. Es precisamente la ecuacion de Langevin la que en este caso establece
la conexion directa entre el modelo run and tumble y el concepto de equilibrio
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local a través movimiento Browniano sujeto a una temperatura efectiva.

Con lo descrito en la seccion anterior, reescribimos la ecuacién 1.4 introdu-
ciendo un potencial externo U(x) que depende solo de la coordenada espacial, x.
La ecuacién de Langevin en el régimen sobreamortiguado es:

dz_g): 1, \/nykBTf ——U’ (z) = 0. (1.25)

Hecho esto, hemos bajado el grado de la ecuacion diferencial, dejandonos tnica-
mente con la derivada de la trayectoria:

dzgt) = —uU'(z) + /2ukpTE () (1.26)

donde definimos el inverso del coeficiente de friccién 1 = v~ como la movilidad
de la particula.

Pensando nuevamente en la estadistica que puede derivarse de las posiciones
x(t), ahora que se tiene explicitamente la energia potencial U(zx) asociada a cada
posicion, es deseable recobrar la estadistica de Boltzmann, donde la probabilidad
de encontrarse en la posicion x es decreciente exponencialmente con el valor de
la energia P(z) o exp [—-U(z)/ksT].

Para ello, echamos mano de la versatilidad para calcular promedios. Tipica-
mente, el promedio de una funcién de la posicién, f(z), lo escribimos como:

(Fa0) =+ 3 f)

donde 7 indexa a las particulas. Cuando se tiene N — oo, es natural elegir una
manera distinta de sumar los términos f(x;), separdndolos en grupos, donde en
cada grupo, cada particula esté mds cerca de un centro z* (k es el indice del
grupo). En la suma denotaremos a estas particulas como z; € X*, donde X* es
subconjunto del ensamble original. Supongamos que se tienen M* elementos por
grupo y un total de m de ellos, entonces podemos reescribir el promedio de f
como:

) = 5 [ X s+t Y )

r;Ex! T, Ex™

Esta nueva forma de escribir el promedio tiene exactamente la misma informacion
que la definiciéon de promedio de ensamble para f; sin embargo, en el limite donde
N es muy grande y permite tener subconjuntos X* donde todas las particulas se
encuentran arbitrariamente cercanas, es posible aproximar el valor de la suma de
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1.1 Movimiento Browniano

cada grupo, por el valor de la funcién en el centro x por el nimero de particulas
en dicho grupo: f(xy)MF,

) ~ Y fa e

grupos

Notemos que el factor M*/N es la fraccién de particulas cercanas a x*, lo cual
interpretamos como la probabilidad (frecuentista) de hallar la particula en z* a
un tiempo dado. Etiquetando con P a esta probabilidad, nos interesa conocer el
cambio de P* a través de los grupos formados, es decir, a través del dominio espa-
cial. Si identificamos un cambio espacial en la probabilidad en el dominio donde
se encuentran las particulas, como un cambio de concentracion de particulas, sa-
bemos que ésta generard un flujo de particulas proporcional a dicho gradiente.

Comunmente esto es conocido como la Primera Ley de Fick (23):

oP

J={(v) P+ Daaz’ (1.27)
donde se ha incluido la velocidad de deriva, (v), lo cual hace que en el sentido
estricto, se trate de un proceso de difusién-deriva (drift-diffusion). La conexién
con la dindmica de Langevin, reside en hallar los valores de (v) y de la constante
de difusién D. De la ecuacién 1.26, sabiendo que el valor promedio de la variable
estocastica es nulo (£(t)) = 0, obtenemos que la velocidad de deriva estd dada
enteramente por el potencial externo (&(t)) = —u (U'(z)). A su vez, el valor
de la difusién (en ausencia del potencial) es D = pkgT (deducido en 1.20),
obtenido al integrar la ecuacion diferencial para el desplazamiento cuadratico
medio. En un estado estacionario (independiente del tiempo) dicho flujo es nulo,
dando como resultado una distribucion de probabilidad que solo depende del
espacio. Dado que al trabajar con particulas activas nos enfocaremos unicamente
en el régimen estacionario, nos limitamos a describir inicamente este caso para
particulas pasivas. Sustituyendo en la ecuacién 1.27 J = 0 (régimen estacionario)
y el valor de la velocidad de deriva, la probabilidad satisface:

dp
— =D YWU' ()P 1.2
- uU' () P, (1.28)

cuya solucién corresponde a una exponencial decreciente:
P(z) < exp [—pU(z)D™"] = exp [U(z)(ksT) '] . (1.29)

Esta tultima igualdad nos dice que la probabilidad de ocupacion de x es propor-
cional al factor de Boltzmann, haciendo una conexién con la probabilidad relativa
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de un estado en un sistema con multiples estados en equilibrio termodinamico a
temperatura 7.

Para finalizar, al establecer una ecuacion diferencial para P, pasamos de un
régimen discreto a un régimen continuo. Afortunadamente, la transicion es direc-
ta, pues cuando N — oo, y en el limite estacionario, podemos tener centros xj
arbitrariamente cercanos entre si, de manera que:

G~ S flag) Pt — / f(2) P(x)d. (1.30)

grupos

Cabe mencionar, que a pesar de haber hecho una derivacién de 1.30 ad hoc al
problema, se trata de una definicién estdndar en cualquier problema de fisica
estadistica. Desde el punto de vista tedrico, es conveniente calcular promedios
empleando distribuciones de probabilidad, P; no obstante, al realizar simulaciones
numéricas, son mas socorridas las definiciones que involucran directamente a las
particulas individuales.

1.2. Run & Tumble

Estamos interesados en describir sistemas activos, cuyo nado y colisiones con
el medio dependen continuamente en la posicién y direcciéon de su movimiento.
Este problema yace en el ambito de la fisica estadistica pero fue originalmente
planteado para entender caminatas aleatorias de la bacteria Escherichia coli (24)
durante quimiotaxis.

Histéricamente, Taylor (25) estudié la difusion de calor a través de un fluido
debido a movimiento turbulento, pero continuo, del mismo; la cual resulto ser
analoga a la difusién molecular debido a las vibraciones de los componentes del
fluido. Posteriormente, Goldstein (26) desarrollé la correspondiente teoria para
difusion mediante movimientos discontinuos, tomando un ensamble de particulas
que se mueven independientemente unas de las otras. En dicho articulo se obtiene
la ecuacién del telégrafo! para describir los cambios en el tiempo y espacio de la
densidad de probabilidad de un ensamble de particulas que siguen un proceso de
difusién unidimensional (solo dos direcciones posibles), también conocida como
difusion dicotomica.

Nos interesa conocer la difusiéon dicotomica en el caso activo, particularmente
en la dinamica Run and Tumble. Este modelo considera particulas que se mue-

!Ecuaciones diferenciales lineales acopladas que describen el voltaje y corriente en una linea
de transmisién como funcién del tiempo y la distancia.
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1.2 Run & Tumble

a(t) = £(t) = +e 2(t)
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Figura 1.4: Esquema de la velocidad (panel izquierdo) en un proceso dicotémico y la
trayectoria continua (panel derecho) que produce. Como puede observarse, la velocidad
toma solo dos valores £(t)/c = 1 (c es la velocidad de la particula) y es discontinua;
sin embargo la trayectoria x(t) asociada si presenta continuidad.

ven en cierta direccién a lo largo de una longitud de persistencia (run) antes de
cambiar abruptamente de direccién (tumble) debido a colisiones con el medio,
quimiotaxis o por presencia de depredadores, entre otros motivos. En este tra-
bajo, el movimiento del agente externo estd caracterizado por una constriccion
energética debido a la presencia de un potencial externo.

Para estudiar la difusién es necesario responder cudl es la probabilidad de
hallar una particula en un intervalo arbitrario del dominio, Ax, esto es, determinar
la distribucién que sigue = (x ~ P(x)'), si suponemos que la velocidad de la
particula puede tomar dos direcciones, #(t) = 4wv. Cuando las particulas no
tienen interacciones entre si y no exise un potencial externo esta velocidad de
nado es constante; sin embargo, para poder establecer una relacion directa entre la
estadistica del run and tumble con potenciales externos, es necesario permitir que
la velocidad de nado dependa de la posicién, v = v(z). En la figura 1.4 mostramos
graficas representativas de los valores que toma la velocidad y la posicion en
funcién del tiempo en un proceso dicotomico.

A continuacion, haremos la derivacién de las ecuaciones diferenciales que sa-
tisface la distribucién de probabilidad P(z), en el caso donde v y la tasa de
cambios de direccion, «, no dependen del potencial externo. Para ello pensemos
en una malla discreta cuyos sitios estan separados por una distancia a y etiqueta-
dos por ntimeros enteros j. Cada sitio representa una posicion que puede ocupar
una particula en difusion dicotémica. Nos preguntamos cudl es la probabilidad
de estar en x = ja al tiempo t = nr, (P(x,t)). Supongamos que al tiempo ¢t = 0,

IEsto se lee: z sigue la funcién de distribucién P
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todas las particulas inician en z = 0, y comienzan a moverse en partes iguales a la
derecha y a la izquierda. Si a cada tiempo t separamos el ensamble de particulas
como aquellas que se mueven hacia la derecha de las que se mueven a la izquierda
con probabilidades Pr(x,t) v Pr(x,t) respectivas, entonces la probabilidad de
hallarse en z al tiempo t se descompone en: P(x,t) = Pg(z,t) + Pr(z,n).

‘—
e 4
t—7
. ) » . ®
j—1 J J+1

Figura 1.5: Sitios en una malla discreta en los cuales puede moverse una particula activa.
En azul se muestra la trayectoria de la particula moviéndose a la derecha y que en el
tiempo t — 7 ha continuado en su misma direccién. En rojo, la particula proveniente
de la izquierda ha cambiado su direccién en el mismo tiempo. Ambas particulas llegan
al punto j y representan la contribucién a Pg. La contribucién de P, se bosqueja de
manera similar.

Supongamos también, que la probabilidad de moverse hacia la derecha (iz-
quierda) y continuar en la misma direccién que en el paso anterior es Ag (Ar) y la
probabilidad de cambiar de direccién es vg =1 — Ag, (v, =1 — Ar). La probabi-
lidad de estar en x al tiempo t proviniendo de la derecha depende tinicamente en
la probabilidad de estar en el paso anterior en x — a. A dicha probabilidad con-
tribuyen el producto de provenir de la derecha y continuar en la misma direccion
ArP(x —a,t —7) (flechas azules en la figura 1.5 ) méas al producto de provenir de
la izquierda pero haber cambiado de direccién v, Pr(z — a,t — 7) (flechas rojas).
De la misma manera, la probabilidad de hallarse en x al tiempo ¢ proviniendo de
la izquierda depende tnicamente de haber estado en x + a, con sus respectivas
contribuciones. Esto conlleva a las siguientes ecuaciones discretas pero acopladas
para Pry Pp,

Pr(z,t) = AgPr(z —a,t —7) + v Pr(z —a,t — 1), (1.31)
Pp(z,t) = A, Pp(x 4+ a,t — 7) + vgPr(z + a,t — 7). '

Al tomar el limite cuando los espacios entre la malla son infinitesimales y por
tanto, la trayectoria, continua se obtiene una ecuacion de tipo difusiva. Los limites
a — 0, 27 — 0 deben satisfacer simultdneamente:
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1.2 Run & Tumble

lfm — = v, velocidad de nado, (1.32)

a—0 27
7—0

y la tasa de cambio de direccién:

2y, .
lfm 22 = o, i = L, R(26). (1.33)
e T

Para Pg, la probabilidad de estar en x al tiempo ¢ tenemos la siguiente ecuacion:

Pr(x,t) = AgPr(z —a,t —7) + v Pr(x —a,t — 1)
= Pp(r —a,t —7)+vpPr(x —a,t —7) — (1 = Ag) Pr(z — a,t — 1)
= Pgr(z —a,t —7)+vyPr(x —a,t —7) — vgPr(x — a,t — 7).

Sustrayendo el primer término del lado derecho al lado izquierdo obtenemos :

Palz,t) — Pr(z — a,t— 1) % (P, t) — Pale — a,t —7)]

1 [P t) — P, —a,t—
N 5@ r(x,t) r(r — a, T)
a

Dividiendo entre 7 y tomando el doble limite 7,a — 0 los ultimos dos términos
obtenemos del lado izquierdo:

1 Pr(x,t) — Pr(x —a,t —7) 1la Pgr(x,t) — Pr(z —a,t —7)

lim — -
Tl—r>r(l) 2 T + 2T a
a—0

_ OPg(x,t)  OvP(z,t)

N ot oxr '

y del lado derecho de la ecuacion:

1(2 2 1
hjnéi %PL(m—a,t—T)—?PR(x—a,t—ﬂ = 5 laPu(,t) = arPa(a.b)].

Por lo que la ecuacién diferencial a resolver para Pg(zx,t) es:
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OPg(x,t)  OvPg(x,t) 1
ot + O = é[QLPL(I,t> —OéRPR(ZE,t)]. (134)

De manera enteramente andloga, obtenemos para Pp(x,t):

8PL(x,t) a’UPL(l‘ t) 1
ot Ox )

El signo en la derivada parcial 0, P(x,t) proviene de tomar la diferencia P(x,t) —
P(z+a,t—7) en el limite. En el caso donde las velocidades y las tasas de cambio
de direccién dependen del espacio (v; = v;(x) y a; = a;(z), i = R, L), es posible
generalizar las ecuaciones 1.34, 1.35:

[OJRPR(.% t) — OJLPL(I' t)] (135)

8 0 1

%t Pr(x,t) + a—ng(x)PR(:v,t) =3 lap(z)Pp(x,t) — ag(x)Pgr(z,t)] (1.36)
1

&PR(:C t) — L vp(x)Pp(z,t) = 3 [ar(x)Pr(x,t) — ap(x)Pr(z,t)] . (1.37)

Las ecuaciones 1.36 y 1.37 pueden escribirse a su vez en términos de la pro-
babilidad total P(z,t) = Pgr(x,t) + Pr(z,t), también conocida como proba-
bilidad de grano grueso (coarse-grained probability) y el flujo de probabilidad
J(z,t) = vpPgr(z,t) — vp(z)Pr(z,t). Es claro que este cambio de variables no
reduce el orden ni el acoplamiento de las ecuaciones diferenciales, por lo que atn
es necesario resolver dos ecuaciones diferenciales acopladas. La primera de las
ecuaciones en términos de P y .J, proviene de sumar las ecuaciones 1.34 y 1.35

0 0 3P oJ
y (Pr+ Pp) + e (vpPr —vLPL) = =0, (1.38)

ot ot ax

la cual identificamos como la ecuacion de continuidad, donde el cambio temporal
en la probabilidad esta dado por el flujo espacial de la misma. La segunda ecuacion
la hallamos derivando temporalmente el flujo, 9,J(x,t):

aJ 0

Bt = o \vrPr = vLPil

o ot
0 1 0 1

= —UVUR |:%URPR+§(QRPR—&LPL)} — Uy, [%ULPL—’_ﬁ(
B OPp 0P,
- {Ra UL,

apPr — @LPL)}

1
+ ’URU%LPR + UL?)ILPL + 5 (UR + UL> (OéRPR — OzLPL)} .
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1.2 Run & Tumble

A partir de las definiciones de P(z,t) y J(z,t), es posible escribir Pr y P, en
términos de la probabilidad y el flujo:

vp(x)P(z,t) + J(z,1)

vr(z) +vr(z)
UR(iU) (2,1) = J(z, 1)
) .

vr(2) +or(z

PR(ZL', t) =

)

(1.39)

PL([II,t) =

De éstas, obtenemos sus derivadas parciales espaciales para poder sustituirlas en
la ecuacién de 0,J(z,t),

OP. oP 0J 0 1

U VP +vp—— + | + (0, P+ J) — :
ox vgp + Uy, Jr Oz Oxr \vgp + vy, (1.40)
0P, oP 0J '

1 , ) 1
or  wp+vr [URP—FUR% a %] Rl =D 5 Oz (vR+vL) '

Sustituyendo en la ecuacién del flujo obtenemos la expresién:

oJ V% , orP oJ v? , opP aJ
R ST SO S AP T

0 1 0 1
— 2 —_—
{vR (vp P+ J) e (UR+UL) +v2 (vgP — J) = 5 (UR+UL)}

URVR LUy 1
- P+J P—J)+ - P+J)— P_J\.
{UR+UL(UL + )+UR+UL(UR )+2[OzR(vL +J) —ar (vg )]}
(1.41)

En ésta, agrupamos los términos que dependan de .J o de su derivada parcial, los
cuales identificamos por el color esmeralda en la ecuacién reagrupada:
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URUL+ULUR P vEUL + VRV 0P+ vh — o3\ 0J
VR + UL VR + v ox vp+ v ) Ox

(v — J+vRvL(vR+vL)P](%< L )}

Vg + UL
P Y
URURUL+ULULUR Py URUR — VLV, 7
VUp + v, VUp + v,

{((1[—{ + (YL) J+ (OéRUL - OéLUR) P}

(1.42)

-~
|
i

Los términos en color, M, pueden ser reescritos en términos de las variables
v-(z) = vr(z) —vr(z), (@) (ar(@) + aL(z))/2y v(x) = (VruL —vivr)/ (VR +vL).

vp+ v, ) Oz (UR+UL)2 vR + UL 2

0J  [viku —vivR
__{(UR_UL) Ox * { vr + g

—[y+aq].

+%(O‘R+OZL):| J}

(1.43)

Reconocemos al producto v_(x)d,J(x,t) como un término de adveccién del flu-
jo con campo de velocidad v_(z) y a [a(x) +v(z)] J(z,t) como un término de
reaccion, dado por el promedio aritmético de las tasas de cambio de direccién, el
cual, de ser positivo, influye en una disminucién de J(x,t) debido a un proceso
de dispersién de la direccién del movimiento, mientras que (z) toma en cuenta
la dependencia espacial de las velocidades (27).

Reacomodando los términos en ambos lados de la ecuacion identificamos en
purpura, a la parte de ecuacién que llamamos dinamica del flujo, pues hace explici-
to el cambio temporal y espacial (adveccién y reaccién) de ésta variable:
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oJ o oJ ot = VRVL, + VIR 4 VRURUL + VLU VR P
0t 8 VR + v,
2 2
VUL +vrvy \ OP 1
- =—-= — P (1.44
( v + g ) or 2 (pvr —aror) P (14)
0 1
2 2
- P— .
(Vv + vivn) Ox (UR + vL>

Pese a que ahora la dinamica del flujo esta enteramente descrita en términos de
P(z,t), conviene reagrupar las velocidades y tasas de cambio en términos de v y
«. Ademas, identificamos la difusién dependiente del espacio como:

D(z) = B2 (1.45)

Notemos que vg(z) y vr(z) son ambas mayores o iguales a cero, pues la direccién
estd dada por el signo explicito en la definicién del flujo. Definimos ademas la
velocidad promedio:

V(z) = 5 lonle) + ve(e)], (1.46)

la cual es simplemente el promedio aritmético de las velocidades. Sustituyendo
dichas funciones en la dinamica del flujo, tenemos:

S L S o7 L 2201
dx ox 2a
VRV, 0 1
— — P 1.4
oz{ « (VR + i) ox (UR+UL>:| (1.47)
B 1 d RV, — XL UR d 1
——OK{EP%URUL—F +|:T+DV@V} P}

Los primeros dos términos parecen provenir de la misma ecuacion. Expresando el
segundo de ellos (anaranjado) en términos de la derivada de un producto, notamos
que cancela al primer término:

0 dD 0 d 1 1 _d
=—DP—-P—=—DP— P—— ——P— . 1.4
ox dz ox URUL droa o dx URUL (1.48)
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Por lo que finalmente tenemos que la dinamica del flujo depende de la probabili-
dad P,y de el cambio de ésta en el espacio, pero no de su cambio en el tiempo:

0 d 1 ARV, — L UR d 1
— - P—+|———+DV——|P
a{@x VRV I o * { 2 Vd V} }
—a | D Ldo 41N py 9 pp
adr dz'V Ox (1.49)
ARV, — X VR d 0 .
D—In—|P+—DP
- { [ - dz V} N Ox }
(9
= — UdP+—DP .
Oz
En el dltimo paso hemos definido a la velocidad de deriva (vq) como:
valz) = ag(z)vp(x) — ap(z)ve(z) )L d a(z) (1.50)

2a(x) de V(x)

Esta pesa la velocidad de nado en una direccion, por la tasa de cambio ha-
cia la direccién contraria (primer sumando), factor que se desvanece cuando
vr(z)/ag(z) = vp(z)/ag(z) y toma en cuenta la difusién pesada con el gra-
diente de la razén de los promedios de las tasas de cambio y velocidades (dentro
de un logaritmo).

Finalmente, la ecuacion resultante para la evolucién de J(z,t) es

%J(m t)+v_(x )aiJ(ar,t)jL[a(x) +7y(x)] J = alx) |vq(z)P(z, t) + 8833D( )P(z, t)]
(1.51)

(27)

1.2.1. Soluciones estacionarias

Es sabido que los efectos de persistencia en la dindmica run and tumble suelen
estar relacionados con una exploracién de las fronteras (ya sean rigidas o energéti-
cas) del espacio donde se encuentran las particulas activas cuando la longitud de
persistencia es comparable con las dimensiones del dominio mismo (28, 29). Esto
a su vez se traduce a distribuciones de probabilidad espacial independientes del
tiempo.
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De la misma manera, nos interesan las situaciones fisicas en las cuales exis-
ten soluciones estacionarias, es decir donde se cumple que para t suficientemente
grande, P(x,t) — P (x). Particularmente deseamos explorar las soluciones es-
tacionarias provenientes de la ecuacién con un potencial externo presente.

En nuestro marco tedrico, dichas soluciones estacionarias se obtienen cuando
el flujo de probabilidad es nulo, J(z,t) = 0, lo cual nos lleva a la ecuacién:

L
dz

Las soluciones de 1.52 describen estados libres de flujo que pueden ser escritos
considerando la no localidad® del cociente vq(x)/D(z) como:

0a4(T) Pest () (D(x)Py(x)) = 0. (1.52)

€T /
P (z) = % exp [ —ggi/; dx'} : (1.53)
donde Z es la constante de normalizacion requerida para que la integral de la
probabilidad sobre el dominio sea 1.

A su vez, las relaciones 1.45 y 1.50 conllevan a un mapeo entre las soluciones
estacionarias del run and tumble y la ecuacién de difusién para el movimiento
Browniano en un medio inhomogéneo (27). Este mapeo serd explotado para dar
una interpretacion precisa del confinamiento en movimiento activo como una
caracteristica del no-equilibrio a través de difusion y temperaturas efectivas.

La naturaleza intrinseca de no seguir un equilibrio de Boltzmann-Gibbs reside
en que, en general, no existe un factor homogéneo que sustituya a D(z) por D y
recuperar la estadistica de Boltzmann-Gibbs:

Psg(z) = %exp {— Gl()a:)} , (1.54)
donde vqg = G'(z), con G(z) una funcién arbitraria de z, tal que sea la antiderivada
de vq-

Regresando a la interpretacion de no equilibrio, la solucién estacionaria 1.53
puede ser interpretada formalmente como la distribucién de posiciones que sigue
un ensamble de particulas con movimiento Browniano en el régimen sobreamor-
tiguado, que se difunden con movilidad g en un medio con temperatura 7'(z)
(suponiendo valida la relacién de Einstein de proporcionalidad entre difusién y
temperatura) y bajo la influencia de un potencial externo, U(z) si se identifica:

Dependencia espacial
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T(x) = D(x)/ ks, (1.55)
U'(z) = va(z)/p- (1.56)

Teniendo como resultado una ecuacién de Langevin sobreamortiguada con tem-
peratura efectiva, T = T'(z):

dZit) = —uU'(x) + \/2ukpT (x)&(2). (1.57)

En el contexto de estados estacionarios dentro de la fisica de no equilibrio, tem-
peraturas inhomogéneas imposibilitan el caracterizar un sistema de manera local,
tal como ocurre con el factor de Boltzmann, o factor de Boltzmann-Gibbs en sis-
temas en equilibrio termodinamico con respecto al intercambio de energia, donde
la probabilidad esta determinada tnicamente por la dependencia espacial de la
energia.

El efecto de no localidad debido a temperaturas no homogéneas es conoci-
do como efecto Landauer (30). En su articulo, Landauer propone una particula
atrapada en un potencial como el que se muestra en la figura 1.6, en el cual se
modifica el entorno de la particula en la region BD a través de un calentamien-
to local, de tal manera que el comportamiento del sistema debido al potencial
cerca de los puntos A y C, permanezca inalterado. Sin embargo, debido a las
mayores fluctuaciones térmicas la estabilidad del punto A se ha convertido en
metaestabilidad y la metaestabilidad de C, en estabilidad, después del calenta-
miento. De esta manera es posible modificar la probabilidad relativa P(A)/P(C)
sin cambiar la entropia de los mismos puntos, concluyendo que no es posible dar
una caracterizacion de la probabilidad en términos de variables locales haciendo
necesaria una descripcion de la cinemética en todo el dominio. En nuestro caso,
esto corresponde a, por un lado, la integracion de la trayectoria de un ensamble
de particulas con movimiento Browniano incluyendo en la ecuacion de Langevin
la dependencia explicita de la temperatura con el dominio, y por otro lado, a
resolver la ecuacion para la probabilidad sin proponer aproximaciones locales.

Volviendo a la ecuacion 1.53, a pesar de que el acoplamiento del movimiento de
la particula a su entorno en general puede ser complejo dependiendo del origen
del nado, nos limitaremos a analizar las situaciones en las que una particula
nada a una velocidad constante v en un fluido viscoso en ntimeros de Reynolds!

'Ntimero adimensional utilizado en mecdnica de fluidos. Re = pLv/n, donde p y 1 son
respectivamente la densidad y viscosidad del fluido, L una longitud caracteristica donde ocurre
el flujo y v la velocidad de la particula. Su valor indica si el flujo sigue un modelo laminar o
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Uz

Figura 1.6: (a) Potencial de doble pozo donde C es metaestable relativo a A. (b) La
secci6én BD ha sufrido un calentamiento de manera que el perfil del potencial en D es
comparable con el potencial en B, lo cual produce una metaestabilidad en A relativa a
la estabilidad de C.

bajos (Re < 1), tal que la dindmica sobreamortiguada de Langevin es valida.
También suponemos que la tasa de cambio de direccién « es simétrica y constante
ar(x) = ar(r) = a y que la direccién del movimiento estd restringida por un
potencial externo U(x). Bajo estas consideraciones las velocidades de nado son
dependientes del espacio y dadas por:

vnl(r) = v — uU'(x),
vp(z) = v+ plU'(z), (1.58)

donde v por simplicidad se supone constante. Bajo estas consideraciones la ecua-
cion 1.55 puede ser reescrita como:

T(z) =T, {1 - “d($)2] , (1.59)

V2

donde:

turbulento.
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,02

T, (1.60)

auks’
juega el papel de la temperatura de un bano térmico ficticio en el cual se encuentra
inmersa la particula activa (en el limite de tiempos largos) bajo un proceso ente-
ramente difusivo (sin potencial externo) (27). Reescrita como kgTy = (ap) 1o,
podemos pensar en que esta temperatura esta asociada a una temperatura efec-
tiva dada por la energia cinética proveniente por la velocidad de nado v, con una
masa efectiva igual a (au)™! (término inercial).

Finalmente es posible reescribir la ecuacién 1.53 en términos de un potencial
efectivo y la temperatura efectiva:

P (z) = Z ' exp {— /x dx’]%éfT(f%] : (1.61)

Dicho potencial efectivo esté definido como:

Ut(z) = U(x) + kT (z). (1.62)

El cual toma en consideracién la aparicién de la fuerza termoforética —kgT"(z)
(31) causada por la inhomogeneidad espacial de la temperatura efectiva y dada
explicitamente por: kgT"(z) = (2kgTop?/v?) U'(x)U"(z). A su vez, la constante
de normalizacién Z (funcién de particién en el ensamble canénico) estd dada

explicitamente por:
T !/ /
7= [drexp | [ aw ZaZ) 1.63
/ T exp [ / YT | (1.63)

donde la integral es sobre todo el dominio de la particula. Es importante notar que
en el régimen de persistencia el movimiento de la particula tiene en limites finitos
Tmin, Tmax dependientes del potencial externo. Dichos limites ocurren cuando la
fuerza de autopropulsién p~ v es igual a la fuerza de atrapamiento —U” (2, / méx);
esto ocurre en distintos puntos (mm # —Tmax) Si el potencial no es simétrico
alrededor del origen. El efecto de los limites del dominio puede observarse también
en la dependencia de la temperatura con la velocidad de deriva vq. Dado que nos
interesa una temperatura efectiva positivo definida, los limites satisfacen T'(z) =
To [1 —va(x)?/v?] > 0, para T € (Tmin, Tmax)-
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1.2.2. Adimensionalizacion de las ecuaciones

Es posible, de manera genérica, redefinir las posiciones, los potenciales y la
temperatura de forma adimensional, lo cual es 1til para explorar distintos regime-
nes en las ecuaciones del run and tumble con el menor niimero de parametros nece-
sarios y también para implementar en ellas métodos numéricos. Siendo x = z*/L,

U(x) =U*(z)/ey:

————:1—<E32U@V:1—93Um¥, (1.64)
vL
donde el superindice * denota a las cantidades con dimensiones fisicas. Por otra
parte L y e son unidades de medida caracteristicas del potencial (externas) y el
pardmetro g; = vL/ue, representa la razon del trabajo vL/u que la particula
activa realiza al moverse una distancia L y de la energia € de atrapamiento.

El potencial efectivo adimensional se define de manera similar al potencial:

iy kpT
Ust(z) = %@:U@%%ioﬂ@:U@Hﬂfﬂ@. (1.65)
En este caso, go = €/kpTy mide la razén de la energia de confinamiento € y

la energia de persistencia kgTy. Recordemos que Ty es a su vez la razon de la
energia cinética (o< v?) y la tasa de cambio de direccién « (ecuacién 1.60). Mayor
velocidad o menor tasa de cambio se asocian con mayor energia proveniente de
la actividad, pues en detalle, una particula individual recorre mas distancia en
linea recta antes de un cambio de direccién (tumble), lo cual se encuentra lejos
de un comportamiento pasivo. Valores grandes de g, representan casos en don-
de la energia de confinamiento es mayor que la energia activa, tendiendo a un
comportamiento pasivo.
Por ltimo, la distribucién de probabilidad estacionaria se reescribe como:

P(x) =Z "exp [—92 /x d:z:’M] (1.66)
T(z") |’
donde Z es nuevamente la funcién de particién, obtenida de integrar 1.66 en
todo el dominio, e igualarla a 1. En los capitulos 3, 4 y 5 integraremos esta
ecuacién numéricamente para hallar las distribuciones de probabilidad dadas por
los distintos potenciales externos. En el capitulo 2, veremos que es posible dar
una expresion cerrada para P(z).
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1.3. Puntos atractores, repulsores y condiciones

de estabilidad

En el ambito de los sistemas dindamicos, dado un conjunto dominio, A y una
funcion de evolucién f, es posible definir a un punto atractor xg en A como a
un elemento al que los valores de la funcién se aproximan a medida que incre-
menta cierto parametro ¢, el cual puede ser el tiempo si el sistema es continuo o,
iteraciones si el sistema es discreto.

Formalmente esto se traduce a f(t,z9) = o, y a la existencia de V' C A,
donde V' es un subconjunto abierto que contiene a g, tal que f(VNA) CVNA
donde para todo elemento = € V N A, lim;_,, f(t,z) = z7. De manera analoga,
se define a un punto repulsor xq si existe V', g € V tal que para cada x € VN A,
x # xo, existe t tal que f(t,z) ¢ V N A.

Cuando se trata de un sistema estocastico, como es el caso de las particulas
autopropulsadas, no es posible satisfacer la condicién determinista f(t,z¢) = zo,
sin embargo, se sabe que dado un potencial, existen posiciones preferenciales en
el dominio espacial de las particulas. Aunado a esto, el enfoque empleado nos
permite conocer la distribucién espacial P = P(z) de una particula en el régimen
estacionario. Por ello definiremos a un punto atractor como un maximo global o
local de la funcién de distribucion, y a los puntos repulsores como los minimos,
globales o locales, de la misma.

La motivacion reside en el hecho de que, desde el punto de vista de de la
ecuacién de Langevin, la posicion de una particula autopropulsada en la vecin-
dad de un méaximo local, g de P, tenderd a mantenerse cercano, sin embargo,
las fluctuaciones aleatorias provenientes de colisiones con particulas del medio
circundante evitaran el estancamiento en un tnico punto.

Es posible hallar los puntos criticos (maximos, minimos y de inflexién) de la
funcién de distribucion P, a partir de la ecuacion diferencial que satisface en el
limite estacionario, igualandola a cero,

d B alz)
—-P(r) = —P(x)m = 0. (1.67)

Observemos que los puntos criticos son ceros de la funciéon de distribucion o
puntos criticos del potencial efectivo. Para conocer si son minimos, maximos o
puntos de inflexién, tomamos la segunda derivada:
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d? I i C)) () oy ()
ﬁP(x) =-P (m)kBT(x) — P(x) ET(2) + P(x) ef(x)kBT—Q(x)' (1.68)

Evaluado en un punto critico el primer y tercer término de la suma siempre se
desvanecen. Si el punto critico es tal que P(x) = 0, entonces el criterio de la
segunda derivada no es concluyente; sin embargo, veremos mas adelante que este
no es un caso relevante al estudiar los distintos potenciales de atrapamiento. De
esta manera la naturaleza de los puntos criticos estan directamente relacionados
con la naturaleza de los puntos criticos del potencial efectivo. El signo menos en
el término nos indica que si un punto critico en el potencial efectivo es maximo,
se traduce a un minimo en la funcién de distribucion y viceversa.

Empleando las ecuaciones 1.64 y 1.65 la condiciéon de puntos criticos del po-
tencial efectivo es:

wlz) =U'(2) [1 - 20,797 U" ()] = 0. (1.69)

Esto significa que todos los puntos criticos del potencial externo son también
puntos criticos del potencial efectivo y por tanto, de la funcion de distribucion.
Noétese que debido a la actividad proporcionada por la temperatura efectiva, se
tienen puntos criticos adicionales expresados en las raices del segundo factor de
la ecuacién anterior.

Supongamos ahora que z, es un punto critico de U(z), entonces T'(z.) = 1,
lo cual siempre corresponde a un maximo. Si originalmente z. es un maximo
del potencial seguird siéndolo en el potencial efectivo, es decir que los puntos
inestables de un potencial lo son sin importar la actividad de la particula. No
obstante, si es minimo se tiene una competencia entre atrapamiento y actividad.

Esto depende del signo de la segunda derivada del potencial efectivo, Ulf(z) =

U"(x)+ gy ' T"(x), donde T"(x) = —2¢,2U" (x)? — 2g; *U’(2)U" (z). Evaluando la
segunda derivada del potencial efectivo en un punto critico del potencial tenemos:

et(we) = U"(xe) [1 - 295 977U " ()] - (1.70)

Un primer aspecto importante es que la naturaleza de los puntos criticos (mini-
mos) dependen en este caso de un tnico pardmetro k = 2g,'g; . Ademds, la
funcion definida como U/(k, z.) = U"(z.)[1 — kU"(x.)] tiene tantos valores criti-
cos k¢ como minimos z,. presentes en U(x). Entenderemos valores criticos como
aquellos en los que U/i(k,z.) = 0, pues son los que delimitan los intervalos de k
donde U”(z,.) cambia de signo y por tanto, donde ocurren transiciones de puntos
a repulsores a puntos atractores.
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Mas adelante, optaremos por mantener g; y g2 como parametros indepen-
dientes debido a que en general, no es posible describir al potencial efectivo en
términos de un tnico parametro k.

34



Capitulo 2
Movimiento activo confinado por un

potencial armonico

El objetivo de esta investigacion es determinar las propiedades de la funciéon
de distribucion de posiciones de una particula autopropulsada bajo un potencial
armonico con perturbaciones de estructura jerarquica. Emplearemos dos modelos
usados para introducir efectos de rugosidad en el atrapamiento. Ambos modelos
son de la forma U(z) = x2/2+V (), donde V (z) es una perturbacién de estructura
fractal. Se elige un potencial arménico por tratarse de un potencial arquetipico
en fisica, pero mds importante, es que existen estudios tedricos (numéricos y
analiticos) (32, 33) y experimentales de materia activa (34, 35, 36), sobre los
efectos de la actividad en particulas activas bajo confinamiento.

Antes de inmiscuirse en los efectos de V' (x) en el potencial efectivo, tempera-
tura y distribucion de probabilidad, es conveniente estudiar una serie de carac-
teristicas relevantes y comunes a nuestros modelos. Entre ellas, el dominio donde
la particula se difunde como funcién de los pardametros g; y gs, efectos del atra-
pamiento cuadratico (V(x) = 0), efectos de puntos metaestables y de asimetria
dentro del potencial (siguiente capitulo) y la equivalencia entre el modelo run and
tumble y la dindamica de Langevin con una temperatura efectiva no homogénea.

2.1. Temperatura y potencial efectivos

La temperatura efectiva asociada a un potencial arménico externo, U(z) =
2% /2, tiene la caracteristica de ser igualmente cuadrética, T'(z) = 1 — g; 2x? (ver
la ecuacién 1.64). Lo primero que es importante recalcar, es que, como mencio-
namos en el capitulo previo, la temperatura efectiva no es positiva definida en el
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dominio natural del potencial. T'(z) es positiva definida en el intervalo (—g1, ¢1)
y en los puntos +¢g; la temperatura es nula. Esto implica que por parte de la
fuerza termoforética (proveniente de la velocidad de nado y la tasa de cambio de
direccién) no esperamos movimiento alguno en la particula en £g;, por lo que
en estos puntos se espera acumulamiento de particulas. Esto no es decisivo en la
forma que tomara la funcién de distribucién de las particulas bajo el potencial
armonico, pues dado que las ecuaciones describen particulas activas que comien-
zan a difundirse en el origen, para ciertos valores del parametro de nado go, €l
nado no sera suficiente para llegar a los puntos de temperatura nula.

El valor maximo de la temperatura se alcanza en el origen, donde T(x =
0) = Tp, la temperatura efectiva en difusion libre (o en el caso adimensional que
es el que usaremos a lo largo de la tesis 7(0) = 1), resultando en una fuerza
de desplazamiento repulsiva en el origen. Es precisamente la oposicion de fuerza
termoforética a la fuerza derivada del potencial lo que previene el movimiento
mas alla de +¢;. A partir de ahora, nos limitaremos a estudiar los efectos de los
potenciales para valores de x tales que T'(z]|g;) > 0. Como ya se menciond, en
este caso el dominio es simétrico y dado por el intervalo abierto (—gi, g1).

Dado que el potencial efectivo es la suma de la temperatura y el potencial
externo, éste es cuadratico también:

1 2 1
Ug(z) = =22 [1——}—1——. 2.1
(@) 2 929% g2 21)
La derivada del potencial efectivo, la cual esta asociada con la probabilidad,
es:
o) = 1= 2] 2.2
gx)=z|l——]|. .
' 9297

Podemos observar que x = 0 es el inico punto critico en el dominio. La segunda
derivada Ut(z) = 1 — 2/(g2g?) es una constante cuyo signo nos dice si el origen
es un punto atractor o repulsor, de acuerdo con la definiciéon del capitulo 1. Si
gog? < 2, entonces Uy < 0, por lo que el origen es un punto repulsor y hay
acumulamiento de particulas en 4¢;. Por otra parte, si gog7 > 2, el origen es
atractor, lo que nos indica que el nado no es suficiente para llegar a las fronteras
del confinamiento.

En el caso donde gog? = 2, el potencial efectivo pierde su dependencia espacial
tomando un valor constante, Uy = 1/g2. Recordemos que la probabilidad adquiere
su dependencia en z a través de la integral del cociente Uli(x)/T(z), por lo que
siendo la derivada del potencial efectivo igual a cero, se obtiene una densidad de
probabilidad uniforme dada por P(x) =1/(2g).

Anteriormente definimos los valores criticos de g como aquellos donde un
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punto critico del potencial externo cambia de naturaleza (atractora o repulsora)
en el potencial efectivo. Al tener un tnico punto critico en el potencial externo,
se tiene también un tnico valor critico de g, en este caso: g5 = 2.

2.2. Distribucién de probabilidad

El potencial arménico simple es uno de los potenciales en los cuales es posible
dar una expresién analitica para la funcién de distribucién estacionaria. El factor
—g2Ul(x)/T(x) que aparece en la ecuacién 1.66 es integrable y esta dado por:

éf(l”)d/_ 2 X d — 1 9 . ) )
— 432 T(I,) T = _(9291_2) g% ) 12 T = 59291 -1 Og(gl—x ) (23)

Entonces, la funcién de distribucién estd dada por P(z) = Z~1(g2 — 2)920i/2-1
la cual puede ser reescrito como:

g29%/2—1

1 (i)zl : (2.4)

donde el término constante se ha absorbido en la funcién de particién Z. Para
hallar el valor de la funcién de particién es necesario integrar la funcién de dis-
tribucion en el domino bajo la condiciéon que el valor total de la probabilidad es
igual uno:

[ ()]
g/AT ()

Py

1

9297 /2-1 1 ,
dr = 291/ (1 — y2)g291/271 dy
’ (2.5)

donde I" representa a la funcion Gamma. A continuacién mostramos la grafica de
las funciones de distribucién para distintos valores de gg7. La lineas continuas
en el panel izquierdo indican el valor analitico y los puntos en el panel derecho
indican la altura de barras de un histograma obtenido de integrar la ecuacion
de Langevin para un ensamble de 100 particulas en 3 x 10° pasos de tiempo
(Apéndice A), con el potencial externo y la temperatura efectiva dada por la
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teoria (1.59).

Solucion analitica e integracion de Langevin
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Figura 2.1: Funciones de distribucién de x, calculados analiticamente y mediante simu-
laciones moleculares para distintos valores de gog3.

Dado que siempre es posible reescalar el intervalo con ¢y, el cambio de la
geometria de (z, P(z)) estd dado tnicamente por g,. En particular esto impli-
ca, que en un montaje experimental, el tamano del dominio donde se logre el
confinamiento armoénico no influye directamente en el tipo de exploracion de las
particulas, es decir, exploracién de las fronteras del confinamiento o el centro
del mismo (concavidad de P(z)), siendo el factor predominante la intensidad del
confinamiento, € (suponiendo fijo el valor de la velocidad de la particula v). Re-
cordemos que g, = €/(kgTy), donde Ty = v?/(aukp) es la temperatura efectiva
de una particula activa en el caso enteramente difusivo, proveniente de la activi-
dad de la particula. Como se menciond, por debajo del valor critico, cuando la
energia de confinamiento € es menor que v?/a;, el origen es un punto repulsor,
pues la particula tiene velocidad suficiente para explorar todo el dominio o su
tasa de cambio de direccién («) es lo suficientemente baja para moverse en una
unica direccién hasta los limites del confinamiento. En este caso sabemos que no
se tienen méas puntos criticos dentro del dominio. Por lo que la funcién aumen-
ta o disminuye mondtonamente hacia los extremos, dependiendo si el centro es
repulsor o atractor respectivamente. Esto sugiere que los extremos también son
méximos o minimos de P(z) pero fuera del dominio.

En el valor critico se tiene una distribucién uniforme, pues los efectos del nado
anulan en todo punto los efectos del potencial externo. Por encima, se tiene un
punto atractor en el origen, ya que ahora la energia de confinamiento es mayor
que la energia cinética de la particula. En particular, fijandonos solo en las modas
(mdximos) de P, si comenzamos con gog? > 2 contamos con una tnica moda en el
origen, en 2 dicha moda se degenera en todo el intervalo (probabilidad uniforme) y
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para gog? < 2, dos modas se encuentran en cada extremo del intervalo, obteniendo
un esquema de bifurcaciéon modal proveniente de un intervalo acotado.

En la literatura (27) se ha recalcado la tendencia asintética de la distribucion
de probabilidad 2.4 a la distribucién de Boltzmann-Gibbs. En efecto, definiendo:

— 9291/2 — 2
9291/2 =1’

la funcion de distribucién estacionaria puede reescribirse como una distribucion
gq—Gaussiana (37):

(2.6)

P(z) = Z " exp, [-2%92/2] , (2.7)

donde exp,(u) es una funcién g—exponencial, definida como:

exp, () = {1 + (ﬂ) u] - (2.8)

En el limite de ¢ — 1 (g297/2 — 00), exp,(u) — exp(u), marcando una medida
de separacion del equilibrio (Boltzmann-Gibbs) en funcién de los pardmetros
de nado y confinamiento. Este limite representa el crecimiento del trabajo que
realiza la particula al desplazarse una longitud L (W = vLu™!), contra la energia
de confinamiento (€) y crecimiento de de la energia de confinamiento e respecto
a la energia térmica (efectiva) kpTy. Basicamente es el limite donde la actividad
de la particula es despreciable respecto al potencial externo (limite pasivo).
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Capitulo 3
Movimiento activo confinado por un

potencial biestable asimétrico

Como se menciond anteriormente, el objetivo es estudiar los efectos de un po-
tencial con varios minimos locales dentro de una estructura global. Asi que otro
aspecto importante son las asimetrias causadas por puntos metaestables dentro
de un potencial. Un ejemplo es el doble pozo asimétrico. La caracteristica de
cualquiera de estos potenciales es la presencia de dos minimos, uno global y otro
local (o metaestable). Los potenciales de doble pozo suelen encontrarse en la
transicién de estados en reacciones quimicas' cuando existe cuasi-equilibrio en-
tre reactivos, estados intermedios y productos, tal como ocurre en la reduccion
de disulfuros alifaticos por fosfinas en medios acuosos (38). En ese ejemplo, el
doble pozo asimétrico representa la existencia de dos configuraciones de un reac-
tivo, una mas estable que la otra (en términos de energia interna del reactivo
quimico) y que sin embargo, gracias a modificaciones externas (por temperatura,
catalizadores, enzimas, entre otros) la probabilidad de pasar de estados estables
a metaestables (y vice versa) no es nula. Esto es una motivacién para estudiar
qué ocurre en sistemas que se encuentran bajo constricciones energéticas de do-
ble pozo cuando las transiciones entre los minimos es posibles. En las particulas
activas los parametros que permiten la transicién entre los minimos del poten-
cial de doble pozo asimétrico son los parametros de nado, g; y ¢o, cuyos efectos
caracterizaremos para el potencial propuesto a continuacion.

En la siguiente ecuacién optamos por una definicién polinomial de cuarto
orden, donde en el origen existe un méaximo local de naturaleza cuadratica y la
asimetria estd dada por un término cibico dependiente de un pardmetro a:

!Esto es estudiado por la teorfa de transicién de estados, la cual explica las tasas de reac-
ciones quimicas elementales
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3. MOVIMIENTO ACTIVO CONFINADO POR UN POTENCIAL
BIESTABLE ASIMETRICO

Potencial biestable asimétrico
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Figura 3.1: La posicién relativa y profundidad de los minimos del potencial (puntos) de-
penden fuertemente del pardmetro de asimetria, teniendo un potencial biestable simétri-
co cuando a =0

172N\ 2 /sz\3 1 /2\2

Ule) =e {z (7) —3¢(2) 2 (%) } ’ (3.1)
donde L es una distancia caracteristica entre los puntos de estabilidad del poten-
cial. Dichos puntos son z1/L = a+ va*>+ 1y x3/L = a—+va?+ 1. Sia = 0,
entonces los puntos se encuentran igualmente espaciados en x; = £L. En el po-
tencial armonico no existian los dos minimos, por lo que la interpretacion de L no
es la misma; sin embargo, se tiene consistencia en que L representa una distancia
caracteristica del potencial externo y no del nado.

En la figura 3.1 observamos la dependencia de la asimetria con el parametro
a. Dicha asimetria es cuantificable en la profundidad relativa de los minimos y en
la distancia del origen a ellos.

La forma adimensional de dicho potencial es U(z) = x*/4 — 2a23/3 — x2/2.
Recordemos que siempre se puede pasar de la expresion fisica a la expresion adi-
mensional sin perder informacién. Siguiendo la definicién de temperatura efectiva
en 1.59 la temperatura efectiva de este potencial es:

T(z) =1-g;° (2° — 2a2® — x)Q. (3.2)

La expresién general para los puntos criticos de la temperatura efectiva, T"(z) o
U'(z)U"(x) = 0, ahora guarda més informacién que en el caso del potencial
armoénico. Para un polinomio de segundo grado, U”(x) = constante. Sin embar-
go, para cualquier otra funcién, la segunda derivada del potencial puede contribuir
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con mas puntos criticos en el potencial efectivo, y por consiguiente, en la distri-
bucién de probabilidades. Los nuevos puntos criticos provenientes de U”(z) son

r3 =2a/3 —V4a® +3/3y x4 = 2a/3 + V4a® + 3/3.

a=0.01 a = 0.50

001g; min
2.334g: min
3.667g; min
5.0g; min

15 —10 —05 00 05 L0 15 20 ] 0 1 2 3
T T

Figura 3.2: Perfil de temperaturas para distintos valores de a y g1. A medida que ¢;
disminuye, el minimo global de la temperatura efectiva se acerca mas a cero. Esto
sugiere que existe un g; min para el cual este minimo de la temperatura se mantiene
positivo.

En los perfiles de temperatura en la figura 3.2 se recalca una propiedad que
aparecera también en los potenciales rugosos, la existencia de valores minimos de
g1 para cada valor del parametro de asimetria. Como se observa en las graficas
en 3.2, cuando los valores de ¢g; aumentan, el minimo global de la temperatura
decrece hasta llegar a cero. Cuando la temperatura se anula en algin punto,
marca fronteras en la difusion de las particulas. En este caso el punto donde la
temperatura se anula separa a los dos minimos locales, obteniendo confinamientos
en ambos sin posibilidad de migrar entre ellos. Esto no es de interés, pues aunque
no es idéntico al atrapamiento cuadratico, se espera un comportamiento analogo
para el confinamiento local de los minimos. Por ello, fijado un valor de a, hallamos
el valor minimo de ¢y, tal que T'(x.) > 0 (z., punto critico de la temperatura).
En la gréafica 3.2 estos valores se denotan como ¢; min.

El potencial efectivo Uet(x) = U(x)+g, 'T(z) contiene en ambos sumandos los
puntos criticos del potencial original. Sin embargo, dada la dependencia —U’(z)?
en la definicién de la temperatura, los puntos criticos de U(x) siempre serdn
méximos de la temperatura, pues U'(x) = 0. La forma explicita del potencial
efectivo es:
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3. MOVIMIENTO ACTIVO CONFINADO POR UN POTENCIAL
BIESTABLE ASIMETRICO

1 2 1
Ug(z) = ~2* — Zaz® — 2+
4 3 2 (3.3)

+ g5 [1—91_2(333—%.7:2—:1:)2]

A continuacion mostramos las distintas geometrias del potencial efectivo para
varios valores del parametro de asimetria a, y de g1, a través de los valores criticos
de g». Dado que el potencial externo posee dos minimos locales, ahora tendremos
dos valores criticos de go, uno para cada minimo de U(z).

= 0.01, g, = 1.00Lg, min a=0.01, ¢ = 2.000g, min a =001, gy = 10.000g, min
0.3
0.2
0.1
0.0
—0.1
A f
S 3
—1.0 —05 0.0 0.5 LD 1.0 —05 0.0 0.5 10 —-15 10 —p5 00 05 10 15
I T I
a =050, gy = 1.001gy min a = 0.50, ¢y = 2.000g; min a = 0.30, gy = 10.000g; min
- 3.0
0.75 ““395.
050 25 9!
20 —\ 595" +5)
0.25 W
— 0.00
S s{ —— 05 g5
0.50 9:
T —— 05(gst +gat)
—0.75 g i’
2g3° .
— 100 ‘ ‘ ‘ i ‘ ‘ _ i ‘ . i
—1.0 —()o [1X {] 0.3 X 15 —10 —05 00 0.5 1.0 L5 2.0 -2 -1 0 1 2
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Figura 3.3: Potencial efectivo para el doble pozo asimétrico con distintos valores de
a, g1 v g2. Las tres graficas del panel superior corresponden a un valor de asimetria
a = 0.01 y las tres gréaficas del panel inferior corresponden a valores de a = 0.5. De
izquierda a derecha cada grafica presenta valores ascendentes de g1 como multiplos de
g1 minimos.

Como es de esperarse, por debajo de ambos valores criticos de g, los minimos
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3.1 Distribucién de probabilidad

de U(x) son maximos locales del potencial efectivo, los cuales se vuelven puntos
de inflexién en gs' y g52, respectivamente. Cuando la asimetria es pequefia (panel
superior), los valores criticos de g, son cercanos entre si y las transiciones de
maximos a minimos ocurren casi simultaneamente, como puede observarse en las
graficas para ¢!, 0.5(¢g5" + ¢5?) y ¢5%. Las transiciones son mds notorias para
g1 ~ g1 min con a = 0.50.

3.1. Distribucién de probabilidad

En el caso de difusién pasiva, la probabilidad relativa a los puntos de equi-
librio de potencial es fija y dependiente de la diferencia de energias en ambos
puntos AU, lo cual es el cociente de los factores de Boltzmann en cada punto,
exp[—AU/(kgT)] 1.29.

Ahora, en el caso activo, sabemos de antemano que los parametros g; y g
cambian la geometria del potencial y temperatura efectivos. Observamos que
para valores de g; > ¢y min, los efectos de la asimetria, sin importar el valor de
a, disminuyen.
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3. MOVIMIENTO ACTIVO CONFINADO POR UN POTENCIAL
BIESTABLE ASIMETRICO
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Figura 3.4: Perfiles de probabilidad para distintos valores de a, g1 y go. Las gréficas en
el panel superior tiene valores de a = 0.01 y las del panel inferior, ¢ = 0.5. Para ambos
paneles a medida que g; crece (de izquierda a derecha) la asimetria decrece.

En la figura 3.4 (graficas obtenidas integrando numéricamente la ecuacién
1.66), el panel superior (a = 0.01) muestra que para longitudes de nado menores
la longitud caracteristica de las posiciones estables (¢; &~ g; min) el confinamiento
ocurre casi exclusivamente en la regién del minimo local del potencial externo.
Para valores de g, < g52, se alcanza una simetria para valores de g; relativamente
cercanos a ¢; min, sin embargo, cuando la energia de confinamiento se hace mas
fuerte que la fuerza termoforética, nuevamente se tienen marcadas diferencias en
las probabilidades relativas de los puntos estables. Adicionalmente, observamos
que para ambos valores de asimetria a = 0.01, 0.5, a valores grandes de g; (trabajo
contra energia de confinamiento) y de g¢o, la actividad de las particulas no es
suficiente para explorar los limites del dominio, ocurriendo lo contrario cuando
go es pequeno comparado con los valores criticos g5'.

Una forma de comprender la transicién simétrico - asimétrico como funcién
de go, podemos recurrir al tiempo de primer pasaje. Este estd definido como el
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3.1 Distribucién de probabilidad

tiempo ¢ que le toma a una particula activa en ir desde un punto x; a un punto xy.
Los puntos de interés en este caso son los puntos minimos del potencial externo
(estable y metaestable) y el origen (punto méaximo). Para ello generamos dos
ensambles. En uno la particula iniciaba siempre en el punto metaestable y en el
segundo, en el estable y medimos el tiempo de cada particula en llegar al origen.
En la grafica 3.5, mostramos las distribuciones de probabilidad para a = 0.01
y g2 = 2.00g; min obtenidas de la integracién de la ecuacién de Langevin (100
particulas, 1 x 10° iteraciones con Atl x 107%) y el tiempo de primer pasaje
obtenido bajo las mismas condiciones.

En el histograma del tiempo de primer pasaje ignoramos los valores de g5' y
gs% ya que préicticamente se superponen con g, = 0.5 (¢5! + ¢5?). Los marcadores
“ X7y “+7 corresponden al tiempo promedio de pasaje desde el punto estable
y metaestable, al origen, respectivamente. Observamos el tiempo promedio de
pasaje del punto estable ((t),) al origen es siempre mayor que del metaestable al
origen ((t),). Sin embargo, en la grafica embebida, se muestra que, para los tres
primeros valores de go, los tiempos promedios se encuentran cercanos, en el mismo
orden de magnitud, mientras que para el iltimo valor de g, existe una separacion
abrupta de 3 6rdenes de magnitud entre (t), y (t),. La separacién entre dichos
promedios explica la transicion de ligeramente asimétrico a altamente asimétrico
en las distribuciones de probabilidad.

a =001, g; = 2.00g, min

0 Tiempo de primer pasaje
125
35 . 05gs 0.5g5"
20 -8 020 e . 05095 + g5
0.5(g5" + g5 " 2g5'
25 . o
9 = 015 h " m-‘ff\
0 245 g 4 if): = (it
= 287 = 1 1w
s 10g5° 2o k v
= 1 0
L0 i -
h "ﬁ 0.05 . A
0.5 & o a0 1 60
9
0.0 0.00 Wi

-1.0 —0.5 0.0 0.5 Lo 10t 100 10t ;[)5 10° o
Figura 3.5: Distribuciones de probabilidad obtenidas de la integracion de la ecuacién de
Langevin (izquierda). Distribucién del tiempo del primer pasaje de los puntos criticos al
origen (derecha). Los marcadores +, representan el tiempo promedio de primer pasaje
desde el punto metaestable al origen y los marcadores x, del punto estable al origen. La
grafica embebida indica la separaciéon de ambos promedios como funcién de los valores
de g2 de las acotaciones (el cédigo de color coincide).
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Capitulo 4
Potenciales con estructura jerarquica I:

Potencial de Zwanzig

En 1987, Zwanzig consideré el problema de difusién en un potencial de estruc-
tura rugosa (rough potential), es decir, con maximos y minimos locales, superpues-
tos en un potencial armonico (39); intentando describir de manera simplificada
los resultados de Frauenfelder et al., refiriéndose al comportamiento dinamico del
plegamiento de proteinas (40). En el articulo de Frauenfelder, se sugiere que la
energia libre de Gibbs de distintos subestados conformacionales® de la mioglobina
como funcién de una coordenada conformacional® ocurre en una serie de maximos
y minimos locales consecutivos, traduciéndose a que subestados y fluctuaciones
en equilibrio poseen “jerarquias” energéticas.

Si bien en dichos potenciales los grados de libertad no corresponden a di-
mensiones espaciales de una particula, motiva la pregunta de como ocurren otros
procesos, en particular la difusiéon, cuando las constricciones energéticas tienen es-
tructuras jerdarquicas, presentando maximos y minimos embebidos en otros maxi-
mos y minimos.

El potencial propuesto por Zwanzig consiste en una potencial armoénico con
ondas sinusoidales de pequena amplitud. En concreto, el potencial empleado en
su articulo esta dado por la ecuacion:

U(x) = 2* + 0.02 (cos 167z + sin 73z) (4.1)

Cuyos méaximos y minimos locales estan presentes en todo el dominio, como puede

! Minimos de la energia libre de Gibbs (en coordenadas conformacionales) de un sistema
termodindmico

2Coordenadas del conjunto minimo de grados de libertad necesarios para describir un sis-
tema termodindmico
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4. POTENCIALES CON ESTRUCTURA JERARQUICA I: POTENCIAL DE
ZWANZIG

Potencial de Zwanzig
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Figura 4.1: Potencial rugoso de Zwanzig

verse en la figura 4.1.

En el caso pasivo, la relacion entre difusion y temperatura no es lineal, sino que
presenta un comportamiento efectivo que escala exponencialmente con el factor
de Boltzmann (39):

2
€
DEfectivo = DBrownianO exp [_ (]{7 T)
B

, (4.2)

en el caso donde las rugosidades siguen una distribucion gaussiana, independien-
tes de la posicién z, con amplitud caracteristica € (en el ejemplo tomado por
Zwanzig, ¢ = 0.02). En la ecuacién, Dprowniano = #kpT, (1 es la movilidad de
la particula en el medio) proviene de la relacién de Einstein para movimiento
Browniano 1.20 y la exponencial exp [— (e/ /{;BT)Q] implica que el atrapamiento
local en las oscilaciones ocurre fuertemente cuando existe aumento en la energia
promedio del potencial o un descenso en la temperatura. Por otra parte, como
mencionamos en la introduccién, debido al efecto Landauer, no esperamos hallar
una relacién local entre energia potencial, temperatura y difusién, mediante un
factor tipo Boltzmann. Primeramente estudiaremos los efectos detallados de la
estructura rugosa del potencial en la temperatura, en el potencial efectivo y en
la probabilidad. Posteriormente analizaremos el efecto promedio (espacial) de la
difusién como funcién de los pardmetros ¢; (velocidad y longitud de persistencia
contra atrapamiento) y g (constriccion energética contra temperatura efectiva),
asi como de la rugosidad misma del potencial externo.
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4.1 Temperatura y potenciales efectivos en el potencial de Zwanzig

4.1. Temperatura y potenciales efectivos en el
potencial de Zwanzig

La temperatura efectiva induce una fuerza termoforética (ecuacién 1.62), a
su vez proveniente del efecto del movimiento activo. Fisicamente podemos intuir
que mientras mas pliegues aparezcan en el potencial, la temperatura presentara
mas oscilaciones, en cuyos picos la fuerza termoforética sera maxima y repulsiva,
mientras que en sus valles serda de atrapamiento, traduciéndose a dindmicas de
nado y confinamiento alternantes. Matemdticamente, la alternancia proviene del
doblamiento de la frecuencia de las oscilaciones en el potencial externo (debido a
que se toma el cuadrado de la derivada del potencial externo).

U'(x) = 224 0.02 (73 cos 73z — 167 sin 167x) (4.3)
T(z) =1 — g7 %[22 +0.02 (73 cos 73z — 167 sin 167x)] .

Dado que nos interesa averiguar los efectos de estructura fina (oscilaciones) sobre-
puesto a un potencial que lo englobe una mayor escala, restringiremos los valores
de g;. Esto implica hallar el valor minimo en el cual se evita el confinamiento
dentro de una sola oscilacién del potencial, tal como ocurrié en el caso del doble
pozo asimétrico. Por un lado, para cada g; nos interesa conocer Tym, V Tmsx tal
que T'(x) > 0 para € (Tmm, Tmax), €s decir, el dominio donde la temperatura
efectiva estd bien definida, en funcion de g;. A su vez, queremos saber cudl es el
valor de g; a partir del cual sélo exploramos estructuras de pequena escala. El
primer problema se resuelve acotando las oscilaciones. Para un ¢g; fijo, buscamos
todos aquellos valores de x que satisfacen:

|22 + 0.02 (73 cos 73z — 167 sin 167x) | < ¢;. (4.5)
El dominio estara dado por:
Tmax /mm = min /méx {z |U'(z) = £¢1}. (4.6)

Sabemos que la derivada del potencial estd acotada por una funcién lineal mas
(y menos) las amplitudes de las oscilaciones:

2x —0.02(73 4+ 167) < 2x +0.02 (73 cos 73z — 167 sin 167x) < 2x + 0.02(73 + 167)
(4.7)
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4. POTENCIALES CON ESTRUCTURA JERARQUICA I: POTENCIAL DE
ZWANZIG
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Figura 4.2: Valores méximos y minimos de z como funcién de g; (grafica semilog en
91)-

Estas dos funciones lineales acotan la regién donde buscaremos las raices U'(z) =
+¢1. Resolviendo numéricamente la ecuacién 4.2 para distintos valores de g; po-
demos observar que el crecimiento del dominio tiene un comportamiento lineal a
grandes escalas (figura 4.2).

El valor g{ al que se hace referencia en la figura corresponde a un valor de ¢;
por debajo del cual, en el origen se tiene un confinamiento en un maximo local del
potencial. Esto implica una temperatura negativa en todo el intervalo y a pesar
de que es posible moverse a la derecha o izquierda en el espacio, hasta el primer
minimo local, no es de interés estudiar estos casos, pues por expansion de Taylor,
el potencial en estos puntos es cuadratico localmente.

El valor g; min es el valor de g; a partir del cual se evitan las exploraciones
locales. Esto es decidido de la siguiente manera: en la ecuacién 4.2 se espera que
Tmax > Tmm, Porque este es el comportamiento que tendria una recta y = 2u;
sin embargo debido a atrapamientos locales puede ocurrir que Tps < Tmm. El
valor mas grande de g; donde ocurre esto es definido como g; min. En la grafica
4.3 se muestra el comportamiento por arriba y por debajo del valor minimo de
g1. Para g; = 1.1g; min se observa ligeramente el potencial cuadratico (z?) sobre
el cual estan superpuestas las oscilaciones; mientras que para g; = 0.9¢; min,
en el potencial no se aprecia una clara superposicién de oscilaciones sobre un
confinamiento cuadratico.

Sabemos que en los maximos de la temperatura ocurre 7'(z.) = 1, mientras que
cuando ¢g; &~ ¢g; min, en los minimos se tiene: T'(z.) ~ 0, por lo que para valores
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4.1 Temperatura y potenciales efectivos en el potencial de Zwanzig

g1 = 1.10g1 min g1 = 0.90g1 min
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Figura 4.3: Vista del potencial en el intervalo (min, Tmsx), donde la temperatura efec-
tiva es positiva.
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Figura 4.4: Perfiles de temperatura para distintos valores de g;. Observamos grandes
oscilaciones y dominios pequenos para valores de g1 comparables con g1 min y pequenas
oscilaciones en grandes dominios para g; mayores que el valor minimo.

cercanos a g; min las oscilaciones seran pronunciadas variando en todo el rango de
temperaturas permitidas. Dado que sin(z) y cos(z) son acotados, para valores de
g1 > g1 min, el dominio de la temperatura crecerd, disminuyendo la contribucion
de las oscilaciones y a su vez esto se traducira a recobrar la trampa armoénica. En
la figura 4.4 mostramos tres gréficas en las cuales se tienen temperaturas efectivas
para distintos valores de ¢;.

El potencial efectivo, como superposicién del potencial externo y la tempe-
ratura efectiva tendra atin mas estructura. Para un valor de ¢, fijo, el efecto de
transicién de méaximo a minimo del potencial efectivo (y por ende, de minimo
a maximo de la probabilidad) ocurre un mayor nimero de veces, pues existen
tantos valores criticos de go como minimos del potencial externo.

En la figura 4.5 hemos hallado numéricamente los valores de go para los cuales
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Figura 4.5: Transiciones de maximos a minimos del potencial efectivo como funcion de
los valores criticos de go y la distribucién de probabilidad asociada.

existe cambio de signo en la ecuacion Ul(z.) = U”(z.) (1 — 2¢29?U" (2.)) man-
teniendo ¢; fijo y donde z. es un minimo del potencial externo U(z). Elegimos
g1 ~ gymin pues es donde mejor se aprecian dichas transiciones. Los puntos
criticos en gy estan etiquetados en orden ascendente. Para el caso particular de
g1 = 1.01g; min, se tienen 12 valores criticos de gy, siendo g5! el menor y g5
el mayor. Los valores de go para los cuales se graficé corresponden a valores por
debajo de ¢5!, y dado que es el minimo, todos los minimos del potencial externo
son maximos del potencial efectivo; el valor gs®, y un valor mayor a ¢g5'%, para el
que que todos minimos del potencial externo son también minimos del potencial
efectivo. Adicionalmente podemos ver que los maximos del potencial externo no
sufren un cambio en su naturaleza, sino que se mantienen como maximos en el
potencial efectivo sin importar los valores de gs.

Dado que ¢g; &~ g; min, los efectos de los minimos locales dominaran més que
el término cuadratico en el potencial externo. Esto lo podemos observar en el
comportamiento asimétrico de la distribucién de probabilidad en la figura 4.5.

Recordemos ademas, que dada la presencia del potencial harmoénico, también
es de esperar un cambio de geometria del potencial efectivo y de la probabilidad
a gran escala, en términos de gog}. Para U(z) = 2%/2 esto ocurre para valores
de k = g29? = 2. Para k < 2 la particula activa explora las paredes del po-
tencial, teniendo una probabilidad concava hacia abajo; para k > 2 el potencial
externo se sobrepone a la fuerza termoforética proveniente del nado obteniendo
una probabilidad céncava hacia arriba con un méaximo en el centro.

El potencial de Zwanzig no tiene el factor 1/2 en el término cuadrético, por
lo que el valor de interés es £ = 4. En las gréaficas de la figura 4.6 se muestra
que para el potencial efectivo, el cambio de concavidad ocurre en la escala global
(las oscilaciones locales permanecen) y el cambio es mas notorio a medida que
crece g;. Asimismo presentamos el comportamiento de la funcion de distribucién.

o4



4.1 Temperatura y potenciales efectivos en el potencial de Zwanzig

g1 = 1.50g min{a) ¢ = 2.00g; min(a) g1 = 10.00g; minfea)
30
25 JI ‘?291 [ || q:gl = 2.00
L gl =40 M ‘ ‘ | gl = 4.00 1000
20 gl = 10, nn 4 ‘ ’ 28 = 10.00
! ” il .[ ”,‘ M “ ,
— 15 H ‘ 20 — pgr =200
O ‘ pgt =100
) LT [
= Il M-u -|| I| |||u|vmw ||u| i w‘ Il I\ !l e @gt = 10.00
w4 i I T | ‘ ‘\l“ﬂ |‘lf l” ‘ . .
) \ | | | | | ‘ ‘ |‘ 100
” | ‘ il 10
-0 —as 0.0 05 10 2 —1 0 i 2 -5 -0 5 0§ 1 15 2
T xr T
g1 = 1.50g; min(a) g = 2.00g; mm(a) g1 = 10.00g; mm(a)
gt =200 gl =200 n gl =200
gt =40 o _ pgi =400 gl =400
gt = 10.00 gt = 10.00 gl = 10.00
| 10!
= 1’
ST P ————
[ | 10-

-t

10-*

{0 —ds 00 05 10 ) 1 0 { 3 20 15 10 -5 0 5 1 15 9B
xr xr r
Figura 4.6: Cambio global de la geometria del potencial efectivo como funcién de gog?
y su funcién de probabilidad asociada.

En las graficas de la probabilidad, para g; = 10g; min se observa la concavidad
hacia abajo cuando g»g7 = 10 > 4, por lo que a pesar las oscilaciones en P(x), el
ensamble de particulas se encuentra mayormente en el origen, donde a su vez los
efectos de la estructura jerdrquica son menores. Para ¢gg? = 4 notamos un apla-
namiento local alrededor del origen, similar a la probabilidad homogénea del caso
harmonico; sin embargo, puede notarse los efectos de la temperatura efectiva en
los extremos del dominio pues ésta no es constante y presenta oscilaciones de ma-
yor amplitud en los extremos. Finalmente para gog? = 2 < 4, el comportamiento
global de las particulas consiste en explorar los extremos del dominio.

Adicionalmente, el contraste entre g; = 1.5¢g; min y g; = 10g; min nos indica
que para un valor de g,¢? no se mantiene el perfil del potencial efectivo ni el de
la probabilidad, como ocurre en el caso puramente armoénico.
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4. POTENCIALES CON ESTRUCTURA JERARQUICA I: POTENCIAL DE
ZWANZIG

4.2. Difusion y temperatura promedio

Otro aspecto de interés derivado de la subestructura del potencial es el hecho
de que para g; fijo (lo cual a su vez fija un perfil de temperatura), las oscilaciones
de la probabilidad no escalan de manera homogénea con g,. Se propone cuan-
tificar los efectos de g1 y g2 en la temperatura efectiva y en la distribucién de
probabilidad simultaneamente mediante la difusién espacial promedio:

Tmax

(D(x)) :/ D(z)P(zx)dz, (4.8)
Tmin

donde i v Tmax es el intervalo definido por ¢; y D(x) o< T'(x). Por lo visto en

la ecuacién 1.30, este promedio coincide con el promedio de ensamble.

El factor de proporcionalidad entre temperatura y difusion en la relacién de
Einstein es pkp. Definiendo la difusién adimensional como vLD(z) = D*(z),
donde D*(x) tiene dimensiones fisicas, obtenemos que el valor de la difusién esta
dado por D(z) = (vL) ' ukpTyT(x) = (g1g2) T (x). Después de la integracion,
(D(x)), este promedio es unicamente funcién de g; y go.

En la figura 4.7 se hace referencia a la difusion de un ensamble de particulas en
movimiento Browniano libre (MBL, linea punteada); esto indica la difusiéon que
tendria un ensamble de particulas sin potencial externo, bajo las condiciones de
temperatura y movilidad definidas por g; y g2. Es decir, con difusion exactamente
igual a Dypr = (g192) . Notamos que para valores de g; fijos (éstos son los que
fijan la estructura de la temperatura, y por tanto de la difusién), a medida que
go disminuye, (y por tanto, (gog2) ™!, crece), la difusién promedio no se mantiene
constante, sino que disminuye con respecto a la difusién libre lo cual nos indica
que el producto D(x)P(z) tiende a decrecer localmente. Esto cobra sentido si
recordamos que existen valores criticos de go; cuando se estd por encima de todos
los valores criticos de g, todos los minimos del potencial externo son maximos de
la probabilidad (figura 4.5); a su vez, minimos del potencial externo siempre son
maximos de la temperatura y por tanto de la difusién, teniendo una coincidencia
de méximos en el producto D(z)P(z). A medida que g, disminuye, los puntos
criticos de la probabilidad provenientes del potencial externo se vuelven minimos,
resultando en un decremento en la difusion promedio.

Por otra parte, recordemos que con valores de g; mayores la temperatura
efectiva tiende a un comportamiento parabdlico, pues el dominio de la particula
activa crece (figura 4.2) pero la amplitud de las oscilaciones superpuestas en el
potencial arménico se mantiene fija. Con go mayores los efectos de la temperatura
dentro del potencial efectivo disminuyen mondétonamente pues su contribucion
escala con el inverso de gy (ecuacién 1.65). Esto se traduce a que la temperatura
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4.2 Difusion y temperatura promedio

Difusion v temperatura promedio

MBL 1P . R
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Figura 4.7: Difusiéon promedio como funcién de go para distintos valores de g;. Escala
logaritmica en ambos ejes. Las lineas punteadas en ambas graficas representan valores
de movimiento Browniano libre.

promedio, (T'), es mas cercana a 1 (MBL) a medida que g; y g2 crecen; es decir,
a medida que el dominio tiende a infinito y los efectos de la temperatura dentro
del potencial efectivo tienden a cero.

4.2.1. Comparacién entre difusién promedio (run and tum-

ble) y difusién Browniana (activa y pasiva)

En los capitulos 2 y 3, mediante la ecuacion 1.57, hemos establecido una rela-
cién directa entre la distribucion de probabilidad de una particula difundiéndose
bajo dinamica run and tumble y una particula con movimiento Browniano difun-
diéndose en un medio de temperatura no homogénea. Para ello, partimos de una
difusién efectiva y suponemos valida la relacion de Einstein. Observamos la vali-
dez de la introduccion de temperaturas no homogéneas al observar que particulas
run and tumble y particulas que siguen movimiento Browniano (en un medio con
temperatura efectiva) siguen las mismas distribuciones espaciales. No obstante,
cuando se habla de difusién se piensa en una cantidad relacionada con el espar-
cimiento de una particula o un ensamble en su medio, tal como se hace notar en
la ecuacién 1.21

Es natural entonces, comparar los valores (D) (obtenidos tunicamente de la
capacidad de nado y tasas de cambio de direccién) con la difusién que presenta un
ensamble de particulas con movimiento Browniano con y sin temperatura efectiva.
Distinguiremos estas tres difusiones como difusion run and tumble, difusién activa
y difusién pasiva.

Dado que que el movimiento run and tumble se encuentra acotado (donde
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Figura 4.8: Difusién activa y pasiva de un ensamble Browniano. La linea punteada
purpura indica el valor de (g192) ! y la linea punteada amarilla, (D).

la velocidad de nado iguala a la fuerza externa en magnitud), para el desplaza-
miento cuadratico medio se cumple (z%(t)) < ¢ = méax{z2,,, 22, }, y por tanto,
27171 (2%(t)) — 0. Por lo que no podemos extender la definicién de la difusién
efectiva a la dada por la ecuacion 1.21. Lo mismo ocurre para la difusion activa,
pues la temperatura efectiva establece fronteras idénticas (donde la temperatu-
ra efectiva es igual a cero), resultando en difusién nula para tiempos grandes.
Finalmente, para la difusién pasiva, el promedio (z?) puede calcularse como el
valor esperado de 2 empleando la distribucién de Boltzmann, lo cual da un valor
independiente del tiempo, traduciéndose nuevamente en difusién nula.

El caso de la difusién libre representa a un sistema meramente idealizado,
pues en la préactica, las particulas difusivas siempre se encuentran confinadas por
paredes rigidas o constricciones energéticas, lo cual no impide estudiar la difusion
a tiempos tales que los efectos del confinamiento sean despreciables.

En la grafica 4.8 comparamos la difusién activa y pasiva de un ensamble de
2 x 10° particulas con movimiento Browniano en 1 x 10* pasos de tiempo con
At = 5 x 107*. Nuestro punto de comparacién es el ensamble Browniano libre
(puntos morado) cuya difusién obtenida numéricamente coincide con el valor
esperado Dypr, = (g192) " (linea punteada morada). Observando la geometria de
las curvas notamos que tanto difusién pasiva como activa tienden a cero con el
tiempo sin presentar un comportamiento constante en ningtn intervalo de tiempo.
Ademés, notamos que el valor de la difusiéon promedio (linea punteada amarilla)
se encuentra cercano al valor de la difusiéon donde la curva cambia de concavidad,
valor que se acerca a Dy, a medida que g aumenta.

Por otra parte, retomando el argumento hecho en la subseccion anterior sobre
el aumento de la difusién promedio a través de los valores criticos de g, se hicieron
simulaciones con gy € {0.5g5', g6, 10g5'%}. Notamos que cuando todos méximos
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4.2 Difusion y temperatura promedio

(provenientes de minimos del potencial externo) de la difusién efectiva coinciden
con minimos de la probabilidad (g, < g5!) la difusién activa se encuentra siempre
por debajo de la difusion pasiva y cuando por el contrario, los maximos de la
difusién efectiva son méximos de la probabilidad (go > ¢5'%) se observa que la
maxima difusién activa es mayor que la maxima difusién pasiva. Finalmente, el
hecho de que se tenga a tiempos pequenos mas difusiéon que en el caso libre se
debe a que para g; ~ ¢, min los efectos de la rugosidad del potencial son mas
notorios y dado que en el origen (z = 0, condicién inicial para todo el ensamble)
existe un maximo local en el potencial, se tiene el efecto de alejar al ensamble del

origen mas rapidamente de lo que ocurre para un ensamble libre de potencial.
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Capitulo 5
Potenciales con estructura jerarquica II:

Fuerza tipo Welerstrass

En el capitulo anterior observamos que los efectos de la rugosidad en un po-
tencial varian de acuerdo con la escala de exploracién (velocidad y longitud de
persistencia contra temperatura y constriccién energética), presentando efectos
locales a medida que la constriccién energética es mayor que la energia cinética
de las particulas. Un ejemplo de esto es la asimetria de la distribucién de proba-
bilidad en la figura 4.5. Vale la pena preguntarse qué ocurre cuando a pesar de
disminuir los pardmetros de nado (g;) y aumentar el parametro de atrapamiento
(g2), aun se tiene tanta subestructura (oscilaciones dentro de oscilaciones), como
en el caso de g; grandes.

A primera aproximacion, esperamos perfiles de temperatura, potencial efecti-
vo y probabilidades similares a aquellos observados para el potencial de Zwanzig.
Adicionalmente queremos indagar si la presencia de subestructura de tendencia
fractal (estructura autosimilar como se observa en la figura 5.2) afecta a las canti-
dades globales (promediadas en el espacio) como funcién de g; y ¢, y finalmente
medir la separacién de las cantidades estadisticas del run and tumble y el mo-
vimiento Browniano para los distintos potenciales estudiados en funcién de sus
geometrias, tal como ocurrié al calcular las difusiones promedio.

Definiremos nuestro potencial jerarquico, nuevamente como un potencial arméni-
co mas una perturbacion peridédica Z de amplitud (a:

Uz) = §x2 +aZy(x)
p a n (51)
Zy(x) = ! Z (E) cos(f" ).

61



5. POTENCIALES CON ESTRUCTURA JERARQUICA II: FUERZA TIPO
WEIERSTRASS

Potencial Jerarquico
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Figura 5.1: Potencial con estructura jerarquica, p =3, a =0.75y 8 =09.

El valor de ¢ estd relacionado con la serie geométrica, ¢ =71 > 5(af™)". Para
p < oo siempre es posible acotar las oscilaciones de Z, por 711 — (af~1)P](1—
af~1)71 1o cual corresponde al valor de una suma geométrica con p términos.

El potencial esta definido de esta manera pues es de interés que las amplitudes
de las oscilaciones de la temperatura, relacionadas con las oscilaciones en la fuerza
externa, estén acotadas independientemente del niimero p de términos:

Uz) =z + aW,(x)

Wy(z) = Zj(x) = Yo" sin(8"wx). (5.2)

Cuando p — oo y se cumple aff > 1+ 37/2 no sélo las oscilaciones estén aco-
tadas, sino que ademds W,(z) converge uniformemente a una funcién continua
W (zx) llamada funcién de Weierstrass (41). Es por ello que llamamos al potencial
jerarquico y a la fuerza, “de Weierstrass”, dado que es la derivada del potencial
la que posee superpuesta, en el limite, a la funcion de Weierstrass como pertur-
bacion. Una de las propiedades de la funcién de Weierstrass es continuidad en
todo punto del dominio pero no diferenciabilidad en ninguno. Ademas, la grafica
de la funcién de Weierstrass es una curva de dimensién fractal superior a 1, por
lo que en el limite de p — oo se garantiza tener siempre subestructura.

En la grafica 5.2 se muestra el perfil jerarquico de la funciéon de Weierstrass
truncada en p = 15 términos en la serie. Para efectos de ilustracién usamos los
parametros, a = 0.45 y 8 = 13; sin embargo, en lo subsecuente emplearemos
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Figura 5.2: Funcién de Weierstrass truncada con p = 15, a = 0.45, 8 = 13.

valoresde p=3, a=0.75y =9.

Definido el potencial, nos interesa hallar la dependencia del dominio con ¢,
tal como lo hicimos para el potencial de Zwanzig. En la figura 5.3 observamos el
crecimiento lineal de los valores maximos y minimos de x como funcién de g;.

Los limites fueron hallados numéricamente como Zysx ) mim = min / max{z |U'(z) =
+¢1}, para g1 fijo. A diferencia del potencial de Zwanzig, los limites inferiores y
superiores son proximos a =£gj.

De manera analoga, hallamos el valor minimo de ¢; por debajo del cual,
debido a la restriccién del dominio marcado por g; no se explora la estructura
completa del potencial externo; aunque a diferencia del potencial de Zwanzig, la
temperatura efectiva no presenta un cambio importante en su comportamiento.
Al graficar la temperatura efectiva para distintos valores de a y g1 (figura 5.4)
observamos nuevamente la tendencia de T'(z) — 1 — U'(x)%g;* a medida que
g1 aumenta, siendo mas rapida para a menores. Dado que las oscilaciones en
la temperatura efectiva estdn mejor acotadas (mientras méas alta la frecuencia,
menor amplitud), observamos que incluso para valores cercanos a g; min, no se
tiene el comportamiento de barreras consecutivas con amplitudes cercanas a 0 y
1, como en el potencial de Zwanzig.

A pesar de que existe mas subestructura, atin se tiene la transicién de minimos
a maximos dada por los valores criticos de go. En la figura 5.5 hemos graficado el
potencial efectivo para a = 0.9 y g = 1.01g; min. Con estos valores obtenemos 68
minimos locales en el potencial externo y por tanto, 68 valores criticos de ga (g5°).
Podemos observar que para el valor g, = 0.5¢g5' (todos los minimos del potencial
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Figura 5.3: Valores méximos y minimos de z como funcién de g; (escala logaritmica en
el eje g1) para el potencial jerarquico.
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Figura 5.4: Perfiles de temperatura para a = 0.1 (panel superior), y a = 0.9 (panel

inferior).
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Potencial efectivo; a = 0.90, g; = 1.01g;min
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Figura 5.5: Perfil del potencial efectivo para distintos valores de go. Para go < g&!
todos los minimos del potencial externo son maximos locales del potencial efectivo.
Para go > ¢50%, los minimos del potencial externo y potencial efectivo coinciden.

externo son maximos del potencial efectivo), pese a que existe un maximo local en
Uet(x) en = 0, un ensamble de particulas tenderd a acumularse en una vecindad
del origen, como se observa en la grafica de la distribucion de probabilidad. Para
g2 = 10g5%, (todos los minimos locales del potencial externo se han traducido
a minimos del potencial efectivo) la vecindad se reduce y existe un cambio de
orden de magnitud entre la probabilidad de hallarse en una vecindad del origen
y el resto del intervalo para g, = 0.5g5' v g = ¢5°® (figura 5.6). Adicionalmente,
mostramos la distribucion de probabilidad obtenida a partir de la integracién de
la ecuacién de Langevin para un ensamble de particulas.

Dado que este potencial jerarquico también es harmonico a gran escala, nos
interesa observar los cambios de concavidad en el potencial efectivo y en la proba-
bilidad. Como en el caso puramente harménico, esto ocurre alrededor de gog7 = 2.
En las siguientes gréficas de la figura (5.7) observamos el cambio de concavi-
dad en U, variando la amplitud a para distintos valores de g y go, tales que
G297 = 1,2,10. Como ocurrié para el potencial de Zwanzig, estos cambios son méas
claros conforme g; aumenta. Es importante notar que la transicién de g, (con g?
fijo), alrededor del 2 no es simétrica, pues las oscilaciones en la temperatura de-
crecen mondtonamente con gs, recuperando principalmente el comportamiento
cuadratico de la temperatura.

En los perfiles de las probabilidades (5.8) notamos que el atrapamiento para
valores de g; &~ g min y gog? = 1 tiene fuertes efectos en las fronteras del dominio
provocando hasta un orden de magnitud de diferencia entre la probabilidad de
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Figura 5.6: Distribucién de probabilidad tedrica (izquierda) y distribucién de probabi-
lidad a partir de integracién de la ecuacién de Langevin (derecha) en escala logaritmica

en P(x).
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Figura 5.7: Perfiles del potencial efectivo para a = 0.1 (panel superior) y a = 0.9 (panel

inferior) para mismos valores de g; que en la figura 5.4.
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Figura 5.8: Perfiles de las funciones de distribucién para a = 0.1 (panel superior) y
a = 0.9 (panel inferior) para mismos valores de g; que en la figura 5.7

hallarse en una vecindad de los extremos del dominio y en el resto del intervalo.
En contraste, a medida que g; crece, la probabilidad de explorar las fronteras dis-
minuye (de manera menos abrupta que para g; &~ g; min) apareciendo un maximo
global alrededor del origen. A su vez, la estructura global de la probabilidad es
mas notoria que la subestructura proveniente de las oscilaciones.

Empleando la definicién 4.8 calculamos la difusién y temperatura promedio
para el caso el potencial de estructura jerarquica. En la figura 5.9 observamos
que la difusién se aleja del caso Browniano a medida que el producto (g;g2)~"
aumenta de manera similar que para el potencial de Zwanzig.

Por otra parte, la separacion de la temperatura efectiva con respecto al mo-
vimiento Browniano difiere del caso de Zwanzig. En el potencial de Zwanzig, las
curvas para cada valor de ¢g; crecen uniformemente. Es decir, para gy) > gy ), cada
punto de de la temperatura efectiva satisface (T'(z)) > (T'(z))"”). Recordemos
que g; > ¢, min implica un intervalo de z mayor, donde a medida que g, crece,
la estructura local del potencial es menos relevante y a medida que disminuye,
el ensamble de particulas run and tumble exploran mas los maximos y minimos
locales. En este caso, g > ¢y min también implica un mayor dominio, pero a
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5. POTENCIALES CON ESTRUCTURA JERARQUICA II: FUERZA TIPO
WEIERSTRASS

Difusion v temperatura promedio, a = 0.10
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Figura 5.9: Difusiéon promedio y temperatura efectiva promedio dependientes de g1 y
go para distintas amplitudes a.
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Figura 5.10: Difusién activa y pasiva de un ensamble Browniano. La linea puntada
purpura indica el valor de (g1g2) ! y la linea punteada amarilla, (D).

medida que g9 disminuye se halla méas subestructura que en el caso de Zwanzig,
la cual a su vez aumenta con g, por lo que existe una disminucién més dréstica
de la temperatura promedio para valores de g, pequenos a medida que g; au-
menta. Adicionalmente, notamos que para valores pequenos de difusion libre, la
difusion pasiva es menor que la activa, siendo similares a medida que la difusion
libre aumenta.

En cuanto a la difusién de un ensamble Browniano (activo, pasivo y libre
bajo mismas condiciones que en el capitulo 4), observamos un comportamiento
cualitativo similar a la difusién para el potencial de Zwanzig; sin embargo, dado
que para este nuevo potencial, el origen x = 0 si es un minimo del potencial
externo, no observamos para ningin valor de g, que el valor de la difusion activa
sea mayor que la difusién libre, sino por el contrario, éste decrece monétonamente
en el tiempo. Igualmente notamos que para go < g5 la difusién activa estd acotada
por la difusién pasiva, tomando valores mas cercanos (para cada tiempo) a medida
que go aumenta. Por dltimo, pese a que el valor de la difusiéon promedio (D) se
acerca a Dypr a medida que (g2g1)~' crece, la relacion entre (D) y el valor
(2tN)~1 3" z(t)* es menos clara en este caso, lo cual favorece una disociacién de
ambas interpretaciones.
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5. POTENCIALES CON ESTRUCTURA JERARQUICA II: FUERZA TIPO
WEIERSTRASS

5.1. Difusiéon promedio en funcion de la rugosi-

dad

Finalmente, ahora que hemos explicado los efectos de oscilaciones dentro de
una misma estructura del potencial, surge la necesidad de contrastar como difieren
estos efectos en los potenciales antes estudiados y que no identificamos como
potenciales rugosos. Para ello definimos nuestra medida de rugosidad:

1 Tmax

_ 2
r—l—l—m - V14 U'(x)%dz, (5.3)

donde I = Zy4x — Tmm es la longitud del intervalo y R = max U(z) — min U(z),
es el rango del potencial externo dentro del intervalo. Definido de esta manera,
cualquier recta (U(z) = ma +b) en un intervalo finito tiene un valor r = 0. Para
un potencial U’(z) # 0 en un subintervalo del dominio de medida distinta de cero,
r > 0. Por ejemplo, el potencial armonico, integrado en (—1,1), tiene un valor de
rugosidad r = 0.1135 mientras que el potencial de Zwanzig con ¢; = 1.01¢; min,
r = 5.428.

Empleamos el potencial externo y no el potencial efectivo para hacer explicita
la dependencia de la difusién promedio con los pardmetros g; y g2. Recordamos
que para el potencial arménico sin rugosidades, al emplear la variable y = z/¢g;,
el dominio de y se mantiene constante, de -1 a 1. Para comparar los demas
potenciales sin introducir el factor de dominio (los dominios de los potenciales de
Zwanzig y Weierstrass escalan proporcionales a g;), en la grafica 5.11 hicimos el
mismo cambio de variable y = x/g; para cada potencial.

Notamos que la difusiéon promedio depende mondétonamente, de los valores de
G293, es decir, un decremento en gog} siempre estd ligado a un aumento en la
difusién promedio para un valor de rugosidad fijo. El potencial de Zwanzig es el
que tiene mas rugosidad con respecto al resto de los potenciales, y el potencial
jerdrquico (fuerza de Weierstrass) el que logra tener la menor rugosidad (cuando
a = 0.1), esto se debe a que el potencial jerarquico no es el que presenta las
oscilaciones tipo Weierstrass, sino su derivada, lo cual implica que en general,
éste sea mas liso que el potencial de Zwanzig.

Observamos también, que la difusion promedio tiene un maximo global cer-
cano a r = 1, para los potenciales que alcanzan dicho valor de rugosidad (esto
excluye al oscilador armoénico). Esto nos indica que la rugosidad, por debajo de
un valor critico aumenta la difusién. Recordemos que cada minimo en el potencial
externo contribuye a maximos en la temperatura, traduciéndose a mayor fuerza
termoforética y mayor difusion. Sin embargo, para valores de r» > 1, la difusién
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5.1 Difusién promedio en funcion de la rugosidad
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Figura 5.11: Cédigo de color: Negro: Potencial arménico, Doble pozo
asimétrico, a = 0.1, Doble pozo asimétrico, a = 0.9, Morado: Potencial de

Zwanzig, Escarlata: Potencial de Weierstrass, a = 0.1, Rojo: Potencial de Weierstrass,
a=20.9.

debido a la fuerza termoforética no se sobrepone al efecto del atrapamiento. No
obstante, recordemos que esta cantidad, (D), no guarda relacién con una medida
de esparcimiento (ecuacién 1.21), sino como medida de velocidad local (ecuacion
1.45), pues en la dindmica run and tumble, el desplazamiento cuadratico medio
escalado con el tiempo siempre tiende a cero independientemente de la rugosidad.
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Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue observar los efectos de la rugosidad en una cons-
triccién energética externa (a través del potencial) sobre una particula autopro-
pulsada. Esto nos llevé a emplear el modelo run and tumble, para describir las
propiedades estadisticas de ensambles de particulas sin interaccion entre ellas a
bajos nimeros de Reynolds, en términos de lo que en la tesis llamamos parametros
de nado, gy = vL/(ue) y go = €/(kpTp).

Desde el potencial armoénico simple, notamos que g, se encuentra directamen-
te relacionado con la longitud méaxima de nado de una particula autopropulsada.
Dicha longitud méaxima se explica como los puntos de equilibrio entre la fuer-
za termoforética, proveniente de la actividad y la fuerza derivada del potencial
externo. Dado que nos encontramos en el limite sobreamortiguado, la ausencia
de fuerza neta externa, es decir, la ausencia de efectos inerciales, se traduce en
velocidades nulas en las posiciones maxima y minima del dominio.

Por otra parte, asi como g; se relaciona con el dominio, fijado este valor,
go marca cambios en la estructura global y local del potencial efectivo y en la
probabilidad. En el capitulo 1, un analisis de las derivadas del potencial efectivo,
nos mostré que 1) todos los puntos minimos del potencial externo son puntos
criticos (maximos, minimos o de inflexién) del potencial efectivo y 2) la naturaleza
de estos ultimos depende del valor de g. Matematicamente, la naturaleza de
los puntos criticos depende del valor (positivo, negativo o nulo) de la ecuacién

Hxe) = U"(z.) (1 — 295" 97 2U" (2)), donde z, es un punto minimo del potencial
externo. Fijandonos en un valor particular de U"(z,), para g > U”(x.), se tiene
que Uli(z.) = U"(x.), por lo que x. también es minimo del potencial efectivo. Sin
embargo, a medida que go disminuye, observamos una transicion en la estabilidad
de dicho punto. De aqui concluimos que existen tantos valores criticos de go como
minimos del potencial externo. Fisicamente esto se traduce en estabilidad de
dichos puntos en funcion de la razén de energia térmica kg7 y atrapamiento e.
A grandes valores de go (comparados con U”(x.)), la energia de atrapamiento
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6. CONCLUSIONES

es mayor que la energia térmica proveniente del nado, por lo que los minimos
del potencial externo continian siendo minimos del potencial efectivo. Mientras
que para pequenos valores de g, se tiene una mayor contribucién de la fuerza
termoforética, alejando a las particulas de los minimos locales, convirtiéndolos en
maximos del potencial efectivo, y por consiguiente, minimos de la probabilidad.

Adicionalmente, observamos que el nimero de puntos criticos del potencial
efectivo y de la probabilidad, dentro del dominio, es independiente de los parame-
tros de nado; sin embargo, sabemos que para potenciales tipo arménicos (lisos
y rugosos), influyen en la tendencia de acumulacién en la regién central del do-
minio (concavidad hacia abajo en la probabilidad), o de explorar las fronteras
del confinamiento (concavidad hacia arriba), pudiendo concluir que si afectan al
comportamiento global. Es decir, tendencia a tener un maximo de probabilidad
en la zona central del dominio, o dos, en las fronteras (tendencia de bifurcacién).
Este comportamiento es se observa en particulas activas en dos dimensiones, don-
de, independientemente de la forma del confinamiento, existen los regimenes de
confinamiento en el centro o en las fronteras (36, 42).

Retomando lo mencionado en las primeras lineas, con el propdsito de cuan-
tificar las palabras “efecto” y “rugosidad” se hizo uso del valor promedio de la
difusién (ecuacién 4.8) y la presentamos en funcién de los pardmetros de nado y
de una medida ad hoc de rugosidad. Aqui vale la pena un recordatorio, durante
la introduccién de esta tesis, la palabra promedio implicé promedio de ensam-
ble tomado sobre un conjunto de particulas, mientras que en los capitulos 4 y
5 empleamos el promedio espacial, donde se integran los valores de la difusion
en x, por la probabilidad de ocupar dicho punto, sin embargo, como vimos al
introducir por primera vez la probabilidad P(z) en la ecuacién 1.30, estos dos
puntos de vista son equivalentes. Hecha la aclaracion, concluimos que el pro-
medio espacial de la difusién sigue un comportamiento acotado por arriba, por
una particula activa en difusion libre. Por acotamiento superior, nos referimos
a valores mayores de la difusiéon promedio en los casos limites mencionados; y
por condiciones inhomogéneas, al perfil de temperatura efectiva, dependiente de
la coordenada espacial. Los limites estan dados en el siguiente esquema: cuando
(g291)~" disminuye, la difusién tiende a la difusién promedio de particula acti-
va libre de potencial externo. Mientras que para valores de (g2g1)~" mayores, la
difusion esperada disminuye.

Cuando comparamos la dependencia de la difusién promedio con la rugosidad
(r), observamos la aparicién de un pico de difusién alrededor de r = 1, sien-
do mayor con valores de gog? bajos. Observamos que la rugosidad no disminuye
monotonamente a la difusion espacial promedio, sino que sigue un comportamien-
to creciente hasta el valor umbral de r, a partir del cual disminuye nuevamente.
No obstante, gracias a lo observado en el desplazamiento cuadratico medio obte-
nido de la integracion de Langevin para ensambles de particulas con movimiento
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Browniano activo y pasivo, sabemos que el valor de la difusién promedio, (D) no
es una cantidad representativa del valor de ¢t~ (2%(t)), pues en el limite de tiempos
grandes, esta iltima decae a cero; por lo que solo conservamos la interpretacion
de D(x) como la difusién inhomogénea necesaria para que una particula en el
régmimen Browniano (mediante la ecuacién de Langevin) siga la misma distri-
bucion de probabilidad espacial que una particula run and tumble, en el régimen
estacionario.

En lo que respecta a la fisica estadistica de la dinamica run and tumble y del
movimiento Browniano sobreamortiguado podemos decir lo siguiente. Equilibrio
térmico no implica equilibrio termodinamico uniforme. Prueba de esto es el caso
de la difusién Browniana libre, donde pesar de tener temperaturas iguales entre
el medio y el ensamble Browniano (se supone en el principio de equiparticién de
la energia), no se alcanza equilibrio mecéanico pues el desplazamiento cuadratico
medio diverge en el tiempo. Por otra parte, constricciones energéticas estaticas si
pueden llevar a un equilibrio termodinamico. Esto se refleja en la existencia del
factor de Boltzmann en la distribucion de probabilidad espacial de un ensamble
de particulas en el régimen Browniano bajo un potencial externo y a su vez en la
difusién nula del mismo. En el caso del run and tumble, se pierde nuevamente
el equilibrio termodinamico, observandose en la no existencia de un analogo del
factor de Boltzmann y en que el promedio de ensamble para la difusién no coincide
con el promedio temporal de la misma (falta de ergodicidad en sistemas fuera de
equilibrio). Este tltimo promedio decae a cero a medida que el tiempo en que se
promedia tiende a infinito.

Finalmente, las perspectivas a futuro sobre el trabajo presentado contintian
en dos direcciones distintas. Por una parte es de interés profundizar en el concep-
to de ausencia de equilibrio termodinamico en las particulas run and tumble. Un
buen camino a seguir es caracterizar el flujo de entropia a través de las relacio-
nes reciprocas de Onsager, las cuales expresan la igualdad en razones de flujos y
fuerzas termodinamicas en sistemas fuera de equilibrio, pero en los que existe una
nocion de equilibrio local (43). Paralelamente podria plantearse experimentos en
los que se midan los desplazamientos cuadréaticos medios en medios acuosos con
temperatura inhomogénea. Antes de proponer un experimento en el que se repro-
duzcan las condiciones de los potenciales y perfiles de temperatura presentados
en este trabajo, tendria que fijarse el tamano y masa de las particulas a estudiar,
pues en buena medida éstas determinaran el tipo de trampas a emplear (6pticas
(44) o acusticas (34)). Posteriormente, debe proponerse un método con el que se
logre un medio de temperatura inhomogénea en las dimensiones espaciales donde
funcione el atrapamiento dado por las trampas 6pticas o actisticas. Un buen punto
de partida serfa un potencial armoénico y un perfil de temperatura cuadratico, en
donde sabemos que se pueden observar todos los efectos del nado de las particulas
sin importar el tamano del dominio.
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Apéndice A
Integracion numeérica de la ecuacion de

Langevin

Como se menciond en el primer capitulo, integrar una ecuaciéon diferencial
estocéstica, en la cual la aleatoriedad depende de un término £ equivale a respon-
der, cémo debe estar distribuida su integral; es decir, si £(¢) = dW(t)/dt, cuél es
la distribucién p que sigue W (W ~ p(W) ).

Nuevamente empleamos el truco de sustituir £(¢) por la derivada de otra
funcién estocéstica, dw(t)/dt, y resolver para esta nueva variable w(t).

La discretizacion a primer orden de la ecuacién de Langevin en el limite so-
breamortiguado 1.26, después de sustituir ¢ por dw nos da:

z(t + At) — z(t)

w(t + At) — w(t)
At '

= —pU'(x) + \/2uksT (z) A7

(A1)

Adimensionalizando esta ecuacion en términos de las variables g; y ¢go obtenemos:

ot + At) = x(t) — Atg; U (2) +1/297 L9y ' T(2) [w(t + A) —w(®)].  (A2)

Recordemos que posterior a la ecuacién 1.14 concluimos que la variable w se trata
de un proceso de Wiener. Una de sus propiedades es su autocorrelaciéon, la cual
satisface:
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A. INTEGRACION NUMERICA DE LA ECUACION DE LANGEVIN

t ot t ot
(W) = / / (€(5)E(s))) dsds’ = / / 5(s — s')dsds' = min {t,#}

0 Jo 0 Jo (A3)
Para probar este tltimo paso, consideramos por separado los casos cuando ¢ > t' y
t' > t. La delta de Dirac es nonula en s = ¢, lo cual ocurre siempre que integremos
sobre el intervalo de mayor longitud (méx{¢,t'}), dejando la segunda integral en
el intervalo de menor longitud (min{¢,#'}). Esta segunda integral es simplemente
la integral de la constante 1, en el intervalo. Con esta relacion podemos obtener
el valor de la autocorrelacién de w(t + At) — w(t), para mismos valores de t y At,
es decir, la varianza de: ([w(t + At) — w(t)]2>. Dada la linealidad del promedio
(), el valor de la autocorrelacién se descompone,

([w(t + At) —w®)]*) = (w(t + At)?) + (w(t)?) — 2 (w(t + At)w(t))

(A.4)
=t+ At+t—2t = At.

El valor de At es constante, y para el caso discreto, finito. Sabemos que si 7(t)
es una variable aleatoria que sigue una distribucién normal, tendra una varianza
unitaria, por lo que v/Atn(t) tendra varianza At.

Al sustituir w(t 4+ At) — w(t) por la nueva variable 7n(t), garantizamos que los
momentos estadisticos se satisfacen, y nos permite tener un esquema conciso de
integracién, pues la implementacién de rutinas que generen niimeros normales
suele ser directa en diversos lenguajes de programacién, en particular en python,
lenguaje empleado para el trabajo numérico en esta tesis. Finalmente, la ecuacion
empleada en la integracién de Langevin es:

ot 4+ At) = z(t) — Atgr U (z) + £/ 297 g5 1T (a)V At (). (A.5)

A.1. Pseudocddigo

La ecuacién de Langevin es una ecuacion diferencial de primer orden y el in-
tegrador propuesto es igualmente de primer orden, por lo que es posible llevar a
cabo la integracion de x; a x;.1 en un sélo célculo por iteracién. A continuacién
presentamos un pseudocddigo para integrar la dindmica de Langevin donde he-
mos sustituido la nomenclatura de ¢ y At, por pasos discretos de tiempo i, con
incrementos h.
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A.2 Codigo

Estructura general del cédigo
Definir evolucion(zx, h)
Inicializar Particulas, Iteraciones, Tnix, Tmin, b, X
for p in (1,Particulas):
Definir x
To = 0
for ¢ in (1,Iteraciones):
x;+1 = evolucién(z;, h)
Si it > Tmax O Tiv1 < Tt
Tit1 = T4
X =(X,x)
La condicién dentro de la funcién booleana si, es la condicién impuesta sobre las
fronteras al restringirnos en el intervalo donde 7T'(xz) > 0. La variable = definida
para cada particula, es un vector de longitud igual al niimero de iteraciones, en el
cual se guardan las posiciones durante su evolucién. La variable X es un vector
de longitud igual al nimero de iteraciones por el nimero de particulas, en el
cual se concatenan todas las trayectorias integradas individualmente. Asimismo,
la funcién de evolucién representa a la ecuacién A.5, descrita algoritmicamente
como:
Integracion de Langevin con temperatura efectiva
evolucién(z, h)
e =normal(0, 1)
y = — hdU(x)/g1 + \/2T(@)h] (g1g2))e
regresa y
La funcién normal(0,1) regresa un nimero distribuido normalmente (Gaussiano
con media 0 y desviacién estdndar 1), la cual estd implementada en diversos
lenguajes de programacion. Las funciones dU(x) y T'(x) son la derivada del po-
tencial externo y la temperatura efectiva asociada a dicho potencial. Dependiendo
del lenguaje de programacion puede ser necesario incluir dichas funciones en el
argumento de la funcién evolucién(z, h).

A.2. Cobdigo

Presentamos el siguiente cddigo con el fin de concretar las ideas del pseu-
docédigo. La temperatura efectiva y el potencial externo corresponde al pozo
biestable asimétrico y el lenguaje empleado es Fortran 95. Cabe mencionar tan-
to el potencial se Zwanzig y el potencial jerarquico fueron integrados en Python
(por simplicidad en el uso de funciones); sin embargo, la estructura del cédigo es
la misma.
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A. INTEGRACION NUMERICA DE LA ECUACION DE LANGEVIN

langevin
!Declaracion de parametros generales
it , npart
!Declaracion de vectores y valores de la evolucion
X, vy, a, xmin, xmax, gl, g2, dt, val(6)
!Declaracion de funciones
dU, T, norm, evol
!Declaracion de nombres de archivos
%9 :: filename

xb4 :: fileplace

fileplace="C:\ Users\hp\Documents\ Thesis\DoublewellDoneRight\data\”
!Parametros generales , asimetria, gl, xmax y xmin de acuerdo a gl

a= 0.01

gl= 0.78325195312500018

xmin =-1.26290878438

xmax=1.27970694231
!'Valores de g2

val (1)=3.2277944

val (2)=6.4555888
val (3)= 6.52079348
val(4)=6.58599815
val (5)=13.1719963
val (6)= 65.8599815
it = 100000

npart = 100

dt=le—4

k=1, 6 !iteracion sobre g2
g2 = val (k)
(filename , ’(”lan_”,I1,7.dat”)’) k

(1, =fileplace//filename)
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A.2 Codigo

34 i=1, npart !iteracion sobre el ensamble

35 x = (xmax—xmin)xrand ()+xmin

36 j=1, it literacion temporal individual

37 y = evol(x, dt, gl, g2, a)

38 (y > xmax .or. y < xmin) 'condicion de frontera
39 y = X

40

41 (1,%) vy

12 X =y

43

44

15 (1)

46

47

48

49

50

51 norm(rl, r2)!Funcion que genera numeros aleatorios

normalmente distribuidos

52 pi

53 pi = 4.0% (1.0)

54 norm = (—2.0% (rl))= (2.0xpixr2)

56

57 evol(x, dt, gl, g2, a) !Integracion de Langevin
58 norm, dU, T, e

59 e = norm(rand (), rand())

60 evol = x—dtxdU(x, a)/gl + (2.0%xT(x, gl,a)xdt/(glxg2))xe
61

62

63 dU(x, a) !Derivada del potencial externo

64 dU = x**%3 — 2.%axx*%x2. — X
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T(x, gl,a) !Temperatura efectiva

T = 1-dU(x,a) *%2/gl x*2
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