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Capitulo 1

Objetivo

En procesos de recuperacién mejorada en yacimientos petroleros existen distintos meca-
nismos de recuperacién ya sea por inyecciéon de gases, agua, polimeros, agentes quimicos,
térmicos, etc. En este trabajo estamos interesados en el proceso de recuperacion térmico, el
cual antes de llevarlo a campo se realizan experimentos en tubos de combustién in-situ. En
nuestro caso no realizamos los experimentos en tubos de combustion in-situ, sin embargo
utilizamos los resultados reportados de la literatura Cazares-Candia [10].

La finalidad de esta tesis es llevar a cabo un analisis mediante el cual podemos determinar
las propiedades efectivas del medio velocidad de onda de conveccion, constante de perdida
de calor, flujo de calor en las fronteras, difusién y advecciéon térmica, ancho del perfil de
temperatura gausiano, flujo de calor, punto de ignicién, etc, que caracterizan al medio que
llena al tubo de combustién mediante un ajuste los datos experimentales para el perfil de
temperatura mencionado. Para lograr nuestro objetivo se plantea realizar dos estudios, uno
de ellos es resolver un modelo analitico de la ecuacién de difusién adveccién que describe
el sistema de interés a través de un tubo de combustién in-situ en una dimensién con con-
diciones iniciales y de frontera dadas; el otro caso es un modelo numérico. Se realiza una
comparacion de los perfiles de temperatura obtenidos del modelo experimental con el modelo
numérico para obtener una estimaciéon burda del valor numérico de los parametros, después
se realiza el mismo procedimiento comparativo con la solucién analitica y los datos experi-
mentales y mediante un ajuste de minimos cuadrados se observa una mayor aproximaciéon
a los valores reales (se encuentra el valor para el cual la varianza es minima).

Para poder resolver la ecuacion de transferencia de calor es necesario considerar las ca-
racteristicas fundamentales que han sido observadas en experimentos realizados con tubos
de combustion, tales como: condiciones iniciales y de frontera, temperatura inicial, tempera-

tura del ignicién, tiempo en que tardan en desplazarse el perfil de temperatura, longitud del
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tubo de combustién, velocidad del frente, porosidad, saturaciéon. Se calculara analiticamente
el perfil de temperaturas estacionario soportado por las condiciones de frontera de flujo a
través de los bordes del tubo, en seguida se calcularan dos perfiles transitorios caracterizados
por tiempos de respuesta distintos a saber minutos y horas. Asi también calculamos numéri-
camente una soluciéon simple del mismo proceso de conducciéon de calor utilizado diferencias
finitas y mostraremos que los resultados son consistentes tanto con la descripcion analitica

como con datos experimentales.

1.1. Introduccién

Para extraer el crudo en un yacimiento existen dos métodos; el primero es conocido
como primario y consiste en aprovechar la presion natural del yacimiento para que el crudo
se eleve sobre la superficie, con este método se puede extraer aproximadamente el 60 % del
volumen total del yacimiento[30] [32]; el segundo proceso de extraccion es conocido como
recuperacion mejorada y ocurre cuando la presiéon en el yacimiento ya no es suficiente para
subir el crudo a la superficie, entonces se aplican diferentes métodos para aumentar la presion,
ya sea inyectando agua o gas. Existen diferentes procesos para llevar a cabo la recuperacion
mejorada, pero en este trabajo sélo nos interesa estudiar el proceso de combustion in-situ.

El transporte reactivo en medios porosos es importante para una variedad de procesos,
que cubre desde las escalas pequenas como los procesos de reaccion-difusion en catalisis
hasta procesos de gran escala como los problemas de transporte en yacimientos ecologicos;
un ejemplo de estos es la combustion in-situ (SIC), también conocida como flujo de fuego [1].
Debido a la disminucién de los aceites ligeros y las dificultades encontradas en la produccion
de aceite pesado, SIC y la inyeccion de aire a alta presion (HPAI) se consideran como formas
efectivas de mejorar la recuperacion de crudo. En estos el oxigeno del gas inyectado reacciona
con las componentes méas pesadas del crudo, generando una zona caliente en la cual cracking
y vaporizacion de las componentes més ligeras ocurre.

La inyecciéon de aire tiene la ventaja de estar disponible en cualquier lugar [3]; sin em-
bargo el costo de inyeccion es elevado [4]. La combustion de aceite es generalmente no solo
considerada como una técnica que es aplicable para aceites pesados debido a la reducciéon
evidente de la viscosidad causada por el calor producido, sino que ademés promueve la pro-
duccidn a través de expansion térmica, destilaciéon y gas dirigido por la combustién de gases.
El proceso de inyeccion de aire se le conoce como inyeccion de aire a alta presiéon cuando se
aplica a yacimientos profundos de aceite ligero mientras que el término combustiéon in-situ

se ha utilizado tradicionalmente para yacimientos de aceites pesados.
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El mecanismo responsable efectivamente del desplazamiento del crudo en SIC varia con
el tipo de aceite. Para aceites ligeros, la evaporacién y condensacién son tan importantes
como las reacciones de oxidacion [5]. En contraste, para aceites pesados, la combustion de
aceites ligeros ocurre normalmente a temperaturas mas bajas porque el aceite solamente
se oxida parcialmente. Cuando hay poca evaporacion y localmente todo el aceite ligero se
oxida, relativamente altas temperaturas pueden todavia darse, las difusiones térmica y de
masa tanto como las fuerzas capilares producen procesos difusivos y son importantes cuando
cambios extremos ocurren en las variables dependientes del frente de onda.

La combustion in-situ (SIC) es basicamente un proceso de recuperacion de petroleo de
inyeccion de aire o de gas rico en oxigeno, dentro del pozo de extraccion. A diferencia de
un proceso de inyecciéon de gas convencional, en un proceso SIC se usa el calor para crear
un frente de combustion que permita aumentar la temperatura del combustible, y como
consecuencia disminuir su viscosidad, facilitando su extraccion. Entonces el petroleo se lleva
rumbo al productor por un empuje de gas vigoroso y un empuje de agua.

Los tubos de combustion son una herramienta muy ttil en el laboratorio para la investi-
gaciéon de los procesos de combustién in-situ. Una prueba bien disenada y ejecutada, puede
proporcionarnos informacién muy valiosa acerca de las caracteristicas de combustion del
sistema de prueba roca-petroéleo.

Akkutlu y Yortsos [7] formularon un modelo matematico para un flujo unidimensional
con reacciones quimicas que resultan de la inyeccion de aire en medios porosos, inicialmente
con gas, agua y aceite volatil. El objetivo de este trabajo fue investigar el efecto del agua
y vapor en la recuperacion mejorada de petroleo, asi como cuando se incrementa la presiéon
por medio de inyeccién de aire. Mostraron que cuando el punto de ebullicion del aceite
volatil se encuentra por debajo o ligeramente por arriba del punto de ebullicién del agua,
el vapor caliente se mueve hacia la parte de enfrente de la onda de calor del medio (en
donde el petroleo se evapora y la combustion ocurre, mientras que el aceite volatilizado y el
vapor se condensan en el mismo lugar; lo cual permite el mejoramiento de la recuperacion de
petréleo por este método. Notablemente, las curvas de recuperaciéon dependen débilmente
de las saturaciones de agua y aceites ligeros, si el punto de ebullicién del aceite es mucho
més alto que el del agua, la region de vapor se mueve hacia la parte posterior del frente
de onda. En dicho caso los efectos del agua en la recuperacion se debilitan y llegan a ser
negativos por saturaciones grandes de agua.

En esta tesis no realizamos experimentos en tubos de combustion in-situ sin embargo en

la literatura se encuentran experimentos en los cuales reportan que el aceite es directamente
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quemado en pequenas porciones, para lo cual se usa el término combustion de aceite a tem-
peratura media. El modelo de dos fases considera la vaporizacion, condensaciéon y reaccion
con el oxigeno. En ausencia de difusiéon térmica, molecular y capilar, las ecuaciones relevan-
tes de transporte pueden ser resueltas analfticamente. La soluciéon se divide en tres casos, es
decir una onda térmica, una onda de oxidacién de temperatura media (MTO) y una onda
de saturacion, las cuales estan separadas por regiones de estado de separacion.

El anélisis de datos obtenidos a partir de experimentos realizados en tubos de combus-
tién bajo condiciones de yacimientos reales, actualmente es el método méas aceptado para
investigar el proceso de combustion in- situ.

En esta tesis en lugar de resolver las ecuaciones acopladas de flujo de fluido y energia, se
desarrolldé un modelo analitico y numérico relativamente simple basado en el balance energé-
tico usando datos de experimentos que nosotros no realizamos, pero que han sido reportados
en la literatura Cazares-Candia et al [10], en dicho articulo se realizaron experimentos con
tubos de combustion, en el cual utilizaron las propiedades bésicas de yacimientos y fluido.

El modelo analitico y numérico que se plantea en la presente tesis es con la finalidad
de poder determinar las propiedades del medio (velocidad de onda de conveccion, constante
de perdida de calor, flujo de calor en las fronteras, difusion y adveccion térmica, ancho del
perfil de temperatura gausiano, flujo de calor, punto de ignicion, etc,) bajo los cuales se
desarroll el experimento. Se utilizara una rutina numeérica inicamente para obtener una
primera aproximacién al valor de los parametros, después se resolvera la ecuaciéon analitica
se graficara su solucion para obtener los perfiles de temperatura, los cuales se ajustan para
compararlos con los perfiles que se generaron de manera experimental y cuando se realiza
el ajuste se van obteniendo los pardmetros que corresponden a valores numéricos que no se
reporta en el articulo en el cual se basa esta tesis para obtener los parametros que concuerdan

hasta cierto punto que discutiremos, con los valores experimentales.

1.2. Antecedentes

Existen articulos reportados en la literatura cuyo estudio se centra en la simulacién de la
combustion in-situ en tubos de combustion. Por ejemplo Gottiried [8], propuso un modelo
matematico en el cual tratan el frente de combustién como una discontinuidad en un punto
que implica una fuente de calor, haciendo que el modelo sea aplicable a una variedad de
procesos de recuperacion térmica. Sin embargo, no investiga lo que sucede con la estructura
de la zona de combustion. Otros autores usaron el modelo de simulacién detallada en experi-

mentos de laboratorio con tubos de combustion. Akkutlu y Yortsos [7], proponen un modelo



CAPITULO 1. OBJETIVO 12

analitico en el cual describen el comportamiento de frentes de combustion, hacen algunas
suposiciones como: el frente de combustion es plano, se mueve con una velocidad constante
y con la misma direccion de la inyeccion de aire. Penberthy y Ramey [9], desarrollaron un
modelo analitico de movimiento de un frente de combustion a lo largo del eje de un tubo de
combustién con la pérdida de calor a través de un aislamiento anular. Existen otros modelos
matematicos, sin embargo, en cualquiera de ellos los autores toman en cuenta las pérdidas de
calor al principio y al final del tubo, considerando fronteras aisladas. Un articulo publicado
Cazares-Candia et al [10], realiz6 una prueba usando un tubo de combustion con la finalidad
de estudiar el efecto de las fronteras finitas no aislantes, y desarrollé6 un modelo numérico

para predecir el perfil de temperatura.



Capitulo 2

Combustién in-situ en medios
POrosos

En este capitulo se definiran los tipos de recuperacion que existen y algunos conceptos
bésicos para la recuperacion mejorada en especial para el proceso llamado combustion in-situ
en un medio poroso, cuya aplicacién es en el campo de la industria petrolera, la finalidad
de su estudio es incrementar la producciéon de un pozo cuando su presiéon natural ya no es

suficiente para que el combustible salga por su propia cuenta [32, 28, 16].

2.1. Tipos de recuperacion del petrbéleo, de acuerdo al
mecanismo de producciéon

Los métodos de recuperacion mejorada en México atin se encuentra en proyectos que se
llevan a cabo, obteniendo algunos con buenos resultados y otros no. El complejo Cantarell
que es el mayor campo petrolero en México, en junio de 2009 cumpli6 30 anos de vida
productiva, debido al colapso que ha sufrido sobre su produccion, se decidié aplicar un
método de recuperacion, se aplicoé inyeccién de nitrogeno con la finalidad de cambiar su
presion y poder extraer el crudo restante.

La produccién petrolera en México se encuentra en declinacion, ha caido dos terceras
partes de la reservas originales, la madurez de estas reservas obliga a centrar la discusién en
torno al ritmo de disminucién de la produccién y a la manera de administrar este proceso.
Solo una oleada de grandes descubrimientos o la implantacién de procesos de recuperacion

mejorada en los yacimientos maduros, permitird revertir esta tendencia.

13
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2.1.1. Recuperacién primaria

La produccioén inicial de los hidrocarburos aprovecha el gradiente de presion entre el pozo
y el yacimiento existente para la extracciéon del crudo. El petroleo y el gas son desplazados
hacia los pozos productores bajo producciéon primaria mediante:

a) Expansion del fluido.

b) Desplazamiento del fluido.

c¢) Drenaje gravitacional.

d) Expulsion capilar.

Cuando no existe ni acuifero ni inyeccién de fluidos, la recuperacion de hidrocarburos se

debe principalmente a la expansion del fluido.

2.1.2. Recuperacién secundaria

Existe un proceso de recuperacion del crudo en el cual la presiéon que existe en el pozo
ya no es suficiente para empujar al fluido hacia el exterior del yacimiento, entonces puede
emplearse gas natural o inyeccién de agua y su principal proposito es mantener la presion
del yacimiento. Cuando el agua procede de un acuifero o es inyectada en los pozos, el recobro
es acompanado de un mecanismo de desplazamiento, el cual puede ser ayudado por drenaje
gravitacional o expulsion capilar. Para el caso de uso de gas, este se inyecta como fluido de

desplazamiento para ayudar a la recuperacion del crudo.

2.1.3. Recuperacion terciaria o también conocida como recupera-
cion mejorada (enhanced Oil Recovery, EOR)

Este método fue desarrollado para cuando los procesos de recuperaciéon secundaria re-
sultan poco efectivos.

Consiste en proporcionar energia al yacimiento ya sea afiadiendo calor al yacimiento (va-
por, agua caliente) o inyectando: solventes, inyeccion de hidrocarburos, inyeccion de dioxido
de carbono, oxigeno, gel, polimeros; con la finalidad de proveer la energia necesaria para ex-
traer el crudo. El mejor método a utilizar en un yacimiento dependera de las propiedades del
yacimiento como son: porosidad, permeabilidad, saturacion del petroéleo residual, agua, tem-
peratura, presion, profundidad y propiedades del fluido del yacimiento como la viscosidad,
gravedad API (medida de densidad, siglas en ingles American Petroleum Institute).

A diferencia del proceso de recuperacion secundario este proceso considera cambios en
las propiedades de la roca (como la mojabilidad) o del fluido (como la viscosidad o la tension

interticial). Sin embargo, el mismo proceso se considera para casos donde la recuperacion
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primario no se utilizé por bajo potencial de recuperacion. En algunos yacimientos es ventajo-
S0 iniciar un proceso de recuperacion secundario o terciario antes de terminar la produccién
primaria. La EOR puede utilizarse en cualquier momento o etapa productiva del yacimiento

32, 16, 30].

2.2. Combustién in-situ

La aplicaciéon del proceso de combustiéon in-situ, requiere de dos evaluaciones:

1. Un estudio tedrico sobre el efecto de los parametros mas importantes (saturacion,
porosidad, permeabilidad, etc), esta evaluacion se obtiene realizando simulaciones y modelos
matematicos.

2. Desarrollo experimental. Se logra realizando experimentos en tubos de combustion,
con las caracteristicas que se describiran en la seccién 2.6. La finalidad es obtener infor-
macién adicional que después sera utilizada en campo tal como: temperatura del frente de
combustién, temperatura de ignicion, velocidad del frente de combustiéon, ancho del frente
de combustion.

La combustion in-situ, se define como un proceso de recuperacion de petroleo que em-
plea calor para ayudar a las recuperacion del aceite, este calor es generado a partir de un
proceso de combustiéon en el interior del tubo, se logra quemando una porcién de aceite. La
combustion se logra inyectando aire o un gas rico en oxigeno dentro de la formacion, el aceite
es llevado al final del tubo por medio de empuje de gas vigoroso (gases de combustiéon) y un
empuje de agua (agua de combustion y formada por re-condensacion).

El porcentaje de recuperacion de aceite en una prueba hecha en el tubo de combustion,
va a depender de la energia y el modo de proporcionar esa energia para formar el frente
de combustién, de lo contrario puede ser que no se propague completamente a lo largo del
tubo y no disminuya la viscosidad debido a una baja temperatura en el interior del tubo de
combustién, y esto afecte directamente al porcentaje de recuperacion.

Otro aspecto importante a tomar en cuenta es que el frente de combustién necesita un
medio para poder transmitir eficientemente la energia generada por las reacciones en las
diferentes etapas del proceso, este medio es el agua contenida en la mezcla antes de iniciar
el experimento y después la producida por la combustion.

A continuacion enumeramos algunas ventajas de usar el método de combustién in-situ
1. Térmicamente es el proceso de recuperacion mas eficiente.

2. Usa aire el fluido mas ampliamente disponible y menos caro, como material a inyectar.
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3. Aun cuando en la mayoria de proyectos de SIC son implementados en yacimientos de

petréleo pesado, también puede ser usado para yacimientos de petroleo ligero profundo.
4. La eficiencia de recuperacion es mejor que otros procesos de recuperacion de petroleo.

5. El proceso puede ser implementado como continuacién de procesos de inundacion de

agua y/o vapor.

6. El proceso puede ser aplicado en yacimientos donde la inundacion de agua y/o de

vapor no ha tenido éxito.

La SIC es un proceso de recuperacion unico. Puede ser visto como un proceso de combinacion.
Abarca algunos aspectos de casi cada método de recuperacion del petroleo conocido. Después
de la inundacién con agua, la SIC es quizas la técnica mejorada de recuperacion de petroleo

méas ampliamente utilizada [16, 32, 28, 13].

2.3. Conceptos basicos

A continuacion definiremos algunas de las propiedades importantes para caracterizar a

un medio poroso.

2.3.1. Porosidad efectiva

La porosidad efectiva es el porcentaje de espacio poroso intercomunicado con respecto
al volumen total de la roca. Por lo que se le considera un indicador de conductividad de
fluidos. Las operaciones de recuperaciéon son basadas en la determinacién de su valor. Se

define Matematicamente como:

volumen poros internonectados

porosidad efectiva = &(x,t) = (2.3.1)

volumen total roca
o= /P

Vr

Ocurre tnicamente cuando cada poro esta conectado por canales estrechos a otros poros,
formando todo el conjunto de aberturas completamente interconectadas que forman los
canales a través de los cuales pueden fluir los fluidos contenidos (ver la figura 2.3.1). La
porosidad es un fenémeno que puede observarse en un yacimiento, en una muestra, o en
un empacamiento de particulas de los que se usan en los laboratorios para pruebas de

desplazamiento de fluidos [29, 2, 13]. La porosidad efectiva es una funciéon de muchos factores

litolo6gicos, los mas importantes son: tamano de grano, empaque de los granos, cimentacion,
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Figura 2.3.1: Comunicacion entre poros en un medio poroso.

clases de arcillas y estados de hidratacién de la misma, heterogeneidad de tamano de grano

[27, 28, 15].

2.3.2. Porosidad absoluta

Se define como el porcentaje de espacio poroso total, con respecto al volumen total de la
roca, sin tener en cuenta si los poros estan interconectados entre si o no. Puede ocurrir que
una roca tenga una porosidad absoluta y no cuente con conductividad de fluidos, debido
a que no exista intercomunicacion entre poros (por ejemplo la lava). Matematicamente se

expresa Como:

volumen total — volumendelos granos  Vp — Vg

volumen total de roca Vr ( )
V. .
@ — par
Vr

en donde V), toma en cuenta tanto los poros aislados como los interconectados entre si. La
porosidad es un parametro estatico, no tiene relaciéon con el movimiento de los fluidos, por
lo que se define localmente como un promedio sobre la base de un volumen en un elemento

representativo del medio poroso en estudio [29, 27, 28, 15].

2.3.3. Saturacién

La saturacion es una medida de la capacidad de almacenamiento en un yacimiento. Para
estimar la cantidad de hidrocarburos presentes en un medio poroso, es necesario determinar
la fraccién de volumen poroso ocupado por cada uno de los fluidos presentes, a esta fraccion

es lo que se le llama saturacion de un fluido. Matematicamente la saturacion S de un fluido
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f (aceite, agua, gas) en un medio poroso, se define como el volumen del fluido V; medido a

la presién y temperatura a que se encuentra el medio poroso, entre el volumen poroso V.

volumen del fluido  Vy
Sf = = —_——

2.3.3
volumen poroso Vi ( )

donde Sy es la saturacion del fluido y f puede representar aceite, agua o gas. La saturacién
suele considerarse en forma puntual Sy (z, y, z, t) y expresarse en porcentaje. Por definicién,

la suma de las saturaciones es 100 %, entonces S, + Sy, + S, =1 [13, 15].

2.3.4. Permeabilidad absoluta

La permeabilidad de la roca reservorio es una propiedad del medio poroso que cuantifica
la capacidad de un material para permitir el paso de un fluido a través de un sistema
de poros interconectados. Se puede definir a la permeabilidad absoluta como la capacidad
que tiene la roca para conducir fluidos través de los poros interconectados. El concepto
de permeabilidad es muy importante en la determinacion de las caracteristicas de flujo de
los hidrocarburos en los yacimientos petroleo y gas, asi como de aguas subterraneas en los
acuiferos. La permeabilidad absoluta ocurre cuando la saturacion (en una sola fase) del
medio consiste de 100 % del fluido en movimiento.

La ecuaciéon que determina la permeabilidad se conoce como ley de Darcy, la cual dice
lo siguiente: "para un flujo lineal la velocidad de un fluido homogéneo en un medio poroso
es proporcional a la fuerza de empuje (gradiente de presion en la direccion del flujo), e
inversamente proporcional a la viscosidad”. Darcy requiere que el fluido se adhiera a los
poros de la roca, sea homogéneo, laminar, incompresible en un sistema lineal ocurra [15]. La

ley de Darcy se expresa mateméticamente de la siguiente manera.

~ gradiente de presion

Vpresion AAP — (2:34)

tasa de flujo :—k‘( % ) :_Qx,uxL
La unidad de medida de la permeabilidad es darcy y milidarcy.
Donde

k permeabilidad del medio

A seccién transversal

L Longitud en direccién del flujo

AP gradiente de presion

q tasa o volumen de flujo hacia abajo

g viscosidad del fluido
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El signo negativo toma en cuenta que los fluidos se mueven desde el potencial mas alto al
més bajo. La permeabilidad es un tensor ya que depende de la direccion del flujo de fluidos,

sin embargo para efectos practicos se tomo como un escalar [27, 28, 29].

2.3.5. Permeabilidad efectiva.

A diferencia de la permeabilidad absoluta que solo depende de las propiedades de la roca,
la permeabilidad efectiva es una propiedad de la roca y los fluidos presentes en ella (esto es:
agua, petroleo, gas o algin otro fluido).

Se define como una medida de la conductancia del medio poroso hacia un fluido cuando

esta saturado por mas de uno, es decir cuando la saturaciéon es menor que el 100 %.

o _nba L
N AAp

(2.3.5)

k. Representa la permeabilidad para cada fase.

kv Permeabilidad relativa del agua

ko Permeabilidad relativa del aceite

kg Permeabilidad relativa del gas

Se mide la permeabilidad para cada uno de los fluidos, sin embargo la suma de las
permeabilidades efectivas de multiples faces siempre es menor o igual a la permeabilidad
absoluta. Las permeabilidades efectivas se miden normalmente en el laboratorio en pequenas
muestras de niuicleos y usualmente los datos son reportados como permeabilidades relativas

La permeabilidad dependiente de la saturacién que es un medida que no es constante

[27, 28, 29].
2.3.6. Permeabilidad relativa

Se define como la relaciéon entre la permeabilidad efectiva y la permeabilidad absoluta.
Existe K efectiva y relativa para los fluidos que generalmente se encuentran en los yacimientos
como son: petréleo, gas y agua.

Se expresa matematicamente como:

permeabilidad relativa de fase
Rfx =

(2.3.6)

permeabilidad absoluta
ks Representa la relacién entre la permeabilidad efectiva y absoluta para cada fase.
Existe una cierta correlacion entre la permeabilidad y la porosidad relativa, considerando

que si no existen poros interconectados en la roca esta seria impermeable [27, 28, 13].
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Figura 2.3.2: Representa una superficie solida en la que se han colocado pequenas gotas de
mercurio, aceite y agua. A medida que el dngulo de contacto disminuye, las caracteristicas
humectantes del liquido aumentan [28].

2.3.7. Mojabilidad

La mojabilidad o humectabilidad se refiere a la tendencia que tiene un fluido a adherirse
o extenderse a una superficie solida (ver la figura 2.3.2). En los yacimientos de petroleo, la
roca es la superficie solida y los fluidos son el agua, petroleo y gas.

Es una propiedad importante en los yacimientos debido a que afecta el comportamiento
capilar y de desplazamiento de los fluidos en las rocas del yacimiento. El grado de mojabilidad
esta relacionado de la siguiente forma: la mojabilidad del gas es menor que la del aceite y
esta a su vez menor que la del agua. La medida de mojabilidad se da cuando dos fluidos
inmiscible o superficie liquido-solido estan en contacto, el 4ngulo formado por ellos (medido
sobre el agua) se llama &ngulo de contacto 6.

1. 8 = 180 no existe mojabilidad

2. 0 < 90V se dice que el sistema es mojado por agua (ver figura 2.3.2).

3. 0 =90 se dice que el sistema es mojado por aceite (ver figura 2.3.2).

El angulo de contacto 6 se relaciona con las energias de superficie por medio de la siguiente

ecuacion:

Ap = 0ps — Ows = TouyCOSH (2.3.7)

donde 0,5 es la energia interfacial entre el sélido y el petréleo. Sus unidades de medicion
%. Aqui 0, es la energia interfacial entre el agua y el sélido, A; tension de adhesion. La

ecuacion 2.3.7 representa el balance de fuerzas que acttian de contacto entre la superficie

solida y los dos fluidos, da lugar a la tension de adhesion [28, 28].

2.3.8. Presion capilar

Las fuerzas capilares en un yacimiento, se originan por la accién molecular de los fluidos
inmiscibles (petroleo, agua, gas) que coexisten en dicho medio poroso. Estas son las fuerzas

que retienen e impiden el vaciado total de fluidos en un yacimiento. En un medio poroso se
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define como la capacidad que tiene un medio para absorber el fluido que lo moja y de repeler
al no mojante, también se define como la diferencia de presion a través de la interfase entre

el fluido de la fase no mojante y mojante

Pc =Pyv — Py (2.3.8)

Donde

P Presion capilar

Pn s Presion no mojante

Py Presion mojante

Cuando los fluidos estan en contacto, las moléculas cercanas a la interfase se atraen
desigualmente por sus vecinas. Si la interfase es curveada la presion sobre un lado (concavo
con respecto al fluido més denso) excede la del otro lado (convexo con respecto al fluido mas

denso), esa diferencia corresponde a la presion capilar [15, 28, 28, 13].

2.3.9. Viscosidad

El movimiento de los fluidos es el anédlogo a la friccién en el movimiento de los sélidos,
cuando un fluido fluye de modo que no disipa energia por medio de fuerzas viscosas, se dice
que el fluido es no viscoso. Se define la viscosidad de un fluido como la una medida de su
resistencia a las deformaciones graduales producidas por tensiones cortantes (tangenciales)
o de traccion. Mateméticamente se define como la fuerza tangencial necesaria para mover

una unidad de area de un plano por unidad de velocidad:

donde F), vector de fuerza viscosa, u coeficiente de viscosidad dinamica, %Z es la tasa

de deformacién por cizallamiento o velocidad de cizallamiento local, esto suponiendo que el

fluido se mueve a lo largo de lineas paralelas al eje x y y [13, 28].

2.4. Zonas que caracterizan a un proceso de combustion
in-situ y su descripciéon experimental

El proceso de combustion in-situ estéd basado en la direcciéon de propagacion del frente

de combustion en relacion con el flujo de aire. Existen dos tipos de combustion.

1. Frontal. El frente de combustién avanza en la direccién general de flujo de aire.
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Figura 2.4.1: Esquema del perfil de saturacion para el proceso de combustién in-situ. Cortesia
del centro UNITAR Mehta y Moore, 1996.

2. Reversa. El frente de combustion se mueve en direcciéon opuesta al del flujo de aire.

Actualmente solo se practica la combustion frontal en campo [16], por esta razén solo men-

cionaremos este proceso. Existen dos tipos de combustion frontal.

1. Combustién frontal himeda. Se le llama asi cuando se inyecta aire y agua dentro del
yacimiento a través del pozo de inyecciéon. No mencionaremos mas sobre este proceso
pues estamos interesados en profundizar mas sobre el proceso de combustién frontal

seca.

2. Combustion frontal seca. Ocurre cuando tnicamente se inyecta aire enriquecido con

oxigeno en el yacimiento para sostener la combustion.

2.4.1. Combustién seca

En este mecanismo se inyecta aire dentro del pozo de inyeccién, durante un tiempo
relativamente corto (algunos dias), entonces el petroleo del yacimiento se enciende. El proceso
de ignicion es comiinmente generado usando quemadores de gas en el pozo, calentadores
eléctricos o a través de inyeccion de agentes piroforico (aceite de linaza), o fluidos calientes
como el vapor.

Una vez ocurrida la ignicién el frente de combustion es sostenido por un flujo de aire
continuo. Mientras que el frente de combustiéon se mueve desde el pozo de inyeccion. Varias
zonas estan bien caracterizadas ver la figura 2.4.2, estas se desarrollan en el yacimiento entre

el pozo inyector y productor. Dichas zonas son el resultado del transporte de calor, masa y
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Figura 2.4.2: Zonas representativas que resultan del transporte de calor, masa y reacciones
quimicas que ocurren en el proceso de combustion in-situ [16].

reacciones quimicas que ocurren en este proceso. En la parte inferior se pueden observar las
zonas y su localizacion, en la grafica superior se muestra la distribucién de temperatura y la
saturacion del fluido desde el pozo inyector hasta el productor, como se puede ver en la figura
2.4.1. Esta representacion es idealizada y usualmente se observa en experimentos realizados
en tubos de combustién in-situ. En una situacién real de campo existen transiciones entre

las zonas [16].

1. Zona quemada. Es una regiéon de arena limpia por donde fluye el aire y el proceso
de combustiéon ya ha tomado lugar, en esta banda probablemente puede haber algtn
solido orgénico que se conoce como coke. Esta zona tiene la temperatura mas alta en
un tiempo prolongado, generalmente exhibe alteraciones de minerales. Como conse-
cuencia de tener un flujo continuo de aire ambiental, la temperatura de esta zona se
ve incrementada desde la temperatura de formacion cerca del pozo inyector, hasta la
temperatura de combustion en la vecindad de la zona de combustion, ver la figura

2.4.2.

2. Zona de combustiéon. En esta zona se encuentra la temperatura mas alta, tiene un
espesor muy estrecho de apenas algunas pulgadas y es donde ocurre la reaccién entre
el oxigeno contenido en el aire y el combustible, por lo que ocurre la oxidacién de
alta temperatura. Aqui se genera la energia necesaria para mantener el frente de com-

bustion. La oxidacion a alta temperatura (quemado) produce primordialmente agua
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y oxidos de carbono (monéxido de carbono CO y diéxido de carbono COs). En esta
zona la cantidad de aceite quemado en la combustién es un dato importante por que
determina la cantidad de aire que debe ser inyectado para quemar un determinado

volumen del medio (ver la figura 2.4.2).

3. Zona de generacion de coke. Este combustible se acumula después de la zona de com-
bustion, a causa de la destilacion de agua, descomposicion quimica del hidrocarburo
a altas temperaturas, craqueo. La alta temperatura generada del proceso de combus-
tién causa que los componentes pesados del aceite formen gases de hidrocarburos y un
residuo pesado llamado coke que se acumula en la roca, para el caso de componentes
ligeros del aceite se vaporizan y son arrastradas por el flujo de gas y son llevadas hasta

la zona de condensacion y se mezclan con el crudo original.

4. Zona de condensacion. En esta region el mayor porcentaje de aceite se desplaza a la
parte final de esta banda y el restante es desplazado experimentando destilaciéon con
vapor. Esta zona es usualmente denominada como planicie de vapor, en ella el gradiente
de presion es relativamente bajo, su temperatura dentro de esta zona es esencialmente
plana entre (300—500°F), con una extension entre 10 a 30 pies del frente de combustion,
en esta regidn se encuentra vapor, petréoleo, agua y gases de escape, debido a que estos
fluidos se mueven rumbo al pozo productor. Dependiendo de la temperara, el petroleo
puede también sufrir un “visbreaking” (cambio de viscosidad) reduciendo la viscosidad

del aceite, haciendo que fluya con mayor facilidad a través del medio poroso.

5. Zona de agua. Esta region tiene una temperatura méas baja que la zona de conden-
sacion, la saturacion del agua es més alta que la saturacidon original, esta zona se

caracteriza por que empuja un banco de aceite y lo desplaza.

6. Zona de aceite. Esta banda contiene todo el petréleo que ha sido desplazado desde
zonas anteriores, ademés los componentes ligeras del aceite que resultan del craqueo

térmico de las zonas anteriores.

7. Zona no perturbada. Se trata de la ultima region, la cual atun no es afectada por
el proceso de combustién, excepto que podria haber un pequeno incremento en la

saturacion del gas debido al flujo de gases de combustion.
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2.5. Pruebas en un tubo de combustion in-situ (SIC)

La recuperacion del crudo por frente de combustion es un fenémeno que requiere de una
evaluacién experimental y tedrica sobre algunos parametros que son necesarios para poder
generar el fenémeno de combustion, por esta razon se realizan modelos experimentales para
representar hasta cierta medida en un protocolo controlado en un laboratorio. El modelo mas
utilizado es conocido como tubo de combustién in-situ, el cual no representa una reproduc-
cion completamente apegada a la situacion real de los pozos petroleros, sin embargo provee
de algunos elementos indicativos para valorar y predecir al menos de una forma cualitativa
el comportamiento de la situacion real en campo [10]. De esta forma, un tubo de combustion
consiste de un cilindro de acero inoxidable colocado verticalmente, se llena con una mezcla
de arena, agua y aceite que fueron extraidos de los pozos petroleros, el tubo se calienta a
cierta temperatura para hacer fluir el aceite que se enciende parcialmente para conducirse
hasta su salida a través del frente de combustion. A continuacion se describiran algunas de
las caracteristicas y procedimientos importantes que se utilizan en el diseno y funcionamien-
to en los tubos de combustion In- Situ [16, 10, 8, 9]. El procedimiento experimental en el

tubo de combustién consiste de los siguientes pasos:

1. Primeramente se determina la cantidad de arena, arcilla, agua y aceite que deben mez-
clarse, con objetivo de lograr una porosidad equivalente a la deseada. Posteriormente
se mezcla en un recipiente arena, arcilla y agua hasta que la mezcla sea homogénea y
uniforme, entonces se anade el aceite y se repite el proceso hasta lograr la homogenei-

dad.

2. Después de que el tubo es colocado y asegurado en la posiciéon vertical, se anade poco
a poco la mezcla en el interior del cilindro, mientras se va llenando se utiliza un émbolo
de metal pesado para comprimir la muestra, se continua con este procedimiento hasta
que el tubo es llenado. Se deja un espacio en el extremo superior del cilindro para
agrega un poco aceite de linaza para acelerar la ignicién, el tubo de combustiéon fue
llenado dejando un espacio para colocar arena limpia, con la finalidad de que al inyectar
el aire el flujo llegue de manera homogénea a la mezcla, entonces el tubo se sella, ver

la figura 2.5.1.

3. Se realiza pruebas de presion en el tubo para detectar fugas. Se coloca la resistencia
eléctrica afuera del tubo a la altura de donde fue depositado el aceite de linaza, para

proporcionar la energia suficiente para aumentar la temperatura T del sistema, hasta
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el punto de ignicion.

4. El tubo se cubre con una cinta de calentamiento que va a mantener a una temperatura

inicial constante Ty de todo el tubo.

5. Se coloca una cinta de asbesto de tal forma que envuelva al sistema con la finalidad

de evitar lo menos posible la disipacién del calor hacia los alrededores.

6. Se activa la cinta de calentamiento, entonces mientras la cinta de calentamiento lleva
al sistema a la temperatura Ty requerida, por el extremo superior del tubo se inyecta
a razén constante un gas inerte, en este caso nitrégeno. Lo cual ayuda a mantener al
sistema a una presion constante Py, ademés ayuda a que la muestra sea mas homogénea
y permite la formacién de pequenos canales por donde puede desplazare mas facilmente

el combustible y de esta manera mejorar su recuperacion.

7. Una vez alcanzada la temperatura 7y, se enciende la resistencia que por medio de
una corriente eléctrica comienza gradualmente a aumentar la temperatura y una vez
lograda T, el aceite se oxida o enciende debido a la presencia de oxigeno, se deja de
inyectar nitrégeno y se inyecta aire a un flujo mésico constante, la combustién ocurre

y el gradiente de temperatura aumenta abruptamente.

8. Una vez que la combustion se ha obtenido y se ha formado apropiadamente un frente
de combustién robusto, un sensor de temperatura y un interruptor se encargaran de
encenderse o apagarse tratando de mantener la temperatura del frente de combustion.
Después de alcanzar la ignicion el frente de combustion se mueve desde la parte superior
a la inferior del tubo. Finamente a intervalos iguales de tiempo se toman muestras de

aceite, agua y gases obtenidos debido a la combustiéon del hidrocarburo.

9. Los termopares estdn colocados equidistante-mente en el tubo, estos se encargan de
recolecta los datos de temperatura. Cuando el frente de combustion llega al final del
tubo el experimento concluye y se continua con el anélisis de datos obtenidos. Ver la

figura 2.5.1.

2.6. Procedimiento experimental en tubos de combustiéon
in-situ

Existen en la literatura distintos tubos de combustion con diferentes caracteristicas y

modos de operacion, sin embargo en este trabajo se tom6 como referencia el experimento
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Figura 2.5.1: Tubo de combustién tomado de la literatura [9, 6].
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y datos reportados en el trabajo de Cazares [10]. Si se quiere planear una prueba piloto es
necesario entender los experimentos realizados en tubos de combustion y sus resultados ya
que seran utilizados en campo.

Fue utilizado aceite de 27 API (American Petroleum Institute). Se define como *API=
41.5/v9 —131.5, donde 7, es la gravedad especifica del petroleo (adimensional), y se de-
nota como API o °API. En el articulo se llevaron acabo dos experimentos en un tubo de

combustién de acero inoxidable, con las siguientes caracteristicas fisicas, ver la tabla 1:

Tabla 1. Datos correspondientes al tubo de combustion.

| Didmetro externo (m) | Grosor interno (m) [ Longitud (m) |
y 0.079375 \ 0.015875 | 09906 |

El tubo contiene aproximadamente 0.94996m de una mezcla de arena, agua, aceite; los

valores de saturacion, porosidad, entre otros pardmetros que son mostrados en la tabla 2.

Tabla 2. Datos correspondientes a la mezcla.

’ Experimento \ Saturacion del aceite \ Saturacion del agua \ Porosidad ‘

1 0.325 0.23 0.41
2 0.383 0.275 0.41

Se colocd una banda aislante a lo largo del tubo, los extremos inferior y superior del cilin-

dro no se aislaron para poder analizar el efecto que causa sobre los perfiles de temperatura.

El aceite empleado tiene una energia de activacién de 1.56210” kg;]mol y 27 API. El espacio
entre la muestra y la parte superior del tubo esté cubierto por arena limpia. Un encendedor
eléctrico se coloca en la parte externa y superior del tubo, la resistencia se conecta a una
corriente eléctrica para aumentar gradualmente la temperatura del cilindro de combustion,
hasta sobrepasar los 241°C, después se realiza la inyeccion de aire a 3.166,@10_5%3.

Las temperaturas cuando la ignicién se produjo en el interior del tubo de combustién
eran 427°C para el experimento 1 (ver la figura 2.6.2) y 462°C para el experimento 2 (ver

la figura 2.6.3), ver los datos mostrados en la tabla 3, entonces el frente de combustion se

va desplazando provocando un empuje de gases y liquidos de combustion desde la parte
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Figura 2.6.1: Dispositivo experimental

superior del tubo hacia la parte inferior. Se dice que se terminé el experimento cuando los

fluidos salen por la parte inferior del cilindro y el paquete de arena ya ha sido quemada

totalmente.

En la figura 2.6.2 se muestra el perfil de temperatura E-1, que tiene el frente de combus-

tién con una anchura de aproximadamente de 0.05 m, es debido a que el encendedor eléctrico

debe ser apagado 30 minutos después de se produjo la ignicién. La produccién de aceite y el

agua se hizo cada 15 min., y el calor sali6 en el extremo inferior del tubo de combustién , de

tal manera que se afecté la temperatura en el fondo del tubo de combustion incluso cuando

se coloco un limite aislado.

Tabla 3

’ \ Experimento 1 experimento 2
Temp. ignicion (°C) 241 similar
Temp. frente combustion(°C) 427 462
Temp. del frente de combustion después de 2 h (°C) 324 2.55 h, la tem 355
velocidad del frente de combustion (=) 2.65x10~° 3.41x107°
Ancho del frente de combustion (m) 0.05 espesor delgada
Presion en la frontera durante el experimento 4.13210°Pa 4.13210°Pa
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Figura 2.6.2: Perfil de temperatura del primer experimento (E-1), graficas tomadas del tra-
bajo de [10].

La recuperacion de petréleo para el experimento E-1 fue de 84 % y para E-2 de 73 %.
El menor porcentaje de recuperacion de aceite en E-2, es debido a una mayor saturacion de
agua y aceite utilizada, por consiguiente la saturacion de gas en E-2 es menor que en E-1

A partir de lo anterior en el presente trabajo se elige trabajar inicamente con los perfiles

de temperatura del E-1.
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Figura 2.6.3: Perfil de temperatura del primer experimento (E-2), graficas tomadas del tra-
bajo de [10].



Capitulo 3

Planteamiento del Modelo
Analitico

En este capitulo discutiremos los fundamentos de la ecuacién que gobierna al perfil
de temperaturas dentro del tubo de combustiéon a partir de los principios fisicos y de los
modelos méas usuales. Asi mismo, discutiremos algunos de los procedimientos analiticos que
emplearemos en su solucién para tomar en cuenta las condiciones de fronteras de nuestro

sistema.

3.1. Deducciéon de la ecuacidon de calor

La ecuaciéon de calor permite describir la variaciéon de la temperatura en una region a
lo largo del tiempo transcurrido. El interés de su estudio radica en que tiene numerosas
aplicaciones en el campo de la ciencia. En términos matemaéticos representa una ecuacion
diferencial en derivadas parciales parabdlica cuya tnica incégnita es 7', en el caso mas simple
las propiedades térmicas C),, p y k dependen del material y por ello pueden ser funciéon de
la posicion. La conductividad térmica k puede llegar a ser un tensor. En el caso especial en
que estos coeficientes sean constantes escalares se obtiene la ecuacion de calor sin fuentes
[17, 22].

A partir de la ecuacion general de Fourier [17] se deducira la ecuacion de calor .

k dTl
VT = — —
pCp, dt
donde
p% este término se le conoce como difusién térmica, depende de las caracteristicas de
D

cada material, y k' conductividad térmica

32
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1

C) capacidad calorifica o calor especifico

p densidad

Supongamos que tenemos una regién de material conductor encerrada en un volumen
de control V. Si la temperatura en cada punto del material estd descrita por una funcién
T'(r,t) entonces el calor especifico a presion constante del material es una propiedad térmica
del sistema definida por la expresion

Cp = %% (3.1.1)
donde @ es la cantidad de calor que hay que suministrar al material por unidad de masa

m para elevar su temperatura en un grado manteniendo a presion constante. De esta manera

la cantidad de calor infinitesimal suministrada al sistema por unidad de masa esta dada por

% = pCpdT, (3.1.2)
en donde hemos tomado en cuenta que dm = pdV en donde p es la densidad del material.
Si ahora consideramos la tasa de calor por unidad de tiempo entonces dicha expresiéon se
transforma en

aQ AT

Entonces esta tasa de calor que entra al sistema es igual a menos la integral de flujo de

calor J por unidad de area, a través de la frontera del volumen de control [22]|. Es decir

d
CT? = —¢J -ndS (3.1.4)

S

en donde n es un vector normal a la superficie cerrada [22]. Por tanto

T
/deCpCfi—t = —%J -ndS. (3.1.5)

S

Luego entonces si transformamos la integral de superficie del flujo de calor en una integral

de volumen por medio del teorema integral de Gauss [22], se obtiene

1La conductividad térmica varia dependiendo del tipo material.

Se define como la capacidad que tiene una sustancia de transferir la energia cinética de las moléculas a
otras adyacentes o a sustancias con las que se encuentra en contacto, por ejemplo un metal tiene una Kmas
grande en comparaciéon con el agua

Matematicamente se define (para un materia isétropo la conductividad térmica es un escalar) como kK =

|Vq\ T donde ges el flujo de calor y |V|T es el gradiente de temperatura. Su unidad de medida es ﬁ o
w

2 [17].
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dr
pero como el volumen de control es arbitrario de hecho no se necesité de algin volumen
en particular para esta deduccion, entonces el integrando se debe anular por si mismo y se
cumple por tanto [32].
dr

PCy gy +V I =0, (3.1.7)

La ec. 3.1.7 Corresponde a la forma general de la ecuaciéon de continuidad del flujo de
energia térmica. En este punto es necesario agregar una ecuaciéon constitutiva que caracterice
el comportamiento del material a describir, esta relaciona el flujo de calor con la temperatura.
Dicha ecuacién constitutiva es la ley de Fourier que afirma que el flujo de calor es proporcional

al gradiente de temperatura

J=—kVT (3.1.8)

Es una ecuacién que establece que el flujo de calor por conduccién en un medio homogé-
neo, is6tropo, cercano al equilibrio y no toma en cuenta los retardos. En donde s (VVm’1 kfl)
ordinariamente se considera constante para cada material, pero en realidad varia sensible-
mente con la temperatura [25, 5].

También es conocida como la ecuacion constitutiva de la conductividad térmica (es una
relacion entre las propiedades termodinamicas o mecanicas del sistema fisico, presion, de-
formacion densidad, volumen, temperatura, etc). Cabe aclarar que esta ley solo es valida
para variaciones de temperatura moderadas, de lo contrario las llamadas constantes fisicas
empezarian a cambiar, debido a que son dependientes de la temperatura. [17] Aqui J es el
flujo de calor (flujo por unidad de superficie y por unidad de tiempo) (Wm™2).

Finalmente sustituyendo la ecuacion constitutiva de Fourier ec. (3.1.8) en la ecuacion de

balance de calor ec. (3.1.7), obtenemos

dr
V2T = p%% (3.1.9)
p
o bien
T
VAT = ofil—t (3.1.10)

Esta es nuestra ecuacion de calor para el caso en que no hay fuentes y las propiedades
térmicas del material son constantes a = p% es la difusion térmica. Notese que esta ecua-
P

cion describe como la energia térmica que esta inicialmente concentrada en algtn lugar, se
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dispersa a través de la regiones contiguas, esto es lo que se conoce cominmente como difu-
sién. Otras cantidades fisicas, ademas de la temperatura, se comporta de manera similar,
cumpliendo la misma ecuacién en derivadas parciales. Esta ecuacién gobierna la concentra-
cion de compuestos quimicos (contaminantes o perfumes) en ciertos solutos y situaciones

particulares [23].

3.2. Ecuacién que gobierna la energia del sistema

En esta seccion haremos una revision breve de la referencia [10] la cual ha sido mencionada
antes en varias partes de este trabajo. En la seccion anterior describimos la dinamica de la
difusion en un material rigido y sélido porque la materia que lo compone no se le permitia
desplazarse ni deformarse. Consideremos ahora que ademéas del s6lido o matriz porosa se
tiene tres fluidos (gas, agua y aceite) caracterizados por sus densidades de masa pg, p, p
y el calores especificos ¢4, ¢y, ¢, entonces si todos los sistemas estan en equilibrio térmico
localmente (matriz solida, agua, aceite y gas), la tasa de calor por unidad de tiempo del lado

izquierdo de la ec. (3.1.4) debe incluir las contribuciones de todos los materiales, es decir
@ _dQ - dQ)  dQ)  dQ
e dt|, dt|, dt|, dt|,

_ / AV (6 (SuwpuCu + SopoCo + Sgpyfstu

dT
dt’f + (1 - ¢)cmpm

dr

+8g¢gpg(1 = f5)) o (3.2.1)

‘ m

en donde hemos hecho uso de la ec. (3.1.3) para cada uno de los materiales involucrados.
Aqui ¢ es la fracciéon de volumen ocupada por los poros con respecto al volumen total del
solido (porosidad), es decir volumen que tiene disponible los tres fluidos. Aqui Sy, So, ¥
S, son las fracciones de saturacién de cada uno de los tres fluidos. En la fase gas existen
dos subfases, f; es la fraccion de gas presente en la fase gaseosa y (1 — f5) corresponde a la
fraccion de vapor de agua. Estamos considerando el calor que entra y sale de una superficie
de un volumen infinitesimal, pero si ademas suponemos que existe una fuente de calor interna
que contribuye al calor o balance de calor (absorbe o pierde, energia térmica por conduccion)
[32], entonces se debe agregar a la ec. (3.1.4) dicho término, esto es

d
dif = —é.] -ndS — /dVU(T —To) (32.2)

en donde Ty temperatura inicial del sistema o temperatura ambiente y U es el coeficiente
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de combustién de calor. Ahora bien para el fluido es necesario tomar en cuenta el transporte
material de la energia de tal forma, que la derivada material o Lagraniana de la temperatura
(regla de la cadena) se puede expresar como:

ary _or 0T oz 0T dy 0T'dz _oT  OT

@|, "ot "owa Ty Tzt o oy

en donde vy es la velocidad del fluido, suponiendo que solo estamos en una dimension,

vy (3.2.3)

entonces s6lo tomaremos en cuenta la direccion el la que se mueven los fluidos en el tubo de
combustién In-situ.

Mientras que la matriz o sélido no se desplaza, asi que simplemente se tiene

ar| - _or
dt |, Ot

Insertando estas expresiones en las ec. (3.2.1) y 3.2.3 la expresion resultante a su vez en

(3.2.4)

la ec. 3.2.2 se obtiene

oT
/dv |:(1 - ¢)Cmpm§ + ¢ (SwaCw + Sopoco +

oT
Sgpgfscw + Sgcapg(l— f)) rn + & (SwpPuwCwVw +
oTr
SoPoColo + SgpgfsCuwty + Sgcqpg(l — f5)vg) 67y+
U(T ~To) +V-J =0 (3.2.5)

A continuacién igualamos los integrados de ambos lados de la ecuacion puesto el volumen

de control considerado no tenia alguna relevancia particular, es decir

oT
(1 - ¢)Cmpm ¢ (SwaCw + Sopoco +

E +
oT
Sgpgfscw + Sgcqpe(l — f5)) ot + ¢ (SwPwCuwluw +

oT
SoPoColo + SgpgfsCuwy + Sgcapq(1 — fs)vg) (‘37y =

a.J,
“ By U(T — Ty). (3.2.6)

en donde J,, es la corriente de conduccion de calor en la direcciéon hacia donde va el flujo (eje
y). Tomando en cuenta a todos los medios, debemos satisfacen la ley de Fourier ec. (3.1.8),

entonces por la superposicion de todas las contribuciones

oT oT
Jy = _(1 - ¢)’€m87y_¢ (Swpwﬁw + Sopokio + Sgpgfs“w + Sgpgﬁg(l - fs)) aiy (3'2'7)
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Sustituyendo esta ecuacion constitutiva en la ecuacion de balance de energia dada arriba

obtenemos después de asociar algunos términos se llega a

oT oT
& (SwpwCw + SopoCo + Sgpgfscw + Sgcgpg(l — [fs)) ot +(1— QS)CumE
oT
+¢ (SwPuwCuwlw + SoPoColo + Sgpg fsCuwyg + Sqcepy(1 — fs)vg) a—y +U(T-Ty) (3.2.8)

2
= [(1 - ¢)"€m +¢ (Swpwﬁw + Sopokio + Sgpgfs"iw + Sgﬁgpg(l - fS))} %

Esta ecuacion se complementa con las ecuaciones de conservacion de masa para los fluidos
involucrados en forma explicita cuando se propagan através de una matriz solida que se
presentan en el apéndice B, se discuten y argumentan brevemente las condiciones fisicas y
aproximaciones bajo las cuales es posible desacoplar la ecuacién de energia para desarrollar
el tipo de modelo en el que se sustenta el presente trabajo. Hemos en efecto, colocado esta
discusién en un apéndice para no desviar la atenciéon del lector de nuestros temas de interés.
En el apéndice A hemos agregado un breve resumen sobre la derivaciéon de la ecuacion de
continuidad en un medio poroso.

Ahora suponiendo que todas las componentes del sistema se mueven como si estuvieran
en un cuerpo rigido, es decir que se mueven como si estuvieran en un solo frente comun, esto
significa que podemos suponer que todos los fluidos se mueven a una misma velocidad de
arrastre que ademés es constante (ver apéndice B). Cada una de las saturaciones dependen
de la posicién y del tiempo, excepto el solido.

Matemaéaticamente lo representamos haciendo un cambio de variable propuesto como en
3.2.9. Consideremos ahora el siguiente cambio de sistema de referencia que traslada el sistema
al frente de calor. Si vp es la velocidad del frente de calor entonces el siguiente cambio de

coordenadas traslada el sistema al frente de calor.

r=y—vpt, T=t (3.2.9)

Utilizando la regla de la cadena o el teorema de cambio de variable se tiene las siguientes

expresiones para la derivadas parciales entre ambos sistemas de referencia

o 0xd 9rd 0

~Z =z 17 _ 2 2.1
oy~ dyor  oyor  ox (3.2.10)
0 ox 0 or 0 0 0
9= otos T oor— Tostor (3:2.11)
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Por tanto sustituyendo cada una de las derivadas parciales se llega a

[_¢UF (SwaCw + SopoCo + Sgpgfscw + Sgcgpg(1 —fs) — (1 - ¢) UF CmPm +
+¢ (SwpwCwVw + SopoCoVo + Sgpg fscuwvy + Sgcgpg(l — fs)vg)] ?TZ
U(T - TO) + [¢ (Swpwcw + SopoCo + Sgpgfscw + Sgcgpg(1 - fs)) + (1 - ¢) Cn;pm] % =
[(1 - ¢)Hm +¢ (Swpw"iw + Sopokio + Sgpgfsffw + Sg’igpg(l _fs))] %Tz;

(3.2.12)
y renombrado los coeficientes de la ecuacién como:
§ = ovF (SwpuwCw + Sopoco + Sgpgfscw + Sgcgpg(l = fs)
o=(1—-¢)vrcm (3.2.13)
S = ¢ (SwaCwa + Sopocovo + Sgpgfscwvg + Sgcgpg(l - fs)vg) (3'2'14)
w= (1= @)km + ¢ (Swpwkw + Sopoko + Sgpgfskw + Sgkgpge(1 — fs)) (3.2.15)
0 = ¢ (Swpuww + SopoCo + Sgpgfscw + Sgcepg(l = f5)) + (1 = @) cmpm (3.2.16)
llegamos a la expresion
O*T or or
a(x)w + ﬂ(m)% —y(x)(T —Tpy) = 5 (3.2.17)

en donde podemos observar que los coeficientes ya no dependen del tiempo, pero ain depen-
den de la coordenada espacial x. Aqui estamos usando el hecho de que todos los fluidos se
desplazan con la misma velocidad como se mostro en el apéndice B. También hemos utiliza-
do la siguiente nomeclatura a = 7 parametro de difusion térmica, 8 = % velocidad
de la onda de conveccion v = % constante de perdida de calor.

Cabe aclarar que aqui tomaremos para los parametros «, 3, v los valores efectivos y
constantes que proviene de un analisis asistolico de envolvente lenta, que se detalla en el
apéndice C, en el cual se puede observar que a pesar de ser funciones de la posicién el com-

portamiento del perfil de temperatura es bastante similar al caso en el que estas cantidades

son constantes siempre que éstas asuman su valores efectivos, definidos en el apéndice C.
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3.2.1. Condiciones iniciales, de frontera

Para resolver la ecuacion anterior de difusién-adveccién de calor que corresponde a una
ecuacion diferencial parcial de segundo orden (si consideramos la parte espacial y temporal),
es necesario conocer una condicion inicial (CI), normalmente para ¢ = 0, que corresponde
a la temperatura inicial, en nuestro caso la temperatura inicial no es constante sino que
depende de z y t (tiempo), también es importante conocer las condiciones de frontera, en
este caso particular las condiciones impuestas son las siguientes.

T (x,0) = 0 condicién inicial

T(0,t) = T, donde T, es el valor de la temperatura en el frente de combustion.

zl’ﬂ?(;bo %(w, t) = 0 para el borde inferior del tubo de combustion.

Dada la descripcion de nuestro modelo podemos imponer las condiciones de frontera tipo

Neumman ya que estas toman en cuenta el valor que adquiere el flujo de calor en la superficie

considerada.
z =0, H% = qp en la parte superior del tubo
r=1, naTéi’t) = qr, en la parte inferior del tubo.

3.3. Meétodo de la funcién de Green

Comentaremos primero sobre el método de imégenes en electrostatica que fue introducido
por primera vez por Lord Kelvin en 1948, corresponde a un método fisico basado en las
propiedades mateméticas del teorema de unicidad del potencial. El método evita resolver la
ecuacion de Poisson o de Laplace, y se aprovecha el hecho de que una superficie conductora
es equipotencial. Su ventaja es que puede convertir un problema complejo en uno simple.

En electrostatica podemos decir que dada una distribucién de cargas, podemos encontrar
una distribucién alternativa en todo el espacio de més sencilla resolucién en la regién de
analisis.

Para poder aplicar el método de imagenes, se tiene que satisfacer dos condiciones.

1. La carga o cargas imagen deben estar situadas en la region conductora. Esta condicion
es para satisfacer la ecuacion de Poisson o de Laplace [18].

Matemaéaticamente podemos decir que dada una regiéon D y una distribucién original R,
y la alternativa Ry en D:

V2¢1 |p= V?¢2 [p=0

2. La carga o distribuciéon de cargas imagen deben estar situadas de manera que en la

superficie o superficies conductoras el potencial sea cero o constante, para asegurar que se
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satisfagan las condiciones en la frontera [19].

D1 |sup= ®2 |sup= (d1 = ¢2) [sup= 10

Las aplicaciones del método son innumerables, entre ellas esta la solucién de estudios
de electrostatica se usa para calcular potenciales, fuerzas y campos, otra aplicacion entre
muchas es en conductores con algin potencial Vj frente a cargas o fuentes puntuales.

Las fuentes puntuales también son una herramienta util para otro tipo de ecuaciones
ademas de la ecuacion de Laplace, en particular la ecuacion de conduccion de calor [21].
Cuando una fuente de calor unitaria e instantanea perturba a un medio entonces el frente
de temperaturas espacio temporal estara gobernado por la funciéon de Green. La solucion
especifica a dicho problema dependera notoriamente de las condiciones de frontera impuestas.
El problema maés simple de este tipo es aquel para el cual no existe ninguna frontera y el
campo de temperaturas converge a cero en infinito. En orden de complejidad se agrega una
frontera plana separando un par de medios con propiedades de conduccién distintas en donde
se deben imponer condiciones de frontera de continuidad tanto sobre el perfil de temperaturas
como sobre sus derivadas normales al plano. Para resolver este problema se puede utilizar el
concepto de fuentes imégenes delineado arriba para problemas electrostaticos. Es decir, si la
fuente real se halla frente a la frontera plana mencionada, para que el campo de temperaturas
satisfaga las condiciones de continuidad para la temperatura y la densidad de flujo de calor
es util agregar una fuente imaginaria colocada por detras de la fronteras entre los medios
a la misma distancia del plano que la fuente real. En el caso particular de que el segundo
medio en donde no esté la fuente real sea un peor conductor de calor que el primer medio
entonces las lineas de densidad de flujo de calor tenderan a ser tangenciales al plano frontera
y la intensidad de la fuente virtual o imaginaria de calor sera casi de la misma que la fuente
real, para que pueda expulsar del segundo medio de manera exacta las lineas de densidad de
flujo provenientes de la fuente real. En este capitulo no haremos un estudio explicito de la
solucién de problemas por medio del método de la funcién de Green y el método de imagenes
solo nos limitamos a comentar las ideas detras de este procedimiento [18, 19, 17].

En el siguiente capitulo aplicaremos estos métodos para describir el comportamiento de
una parte importante del perfil de temperaturas dentro de nuestro sistema, a saber el frente

de calor dentro del tubo de combustion.



Capitulo 4

Solucion Analitica del Modelo

A pesar de que atin no estan completamente comprendidos los proceso fisicos de recupe-
racion térmica, se pueden proponer modelos matematicos que se aproximen a los fenomenos
fisicos y quimicos, sin embargo se sabe que implica grandes desafios matematicos. Debido a
las razones explicadas anteriormente se formulan soluciones analiticas para casos idealizados
y con ello se desprecian importantes aspectos fisicos y quimicos.

En este capitulo se establece y discute un modelo para describir la transferencia de calor
que coincide con un modelo unidimensional ampliamente utilizado en la literatura [10, 6, §]
correspondiente a la ecuacion de adveccion-difusion, en el cual se suponen condiciones de
frontera tipo Neumann, las cuales describen una situaciéon que permite el flujo de calor en
las fronteras de la regién unidimensional que representa un tubo de combustion in-situ.
En el presente trabajo resolveremos el problema con condiciones a la frontera de manera
analitica ofreciendo con ello la posibilidad de poder calcular a partir de un ajuste de las
curvas de los perfiles de temperatura experimentales, las propiedades del medio. Es decir
nuestro modelo sera la base para establecer una metodologia de inversiéon en la cual a partir
de los valores experimentales para los perfiles de temperatura como funcién de la posicion
y el tiempo se pueda recuperar los valores de las propiedades del medio como (velocidad de
onda de conveccién, constante de perdida de calor, flujo de calor en las fronteras, difusion
y advecciéon térmica, ancho del perfil de temperatura gausiano, flujo de calor, punto de
ignicion, etc). Para poder resolver la ecuacion de adveccion-difusion es necesario considerar
las caracteristicas fundamentales que han sido observadas en experimentos realizados con
tubos de combustion, tales como condiciones iniciales y de frontera, espesor de la zona
de combustion, velocidad del flujo, longitud del tubo de combustion, porosidad, valores de

saturacion del agua y aceite, temperatura del frente de combustion, punto de ignicién.

41
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Ecuaciéon de adveccion-difusion con fuente.

Consideremos la ecuaciéon de adveccidon-difusion 3.2.17 que gobierna la dinamica del perfil
de temperatura del medio. Del lado derecho agregamos un término adicional que representa
una fuente de calor de intensidad . Cabe mencionar que este término puede tomarse de
manera alternativa solo a través de las condiciones iniciales como se discutird abajo. El

modelo matemético parte de la ec. 3.2.17 pero agregando el término de fuente, es decir:

2
a% + 6% —(T -Tp) = or 6(x)d(t), (4.0.1)

ot

Hemos aproximada dicha fuente de calor como puntual e instanténea como lo indica la
presencia de ambas funciones delta de Dirac en el espacio y en el tiempo. En los experimentos
de tubo de combustion In Situ esta fuente de calor se consigue colocando una resistencia
eléctrica en forma de anillo situada en un punto de la parte superior del tubo, al calentar
considerablemente la porcion estrecha del material que llena al tubo cercana a la resistencia
la temperatura aumenta de manera subita, ésta se enciende formando el frente de combustiéon
que posteriormente comienza a desplazarse. Suponiendo que la regiéon es mucho mas estrecha
que el largo del tubo y que la ignicién ocurre en un tiempo mucho menor al tiempo en el que
el frente de calor recorre al tubo, una fuente puntual e instantanea es una buen aproximacioén.
FEl significado de cada uno de los términos involucrados en la ecuaciéon diferencial parcial de
arriba se describe a continuacién:

8T

O g2

es el término de difusiéon que describe la forma en que se distribuye el calor en el
medio, el cual es caracteristico de la ecuacién del calor. 8 % es un término de advecciéon
(arrastre) es decir desplaza el perfil de temperaturas hacia adelante del frente de combustion,
también es conocido como término de deriva. y(T — Tp) este término se encarga de que los
frentes de temperatura no sean iguales, es decir hace asimétrico al frente. Gamma hace la
diferencia entre el adelante, atras y del centro del pico de temperatura. Qd(x)d(t) corresponde
a la fuente de calor instantanea o region ignicién es decir al instante donde ocurre y es
encendido del tubo de combustion. Aqui d(x) es la funcion delta de Dirac que en este caso
representa una fuente puntual. () es la cantidad de calor que provee la fuente. % es el
término inercial que describe como evoluciona con el tiempo el perfil de temperatura su
coeficiente reduce o aumenta la escala de respuesta temporal.

A partir del instante, t = 0, dejamos que la temperatura evolucione libremente. Estamos
interesados en un modelo matematico que nos permita predecir la temperatura T (x, t) para

toda z en el intervalo que describe al tubo en todo tiempo transcurrido después del instante
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inicial. La ec. 4.0.1 se resolvera a continuacion utilizando la condicion inicial 4.0.2.

T'(x,0) = To, (4.0.2)

Es conveniente mencionar que alternativamente la presencia del término fuente en la ecuacion

diferencial parcial ec. (4.0.1) puede ser remplazada por la condicion inicial siguiente

T(x,0) = Ty + T.o(x/L), (4.0.3)

en donde T, es la temperatura de la regiéon de ignicién que estamos aproximado por un
punto. Utilizaremos en este trabajo ambas representaciones en funcién de la conveniencia
[20].

En las siguientes secciones construiremos cada una de las partes que conforman la solu-
cién general analitica de problema de conducciéon de calor en el tubo de combustiéon. Esta
contiene tres partes a saber una estacionaria y dos transitorias. La parte estacionaria se
encarga de satisfacer las condiciones de frontera de Neumann inhomogéneas que se refieren
al flujo de calor por su extremos. Las partes transitorias son por un lado, la parte que des-
cribe el desplazamiento del frente de calor por el interior del tubo de un extremo a otro la
cual se da en una escala de tiempo relativamente lenta (horas), y por otra, la sucesion de
perfiles de temperatura que unen el estado de temperatura en el instante inicial en donde
la temperatura es constante a excepcién de la pequena regiéon calentada por la resistencia
eléctrica que da origen a la ignicién en el experimento. Esta segunda parte transitoria esta
caracterizada por una escala temporal mas rapida (minutos). Para resolver la ecuacion de
difusién advecciéon con fuente de manera analitica, nos basamos en la literatura para apo-
yarnos en los fundamentos matemaéticos [5, 22, 18, 20, 19, 21, 25], sin embargo cabe aclarar

que la solucién es de nuestra autonomia pues no se encuentra en la literatura.

4.1. Solucion estacionaria

Aqui estudiaremos lo que llamaremos la parte estacionaria, que es una solucioén indepen-
diente del tiempo pero que es capaz de satisfacer las condiciones de frontera para el flujo
de calor. Retomando nuestra ecuacion de adveccion-difusion de calor para medios porosos
(4.0.1).

o*r 0T or

En donde se deben satisfacer las condiciones de frontera



CAPITULO 4. SOLUCION ANALITICA DEL MODELO 44

orT oT
kaix —Q17k%

En donde ¢; y ¢ son las densidades de flujo de calor, k es la conductividad térmica de la

=L

matriz y L es la longitud del tubo.

Condicién inicial cuando ¢ = 0

T(x,t) = Too(z/L), (4.1.3)

T(z,0) =0, (4.1.4)

en donde §(z/L) es la funcion delta de Dirac.

Consideremos el siguiente cambio de variable

T,=T—T,. (4.1.5)

donde T, es la traslacién de temperatura. Despejando de esta ecuacién a T y sustituyendo

en la ec. (4.1.1)

a 0 (TP+TO)
Ox2

INT,+To) 0T, +Th)
Oz T = ot

+ B (4.1.6)

Por propiedades de suma de la derivada, separamos y sabiendo que la temperatura inicial
es una constante obtenemos lo siguiente.

0T,
0x?

oT,
ot

T,

Para resolver este problema con condiciones iniciales y de frontera es conveniente separar la
solucion como la suma de dos contribuciones, una de las cuales w(x) representa el perfil de

temperaturas estacionario que se alcanza una vez que el sistema llega al equilibrio térmico.

Tp(x,t) = w(z) + ul(x,t) (4.1.8)

Entonces por ahora solo resolveremos la solucion estacionaria que es w(z) y al final vamos
a sumar las solucion de la temporal con la espacial. Esto se expresa tomando dw/9t=0 (por

que solo estamos considerando la solucion estacionaria) en la ec. (4.1.7) lo que conduce a:

o+ pf——yw=0 (4.1.9)
x x
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Cuya solucion se puede obtener suponiendo que w = exp(vz). De esta manera llegamos a la

siguiente expresion:

av? exp(vz) + Brexp(ve) — yexp(ve) =0

exp(vz)(av?® + v —7) =0

Obteniendo una ecuaciéon homogénea con coeficientes constantes.

av’+ By —y=0

Entonces

yo B Vit B (4.1.10)

2a 2

(4.1.11)

en donde r = L3/ (2a), p = L\/W /2a, son parametros adimensionales reales. Notese
que también hemos introducido la variable sin dimensiones y = x/L. Dado que la ec. (4.1.9)
es una ecuaciéon diferencial lineal homogénea en w, su solucion general es la combinacion
lineal de las soluciones w = exp(vz) para los dos posibles valores de v dados por ec. (4.1.10)

es decir:

w(y) = exp(—ry) (Aexp(py) + Bexp(—py)) /2 (4.1.12)

en donde A y B son constantes arbitrarias hasta este momento. Es conveniente expresar
las funciones exponenciales en términos de las funciones seno y coseno hiperbélicos, es decir

e*P¥ = cosh py + sinh py, con lo cual obtenemos

w(y) = exp(—ry) (Acoshpy £ Bsinh py) (4.1.13)

Para evaluar las condiciones de frontera dadas por la 4.1.2 derivamos y al resultado lo

evaluamos en cero.

d
Ld—w = exp(—ry) [-r (A cosh py + Bsinhpy) + p (—Asinh py + B cosh py)]
Y

Para x = 0 en donde y = ¥, se tiene

T
T’
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K
©=7 (—Ar + Bp) (4.1.14)

Evaluando la segunda condicion de frontera y = 1 (x = L)

K
G = fer [-7 (Acoshp + Bsinhp) + p (—Asinhp + B cosh p)] (4.1.15)

Resolvemos el sistema de ecuaciones (4.1.14) y (4.1.15) para encontrar las constantes A

y B.

A= (—01pcoth p 4 Oape”cschp + 017) /(p* — 12) (4.1.16)

B = (01p— 017 cothp + e reschp) /(p* — 12) (4.1.17)

en donde hemos definido los parametros adimensionales siguientes 6; = ¢;L/K con i = 1, 2.
Luego entonces resolviendo para A y B e insertando las expresiones resultantes en la ec.

(4.1.13) obtenemos la solucion estacionaria.

—01p coth p + Oype”cschp + 617
w(y) = exp(—ry) pEp cosh py
01p — 017 cothp + 6se"reschp\ .
+ P sinhpy | .

Esta expresion nos proporciona el perfil estacionario no uniforme de temperaturas sostenido

por las condiciones de frontera

4.2. Frente de Calor (transitorio lento)

Comenzaremos por mostrar que la primera solucién transitoria mencionada arriba es
una solucién de la ecuaciéon gobernante del modelo unidimensional que estamos estudiando.
Analizaremos dicha solucion bajo tres distintas condiciones de frontera. La primera solucion
se encontrard sin fronteras, la segunda bajo la influencia de una sola frontera y la tercera

confinada entre dos fronteras.

4.2.1. Medio con fronteras muy lejanas

Con la finalidad de transformar la ec. (4.0.1) en una de las ecuaciones méas estudiadas

en la fisica matematica a saber la ecuacion de difusion, se realiza una transformacion de
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coordenadas Galileanas:

¥ = x4+t (4.2.1)

t =t (4.2.2)

Asi también se realiza el cambio de variable 4.1.5.
Eliminaremos un término de la primera derivada, como se muestra a continuaciéon. En

efecto utilizando la regla de la cadena

0 0Oxz” 0 ot” o0 0

o o1 0x oz ot 0x

o x99 0

E*W%Jrﬁﬁiﬁi ot

Realizando las derivadas involucradas arriba llegamos a lo siguiente

oz’ d(x+Bt)

or ox =1

o0 0B o

o~ o P
Asi que sustituyendo en la ec. (4.0.1)
82T oT, 07,
T —=p—2 4 P
a 2+ﬂ —Yip 66$/+6t’

y cancelando términos se obtiene la ecuacion diferencial de difusion;

1, 0T,

orz T g

La cual después de proponer el siguiente cambio de la variable dependiente 7}, = T et (se

a (4.2.3)

aplica regla de la cadena) se puede simplificar ain méas para conducir a

’ 82T/ ’ ! /8T’
—~t —yt' e s —t -t
e'yam—ve”’T——vTe”—i—e”W.

Es interesante interpretar el cambio de variable dados por las ec. (4.2.1) y (4.1.10), en
donde la fuente de calor (punto de ignicion) es trasladada a velocidad 5 constante, esto signi-
fica que la dinamica de la ecuacion es tal que la fuente se desplaza hacia adelante. Finalmente
llegamos a la siguiente ecuacion que es una ecuacion de difusioén de calor unidimensional con
fuente.

o*r.  or’

O = o Qo(z )(t), (4.2.4)



CAPITULO 4. SOLUCION ANALITICA DEL MODELO 48

Es importante observar que en la ec. (4.0.1) funciéon delta también cumple con la tras-
formada de coordenadas galileanas, por lo que cumple con la condicién bajo la cual la delta
es cero si #'#0 y por tanto 6(x)d(t) = d(z")d(t).

Esta ecuacién inhomogénea es completamente equivalente a su ecuacién homogénea aso-
ciada y una condicion de frontera en el origen, como demostraremos a continuacion. Mas
aun, si fijamos nuestra atencién en todos los puntos del dominio exceptuando el origen
(x # 0) entonces podemos ignorar el término inhomogéneo o fuente dado por Qd(z)d(t) .
Para resolver la ecuacion homogénea resultante (sin fuente) se propone aplicar el método
de separacion de variables, por lo tanto supondremos que 7" = S’(¢') R’ (2'). Insertando esta
expresion en la ecuacion homogénea asociada a la ec. (4.2.4), obtenemos

2 1 /
Q%Zlﬁ = %% (x #0) (4.2.5)

Como se puede notar cada miembro de esta ecuacion es por si mismo una funcion de

variables distintas, a saber el lado izquierdo solo depende de 2’ y el lado derecho solo depende
de t. Sin embargo, ambas variables son independientes. De esta manera cada miembro por
consistencia debe ser igual a una constante que escogemos como A. Esto permite transformar

la ecuacion diferencial parcial en el siguiente sistema de ecuaciones ordinarias:

1 ds’
y
1 &*R’

La ecuacion anterior es una ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes, se propo-
ne una solucion de la forma R’ =exp(ma "), entonces se obtiene una ecuacion caracteristica
de la forma m = j:\/g . La solucién general de esta tltima ecuacién es la combinacion lineal
de las posibles soluciones individuales correspondientes a los dos valores posibles de m.

Por lo tanto las soluciones respectivas son.
S = exp(A\t') (4.2.8)

" E;exp \/gx' + F exp—\/gx', (x”<0) (4.2.9)
Esexp %m’—&—FQexp—\/gm’, (z” = 0) o

en donde cada una de las soluciones de R ’representan la parte izquierda y derecha del

frente de combustion a excepcion del origen que es donde se encuentra el punto de ignicion
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y F1, Fy y E1, E5 son constantes arbitrarias para ser determinadas mediante las condiciones
de frontera.

Hasta este momento hemos ignorado la presencia del término inhomogéneo o fuente de
calor. Para tomar en cuenta su efecto sobre la solucion de la ecuacion diferencial inhomogénea
ec. (4.2.4) integramos la ecuacion completa en torno al origen, en el intervalo [—a, a] para

obtener

a 2t / a
/ [aggj; _ %ﬂ &' = — [ Q3(x)5(t)da (4.2.10)

primero integramos con respecto x

a 2! a
/ (“{?)Q:TW‘;/ T'ds' = -Qd(t) (4.2.11)

—a

ahora integrando con respecto a t

At a
T’ ,
oY ‘iadt—/ T dz |5'=-Q

0 oz’ —a
At a a
oT’ o1’ /
_ = T — T —
of (5ol ~ 5| Ja= [Tt [ arua

sin embargo suponiendo que la temperatura es una funcién continua en cero

+a
lima_m/T/dac |at— 0

en donde debido a que At es muy pequefio utilizamos el teorema del valor medio para

integrales [22].

B oT’
ox’

a

Esta ecuacion nos dice que existe una discontinuidad en la pendiente del perfil de tem-

oT’
oz’

= (Aga (4.2.12)

peraturas cuyo valor es proporcional a la intensidad de la fuente Q. Es decir el perfil de
temperaturas no es diferenciable en 2’ = 0 y representa una condicion de frontera adicional
para el perfil de temperaturas.

Hemos utilizado la conocida propiedad de la funcién delta de Dirac que nos proporciona
la expresion ffa Qd(z)dx = Q. Si ademas tomamos el limite cuando a — 0 y suponemos

que la temperatura es continua (antes y después de la fuente 2’ = 0)

T'0") =T'(07) (4.2.13)
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El comportamiento fisico esperado para el perfil de temperatura es que lejos del punto
fuente =’ = 0 la temperatura tienda a cero asf que para la region situada a la izquierda de la
fuente 2’ < 0 se tiene que F; = 0 en la ec. (4.2.9) mientras que para la region en la derecha
2’ > 0, E; = 0 debe ser cero. De esta forma la solucién por regiones para R’ puede ser

expresada en la forma:

Eexp \/gx’, ' <0
R = (4.2.14)
Fyexp — %1’/, ' >0
Si pedimos que adicionalmente la temperatura 77 = S’(t')R’'(2’) satisfaga las condiciones
de frontera dadas por las ecuaciones (4.2.13) y (4.2.12) se tiene que la primera de estas
hace que F> = E;. Por otro lado la segunda condicién nos proporciona el valor de una de
las constantes es decir Fy = (1/2)Q/v Aa. Sustituyendo estos resultados en la ec. (4.2.14)

obtenemos la solucién para todo punto la cual se puede expresar de manera compacta en

términos de funcion valor absoluto como

. Q
B = e

De hecho esta solucion también satisface las condiciones de frontera del medio ilimitado para

A
oxp —y/ = |z’ . (4.2.15)

las cuales la temperatura se anula si ' — Foo.
Por tanto una solucion de la ec. (4.2.5) esta dada por S’R’ pero la solucion general
es superposicién de estas soluciones para todos los valores de A debido a que la ecuacién

diferencial parcial original es lineal, es decir:

T = /exp()\t’) (2% exp—\/§|z’> d. (4.2.16)

Esta solucion ademaés tiende a cero para valores de ' muy lejano del pico en 2’ = 0.

Finalmente regresado a las variables sin primas tenemos.

_ [ — @ exp — ix
Tp_/o exp((A 7)t)<2m . \/;| +Bt|> ix, (4.2.17)

donde los valores de A se han restringido al intervalo (0,7), con la finalidad de que
T, no diverga cuando el tiempo transcurra ya que solo dentro de este intervalo la solucién
permanece finita para tiempos largos. Esta solucién es vélida en el espacio ilimitado, es decir
cuando no se tiene ninguna frontera y corresponde a un frente de temperatura en forma de
pico que se desplaza hacia la izquierda con velocidad S sin deformarse, sin embargo su

amplitud puede disminuir debido al factor exponencial decayente. El caso en el que solo un
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elemento del espectro es dominante @ = Qpd(A — Ag) ha sido estudiado en otros contextos

[23].
4.2.2. Medio acotado por una frontera plana

Consideremos ahora un medio semi infinito acotado por una frontera plana localizada en

2 = 0. Para cumplir la condicion de frontera (4.0.2)
Tp = (T = To)| 9 =0 (4.2.18)

debemos agregar una imagen de la fuente en movimiento descrita por la expresion (4.2.17)
que esté por detréas del plano frontera y se mueva en direccién opuesta de la fuente original.

Es decir

gl
T, = /0 exp((A — 7)t) 2\6/2% (exp \/§|x + Bt| + GXP\/§|$ - 5t|> dx.  (4.2.19)

Calculado la primera derivada espacial obtenemos

T o [Mexpir - 20 2

(sign(a: + Bt) exp —\/z |z + Bt| + sign(z — Bt) exp —\/5 |lx — ,8t|> d\  (4.2.20)

Evaluando en cero (la condicion referente al flujo).

= M- )2 (e
o /0 p((A =7t~ ( p \/;ﬂt|> dA. (4.2.21)

Suponemos tan solo una contribucion espectral. Es decir, asumimos que Q(\) = Qod(\—

_ 6Tp
q(t) = O

Ao)- De esta manera la ec. (4.2.19) se reduce a

A A
T, = exp((Ao — 7)t)2\;2)i)7a (exp \/E|x + [t| + exp \/ELE - Bt) ) (4.2.22)

Que es fisicamente vélida si A\g < 7 Para este sistema la densidad de flujo de calor

inyectado al sistema estéa dado por

q(t) = —exp((Ao — v)t)% (eXP —\/§ |Btl> : (4.2.23)

El cual corresponde a una funcién decreciente de la temperatura.
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4.2.3. Regioén acotada por dos planos

En esta seccion estudiaremos el comportamiento del sistema propio del trabajo de in-
vestigacion que corresponde a un perfil de temperatura gobernada por la ec. (4.0.1) que se
halla en una regiéon acotada por dos planos en donde el flujo de calor satisface condiciones
de frontera especificas y condiciones iniciales dadas.

En particular analizaremos el perfil producido por el frente de calor inducido externa-
mente mediante una resistencia en forma de anillo que estrictamente es un perfil transitorio
debido a que como mostraremos se desplaza a lo largo del tubo.

Dicha contribucion describe la dinamica del frente de calor que se desplaza a velocidad
constante por el medio y aunque es una solucién transitoria su dependencia temporal es
mucho mas lenta que el perfil de temperatura producido por el otro término transitorio que
analizaremos en la siguiente seccion.

En las secciones anteriores derivamos las funciones de Green asociadas a otras condiciones
de frontera distintas. A saber, para un medio sin fronteras ec. (4.2.17) y para otro medio
con un plano frontera (4.2.22). La funcién de Green para esta region ademés de cumplir las
condiciones homogéneas sobre las derivadas evaluadas en los extremos de la region, debe
satisfacer las dos condiciones sobre la fuente de calor dadas por ecs. (4.2.12) y (4.2.13). Con
objeto de aplicar de manera mas clara estas condiciones separamos la regiéon de estudio en
dos zonas. La primera que comprende la regién entre uno de los planos y la fuente y la
segunda entre la fuente y el segundo plano. Denotaremos por Gj y Gy las soluciones en
cada uno de estas regiones (véase la figura 4.2.1). Las cuatro condiciones de frontera apenas

mencionadas en términos de G; y G toman la forma

OG(z, ")

0w |~ 0 (4.2.24)
Gr(z,0")pme = Grr(z,2")| (4.2.25)
OCulza)) (4.2.26)
Oz oL -
0G(x,2") OGr(x,z") . —Q
ox o o ox o - (At)a (4.2.27)

En donde G; y Gy asumen la forma dada por la ec. (4.2.9) pero similarmente se puede

expresar como combinaciones lineales de senos y cosenos hiperbolicos

G; = E; cosh (m\/§> + Fj sinh <x\/§> , 0<z<a (4.2.28)
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A

Figura 4.2.1: Se muestra esqueméticamente las regiones en que se divide el sistema para
calcular la funcion de Green.Las lineas gruesas verticales son los bordes del sistema y la
linea delgada la posicion del frente de calor.

I\ D)
Gi1 = E5 cosh (:17 > 4+ F5 sinh (x ) ,L>x>7 (4.2.29)
o o

en donde las constantes F, Fo, F} y F5 se obtienen de imponer las condiciones de frontera

anteriores. Notese que G y Gy satisfacen la condiciones ecs. (4.2.24) y (4.2.26), respecti-

G = FE) cosh (x\/x> ,0<z<a (4.2.30)
a

Grr = Acosh(z — L) \/5, L>z>a (4.2.31)

vamente tomando

mientras que las dos condiciones restantes dan lugar a las expresiones siguientes

Ej cosh (x’\ / A) — Acosh (' — L)/ A 0, (4.2.32)
a a
B (D) il sy A 0
Eq " sinh (aj a) A " sinh (¢’ — L) o~ Bha’ (4.2.33)

Existira una solucion tinica para Fy y A siempre que el Wronskiano [22] no se anule lo

cual implica que ambas funciones sean linealmente independientes. Esto es

w(x ) (x”) — v )w'(z")=C (4.2.34)
que es conocida como la formula de Abel. Aqui hemos tomado

w(z) = cosh <ac 2) , v(x) =cosh (x — L) g. (4.2.35)
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Luego si comparamos las expresiones ecs. (4.2.33) y (4.2.34) se tiene que basta tomar

@Q cosh (m’\/§> B Qcosh (' — L) \/g

A= m E, = \/gsmh \/gL . (4.2.36)

Finalmente sustituyendo estos valores en las ecuaciones definidas por las expresiones ecs.

(4.2.30) y (4.2.31), ambas expresiones se pueden escribir de manera compacta de la siguiente

forma

Qcosh \/giz'iL) co}\sh \/ga: 0<az<a

G(l‘ SC/) _ \/gsmh \/EL
’ Qcosh \/g(m') cosh \/g(sz) L>a>a
\/gsinh \/gL r=2

que es la funcion de un Green para una fuente confinada entre dos planos paralelos. Notese

(4.2.37)

claramente que esta funcién cumple con la propiedad G(z,z’) = G(2/,z) requerida para
cualquier funcién de Green [25], en donde los puntos de observacion y fuente se intercambian.
Ahora si sustituimos z’ por su valor en la fuente calor 2’ = 3t e integramos sobre los valores
permitidos de X se llega a la ecuacion G(zx, 5t).

Asi la solucién transitoria lenta que describe el frente de onda es:

Ug(z, t) = /Oﬂ{ dhexp((A —y)t)G(z, pt) (4.2.38)

En esta seccion hemos construido un frente de calor cuya forma es muy similar a la obser-
vada experimentalmente por otros autores [10], para el perfil de temperatura de experimentos
de combustién in-situ. Dicha solucién nos servira para construir la soluciéon completa del per-
fil de temperatura con la ayuda de las soluciones restantes que se discuten en las siguientes

secciones.

4.3. Parte transitoria rapida

Finalmente, calcularemos un segundo perfil transitorio de corta duracién el cual tiene
lugar usualmente los primeros minutos después de la ignicion. Este se encargara de unir de
forma continua el perfil de temperaturas en el instante inicial con el perfil en el cual el frente
de calor ya se ha formado en torno al punto de ignicion. Es decir, analizaremos ahora la otra
contribucién de la solucién transitoria que hemos denominado como rapida en el sentido de
que su tiempo de vigencia es del orden de minutos.

Para ello resolveremos también por separacion de variables la ec. (3.2.17). Es decir pro-

ponemos que



CAPITULO 4. SOLUCION ANALITICA DEL MODELO 55

T =Ty +O(t)Y(x) (4.3.1)

en donde O(t) y T(z) son funciones de una sola variable, en este caso t y x respectivamente.

Insertando dicha funcion de prueba en la ec. (3.2.17) se obtiene la siguiente expresion

1 d*Y () dY(z) 1 de(t)
Y (x) (a dxz? +5 dz _WT(x))_@(t)dt (43.2)

en donde cada uno de los miembros de esta ecuacién son funciones de variables distintas x

y t la cuales por construcciéon son independientes. Es decir, por consistencia igualemos por

separado cada miembro a una constante A, para obtener

d*Y (x) + BdT(m) + (A —)Y(2) =0 (4.3.3)
dx? dx
ae(t) _
— = —A0(). (4.3.4)

La solucion de la segunda ecuacion diferencial es una simple exponencial es decir

O(t) = exp(—Ant) (4.3.5)

mientras que la solucion de la primera ecuacion se busca de la forma Y (z) = exp(iwz) debido
a que ésta es una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes. Esto conduce a la

siguiente ecuacion algebraica

—aw? +ifw+ A, —7=0 (4.3.6)

que tiene por soluciones

_ —if£ /=B + a0y — )

— (4.3.7)

w4

La solucion general de la ecuacion para Y(z) es simplemente la combinacion lineal de la

soluciones para estos dos valores distintos de w, es decir

2 20 20

T(x) = exp(ﬁﬂc) (a exp <z V=P A+ da(h - 7)> + bexp <—i V=32 +da(\, — ’Y))) 7

(4.3.8)
sin embargo ambas exponenciales de argumentos complejos es conveniente reescribirlas en
términos de funciones senos y cosenos. Asi las soluciones de ambas ecuaciones se escriben

como
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@(t) = exp(_)‘nt) (439)
V=32 +da(r, — V)x 4 C cos V=32 +4da(\, —7) x)

2

T(z) = exp(ﬂx) (Dn sin 50 o

(4.3.10)
en donde D,, y C), son constantes arbitrarias que se escogen mediante las condiciones iniciales
y de frontera. Asi, debido a la linealidad de la ec. (3.2.17), la solucién mas general para esta
parte del perfil transitorio de temperaturas sera la combinacién lineal de cada una de las

soluciones para los diferentes valores del parametro A permitidos, es decir

—B2 +4a(\, — —B2 +4a(\, —
Dnsin\/ B2 + daf V)x—f—Cncos\/ B* + 4a( wm
2 2

us = Th + 6%332)\"67)‘"15 <
(4.3.11)
en donde para que esta solucién satisfaga las condiciones escritas en la ec. (4.2.24 4.2.26) es

necesario que se satisfagan las expresiones

3214 _
V=B +4a(N, M, 4 BCn
2 2c

=0 (4.3.12)

B . - 167 n— - a n—
Bes (D, Sln(—\WL) +c, COS(—V"QJF;Q(’\W)L)) .

—B2+4a(An—7)
2a
“F T da(n, - B T da(n, -
2 (D, cos(Y P +2a( Dy e sin( Y +2a( D=0 (4313)
« «

Vi 7,32“”245()‘7177) I

2 2 . , e 1 .,
Q@ (”—Lﬂ) + f—a +~. Aqui n es un niimero entero positivo. De esta manera la dltima expresion

2«

de donde eliminando D,, se llega a la expresiéon sin = 0 y por tanto \,, =

sumada con la solucién transitoria derivada en la seccién 4.2 y correspondiente al frente de

calor, queda como

u(z,t)-Ty = /(: dXexp((A=)t)G(z, Bt)—i—exp(%x) exp(—Ant) Z(Dn sin nrz+C,, cosnwzx).
n=0

(4.3.14)
Aqui las constantes D,, y C,, se deben determinar mediante la condiciéon inicial para el

frente de temperaturas como se haréa en la tltima seccion.

4.4. Perfil de temperaturas completo

Recopilando las tres contribuciones deducidas para el frente de temperaturas se tiene
que el perfil de temperatura esta dado por la suma de las soluciones transitorias ec. (4.3.14)

y la solucion estacionaria ec. (4.1.13) es decir
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T(z,t=0) = To+exp(—ra/L) (A coshp% + Bsinhp%) + /AY dAexp (A—y)t)G(z/L, pt)

0
S L
+ Z Cpexp(—Ant + %x)(cos mr% - 2571_@ sin mr%) (4.4.1)

n=1
En donde los coeficientes C,, se obtienen a partir de la condicion inicial T'(z,0) = Ty que

conduce después de evaluar en el tiempo ¢t =0 a

gl
0 = exp(—rz/L) (Acoshp% + Bsinhp%) + / d\G(z/L,0)
0

2
0 14+ (2(zn7r)
B 2
+ ;::1 Ch exp(fam)%sm(nwi — arctan zgw), (4.4.2)

en donde hemos expresado la suma de las funciones sin v y cos v en términos de una amplitud

Z y una fase ¢, es decir como = sin(u — ¢). Si suponemos que Q(A) = Qod(A — A\g) ademas

de hacer la traslacion en la variable z = 2 — (1/n7) arctan 2%76” se obtiene que

exp(—gfrac) (A coshp% + BSiHhP%) +G(z/L,0) =

2
2anm
- 1+( LB ) . z
- Z Cn 2anm Sln(nﬂ—Z) (443)
n=1 LB

lo cual expresa la funcion de la izquierda como combinacion lineal infinita de las funciones
{sin(n7%),n > 0, nentero}. Es decir, se expresa como una serie de Fourier. Para encontrar
los valores de los coeficientes de esta combinacién lineal utilizaremos las propiedades de
ortogonalidad y completes del conjunto de funciones {sin(nw%),n > 0, nentero} en el

intervalo (0, L). Esto es

2 [* . zZ, . z 0, n#m
E/o dz sm(mrf)sm(mﬂz) = Opnm = { 1 nem (4.4.4)

en donde J,, ,, es la funcion delta de Kronecker. De esta manera, multiplicaremos la expresion
(4.4.3) por sin(mm 7 ) para posteriormente integrar ambos lados de la expresion en el intervalo

(0, L). Esto conduce a
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L
/0 {exp(—?znx) (A coshp% + Bsinhp%) + G(m/L,O)} sin(mﬂ%)dz =

2 2
2anm 2amm
i +( ) /Ldzs'n(n Z)sin(m Z) B 1+( Lﬁ ) (4.4.5)
-~ in(nm— r=)=-Cpf——— A.
ot QCL"B”T o L L amm

Aqui hemos utilizado la propiedad de ortogonalidad de la base de funciones senos ec. (4.4.5)

para reducir la serie infinita a solo un término. Despejando el coeficiente C,,, se obtiene

—amm
6 1 + 2am7r
\/ LB

Insertando en esta tltima ecuacion (4.4.1) ya se tiene la solucion general, que al cal-

T (A coshp% + Bsinhp%) + G(z/L,0) sin(mw%)dz.

(4.4.6)

cular los pardmetros A y B a partir de la ecs. (4.1.16) y (4.1.17), incluye tanto las partes
estacionarias como a las transitoria de la solucion. Es decir este perfil de temperatura des-
cribe la dinamica completa del sistema que incluye un perfil estacionario impuesto por las
condiciones de frontera para el flujo de calor. También incluye ambas partes del perfil de
temperaturas transitorios que contiene la contribucién generada por el frente de calor indu-
cido por las condiciones iniciales o fuente de calor instantaneo, y el perfil transitorio rapido
que une de forma continua la condicioén inicial con dicho frente de calor.

A continuacion procederemos a valorar en peso relativo de las distintas contribuciones
para restringir nuestro anélisis a la parte que delimitaremos por la condiciones fisica para
confrontarla con resultados experimentales en el siguiente capitulo.

Notemos que el tercer término de esta expresién corresponde a la solucién transitoria
rapida que solo tiene relevancia durante los primeros minutos posteriores al encendido de la
llama como a continuacién mostramos sigue leyendo. En efecto los tiempos caracteristicos
para el decaimiento de cada uno de los modos en la suma del tercer término de la ec.
(4.4.1) estan dados por la expresion 1/\,, = (« ("—L”)2 + % +v)~! que nos muestra que los
tiempos de decaimiento de los diversos modos son mas cortos conforme el orden n del modo
aumenta. De esta manera, el modo uno seria el que mas tarda en decaer con tiempo tipico
1/ A, = (% +7)~! que debe ser mucho menor que el tiempo necesario para que el frente calor
descrito por el segundo término de la ec. (4.4.1) recorra el tubo L/f. Experimentalmente
se encuentra que el primero dura minutos mientras que el segundo tarda horas. En este
analisis prescindiremos del tercer término ademas consideramos que de todas las componente

espectrales del segundo término solo una es distinta de cero. Obtenemos.
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Ty (x,t) =Ty + exp(—raz/L) (A Coshp% + Bsinhp%) + exp((A —¥)t)G(z/L,0t) (4.4.7)

para el perfil de temperaturas dentro del tubo de combustién, En el siguiente capitulo
utilizaremos esta expresiéon para comparar y ajustarla con datos experimentales tomados de

la literatura.



Capitulo 5

Analisis General

En este capitulo completamos nuestro anélisis realizando una simulacién numérico simple
y elemental de la ecuacion gobernante para el perfil de temperaturas ec. (4.0.1) imponiendo
condiciones iniciales y de frontera para tener una estimacion global del orden de magnitud de
los parametros utilizados en una corrida caracteristica. Esta simulacién ademés nos muestra
una concordancia cualitativa y cuantitativa con el tipo de soluciones analiticas del capitulo
anterior. Ademas realizamos un ajuste de los parametros de manera més fina utilizando la
soluciéon analitica obtenida en el capitulo anterior. Mostramos finalmente como a manera
de ilustracion bajo algunas condiciones adicionales el ajuste del frente de temperaturas se
puede reducir a un ajuste lineal por intervalos dando lugar a expresiones analiticas para el

calculo de los parametros de transporte del medio que rellena el tubo de conduccion.

5.1. Meétodo numeérico

Con el fin de realizar una estimaciéon gruesa de la gran cantidad de parametros invo-
lucrados en el modelo efectuaremos una simulacién numérica lo cual ademéas nos permite
comparar y completar nuestro andlisis. Resolvemos numéricamente la ec. (3.2.17) utilizando
un método explicito de diferencias finitas progresivas. A continuaciéon explicaremos los linea-
mentos generales del algoritmo. En un método numérico cada una de las derivadas parciales
involucradas en la ecuacién diferencial parcial se aproximan por cocientes de diferencias
como se presentan a continuaciéon

oT(x,t)  T(x,t+k)—T(z,t)

ot = A + error

k 0%u(x, by,
errorz—g%, t<ty, <t+k (5.1.1)

60
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oT(z,t)  T(x+h,t)—T(x,t)
e 3 -+ error (5.1.2)

h? 93T (z,t)
error =~ = 5 (5.1.3)

) N _
B Za“;yg,t) _ T(x+ht) QTg,t) +T@=ht) oo (5.1.4)

h? 0T (z,t)

error = —EW (515)

En términos generales solo es importante el orden de magnitud del error de truncamiento.
Para efectuar el calculo numérico sera necesario definir una rejilla o malla en el plano x — ¢
definida por la asignacion (x,,t;) = (xo + nh,to + jk) en donde zy y to es un punto de
referencia y n, j son nimeros enteros. Los puntos (z,,t;) son los puntos de la rejilla. Las
separaciones de la rejillas son h y k& que se tomaran constantes por lo que la rejilla es
uniforme y ademés con la misma magnitud lo que hace la rejilla cuadrada. Los valores de
la temperatura evaluando en cada uno de los puntos de esta rejilla seran denotados por
Tnj =T(xp,t;).

De esta manera la ecuacion diferencial de nuestro interés ec. (3.2.17) se puede aproximar

de la siguiente forma [26].

Toy1,; — 20 +Th_1,
72

Toy1j— T
h

(T j+1 — Thnj)

=0.
k

(5.1.6)

DIT] = of )+ B( ) = (Tn —To) -
Esta discretizacion de la ecuacion diferencial original se efectiia con el fin de obtener una
aproximacién util que sea mas exacta en la media de que h y k tienda a cero. La ecuacion

diferencial parcial dada por la ec. (3.2.17) se resolvié numéricamente sujeta a las siguieres

condiciones inicial

Q x—x9)2
T(z,0) = N exp(—( = ) ), (5.1.7)
y de frontera
oT oT
%(Ovt) =dq1, %(lat) = q2. (518)

Es importante mencionar que hemos tomado como condicion inicial una funcion gaussiana
de dispersion o centrada en xy = 0.05 la cual representa el frente calor inicial tomado en
cuenta a lo largo del texto como el término ihhomogéneo o fuente en la ec. (4.0.1). Cabe

mencionar que en dicha ecuacién el mencionado término es proporcional a la funcién delta
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| Parametro | Valor simulaciéon ntm.

o) 0.01
xo 0.05
01 0.1
05 0.2

o 1/40000
I} -1/30
0 -0.1

q 25

Figura 5.1.1: Perfil de temperaturas T(°C') como funcién de posiciéon z(cm) y tiempo ¢(hr),
calculado numeéricamente por diferencias finitas

de Dirac y aqui lo hemos aproximado por una funcién gaussiana con dispersion finita basado

en el hecho de que

. (z — 20)*
1 S Sl L7
0 2ro exp( o?

) = 0(z — xp). (5.1.9)
Sin embargo no podemos reducir la dispersion de la gaussiana indefinidamente por que esta
limitada por la separacion de las rejillas de la malla h y k.

los valores obtenidos para los pardmetros en la simulacion numérica se muestra en el
cuadro 5.1:

La Fig. 5.1.1 muestra claramente como el frente de calor cuya forma inicial es un perfil

gaussiano se desplaza robustamente y practicamente sin deformarse a velocidad constante
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800}

600

400

200+

200}

Figura 5.1.2: Perfiles de temperaturas en diez distintas posiciones como funcién del tiempo
correspondientes a curvas de nivel de la Fig 5.1.1

a través del medio (tubo de combustion). La simulacion incluye el tubo completo de un
metro, el cual es recorrido en diez horas. La superficie de esta grafica presenta algunas
irregularidades en la region del frente de calor, sin embargo estas imperfecciones son espureas
como puede observarse en la grafica 5.1.2. En dicha gréafica también se puede observar que la
amplitud del frente de calor cambia en sus diversas posiciones de tal forma que es maxima

cerca del borde superior del tubo, disminuye y posteriormente vuelve a crecer.

5.2. Formalismo de ajuste analitico

Como hemos comentado antes existen experimentos In Situ en donde se hacen simula-
ciones del frente de calor desplazandose dentro de un tubo controlado en un laboratorio.
Estos experimentos usualmente proveen el perfil de temperatura como funcién del tiempo
medidos cada cierto intervalo del orden de diez posiciones a lo largo del tubo. El objeti-
vo de esta seccion es discutir la forma en que la expresion dada por la ec. (4.4.7) puede
ajustarse a algunos de los datos experimentales reportados en la literatura. La idea esencial
es calcular la varianza global de todos los puntos experimentales con respecto a la curva
tedrica. Es decir, evaluamos los valores de posicion y tiempo en la expresion dada por la ec.
(4.4.7) y restamos su correspondientes valores experimentales de temperatura medidos, lo
cual después de elevar al cuadrado y sumar sobre todos los valores de posiciones y tiempos

nos proveera la desviacion de dicha representacion, esto es

Var = E”(Tf(fﬂl,t]) - Ej)Q. (521)



CAPITULO 5. ANALISIS GENERAL 64

Sin embargo este valor dependera fuertemente de los valores que hallamos utilizado para
los pardmetros de T es decir r, p, a, 3,7, A. Por tanto la forma méas 6ptima de obtener
dichos parametros es minimizar esta funcién con respecto a los mencionados parametros para
obtener un sistema de ecuaciones acopladas a partir de las cuales se pueda determinar dichos
pardmetros resolviendo numéricamente las ecuaciones resultantes. Dicho calculo para nuestra
funcion T es algo largo y rebuscado para el caso mas general. No obstante a continuacién
desarrollaremos un caso simplificado por hipétesis adicionales para Ty con el objeto de
ilustrar de manera clara este procedimiento.

Notese que la expresion ec. (4.2.37) se puede entender como la superposicion de un gran
namero de frentes de onda si desarrollamos en series la expresion para G considerando \/g L
un parametro grande lo cual corresponde en términos generales a tener un tubo muy largo
con respecto con el ancho del frente de calor. Es decir desarrollamos en serie de Taylor la
funcioén seno hiperbélico del denominador para expresar el resultado como una superposicion

de exponenciales reales

o Q% <ZZO—0 exp \/g(ﬁt —2L(n+1))+ > 07 exp f\/g(ﬁt + 2Ln)> x < Bt

QL\/@ (Z;'LO_O exp \/g (x—2L(n+1)) — >~ jexp —\/g (z+ Ln)) x> Bt

’ (5.2.2)

Esto es cierto solo cuando el ancho de los frentes de onda /a/\ que forman la solucion

anterior tiene la estructura de picos lo cual significa mateméaticamente que dependen como

exp(— |z| /e), en donde € es un parametro que caracteriza el ancho de cada pico. Como se

puede ver de la ec. (4.2.37) dicho parametro por e = m usualmente el borde inferior del

tubo se halla a una distancia del orden de un metro pero la velocidad de propagacion del

frente es tan lenta que es alcanzado en un tiempo del orden de diez horas de tal forma que
antes de que esto ocurra la presencia del borde inferior sea practicamente imperceptible.

Por esta razén supondremos que \/g L > 1 de tal forma que por lo de arriba

ot [3(at— ) [e0(y/201 - D) + expl— 201 - D)
lim =
PVl i 2L V& |ew(y/30) - exn(-20)]

exp(— %Bt
—>p()\\/>)(1 + 2exp((Bt — 2L)\/§) cosh \/zﬁt)
)

Va

(5.2.3



CAPITULO 5. ANALISIS GENERAL 65

lim

L>/a/X \/gsinh \/gL B \/g [exp(\/g[z) —exp(— ()LL)}
%exp(—\/gm)(l + 2exp((x — 2L) \/z) cosh \/5:0) (5.2.4)

De esta manera la funciéon de Green se reduce a

ymﬁ%ww$§bﬁ%%mu+%mm%—uwgnmlim)x<m
chp(\/g(ﬁtfr);ir/cgp(*\/g(ﬁt+x)) (1+ 2exp((z — 2L) \/g) cosh 2$) x> Bt

G(z, pt) =

la cual se puede escribir de forma compacta utilizando la definicién de la funcién valor

absoluto

xp(—y/ 2 | — Bt])
Gl Bt) = Qs i;k F(z) (5.2.6)

en donde z~ es el valor mas grande entre los valores max{x, 8t], asi mismo z es el valor

mas pequenio {z, 3t] son los valores maximo y minimo de este par de variables. Aqui la

Fz)=(1+ exp(2\/§x<))(1 +2exp((xs> — 2L) \/z) cosh \/§m> (5.2.7)

fue definida de tal forma la ec. (5.2.6) reproduce la expresion dada por ec. (5.2.5) de manera

funcion

compacta.

Asi el perfil de temperatura estara descrito por

exp(—y/2 & — )

que se puede entender como la superposicion de dos frentes de onda propagandose en direc-

T(x,t)=Q exp((A —v)t)F(x) (5.2.8)

ciones opuestas con velocidades —(3 y 8. Ambos frentes parten en instante inicial del borde
superior del tubo y posteriormente se separan de tal manera que el frente con velocidad
positiva penetra el tubo y viaja a través de éste, mientras que el otro frente se mueve en
direccién opuesta como si estuviera por arriba y fuera del tubo. Evidentemente este segundo
frente es solamente una imagen virtual en el sentido discutido en la seccién del método de
imégenes, de tal forma que permite que satisfagan las condiciones de frontera en el borde

superior.
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Figura 5.2.1: Perfiles de temperatura (°C') como funcién del tiempo (hr) obtenidos a partir
de la solucion analitica dada por la ec. (4.4.7)

Consideremos el logaritmo del perfil de temperaturas descrito por la ec. (5.2.8), es decir

A
InT(z,t) = In @ + (A=)t — /= |z = Bt| + In[F(x)] (5.2.9)
A e
2\a
Para analizar la expresion resultante es conveniente separar la expresion en dos intervalos

como sigue

ln% +A=—7- \/gﬁ)t—k \/gzr—i—ln(F(m)) x < Pt

InT(z,t) =
IS+ (A -+ VAR - \[Ar 4 m(P(@) = > pt

(5.2.10)

De esta manera la relacion entre InT'(z,t), t y « es lineal para cada uno de los intervalos
si ocurre que \/gL > 1. Es decir. el ancho de los picos de temperatura es mucho menor
que la longitud del tubo. Dada esta condicién partiremos de los datos experimentales de
temperatura como funcion del tiempo para las posiciones especificas de los diez transductores
con el objeto de estimar las pendientes y ordenadas a través de ajustes lineales. Es decir,

utilizando los datos experimentales podemos calcular

A
q = lni; plz)\—fy—l—\/gﬁ; (5.2.11)

2\/2
A—v—\/gﬁ; r:\/g (5.2.12)

b2
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a partir los cual podemos determinar los pardmetros de nuestro modelo

= (pr+p2)/2+7, B=(p1—p2)/(2r)

Q = 2re’, a=((pr+p2)/2+7)/r

Si por otro lado el ultimo término de la ec. (5.2.10) no es despreciable puesto que el ancho
de los frentes de temperatura no es mucho mas estrecho que la longitud del tubo, entonces la
relacion entre y(z,t) = InT(z,t), t y 2 no es lineal. En consecuencia sera necesario minimizar
directamente las expresiones a partir de la varianza de los datos experimentales sometidos

a la relacion funcional de la ec. (5.2.10), es decir

Var = Z Z (q+ patj — ra; +In(1 + e 2P17P) g (g, 15))?

i (p1—p2)t;<2rz;

+3° 3 (gHputy b rm b In(l e ) — gz t)2 (5.2.13)

i (pr1—pa)t;>2rm;
Aqui la primera suma interior se efectia para valores de los tiempos tales que la medida de
temperatura se hicieron antes de que pasara el pico del frente de calor (p1 —p2)t; < 2rz; para
posteriormente realizar la suma sobre todas posiciones de los sensores de temperatura. El
segundo término toma en cuenta las contribuciones del perfil de temperatura que se hallan
por delante del frente de calor. Notese que por construccion la funcion Var calcula la suma
de los cuadrados de las diferencias verticales entre los puntos experimentales y(x;,t;) =
InT(z;,t;) y los valores que provee la curva analitica ec. (5.2.10). De esta manera cualquier
diferencia en alguno de los puntos contribuiré a la suma total y esta solo seré nula si todos
los puntos experimentales caen exactamente sobre la curva analitica. Sin embargo, la curva
optima seréd aquella cuyos parametros reduzcan al minimo el valor de la varianza.

Por tanto tomando la derivada de esta expresion respecto a cada uno de los parametros

q, p1, p2, r'y A eigualando cada una de las expresiones resultantes a cero se obtiene

Z Z (q + p1t; +7"$i+1n(1—|—ef2mi) _y(fiﬂfj))-i-
v (p1—p2)t;<2rz;

Z Z (q+pit; +rz; +1In(1+ e 2™ — y(z;,t5)) =0 (5.2.14)

i (p1—p2)t;>2rz;
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S0 g tmty e b In(l e )~y ) -
i (p1—p2)t;>2rz;
t.e—2(P1—p2)t; B B v
> X 1 i 2y, (A T2ty — et In(l e Aol —y (i, t5) = 0
i (p1—p2)t;<2rz;
(5.2.15)

| 4 3e-201-p2)y ——

E E ) e —2(p1—p2)t;j\ _ 4
¢ e t5( 1+ e—2(p1—p2)t; )@+ patj —rzi+In(l+e L) —y (i, ty))+
v (p1—p2)t; <2rz;

Z Z z;tanh 7w, (q + pitj +ra; +In(1+ e 2" — y(z4,t5)) = 0 (5.2.16)

© (p1—p2)t;>2rz;

S>> g tpaty - rm+ (14 e 2O y(a 1))

i (p1—p2)t;<2rm;
(5.2.17)
t.e—2(P1—p2)t; ) . |
D X T @ ety i (4 eTHR TNy ) = 0
i (p1—p2)t;>2rz;

(5.2.18)

Este es un sistema de ecuaciones acopladas no lineales para los parametros g, p1, p2, 7 v A.
Insertando los valores de las mediciones experimentales (z;,¢;,InT(z;,t;)) se establece un
sistema de ecuaciones para dichos pardmetros y se busca su solucién numéricamente para
determinar dichos parametros los cuales daran el ajuste 6éptimo el cual reducira al minimo
el valor de la varianza calculada.

Antes de terminar esta seccién insistimos en el hecho de que para el caso mas general
minimizamos la ec. (5.2.13) con respecto a los mismos pardmetros ¢, p1, ps, r y A para
obtener un sistema de ecuaciones algebraicas acopladas a partir de las cuales obtenemos
los valores que minimizan la varianza. Hemos omitido estas expresiones para el caso mas
general por brevedad y solo hemos mostrado los casos explicitos asociados a la condicién

simplificante \/gL > 1.

5.3. Ajuste de las curvas.

En las figuras (5.2.1) se muestran los perfiles de temperatura obtenidos a partir de la
solucién analitica con condiciones de frontera de flujo de calor en los bordes. Cada uno

de estos corresponde a los valores de las temperaturas como funcién del tiempo para cada
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Figura 5.3.1: Ajuste de modelo analitico completo con datos experimentales tomados de la
referencia [10] para los tres termopares mas altos
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Figura 5.3.2: Lo mismo que para la Figuras 5.3.1 pero para los tres termopares de posiciones
intermedias

| parametro | valor ajustado |

A 0.0003
To 0.05
0, 1
0 2
«a 1/40000
B8 -1/10
vy -0.1
4 0.005

Cuadro 5.2: Valores estimados por el ajuste analitico
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Figura 5.3.3: Lo mismo que para la figuras 5.3.1 pero para los tres termopares de posiciones
mas bajas
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Figura 5.3.4: Errores relativos en las curvas de las figuras 5.3.1 correspondientes a los tres
primeros termopares

una de las nueve posiciones de los sensores de temperatura utilizados en el experimento.
La primera aproximacion gruesa a los valores de lo parametros involucrados se hizo en la
seccion 5.1 mediante la simulaciéon numérica basada en diferencias finitas. Posteriormente
los valores de los mismos parametros fueron refinados resolviendo numéricamente el sistema
de ecuaciones acopladas discutido en la seccién 5.2 los cuales fueron establecidos bajo la
condicién de minimizar la varianza definida en la secciéon anterior. Se observa una diferencia
entre los perfiles de temperatura obtenidos experimentalmente de los resultados analiticos
que es diferente en magnitud para cada una de las tres gréficas.

La graficas 5.3.1, 5.3.2 y 5.3.3 muestran la comparacion de los resultados analiticos y

los experimentales para los perfiles de temperaturas. En estas graficas las curvas continuas
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Figura 5.3.5: Lo mismo que en la figura 5.3.4 pero para los termopares en las posiciones de
medicion intermedias

representan los valores analiticos que aporta el modelo analitico mientras que los putos co-
rresponden a los valores experimentales tomados de la referencia [10]. Se nota de la figura
5.3.4 que los perfiles reportados por los dos primeros termopares, o los mas altos, difieren
mucho més del modelo analitico. De hecho la forma cualitativa del perfil de temperatura
registrada por el primer termopar es cualitativamente distinta del resto de perfiles de tempe-
ratura sobretodo en la forma redondeada que tiene el frente de calor que presenta la region
de més alta temperatura. Esta forma ensanchada del pico del frente de calor manifiesta como
la region de combustion se encuentra mas expandida espacialmente de lo que registran los
otros termopares para los cuales de hecho el punto mas alto se transforma en una discon-
tinuidad o pico en la pendiente del frente de temperaturas. Esto nos dice que justamente
el frente de calor cuando pasa por el primer termopar, lo cual ocurre unos minutos después
de haberse iniciado la combustién, es una region de algunos centimetros de grueso mientras
que posteriormente dicha region se estrecha considerablemente dando lugar a los perfiles de
temperatura registrados por todos los siguientes termopares. De esta manera podemos espe-
rar que nuestra aproximacion analitica sea mas lejana de los registros experimentales puesto
que en este primer perfil el ancho de la region de combustién no es despreciable y existe un
acoplamiento no local de la ecuaciéon de energia con las ecuaciones de conservacion de masa.
De hecho los errores promedios asociados a este conjunto de curvas son considerablemente
notables como se discute a continuacién.

Las curvas presentadas en las figuras 5.3.2 y 5.3.3 por otro lado, son bastante mas cercanas

a los datos experimentales aunque presentan errores globalmente menores al 10 %.
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Los valores provenientes de este ajuste se presentan en la tabla 5.1, cual podemos cuan-
tificar evaluando directamente la funcion varianza dada por ec. (5.2.13) que nos da una
medida de la bondad del ajuste que aqui hemos realizado. De hecho la desviaciéon estandar
relativa resulta del cociente o = W en donde N es el nimero de perfiles de
temperatura utilizado en el célculo. Para nuestro caso obtuvimos ¢ = 16 %. Con el objeto
de confrontar de manera individual los errores locales de nuestra aproximacion graficamos
de manera individual las diferencias entre nuestro aproximacién analitica y los datos expe-
rimentales. En efectos los errores relativos correspondientes a las graficas (5.3.1), (5.3.2) y
(5.3.3) se muestran en los graficas (5.3.4), (5.3.5) y (5.3.6), respectivamente. Notese en la fi-
gura (5.3.4) como los errores correspondientes a la zona del maximo del frente de combustion
de la curva registrada por el primer termopar tienen errores hasta del 40 %, posteriormente
la magnitud de los errores dentro de la misma curva van disminuyendo réapidamente. Las
curvas asociadas al segundo y tercer termopares también inician con errores grandes de 35 %
y 30% para decrecer una vez que se rebasa la region del maximo. Los errores locales en
las graficas (5.3.5) y (5.3.6) no superan el 20% y el 15% sin embargo para la mayoria de
los puntos del tubo son menores que estos valores. En resumen, los errores locales en la
vecindad de la region de combustion para los frentes medidos por los primeros termopares
son hasta del 40 % mientras que lejos de dicha region y para los frentes registrados por los
otros termopares son muy pequenos. Esto causa que en conjunto y de manera global nuestra
aproximacién analitica presenta el error del 18 %, comentado arriba.

Complementariamente mostramos también en la Fig. 5.3.7 los ajustes al perfil de tem-
peratura obtenidos a través de la aproximacion dada por la ec. (5.2.8) la cual se derivo
utilizando la aproximacion \/gL > 1. A diferencia de los perfiles de temperatura sin apro-
ximacion, la altura méaxima del pico disminuye monétonamente mientras éste se desplaza.
En este sentido es importante notar que la dependencia de la altura del pico en la figura
(5.3.7) no es monotona.

En las figuras (5.3.8) (5.3.9) y (5.3.10) se muestran la confrontacion de esta expresion
aproximada con los datos experimentales. En este caso el calculo de la desviacion estandar
relativa nos proporciona un valor poco mayor a ¢ = 18.5 %, mostrando que la expresion
exacta es mejor aunque solo un poco. Si esta tendencia se confirmara a través de otras
comparaciones resultaria ttil emplear esta expresion simplificada para realizar la inversion
del problema.

Cabe mencionarse que al igual que en el modelo exacto, las dos primeras curvas de la

figura (5.3.8) correspondientes al primer y segundo termopares muestran, no solo diferencias
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Figura 5.3.6: Lo mismo que en la figura 5.3.4 pero para las termopares en las posiciones de
medicién méas bajas
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Figura 5.3.7: Perfiles de temperatura (°C) como funciéon del tiempo (hr) ajustados supo-

niendo la aproximacion \/gL > 1.
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Figura 5.3.8: Ajuste de modelo analitico bajo la aproximaciéon \/gL > 1 con datos experi-
mentales tomados de la referencia [10] para los tres termopares mas altos

cuantitativas sino cualitativas, si se toma en cuenta que la forma de la region de temperaturas
mas altas es redondeada en contraste del pico asumido por el modelo analitico. Sin embargo,
la regiéon posterior a esta zona es también bastante apegada al comportamiento registrado
experimentalmente.

Por otro lado las graficas (5.3.9) y (5.3.10) muestras que las curvas experimentales estan
bastante cercanas a las curvas que provee el modelo, sin embargo en este caso la altura de los
méaximos de los frentes correspondientes a cada termopar no muestran la misma tendencia.

Los errores relativos locales asociados a cada una de estas curvas también fueron cal-
culados y muestran la mismas caracteristicas encontradas para el modelo anteriormente
discutido. Es decir, las confrontaciones correspondientes a los dos primeros termopares con-
tribuyen con la mayor parte de los errores del orden del 40 % especialmente para los puntos
en torno a la regiéon en torno al maximo de temperatura o zona de combustion. El resto
de los puntos y curvas asociadas a los otros termopares presentan errores relativos bastante
mas pequenos de tal forma que en conjunto y de manera global el error de la aproximacion

es del 18 %.

5.4. Discusion de los resultados

En este capitulo hemos realizado una simulacién numérica del frente de calor desplazan-
dose a lo largo del tubo de combustién utilizando el método de diferencias finitas. Estas
nos sirvieron para estimar de manera gruesa los parametros involucrados en el ecuaciéon

diferencial imponiéndose las condiciones iniciales y de frontera discutidas en la seccién 5.1.
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Figura 5.3.9: Lo mismo que en la figura 5.3.7 pero para los tres termopares intermedios.

300
250
200

150

Figura 5.3.10: Lo mismo que en la figura 5.3.7 pero para los tres termopares de posiciones
més bajas.
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Impusimos ademés el comportamiento cualitativo del frente de calor observado en los experi-
mentos. Posteriormente ajustamos el perfil de temperatura analitico obtenido en el capitulo 4
a un conjunto de datos experimentales reportados en la literatura mediante la minimizaciéon
de su varianza en funciéon de los parametros del modelo analitico. Este procedimiento nos
llevo a plantear un conjunto de ecuaciones algebraicas para los parametros mencionados las
cuales resolvimos numéricamente partiendo de los valores arrojados por la simulaciéon numé-
rica como primera aproximacién. Cabe mencionar que la etapa numérica no es indispensable
sin embargo redujo el tiempo para optimizar los parametros correspondientes. Ademas de
proveernos de una perspectiva complementaria que nos muestra la consistencia de nuestro
modelo. Este ajuste de parametros lo realizamos utilizando dos versiones del modelo ana-
litico. El primero, el mas exacto, para el cual solo ignoramos la parte transitoria rapida
discutida en la ultima seccion del capitulo 4 y el segundo en donde supusimos que el ancho
del frente de calor es menor que el largo del tubo e ignoramos la parte estacionaria del perfil
de temperaturas. Las comparaciones de ambos ajustes con las mediciones experimentales
tomados de la literatura se muestran en las figuras (5.3.1)-(5.3.3) y (5.3.8)-(5.3.10). Una
estimacién cualitativa de la confiabilidad de estos ajuste lo obtuvimos calculando la desvia-
ci6n estandar relativa de cada ajuste la cual resulto ser de 15 % para el primero y de 18.5%
para el segundo. Esta relativamente corta diferencia entre la bondad de ambos ajustes deja
ver que la diferencia entre ambos modelos es en cierta forma cualitativa como se puede ver
comparando los perfiles de ambos frentes en las figuras (5.3.1) y (5.3.3) ya que solo consiste
en un pequenio cambio en la dependencia de la altura de los frentes conforme se desplazan
por el tubo. Este hecho podria sugerir utilizar el modelo més simplificado para realizar el
ajuste y la inversion de datos para obtener las propiedades del medio bajo el argumento de

simplificar el algoritmo utilizado.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se llevd a cabo un estudio analitico con validacién numeérica del perfil
de temperaturas a través de un tubo de combustion In Situ. Se utiliz6 uno de los modelos
unidimensionales mas conocidos para describir dicho proceso. Estudiamos detalladamente
cada una de las soluciones involucradas y asociadas a los distintos procesos involucrados
en este fenomeno. Discutimos la manera en la cual las ecuaciones de masa de los fluidos
involucrados se desacopla de la ecuaciéon de energia asumiendo que todos éstos se desplazan
simultaneamente en un mismo frente de onda. Cambiando de sistema de referencia la ecua-
cion para el perfil de temperatura se obtiene una ecuacion cuyos coeficientes dependen de
la coordenada espacial que es resultado de la distribuciéon de la distribuciéon de los fluidos
en torno al frente de combustion. Esta distribucién de materiales en torno al frente se re-
presenta en la literatura actual del area a través de esquemas del perfil de saturacion (Fig.
2.4.1) lo cual genera coeficientes para la ecuacion de temperatura que son constantes por
intervalos, lo que significa que el perfil de temperatura conserva globalmente su forma de
exponenciales decayentes. Por esta razon resolvemos dicha ecuaciéon utilizando el método
asintotico de la envolvente lenta mediante el cual mostramos que el perfil de temperaturas
es aproximadamente el mismo que si se propagara en un medio homogéneo con la condicién
de que las funciones en sus coeficientes sean sustituidas por sus valores efectivos los cuales
resultan de un promedio ponderado de sus valores asumidos a lo largo del tubo.

De esta manera calculamos analiticamente el perfil de temperaturas estacionario sopor-
tado por las condiciones de frontera de flujo a través de los bordes del tubo. Calculamos lo
dos perfiles transitorios caracterizados por tiempos de respuesta distintos a saber minutos y
horas. El primero encargado de unir la distribucién de temperaturas al instante inicial con
la correspondiente distribucién que forma el frente de calor ya establecido. El segundo co-

rrespondiente propiamente al frente de calor desplazandose de manera robusta por el tubo

T
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a velocidad constante para recorrer éste completamente y cambiando adiabaticamente su
forma y amplitud. Asi también calculamos numéricamente una solucién simple del mismo
proceso de conduccion de calor utilizado diferencias finitas y mostramos que los resultados
son consistentes tanto con la descripciéon analitica como con datos experimentales de este
tipo de experimentos publicados en la literatura. La soluciéon numérica nos permitié estimar
de manera gruesa una parte de los valores de los pardmetros involucrados en la ecuacion
diferencial parcial que describe nuestro fenémeno. Estos y el resto de los parametros fueron
determinados completamente ajustando nuestra solucién analitica a los datos experimenta-
les tomados de la literatura. Nuestro analisis sugiere un proceso mediante el cual podemos
determinar los pardmetros que caracterizan al medio que rellena al tubo de conducciéon me-
diante un ajuste los datos experimentales para el perfil de temperatura mencionados. Se
observo que el mejor ajuste a los pardmetros con 16 % de desviacion estandar se consigui6
con la solucién analitica pero ignorando la parte transitoria rapida, esto es debido a que en
esta parte no se esta considerando la hipétesis de que el frente de onda sea mas pequeno
que la longitud del tubo.

Una de las ventajas de resolver analiticamente la ecuacién de difusiéon adveccién con
fuente es que nos permite encontrar los coeficientes de la ecuacién a partir de los valores
experimentales para diferentes tiempos y posiciones de cada termopar es decir a partir de
este modelo tenemos las bases para poder realizar una inversién. Por tanto, partiendo de
los perfiles de temperatura obtenidos experimentalmente por otros autores en experimentos
en tubos de combustion in-situ, y de nuestra solucion analitica de la ecuacién de difusion
adveccion con fuente; podemos obtener algunos de los parametros bajo los cuales se realizo
el experimento tales como: velocidad de onda de conveccién, constante de pérdida de calor,
flujo de calor en las fronteras, difusién y adveccion térmica, perfil de temperatura gausiana,
flujo de calor, ubicacién del punto de ignicion.

Las desviaciones estandares méas grandes que se obtuvieron entre el modelo analitico y
los datos experimentales estan cerca de los picos que corresponden al primero y segundo
termopar, esto es debido a que en esa zona la temperatura supera la temperatura critica
mencionada en el apéndice A y la region en donde se efectiia la combustion es del orden
de centimetros, por lo tanto la dindmica del flujo de las distintas componentes de masa es
importante y eso fue lo que aproximamos nosotros por que estamos suponiendo que la region
de combustién es despreciablemente angosta, en esos dos perfiles asociados se nota que la
regién de combustiones mide algunos centimetros.

El estudio analitico realizado en este trabajo puede servir ademas para estudiar la parte
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transitoria rapida inicial (minutos) que ocurre cuando se inicia el experimento de combustion
In Situ la cual no ha sido reportada explicitamente en la literatura hasta donde tenemos
conocimiento. Una comparacién de nuestra solucién con valores experimentales para esa
parte que podria considerarse como preambulo del fenémeno término estudiado aqui, pue-
de proveer informacién adicional sobre este fenémeno térmico. De hecho existe evidencia
experimental que el gradiente de calentamiento en la cinta de igniciéon juega un rol muy
importante en la formacién del frente de combustion robusto, esto se refiere a que la energia
proporcionada por la cinta de ignicion se capaz de formar un frente de combustion con un
ancho pequeno en comparaciéon con la longitud del tubo, si cumple estas condiciones sera
menos propenso a verse afectado por el freno que representa el medio denso. Una vez logrado
esto, las reacciones quimicas que puedan existir entre el carburante y el combustible, seran
primordiales para la exitosa propagacion del frente de combustién y sobre todo para una
recuperacion de hidrocarburo suficiente. Todos estos fendémenos ocurren entre los primeros
70 minutos aproximadamente.

Otra de las mejoras importantes a este anéalisis que podemos considerar es que hay que
tomar en cuenta, al menos en la regién de los picos correspondientes al primer y segundo
termopar donde el valor maximo del error porcentual del modelo alcanz6 40 %. Esta diferen-
cia importante muestra que en esta region varias de las hipotesis utilizadas para construir
el modelo no se sostienen. Por ejemplo la distribucién de las diversas saturaciones deben
ser radicalmente distintas de la distribucién terminal alcanzada posteriormente. Mas atn, es
posible que los frentes de masa correspondientes a cada uno de los fluidos se mueven a dis-
tintas velocidades dando lugar a un frente de calor cuya constituciéon va cambiando instante
a instante y punto a punto. La soluciéon numérica de las ecuaciones de masa acopladas a la
ecuacion se energia seria recomendable para ajustar el comportamiento medido en los dos
primeros termopares. Sin embargo, la excelente coincidencia que se refleja por la pequena
varianza obtenida al enfrentar datos experimentales y modelo analitico muestra que en los
siete termopares restantes las hipotesis de trabajo se cumplen.

Otra posible perspectiva de este trabajo es tomar en cuenta que la energia térmica se
propaga a velocidad finita lo cual solo es posible describirlo si se sustituye la ley de Fourier
una ecuacion constitutiva que tome en cuenta esto. En la literatura contemporanea existen
algunas propuestas para tomar en cuenta este punto y alguno de estos modelos se podria

considerar para mejorar este aspecto.



Apéndice A

Conservacion de la masa

A.1. Ecuaciones para la conservaciéon de la masa de los
fluidos

En este apéndice se deduciré la ecuacion de conservacion de la masa para un fluido que
se mueve en el interior de un medio poroso, con el fin de revisar brevemente los conceptos
involucrados en este proceso [11, 33]. Muchos problemas interesante de fluidos multifasicos se
pueden encontrar en el contexto de la ingenieria, como son aquellos que involucran dispersién
y fases mixtas. Este tipo de problemas no siempre son faciles de resolver. Ya sean multi-
fluidos o modelos homogéneos basados en técnicas promedio sobre el espacio y/o el tiempo,
pueden ser empleadas, para tomar en cuenta interfaces detalladas microscoépicamente entre
la frontera de fases no necesitan estar explicitamente identificadas, varias técnicas promedio
son utilizadas, y se usan para obtener parametros adimensionales que correlacionan los datos
experimentales, tales como un mapa de flujo bifasicos. La formulacion instantdnea local es
fundamentalmente bdsica para todos los modelos de flujo de dos fases, independientemente
del método promedio empleado. Cuando cada sub-regiéon es encerrada por interfaces que
pueden ser consideradas como continuas, la formulacion instantanea local es matemética-
mente rigurosa. Consecuentemente todos los modelos de flujo de dos faces deberian empezar
con esta formulacion y proceder por aplicacion de métodos de promedio apropiado. Por
ejemplo si el promedio espacial es realizado para cada fase individual dentro de un volumen
de control multi fase, el modelo multi fase es obtenido. Si el promedio es realizado sobre
todas las faces en el volumen de control, el modelo homogéneo es obtenido.

El objetivo de utilizar varios métodos promedio son dobles:

1. Para definir las propiedades promedio de un sistema multi fase y correlacionar los

datos experimentales.
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2. Para obtener la solucién de la ecuacién gobernante, que puede ser usada para predecir
las propiedades microscopicas del sistema multifasico.

El promedio Euleriano esta basado en la descripcion del espacio-tiempo de un fenémeno
fisico, en dicha descripcion los cambios en varias variables dependientes, tales como: la
velocidad, temperatura y presion, son expresadas como funciones de variables independientes
como el espacio y tiempo. Uno puede promediar estas variables independientes sobre el
espacio y tiempo [11, 33].

Para una funcion generalizada ® = ®(z, y, z, t), el promedio Euleriano méas ampliamente
utilizado incluye tiempo y volumen promedio. El tiempo promedio Euleriano es obtenido
promediando las propiedades de flujo sobre un cierto periodo de tiempo At, para un punto

fijo en un punto de referencia, es decir:

1

o= A /At O(z, y, 2, t)dt (A.1.1)

Durante este periodo de tiempo, diferentes fases pueden fluir a través de un volumen de
control fijo. El promedio de tiempo Euleriano es particularmente util para flujos multifasicos
turbulentos tanto como para los sistemas de fase dispersos.

El promedio volumétrico Euleriano es usualmente empleado sobre un volumen elemen-
tal Av, alrededor del punto fijo (x, y, z) en el fluido. Para un sistema multifisicos donde
incluyen diferentes fases 11, el volumen total es igual a la suma de los volumenes de fases

individual; es decir:

Il
AV =) AV (A.1.2)

k=1

La fraccion del volumen de la fase k. Por otro lado, €, esta definido como la razén del
volumen elemental ocupada por la fase k, y el volumen elemental total de todas las fases, es

decir

€p = i—“//k (A.1.3)
La fraccién de volumen de todas las fases debe sumar la unidad anzl er =1
El promedio de volumen Euleriano esta expresado como
1
(®) = oo ;/M Bu(z, y, 2, 1) dV (A.1.4)

(®) representa el promedio de todas las fases.
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Para alguna variable o propiedad que esta asociada con una fase particular, @, el valor
de fase promedio de alguna variable o propiedad de esta fase es obtenida con la siguientes
ecuaciones:

Promedio de fase intrinseco, es tomado unicamente sobre el volumen de la fase k

()" = LV/% av (A.1.5)

Promedio para la fase extrinseca. Esta propiedad significa que depende de la relacion
de fases con otras fases en un volumen elemental. Para este caso es tomada sobre una fase

particular un volumen elemental entero
1

Estos dos promedios de fase estan relacionados por:

(i) = ek (@) (A.1.7)

El promedio de la fase intrinseca y extrinseca, definidas en las ecuaciones A.1.5y A.1.6estan

relacionadas con el promedio de volumen definido en la ecuacion A.1.4
I1 I1 i
(@) = Z () = Zﬁk (Pr) (A.1.8)

k=1 k=1

La desviaciéon de un valor intrinseco respectivo del promedio de fase es

bj, = B, — (D))" (A.1.9)

Cuando el producto de dos variables son promedios de fase, las siguientes relaciones son

necesarias [?]:

(@r0)" = (@) ()" + <<i>k\ifk>k , (A.1.10)

(@p0y) = g5, ()" ()" + <<i>kxifk>. (A.1.11)
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Ahora bien para obtener el volumen promedio de las ecuaciones gobernantes, el volumen
promedio de la derivada parcial con respecto al tiempo y al gradiente puede ser obtenido

para el siguiente teorema de transporte general:

0y, _ 9 () 1
<8t> = 8t TV " QkVI ng dA (A.1.12)

Donde Ag es el area interfacial rodeando la fase k dentro del volumen de control AV,
AV} es el volumen ocupado por la fase k en el volumen de control AV, V; es la velocidad

interfacial y nj es el vector normal unitario. El volumen promedio del gradiente es

1
(V) = V () + —/ Qyny dA (A.1.13)
AV 4,
1
<VQk> =V- <Qk>—|— -— QL Vr-ndA (A.1.14)
AV [ 4,

Ahora aplicamos la teoria anteriormente descrita para nuestro caso particular, la ecuacion
de continuidad que se considerd como un flujo multifasico de fluidos. El promedio volumétrico
de la ecuacion de continuidad para la fase k se obtiene tomando el promedio global de las

ecuaciones locales de continuidad para cada fase [11]

<88ptk> + (V- (pevid)) =0 (A.1.15)

en donde py, es la densidad y vy es la velocidad Euleriana para cada fase. Para intercambiar
las derivadas parciales con los promedios es necesario tomar en cuenta los elementos de
masa transferida a través de las fronteras de los volumenes conteniendo cada fase, es decir
consideremos la masa que pasa de una a otra fase (para una fase es una fuente y para la

otra un sumidero). Esto da lugar a las siguientes expresiones

0 < py > al .
T + V- < ppvg >=— 4 Z Mk (A.1.16)
J=1(j#k)
en donde
. 1
mir = _H /pk(Vk — Vj) . ndek (A117)

siendo 71, es la tasa de masa transferencia por unidad de tiempo y volumen de la fase j a

la fase k debida a un cambio de fase. El promedio global de densidad de fase < py > esta
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relacionado con el promedio interno < p;, >* a través de la expresion < pp >= ¢p< pp >F
como en A.1.7. De hecho < pp >*= p;. , que es la densidad del fluido. Asimismo utilizando
la relacién para el producto de variables aleatorias respecto a un promedio ver las ecuaciones
A.1.9y A.1.10 A.1.11 después de haber utilizado las relaciones entre el promedio interno y
el promedio global mencionada arriba. Sustituyendo estas expresiones en la ec. (A.1.16) se

obtiene

O (or < pr >")

N
o +V - (gr < pr>i<op>F) == Y (A.1.18)

J=1(3#k)

en donde las desviaciones del promedio < pi0r > son generalmente despreciables en com-
paraciéon con el término ¢, < pr >F< vp >Fdebido a que son las correlaciones entre las
variables de densidad y velocidad son por lo regular independientes, es decir los cambios
entre ellas no estan relacionadas, por tanto se han eliminado. Consideremos ahora el flujo
de un fluido en un medio poroso [12]. Un fluido saturado puede ser considerado como que
estd formado por dos fases el medio poroso y el fluido. Como no existen cambios de fases
entre estos medios, en este caso el lado derecho de la ecuaciéon anterior es nulo por lo que se

reduce a

&g,:f V(o <v>)=0 (A.1.19)

en donde para este caso v =< v >= ¢ < vy >" es la velocidad global o intrinseca de los
fluidos que se transportan dentro de un medio poroso, la velocidad siempre serd un promedio.
A partir de esta deduccion podemos analizar las ecuaciones de continuidad para un medio

poroso, apéndice B



Apéndice B

Balance de masa en un tubo de
combustion

En esta seccién haremos una breve revision del balance de materia en un tubo de com-
bustion siguiendo de cerca los desarrollos de la referencia [8]. El tubo de combustion se
representa como un medio poroso homogéneo en el que coexisten simultaneamente tres flui-
dos: combustible o aceite, agua y gas los cuales se pueden transformar entre ellos a través
de procesos fisicos como la evaporacion o procesos quimicos como la combustion [8]. Las

ecuaciones de balance de masa en una dimensién son las siguientes.

0 0
qbapgsg + P90 = S+ P (B.0.1)
0 0
— — =-—-P B.0.2
¢at,0w5w + 5P (B.0.2)
0 0
zj)apoSo + %pov =-S5 (B.0.3)

Aqui la velocidad de cada fase estd dado por v = %% que es la ley de Darcy (véase sec

(2.3.4)) ¥ pg, puw ¥ po son las densidades del gas, el agua y combustible; Sy es la saturacion
en sus diferentes fases; ¢ es la porosidad, k,, es la permeabilidad efectiva de la matriz sélida;
L viscosidad de la matriz sé6lida.

Similarmente, las ecuaciones de conservacion de masa se pueden escribir para el oxigeno

y el vapor de agua presentes en el gas de la siguiente forma

0 0
d)afspgsg + %fspgv =—-M,S (BO4)
0 0
(b&fapgsg + %fapgv =P+ M,S (B05)
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en donde f, es la fracciones de masa de oxigeno y f; es la fraccion de masa de vapor de agua.
Aqui M, es el cociente de oxigeno entre el vapor producido entre combustible quemado, y
My es el cociente de vapor de agua consumido entre el vapor producido entre combustible
quemado.

Las fuentes de masa de las ecuaciones anteriores son los miembros que hemos colocado
al lado derecho de la igualdad y estan gobernados por dos tipos de procesos: evaporacion y
combustién. La siguiente ecuacion nos da la cantidad de masa de agua liquida transformada

en vapor o en sentido contrario la condensacion del agua.
P = ba(p * —py) (B.0.6)

en donde px es la presion de vapor del agua y p, es la presion parcial de su fase gaseosa.
Aqui a es el area transversal interfacial y b coeficiente de evaporacion o condensaciéon. Se
esta suponiendo que el agua esta efectivamente presente pero en caso contrario se toma a
P¥ COIMO Cero.

Si se supone que el combustible se quema directamente en la presencia del oxigeno y no
ocurren reacciones intermedias dando lugar a otros procesos. La razén de combustion puede

calcularse con una expresion del tipo Arrhenius

I
R(T + 460)

que expresa la creacion de los productos de la combustion a partir de los compuestos reca-

S =Z(6S8apgSg)™ (#Sopo)™ exp(— ) (B.0.7)

taste. Aqui F es la energia de activacion asociada a la reacciéon y R es la constante universal
de los gases. Al proponer esta expresion como la razon de cambio de la cantidad de acei-
te consumido por unidad de tiempo . la concentracién del producto es proporcional a las
potencias m y n de las concentraciones de los reactantes presentes en consistencia con la
argumentacion esgrimida dentro de la cinética quimica usual. Es importante mencionar por
una parte, que el factor de proporcionalidad incluye el término exp(—F/RT) que depende
explicitamente de la temperatura y hace en principio que este sistema de ecuaciones para la
conservacion de la masa esté acoplado con la ecuacién de balance de energia que tiene como
variable dependiente a la temperatura. Por otra parte la presencia de dicho factor pondera
de manera importante la proporcion de reactantes que se transforman en productos, siendo
estos considerables cuando la temperatura local del sistema iguala o sobrepasa el umbral
T(°R) > E/R, mientras que por debajo de este valor la fraccion de los reactantes que llevan
a cabo la combustion es despreciable. El valor de la energia de activacion reportado en [8] es

E = 2200Btu — lb/(mol) mientras que la constante de los gases en unidades consistentes es
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R = 1.987Btu—1b/(mol°R) asf que E/R = 1107°R = 615°K lo que corresponde a un umbral
T(°C) > 342°C. Asi para temperaturas menores que este umbral la proporcion de reactantes
que se oxidan es despreciable debido a que el factor exponencial decayente de Arrhenius es
practicamente nulo cuando su exponente es mayor que 1. Si ademas observamos la grafi-
cas experimentales de perfiles de temperaturas registradas en los experimentos de tubo de
combustion In Situ Figs. (2.6.2) y (2.6.3), notamos que solo en los tres primeros perfiles el
pico de la distribucién de los dos primeros registros del frente temperaturas, tomados por
los dos primeros termopares, (de arriba hacia abajo) supera este valor umbral. Es decir para
resto de puntos del frente de combustion, la conversion de reactantes a productos se puede
aproximar Unicamente como que ocurre solamente para aquellos compuestos que se hallan
justamente en el pico del frente de combustion que es el lugar en donde se registra la mayor
temperatura. A dicha region se le suele llamar en la literatura la zona de combustion. De
esta manera los coeficientes de la ecuacion (5.1.6) se puede aproximar como constantes fuera
de la pequena region que define la zona de combustion. De hecho esta diferencia en escalas
espaciales que estan involucradas en los experimentos In Situ del tubo de combustién han

permitido a varios autores desarrollar tratamientos asintéticos para describir este sistema

7.
B.1. Determinacion del valor de las saturaciones.

Los siguientes calculos mateméatico se realizan con la finalidad de poder determinar el
valor de las saturaciéon para cada uno de los componentes de la mezcla del tubo de combustiéon
(agua, gas, aceite). En primer lugar buscamos encontrar el momento en que se sincronizan
los 3 frentes de combustiéon (agua, gas y aceite) que dan lugar a la combustion ya que a
partir de ese momento comienzan a moverse a velocidad constante como puede apreciarse
entre cada cresta o valle del frente.

Partiremos de las ecuaciones de conservacion de masa para las tres fases descritas en
la expresiones B.0.1 B.0.2 B.0.3,asi como de las expresiones definidas en B.0.4 B.0.5, que
representan la cantidad de masa de agua liquida transformada en vapor B.0.6 y por altimo
la ecuacion de Arrhenius B.0.7, proporcionada en el apéndice B.

Ecuacion de adveccidon-difusion

0T oT oT

donde o = %, @ la asumimos como constante. Las variables a 3« fueron deducidas en el



APENDICE B. BALANCE DE MASA EN UN TUBO DE COMBUSTION 88

capitulo 3, seccion 3,2, ver 3.2.12

B = —% (07 (SwpPwCw + SopoCo + Sgpgfsuw + Setapa(1— ) + (1 = @) v cm) —]

(B.1.2)
& (SwpuwCwVuw + SopoCoVo + Sgpg fsCuwty + Sgcqapg(1 — fo)vg)
1

== B.1.
T=3 (B.1.3)
_ (1 = ®)km + ¢ (Swpwhkw + Sopokio + Sepgfstiw + Sgkigpg(1 — fs)) (B.1.4)

= 7 1.
0 = ¢ (SwpwCw + SopoCo + Sgpgfscw + Sgcepg(1 — fs)) + (1 — @) Cmpm (B.1.5)

Partiendo de la ecuacién B.0.1, derivamos, despejamos

0 [ pgkq Op
51‘(/@ 8:5>+S+P qS ( Sy)
pg Oky 0Sy Op kg Opy Op  pyky Oy Ip | peky O°p 08,

f1g S, 0z Oz ' pg O dx  p2 Oz Or | pg Ox?

+S+P=¢p,—~ En (B.1.6)

La ec. B.1.6 es una ecuacién diferencial parcial de primer orden lineal para la variable 5.
Para resolver la ecuacion, se utiliza el método de las curvas caracteristicas (ver por ejemplo
ref [31]) la cual consiste en transformar la ecuacién diferencial parcial en un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Dichas ecuaciones se establecen en base a los coeficientes

de la ecuacioén diferencial parcial original. Esto es

dx dS,
pg Okg Op _(bpth = kg Opg O gkg Opg O gkg 02 (B17)
o5 on oo Gt s T e TSP
Igualamos la primera igualdad con la tercera
kg Opg O Oy O kg 02 ok, 0
Ry 00y 00 Kapy Ota O poko 00 oy Py OO0 g
tg Ox Ox pz Ox O tg Ox g 0Sg Ox
dividiendo toda la ecuacién anterior por ; p Lo dz obteniendo
Oky 1 dpg 1 Opg % (S+P)
g — - — g 0= (B.1.9)
Ox pg O pg Ox oe be 32
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Por el factor integrante

1 9pg 1 Oug

I 75 25—, oot %5 | do
I=e¢ Pt et o = ef(l”pgfl”“ﬁ%l" do _ “(pg %) ) = &@
g O

El factor integrante se multiplica por la B.1.9, obteniendo

(2 (@)
g

Integrando con respecto a x

Op (S + P)dz + E
ug (393) /

Una segunda ecuacion diferencial ordinaria se puede establecer a partir de la segunda y

tercera igualdad del la ec. (B.1.7) lo cual resulta ser

9Sy _ kg Opg 9p augk Op | poky p

TR o el L T

Suponiendo que % = cte, significa que la caida de presién con respecto a la longitud del
tubo es constante. Entonces % =

En esta hipétesis se considera que la presién cambia lentamente como funcion de la lon-
gitud del tubo en relacién a la longitud total del tubo, de tal forma que en esta aproximacion

basta con considerar la primera derlvada P para tomar en cuenta sus variaciones.

Integramos con respecto a t

Sg:—(;pg (S+Pdt+/kqam{ ( >:|dt+c (B.1.10)
gy fi i [ [ () (5 () o fs o)

(B.1.11)
en donde u es también una funcion arbitraria pero de solo una variable independiente.
Dado que una de las soluciones mas representativa de la ecuaciéon de continuidad es un
frente de onda desplazédndose a velocidad constantes ademas de que este mismo fenémeno
se observa en los experimentos, supondremos que u(r) es de hecho una funcion lineal para
que la dependencia de S, en x sea del mismo tipo que la respectiva dependencia de S; en
t, de tal suerte que Sy resulte ser una funcion explicita solamente de la variable z/v — t,

que es la variable natural de un frente de onda, en donde v es la velocidad del frente de
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onda. Si ademas tomamos en cuenta el hecho de que el término aportado por u(r) debe ser
adimensional como el primer término que aparece en la ec. (B.1.11), es conveniente escoger

s(r) = —r/(pgv). Entonces la saturacion para el agua, aceite y gas es:

- 1 1 gap
Sy =— ¢pg/(S+Pdt+ /gax{ <5$>}dt+pg (S+ P)dx +Mgvaw

1 0 dp kg Op 1 de dt
sg_%/k ax[ (axﬂdt—wax-k/(s-kp){v—qs] (B.1.12)

Finalmente se utiliza el mismo método se pueden calcular las saturaciones para el agua,

aceite, gas de oxigeno y vapor de agua.



Apéndice C

Aproximacion de envolvente lenta
para la temperatura

Como se mencionoé en el capitulo 3, seccion 3.2, se realizard una aproximaciéon asintotica

de envolvente lenta, partiendo de la ecuacion de difusién-adveccion definida en 3.2.17.

0T orT oT

a(ﬂf)@ +ﬂ($)% — ()T —Tp) = v

Sn embargo comenzaremos utilizando el método de separacion de variables T' = (x) R(t)+

Ty

=0 (C.0.1)

a(0) 52 + @) 53 —1(@)3() _ G
%(m) R(ﬁ)

en donde ¥(x) y R(t) son funciones de una sola variable. Igualando independientemente cada

= —0

expresion a la constante de separacion o obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias

siguientes
R R
a(x)g? + 5(x)g—x = (@) (y(z) —0) = =S(z)o (C.0.2)
’ OR(t)
t
W - —R(t)()' (003)

91
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s'(x

X

7
Tix)

Figura C.0.1: Esquema de una funcién constante por intervalos

Primero resolvemos C.0.3, la tnica funcién que cumple que su derivada es proporcional a
la funcion, es la funcion exponencial, por lo tanto R(t) = ce™?t. Por otro lado para resolver

la ec. (C.0.2) proponemos la funcion de prueba S(z) = e=**), por lo que

S (z) = =5 (z)e 5@
S (z) = s (2)2e @) — 5" ()e @) pero s ()2 > s (x), entonces ' () = s ()2~ 5®)

sustituyendo en C.0.2

a(m) (s/ (x)Ze—s(:c)) + ﬁ(m) (—s/ (m>e—s(x)) — @)y

a(z) (s’(z)z) ~ B(x) (s' (x)) FA=0 (C.0.4)

., L. ’
que es una ecuacion algebraica para s () que podemos resolver para obtener

(o) = ) V) o) () o)

2a(x)
integrando
2(7) — —
Sw:/<mmiWH%M§@wm w)m (©05)
por lo tanto el perfil de temperatura esta dado por
T=e ot [C, e 4 O] (C.0.6)

Notemos que las funciones o , 3, y. involucradas en la ec. (C.0.5) son funciones de la

posicién pero son constantes por intervalos como se muestra en el esquema C.0.1. Esto
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s(x) AN

Figura C.0.2: Integral de la funcion del Figura anterior comparada con la integral del valor
efectivo

es consecuencia del hecho de que las saturaciones también asumen valores constantes por
intervalos como se muestra en el esquema (saturaciones). Por tanto la funcion s'(z) tendra
la forma de una sucesion continua de rectas inclinadas con diferentes pendientes como se ve
en el esquema C.0.2. Con el objeto de simplificar nuestra descripciéon aproximaremos dicha
sucesion de rectas por una tnica recta con la condicién de que el drea bajo ésta sea la misma

que la que esta bajo la sucesion de rectas. Dicha condiciéon en forma explicita toma la forma

N N
Sef sz = / dz(;)dx = dslw» (C.0.7)
i=1

pt dr ™"’
en donde s; son los valores constantes que asume la funcién en los intervalos de posicion
(z4—1,2;) como aparecen en el esquema 2a que corresponden a la fig. 2.4.1.

Esta aproximaciones es mucho menos burda si se toma en cuenta que ademés debemos
tomar la exponencial decayente de estas funciones por lo que la diferencias entre ambas
funciones seria exponencialmente pequena si se compara los perfiles de temperaturas( véase
Fig C.0.3). De esta manera llamaremos valores efectivos de o , B, vy a aquellos tomados por
estas variables para dar lugar a la tinica recta de pendiente constante que sustituye a la curva
formada por los segmentos de rectas. En este contexto la recta tinica representa la envolvente
lenta de la sucesion de rectas con diferentes pendientes. Es decir en este trabajo tomaremos

los valores efectivos y constantes para los parametros mencionados lo cual es importante por
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s efectiva

T(x)

Figura C.0.3: Perfiles de temperaturas efectivo y reallntegra de la funcién del Figura anterior
comparada con la integral del valor efectivo

que finalmente concluimos que a pesar de que los coeficientes sean contantes por intervalos

se pueden aproximar como constantes siempre que se utilicen sus valores efectivos.
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