
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA
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Resumen

En este trabajo se trata el enfoque Palatini de la relatividad general para el caso en
el que la acción de materia tiene una dependencia arbitraria en la conexión. Lo anterior
se motiva conceptualmente desde el punto de vista de las estructuras matemáticas del
espacio tiempo y la necesidad de una teorı́a que de explicación a los problemas de la
relatividad general.

Motivado el tema central del trabajo, se habla de las matématicas necesarias pa-
ra su estudio. Posteriormente se plantean dos formulaciones de relatividad general, la
formulación métrica y la ya mencionada formulación afı́n-métrica o Einstein-Palatini.
Se aborda el tema central del trabajo que es un tratamiento a la Palatini en la presen-
cia de lagrangianos de materia que tienen una dependencia arbitraria en la conexión
espacio-temporal. Se desarrolla la teorı́a haciendo el caso general, es decir, sin intro-
ducir una acción particular y se resuelve para la conexión. En este caso se encontraron
sutilezas y se encontró la manera de realizarlo de manera consistente. De lo anterior re-
sulta como caso particular aquel en el que se presumiblemente son equivalentes ambas
formulaciones, el caso de vacı́o. Este se analiza con detalle, encontrando una posible
discrepancia con la literatura.

Finalmente se introduce un lagrangiano particular de materia que depende de la
conexión espacio-temporal y se le aplican ambas formulaciones. Como resultado con-
cluimos que en general ambas formulaciones no llevan a efectos fı́sicos iguales pues
encontramos que, dadas ciertas condiciones sobre el campo en la teorı́a, éste puede
gravitar de forma distinta en una formulación de como lo hace en la otra. Más aún, en
el ejemplo propuesto se verá que la masa de un campo vectorial en el tratamiento a la
Palatini actúa como constante cosmológica.
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Capı́tulo 1

Introducción

En esta introducción se habla de la teorı́a de la relatividad general a un nivel con-
ceptual. Se habla de sus éxitos como teorı́a fı́sica y de los casos donde llega a fallar.
Posteriormente se comentan algunas alternativas que buscan subsanar estos huecos en
la teorı́a. Y finalmente se sumerge al lector en el tema central de este trabajo.

1.1. Las estructuras espacio-temporales y la teorı́a de
la Relatividad General

La relatividad general es una teorı́a del espacio-tiempo [1]. Supone que el espacio-
tiempo es una variedad diferencial métrica 4-dimensional, al decir que el espacio-
tiempo es una variedad diferencial, asumimos que el espacio-tiempo mismo tiene algu-
na topologı́a ası́ como una estuctura diferencial. Además de las estucturas topológica
y diferencial una variedad suele contar con otras estructuras como la estructura afı́n,
que determina que lı́neas son rectas o la estructura métrica que sirve para medir distan-
cias. Éstas estructuras son el “lápiz” la “regla” y el “compás” de Euclides para espacios
geométricos más vastos que el plano euclidiano o el espacio euclidiano de Newton.

Es importante mencionar que las estructuras matemáticas antes mencionadas se en-
cuentran presentes en la mecánica newtoniana. La teorı́a newtoniana tiene un tiempo
y un espacio euclidiano tridimensional E3 estático. Más aún, es el espacio el que de-
termina la trayectoria que han de seguir partı́culas libres, dicha trayectoria resulta ser
rectilı́nea para ello necesitamos la estructura afı́n de E3, y uniforme para esto necesita-
mos la estructura métrica espacial de E3 y la métrica temporal, que se toma como la de
R.

Lo anterior revela la importancia de la estructura espacio-temporal en la primera
ley de Newton.

Primera ley: Todos los cuerpos se mantienen en su estado de descanso o
de movimiento uniforme en lı́nea recta, salvo que se les obligue a cambiar
su estado mediante fuerzas impresas.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Para hacerse de contenido la primera ley de Newton necesita de la estructura espacio-
temporal subyacente.

La teorı́a newtoniana puede formularse en una variedad de cuatro dimensiones [2],
o en estructuras matemáticas más refinadas [3], incluso puede formularse en un es-
pacio geométrico que no sea el espacio euclidiano tridimensional [4]. Incorporar las
leyes dinámicas en una teorı́a de ese estilo es simple si se entiende la importancia de
la estructura espacio-temporal en la primera ley de Newton. Las leyes dinámicas se
anclan en la estructura espacio-temporal, en particular, tomando las “lı́neas rectas” del
espacio matemático en cuestión, para lo cual es necesario que el espacio cuente con
una estructura afı́n.

En relatividad general ocurre exactamente lo mismo; se asume una estructura intrı́nse-
ca al espacio-tiempo y el movimiento de partı́culas libres es determinado por el mismo.
Es decir, el espacio-tiempo está equipado con una estructura afı́n que distingue movi-
miento acelerado de movimiento no acelerado. Para partı́culas libres y de prueba la
“trayectoria natural” son las geodésicas del espacio-tiempo, las “más rectas posibles”,
pero, el concepto de partı́cula “libre” no es el mismo que para la teorı́a newtoniana,
como veremos más adelante.

La diferencia de la relatividad general con la fı́sica newtoniana es que relatividad
general es la dinámica del espacio-tiempo mismo; en la descripción fı́sica moder-
na, el espacio-tiempo deja de ser un ente rı́gido “de fondo” y pasa a jugar un papel
dinámico. El escenario estático en el que se desarrolló la Fı́sica durante 200 años pasa
a tomar vida, a ser afectado por la materia y la energı́a que hay en el, y a afectar de
manera recı́proca a la materia y a la energı́a. El cambio de paradigma que significa pro-
mover el espacio-tiempo a un ente dinámico está ı́ntimamente ligado a la idea de que la
gravedad no es una fuerza. La gravitación en relatividad general, es una manifestación
del espacio-tiempo. Un cuerpo orbitando sigue la trayectoria “más recta posible” que
existe en un espacio-tiempo que no es plano, sino un espacio-tiempo curvo y dinámico
afectado por la materia y la energı́a.

El principio de equivalencia juega un papel fundamental en la Fı́sica moderna y en
el desarrollo de la relatividad general, este principio tiene numerosos enunciados [5, 6]
pero, en espı́ritu, es el experimento de Galileo. El que los cuerpos “caigan igual” es
lo que permite quitarle a la gravitación su estatus de fuerza. El no poder aislarse de la
gravedad, hace pensar si en realidad es algo “ajeno” o se trata de una consecuencia de
la geometrı́a subyacente del espacio-tiempo. Al mismo tiempo, el principio de equi-
valencia permite localmente recuperar la simetrı́a de Lorentz, es decir, localmente la
Fı́sica es igual bajo rotaciones, traslaciones, etc. Lo anterior hace a la teorı́a bastante
poderosa pues recuperamos la Fı́sica usual de manera local, esto tiene una realización
matemática concreta llamada coordenadas normales de Riemann.

El hecho de que todo “caiga igual” tiene importancia experimental para la teorı́a.
La luz, en la aproximación geométrica sigue “lı́neas rectas”, una prueba primero para
el principio de equivalencia y después para una teorı́a en particular es ver si la luz se
dobla en presencia de una fuente gravitacional, este doblamiento se observa.

Una vez que hemos aceptado que el espacio-tiempo debe de ser un ente dinámico
y que lo relevante es la geometrı́a del mismo, solo falta preguntarnos de que manera
han de interactuar el espacio-tiempo con el contenido de materia en él. La manera en
que interactuan el espacio-tiempo con la materia y la energı́a en relatividad general está



1.2. ÉXITOS DE RELATIVIDAD GENERAL 3

dada por las ecuaciones de Einstein [7],

Rab−
1
2

gabR =
8πG
c4 Tab, (1.1)

donde Rab es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci o escalar de curvatura, gab es
el tensor métrico. Del lado izquierdo de (1.1) se encuentra la geometrı́a del espacio-
tiempo, en particular, Rab y R cuantifican la curvatura del espacio tiempo. Del lado
derecho Tab incorpora las densidades de materia y energı́a. Entonces lo que nos dicen
las ecuaciones de Eintein es que la curvatura del espacio-tiempo es afectada por las
densidades de energı́a y materia [8]. Por ende la gravitación es consecuencia de la
curvatura del espacio-tiempo. Decimos ecuaciones porque (1.1) es un conjunto de 10
ecuaciones diferenciales parciales, acopladas no lineales, para la métrica del espacio-
tiempo.

Esta manera particular de interactuar materia y energı́a con el espacio-tiempo es
un postulado de la relatividad general. Existen dos motivaciones para tomar (1.1). La
primera de ellas es que en el lı́mite no relativista se recupera la gravitación newtoniana;
la segunda de ellas es una navaja de Ockham, que es la manera elegante de decir, un
argumento empı́rico extra sobre simplicidad como se explicará a continuación. Relati-
vidad general acepta una formulación lagrangiana, al tomar la acción de la teorı́a como
sigue,

S =
1

2κ

∫
R
√
−gd4x+SM, (1.2)

donde κ = 8πGc−4, R es el escalar de curvatura y SM es la acción de materia. Cuando
exigimos que la acción sea estacionaria respecto a gab recuperamos (1.1). El argumento
sobre simplicidad sostiene que,

LG =
√
−gR, (1.3)

es el lagrangiano gravitacional más simple que uno puede proponer utilizando elemen-
tos de curvatura. Una de las formas de modificar relatividad general es cambiar (1.2)
como veremos más adelante.

En resumen, con las palabras “variedad diferencial métrica” se esta hablando de
toda una poderosa estructura y maquinaria matemática que se le está otorgando al
espacio-tiempo y que tiene gran relevancia fı́sica desde el punto de vista conceptual
sobre lo que las teorı́as afirman y en particular sobre lo que la teorı́a de la relatividad
general afirma. Las estructuras espacio-temporales están presentes en prácticamente
toda la fı́sica al dı́a de hoy y son de vital importancia para las formas que tenemos
de describir a la naturaleza, desde la fı́sica newtoniana hasta el modelo estándar y por
supuesto relatividad general.

1.2. Éxitos de relatividad general
Habiendo hablado someramente de lo que entendemos por relatividad general, ha-

blaremos acerca de los éxitos experimentales que ha tenido la teorı́a. La relatividad
general ha sido puesta a prueba mediante una gran variedad de experimentos [9]. Entre
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ellos podemos distinguir dos grandes grupos. Las pruebas clásicas, las cuales pueden
llevarse acabo dentro del sistema solar, y las pruebas llamadas modernas de las cuales
algunas tienen un caracter cósmico pues surgen de los eventos más agresivos existen-
tes en nuestro universo, y otras que requirieron una increı́ble sofisticación técnica. La
primera prueba para culquier teorı́a de la gravitación es reducirse, en algún lı́mite, a la
teorı́a newtoniana. La relatividad general se reduce a la gravitación newtoniana en el
lı́mite no relativista [10].

Las pruebas clásicas

1. La precesión del perihelio de Mercurio [11]. Relatividad general explica el que
la órbita de Mercurio precese, problema abierto durante cientos de años y que no
encuentra explicación en la gravitación newtoniana.

2. Curvatura de la luz en presencia de objetos masivos [12]. Esta es la prueba expe-
rimental que catapultó la teorı́a, debido en gran parte a que la teorı́a newtoniana
predice que no hay desviacı́on de la luz, sin embargo dicho doblamiento de la
luz se observa.

3. El retraso de Shapiro [13]. Relatividad general predice un retraso en las señales
comparado con el caso newtoniano, es decir, a los fenómenos electromagnéticos
les toma más tiempo propagarse cuando se transmiten cerca de una fuente gravi-
tacional. Dicho retraso se observa al transmitir señales a cualquier sonda espacial
en el sistema solar.

Las pruebas modernas

1. Gravity Probe B [14]. Gravity Probe B mide efectos de arrastre gravitacional.
Estos efectos aparecen al tener objetos orbitando (o lo que es lo mismo, en caı́da
libre). El primero de ellos consiste en lo siguiente: Se tiene un objeto girando
alrededor de algún eje de giro en el espacio-tiempo que representarı́a tener un
planeta estático, al completar una vuelta existirá un cambio en el eje de giro no
predicho por la teorı́a newtoniana [15]. El segundo de ellos también consiste en
un cambio en el eje de giro. Éste es causado por un espacio-tiempo que “rota”,
dicha rotación genera un arrastre gravitacional, que se ve reflejado en un arras-
tre del eje de giro del giroscopio orbitando. El experimento consiste en poner
en órbita 4 giroscopios, y ambos efectos predichos por relatividad general se
observan.

2. Sistemas de pulsares binarios. Observacionalmente se encontró que los sistemas
de pulsares binarios reducen su periodo orbital conforme transcurre el tiempo.
Un sistema de pulsares binarios consiste en un par de estrellas de neutrones que
aparentemente emiten radiación de manera periódica, esto es debido a que suelen
tener una dirección privilegiada en la cual emiten. Debido a la detección de dicha
radiación podemos conocer el periodo orbital de estos sistemas [16]. Usando
relatividad general y tomando en cuenta la radiación gravitacional emitida por
los pulsares orbitando se llega a una explicación del fenómeno por lo cual fue
otorgado el premio nobel de Fı́sica 1993.
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3. Detección de ondas gravitacionales . Las ondas gravitacionales son una de las
primeras predicciones de la teorı́a. Y fueron detectadas por primera vez en el
2016 [17].

Debido a todo este éxito experimental, relatividad general es la descripción moder-
na de la gravitación.

1.3. Problemas de la relatividad general

A pesar de los éxitos experimentales de la teorı́a de la relatividad general, existen
varias razones para considerarla una aproximación a una teorı́a más fundamental.

Incompatibilidad con la mecánica cuántica Como se mencionó en la sección 1.1, la
teorı́a afirma que el espacio-tiempo interactua con la materia y energı́a en él, sin embar-
go, a nivel fundamental, la descripción que tenemos de éstos es mediante la mecánica
cuántica, y la relatividad general es incompatible con ella.

El problema de las singularidades Existen soluciones en relatividad general, (es
decir espacio-tiempos) en los cuales aparecen singularidades, y, de hecho, es un com-
portamiento usual asumiento que la materia es “bien comportada”. Este es el contenido
de los teoremas de singularidades de Hawking y Penrose [18].

Problemas cosmológicos Desde la gravitación newtoniana persiste el problema de la
materia oscura [19, 20], esta es la manera de llamar a un hipotético tipo de fuente gra-
vitacional que las observaciones astronómicas no revelan, pues este tipo de materia no
emitirı́a radiación electromagnética. La materia oscura gravita como la materia usual y
se acumuları́a cerca de las galaxias explicando ası́ las curvas de rotación galáctica. El
otro gran problema es la energı́a oscura. Las observaciones astronómicas revelan una
expansión acelerada del universo. La cosmologı́a relativista primitiva era consiente de
que un universo estático es inestable, por lo mismo fı́sicamente no viable. El problema
es que la expansión acelerada no se explica mediante materia usual, es por ello que
la energı́a oscura es otro tipo hipotético de fuente gravitacional que explica la expan-
sión acelerada del universo. La constante cosmológica Λ [21] es un candidato a ser
la energı́a oscura. Más aún, utilizando relatividad general la materia y energı́a oscura
deberı́an de componer la gran mayorı́a de materı́a en el universo [22].

1.4. Gravedad modificada

En vista de los problemas que tiene la relatividad general, existen diversos intentos
de llevar la relatividad general hacia una mejor descripción. En esta sección se hace una
clasificación de dichos intentos ası́ como una breve descripción de los mismos, con el
objetivo de situar el trabajo subsecuente.
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1.4.1. Modificaciones a la dinámica, f(R)
Como mencionamos en la sección 1.1 la dinámica de relatividad general es la

dinámica del espacio-tiempo, y está dada por la acción (1.2). Al mismo tiempo se
mencionaron dos argumentos a su favor; el primero la recuperación de la teorı́a new-
toniana,el segundo la simplicidad del lagrangiano. Sin embargo si nos olvidamos de
la simplicidad, cualquier lagrangiano con el cual recuperemos la teorı́a newtoniana es
igual de válido para la acción. En particular podemos escribir un lagrangiano que sea
función del escalar de curvatura como sigue,

S =
∫ f (R)

2κ

√
−gd4x, (1.4)

donde f (R) es una función bien comportada del escalar de curvatura. A partir de (1.4)
se obtienen las ecuaciones de movimiento [23]. Este tipo de teorı́as han sido propuestas
para explicar la expansión acelerada del universo, ası́ como para generar inflación en
el universo temprano usando la geometrı́a del espacio-tiempo en lugar de incorporar
energı́a oscura para la expasión acelerada [24] o un campo escalar para la inflación en
relatividad general.

1.4.2. Inclusión de la torsión
La torsión cuantifica el que paralelogramos infinitesimales cierren. Relatividad ge-

neral en su versión estándar usa una conexión de Levi-Civita sin torsión (véase sección
2.1), sin embargo, existen diversas teorias donde se incorpora la torsión. Un largo gru-
po de estas teorı́as está basada en la idea de que la descripción de la gravedad no es en
términos de la curvatura de una variedad sino de la torsión de un espacio plano. A este
paradigma suele llamársele gravedad teleparalela [25, 26].

Una incorporación más natural de la torsión a relatividad general es la teorı́a de
Einstein-Cartan [27], donde se tratan variedades de Riemann-Cartan, es decir, se sigue
usando la curvatura del espacio-tiempo como entidad dinámica, a diferencia de la gra-
vedad teleparalela, pero se incorpora la torsión. El incorporar la torsión en una teorı́a
de este tipo agrega grados de libertad. Esta es una de las primeras modificaciones a la
relatividad general y es una de las más naturales pues parte de una acción análoga para
variedades de Riemann-Cartan de (1.2). En la teorı́a de Einstein-Cartan la fuente de
torsión es la densidad de espı́n en el espacio-tiempo.

1.4.3. Reducción de simetrı́as
Violaciones de Lorentz

Una posibilidad en la busqueda de nueva Fı́sica son las violaciones de la simetrı́a
de Lorentz. Esto puede describirse mediante una teorı́a efectiva [28]. Por otro lado, una
teorı́a factible debe contener tanto a la relatividad general como al modelo estándar, y
quizás términos suprimidos en ambos sectores. Cuando añadimos los posibles términos
que no respetan la simetrı́a de Lorentz, obtenemos una teorı́a efectiva conocida como
la extensión del modelo estándar [29, 30].
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Grupo reducido de difeomorfismos

Gravedad unimodular es una modificación de relatividad general en la cual suele
hacerse la suposición de que el elemento de volumen

√
−g no es un ente dinámico, es

decir, la métrica espacio-temporal es la variable dinámica, pero el elemento de volumen
está restringido por

√
−g = ε [31], donde ε es una constante. Este tipo de enfoque

es atractivo por el hecho de que existe un elemento de volumen privilegiado. Por lo
tanto, los difeomorfismos permitidos son aquellos que preservan la condición sobre el
elemento de volumen. Este tipo de trabajos buscan resolver el problema de la constante
cosmológica partiendo de primeros principios. La manera de lograr que

√
−g= ε suele

ser mediante multiplicadores de Lagrange.

1.4.4. Acoples no-mı́nimos
Suele hacerse una separación en la acción de una teorı́a entre el sector gravitacional

y el sector de materia. Esto es porque la acción se escribe de la siguiente manera,

S = SG(g)+SM(g,φ), (1.5)

donde φ representa a los campos no gravitacionales. En una acción de este estilo se
dice que la materia está acoplada mı́nimamente pues existe una clara distinción entre la
parte de la acción que depende solo de la geometrı́a, ası́ como una parte que depende de
los campos de materia. Sin embargo, esto no tiene porque ser ası́, uno puede proponer
cualquier lagrangiano y de él extraer las ecuaciones de movimiento de la teorı́a. Un
ejemplo icónico de ello es la teorı́a de Brans-Dicke [32] en la cual tenemos un campo
escalar acoplado no-mı́nimamente, la acción de dicha teorı́a es

S =
∫ √
−g
[

ϕR−ω
∂a∂ aϕ

ϕ
+16πLM(ϕ,g)

]
d4x, (1.6)

donde ϕ es un campo escalar, ω es una constante, ∂a∂ a = gab∂a∂b. En esta teorı́a el
campo escalar actua como una “constante” de gravitación universal variable, lo cual
permite ajustar las observaciones de materia y energı́a oscura.

1.5. Enfoque Palatini de la Relatividad General
La relatividad general acepta dos formulaciones en el formalismo lagrangiano, el

formalismo estándar, a la Einstein-Hilbert o formulación métrica, y el tratamiento a
la Palatini, Einstein-Palatini o formulación afı́n-métrica (para un tratamiento histórico
ver [33]). La diferencia entre ellas reside en los grados de libertad en la teorı́a. El
enfoque Palatini es la realización matemática de que la estructura afı́n y métrica son
independientes. En algunas situaciones, dichas formulaciones son equivalentes (llevan
a una conexión compatible con la métrica y a las ecuaciones de Einstein [34]), en estos
casos el hacer el tratamiento a la Palatini resulta ser solo una elección al momento de
tomar las variaciones de la acción. Sin embargo, es posible construir algunas teorı́as en
las cuales no sea ası́, o que al menos, no resulte totalmente claro desde un inicio.
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El objetivo de este trabajo es contrastar ambas formulaciones; investigar un caso
en el que posiblemente las formulaciones no son equivalentes, pues, a pesar de ser
equivalentes en algunos casos, el tratamiento a la Palatini suele llevar a fenomenológia
distinta cuando se considera gravedad modificada, y materia que tiene una dependecia
“usual” en la conexión [35]. El caso que aquı́ se trata es en el que la materia tiene una
dependencia arbitraria en la conexión espacio-temporal más la acción de Einstein-
Hilbert.

Veremos que el tratamiento a la Palatini resulta en “correcciones” a el caso estándar.
Dado que la conexión en la formulación Einstein-Palatini es independiente del tensor
métrico puede pensarse en que estamos tratando una teorı́a con un “campo tensorial”,
sin embargo, ese campo aparece tanto en el sector gravitacional como en el sector
de materia de la teorı́a, por lo que serı́a como un acople no-mı́nimo. Cabe señalar
que no se realizará el tratamiento más general posible, pues se tomará que la torsión
del espacio tiempo es idénticamente cero. También asumiremos que la dimensión del
espacio-tiempo es 4.

Durante el trabajo se hará una observación acerca de un punto fino sobre la afir-
mación de que para el caso en el cual tenemos vacı́o, o no existe dependencia de la
conexión en el sector de materia, las dos formulaciones son totalmente equivalentes
como se menciona en la literatura, por ejemplo [36, 37]. Se desarollará la teorı́a para
el caso general y finalmente se llevará a un plano más concreto en el cual se puedan
comparar ambas formulaciones, esto se hará mediante una acción particular de materia.



Capı́tulo 2

Conexión y Curvatura

En este capı́tulo se introduce la herramienta matemática necesaria para los próposi-
tos de este trabajo. Empezamos hablando de la conexión espacio-temporal y su relación
con la estructura métrica del espacio-tiempo. Después en la sección 2.2 se introduce
la curvatura de una variedad, se analiza el caso particular de una variedad métrica y se
analiza cuando la conexión no es métrica. Finalmente se construyen los tensores nece-
sarios para los propósitos de este trabajo. Para una resumen de la notación utilizada en
este capı́tulo véase el apéndice A.

2.1. La Conexión Espacio-Temporal
La relatividad general describe el espacio-tiempo en términos de una variedad di-

ferencial con métrica gab cuya ecuación de movimiento es (1.1), sin embargo dicha
ecuación emplea el concepto de curvatura para el cual es necesario incorporar una es-
tructura adicional conocida como conexión.

La métrica es un campo tensorial en el espacio tiempo, por ello comenzamos defi-
niendo campo tensorial. Un campo tensorial es un mapeo multilineal definido en cada
punto de la variedad a los números reales, es decir,

Tab (v
a +wa) = Tab va +Tab wa, (2.1)

Tab (m
b + lb) = Tab mb +Tab lb. (2.2)

Un operador derivada ∇ en una variedad M es un mapeo entre campos tensoriales
del tipo (k, l) a un campo tensorial (k, l +1), que satisface 5 condiciones [38].

1. Linealidad
∇c

(
αAa1...ak

b1...b`
+βBa1...ak

b1...b`

)
=α∇c

(
Aa1...ak

b1...b`

)
+β∇c

(
Ba1...ak

b1...b`

)
.

2. Regla de Leibnitz
∇e

(
Aa1...ak

b1...b`
Bc1...ck

d1...d`

)
= ∇e

(
Aa1...ak

b1...b`

)
Bc1...ck

d1...d`
+Aa1...ak

b1...b`
∇e

(
Bc1...ck

d1...d`

)
.

9
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3. Conmuta con contracciones de ı́ndices
∇d

(
Aa1...c...ak

b1...c...b`

)
= ∇dAa1...c...ak

b1...c...b`
.

4. Consistencia con la noción de que los vectores tangentes son derivadas direccio-
nales de campos escalares en la variedad
t( f ) = ta∇a f .

5. Libre de torsión ∇a∇b f = ∇b∇a f .

Puede demostrarse que debe existe un tensor T c
ab , antisimétrico en a y b tal que,

∇a∇b f −∇b∇a f =−T c
ab ∇c f . (2.3)

El tensor T c
ab se llama tensor de torsión y por lo tanto, lo que nos dice la condición 5

es que la torsión es idénticamente cero.
Más aún, en una teorı́a fı́sica del espacio-tiempo, la condición de torsión cero es

suceptible a pruebas experimentales [39], no hay a la fecha ningún tipo de soporte
experimental mediante el cual podamos decir que una teorı́a fı́sica deba aceptar que
la torsión del espacio-tiempo es idénticamente cero. Es por ello que imponer que la
torsión del espacio tiempo es cero resulta ser una hipótesis más de la teorı́a fı́sica en
cuestión.

Por otra parte, la diferencia de dos operadores derivada actúa como tensor [38],
sean ∇ un operador derivada arbitrario, ∇̃ el operador derivada de Levi-Civita y ∂ las
derivadas parciales respecto a las coordenadas

(∇a− ∇̃a)ωb = −Cc
abωc, ∀ωc, (2.4)

(∇a−∂a)ωb = −Γ
c
abωc, (2.5)

(∇̃a−∂a)ωb = −Γ̃
c
abωc. (2.6)

En todos los casos el signo negativo se toma por convención y dado que nuestros ope-
radores derivada son libres de torsión, Cc

ab , Γc
ab y Γ̃c

ab son simétricos en los ı́ndices
inferiores, por ejemplo,

Cc
ab =Cc

ba , (2.7)

a Γ, C, Γ̃ se les conoce como conexión. Dadas las definiciones anteriores tenemos la
siguiente igualdad de utilidad más adelante,

Γ
c
ab− Γ̃

c
ab =Cc

ab . (2.8)

Dada una conexión tenemos una noción de transporte paralelo de vectores,

tb
∇bva = 0, (2.9)

tb
∇̃bva = 0. (2.10)

En (2.9) y (2.10) se muestra la ecuación de transporte paralelo para dos conexiones
diferentes. La ecuación (2.9) dice que el vector va es transportado paralelamente a lo
largo del vector tb pues “no cambia”. Es por esto que dar una conexión equivale a dar
la estructura afı́n del espacio.
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Cuando se tiene una variedad métrica existe una manera canónica de fijar la cone-
xión a las parciales y es conocida como la conexión de Levi-Civita. Relatividad general
en su versión estándar toma a priori una conexión de este tipo, es decir impone que

∇̃agbc = 0, (2.11)

dicho de otra manera, el operador derivada actuando sobre el tensor métrico es idénti-
camente cero. Por esto todo a lo que se le sobreponga tilde está relacionado con relati-
vidad general (para mayor detalle véase el apéndice A). La condición 2.11 se le conoce
como condición de metricidad o decimos que el operador derivada ∇ es compatible
con la métrica.

Fijar la conexión con (2.11) y utilizando (2.6) nos lleva a que la conexión de Levi-
Civita se puede escribir como,

Γ̃
c
ab =

1
2

gcd [∂agbd +∂bgad−∂dgab] , (2.12)

éstos son los sı́mbolos de Christoffel y es la conexión utilizada en relatividad reneral.
Dada la ecuación (2.4) podemos calcular como actua el nuevo operador derivada sobre
el tensor métrico.

∇agbc =−Cd
acgbd−Cd

abgdc, (2.13)

entonces al tomar un operador derivada arbitrario tenemos no-metricidad en la teorı́a,
donde entendemos como no-metricidad el hecho de que el operador derivada actuando
en la métrica no es cero.

Sin embargo, como hemos mencionado, la conexión es una entidad, en principio,
independiente de la métrica que le damos a nuestro espacio. Más aún, podemos tener
variedades sin métrica pero con alguna noción de transporte paralelo. Todas estas es-
tructuras suelen confundirse en relatividad general pues ahı́ la única variable dinámica
es la métrica y el resto de las entidades geométricas vienen en términos de esta. En el
enfoque Palatini, a diferencia de la formulación métrica, si se consideran a la métrica
y a la conexión como entidades independientes.

2.1.1. Descomposición de la conexión
Como veremos más adelante, aunque la conexión Γc

ab será la variable dinámica en
la teorı́a, el tensor Cc

ab también resultará de gran importancia. Es por ello que con el
fin de poder manipular Cc

ab , proponemos una separación en sus dos trazas posibles y
una parte sin trazas. Mostramos dicha descomposición para un tensor (1,2) D dimen-
sional, para una dimensionalidad arbitraria, y después exigiremos una dimensionalidad
particular del espaciotiempo.

Dicha descomposición se ve como,

Cc
ab = gab

[
(D+1)τc−2λ c

D(D+1)−2

]
+

2
D(D+1)−2

δ
c
(a

[
Dλb)− τb)

]
+∆Cc

ab , (2.14)

donde ∆Cc
ab es simétrico en los dos ı́ndices inferiores, dado que C cumple con la

misma simetrı́a. Observemos que nuestra descoposición deja de tener sentido cuando
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D = 1. La descomposición está construida de tal forma que se cumplen las siguientes
igualdades,

gabCc
ab = τ

c, (2.15a)

Cd
db = λb, (2.15b)

gab
∆Cc

ab = 0, (2.15c)

∆Cd
db = 0. (2.15d)

Cuando tomamos D = 4, la descomposición para el tensor Cc
ab es,

Cc
ab =

1
4

gab

(
10τc−4λ c

9

)
+

1
9

δ
c
(a

[
4λb)− τb)

]
+∆Cc

ab . (2.16)

2.2. Curvatura
El tensor de curvatura, es la conmutación de segundas derivadas,

R d
abc ωd = (∇a∇b−∇b∇a)ωc, ∀ω. (2.17)

Para hacer el cálculo de forma general introducimos un nuevo operador derivada ∇̂

arbitrario pero sin torsión y la conexión Ĉc
ab que lo liga a ∇ que también es arbitrario.

Entonces,

∇a∇bωc = ∇̂a (∇bωc)−Ĉg
ab∇gωc−Ĉg

ac∇bωg

= ∇̂a

(
∇̂bωc−Ĉd

bcωd

)
−Ĉg

ab∇gωc−Ĉg
ac

(
∇̂bωg−Ĉd

bg

)
= ∇̂a∇̂bωc−ωd∇̂aĈd

bc −Ĉd
bc∇̂aωd−Ĉg

ab∇gωc−Ĉg
ac∇̂bωg +Ĉg

acĈd
bgωd ,

Antisimetrizando en a y b obtenemos el tensor de Riemann,

2∇[a∇b]ωc = 2∇̂[a∇̂b]ωc−2∇̂[aĈd
b]cωd +2Ĉg

[a|c|Ĉ
d
b]gωd . (2.18)

En el caso de relatividad general basta elegir en ∇ como el operador de Levi-Civita
(2.11) y ∇̂ como ∂a, de donde obtenemos la expresión del tensor de Riemann en relati-
vidad general

(∇̃a∇̃b− ∇̃b∇̃a)ωc = R̃ d
abc ωd , (2.19)

que después de intercambiar los operadores derivada usando (2.6) es

R̃ d
abc =−2∂[aΓ̃

d
b]c +2Γ̃

g
[a|c|Γ̃

d
b]g. (2.20)

Donde R̃ d
abc es el tensor de Riemann asociado con ∇̃.

Dado que estamos interesados en el tensor de Riemann asociado a ∇ (2.17), pode-
mos tomar las conmutaciones de segundas derivadas utilizando (2.4) para escribirlo en
términos de Cc

ab , R d
abc (C) o (2.5) para escribirlo en términos de Γc

ab, R d
abc (Γ), por

supuesto debe ocurrir que R d
abc (C) = R d

abc (Γ), pues es el mismo tensor.
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Utilizando (2.5) para intercambiar los operadores derivada obtenemos algo análogo
a (2.20)

R d
abc (Γ) = −2∂[aΓ

d
b]c +2Γ

g
[a|c|Γ

d
b]g, (2.21)

donde ponemos Γ para referirnos al hecho de que en la forma explı́cita aparece esa
conexión. Haciendo lo mismo con (2.4) obtenemos

R d
abc (C) = R̃ d

abc −2∇̃[aCd
b]c +2Cg

[a|c|C
d
b]g , (2.22)

donde ponemos C para referirnos al hecho de que está en términos de Cc
ab .

Ahora usando (2.8) para sustituir Γc
ab en (2.21) y utilizando (2.6) para intercambiar

operadores derivada, obtenemos

R d
abc (Γ) = R̃ d

abc −2∇̃[aCd
b]c +2Cg

[a|c|C
d
b]g , (2.23)

que es lo que se esperaba. Sin embargo, por motivos conceptuales que se analizan
en la sección 2.5.2 es conveniente mantener tanto (2.21) como (2.22) aunque sean
iguales. En lo que resta del capı́tulo nos referiremos siempre a (2.22), y lo haremos
como simplemente R d

abc (C) = R d
abc .

Finalmente, los ingredientes que faltan para las ecuaciones de Einstein (1.1) o la
acción de Einstein-Hilbert (1.2) son el Tensor de Ricci definido como,

Rab = R c
acb , (2.24)

y el escalar de curvatura definido como,

R = gabRab. (2.25)

Es importante hacer notar que ası́ como tenemos varios tensores de Riemann, en
principio también tenemos varios tensores de Einstein. Sin embargo, las definiciones
(2.24) y (2.25) son genéricas. Es decir, tenemos el tensor de Einstein construido como

Gab = Rab−
1
2

gabR, (2.26)

y el tensor de Einstein propiamente que es el que utilizamos en relatividad general,

G̃ab = R̃ab−
1
2

gabR̃. (2.27)

Es importante mencionar que en relatividad general el tensor de Einstein (2.27) satis-
face

∇̃
aG̃ab = 0. (2.28)

Recordemos además la siguiente propiedad del tensor de Einstein,

gabGab = gabRab−
1
2

gabgabR = R−2R =−R, (2.29)
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lo cual implica que las ecuaciones de Einstein en vacı́o son,

Rab = 0, (2.30)
(2.31)

o en la formulación métrica,
R̃ab = 0. (2.32)

Es importante analizar en que caso se regresa a relatividad general en (2.22) y en
(2.4), es fácil observar del tensor de Riemann,

R d
abc = R̃ d

abc −2∇̃[aCd
b]c +2Cg

c[aCd
b]g (2.33)

que podemos recuperar relatividad general si C→ 0 de donde obtendrı́amos R̃ d
abc =

R d
abc , y que ∇ = ∇̃.

A continuación estudiaremos las simetrı́as que tiene el tensor de Riemann R d
abc y

en la seccion (2.4) relacionaremos (2.26) y (2.27).

2.3. Simetrı́as del Tensor de Riemann
En esta sección se analiza qué simetrı́as posee el tensor de Riemann construido con

(2.4), es decir, (2.22). De las simetrı́as conocidas de relatividad general i.e., para el
tensor (2.20) tres de ellas se siguen cumpliendo

R d
abc =−R d

bac , (2.34a)

R d
[abc] = 0, (2.34b)

∇[aR e
bc]d = 0. (2.34c)

La primera de ellas (2.34a) se cumple por la definición del tensor de Riemann (2.17).
La segunda se sigue del hecho de que para operadores derivada sin torsión y un campo
vectorial dual arbitrario ωc, siempre se cumple que ∇[a∇bωc] = 0. Esto se puede probar
relacionando ∇a con ∂a, y usando la conmutatividad de las parciales y la simetrı́a de la
conexión Γc

ab. Entonces tenemos

0 = 2∇[a∇bωc] = ∇[a∇bωc]−∇[b∇aωc] = R d
[abc] ωd ∀ω. (2.35)

La última de estas simetrı́as se conoce como identidad de Bianchi. Para probarla apli-
camos la conmutación de segundas derivadas sobre la derivada de un campo vectorial
dual. Entonces obtenemos

(∇a∇b−∇b∇a)∇cωd = R e
abc ∇eωd +R f

abd ∇cω f . (2.36)

Por otro lado tenemos

∇a(∇b∇cωd−∇c∇bωd) = ∇a(R e
bcd ω) = ωe∇aR e

bcd +R e
bcd ∇aωe. (2.37)
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Si antisimetrizamos en a, b y c las ecuaciones (2.36) y (2.37), podemos igualarlas, de
donde

R e
[abc] ∇eωd +R f

[ab|d ∇c]ω f = ωe∇[aR e
bc]d +R e

[bc|d| ∇a]ωe, (2.38)

el primer término del lado izquierdo es idénticamente cero por (2.34b) mientras que
los segundos términos de ambos lados se cancelan entre sı́ (existe una permutación par
de a, b y c que permite ver esto). Por lo tanto lo que obtenemos

ωe∇[aR e
bc]d = 0, (2.39)

de donde se sigue (2.34c).
Una cuarta de ellas no se cumple más, debido a que el operador derivada no es el

de Levi-Civita
(∇a∇b−∇b∇a)gcd = Rabcd +Rabdc 6= 0. (2.40)(
∇̃a∇̃b− ∇̃b∇̃a

)
gcd = R̃abcd + R̃abdc = 0. (2.41)

Sin embargo, es posible calcular (2.40) utilizando la ecuación (2.33), es decir, valerse
del hecho de que R̃ d

abc sı́ la cumple, por lo que

Rabcd +Rabdc =−2ged∇̃[aCe
b]c−2gce∇̃[aCe

b]d +2gedCg
c[aCe

b]g +2gceC
g
d[aCe

b]g =: Λabcd ,

(2.42)
donde hemos definido Λabcd como la parte que rompe la simetrı́a que conocemos de
relatividad general.

Rabcd =−Rabdc +Λabcd . (2.43)

Además Λabcd cumple con las siguientes simetrı́as

Λabcd = Λ[ab](cd), (2.44)

es decir, es antisimétrico en los primeros dos ı́ndices y simétrico en tercero y cuarto
ı́ndices. La última de las simetrı́as del Riemann conocidas en relatividad general, la
cual se sigue de (2.34a), (2.34b), y de la equivalente en relatividad general de (2.40), es
decir, (2.41), no se sigue en este caso. Sin embargo, también es posible calcularlo utili-
zando la ecuación (2.33) valiéndose del hecho de que R̃ d

abc si la satisface, obteniendo

Rabcd−Rcdab =−2ged∇̃[aCe
b]c +2gedCg

c[aCe
b]g . (2.45)

2.4. Tensor de Einstein
Una vez conocido el tensor de Riemann (2.33), podemos calcular sus trazas como

en (2.25) y (2.24) obteniendo el tensor de Ricci y el escalar de Ricci para después con
ellos construir el tensor de Einstein Gab = Gab(C). Escribamos entonces el tensor de
Ricci y el escalar de Ricci,

Rab =R̃ab−2∇̃[aCd
d]b +2Cg

b[aCd
d]g , (2.46a)

R =R̃−2gab
∇̃[aCd

d]b +2gabCg
b[aCd

d]g . (2.46b)
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Entonces el tensor de Einstein asociado a ∇ se relaciona con G̃ab de la forma

Gab = G̃ab−2∇̃[aCd
d]b +2Cg

[a|b|C
h
h]g +gabgcd

∇̃[cC
h
h]d −gabgcdCg

[c|d|C
h
h]g . (2.47)

Introduciendo la descomposición de C, (2.16) en el tensor de Einstein,

Gab = G̃ab−
(

∇̃aλb− ∇̃dCd
ab

)
+Cg

abλg−Cg
hbCh

ag +gab∇̃c

(
λ c− τc

2

)
− gab

2

[
τ

g
λg−gcdCg

hdCh
cg

]
. (2.48)

Observamos que en la ecuación (2.48) todos los términos en la ecuación son necesa-
riamente simétricos, a excepción de ∇̃aλb. Como consecuencia de haber utilizado la
descomposición de C, hemos ubicado la parte que puede romper la simetrı́a del tensor
de Einstein. En general el tensor de Einstein para una conexión arbitraria no tiene por-
que ser simétrico, dicho enunciado proviene de la simetrı́a del tensor de Ricci pues el
resto es proporcional a la métrica.

Finalmente, introduciendo los términos cuadráticos en C (véase apéndice B) obte-
nemos el tensor de Einstein en estas variables

Gab = G̃ab +gab

[
1
2

∇̃d

(
7λ d−4τd

9

)
+

gik

2
∆Cg

hi∆Ch
gk +

1
4 ·92 τgτ

g− 11
92 τ

g
λg

− 1
2 ·92 λgλ

g
]
− ∇̃aλb + ∇̃d∆Cd

ab +
1
9

∇̃(a
(
4λb)− τb)

)
+∆Ch

ab

[
τh−5λh

9

]
+

11
92 λaλb−

1
92 τ(aλb)−

22
4 ·92 τaτb−

1
2 ·9

gh(b∆Ch
a)g (10τ

g−4λ
g)−∆Cg

hb∆Ch
ag .

(2.49)

En resumen, en este capı́tulo hemos construido los tensores de importancia tan-
to para relatividad general como para el propósito de este trabajo. Una vez obtenido
el tensor de Einstein Gab(C) lo hemos escrito en términos del tensor de Einstein de
relatividad general (2.27) como de la descomposición de C vista en la sección (2.1.1)

2.5. Formulaciones Lagrangianas
En esta sección se aborda la discución acerca de las dos formulaciones variacio-

nales de relatividad general, el caso estándar y el enfoque Palatini. Se hace incapié en
el hecho de que dar una acción no es suficiente para determinar una teorı́a; hay que
especificar los grados de libertad de la misma.

2.5.1. Formulación Lagrangiana de Relatividad General
La relatividad general acepta dos formulaciones en el formalismo lagrangiano, am-

bas dadas por la acción de Einstein-Hilbert (1.2). La diferencia entre ellas reside en los
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grados de libertad de la teorı́a. La formulación original o estándar considera al espacio-
tiempo como una variedad diferencial métrica (M,g) y a la conexión espacio-temporal
se fija por la condición (2.12), por ende, la única variable dinámica es la métrica del
espacio-tiempo. Escribiendo explı́citamente las dependencias,

S = SG[g]+SM[g,φ ] =
∫ [

R̃(g)+16πL̃M(φ ,g)
]√
−gd4x, (2.50)

donde φ representa a todos los campos de materia en la teorı́a, y R̃(g) es el escalar de
curvatura definido con el operador derivada compatible con gab.

Pidiendo que la acción sea estacionaria,

0 = δS =
∫ ([

R̃ab−
1
2

gabR̃−8πT̃ab

]
δgab +16π

δL̃M

δφ
δφ

)
√
−gd4x, (2.51)

donde hemos utilizado que la variación del tensor de Ricci R̃ab respecto a la métrica es
un término de frontera y δ (

√
−g) =−gab

√
−gδgab/2 y

T̃ab =−
αM

8π

1√
−g

L̃M

δgab . (2.52)

Lo anterior nos lleva a las ecuaciones de movimiento de la teorı́a,

G̃ab = 8πT̃ab (2.53)

δL̃M

δφ
= 0, (2.54)

es decir, las ecuaciones de Einstein para el espacio-tiempo y las ecuaciones que deben
satisfacer los campos.

2.5.2. Enfoque Palatini de la Relatividad General
El enfoque Palatini es la realización matemática de que tanto la métrica como la

conexión pueden ser consideradas como estructuras independientes. Es decir, no se
impone que el operador derivada sea el compatible con la métrica y la conexión al ser
dinámica tendrá una ecuación de movimiento. En otras palabras, lo que estamos ha-
ciendo es cambiar los grados de libertad de la teorı́a, pasando de la métrica a la métrica
y la conexión. Lo anterior repercute en que los tensores geométricos i.e. Riemann,
Ricci, etc., ahora son función de una conexión arbitraria Γc

ab. En principio ambas for-
mulaciones no tienen por qué ser equivalentes, sin embargo, analizando el caso general
veremos en qué casos son equivalentes.

Escribiendo la acción de la teorı́a con las dependencias explı́citas,

S =
∫ √
−g
[
gabRab(Γ)+16πLM(φ ,g,Γ)

]
d4x, (2.55)

aquı́ es importante mencionar la razón conceptual por la que se toma a Γc
ab como la

variable independiente de la teorı́a en lugar de Cc
ab , aunque realizar la variación de
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la acción de Einstein-Hilbert respecto a Γc
ab o Cc

ab lleva a un “sector geométrico”
análogo en las ecuaciones de movimiento, no sucede lo mismo en la parte de materia,
siendo precisos, no se cumple en general que δLM

δgab (g,φ ,C) = δLM
δgab (g,φ ,Γ). La razón

es que al tomar a Cc
ab como la variable independiente aparece de manera natural ∇̃

que depende de gab vı́a Christoffels (2.6). El tratamiento variando respecto a Cc
ab es

equivalente en el caso que el lagrangiano de materia no depende de la conexión, tratado
en [36]. Hacer lo anterior para una teorı́a en la cual hay dependencia en la conexión de
la acción de materia lleva a inconsistencias que se describirán más adelante. Mientras
que si tomamos a Γc

ab como la variable independiente no surgen inconsistencias, dado
que ∂ no tiene dependecia con el tensor métrico, pues solo depende de la elección de
coordenadas en la variedad.

Obteniendo las ecuaciones de movimiento, tomando que la acción es estacionaria,

0 = δS =
∫ √
−g
([

R(ab)−
1
2

gabR+gcd δRcd

δgab −8πTab

]
δgab

+

[
gcd δRcd

δΓc
ab
−16πΣ

ab
c

]
δΓ

c
ab +16π

δLM

δφ
δφ

)
d4x, (2.56)

donde,

Σ
ab

c = − 1
16π

1√
−g

δLM

δΓc
ab
, (2.57)

Tab = − 1
8π

1√
−g

δLM

δgab . (2.58)

Observese que en la variación aparece la parte simétrica del tensor de Ricci, esto es
porque la variación respecto a la métrica (la cual por definición es un tensor simétrico)
solo toma en cuenta la parte simétrica. El tensor de Ricci construido con una conexión
arbitraria en general no es simétrico (como se comentó en la sección 2.4). El término
gcd δRcd

δgab es cero, pues como hemos dicho, el tensor de Ricci solo depende de la conexión
la cual es independiente de la métrica, por lo que obtenemos una ecuación análoga a
(2.53)

Utilizando (2.21) es posible calcular las variaciones del tensor de Ricci Rab(Γ)
respecto a la conexión,

gcd
δRcd =−2gcd

∂[cδΓ
e
e]d +2gd f

δ (Γg
d[ f Γ

e
e]g). (2.59)

La variación del primer término∫
[−∂aΓ

d
dc +∂dΓ

d
ac]g

ac√−gd4x, (2.60)

debe realizarse integrando por partes, usamos la regla de Leibniz de las parciales para
introducir el elemento de volumen

√
−g. Haciendo esto obtenemos∫ (

δΓ
d

dc∂a[gac√−g]−∂a[δΓ
d

dcgac√−g]+∂d [δΓ
d

acgac√−g]−δΓ
d

ac∂d [gac√−g]
)

d4x,

(2.61)
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donde tenemos dos términos de frontera, segundo y tercer términos, con el elemento de
volumen adecuado. Además recordado que debemos simetrizar, pues Γc

ab es simétrico
en sus ı́ndices inferiores obtenemos,∫ (

−∂d [gac√−g]+δ
(a
d [g|e|c)

√
−g]
)

δΓ
d

acd4x. (2.62)

Ahora para obtener la contribución a la ecuación de movimiento debemos dividir por
1/
√
−g. Finalmente la contribución a la ecuación de movimiento es

1√
−g

(
−∂d [gac√−g]+δ

(a
d [g|e|c)

√
−g]
)
. (2.63)

Para simplificar lo anterior usamos la regla de Leibniz en las parciales y la igualdad
∂d
√
−g/
√
−g = ∂d ln(

√
−g) = Γ̃e

ed , obtenemos

2Γ̃
(a

deg|e|c)−δ
(a
d Γ̃

c)
ebgeb−gac

Γ̃
b

db =−F ad
d (Γ̃), (2.64)

donde la última igualdad se sigue por la definición de F ab
c (véase apéndice A).

Calculando la variación del segundo término,

2gd f
δ (Γg

d[ f Γ
e
e]g)
√
−g

= gd f
δ

[
Γ

g
d fC

e
e f −Γ

g
deΓ

e
f g

]√
−g

= gd f
[
δΓ

g
d f Γ

e
e f +Γ

g
d f δΓ

e
e f −δΓ

g
deΓ

e
f g−Γ

g
deδΓ

e
f g

]√
−g

= gd f
[
Γ

e
ecδ

a
d δ

b
f +δ

a
c Γ

b
d f −Γ

b
f cδ

a
d −Γ

b
dcδ

a
f

]
δΓ

c
ab
√
−g

=
[
Γ

e
ecgab +δ

(a
c Γ

b)
d f gd f −2Γ

(b
f cga) f

]
δΓ

c
ab
√
−g (2.65)

= F ab
c (Γ)δΓ

c
ab
√
−g, (2.66)

donde el último de los renglones se sigue por la definición de F ab
c .

Por lo tanto
−F ab

c (Γ̃)+F ab
c (Γ) = 16πΣ

ab
c , (2.67)

y en virtud de la ecuación (2.8) obtenemos,

F ab
c (C) = 16πΣ

ab
c . (2.68)

En resumen, hemos variado respecto a Γc
ab, sin embargo, tenemos una ecuación

extra que relaciona el contenido de materia con Cc
ab , es decir, una ecuación extra que

en el caso de relatividad general. Las ecuaciones de la teorı́a son entonces

G(ab) = 8πTab, (2.69)

F ab
c (C) = 16πΣ

ab
c , (2.70)

δLM

δφ
= 0. (2.71)
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Una vez hechas las variaciones, podemos relacionar con libertad Γc
ab, Γ̃c

ab y Cc
ab

utilizando (2.8). Por lo tanto en adelante no hablaremos de Γc
ab, solo de Cc

ab y los
tensores geométricos para ese caso ya se han estudiado en el capı́tulo 2.

En este punto es importante hacer varias comparaciones entre las dos formulacio-
nes.

Estrictamente hablando, si el lagrangiano de materia contiene un término cinéti-
co (involucra derivadas) entonces depende de la conexión, sin embargo, en ca-
sos usuales el lagrangiano de materia tiene una dependencia en la conexión con
“simetrı́as” por lo que no depende de la conexión. Por ejemplo, en Einstein-
Maxwell; el lagrangiano de materia LM = −FabFab/4 está construido con una
2-forma, es decir, Fab = ∇aAb−∇bAa, dada la simetrı́a de Cc

(ab) y la antisimetrı́a

de F[ab] tenemos que Fab = ∇̃aAb− ∇̃bAa = ∂aAb− ∂bAa. Lo cual nos dice que
la acción es independiente de la conexión. En estos casos, es decir, Σc

ab = 0,
recuperamos una conexión métrica (véase sección 3.2).

Es importante notar que la ecuación de movimiento asociada con Cc
ab es una

ecuación algebraica para Cc
ab . Algo similar ocurre en la teorı́a de Einstein-Cartan

donde la ecuación para la torsión resulta ser una ecuación algebraica donde la
fuente es la densidad de espı́n.

Independientemente de la sutileza mencionada para el caso en el Σ ab
c = 0, busca-

mos casos en los cuales la acción de materia dependa explı́citamente de la conexión
espacio-temporal para investigar si en esos casos ambas formulaciones son equiva-
lentes, o nos llevan a cosas diferentes. Para ello partiendo de (2.69) escribimos una
“ecuación efectiva” usando (2.47), es decir,

G̃ab = 8πTab+∇̃(aCd
b)d−∇̃dCd

ab−2Cg
[a|b|C

h
h]g−gabgcd

∇̃[cC
h
h]d +gabgcdCg

[c|d|C
h
h]g .

(2.72)
El lado derecho de la ecuación lo tomamos como la definición del tensor de energı́a-
momento efectivo tal que,

G̃ab = 8πT e f f
ab . (2.73)

Lo que queremos hacer es quitar las dependencias en Cc
ab de (2.73), para ello

resolvemos la ecuación (2.70) y la introducimos en (2.73). Es importante hacer notar
que en general Tab(g,C,φ), es decir, depende de la conexión. Una vez eliminadas todas
las dependencias en Cc

ab tenemos una ecuación de Einstein análoga al caso estándar
de relatividad general la cual puede compararse con (2.53).



Capı́tulo 3

La Conexión de Palatini

El objetivo de este capı́tulo es resolver la ecuación (2.70) para Cc
ab , en térmi-

nos de Σ ab
c . Σ ab

c tiene, a diferencia de Cc
ab , una interpretación fı́sica, pues viene

de la variación de la acción de materia. En el capı́tulo 2 hicimos una descompo-
sición de Cc

ab . Una descomposición análoga puede hacerse para Σ ab
c , en concreto,

16πΣ = 16πΣ(σ ,ρ,∆Σ), donde ∆Σ es la parte sin trazas, y σc = Σ ab
c gab, ρb = Σ ab

a las
trazas. Haciendo uso de la ecuación de movimiento, relacionamos las trazas de Cc

ab
con las trazas de Σ ab

c , dicho matemáticamente, τ = τ(ρ,σ), λ = λ (ρ,σ), o equivalen-
temente, ρ = ρ(τ,λ ), σ = σ(τ,λ ).

De la misma manera que relacionamos la parte con trazas podemos relacionar la
parte sin trazas, considerando que tenemos, ∆Σ = h(∆C), donde h es cierta función
que se determinará al hacer los cálculos, que las relaciona y que resolveremos para
∆Cc

ab , con base en una combinación de un par de propuestas que, en inicio no funcio-
naron por si solas. Las igualdades encontradas en este capı́tulo serán, en su momento,
introducidas en el tensor de Einstein efectivo descrito en el capı́tulo anterior.

3.1. Resolviendo para la conexión
La ecuación de movimiento (3.1), se expresa únicamente como una ecuación alge-

braica de Cc
ab .

16πΣ
ab

c =C(b
deg|de|

δ
a)
c +Cd

dcgab−2C(b
ceg|e|a) (3.1)

Σ ab
c tiene una simetrı́a análoga a C ab

c , es simétrico en sus dos superı́ndices como con-
secuencia de que es la variación del lagrangiano respecto a Cc

ab .

Σ
ab

c =− αM

16π

1√
−g

δLM

δΓc
ab

(3.2)

Sustituimos la descomposición de Cc
ab (2.16) directamente en la ecuación de mo-

vimiento (3.1), con lo cual obetenemos

16πΣ
ab

c = τ
(b

δ
a)
c +λcgab− 1

9
δ
(b
c

[
2λ

a)+4τ
a)
]
− 1

9
gab [4λc− τc]−2∆C(b

cega)e, (3.3)

21
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es decir, Σ ab
c dado como función de τ , λ y ∆Cc

ab .
Paralelamente hacemos un proceso análogo al realizado con Cc

ab , podemos calcular
una descomposición en trazas para Σ ab

c , (en D = 4)

Σ
ab

c =
1
4

gab
(

10σc−4ρc

9

)
+

1
9

δ
(a
c

[
4ρ

b)−σ
b)
]
+∆Σ

ab
c , (3.4)

como consecuencia, la descomposición cumple las ecuaciones,

Σ
ab

c gab = σc, (3.5a)

Σ
ab

a = ρ
b, (3.5b)

gab∆Σ
ab

c = 0, (3.5c)

∆Σ
ab

a = 0. (3.5d)

Dado que tenemos una descomposición de Cc
ab en trazas (2.16), en este punto

podemos calcular facilmente las trazas de 16πΣ ab
c como función de las trazas de Cc

ab
utilizando la ecuación de movimiento (3.1).

16πgabΣ
ab

c = 2λc + τc, (3.6a)

16πΣ
cb

c =
3τb

2
. (3.6b)

De las ecuaciones anteriores podemos despejar τ y λ en términos de las trazas de Σ ab
c

τ
b =

2
3

16πΣ
cb

c , (3.7a)

λc = 8πΣ
ab

c gab−
16π

3
Σ

ad
a gdc. (3.7b)

Recordando que la descomposición esta hecha de tal manera que,

gabΣ
ab

c = σc, (3.8a)

Σ
ab

a = ρ
b. (3.8b)

Obtenemos entonces que las ecuaciones (3.6) son

16πρc = 2λc + τc, (3.9a)

16πρ
b =

3
2

τ
b, (3.9b)

las ecuaciones para τ y λ en términos de las trazas de Σ ab
c dadas en las ecuaciones

(3.7) se ven de esta manera.

τc =
2
3

16πρc, (3.10a)

λc = 8πσc−
16π

3
ρc. (3.10b)
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Hemos entonces realizado la primera parte del cálculo τ = τ(σ ,ρ), λ = λ (σ ,ρ): rela-
cionar las trazas de Cc

ab y de Σ ab
c .

Multiplicando por el factor de 16π , el tensor 16πΣ ab
c tiene trazas que aparecen en

la ecuación de movimiento, éstas pueden expresarse en términos de τ y λ mediante
las ecuaciones (3.9). Sustituyendo dichas expresiones, encontramos que la descompo-
sición de 16πΣ ab

c es,

16πΣ
ab

c =
1
9

gab [5λc + τc]+
1
9

δ
(a
c

[
5τ

b)−2λ
b)
]
+16π∆Σ

ab
c . (3.11)

Igualando (3.3) y (3.11),

τ(b δ
a)
c +λcgab− 1

9
δ
(b
c

[
2λ

a)+4τ
a)
]
− 1

9
gab [4λc− τc]−2∆C(b

cega)e

=
1
9

gab [5λc + τc]+
1
9

δ
(a
c

[
5τ

b)−2λ
b)
]
+16π∆Σ

ab
c (3.12)

Notamos que los coeficientes de ambos lados de la igualdad anterior son iguales,
por lo que al final esta igualdad se puede resumir en,

16π∆Σ
ab

c =−2∆C(b
cega)e. (3.13)

En lo que se refiere a resolver esta ecuación para ∆Cc
ab , debemos proponer ∆C =

f (∆Σ), debe ser libre de trazas por consistencia con (2.15), debe ser simétrica en dos de
sus ı́ndices por consistencia con (2.7), y debe resolver la ecuación (3.13). Consideremos

∆Cc
ab =−8πgaa′gbb′g

cc′
∆Σ

b′a′
c′ (3.14)

Esta propuesta cumple con las simetrı́as que debe cumplir, es simétrico en los dos
ı́ndices inferiores, estamos aprovechando la simetrı́a de ∆Σc

ab bajando esos ı́ndices
simétricos. También cumple con no tener trazas pues aprovecha la virtud de ∆Σc

ab de
ser libre de trazas. A pesar de todo lo anterior, no es aceptable como solución ya que,
después de introducirlo en la ecuación (3.13),

16π∆Σ
ab

c = 16πgcc′∆Σ
c′(a

b′ gb)b′ = 16π∆Σ
(a| |b)

c , (3.15)

donde observese como los ı́ndices no coinciden; propongamos una nueva solución a la
ecuación (3.13). Tomemos en consideración la siguiente propuesta,

∆Cc
ab =−16πgd(a∆Σ

dc
b) =−16π∆Σ

c
(ab) , (3.16)

dicha propuesta cumple con las restricciones necesarias sobre simetrı́a y ser libre de
trazas. Introduciendo en la ecuacion (3.13),

16π∆Σ
ab

c = 32πgd(c∆Σ
d(b

e) ga)e

= 16π

[
gdc∆Σ

d(b
e ga)e +gde∆Σ

d(b
c ga)e

]
= 16π

[
∆Σ

(a| |b)
c +δ

(a
d ∆Σ

|d|b)
c

]
= 16π

[
∆Σ

(a| |b)
c +∆Σ

(ab)
c

]
,
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por lo tanto,
16π∆Σ

ab
c = 16π

[
∆Σ

(a| |b)
c +∆Σ

(ab)
c

]
(3.17)

De la ecuación (3.17) hay dos cosas por decir, la primera es que con su segundo término
atinamos en todo, simetrı́a, parte libre de trazas, más aun, concuerda en ı́ndices después
de introducir en la (3.13). No obstante, el primer término es un término espurio, si nos
detenemos a observar con cuidado, podremos percibir que es el mismo tipo de término
no deseado que se obtuvo en (3.15), por lo que, restando (3.14) a (3.16), eliminamos
los términos no deseados.

Finalmente, la solución a (3.13) es,

∆Cc
ab =−16πgd(a∆Σ

dc
b) +8πgadgbb′g

cc′
∆Σ

db′
c′ (3.18)

Para terminar, en este capı́tulo hemos obtenido, ∆C = ∆C(∆Σ), τ = τ(ρ), λ = λ (ρ,σ),
concretamente,

τc =
2
3

16πρc, (3.19)

λc = 8πσc−
16π

3
ρc, (3.20)

∆Cc
ab = −16πgd(a∆Σ

dc
b) +8πgadgbb′g

cc′
∆Σ

db′
c′ . (3.21)

Dadas las ecuaciones anteriores es posible calcular Cc
ab introduciendo sus partes en la

expresión de la sección (2.1.1). Lo que sigue es introducir estas ecuaciones en (2.49)
para obtener el tensor de Einstein

3.1.1. Tensor de Einstein
El objetivo de esta sección es mostrar el tensor de Einstein del capı́tulo 2 y llevarlo

a las variables fı́sicas. Para el cálculo explı́cito véase el apéndice C. El resultado es

Gab = G̃ab +gab

[
4π

9
∇̃d

(
7σ

d−10ρ
d
)
+

5
2 ·9

(
16π

3

)2

ρcρ
c− 21

2 ·92
(16π)2

3
σcρ

c

− 1
2 ·92 (8π)2

σcσ
c +

(8π)2

2

[
2ga′b′δΣ

ja′
k ∆Σ

b′k
j −ghdgegga′b′

∆Σ
dg

a′ ∆Σ
eh

b′

]]
− 8π∇̃aσb +

16π

3
∇̃aρb +

32π

9
∇̃(a
[
σb)−ρb)

]
− 1

9

(
16π

3

)2

ρaρb +
11
92 (8π)2

σaσb

− 12
92

(16π)2

3
σ(aρb)+ ∇̃d

[
−16πge(a∆Σ

ed
b) +8πgaegbb′g

dc′
∆Σ

eb′
c′

]
− 1

2 ·9
(16π)2

([
ghbgd(a∆Σ

dh
g) +(a↔ b)

]
(σg−4ρ

g)+ggg′ga′(a∆Σ
a′g′

b) (4ρ
g−σ

g)
)

+
(8π)2

9

{
−2gd(a∆Σ

dh
b)

[
5σh +

14
3

ρh

]
+gadgbb′g

hc′
∆Σ

db′
c′

[
14
3

ρh +5σh

]}
− (8π)2

[
2gaa′gbb′∆Σ

ja′
k ∆Σ

b′k
j −2gaa′gebghh′g

gg′
∆Σ

h′a′
g′ ∆Σ

eh
g +ghdgeg∆Σ

dg
a ∆Σ

eh
b

]
(3.22)
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En resumen, en este capı́tulo hemos utilizado la descomposición de Cc
ab para resolver

la ecuación de movimiento (2.70), hemos introducido las partes de Σ ab
c en el tensor

de Einstein (2.49), para obtener una teorı́a como la que fue descrita en (2.73) teniendo
ahora un T e f f

ab que solo depende de las componentes de materia de la teorı́a y ya no de
la conexión.

3.2. Equivalencia de las dos formulaciones
El caso que Σ ab

c = 0 es particularmente interesante, realizando el mismo prodeci-
miento de este capı́tulo, es decir, sacar las trazas de la ecuación de movimiento, llega-
mos a que las trazas de Cc

ab son cero. Lo restante a considerar es la descomposición de
Cc

ab , la parte sin trazas es

∆C(a
cegb)e = 0. (3.23)

Por supuesto una solución es que ∆Cc
ab = 0, como lo mostrarı́a la ecuación (3.18), lo

cual implicarı́a que Cc
ab = 0, sin embargo, no consideramos que la ecuación (3.23)

sea suficiente para hacer dicha afirmación. Por otro lado lo que implica (3.23) es que
∇cgab = 0 y en consecuencia ∇cgab = 0. Es decir, tenemos un operador compatible
con la métrica. Al hacer el tratamiento a la Palatini en el caso de vacı́o recuperamos las
ecuaciones de Einstein, ası́ como la condición de metricidad de operador derivada ∇.
En el caso de vacı́o no es necesario hacer la suposición a priori sobre el operador deri-
vada, dicha información ya se encuentra en la acción de Einstein-Hilbert. En cualquier
caso, es importante notar que el formalismo nos lleva a la condición de metricidad,
como se señala en [34], y no a la conexión de Levi-Civita como se señala en [36, 37].
Por supuesto, posteriormente puede relacionarse al operador derivada ∇ con parciales
y entonces usar como conexión la conexión de Levi-Civita, pero el formalismo nos
arroja con condición de metricidad.

3.3. Ejemplo de la teorı́a Einstein-Palatini
En este capı́tulo analizamos un caso particular de la teorı́a desarrollada en los

capı́tulos anteriores. Partiendo de la misma acción, se hace el tratamiento estándar 3.3.1
y luego el tratamiento a la Palatini, se resuelve para Cc

ab y se construye el tensor de
Einstein efectivo para posteriormente contrastar ambos resultados buscando solucio-
nes particulares en las teorı́as para las cuales el contenido de materia gravite de formas
distintas.

La acción a estudiar es

S =
∫ √
−g
[

gabRab +
16π

2

(
(∇cvc)2−m2gabvavb

)]
d4x, (3.24)

donde va es un campo vectorial. La motivación para estudiar una teorı́a de este tipo
es que, como se ha mencionado, necesitamos que la acción de materia dependa de
la conexión, pero además queremos que sea una teorı́a sencilla, es decir, solo tener
algunas partes de la descomposición de Σ ab

c .
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3.3.1. Relatividad General
En relatividad general tenemos que variar respecto al campo va y respecto al tensor

métrico, pues se asume que el operador derivada es métrico. Es importante recordar que
los sı́mbolos de Christoffel aparecen al pasar a parciales y deben ser variados respecto
a la métrica pues están dados a priori. Consideremos la variación respecto a va

δSM =
∫ √
−g

16π

2

[
2∇̃dvd

∇̃aδva−2m2gbavb
δva
]

d4x

= −
∫ √
−g16π

[
∇̃a

[
∇̃dvd

]
+m2gbavb

]
δvad4x, (3.25)

donde en el último paso hemos integrado por partes. De (3.25) es fácil ver que la
ecuación de movimiento para va es

∇̃a∇̃dvd +m2va = 0. (3.26)

Calculando ∇̃bva a partir de la ecuación (3.26) y usando el hecho de que no hay torsión
es posible demostrar que,

∇̃avb− ∇̃bva = 0. (3.27)

Ahora consideramos la variación de la acción de materia respecto a la métrica,

δSM =
∫ √
−g
{

8π

[
−1

2
gab

(
(∇̃cvc)2−m2v2

)
−m2vavb

]
δgab

+16π∇̃dvdve
δ Γ̃

c
ce

}
d4x, (3.28)

Calculando la variación de los Christoffels, obtenemos

8πT̃ab = 8π

[
gab

(
1
2
(∇̃cvc)2− 1

2
m2v2− ∇̃e

[
∇̃dvdve

])
−m2vavb

]
= −8π

[
gab

(
(∇̃cvc)2 +

1
2

m2v2 + ve
∇̃e

[
∇̃dvd

])
+m2vavb

]
, (3.29)

por lo que

G̃ab =−8π

[
gab

(
(∇̃cvc)2 +

1
2

m2v2 + ve
∇̃e

[
∇̃dvd

])
+m2vavb

]
(3.30)

Por consistencia debemos ver si ∇̃aT̃ab = 0, y es fácil demostrarlo utilizando la
ecuación de movimiento (3.26) y su consecuencia (3.27).

3.3.2. Variación a la Palatini
Para esta sección debemos recordar que variaremos respecto a la conexión Γc

ab,
gab. Dado que, en general, no tenemos una conexión métrica, ∇ava 6= ∇ava. Tomamos
la variacion de la acción de materia, respecto a la métrica

δSM =
∫ √
−g
[

8π

(
−1

2
gab
{
(∇cvc)2−m2v2}+m2gacgbdvcvd

)
δgab

]
d4x, (3.31)
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de donde se sigue que

Tab =
1
2

gab
[
(∇cvc)2−m2v2]−m2vavb, (3.32)

Aquı́ es donde se analiza la diferencia de variar respecto a Cc
ab o respecto a Γc

ab. Si
variaramos respecto a Cc

ab obtendrı́amos un término extra, el cual vendrı́a de variar los
Christoffels. Este término lleva a inconsistencias, como por ejemplo que ∇̃aG̃ab 6= 0.
Es por ello que la variación se toma respecto a Γc

ab y no respecto a Cc
ab aunque en las

demás variaciones obtengamos las mismas ecuaciones de movimiento. Aquı́ se ve la
importancia de especificar las variables dinámicas de una teorı́a, mientras una lleva a
inconsistencias, la otra lleva a una formulación precisa.

De lo anterior

Gab = 8π

[
1
2
(
(∇cvc)2−m2v2)−m2vavb

]
(3.33)

Tomando la variación respecto a Γc
ab

δSM =
∫ √
−g

16π

2
∇eve

δ

(
∇dvd

)
d4x, (3.34)

y ahora,

δ

(
∇dvd

)
= δ

(
∂dvd +Γ

d
dbvb

)
= vb

δ (Γc
cb)

= vb
δ

a
c δ (Γc

ab)

= v(bδ
a)
c δΓ

c
ab. (3.35)

Juntando las ecuaciones (3.34) y (3.35) obtenemos

16πΣ
ab

c =−16π∇evev(bδ
a)
c . (3.36)

Este último resultado es igual al que se obtendrı́a variando respecto a Cc
ab . En conse-

cuencia
Fc

ab =−16π∇evev(bδ
a)
c . (3.37)

En la variación respecto a va podemos olvidarnos de la sutileza empleada al consi-
derar Γ y tomar a C en la variación. Esto es porque al calcular la variación tomamos el
resto de las variables constantes, es decir, Γ y g y por ende Γ̃ y C. Uno de los motivos
para hacerlo de esta manera es integrar por partes más fácilmente. Entonces,

δSM =
∫ √
−g

16π

2

[
2∇cvc

δ (∇ava)−2m2gabvb
δva
]

d4x

=
∫ √
−g16π

[
−∇̃a∇cvc +∇cvcCe

ea −m2gabvb
]

δvad4x, (3.38)

y se sigue que la ecuación de movimiento es

∇̃a∇cvc−∇cvcCe
ea +m2va. (3.39)

En conclusión, hemos obtenido las ecuaciones de movimiento de la teorı́a, lo que sigue
es resolver la ecuación (3.37) utilizando lo desarrolado en el capı́tulo 3.
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Resolviendo para la conexión

Dada la descomposición en trazas tanto de Σ ab
c como de Cc

ab , en particular utili-
zando las ecuaciones (3.7) podemos obtener las trazas de Cc

ab si conocemos las trazas
de Σ ab

c . Las trazas de Σ ab
c son

σc = −5
2

∇evevc, (3.40)

ρ
b = −∇evevb, (3.41)

además es sencillo ver que Σ no contiene parte sin trazas y tampoco una parte propor-
cional a gab. Por lo tanto, utilizando (3.7) las trazas de Cc

ab son

λc =
16π

3
∇dvdvc, (3.42)

τ
b = −16π

5
3

∇dvdvb. (3.43)

Con lo anterior y usando (2.16) llegamos a resolver para Cc
ab

Cc
ab =−8π∇dvdvcgab +

16π

3
∇dvd

δ
c
(avb). (3.44)

Es fácil ver que aún falta un paso por realizar pues ∇dvd depende de λd ,

λc =
16π

3

[
∇̃dvd +λdvd

]
vc, (3.45)

contrayendo con vc y despejando λcvc obtenemos,

λcvc =
16π

3

1− 16π

3 v2
v2

∇̃dvd , (3.46)

donde v2 = gcdvcvd por lo cual,

∇dvd =
∇̃dvd

1− 16π

3 v2
. (3.47)

Podemos ahora sustituir en todas las ecuaciones de la sección (3.3.2) las dependencias
en λ , pero dado que el lado izquierdo de (3.47) es más compacto seguiremos escribien-
do ∇dvd , manteniendo en mente esta última igualdad. Con todo lo anterior podemos
escribir la ecuación de movimiento una vez que se ha resuelto para la conexión,

∇̃a∇cvc− 16π

3
(∇cvc)2va +m2va = 0. (3.48)

Es interesante ver que utilizando (3.39) y (3.47) podemos encontrar una relación exac-
tamente igual que en el caso de relatividad general,

∇̃avb− ∇̃avb = 0, (3.49)
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cabe señalar que dada la anti-simetrización en realidad es válido para cualquier opera-
dor derivada,

∇avb−∇bva = 0. (3.50)

Finalmente notar que el denominador tiene problemas cuando v2 = 3/16π . Por lo
tanto asumimos que nos encontramos en una región en la cual v2 6= 3/16π . Podemos
ver que la dimensión del espacio-tiempo entra en juego en este punto, pues lo que
tenemos haciendo en calculo explı́cito utilizando (2.14) es (8π(D−2))/(3) lo cual para
D = 4 es el caso que tenemos. Lo que resta es construir el tensor de Einstein efectivo,
T e f f

ab , incorporando los valores de las trazas de Σ ab
c particulares de esta teorı́a.

Construcción del tensor de energı́a-momento efectivo

Dado que tenemos las trazas de Σ ab
c y de Cc

ab podemos construir el tensor de
Einstein efectivo utilizando tanto (2.49) como (3.22). Es un buen ejercicio ver si ambas
construcciones resultan en el mismo tensor. Después de realizar los cálculos obtenemos
la ecuación de Einstein

G̃ab = 8πgab

[
(∇dvd)2

2
− m2v2

2
− ∇̃d

[
∇evevd

]
− 8π

3
(∇dvd)2v2

]
+ 8πvavb

[
16π

3
(∇dvd)2−m2

]
, (3.51)

usando la ecuación de movimiento (3.39) obtenemos,

G̃ab = 8πgab

[
(∇dvd)2

2
+

m2v2

2
− ∇̃dvd

∇eve−8π(∇dvd)2v2
]

+ 8πvavb

[
16π

3
(∇dvd)2−m2

]
(3.52)

donde tenemos dos términos extras respecto al caso de relatividad general, y que vienen
pesados por factores de 8π , o si reintroducimos G . Sin embargo, hay que recordar que
dado lo estudiado en las secciones anteriores ∇dvd = (∇̃dvd)?(1− 16π

3 v2), por lo que
los términos no son exactamente los del caso estándar. Por consistencia con (2.28)
debemos asegurarnos de que (3.52) sea libre de divergencia, lo cual sucede (véase
apéndice D.2).

3.3.3. Einstein-Palatini vs. Einstein-Hilbert
En esta sección contrastamos los resultados de todo el escrito con el tratamiento

en el caso usual buscando soluciones a la ecuación de movimiento y observando como
gravitan.

Einstein-Hilbert

Buscamos ahora soluciones a la ecuación de movimiento (3.26) para ver de que
manera gravitan en la ecuación de Einstein. Comenzamos distinguiendo entre dos si-
tuaciones.
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1. Si pedimos divergencia constante ∇̃cvc = A 6= 0 y m2 = 0 tenemos una familia
infinita de soluciones, la divergencia del campo puede tener cualquier valor y
en consecuencia tenemos que nuestro campo gravita como una constante cos-
mológica positiva,

G̃ab =−8πgabA2. (3.53)

2. Por otro lado podemos solo pedir que el campo tenga divergencia constante,
lo cual implicarı́a que m2 = 0 y, en consecuencia, tenemos la misma situación
descrita anteriormente.

Hacer esta distinción parece redundante pero en el otro formalismo son situacio-
nes distintas.

Einstein-Palatini

1. Si de igual manera pedimos m2 = 0 y divergencia constante ∇cvc = B 6= 0, dada
la ecuación (3.48), la divergencia solo puede tener un valor, cero. En dicho caso
el campo gravita como vacı́o

G̃ab = 0. (3.54)

2. Si por otro lado tenemos divergencia constante existe una solución particular
para la cual la masa no es cero, 16π(∇cvc)2/3 = m2. En este caso la divergencia
es constante pero no puede tomar cualquier valor, está naturalente ligada a la
masa, cosa que no ocurrió en el tratamiento estándar. Más aún, el tomar este valor
particular de la masa anula aquello que no gravita como constante cosmológica
i.e., lo que es proporcional a vavb, por lo tanto es posible ver que de igual manera
el campo gravita como una constante cosmológica positiva

G̃ab =−8πgabB2. (3.55)

Mientras que en Einstein-Hilbert si no anulamos la masa el campo sı́ gravitará
con términos proporcionales a vavb y si la fijamos tenemos una infinidad de po-
sibles valores para la “constante cosmológica” en el tratamiento a la Palatini
obtenemos un valor fijo ligado a la masa del campo. En esta situación hablar de
constante cosmológica es equivalente a hablar de la masa de un campo vectorial
con divergencia constante en el tratamiento a la Palatini.

En resumen, después de tomar un ejemplo particular es posible ver que las dos
formulaciones no llevan a situaciones fı́sicas equivalentes empezando por el he-
cho de que el campo no admite el mismo tipo de soluciones hasta el hecho de
que, dichas soluciones gravitan de diferente manera.



Capı́tulo 4

Conclusiones

En este trabajo se trató el enfoque Palatini de la relatividad general en el caso
en el que la acción gravitacional es Einstein-Hilbert y la acción de materia depende
de la conexión. Se trabajó el caso general para un lagrangiano arbitrario de materia
y se estudió el caso de vacı́o con detalle, donde se observó la equivalencia con la
formulación métrica. Es importante observar que la teorı́a en este caso lo que asegura
es la condición de metricidad, no fija la conexión a ser la de Levi-Civita. En el caso
general se recurrió a descomponer la conexión espacio-temporal y, con ello, resolver
la ecuación de movimiento de la conexión. Con lo anterior se construyó un tensor
de energı́a-momento efectivo, el cual es equiparable al tensor de energı́a momento de
la formulación métrica. Finalmente se utilizó una acción de materia particular para
contrastar ambas formulaciones.

Al contrastar ambas formulaciones mediante una acción particular de materia, se
observó que pidiendo condiciones similares al campo, puede gravitar de maneras radi-
calmente diferentes, en un caso vacı́o, en otro caso como constante cosmológica. Por
lo tanto, en estos casos las formulaciones no son equivalentes. Una observación de este
trabajo es que para el caso en el que hay presencia de materia que depende de la cone-
xión es necesario asegurarse de que la conexión sea independiente de la métrica. Esto
se logra incorporando una conexión extra para realizar las variaciones de la acción, lo
cual asegura que la teorı́a sea consistente. En retrospectiva, se concluye que en el caso
de vacı́o uno puede ser poco cuidadoso y no incorporar una conexión auxiliar pues las
formulaciones son equivalentes.

Por otro lado es interesante analizar el caso de f (R) en el tratamiento a la Palatini.
Incluso cuando la materia no está acoplada a la conexión, si se sale de la acción de
Einstein-Hilbert, naturalmente la ecuación de movimiento de la conexión cambia y por
ende las formulaciones no son equivalentes. Analizar el caso cuando además la materia
depende de la conexión es una posible proyección a futuro.

Por otro lado, es posible obtener una expresión para la divergencia del tensor de
energı́a-momento usando que la acción de materia es invariante bajo difeomorfismos.
En la formulación métrica, obtenemos que el tensor de energı́a-momento tiene diver-
gencia cero. Es posible realizar un procedimiento análogo en el caso Einstein-Palatini,
en el cual el tensor de energı́a-momento no tiene divergencia igual a cero, sin embargo,
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el que debe de ser libre de divergencia es el tensor de energı́a-momento efectivo. Como
trabajo futuro se encuentra la demostración de que, en efecto, el tensor de energı́a-
momento efectivo es libre de divergencia para el caso general, usando que la acción de
materia es invariante bajo difeomorfismos.

Finalmente mencionar que en todo el trabajo se utilizó el formalismo lagrangiano.
La relatividad general acepta una formulación hamiltoniana [40, 41], en el cual tam-
bién puede estudiarse el tratamiento a la Palatini [36, 42], como otro posible trabajo a
futuro se encuentra analizar el programa hamiltoniano cuando la materia depende de la
conexión.



Apéndice A

Notación y convenciones

Durante todo el trabajo se utiliza una métrica espacio-temporal con signatura +2
y los tensores geométricos se han definido como en [38]. Los ı́ndices se “bajan” y
“suben” con la métrica del espacio-tiempo y su inversa,

gabgbc =δ
c
a , (A.1a)

B cd
ab gcega f =B f d

be . (A.1b)

La dimensión del espacio-tiempo se asume como D = 4 salvo donde se indique lo
contrario. Los ı́ndices del alfabeto latino son ı́ndices abstractos, los cuales únicamente
señalan el carácter tensorial del objeto en cuestión. Durante el trabajo se utiliza la
notación usual para señalar que un conjunto de ı́ndices aparece de manera simétrica o
anti-simétrica, es decir,

A(ab) =
1
2
(Aab +Aba) , (A.2a)

A[ab] =
1
2
(Aab−Aba) . (A.2b)

Además usaremos una convención propia a partir de la sección 2.5.2 sobreponien-
do una tilde para designar a la contraparte usual de relatividad general. Por ejemplo,
la tilde sobre ∇ representa al operador derivada de Levi-Civita, el que por definición
satisface,

∇̃agbc = 0, (A.3)

donde gbc es el tensor métrico.
Más aún, se sobre pone tilde a otros objetos matemáticos tales como tensores, por

ejemplo

R̃ d
abc =

(
∇̃a∇̃b− ∇̃b∇̃a

)
ωc, (A.4)

para indicar que es el tensor de Riemann construido con el operador derivada de Levi-
Civita, que es el utilizado en relatividad general.
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Durante el trabajo se utilizan 3 conexiones(
∇a− ∇̃a

)
ωb = −Cc

abωc, (A.5)

(∇a−∂a)ωb = −Γ
c
abωc, (A.6)(

∇̃a−∂a

)
ωb = −Γ̃

c
abωc, (A.7)

en todos los casos el signo negativo se toma por convención. Además dichas conexiones
pueden relacionarse mediante

Γ
c
ab− Γ̃

c
ab =Cc

ab . (A.8)

En el capı́tulo 2 se contruyen los tensores geométricos de la teorı́a. Durante todo el
trabajo se sigue la convención usada en el libro de Wald y para evitar confusiones con
nuestra notación de la tilde se agregan las definiciones siguientes,

Rab = R d
adb , (A.9a)

R̃ab = R̃ d
adb , (A.9b)

R = gabRab, (A.9c)

R̃ = gabR̃ab, (A.9d)

Gab = Rab−
1
2

gabR, (A.9e)

G̃ab = R̃ab−
1
2

gabR̃, (A.9f)

También en la sección 2.5.2 se habla de un tensor F ab
c , el cual se define de la siguiente

manera

F ab
c (C) = Cd

dcgab +δ
(b
c Ca)

dcgdc−2C(a
ecg|e|b) (A.10)

F ab
c (Γ) = Γ

d
dcgab +δ

(b
c Γ

a)
dcgdc−2Γ

(a
ecg|e|b) (A.11)

F ab
c (Γ̃) = Γ̃

d
dcgab +δ

(b
c Γ̃

a)
dcgdc−2Γ̃

(a
ecg|e|b), (A.12)

además por (A.8) y la “linealidad” de F ab
c se sigue que

−F ab
c (Γ̃)+F ab

c (Γ) = 16πΣ
ab

c . (A.13)

A lo largo del trabajo se utiliza una notación como sigue, G(σ ,ρ), ésta indica que
el tensor G es función de los tensores σ y ρ , por ejemplo,

Gab = σab +gacρ
c
b . (A.14)

También durante todo el trabajo se utilizan unidades tales que G = c = 1, salvo donde
se escriben de manera explı́cita.



Apéndice B

Construcción de los tensores
geométricos

En el capı́tulo 2 se introduce el tensor Cc
ab , y se construyen los tensores de Rie-

mann, Ricci y Einstein de la teorı́a. El propósito de este apéndice es mostrar el cálculo
de construcción de dichos tensores en términos de las partes de Cc

ab y los tensores
geométricos usados en relatividad general.

B.1. Términos cuadráticos en la conexión
Comenzamos con los términos cuadráticos en Cc

ab , ası́ como su contraparte escalar
i.e., Cg

hbCh
ag y gabCg

hbCh
ag . Escribiendo explı́citamente el cálculo,

Cg
hbCh

ag =

[
1
4

ghb

(
10τg−4λ g

9

)
+

1
9

δ
g
(h

[
4λb)− τb)

]
+∆Cg

hb

]
×

[
1
4

gag

(
10τh−4λ h

9

)
+

1
9

δ
h
(a

[
4λg)− τg)

]
+∆Ch

ag

]
Tenemos en principio 9 términos diferentes, sin embargo, dado que es un término
cuadrático el número se puede reducir a 6, calculemos cada uno de ellos.

Términos cuadráticos

1. El primero de ellos,

1
4

ghb

(
10τg−4λ g

9

)
1
4

gag

(
10τh−4λ h

9

)
=

1
42

1
92 (100τaτb−40τaλb−40τbλa +16λaλb)

=
1
42

1
92

(
100τaτb−80τ(aλb)+16λaλb

)
(B.1)
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2. El segundo de ellos,

1
9

δ
g
(h

[
4λb)− τb)

] 1
9

δ
h
(a

[
4λg)− τg)

]
=

1
2

1
9
(
δ

g
h [4λb− τb]+δ

g
b [4λh− τh]

) 1
2

1
9

(
δ

h
a [4λg− τg]+δ

h
g [4λa− τa]

)
=

1
4

1
92

{
δ

g
a [4λb− τb] [4λg− τg]+δ

g
g [4λb− τb] [4λa− τa]

+[4λb− τb] [4λa− τa]+δ
h
b [4λh− τh] [4λa− τa]

}
=

7
4

1
92 [4λb− τb] [4λa− τa] , (B.2)

por lo tanto,

1
9

δ
g
(h

[
4λb)− τb)

] 1
9

δ
h
(a

[
4λg)− τg)

]
=

7
4

1
92 (16λaλb−4τaλb−4τbλa + τaτb)

=
7
4

1
92

(
16λaλb−8τ(aλb)+ τaτb

)
. (B.3)

3. El último término cuadrático es el término trivial

∆Cg
hb∆Ch

ag , (B.4)

que es trivial ya que a priori no podemos decir más sobre el.

Términos cruzados

4. Consideremos el siguiente término del que tampoco podemos decir mucho,

1
4

ghb

(
10τg−4λ g

9

)
∆Ch

ag , (B.5)

aunque recordemos que para hacer el cálculo completo debemos considerar (a↔
b),

1
4

ghb

(
10τg−4λ g

9

)
∆Ch

ag +(a↔ b) =
1
2

1
9

gh(b∆Ch
a)g(10τ

g−4λ
g) (B.6)

5. Existen, por otro lado, términos con ∆C que requieren mayor cálculo, por ejem-
plo,

1
9

δ
g
(h

[
4λb)− τb)

]
∆Ch

ag =
1
2

1
9

∆Ch
ag
(
4δ

g
h λb +4δ

g
b λh−δ

g
h τb−δ

g
b τh
)

=
1
2

1
9

∆Ch
ab (4λh− τh) (B.7)
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Al igual que (B.6) debemos sumar a este término la contraparte simétrica, en
sı́mbolos, (a↔ b), debido a lo anterior, lo que realmente aparecerá en el cálculo
final es,

1
9

δ
g
(h

[
4λb)− τb)

]
∆Ch

ag +(a↔ b) =
1
2

1
9

∆Ch
ab (4λh− τh)+(a↔ b)

=
1
9

∆Ch
ab (4λh− τh) , (B.8)

pues ∆C es simétrico.

6. Finalmente,

1
4

ghb

(
10τg−4λ g

9

)
1
9

δ
h
(a

[
4λg)− τg)

]
=

1
2

1
4

1
92 ghb(10τ

g−4λ
g)
[
4δ

h
a λg +4δ

h
g λa−δ

h
a τg−δ

h
g τa

]
=

1
2

1
4

1
92 (10τ

g−4λ
g)
[
4gabλg +4ggbλa−gabτg−ggbτa

]
=

1
2

1
4

1
92 (10τ

g−4λ
g)
[
gab (4λg− τg)+ggb (4λa− τa)

]
=

1
2

1
4

1
92 [gab(10τ

g−4λ
g)(4λg− τg)+(10τb−4λb)(4λa− τa)] .(B.9)

Calculando por separado,

(10τ
g−4λ

g)(4λg− τg) = 40τ
g
λg−10τ

g
τg−16λ

g
λg +4λ

g
τg

= 44τ
g
λg−10τ

g
τg−16λ

g
λg. (B.10)

Ası́ como,

(10τb−4λb)(4λa− τa) = 40τbλa−10τbτa−16λbλa +4λbτa. (B.11)

Introduciendo (B.10), (B.11) en (B.9),

1
4

ghb

(
10τg−4λ g

9

)
1
9

δ
h
(a

[
4λg)− τg)

]
=

1
2

1
4

1
92 [gab(44τ

g
λg−10τ

g
τg−16λ

g
λg)+40τbλa−10τbτa−16λbλa +4λbτa] .

(B.12)

Sumemos ahora el intercambio de ı́ndices (a↔ b),

1
4

ghb

(
10τg−4λ g

9

)
1
9

δ
h
(a

[
4λg)− τg)

]
+(a↔ b)

=
1
4

1
92

[
gab(44τ

g
λg−10τ

g
τg−16λ

g
λg)+40τ(bλa)−10τbτa−16λbλa +4λ(bτa)

]
=

1
4

1
92

[
gab(44τ

g
λg−10τ

g
τg−16λ

g
λg)+44τ(bλa)−10τbτa−16λbλa

]
.

(B.13)
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Suma

Debemos ahora sumar (B.1), (B.3) (B.4), (B.6), (B.8), (B.13)

Cg
hbCh

ag

=
1
4

1
92

[
gab(44τ

g
λg−10τ

g
τg−16λ

g
λg)+44τ(bλa)−10τbτa−16λbλa

]
=

1
42

1
92

(
100τaτb−80τ(aλb)+16λaλb

)
+

7
4

1
92

(
16λaλb−8τ(aλb)+ τaτb

)
+

1
2

1
9

gh(b∆Ch
a)g(10τ

g−4λ
g)+

1
9

∆Ch
ab (4λh− τh)+∆Cg

hb∆Ch
ag . (B.14)

El último renglón de B.14 contiene solo términos diferentes, no agrupables o irreduci-
bles. El problema se reduce a encontrar los coeficientes que acompañan a τaτb, λaλb y
τ(aλb).

Cg
hbCh

ag =
22

4 ·92 τaτb +
25
92 λaλb−

8
92 τ(aλb)+

1
4 ·92 gab (44τ

g
λg−10τ

g
τg−16λ

g
λg)

+
1

2 ·9
gh(b∆Ch

a)g (10τ
g−4λ

g)+
1
9

∆Ch
ab (4λh− τh)+∆Cg

hb∆Ch
ag (B.15)

Contrayendo los ı́ndices que quedan libres con gab,

gabCg
hbCh

ag =− 1
18

τ
g
τg +

1
9

λ
g
λg +

4
9

τgλ
g +gab

∆Cg
hb∆Ch

ag (B.16)

B.2. Tensor de Einstein
Después de introducir (B.15) y (B.16) en el tensor de Einstein (2.47) queda el

trabajo de agrupación de términos, el propósito de ésta sección es mostrar un poco
el desarrollo algebraico del tensor de Eistein.

Después de hacer dicha sustitución,

Gab = G̃ab− ∇̃aλb−
gab

2
τ

g
λg +gab∇̃c

(
λ c− τc

2

)
+ ∇̃d

[
1
4

gab

(
10τd−4λ d

9

)
+

1
9

δ
d
(a

[
4λb)− τb)

]
+∆Cd

ab

]
+ λg

[
1
4

gab

(
10τg−4λ g

9

)
+

1
9

δ
g
(a

[
4λb)− τb)

]
+∆Cg

ab

]
+

gab

2

[
− 1

18
τ

g
τg +

1
9

λ
g
λg +

4
9

τgλ
g +gcd

∆Cg
hc∆Ch

dg

]
− 22

4 ·92 τaτb−
25
92 λaλb +

8
92 τ(aλb)−

1
4 ·92 gab(44τ

g
λg−10τ

g
τg−16λ

g
λg)

− 1
2 ·9

gh(b∆Ch
a)g(10τ

g−4λ
g)− 1

9
∆Ch

ab(4λh− τh)−∆Cg
hb∆Ch

ag , (B.17)
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desarrollando un poco obtenemos,

Gab = ∇̃ab−
gab

2
τ

g
λg + ∇̃c

(
λ c− τc

2

)
+

1
4

1
9

gab∇̃d(10τ
d−4λ

d)

+
1
4

1
9

gab(10τ
g
λg−4λ

g
λg)+λg∆Cg

ab + ∇̃∆Cd
ab

+
1
9

∇̃(a
[
4λb)− τb)

]
+

1
9

λ(a
[
4λb)− τb)

]
+

gab

2

[
− 1

18
τ

g
τg +

1
9

λ
g
λg +

4
9

τgλ
g +gcd

∆Cg
hc∆Ch

dg

]
− 22

4 ·92 τaτb−
25
92 λaλb +

8
92 τ(aλb)−

1
4 ·92 gab(44τ

g
λg−10τ

g
τg−16λ

g
λg)

− 1
2 ·9

gh(b∆Ch
a)g(10τ

g−4λ
g)− 1

9
∆Ch

ab(4λh− τh)−∆Cg
hb∆Ch

ag , (B.18)

agrupando términos y simplificando obtenemos finalmente el tensor de Eistein,

Gab = G̃ab +gab

[
1
2

∇̃d

(
7λ d−4τd

9

)
+

gik

2
∆Cg

hi∆Ch
gk +

1
4 ·92 τgτ

g− 11
92 τ

g
λg

− 1
2 ·92 λgλ

g
]
− ∇̃aλb + ∇̃d∆Cd

ab +
1
9

∇̃(a
(
4λb)− τb)

)
+∆Ch

ab

[
τh +5λh

9

]
+

11
92 λaλb−

1
92 τ(aλb)−

22
4 ·92 τaτb−

1
2 ·9

gh(b∆Ch
a)g (10τ

g−4λ
g)−∆Cg

hb∆Ch
ag .

(B.19)
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Apéndice C

Cambio de Variables del Tensor
de Einstein

En este apéndice se desarrollan los cálculos explı́citamente para llevar el tensor de
Einstein (2.49) a (3.22).

C.1. Términos escalares

Para calcular el tensor de Einstein y el escalar de Ricci en nuestras nuevas variables,
el primer término de interés es, ∆Cg

ha∆Ch
bg

∆Cg
ha∆Σ

h
bg =

[
−16πgd(h∆Σ

dg
a) +8πghh′gaa′g

gg′
∆Σ

h′a′
g′

]
×

[
−16πge(b∆Σ

eh
g) +8πgbb′ggkgh j

∆Σ
b′k

j

]
, (C.1)

el desarrollo de la ecuación anterior consta de 4 partes,

= (16π)2

(A)︷ ︸︸ ︷
gd(h∆Σ

dg
a) ge(b∆Σ

eh
g) −16×8π

2

(B)︷ ︸︸ ︷
gd(h∆Σ

dg
a) gbb′ggkgh j

∆Σ
b′k

j

− 16×8π
2 ghh′gaa′g

gg′
∆Σ

h′a′
g′ ge(b∆Σ

eh
g)︸ ︷︷ ︸

(C)

+(8π)2 ghh′gaa′g
gg′

∆Σ
h′a′

g′ gbb′ggkgh j
∆Σ

b′k
j︸ ︷︷ ︸

(D)

.

(C.2)

Comenzemos calculado (D).

ghh′gaa′g
gg′gbb′ggkgh j

∆Σ
h′a′

g′ ∆Σ
b′k

j = δ
j

h′δ
g′
k gaa′gbb′∆Σ

h′a′
g′ ∆Σ

b′k
j

= gaa′gbb′∆Σ
ja′

k ∆Σ
b′k

j . (C.3)
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Hagamos ahora el cálculo para (C).

ghh′gaa′g
gg′

∆Σ
h′a′

g′ ge(b∆Σ
eh

g) =
1
2

ghh′gaa′g
gg′

∆Σ
h′a′

g′

[
geb∆Σ

eh
g +geg∆Σ

eh
b

]
, (C.4)

por lo tanto,

(C) =
1
2

[
ghh′gaa′g

gg′geb∆Σ
h′a′

g′ ∆Σ
eh

g +ghh′gaa′g
gg′geg∆Σ

h′a′
g′ ∆Σ

eh
b

]
=

1
2

[
ghh′gaa′g

gg′geb∆Σ
h′a′

g′ ∆Σ
eh

g +ghh′gaa′δ
g′
e ∆Σ

h′a′
g′ ∆Σ

eh
b

]
=

1
2

[
ghh′gaa′g

gg′geb∆Σ
eh

g ∆Σ
h′a′

g′ +ghh′gaa′∆Σ
eh

b ∆Σ
h′a′

e

]
. (C.5)

El cálculo para (B) es análogo al de (C), obtenemos,

(B) =
1
2

[
gbb′ggk∆Σ

b′k
d ∆Σ

dg
a +gbb′gdaggkgh j

∆Σ
b′k

j ∆Σ
dg

h

]
. (C.6)

Finalmente (A),

gd(h∆Σ
dg

a) ge(b∆Σ
eh

g)

=
1
4

[
gdh∆Σ

dg
a +gda∆Σ

dg
h

][
geb∆Σ

eh
g +geg∆Σ

eh
b

]
=

1
4

[
gdhgeb∆Σ

dg
a ∆Σ

eh
g +gdhgeg∆Σ

dg
a ∆Σ

eh
b

+ gdageb∆Σ
dg

h ∆Σ
eh

g +gdageg∆Σ
dg

h ∆Σ
eh

b

]
(C.7)

Tenemos que sumar (C.7), (C.6), (C.5), (C.3),

∆Cg
ha∆Ch

bg

=
(16π)2

4

gdhgeb∆Σ
dg

a ∆Σ
eh

g︸ ︷︷ ︸
a

+gdhgeg∆Σ
dg

a ∆Σ
eh

b +gdageb∆Σ
dg

h ∆Σ
eh

g︸ ︷︷ ︸
b

+gdageg∆Σ
dg

h ∆Σ
eh

b︸ ︷︷ ︸
c


− 16×8π

2

ghh′gaa′g
gg′geb∆Σ

eh
g ∆Σ

h′a′
g′ +ghh′gaa′∆Σ

eh
b ∆Σ

h′a′
e︸ ︷︷ ︸

c


− 16×8π

2

gbb′ggk∆Σ
b′k

d ∆Σ
dg

a︸ ︷︷ ︸
a

+gbb′gdaggkgh j
∆Σ

b′k
j ∆Σ

dg
h


+ (8π)2 gaa′gbb′∆Σ

ja′
k ∆Σ

b′k
j︸ ︷︷ ︸

b

.

(C.8)
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Notemos que todos los coeficientes terminan siendo (8π)2, por ello podemos poner
dicho factor como un factor global. Además los términos marcados con la misma letra
se cancelan debido a que son iguales y de signo contrario, los terminos restantes se
agrupan de la siguiente manera,

∆Cg
ha∆Ch

bg = (8π)2
[
2gaa′gbb′∆Σ

ja′
k ∆Σ

b′k
j −2gaa′gbb′ghh′g

gg′
∆Σ

h′a′
g′ ∆Σ

b′h
g

+ ghdgeg∆Σ
dg

a ∆Σ
eh

b

]
. (C.9)

Para la contraparte escalar obtenemos

gab
∆Cg

ha∆Ch
bg

= gab (8π)2
[
2gaa′gbb′∆Σ

ja′
k ∆Σ

b′k
j −2gaa′gbb′ghh′g

gg′
∆Σ

h′a′
g′ ∆Σ

b′h
g

+ ghdgeg∆Σ
dg

a ∆Σ
eh

b

]
= (8π)2

[
2ga′b′∆Σ

ja′
k ∆Σ

b′k
j −2gae′ghh′g

gg′
∆Σ

h′a′
g′ ∆Σ

eh
g +ghdgeggab

∆Σ
dg

a ∆Σ
eh

b

]
= (8π)2

[
2ga′b′∆Σ

ja′
k ∆Σ

b′k
j −ghdgeggab

∆Σ
dg

a ∆Σ
eh

b

]
(C.10)

Otras componentes de importancia son: τcτc, λcλ c, τcλ c.

τcτ
c =

(
2
3

16π

)2

ρcρ
c. (C.11)

De igual manera haciendo uso de (3.20)

λcλ
c =

(
8πσc−

16π

3
ρc

)(
8πσ

c− 16π

3
ρ

c
)

= (8π)2
σcσ

c− (16π)2

3
σcρ

c +

(
16π

3

)2

ρcρ
c (C.12)

Usando tanto (3.19) y (3.20).

τcλ
c =

2
3

16πρc

(
8πσ

c− 16π

3

)
=

(16π)2

3
ρcσ

c−2
(

16π

3

)2

ρcρ
c (C.13)



44 APÉNDICE C. CAMBIO DE VARIABLES DEL TENSOR DE EINSTEIN

Existe un término en la parte escalar del tensor de Einstein (2.49) que va como la
divergencia de las trazas de Cc

ab .

∇̃d

(
7λ d−4τd

2 ·9

)
= ∇̃d

(
7
(
8πσd− 16π

3 ρd
)
−4
( 2

3 16πρd
)

2 ·9

)

= ∇̃d

(
28πσd− 56

3 πρd− 64
3 πρd

9

)

=
4π

9
∇̃d

(
28σ

d−40ρ
d
)

=
4π

9
∇̃d

(
7σ

d−10ρ
d
)

(C.14)

C.2. Escalar de Ricci

Para obtener el escalar de Ricci, solo nos faltarı́a calcular otro término que va como
divergencia de las trazas de Cc

ab ,

−∇̃cλ
c + ∇̃cτ

c = −∇̃c

[
8πσ

c− 16π

3
ρ

c
]
+ ∇̃c

[
2
3

16πρ
c
]

= −∇̃c

[
8πσ

c− 16π

3
ρ

c− 2
3

16πρ
c
]

= −8π∇̃cσ
c +16π∇̃cρ

c (C.15)

De lo anterior obtenemos que el escalar de Ricci en las nuevas variables es,

R = R̃−8π∇̃cσ
c +16π∇̃cρ

c−
(

16π

3

)2

ρcρ
c− (8π)2

9
σcσ

c +
2
3
(16π)2

3
σcρ

c

+ (8π)2
[
2ga′b′∆Σ

ja′
k ∆Σ

b′k
j −ghdgeggab

∆Σ
dg

a ∆Σ
eh

b

]
. (C.16)

C.3. Términos Proporcionales a la Parte sin Trazas

Primero. El primero de ellos que aparece en el tensor de Einstein es,

∆Ch
ab

[
τh +5λ

9

]
=

[
−16πgd(a∆Σ

dh
b) +8πgadgbb′g

hc′
∆Σ

db′
c′

]
× 1

9

[
2
3

16πρh +5
(

8πσh−
16π

3
ρh

)]
(C.17)
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Calculamos aparte lo que va como ρ y σ .

2
3

16πρh +5
(

8πσh−
16π

3
ρh

)
=

2
3

16πρh +40πσh +
5
3

16πρh

=
7
3

16πρh +40πσh

= 8π

(
14
3

ρh +5σh

)
, (C.18)

introduciendo en (C.17)

∆Ch
ab

[
τh +5λ

9

]
= (8π)2

[
−2gd(a∆Σ

dh
b) +gadgbb′g

hc′
∆Σ

db′
c′

][14
3

ρh +5σh

]
= (8π)2

{
−2gd(a∆Σ

dh
b)

[
5σh +

14
3

ρh

]
+gadgbb′g

hc′
∆Σ

db′
c′

[
14
3

ρh +5σh

]}
.

(C.19)

Segundo. Calculemos ahora gh(b∆Ch
a)g(10τg−4λ g), conviene empezar por calcular

gh(b∆Ch
a)g , sin embargo, es importante notar que hay una simetrización para ∆Σ ab

c
implı́cita en ∆Cc

ab . Comencemos entonces por calcular

gha∆Ch
bg = gha

[
−16πgd(b∆C dh

g) +8πgbb′ggg′g
hh′

∆Σ
b′g′

h′

]
= −16πghagd(b∆C dh

g) +8πgbb′ggg′δ
h′
a ∆Σ

b′g′

h′

= −16πghagd(b∆C dh
g) +8πgbb′ggg′∆Σ

b′g′
a , (C.20)

entonces tenemos

gh(a∆Ch
b)g =

1
2

[
−16πghagd(b∆C dh

g) +8πgbb′ggg′∆Σ
b′g′

a +(a↔ b)
]

=
1
2

[
−16π

[
ghbgd(a∆Σ

dh
g) +(a↔ b)

]
+16πggg′ga′(a∆Σ

a′g′

b)

]
.

(C.21)

Podemos deshacernos del 1/2 global calculando 5τg−2λ g en lugar de 10τg−4λ g

5τ
g−2τ

g = 5
(

2
3

16πρ
g
)
−2
(

8πσ
g− 16π

3
ρ

g
)

= 16π (4ρ
g−σ

g) , (C.22)

poniendo todo junto

gh(a∆Ch
b)g(10τ

g−4λ
g) = (16π)2

(
−
[
ghbgd(a∆Σ

dh
g) +(a↔ b)

]
+ggg′ga′(a∆Σ

a′g′

b)

)
(4ρ

g−σ
g)

= (16π)2
([

ghbgd(a∆Σ
dh

g) +(a↔ b)
]
(σg−4ρ

g)+ggg′ga′(a∆Σ
a′g′

b) (4ρ
g−σ

g)
)
.

(C.23)
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C.4. Términos tensoriales

Comencemos por el término que puede romper la simetrı́a de el tensor de Einstein.

−∇̃aλb = ∇̃a

(
8πσb−

16π

3
ρb

)
= −8π∇̃aσb +

16π

3
∇̃aρb (C.24)

Observemos como la parte que puede romper la simetrı́a del tensor de Einstein ahora
involucra a las dos trazas de Σ ab

c , en contraposición, con C de la cual solo se involucra
λ , una de las trazas.

1
9

∇̃(a
(
4λb)− τb)

)
=

1
9

∇̃(a

(
4
(

8πσb)−
16π

3
ρb)

)
− 2

3
16πρb)

)
=

1
9

∇̃(a

(
32πσb)+

[
−4

16
3
−2

16
3

]
πρb)

)
=

32π

9
∇̃(a
[
σb)−ρb)

]
(C.25)

τaτb =

(
2
3

16π

)2

ρaρb (C.26)

λaλb =

(
8πσa−

16π

3
ρa

)(
8πσb−

16π

3
ρb

)
= (8π)2

σaσb−8π
16π

3
σaρb−

16π

3
8πρaσb +

(
16π

3

)2

ρaρb

= (8π)2
σaσb−

(16π)2

3
σ(aρb)+

(
16π

3

)2

ρaρb (C.27)

τ(aλb) =
2
3

16πρ(a

[
8πσb)−

16π

3
ρb)

]
=

(16π)2

3
ρ(aσb)−2

(
16π

3

)
ρaρb (C.28)
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Finalmente el tensor de Einstein es,

Gab = G̃ab +gab

[
4π

9
∇̃d

(
7σ

d−10ρ
d
)
+

5
2 ·9

(
16π

3

)2

ρcρ
c− 21

2 ·92
(16π)2

3
σcρ

c

− 1
2 ·92 (8π)2

σcσ
c +

(8π)2

2

[
2ga′b′δΣ

ja′
k ∆Σ

b′k
j −ghdgegga′b′

∆Σ
dg

a′ ∆Σ
eh

b′

]]
− 8π∇̃aσb +

16π

3
∇̃aρb +

32π

9
∇̃(a
[
σb)−ρb)

]
− 1

9

(
16π

3

)2

ρaρb +
11
92 (8π)2

σaσb

− 12
92

(16π)2

3
σ(aρb)+ ∇̃d

[
−16πge(a∆Σ

ed
b) +8πgaegbb′g

dc′
∆Σ

eb′
c′

]
− 1

2 ·9
(16π)2

([
ghbgd(a∆Σ

dh
g) +(a↔ b)

]
(σg−4ρ

g)+ggg′ga′(a∆Σ
a′g′

b) (4ρ
g−σ

g)
)

+
(8π)2

9

{
−2gd(a∆Σ

dh
b)

[
5σh +

14
3

ρh

]
+gadgbb′g

hc′
∆Σ

db′
c′

[
14
3

ρh +5σh

]}
− (8π)2

[
2gaa′gbb′∆Σ

ja′
k ∆Σ

b′k
j −2gaa′gebghh′g

gg′
∆Σ

h′a′
g′ ∆Σ

eh
g +ghdgeg∆Σ

dg
a ∆Σ

eh
b

]
(C.29)
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Apéndice D

Einstein-Palatini

D.1. Relación

En este apéndice se realizan los cálculos fundamentales no desarrollados en la sec-
ción (2.5.2). El primero de ellos corresponde a la identidad que se mencionó es válida
tanto para el caso estándar como para la formulación afı́n (3.27). Combinando la ecua-
ción de movimiento para va (3.39) y (3.47) obtenemos,

∇̃a

[
∇̃cvc

1− 16π

3 v2

]
− 16π

3

[
∇̃cvc

1− 16π

3 v2

]2

va +m2va = 0. (D.1)

Podemos despejar va de la siguiente manera,

va =
1

16π

3

[
∇̃cvc

1− 16π
3 v2

]2

−m2

∇̃a
∇̃cvc

1− 16π

3 v2
, (D.2)

dado lo anterior calculamos ∇̃bva obteniendo,

∇̃bva =
1

16π

3

[
∇̃cvc

1− 16π
3 v2

]
−m2

∇̃b∇̃a
∇̃cvc

1− 16π

3 v2
+ ∇̃a

[
∇̃cvc

1− 16π

3 v2

]
∇̃b

 1

16π

3

[
∇̃cvc

1− 16π
3 v2

]2

−m2

 ,(D.3)

observese como en el primer término podemos cambiar el orden de ∇̃b∇̃a→ ∇̃a∇̃b dado
que actúan sobre un escalar y no hay torsión. Podemos volver a utilizar la ecuación de

49
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movimiento (B.10) pero ahora para vb,

∇̃bva = ∇̃avb +
16π

3 vb

16π

3

[
∇̃cvc

1− 16π
3 v2

]2

−m2

∇̃a

[
∇̃cvc

1− 16π

3 v2

]2

+ ∇̃a

[
∇̃cvc

1− 16π

3 v2

]
∇̃b

 1

16π

3

[
∇̃cvc

1− 16π
3 v2

]2

−m2

 , (D.4)

finalmente el segundo término despues de usar la regla de la cadena, ∇̃a

[
∇̃cvc

1− 16π
3 v2

]2

=

2 ∇̃dvd

1− 16π
3 v2 ∇̃a

[
∇̃cvc

1− 16π
3 v2

]
y volver a utilizar la ecuación de movimiento obtenemos 32π

3 vavb

[
∇̃cvc

1− 16π
3 v2

]
,

mientras que en el tercer término después de utilizar la regla de la cadena y la ecuación

de movimiento es − 32π

3 vavb

[
∇̃cvc

1− 16π
3 v2

]
, por lo que obtenemos la ecuación antes dicha,

∇̃bva− ∇̃avb = 0. (D.5)

D.2. Divergencia del tensor de energı́a-momento

Por consistencia hay que asegurarnos de que la divergencia del tensor de energı́a-
momento efectivo (3.52) sea cero, ese es el propósito de esta sección. Para ello usare-
mos el resultado de la sección anterior (D.5), ası́ como la “equivalencia” de operadores
derivada (3.47).

∇̃
aT e f f

ab = ∇̃b

[
(∇cvc)2

2
+

m2v2

2
−8π(∇dvd)2v2

]
− ∇̃dvd

∇̃b∇eve−∇eve
∇̃b∇̃dvd

+ ∇̃
a(vavb)

[
16π

3
(∇dvd)2−m2

]
+ vavb∇̃

a
[

16π

3
(∇dvd)2

]
, (D.6)

desarrollando uno de los términos en concreto,

∇̃
a(vavb)

[
16π

3
(∇dvd)2−m2

]
= vb∇̃

ava

[
16π

3
(∇dvd)2−m2

]
+ va∇̃

a(vb)

[
16π

3
(∇dvd)2−m2

]
, (D.7)

el segundo término de (D.6) al sumarse con el primero del lado derecho de (D.7) suman
cero, por la ecuación de movimiento, pues después de factorizar un ∇̃cvc lo que queda
es menos la ecuación de movimiento (3.39). Además dado que va∇̃avb = 1

2 ∇̃bv2 por
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(D.5), todos los términos con masa desaparecen, llegamos a

∇̃
aT e f f

ab = ∇cvc
∇̃b

[
∇eve− ∇̃eve

]
−8π∇̃b

[
(∇dvd)2v2

]
+

[
8π

3
(∇dvd)2

]
∇̃bv2

+ vavb∇̃
a
[

16π

3
(∇dvd)2

]
, (D.8)

ahora usamos (3.47) en el primer término,

∇eve− ∇̃eve = ∇eve−∇eve(1− 16π

3
v2) =

16π

3
v2

∇eve, (D.9)

de lo anterior obtenemos,

∇̃
aT e f f

ab =
16π

3
∇cvc

∇̃b
[
∇evvv2]−8π

[
v2

∇dvd
∇̃b∇cvc +∇cvc

∇̃b

[
∇dvdv2

]]
+

[
8π

3
(∇dvd)2

]
∇̃bv2 + vavb∇̃

a
[

16π

3
(∇dvd)2

]
= −8π

3
∇cvc

[
v2

∇̃b

[
∇dvd

]
+∇dvd

∇̃bv2
]
−8πv2

∇dvd
∇̃b(∇cvc)

+

[
8π

3
(∇dvd)2

]
∇̃bv2 + vavb∇̃

a
[

16π

3
(∇dvd)2

]
= −2

3
16πv2

∇dvd
∇̃b(∇cvc)+

2
3

16πvavb∇eve
∇̃

a(∇dvd)

=
2
3

16π∇eve
[
−v2

∇̃b(∇cvc)+ vavb∇̃
a(∇dvd)

]
= 0. (D.10)

Donde el último paso se vale de nuevo por la ecuación de movimiento.
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