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Resumen

En este trabajo se trata el enfoque Palatini de la relatividad general para el caso en
el que la accién de materia tiene una dependencia arbitraria en la conexién. Lo anterior
se motiva conceptualmente desde el punto de vista de las estructuras matemadticas del
espacio tiempo y la necesidad de una teoria que de explicacion a los problemas de la
relatividad general.

Motivado el tema central del trabajo, se habla de las matématicas necesarias pa-
ra su estudio. Posteriormente se plantean dos formulaciones de relatividad general, la
formulacidon métrica y la ya mencionada formulacion afin-métrica o Einstein-Palatini.
Se aborda el tema central del trabajo que es un tratamiento a la Palatini en la presen-
cia de lagrangianos de materia que tienen una dependencia arbitraria en la conexion
espacio-temporal. Se desarrolla la teoria haciendo el caso general, es decir, sin intro-
ducir una accién particular y se resuelve para la conexién. En este caso se encontraron
sutilezas y se encontrd la manera de realizarlo de manera consistente. De lo anterior re-
sulta como caso particular aquel en el que se presumiblemente son equivalentes ambas
formulaciones, el caso de vacio. Este se analiza con detalle, encontrando una posible
discrepancia con la literatura.

Finalmente se introduce un lagrangiano particular de materia que depende de la
conexion espacio-temporal y se le aplican ambas formulaciones. Como resultado con-
cluimos que en general ambas formulaciones no llevan a efectos fisicos iguales pues
encontramos que, dadas ciertas condiciones sobre el campo en la teoria, éste puede
gravitar de forma distinta en una formulacién de como lo hace en la otra. Més atin, en
el ejemplo propuesto se verd que la masa de un campo vectorial en el tratamiento a la
Palatini actda como constante cosmoldgica.
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Capitulo 1

Introduccion

En esta introduccidn se habla de la teoria de la relatividad general a un nivel con-
ceptual. Se habla de sus éxitos como teoria fisica y de los casos donde llega a fallar.
Posteriormente se comentan algunas alternativas que buscan subsanar estos huecos en
la teorfa. Y finalmente se sumerge al lector en el tema central de este trabajo.

1.1. Las estructuras espacio-temporales y la teoria de
la Relatividad General

La relatividad general es una teoria del espacio-tiempo [1]. Supone que el espacio-
tiempo es una variedad diferencial métrica 4-dimensional, al decir que el espacio-
tiempo es una variedad diferencial, asumimos que el espacio-tiempo mismo tiene algu-
na topologia asi como una estuctura diferencial. Ademds de las estucturas topoldgica
y diferencial una variedad suele contar con otras estructuras como la estructura afin,
que determina que lineas son rectas o la estructura métrica que sirve para medir distan-
cias. Estas estructuras son el “lapiz” la “regla” y el “compds” de Euclides para espacios
geométricos mds vastos que el plano euclidiano o el espacio euclidiano de Newton.

Es importante mencionar que las estructuras matematicas antes mencionadas se en-
cuentran presentes en la mecdnica newtoniana. La teorfa newtoniana tiene un tiempo
y un espacio euclidiano tridimensional |E3 estatico. Mas atin, es el espacio el que de-
termina la trayectoria que han de seguir particulas libres, dicha trayectoria resulta ser
rectilinea para ello necesitamos la estructura afin de E3, y uniforme para esto necesita-
mos la estructura métrica espacial de E3 y la métrica temporal, que se toma como la de
R.

Lo anterior revela la importancia de la estructura espacio-temporal en la primera
ley de Newton.

Primera ley: Todos los cuerpos se mantienen en su estado de descanso o
de movimiento uniforme en linea recta, salvo que se les obligue a cambiar
su estado mediante fuerzas impresas.
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Para hacerse de contenido la primera ley de Newton necesita de la estructura espacio-
temporal subyacente.

La teoria newtoniana puede formularse en una variedad de cuatro dimensiones [2],
0 en estructuras matemdticas mds refinadas [3], incluso puede formularse en un es-
pacio geométrico que no sea el espacio euclidiano tridimensional [4]. Incorporar las
leyes dindmicas en una teoria de ese estilo es simple si se entiende la importancia de
la estructura espacio-temporal en la primera ley de Newton. Las leyes dindmicas se
anclan en la estructura espacio-temporal, en particular, tomando las “lineas rectas” del
espacio matemdtico en cuestion, para lo cual es necesario que el espacio cuente con
una estructura afin.

En relatividad general ocurre exactamente lo mismo; se asume una estructura intrinse-
ca al espacio-tiempo y el movimiento de particulas libres es determinado por el mismo.
Es decir, el espacio-tiempo estd equipado con una estructura afin que distingue movi-
miento acelerado de movimiento no acelerado. Para particulas libres y de prueba la
“trayectoria natural” son las geodésicas del espacio-tiempo, las “mds rectas posibles”,
pero, el concepto de particula “libre” no es el mismo que para la teorfa newtoniana,
como veremos mds adelante.

La diferencia de la relatividad general con la fisica newtoniana es que relatividad
general es la dinamica del espacio-tiempo mismo; en la descripcién fisica moder-
na, el espacio-tiempo deja de ser un ente rigido “de fondo” y pasa a jugar un papel
dindmico. El escenario estatico en el que se desarroll6 la Fisica durante 200 afios pasa
a tomar vida, a ser afectado por la materia y la energia que hay en el, y a afectar de
manera reciproca a la materia y a la energia. El cambio de paradigma que significa pro-
mover el espacio-tiempo a un ente dindmico estd intimamente ligado a la idea de que la
gravedad no es una fuerza. La gravitacion en relatividad general, es una manifestacién
del espacio-tiempo. Un cuerpo orbitando sigue la trayectoria “mads recta posible” que
existe en un espacio-tiempo que no es plano, sino un espacio-tiempo curvo y dindmico
afectado por la materia y la energia.

El principio de equivalencia juega un papel fundamental en la Fisica moderna y en
el desarrollo de la relatividad general, este principio tiene numerosos enunciados [5, 6]
pero, en espiritu, es el experimento de Galileo. El que los cuerpos “caigan igual” es
lo que permite quitarle a la gravitacion su estatus de fuerza. El no poder aislarse de la
gravedad, hace pensar si en realidad es algo “ajeno” o se trata de una consecuencia de
la geometria subyacente del espacio-tiempo. Al mismo tiempo, el principio de equi-
valencia permite localmente recuperar la simetria de Lorentz, es decir, localmente la
Fisica es igual bajo rotaciones, traslaciones, etc. Lo anterior hace a la teorfa bastante
poderosa pues recuperamos la Fisica usual de manera local, esto tiene una realizacion
matematica concreta llamada coordenadas normales de Riemann.

El hecho de que todo “caiga igual” tiene importancia experimental para la teorfa.
La luz, en la aproximacion geométrica sigue “lineas rectas”, una prueba primero para
el principio de equivalencia y después para una teoria en particular es ver si la luz se
dobla en presencia de una fuente gravitacional, este doblamiento se observa.

Una vez que hemos aceptado que el espacio-tiempo debe de ser un ente dinimico
y que lo relevante es la geometria del mismo, solo falta preguntarnos de que manera
han de interactuar el espacio-tiempo con el contenido de materia en él. La manera en
que interactuan el espacio-tiempo con la materia y la energia en relatividad general estd
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dada por las ecuaciones de Einstein [7],

1 8nG
Rab_fgabR: CTTaba (1.1)

2

donde R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci o escalar de curvatura, g, es
el tensor métrico. Del lado izquierdo de (1.1) se encuentra la geometria del espacio-
tiempo, en particular, R,, y R cuantifican la curvatura del espacio tiempo. Del lado
derecho T, incorpora las densidades de materia y energia. Entonces lo que nos dicen
las ecuaciones de Eintein es que la curvatura del espacio-tiempo es afectada por las
densidades de energia y materia [8]. Por ende la gravitacién es consecuencia de la
curvatura del espacio-tiempo. Decimos ecuaciones porque (1.1) es un conjunto de 10
ecuaciones diferenciales parciales, acopladas no lineales, para la métrica del espacio-
tiempo.

Esta manera particular de interactuar materia y energia con el espacio-tiempo es
un postulado de la relatividad general. Existen dos motivaciones para tomar (1.1). La
primera de ellas es que en el limite no relativista se recupera la gravitacion newtoniana;
la segunda de ellas es una navaja de Ockham, que es la manera elegante de decir, un
argumento empirico extra sobre simplicidad como se explicard a continuacién. Relati-
vidad general acepta una formulacién lagrangiana, al tomar la accién de la teoria como
sigue,

1
S = ﬂ/R./—gd“x—i—SM, (1.2)

donde k¥ = 8TGc ™4, R es el escalar de curvatura y Sy es la accion de materia. Cuando
exigimos que la accidn sea estacionaria respecto a g, recuperamos (1.1). El argumento
sobre simplicidad sostiene que,

Lo =V—8R, (1.3)

es el lagrangiano gravitacional mds simple que uno puede proponer utilizando elemen-
tos de curvatura. Una de las formas de modificar relatividad general es cambiar (1.2)
como veremos m4s adelante.

En resumen, con las palabras “variedad diferencial métrica” se esta hablando de
toda una poderosa estructura y maquinaria matemdtica que se le estd otorgando al
espacio-tiempo y que tiene gran relevancia fisica desde el punto de vista conceptual
sobre lo que las teorfas afirman y en particular sobre lo que la teoria de la relatividad
general afirma. Las estructuras espacio-temporales estdn presentes en practicamente
toda la fisica al dia de hoy y son de vital importancia para las formas que tenemos
de describir a la naturaleza, desde la fisica newtoniana hasta el modelo estdndar y por
supuesto relatividad general.

1.2. Exitos de relatividad general

Habiendo hablado someramente de lo que entendemos por relatividad general, ha-
blaremos acerca de los éxitos experimentales que ha tenido la teoria. La relatividad
general ha sido puesta a prueba mediante una gran variedad de experimentos [9]. Entre
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ellos podemos distinguir dos grandes grupos. Las pruebas clasicas, las cuales pueden
llevarse acabo dentro del sistema solar, y las pruebas llamadas modernas de las cuales
algunas tienen un caracter césmico pues surgen de los eventos mas agresivos existen-
tes en nuestro universo, y otras que requirieron una increible sofisticacion técnica. La
primera prueba para culquier teoria de la gravitacion es reducirse, en algin limite, a la
teoria newtoniana. La relatividad general se reduce a la gravitaciéon newtoniana en el
limite no relativista [10].

Las pruebas clasicas

1. La precesion del perihelio de Mercurio [11]. Relatividad general explica el que
la 6rbita de Mercurio precese, problema abierto durante cientos de afios y que no
encuentra explicacion en la gravitacién newtoniana.

2. Curvatura de la luz en presencia de objetos masivos [12]. Esta es la prueba expe-
rimental que catapult6 la teoria, debido en gran parte a que la teoria newtoniana
predice que no hay desviacion de la luz, sin embargo dicho doblamiento de la
luz se observa.

3. El retraso de Shapiro [13]. Relatividad general predice un retraso en las sefiales
comparado con el caso newtoniano, es decir, a los fendémenos electromagnéticos
les toma mds tiempo propagarse cuando se transmiten cerca de una fuente gravi-
tacional. Dicho retraso se observa al transmitir sefiales a cualquier sonda espacial
en el sistema solar.

Las pruebas modernas

1. Gravity Probe B [14]. Gravity Probe B mide efectos de arrastre gravitacional.
Estos efectos aparecen al tener objetos orbitando (o lo que es lo mismo, en caida
libre). El primero de ellos consiste en lo siguiente: Se tiene un objeto girando
alrededor de algin eje de giro en el espacio-tiempo que representaria tener un
planeta estatico, al completar una vuelta existird un cambio en el eje de giro no
predicho por la teoria newtoniana [15]. El segundo de ellos también consiste en
un cambio en el eje de giro. Este es causado por un espacio-tiempo que “rota”,
dicha rotacidén genera un arrastre gravitacional, que se ve reflejado en un arras-
tre del eje de giro del giroscopio orbitando. El experimento consiste en poner
en orbita 4 giroscopios, y ambos efectos predichos por relatividad general se
observan.

2. Sistemas de pulsares binarios. Observacionalmente se encontré que los sistemas
de pulsares binarios reducen su periodo orbital conforme transcurre el tiempo.
Un sistema de pulsares binarios consiste en un par de estrellas de neutrones que
aparentemente emiten radiacién de manera periddica, esto es debido a que suelen
tener una direccion privilegiada en la cual emiten. Debido a la deteccién de dicha
radiacién podemos conocer el periodo orbital de estos sistemas [16]. Usando
relatividad general y tomando en cuenta la radiacién gravitacional emitida por
los pulsares orbitando se llega a una explicacién del fenémeno por lo cual fue
otorgado el premio nobel de Fisica 1993.
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3. Deteccién de ondas gravitacionales . Las ondas gravitacionales son una de las
primeras predicciones de la teorfa. Y fueron detectadas por primera vez en el
2016 [17].

Debido a todo este éxito experimental, relatividad general es la descripciéon moder-
na de la gravitacion.

1.3. Problemas de la relatividad general

A pesar de los éxitos experimentales de la teoria de la relatividad general, existen
varias razones para considerarla una aproximacion a una teorfa mas fundamental.

Incompatibilidad con la mecanica cuantica Como se menciond en la seccion 1.1, la
teoria afirma que el espacio-tiempo interactua con la materia y energia en €l, sin embar-
g0, a nivel fundamental, la descripcién que tenemos de éstos es mediante la mecanica
cudntica, y la relatividad general es incompatible con ella.

El problema de las singularidades Existen soluciones en relatividad general, (es
decir espacio-tiempos) en los cuales aparecen singularidades, y, de hecho, es un com-
portamiento usual asumiento que la materia es “bien comportada”. Este es el contenido
de los teoremas de singularidades de Hawking y Penrose [18].

Problemas cosmolégicos Desde la gravitacion newtoniana persiste el problema de la
materia oscura [19, 20], esta es la manera de llamar a un hipotético tipo de fuente gra-
vitacional que las observaciones astronémicas no revelan, pues este tipo de materia no
emitirfa radiacion electromagnética. La materia oscura gravita como la materia usual y
se acumularia cerca de las galaxias explicando asi las curvas de rotacién galictica. El
otro gran problema es la energia oscura. Las observaciones astrondmicas revelan una
expansion acelerada del universo. La cosmologia relativista primitiva era consiente de
que un universo estatico es inestable, por lo mismo fisicamente no viable. El problema
es que la expansion acelerada no se explica mediante materia usual, es por ello que
la energia oscura es otro tipo hipotético de fuente gravitacional que explica la expan-
sién acelerada del universo. La constante cosmoldgica A [21] es un candidato a ser
la energia oscura. Mds aun, utilizando relatividad general la materia y energfa oscura
deberian de componer la gran mayoria de materia en el universo [22].

1.4. Gravedad modificada

En vista de los problemas que tiene la relatividad general, existen diversos intentos
de llevar la relatividad general hacia una mejor descripcion. En esta seccién se hace una
clasificaciéon de dichos intentos asi como una breve descripcion de los mismos, con el
objetivo de situar el trabajo subsecuente.
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1.4.1. Modificaciones a la dinamica, f(R)

Como mencionamos en la seccién 1.1 la dindmica de relatividad general es la
dindmica del espacio-tiempo, y estd dada por la accién (1.2). Al mismo tiempo se
mencionaron dos argumentos a su favor; el primero la recuperacién de la teoria new-
toniana,el segundo la simplicidad del lagrangiano. Sin embargo si nos olvidamos de
la simplicidad, cualquier lagrangiano con el cual recuperemos la teoria newtoniana es
igual de valido para la accién. En particular podemos escribir un lagrangiano que sea
funcién del escalar de curvatura como sigue,

_ [ f®R) 4

donde f(R) es una funcién bien comportada del escalar de curvatura. A partir de (1.4)
se obtienen las ecuaciones de movimiento [23]. Este tipo de teorias han sido propuestas
para explicar la expansion acelerada del universo, asi como para generar inflaciéon en
el universo temprano usando la geometria del espacio-tiempo en lugar de incorporar
energia oscura para la expasion acelerada [24] o un campo escalar para la inflacion en
relatividad general.

1.4.2. Inclusion de la torsion

La torsién cuantifica el que paralelogramos infinitesimales cierren. Relatividad ge-
neral en su version estandar usa una conexion de Levi-Civita sin torsidn (véase seccidon
2.1), sin embargo, existen diversas teorias donde se incorpora la torsion. Un largo gru-
po de estas teorias estd basada en la idea de que la descripcion de la gravedad no es en
términos de la curvatura de una variedad sino de la torsién de un espacio plano. A este
paradigma suele llamarsele gravedad teleparalela [25, 26].

Una incorporacién mas natural de la torsion a relatividad general es la teoria de
Einstein-Cartan [27], donde se tratan variedades de Riemann-Cartan, es decir, se sigue
usando la curvatura del espacio-tiempo como entidad dindmica, a diferencia de la gra-
vedad teleparalela, pero se incorpora la torsién. El incorporar la torsién en una teoria
de este tipo agrega grados de libertad. Esta es una de las primeras modificaciones a la
relatividad general y es una de las mds naturales pues parte de una accién andloga para
variedades de Riemann-Cartan de (1.2). En la teoria de Einstein-Cartan la fuente de
torsion es la densidad de espin en el espacio-tiempo.

1.4.3. Reduccion de simetrias
Violaciones de Lorentz

Una posibilidad en la busqueda de nueva Fisica son las violaciones de la simetria
de Lorentz. Esto puede describirse mediante una teoria efectiva [28]. Por otro lado, una
teoria factible debe contener tanto a la relatividad general como al modelo estindar, y
quizds términos suprimidos en ambos sectores. Cuando afiadimos los posibles términos
que no respetan la simetria de Lorentz, obtenemos una teoria efectiva conocida como
la extension del modelo estdndar [29, 30].
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Grupo reducido de difeomorfismos

Gravedad unimodular es una modificacién de relatividad general en la cual suele
hacerse la suposicién de que el elemento de volumen /—g no es un ente dindmico, es
decir, la métrica espacio-temporal es la variable dindmica, pero el elemento de volumen
esté restringido por \/—g = € [31], donde € es una constante. Este tipo de enfoque
es atractivo por el hecho de que existe un elemento de volumen privilegiado. Por lo
tanto, los difeomorfismos permitidos son aquellos que preservan la condicion sobre el
elemento de volumen. Este tipo de trabajos buscan resolver el problema de la constante
cosmoldgica partiendo de primeros principios. La manera de lograr que \/—g = € suele
ser mediante multiplicadores de Lagrange.

1.4.4. Acoples no-minimos

Suele hacerse una separacion en la accién de una teoria entre el sector gravitacional
y el sector de materia. Esto es porque la accion se escribe de la siguiente manera,

S=3Sc(g) +Su(g.9), (1.5)

donde ¢ representa a los campos no gravitacionales. En una accién de este estilo se
dice que la materia esta acoplada minimamente pues existe una clara distincién entre la
parte de la accién que depende solo de la geometria, asi como una parte que depende de
los campos de materia. Sin embargo, esto no tiene porque ser asi, uno puede proponer
cualquier lagrangiano y de €l extraer las ecuaciones de movimiento de la teoria. Un
ejemplo icénico de ello es la teoria de Brans-Dicke [32] en la cual tenemos un campo
escalar acoplado no-minimamente, la accién de dicha teoria es

S= /}/—g {(pR—wa“?p L 16nLu(9,8)| d'x, (1.6)

donde ¢ es un campo escalar, @ es una constante, ,0* = g?9,d). En esta teorfa el
campo escalar actua como una “constante” de gravitacion universal variable, 1o cual
permite ajustar las observaciones de materia y energia oscura.

1.5. Enfoque Palatini de la Relatividad General

La relatividad general acepta dos formulaciones en el formalismo lagrangiano, el
formalismo estandar, a la Einstein-Hilbert o formulacién métrica, y el tratamiento a
la Palatini, Einstein-Palatini o formulacién afin-métrica (para un tratamiento histdrico
ver [33]). La diferencia entre ellas reside en los grados de libertad en la teoria. El
enfoque Palatini es la realizacién matemdtica de que la estructura afin y métrica son
independientes. En algunas situaciones, dichas formulaciones son equivalentes (llevan
a una conexion compatible con la métrica y a las ecuaciones de Einstein [34]), en estos
casos el hacer el tratamiento a la Palatini resulta ser solo una eleccién al momento de
tomar las variaciones de la accién. Sin embargo, es posible construir algunas teorias en
las cuales no sea asi, o que al menos, no resulte totalmente claro desde un inicio.
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El objetivo de este trabajo es contrastar ambas formulaciones; investigar un caso
en el que posiblemente las formulaciones no son equivalentes, pues, a pesar de ser
equivalentes en algunos casos, el tratamiento a la Palatini suele llevar a fenomenoldgia
distinta cuando se considera gravedad modificada, y materia que tiene una dependecia
“usual” en la conexion [35]. El caso que aqui se trata es en el que la materia tiene una
dependencia arbitraria en la conexion espacio-temporal mas la accién de Einstein-
Hilbert.

Veremos que el tratamiento a la Palatini resulta en “correcciones” a el caso estandar.
Dado que la conexién en la formulacién Einstein-Palatini es independiente del tensor
métrico puede pensarse en que estamos tratando una teoria con un “campo tensorial”,
sin embargo, ese campo aparece tanto en el sector gravitacional como en el sector
de materia de la teoria, por lo que seria como un acople no-minimo. Cabe sefialar
que no se realizard el tratamiento mds general posible, pues se tomard que la torsion
del espacio tiempo es idénticamente cero. También asumiremos que la dimensién del
espacio-tiempo es 4.

Durante el trabajo se hard una observacion acerca de un punto fino sobre la afir-
macién de que para el caso en el cual tenemos vacio, o no existe dependencia de la
conexion en el sector de materia, las dos formulaciones son totalmente equivalentes
como se menciona en la literatura, por ejemplo [36, 37]. Se desarollard la teoria para
el caso general y finalmente se llevard a un plano mds concreto en el cual se puedan
comparar ambas formulaciones, esto se hard mediante una accién particular de materia.



Capitulo 2

Conexion y Curvatura

En este capitulo se introduce la herramienta matematica necesaria para los préposi-
tos de este trabajo. Empezamos hablando de la conexién espacio-temporal y su relacién
con la estructura métrica del espacio-tiempo. Después en la seccidon 2.2 se introduce
la curvatura de una variedad, se analiza el caso particular de una variedad métrica y se
analiza cuando la conexion no es métrica. Finalmente se construyen los tensores nece-
sarios para los propdsitos de este trabajo. Para una resumen de la notacién utilizada en
este capitulo véase el apéndice A.

2.1. La Conexion Espacio-Temporal

La relatividad general describe el espacio-tiempo en términos de una variedad di-
ferencial con métrica g, cuya ecuacién de movimiento es (1.1), sin embargo dicha
ecuacion emplea el concepto de curvatura para el cual es necesario incorporar una es-
tructura adicional conocida como conexién.

La métrica es un campo tensorial en el espacio tiempo, por ello comenzamos defi-
niendo campo tensorial. Un campo tensorial es un mapeo multilineal definido en cada
punto de la variedad a los nimeros reales, es decir,

T, (V4w = Typv'+T,we, 2.1
T, m’+1% = T,ml+T,I". (2.2)

Un operador derivada V en una variedad M es un mapeo entre campos tensoriales
del tipo (k,/) a un campo tensorial (k,/ 4 1), que satisface 5 condiciones [38].

1. Linealidad
v, (aAal...aka-“b/ +ﬁBalmakbl...bk) —av, (Aalmakbl..-bzs‘) +BV, (Balmakbl...by) )

2. Regla de Leibnitz
ajy...q, C1...C
Ve (A : kbl...byB : kd]..‘dg)
ai...qa C1...C ap...q C1...C
= Ve (A : kb]...b/;>B l kdlwd( +A l kbl...bg;ve (B l kdp.d() ‘

9
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3. Conmuta con contracciones de indices

Vd (Aal...c...akb ) — VdAa] -C..dye

1...c...by by...c..by”

4. Consistencia con la nocién de que los vectores tangentes son derivadas direccio-
nales de campos escalares en la variedad

t(f) =1Vauf.
5. Libre de torsién V,V, f =V, V, f.
Puede demostrarse que debe existe un tensor T, , antisimétrico en a y b tal que,
VaVo [ =VVaf = =T Ve f. (2.3)

El tensor T, se llama tensor de torsién y por lo tanto, lo que nos dice la condicién 5
es que la torsion es idénticamente cero.

Miés atin, en una teoria fisica del espacio-tiempo, la condicién de torsion cero es
suceptible a pruebas experimentales [39], no hay a la fecha ningtin tipo de soporte
experimental mediante el cual podamos decir que una teoria fisica deba aceptar que
la torsion del espacio-tiempo es idénticamente cero. Es por ello que imponer que la
torsién del espacio tiempo es cero resulta ser una hipétesis mas de la teoria fisica en
cuestion.

Por otra parte, la diferencia de dos gperadores derivada actia como tensor [38],
sean V un operador derivada arbitrario, V el operador derivada de Levi-Civita y 0 las
derivadas parciales respecto a las coordenadas

(Va - Va) W, = _Ccab (% Vwca (24)
(Vo—do)wp, = -TI°,0, (2.5)
(Va—d)w, = —I,0. (2.6)

En todos los casos el signo negativo se toma por convencidn y dado que nuestros ope-
radores derivada son libres de torsién, C°;, I, y I, son simétricos en los indices
inferiores, por ejemplo,
C _ C
Cp =Cus 2.7

al’, C, I seles conoce como conexion. Dadas las definiciones anteriores tenemos la
siguiente igualdad de utilidad m4s adelante,

Fcah - fcuh - Ccah . (2.8)

Dada una conexién tenemos una nocién de transporte paralelo de vectores,
PVt = 0, (2.9)
PVt = 0. (2.10)

En (2.9) y (2.10) se muestra la ecuacién de transporte paralelo para dos conexiones
diferentes. La ecuacion (2.9) dice que el vector v* es transportado paralelamente a lo
largo del vector ¢ pues “no cambia”. Es por esto que dar una conexién equivale a dar
la estructura afin del espacio.
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Cuando se tiene una variedad métrica existe una manera candnica de fijar la cone-
xidn a las parciales y es conocida como la conexién de Levi-Civita. Relatividad general
en su version estandar toma a priori una conexion de este tipo, es decir impone que

Vagpe =0, (2.11)

dicho de otra manera, el operador derivada actuando sobre el tensor métrico es idénti-
camente cero. Por esto todo a lo que se le sobreponga tilde esta relacionado con relati-
vidad general (para mayor detalle véase el apéndice A). La condicién 2.11 se le conoce
como condiciéon de metricidad o decimos que el operador derivada V es compatible
con la métrica.

Fijar la conexién con (2.11) y utilizando (2.6) nos lleva a que la conexién de Levi-
Civita se puede escribir como,

~ 1

= Eng [0ugba + Ob8ad — Oagab) , (2.12)
éstos son los simbolos de Christoffel y es la conexidn utilizada en relatividad reneral.
Dada la ecuacién (2.4) podemos calcular como actua el nuevo operador derivada sobre
el tensor métrico.

Vagbe = —Cgba — Clop8acs (2.13)

entonces al tomar un operador derivada arbitrario tenemos no-metricidad en la teoria,
donde entendemos como no-metricidad el hecho de que el operador derivada actuando
en la métrica no es cero.

Sin embargo, como hemos mencionado, la conexién es una entidad, en principio,
independiente de la métrica que le damos a nuestro espacio. Mdas aun, podemos tener
variedades sin métrica pero con alguna nocién de transporte paralelo. Todas estas es-
tructuras suelen confundirse en relatividad general pues ahi la dnica variable dindmica
es la métrica y el resto de las entidades geométricas vienen en términos de esta. En el
enfoque Palatini, a diferencia de la formulacién métrica, si se consideran a la métrica
y a la conexién como entidades independientes.

2.1.1. Descomposicion de la conexion

Como veremos mds adelante, aunque la conexién I'° , serd la variable dindmica en
la teorfa, el tensor C,; también resultard de gran importancia. Es por ello que con el
fin de poder manipular C,,, proponemos una separacién en sus dos trazas posibles y
una parte sin trazas. Mostramos dicha descomposicién para un tensor (1,2) D dimen-
sional, para una dimensionalidad arbitraria, y después exigiremos una dimensionalidad
particular del espaciotiempo.

Dicha descomposicién se ve como,

(D+1)1¢—=2A°
D(D+1)-2

2
Ccab = 8ab |: :| + 5(Ca [D)Ub) — Tb)] +ACCab, (214)

D(D+1)-2

donde AC‘,, es simétrico en los dos indices inferiores, dado que C cumple con la
misma simetria. Observemos que nuestra descoposicion deja de tener sentido cuando
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D = 1. La descomposicién estd construida de tal forma que se cumplen las siguientes
igualdades,

gce, =1° (2.15a)
=, (2.15b)
g"’ACe,, =0, (2.15¢)
ACY, =0. (2.15d)

Cuando tomamos D = 4, la descomposicion para el tensor C¢,, es,

1 10T —4A¢
Ccab = —8ab ( 9

1 C C
1 ) + §5(a [44p) — Tp)| +ACE,,. (2.16)

2.2. Curvatura
El tensor de curvatura, es la conmutacién de segundas derivadas,
R0 =(VeVy—V,V,) @, Vao. (2.17)

Para hacer el célculo de forma general introducimos un nuevo operador derivada V
arbitrario pero sin torsion y la conexién C¢,; que lo liga a V que también es arbitrario.
Entonces,

VoVeo, = Vq(Vpor)—C¢, V0, —C5 V0,
= v, (@,,coc —¢4,, a)d) ~C% V0. —C8, (%wg - C’dbg)
= @a@bmc — wdﬁaédbc — édbcﬁawd — égabvg(l)c — égacﬁb(l)g + égacédbg @y,
Antisimetrizando en a y b obtenemos el tensor de Riemann,
S vAR v 7 Ad A8 Ad
ZV[uV,,] W, = ZV[‘,V,,] W, — ZV[aC ble @d +2C [a‘C‘C blg Pd- (2.18)

En el caso de relatividad general basta elegir en V como el operador de Levi-Civita
(2.11) y V como d,;, de donde obtenemos la expresién del tensor de Riemann en relati-
vidad general o

(VaVp—VyVa) 0 = R L0y, (2.19)

que después de intercambiar los operadores derivada usando (2.6) es

Ry = =20, +21% T, (2.20)

lalc[™ blg"

Donde R abcdes el tensor de Riemann asociado con V.

Dado que estamos interesados en el tensor de Riemann asociado a V (2.17), pode-
mos tomar las conmutaciones de segundas derivadas utilizando (2.4) para escribirlo en
términos de C,, R, #(C) o (2.5) para escribirlo en términos de I ,, R ;, 4(I), por

supuesto debe ocurrir que R ;, 4(C) =R, ¢(I'), pues es el mismo tensor.
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Utilizando (2.5) para intercambiar los operadores derivada obtenemos algo anilogo
a(2.20)
R (2.21)

A0 = =29, +2r%, . T

abc lalc| 8’

donde ponemos I para referirnos al hecho de que en la forma explicita aparece esa
conexion. Haciendo lo mismo con (2.4) obtenemos

R (C) = Ry =2V, €% +2C5 C, (2.22)

abc
donde ponemos C para referirnos al hecho de que estd en términos de C¢,, .
Ahora usando (2.8) para sustituir I'“ , en (2.21) y utilizando (2.6) para intercambiar
operadores derivada, obtenemos
R

dT)=R, - ﬁ[ucdb]c +2C 1 Clen (2.23)

abe el

que es lo que se esperaba. Sin embargo, por motivos conceptuales que se analizan
en la seccién 2.5.2 es conveniente mantener tanto (2.21) como (2.22) aunque sean
iguales. En lo que resta del capitulo nos referiremos siempre a (2.22), y lo haremos
como simplemente R , ¢(C) =R, “.

Finalmente, los ingredientes que faltan para las ecuaciones de Einstein (1.1) o la

accion de Einstein-Hilbert (1.2) son el Tensor de Ricci definido como,

Rap = Ry, (2.24)
y el escalar de curvatura definido como,

R=g"Ry. (2.25)

Es importante hacer notar que asi como tenemos varios tensores de Riemann, en
principio también tenemos varios tensores de Einstein. Sin embargo, las definiciones
(2.24) y (2.25) son genéricas. Es decir, tenemos el tensor de Einstein construido como

1
Gup =Rap — EgabR» (226)

y el tensor de Einstein propiamente que es el que utilizamos en relatividad general,

~ 1 ~
Gab =Rup— EgabR- (227)

Es importante mencionar que en relatividad general el tensor de Einstein (2.27) satis-
face N
VeG, = 0. (2.28)

Recordemos ademads la siguiente propiedad del tensor de Einstein,

1
§""Gap = 8" Rap = 58" 8apR =R—2R = =R, (2:29)
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lo cual implica que las ecuaciones de Einstein en vacio son,

Ry, =0, (2.30)
(2.31)

o en la formulacion métrica, B
Ru =0. (2.32)

Es importante analizar en que caso se regresa a relatividad general en (2.22) y en
(2.4), es facil observar del tensor de Riemann,

Ry = Ry =291,y + 2C% 1, C%yq (2.33)
que podemos recuperar relatividad general si C — 0 de donde obtendriamos ﬁabcd =
Rabcd, yqueV=V.

A continuacién estudiaremos las simetrias que tiene el tensor de Riemann R Cd y
en la seccion (2.4) relacionaremos (2.26) y (2.27).

2.3. Simetrias del Tensor de Riemann

En esta seccion se analiza qué simetrias posee el tensor de Riemann construido con
(2.4), es decir, (2.22). De las simetrias conocidas de relatividad general i.e., para el
tensor (2.20) tres de ellas se siguen cumpliendo

Ry’ = =Ryt (2.34a)
R[abc]d =0, (2.34b)
ViRya" =0. (2.34c)

La primera de ellas (2.34a) se cumple por la definicién del tensor de Riemann (2.17).
La segunda se sigue del hecho de que para operadores derivada sin torsién y un campo
vectorial dual arbitrario @, siempre se cumple que V(,V; @, = 0. Esto se puede probar
relacionando V,, con d,, y usando la conmutatividad de las parciales y la simetria de la
conexién I'“,,. Entonces tenemos

0=2V,Vy0 = V[uVs0 — V1, Va®q = Ry O Vo. (2.35)

La dltima de estas simetrias se conoce como identidad de Bianchi. Para probarla apli-
camos la conmutacién de segundas derivadas sobre la derivada de un campo vectorial
dual. Entonces obtenemos

(VaV—VpVa)Ve@s = Ry Vowg + R, Veo;. (2.36)
Por otro lado tenemos

Va(thcwd - VCVhwd) = Vll (Rdeeo)) == a)eVaRbcde +Rbcdevawe- (2.37)
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Si antisimetrizamos en a, b y c¢ las ecuaciones (2.36) y (2.37), podemos igualarlas, de
donde ;
R[ahc]evewd +R[ab|d V(] wf = wfv[aRbc]de +R[h£|d‘eva] we, (2.38)

el primer término del lado izquierdo es idénticamente cero por (2.34b) mientras que
los segundos términos de ambos lados se cancelan entre si (existe una permutacién par
de a, b y ¢ que permite ver esto). Por lo tanto lo que obtenemos

0.V ( Ry =0, (2.39)

de donde se sigue (2.34c¢).
Una cuarta de ellas no se cumple mas, debido a que el operador derivada no es el
de Levi-Civita
(Vuvb - vau) 8cd = Rapea + Rapac 7é 0. (240)

(VaVs = ViVa) 8e = Rabea + Rabae =0. (2.41)

Sin embargo, es posible calcular (2.40) utilizando la ecuacion (2.33), es decir, valerse
del hecho de que Rabcd si la cumple, por lo que

Rapea +Rabac = _dedv[aceb]c - chev[aceb]d +2gedcgc[a Ceh]g +2gcecgd[a Ceb]g =: Aabed,

(2.42)
donde hemos definido A,p.; como la parte que rompe la simetria que conocemos de
relatividad general.

Rapea = —Rapac + Nabea- (243)

Ademds A,pcq cumple con las siguientes simetrias
Aabed = A[ub](cd)> (2.44)

es decir, es antisimétrico en los primeros dos indices y simétrico en tercero y cuarto
indices. La tltima de las simetrias del Riemann conocidas en relatividad general, la
cual se sigue de (2.34a), (2.34b), y de la equivalente en relatividad general de (2.40), es
decir, (2.41), no se sigue en este caso. Sin embargo, tan1~bién es posible calcularlo utili-
zando la ecuacién (2.33) valiéndose del hecho de que Rabcd si la satisface, obteniendo

Rabea — Reaap = _ded%[aceb]c + 2gedcgc[aceb] (2.45)

g

2.4. Tensor de Einstein

Una vez conocido el tensor de Riemann (2.33), podemos calcular sus trazas como
en (2.25) y (2.24) obteniendo el tensor de Ricci y el escalar de Ricci para después con
ellos construir el tensor de Einstein G, = G, (C). Escribamos entonces el tensor de
Ricci y el escalar de Ricci,

R, =R, — 2V Cly + 2C%,, d e (2.462)

R=R—2g"V,C%p, + 26C%,,C, (2.46b)
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Entonces el tensor de Einstein asociado a V se relaciona con G, de la forma

h cdo h cd 8 h
Gy = Gab _ZV[ C dlb +2C [a |b\C hlg +8av8 V[cc hld — 8ab8 c [C\d\c hg* (2.47)

Introduciendo la descomposicién de C, (2.16) en el tensor de Einstein,

- ~ ~ ) AC—T
Gw = Ggp— <Va)bb — Vdcdab) +C$ab),g — C C ag +gabV ( ) >
— B [ekn, =g IC, Cy (2.48)

Observamos que en la ecuacion (2.48) todos los términos en la ecuacidén son necesa-
riamente simétricos, a excepcion de V,4;,. Como consecuencia de haber utilizado la
descomposicion de C, hemos ubicado la parte que puede romper la simetria del tensor
de Einstein. En general el tensor de Einstein para una conexion arbitraria no tiene por-
que ser simétrico, dicho enunciado proviene de la simetria del tensor de Ricci pues el
resto es proporcional a la métrica.

Finalmente, introduciendo los términos cuadréticos en C (véase apéndice B) obte-
nemos el tensor de Einstein en estas variables

~ 1= (724 —47d\ gk 1 11
Gw = Gy + 8ab |:2Vd <9) + TACghlACh 4. 92 Tng 92 Tglg
1~ —5A
28] SV VaACh, + 19, (40 — 1) + ACT, | BN
2 9 9 9
22 1 .\ . . ¢
+ /’L lb /’Lb Z. 92 TaTp — 2_9gh(bACa)g(IOT —4A )—AC thC ag

(2.49)

En resumen, en este capitulo hemos construido los tensores de importancia tan-
to para relatividad general como para el propdsito de este trabajo. Una vez obtenido
el tensor de Einstein G,;,(C) lo hemos escrito en términos del tensor de Einstein de
relatividad general (2.27) como de la descomposicién de C vista en la seccion (2.1.1)

2.5. Formulaciones Lagrangianas

En esta seccion se aborda la discucién acerca de las dos formulaciones variacio-
nales de relatividad general, el caso estdndar y el enfoque Palatini. Se hace incapié en
el hecho de que dar una accién no es suficiente para determinar una teoria; hay que
especificar los grados de libertad de la misma.

2.5.1. Formulacion Lagrangiana de Relatividad General

La relatividad general acepta dos formulaciones en el formalismo lagrangiano, am-
bas dadas por la accién de Einstein-Hilbert (1.2). La diferencia entre ellas reside en los
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grados de libertad de la teoria. La formulacién original o estdndar considera al espacio-
tiempo como una variedad diferencial métrica (M, g) y a la conexién espacio-temporal
se fija por la condicién (2.12), por ende, la Unica variable dindmica es la métrica del
espacio-tiempo. Escribiendo explicitamente las dependencias,

S =Sole] +Suls. 0] = [ [Rle)+167Zu(0.0)| v=gd's.  (250)

donde ¢ representa a todos los campos de materia en la teoria, y R (g) es el escalar de
curvatura definido con el operador derivada compatible con g,.
Pidiendo que la accién sea estacionaria,

8%
09

0:55:/ ([ﬁab—;ga,,ﬁ—snﬁ,,} 8¢’ + 167 6¢> V—=gd*x, (250

donde hemos utilizado que la variacion del tensor de Ricci ﬁab respecto a la métrica es
un término de frontera'y & (v/—g) = —gur/—868% /2y

~ (0774 1 D%

Typ=————e . 2.52
ab 87[ \/jg (Sgab ( )
Lo anterior nos lleva a las ecuaciones de movimiento de la teoria,
G = 87Ty (2.53)
5%
— =0 2.54
50 ; (2.54)

es decir, las ecuaciones de Einstein para el espacio-tiempo y las ecuaciones que deben
satisfacer los campos.

2.5.2. Enfoque Palatini de la Relatividad General

El enfoque Palatini es la realizacién matemadtica de que tanto la métrica como la
conexioén pueden ser consideradas como estructuras independientes. Es decir, no se
impone que el operador derivada sea el compatible con la métrica y la conexién al ser
dindmica tendrd una ecuacién de movimiento. En otras palabras, lo que estamos ha-
ciendo es cambiar los grados de libertad de la teoria, pasando de la métrica a la métrica
y la conexién. Lo anterior repercute en que los tensores geométricos i.e. Riemann,
Ricci, etc., ahora son funcién de una conexién arbitraria I'“ . En principio ambas for-
mulaciones no tienen por qué ser equivalentes, sin embargo, analizando el caso general
veremos en qué casos son equivalentes.

Escribiendo la accién de la teoria con las dependencias explicitas,

S= [ V=& [¢"Ra(T) + 167.241(0,.1)] . (255)

aqui es importante mencionar la razén conceptual por la que se toma a I, como la
variable independiente de la teoria en lugar de C¢,,, aunque realizar la variacion de
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la accién de Einstein-Hilbert respecto a I'“), o C°, lleva a un “sector geométrico”
andlogo en las ecuaciones de movimiento, no sucede lo mismo en la parte de materia,

siendo precisos, no se cumple en general que ‘;ﬁ’}f (g,0,C) = ‘Z‘fz,‘f (g,0,T). La razén

es que al tomar a C°; como la variable independiente aparece de manera natural V
que depende de g via Christoffels (2.6). El tratamiento variando respecto a C,p €8
equivalente en el caso que el lagrangiano de materia no depende de la conexion, tratado
en [36]. Hacer lo anterior para una teoria en la cual hay dependencia en la conexion de
la accién de materia lleva a inconsistencias que se describiran mas adelante. Mientras
que si tomamos a I, como la variable independiente no surgen inconsistencias, dado
que d no tiene dependecia con el tensor métrico, pues solo depende de la eleccién de
coordenadas en la variedad.

Obteniendo las ecuaciones de movimiento, tomando que la accién es estacionaria,

1 5Rc a
0= 65 = /\/ —8 (|:R(ab) - EgabR+ng SgaZ - 87[Tab:| 6g b

4 OR , 8.4
cd cd ab M 4
+ {g —arcab 167X, ]Sr‘ab+167r 50 6¢>dx, (2.56)
donde,
1 1 8%
ab _ - M
EC - 167 /7_g SI—wCaba (257)
T, — 1 1 6% 2.58)

81w \/—g 8gb’
Observese que en la variacion aparece la parte simétrica del tensor de Ricci, esto es
porque la variacion respecto a la métrica (la cual por definicion es un tensor simétrico)
solo toma en cuenta la parte simétrica. El tensor de Ricci construido con una conexién

arbitraria en general no es simétrico (como se comentd en la seccién 2.4). El término
d OR . . .
g ?Eg es cero, pues como hemos dicho, el tensor de Ricci solo depende de la conexién

la cual es independiente de la métrica, por lo que obtenemos una ecuacién aniloga a
(2.53)

Utilizando (2.21) es posible calcular las variaciones del tensor de Ricci Ry, (T)
respecto a la conexion,

¢8Ry = —2gcda[05rﬁ]d +2g%5(1* ar T (2.59)

La variacién del primer término

/ 10uI, + 9T ]g%/—gd*x, (2.60)

debe realizarse integrando por partes, usamos la regla de Leibniz de las parciales para
introducir el elemento de volumen /—g. Haciendo esto obtenemos

[ (8T 1c0ule V=) ~ 00l 0" V=) + ul8T V=) ~ T Dulg v/ =g] ) .
(2.61)
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donde tenemos dos términos de frontera, segundo y tercer términos, con el elemento de
volumen adecuado. Ademds recordado que debemos simetrizar, pues I, es simétrico
en sus indices inferiores obtenemos,

/ (—ad (g% V/—gl+ 55“ g1/ =g ) or¢ d*x. (2.62)

Ahora para obtener la contribucién a la ecuacién de movimiento debemos dividir por
1/,/—g. Finalmente la contribucién a la ecuacién de movimiento es

\/l_fg(—c’)d[g“"\/fg}Jrfo[g“’@)- (2.63)

Para simplificar lo anterior usamos la regla de Leibniz en las parciales y la igualdad

OuN/—8//—8 = dyln(\/—g) = feed, obtenemos
Zf*(adeg\e\C) o atgafC)engb o gacfbdb _ 7Fd ad (f% (264)

donde la dltima igualdad se sigue por la definicién de F, b (véase apéndice A).
Calculando la variacién del segundo término,

ngf5(rgd[free]g) V-8
= g¥s§ [Fg arCler —rgderefg} V=g
S [5rg afDep + %8¢y — 8T T, — nge‘srefg} =
= g T8 + 8Ty~ T 87 — T8 | 6T v/8
- {Fegcg“b +81T” 8 — 2F(bfcga)f} w8 20
= F.(I)8r,v/—s, (2:60)

donde el dltimo de los renglones se sigue por la definicién de F, ab,
Por lo tanto _
—F.%[T)+F.%T) = 1672, (2.67)

y en virtud de la ecuacién (2.8) obtenemos,

ab _ ab
F.%(C) = 167X . (2.68)

En resumen, hemos variado respecto a I'“ ,, sin embargo, tenemos una ecuacién
extra que relaciona el contenido de materia con C¢,,, es decir, una ecuacién extra que
en el caso de relatividad general. Las ecuaciones de la teoria son entonces

G(ab) = 8nTly, (2.69)
E®C) = 167z, (2.70)
0Zu _ 2.71)

K
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Una vez hechas las variaciones, podemos relacionar con libertad I ;, f‘cab y C
utilizando (2.8). Por lo tanto en adelante no hablaremos de I, solo de C°, y los
tensores geométricos para ese caso ya se han estudiado en el capitulo 2.

En este punto es importante hacer varias comparaciones entre las dos formulacio-
nes.

= Estrictamente hablando, si el lagrangiano de materia contiene un término cinéti-
co (involucra derivadas) entonces depende de la conexidn, sin embargo, en ca-
sos usuales el lagrangiano de materia tiene una dependencia en la conexién con
“simetrias” por lo que no depende de la conexion. Por ejemplo, en Einstein-
Maxwell; el lagrangiano de materia %) = —F“’F,;, /4 esta construido con una
2-forma, es decir, F,, = V A, — VA, dada la simetria de Cc(a b Y la antisimetria

de Fi,) tenemos que Fyp = VoAp — VpAy = dyAp — dpA4. Lo cual nos dice que
la accién es independiente de la conexidn. En estos casos, es decir, ¢, = 0,
recuperamos una conexién métrica (véase seccion 3.2).

= Es importante notar que la ecuacién de movimiento asociada con C, es una
ecuacion algebraica para C¢, . Algo similar ocurre en la teorfa de Einstein-Cartan
donde la ecuacién para la torsion resulta ser una ecuacion algebraica donde la
fuente es la densidad de espin.

Independientemente de la sutileza mencionada para el caso en el X% = 0, busca-
mos casos en los cuales la accién de materia dependa explicitamente de la conexién
espacio-temporal para investigar si en esos casos ambas formulaciones son equiva-
lentes, o nos llevan a cosas diferentes. Para ello partiendo de (2.69) escribimos una
“ecuacion efectiva” usando (2.47), es decir,

éab =8nTup+ V(acdb)d - VdCdab - zcg[a\b‘ Chh]g - gubngV[cChh]d +8abgcdcg[c|d‘ Chh]g-
(

El lado derecho de la ecuacién lo tomamos como la definicién del tensor de energia-
momento efectivo tal que, ‘
Gu, = 87T/ (2.73)

Lo que queremos hacer es quitar las dependencias en C, de (2.73), para ello
resolvemos la ecuacidén (2.70) y la introducimos en (2.73). Es importante hacer notar
que en general T, (g,C, ), es decir, depende de la conexién. Una vez eliminadas todas
las dependencias en C°,, tenemos una ecuacion de Einstein andloga al caso estdndar
de relatividad general la cual puede compararse con (2.53).



Capitulo 3

L.a Conexion de Palatini

El objetivo de este capitulo es resolver la ecuacion (2.70) para C¢,,, en térmi-
nos de £.%. £ % tiene, a diferencia de C°,,, una interpretacién fisica, pues viene
de la variacién de la accién de materia. En el capitulo 2 hicimos una descompo-
sicién de C¢,,. Una descomposicién andloga puede hacerse para T, en concreto,
16nL = 167X(0, p,AX), donde AY es la parte sin trazas, y 6, = £ “g.p,, p? = Z,% las
trazas. Haciendo uso de la ecuaciéon de movimiento, relacionamos las trazas de C¢,
con las trazas de £ ,%?, dicho mateméticamente, T = 7(p,5), A = A(p, 6), 0 equivalen-
temente, p = p(7,A4), 6 = o (7,A).

De la misma manera que relacionamos la parte con trazas podemos relacionar la
parte sin trazas, considerando que tenemos, AX = h(AC), donde h es cierta funcién
que se determinard al hacer los célculos, que las relaciona y que resolveremos para
AC°,,, con base en una combinacién de un par de propuestas que, en inicio no funcio-
naron por si solas. Las igualdades encontradas en este capitulo serdn, en su momento,
introducidas en el tensor de Einstein efectivo descrito en el capitulo anterior.

3.1. Resolviendo para la conexion

La ecuacion de movimiento (3.1), se expresa Unicamente como una ecuacién alge-
braica de C¢ ..

16m2, =, gl 6¢) + ¢y g% — 200 gl (3.1)
¥, tiene una simetrfa andloga a C,%, es simétrico en sus dos superindices como con-
secuencia de que es la variacién del lagrangiano respecto a C* ;.

oy 1 8%
rob=_ M __ =M (3.2)
l6m \/—g oT°,,
Sustituimos la descomposicion de C¢,;, (2.16) directamente en la ecuacion de mo-
vimiento (3.1), con lo cual obetenemos

1675, = 05 4 A g% — ésc“’ [27@ —&—47“)} - égab 4 — 7] —2ACL g9, (3.3)

21
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es decir, anb dado como funcién de 7, A y ACC,.
Paralelamente hacemos un proceso andlogo al realizado con C* ), podemos calcular
una descomposicion en trazas para ZC”b, (enD =4)

g % o (m"cg—“l’c) n é(sc(“ [4p" — "] + Az, (3.4)

como consecuencia, la descomposicién cumple las ecuaciones,

gy = 0, (3.52)
3% =pb, (3.5b)
gabAZ " =0, (3.5¢)
Ar,® =0. (3.5d)

Dado que tenemos una descomposicion de C°, en trazas (2.16), en este punto
podemos calcular facilmente las trazas de 167X’ como funcién de las trazas de C¢,,
utilizando la ecuacién de movimiento (3.1).

167g,,Z, 0 =22 + 1., (3.62)
3 b
1672, = % (3.6b)

De las ecuaciones anteriores podemos despejar Ty A en términos de las trazas de anb

2 ,

I g167:2;17, (3.72)
167

Ae = 8L g — T)E;“’gdc. (3.7b)

Recordando que la descomposicion esta hecha de tal manera que,

g2’ = o, (3.82)
r=p?. (3.8b)

Obtenemos entonces que las ecuaciones (3.6) son

16mwp, =2A. + 7., (3.9a)
3
16mp” = Efb’ (3.9b)

las ecuaciones para Ty A en términos de las trazas de X% dadas en las ecuaciones
(3.7) se ven de esta manera.

2

T, = glénpc, (3.10a)
1

Do = 876, — 0% (3.10b)

3
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Hemos entonces realizado la primera parte del cdlculo 7 = t(0,p), A = A(0,p): rela-
cionar las trazas de C° ;, y de T,

Multiplicando por el factor de 167, el tensor 167X, tiene trazas que aparecen en
la ecuacién de movimiento, éstas pueden expresarse en términos de T y A mediante
las ecuaciones (3.9). Sustituyendo dichas expresiones, encontramos que la descompo-
sicién de 1677,'2;’1’ es,

1 1
1675 = g™ [SA+ 7]+ §5§“ [5rb> - 2)&”} Fl6mAT Y. (3.11)
Igualando (3.3) y (3.11),

VU éaﬁ” [m +4r“>} - ég”b 47, — 7] — 2AC L gV*
= é g5+ 1]+ éac(” [5rb> - 27L”>] + 167AL (3.12)

Notamos que los coeficientes de ambos lados de la igualdad anterior son iguales,
por lo que al final esta igualdad se puede resumir en,

167AL,® = —2AC,, g7¢. (3.13)

En lo que se refiere a resolver esta ecuacion para AC¢,,, debemos proponer AC =
f(AX), debe ser libre de trazas por consistencia con (2.15), debe ser simétrica en dos de
sus indices por consistencia con (2.7), y debe resolver la ecuacién (3.13). Consideremos

ACEyy = —8Mguu 8 AT (3.14)

Esta propuesta cumple con las simetrias que debe cumplir, es simétrico en los dos
indices inferiores, estamos aprovechando la simetria de AX¢,, bajando esos indices
simétricos. También cumple con no tener trazas pues aprovecha la virtud de AXC , de
ser libre de trazas. A pesar de todo lo anterior, no es aceptable como solucién ya que,
después de introducirlo en la ecuacién (3.13),
/ 12 b

167AE, ™ = 1678048, “g"" = 1672 1), 3.15)
donde observese como los indices no coinciden; propongamos una nueva solucién a la
ecuacion (3.13). Tomemos en consideracion la siguiente propuesta,

ACC,, = —167rgd(aAZb)dC = —16TAL )", (3.16)

dicha propuesta cumple con las restricciones necesarias sobre simetria y ser libre de
trazas. Introduciendo en la ecuacion (3.13),
d(b ae

g9

16TAL " = 32mg, AL,

167 {gchzf’(b

ga)e _’_gdeAZCd(bga)e}

167 [Ax "+ 5 Az, 7]

— 167 [AZW”) +AZC<’”’)} ,
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por lo tanto,
167AT, % = 167 [AZ(”Ub) + AZC(“b)} (3.17)

De la ecuacién (3.17) hay dos cosas por decir, la primera es que con su segundo término
atinamos en todo, simetria, parte libre de trazas, mas aun, concuerda en indices después
de introducir en la (3.13). No obstante, el primer término es un término espurio, si nos
detenemos a observar con cuidado, podremos percibir que es el mismo tipo de término
no deseado que se obtuvo en (3.15), por lo que, restando (3.14) a (3.16), eliminamos
los términos no deseados.

Finalmente, la solucion a (3.13) es,

AC,, = —1678,(,AL) " +87gaugry 8 AL (3.18)

Para terminar, en este capitulo hemos obtenido, AC = AC(AY), T =1(p), A = A(p,0),
concretamente,

2
T, = glénpm (3.19)
16
Ae = SEGC—TﬂpC, (3.20)
ACS,, = —16Tgy((AL)" +87gaugy g™ A" . (3.21)

Dadas las ecuaciones anteriores es posible calcular C*,, introduciendo sus partes en la
expresion de la seccion (2.1.1). Lo que sigue es introducir estas ecuaciones en (2.49)
para obtener el tensor de Einstein

3.1.1. Tensor de Einstein

El objetivo de esta seccion es mostrar el tensor de Einstein del capitulo 2 y llevarlo
a las variables fisicas. Para el calculo explicito véase el apéndice C. El resultado es

5 /162\%> 21 (167m)>
Guh = Guh+gab () c ¢ ( ) Gpc

47["’ d d
—V, (76 -10 ) — —
9 d( o)t 9\ 3

S 2.92 3 ¢

1 8 2 iad / "
- 5 (8m)* 0.0 + ( 2) [2ga,b,52kf“ Az PR ghdgegg”bAEa,dgAZb,ehH
167 ~ 32r 1

— 8nV,0+ ?Vapzﬁ- TV(M [04) — Pi)] — 9 (

167
3
12 (167)2
92 3

1
2.9
(87)*

9

(aPp)+Va [— 1678,(uAZ) ! + 8Tgacgy gdf’Azc,e”’]

14 ! / 14
{_ng(aAZb)dh |:50h + 3ph:| +gadgbb’ghc Azc/db |:3Ph + 50'},:| }

(167)* ([8108a1aAZy ™ + (a > b) ] (0% — 4p%) + oL, (4%

2 11, .,
) papb+¥(87r) 0,0)p

63)>

2 . , V] /0
- (87) [Zgaa'gbb’ Azkja Azjb F— 28ua’ 8eb8hin 8%° Azg/h ¢ AZgEh + ghdgegAZadgAZbeh}

(3.22)
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En resumen, en este capitulo hemos utilizado la descomposicién de C¢,, para resolver
la ecuacién de movimiento (2.70), hemos introducido las partes de ZC"I’ en el tensor
de Einstein (2.49), para obtener una teoria como la que fue descrita en (2.73) teniendo
ahora un ijff que solo depende de las componentes de materia de la teoria y ya no de
la conexion.

3.2. Equivalencia de las dos formulaciones

El caso que ):c“b = 0 es particularmente interesante, realizando el mismo prodeci-
miento de este capitulo, es decir, sacar las trazas de la ecuacién de movimiento, llega-
mos a que las trazas de C°,, son cero. Lo restante a considerar es la descomposicién de
C°¢,,» 1a parte sin trazas es

ACY,gP)e = 0. (3.23)

Por supuesto una solucién es que AC,,, = 0, como lo mostraria la ecuacién (3.18), lo
cual implicarfa que C¢,, = 0, sin embargo, no consideramos que la ecuacién (3.23)
sea suficiente para hacer dicha afirmacién. Por otro lado lo que implica (3.23) es que
V.g" = 0y en consecuencia V.g,, = 0. Es decir, tenemos un operador compatible
con la métrica. Al hacer el tratamiento a la Palatini en el caso de vacio recuperamos las
ecuaciones de Einstein, asi como la condicién de metricidad de operador derivada V.
En el caso de vacio no es necesario hacer la suposicién a priori sobre el operador deri-
vada, dicha informacién ya se encuentra en la accién de Einstein-Hilbert. En cualquier
caso, es importante notar que el formalismo nos lleva a la condicién de metricidad,
como se sefala en [34], y no a la conexidén de Levi-Civita como se sefiala en [36, 37].
Por supuesto, posteriormente puede relacionarse al operador derivada V con parciales
y entonces usar como conexion la conexién de Levi-Civita, pero el formalismo nos
arroja con condicién de metricidad.

3.3. Ejemplo de la teoria Einstein-Palatini

En este capitulo analizamos un caso particular de la teoria desarrollada en los
capitulos anteriores. Partiendo de la misma accidn, se hace el tratamiento estdndar 3.3.1
y luego el tratamiento a la Palatini, se resuelve para C¢,, y se construye el tensor de
Einstein efectivo para posteriormente contrastar ambos resultados buscando solucio-
nes particulares en las teorias para las cuales el contenido de materia gravite de formas
distintas.

La accidn a estudiar es

16
S = /\/?g {gabRab'an ((VCVC)Z_mZgabvavb)] d4x, (3.24)

donde v* es un campo vectorial. La motivacién para estudiar una teoria de este tipo
es que, como se ha mencionado, necesitamos que la accién de materia dependa de
la conexién, pero ademds queremos que sea una teoria sencilla, es decir, solo tener
algunas partes de la descomposicion de ZC‘”’ .
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3.3.1. Relatividad General

En relatividad general tenemos que variar respecto al campo v y respecto al tensor
métrico, pues se asume que el operador derivada es métrico. Es importante recordar que
los simbolos de Christoffel aparecen al pasar a parciales y deben ser variados respecto
a la métrica pues estan dados a priori. Consideremos la variacion respecto a v*

167 [~ =
8Sy = /./—gTﬂ [2VdvdVa5va—2m2gbavb5va] d*x
= — [ V=glom |V, |Vor! | +mPgpa”| 81 d*x, :
167 |V, |V ? 2gpaV’ | SV (3.25)

donde en el dltimo paso hemos integrado por partes. De (3.25) es facil ver que la
ecuacién de movimiento para v¢ es

vV, Vol +m?v, =0. (3.26)

Calculando %bva a partir de la ecuacién (3.26) y usando el hecho de que no hay torsién
es posible demostrar que, N B
Vav;, — tha =0. (327)

Ahora consideramos la variacion de la accién de materia respecto a la métrica,

OSy = /\/—g{Sn [—;gab ((%CVC)Z —mzvz) —mzvavb} 5g

1167V vesfcw} d*x, (3.28)
Calculando la variacion de los Christoffels, obtenemos
~ 1 ~ 1 - e
8nT, = 8m {gab (Z(chc)z — Emzv2 -V, [Vdvdve]) — mzvavb}

~ 1 ~ [~
= 87 [gab ((ch°)2+2m2v2—|—veve [VdvdD —|—m2vavb} , (3.29)

por lo que

~ 1 ~ [~
Gap = —87 [ga;, ((vmz +mV VY, [vdvdD +m2vavb] (3.30)

Por consistencia debemos ver si %“Tab =0, y es facil demostrarlo utilizando la
ecuacion de movimiento (3.26) y su consecuencia (3.27).

3.3.2. Variacion a la Palatini

Para esta seccién debemos recordar que variaremos respecto a la conexién I,
gap- Dado que, en general, no tenemos una conexién métrica, V¥ # V4. Tomamos
la variacion de la accién de materia, respecto a la métrica

OSu = /\/Tg [8% <—;gab {(Vor)? —m*v?*} +m23acgbdvcvd) 5gab} dx, (331)
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de donde se sigue que
1

Ty = Egah [(chc)Z _m2v2} mZVavb’ (3.32)

Aqui es donde se analiza la diferencia de variar respecto a C,, o respecto a I'“ ;. Si
variaramos respecto a C° , obtendriamos un término extra, el cual vendria de variar los

Christoffels. Este término lleva a inconsistencias, como por ejemplo que V“éab #0.
Es por ello que la variacién se toma respecto a I, y no respecto a C¢,, aunque en las
demds variaciones obtengamos las mismas ecuaciones de movimiento. Aqui se ve la
importancia de especificar las variables dindmicas de una teoria, mientras una lleva a
inconsistencias, la otra lleva a una formulacién precisa.

De lo anterior

1
Gy =87 [2 ((VL.\/")2 - mzvz) - mzvavb] (3.33)
Tomando la variacién respecto a I,

5y = / V= w—”vV (Vdvd)d4x, (3.34)

y ahora,
1) (Vdvd> = 6 <8dvd +Fddbvb)
= W§(I,)
= V518 (IY,)
= vbssre,. (3.35)
Juntando las ecuaciones (3.34) y (3.35) obtenemos
1672, = — 167V (8% (3.36)

Este tltimo resultado es igual al que se obtendria variando respecto a C¢,,. En conse-
cuencia
¢ = —16aVevbsY. (3.37)
En la variacion respecto a v* podemos olvidarnos de la sutileza empleada al consi-
derar I''y tomar a C en la variacion. Esto es porque al calcular la variacion tomamos el
resto de las variables constantes, es decir, 'y g y por ende I' y C. Uno de los motivos
para hacerlo de esta manera es integrar por partes mas facilmente. Entonces,

16 .
/\/ 71? ZVCVLS(VQV“) - 2m2gabvb5v“} d*x

_ / ,fgmn [fvavcvc FVACE,, — ngabvb} svidty,  (3.38)

OSm

y se sigue que la ecuacidon de movimiento es
VoVer© = VarfCe,, 4+ mv,. (3.39)

En conclusién, hemos obtenido las ecuaciones de movimiento de la teoria, lo que sigue
es resolver la ecuacion (3.37) utilizando lo desarrolado en el capitulo 3.
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Resolviendo para la conexion

Dada la descomposicién en trazas tanto de X% como de C°, en particular utili-
zando las ecuaciones (3.7) podemos obtener las trazas de C¢,;, si conocemos las trazas
de X% Las trazas de £, son

5
o, = —EVevevc, (3.40)
pt = Va4t (3.41)

ademds es sencillo ver que ¥ no contiene parte sin trazas y tampoco una parte propor-
cional a g,. Por lo tanto, utilizando (3.7) las trazas de C¢,, son

16
Ae = %Vdvdvc, (3.42)
5
= —167r§Vdvdvb. (3.43)

Con lo anterior y usando (2.16) llegamos a resolver para C

a

: : 16w _  sqc
Cp = =8V 'V guy + TVdv’ 86, (3.44)
Es ficil ver que aiin falta un paso por realizar pues V v¢ depende de A4,
167 =
de=—" [Vdvd —s—)Ldvd} Ve, (3.45)

contrayendo con v y despejando A.v¢ obtenemos,

lom ~
AV = #ﬁvdvd , (3.46)
1-— TV
donde v? = g.4v°v¢ por lo cual,
Vart
d _ d
3

Podemos ahora sustituir en todas las ecuaciones de la seccidn (3.3.2) las dependencias
en A, pero dado que el lado izquierdo de (3.47) es méds compacto seguiremos escribien-
do V ¥, manteniendo en mente esta tdltima igualdad. Con todo lo anterior podemos
escribir la ecuacién de movimiento una vez que se ha resuelto para la conexion,

167

VVer© — = (Vev) v +m?v, = 0. (3.48)

Es interesante ver que utilizando (3.39) y (3.47) podemos encontrar una relacion exac-
tamente igual que en el caso de relatividad general,

Vv — Vavp =0, (3.49)
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cabe sefialar que dada la anti-simetrizacién en realidad es vélido para cualquier opera-
dor derivada,
Vavp —Vpv, =0. (3.50)

Finalmente notar que el denominador tiene problemas cuando v> = 3/167. Por lo
tanto asumimos que nos encontramos en una regioén en la cual v? # 3/167. Podemos
ver que la dimensién del espacio-tiempo entra en juego en este punto, pues lo que
tenemos haciendo en calculo explicito utilizando (2.14) es (8w(D—2))/(3) lo cual para
D =4 es el caso que tenemos. Lo que resta es construir el tensor de Einstein efectivo,

T;l;ﬁf , incorporando los valores de las trazas de X “° particulares de esta teorfa.

Construccion del tensor de energia-momento efectivo

Dado que tenemos las trazas de X% y de C¢,, podemos construir el tensor de
Einstein efectivo utilizando tanto (2.49) como (3.22). Es un buen ejercicio ver si ambas
construcciones resultan en el mismo tensor. Después de realizar los cdlculos obtenemos
la ecuacion de Einstein

_ v 4)2 2.2 8
Gy = 8nguy |:(d2"}) _ mzv —Vy [Vevevd:| _ ;(Vdvd)2V2:|
16
£ 87vav, [;(Vdvd)zmz] , (3.51)

usando la ecuacion de movimiento (3.39) obtenemos,

B Vod)2 2 -
Gy, = 8Tgw {(12\’) + % — VIV — SE(Vdvd)zvz}
16
£ 8Tvam [;(Vdvd)z—mz] (3.52)

donde tenemos dos términos extras respecto al caso de relatividad general, y que vienen
pesados por factores de 87, o si reintroducimos G . Sin embargo, hay que recordar que
dado lo estudiado en las secciones anteriores Vv = (%dvd)?(l - 16T”vz), por lo que
los términos no son exactamente los del caso estandar. Por consistencia con (2.28)
debemos asegurarnos de que (3.52) sea libre de divergencia, lo cual sucede (véase
apéndice D.2).

3.3.3. Einstein-Palatini vs. Einstein-Hilbert

En esta seccion contrastamos los resultados de todo el escrito con el tratamiento
en el caso usual buscando soluciones a la ecuacién de movimiento y observando como
gravitan.

Einstein-Hilbert

Buscamos ahora soluciones a la ecuacién de movimiento (3.26) para ver de que
manera gravitan en la ecuaciéon de Einstein. Comenzamos distinguiendo entre dos si-
tuaciones.
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1. Si pedimos divergencia constante ecv“ = A #0y m? =0 tenemos una familia

infinita de soluciones, la divergencia del campo puede tener cualquier valor y
en consecuencia tenemos que nuestro campo gravita como una constante cos-
mologica positiva,

Gup = —87gupA”. (3.53)

. Por otro lado podemos solo pedir que el campo tenga divergencia constante,

lo cual implicaria que m> = 0y, en consecuencia, tenemos la misma situacién
descrita anteriormente.

Hacer esta distincion parece redundante pero en el otro formalismo son situacio-
nes distintas.

Einstein-Palatini

1. Si de igual manera pedimos m? = 0 y divergencia constante V.° = B # 0, dada

la ecuacidn (3.48), la divergencia solo puede tener un valor, cero. En dicho caso
el campo gravita como vacio

Gy = 0. (3.54)

. Si por otro lado tenemos divergencia constante existe una solucién particular

para la cual la masa no es cero, 167(V.1)?/3 = m?. En este caso la divergencia
es constante pero no puede tomar cualquier valor, estd naturalente ligada a la
masa, cosa que no ocurrid en el tratamiento estandar. Mds atin, el tomar este valor
particular de la masa anula aquello que no gravita como constante cosmoldgica
i.e., lo que es proporcional a v,v;, por lo tanto es posible ver que de igual manera
el campo gravita como una constante cosmoldgica positiva

Gu» = —87gu,B>. (3.55)

Mientras que en Einstein-Hilbert si no anulamos la masa el campo si gravitard
con términos proporcionales a v,v;, y si la fijamos tenemos una infinidad de po-
sibles valores para la “constante cosmoldgica” en el tratamiento a la Palatini
obtenemos un valor fijo ligado a la masa del campo. En esta situacion hablar de
constante cosmoldgica es equivalente a hablar de la masa de un campo vectorial
con divergencia constante en el tratamiento a la Palatini.

En resumen, después de tomar un ejemplo particular es posible ver que las dos
formulaciones no llevan a situaciones fisicas equivalentes empezando por el he-
cho de que el campo no admite el mismo tipo de soluciones hasta el hecho de
que, dichas soluciones gravitan de diferente manera.



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se trat6 el enfoque Palatini de la relatividad general en el caso
en el que la accién gravitacional es Einstein-Hilbert y la accién de materia depende
de la conexién. Se trabajé el caso general para un lagrangiano arbitrario de materia
y se estudi6 el caso de vacio con detalle, donde se observd la equivalencia con la
formulaciéon métrica. Es importante observar que la teoria en este caso lo que asegura
es la condicién de metricidad, no fija la conexion a ser la de Levi-Civita. En el caso
general se recurrié a descomponer la conexién espacio-temporal y, con ello, resolver
la ecuacién de movimiento de la conexién. Con lo anterior se construyé un tensor
de energia-momento efectivo, el cual es equiparable al tensor de energia momento de
la formulacién métrica. Finalmente se utiliz6 una accién de materia particular para
contrastar ambas formulaciones.

Al contrastar ambas formulaciones mediante una accion particular de materia, se
observo que pidiendo condiciones similares al campo, puede gravitar de maneras radi-
calmente diferentes, en un caso vacio, en otro caso como constante cosmolédgica. Por
lo tanto, en estos casos las formulaciones no son equivalentes. Una observacion de este
trabajo es que para el caso en el que hay presencia de materia que depende de la cone-
xién es necesario asegurarse de que la conexion sea independiente de la métrica. Esto
se logra incorporando una conexion extra para realizar las variaciones de la accién, lo
cual asegura que la teoria sea consistente. En retrospectiva, se concluye que en el caso
de vacio uno puede ser poco cuidadoso y no incorporar una conexion auxiliar pues las
formulaciones son equivalentes.

Por otro lado es interesante analizar el caso de f(R) en el tratamiento a la Palatini.
Incluso cuando la materia no estd acoplada a la conexidn, si se sale de la accién de
Einstein-Hilbert, naturalmente la ecuacién de movimiento de la conexién cambia y por
ende las formulaciones no son equivalentes. Analizar el caso cuando ademads la materia
depende de la conexidn es una posible proyeccién a futuro.

Por otro lado, es posible obtener una expresion para la divergencia del tensor de
energia-momento usando que la accién de materia es invariante bajo difeomorfismos.
En la formulacién métrica, obtenemos que el tensor de energia-momento tiene diver-
gencia cero. Es posible realizar un procedimiento andlogo en el caso Einstein-Palatini,
en el cual el tensor de energia-momento no tiene divergencia igual a cero, sin embargo,
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el que debe de ser libre de divergencia es el tensor de energia-momento efectivo. Como
trabajo futuro se encuentra la demostracién de que, en efecto, el tensor de energia-
momento efectivo es libre de divergencia para el caso general, usando que la accién de
materia es invariante bajo difeomorfismos.

Finalmente mencionar que en todo el trabajo se utiliz6 el formalismo lagrangiano.
La relatividad general acepta una formulacién hamiltoniana [40, 41], en el cual tam-
bién puede estudiarse el tratamiento a la Palatini [36, 42], como otro posible trabajo a
futuro se encuentra analizar el programa hamiltoniano cuando la materia depende de la
conexion.



Apéndice A
Notacion y convenciones

Durante todo el trabajo se utiliza una métrica espacio-temporal con signatura +2
y los tensores geométricos se han definido como en [38]. Los indices se “bajan” y
“suben” con la métrica del espacio-tiempo y su inversa,

gabg™ =6, (A.1a)
c " d
B, geeg™ =B, °. (A.1b)

La dimension del espacio-tiempo se asume como D = 4 salvo donde se indique lo
contrario. Los indices del alfabeto latino son indices abstractos, los cuales tinicamente
sefialan el caracter tensorial del objeto en cuestién. Durante el trabajo se utiliza la
notacién usual para sefialar que un conjunto de indices aparece de manera simétrica o
anti-simétrica, es decir,

1
A(ab) = 2 (Aab +Aba) , (A.2a)
1
A[ab] = 2 (Aab _Aba> . (A.2b)
Ademads usaremos una convencion propia a partir de la seccién 2.5.2 sobreponien-
do una tilde para designar a la contraparte usual de relatividad general. Por ejemplo,
la tilde sobre V representa al operador derivada de Levi-Civita, el que por definicién
satisface,

Vagbc =0, (A.3)

donde g, es el tensor métrico.
Mis atin, se sobre pone tilde a otros objetos matemadticos tales como tensores, por
ejemplo
Rabcd = (Vavb - vaa) @, (A.4)
para indicar que es el tensor de Riemann construido con el operador derivada de Levi-
Civita, que es el utilizado en relatividad general.
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Durante el trabajo se utilizan 3 conexiones

(vu - %) W = —C, a0, (A.5)
(Va—do)®p, = -TI°, 0, (A.6)
(%a — 80) W, = —l:cuba)m (A7)

en todos los casos el signo negativo se toma por convencién. Ademds dichas conexiones
pueden relacionarse mediante
TCc _ cC
l—‘Cab —I ab — C ab* (A8)
En el capitulo 2 se contruyen los tensores geométricos de la teoria. Durante todo el

trabajo se sigue la convencién usada en el libro de Wald y para evitar confusiones con
nuestra notacién de la tilde se agregan las definiciones siguientes,

Ruy =R, ;" (A.9a)

Rap = Ry, (A.9b)
R=g"Ry, (A.9c)
R=g"Ry, (A.9d)

1

Gub = Rab - Egava (A9e)

- ~ 1 ~

Gub = Rab - Egava (A9f)

También en la seccién 2.5.2 se habla de un tensor F, ab_e] cual se define de la siguiente
manera

FC) = g +80CY, g% —2C gl (A.10)
F, ab(r) — Fddcgub + égbl—wll)dcgdc _ 21—~(aecg|e|b) (A.11)
FT) = 19,87 +6"T, g% — 21, glP), (A.12)

ademds por (A.8) y la “linealidad” de F, % se sigue que
—F, () 4+ F."(T") = 167%,%. (A.13)

A lo largo del trabajo se utiliza una notacién como sigue, G(0, p), ésta indica que
el tensor G es funcién de los tensores ¢ y p, por ejemplo,

Gab = Ouw + gacpif- (A14)

También durante todo el trabajo se utilizan unidades tales que G = ¢ = 1, salvo donde
se escriben de manera explicita.



Apéndice B

Construccion de los tensores
geométricos

En el capitulo 2 se introduce el tensor C¢ ;, y se construyen los tensores de Rie-
mann, Ricci y Einstein de la teoria. El propésito de este apéndice es mostrar el cilculo
de construccién de dichos tensores en términos de las partes de €€, y los tensores
geométricos usados en relatividad general.

B.1. Términos cuadraticos en la conexion

Comenzamos con los términos cuadrdticos en C¢,,, asf como su contraparte escalar
ie,C,C".y gC*,, C",,. Escribiendo explicitamente el célculo,

1 1078 —4A8 1
h
C%Clag {4ghb < 9 > + §6(gh [42) — )] +Acghb:|
1 107h —4Am\ 1
8 [4gag ( 9 ) + §6{; [42) = 7)) +Achag]

Tenemos en principio 9 términos diferentes, sin embargo, dado que es un término
cuadratico el ndmero se puede reducir a 6, calculemos cada uno de ellos.

Términos cuadraticos

1. El primero de ellos,

1 1078 — 448\ 1 107" — 40"
4ghb 9 4gug 9
11
= I (1007, 7, — 40,4 — 40Ty Ay 4 162,25)
11
= 4—29—2(IOOTaTb—SO%lb)—&-16%%) (B.1)
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2. El segundo de ellos,

i i
o0 [42) = 7)] 5 8, [42g) — 7]

? 1 ’ 11
= 55 (5B =5+ 8 4k — 1)) 55 (55 (42 — 1] + 8 (42, — ra])
- %9% (8542 — )[4 — 7] + 6 42 — 7] [y — )

+ 4 — 1) [AAg — Ta] + 8][4 — 1] [4A — T }
_ ggiz (42 — ) [P — 7], (B.2)

por lo tanto,

1
§6(gh [4)%) — Tb)]

1

5 (16AAp — 4T A — 4Ty A0 + T, Tp)

5(ha [‘m‘g) - 7”Ez)]

(16)41)47 — ST(QA/,) + TaTb) . (B.3)

ENEN NN
el -~

3. El dltimo término cuadratico es el término trivial

AC#,, AC",,, (B.4)

que es trivial ya que a priori no podemos decir mds sobre el.

Términos cruzados

4. Consideremos el siguiente término del que tampoco podemos decir mucho,

1 1078 —4A8 ;
4gm<9)Aczy (B.5)
aunque recordemos que para hacer el cdlculo completo debemos considerar (a <>
b),
1 1078 —4A8 11
28m <9> AC", + (a4 b) = 56gh(bAcha)g(10rg —428)  (B.6)

5. Existen, por otro lado, términos con AC que requieren mayor célculo, por ejem-

plo,
lse h L1 oh (458 ¢ PPy
5% [44p) — Tp)| AC",, = 358C (465 +48; Ay — 851, — 65 1))
= 11Achab (44 — ) B.7)
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Al igual que (B.6) debemos sumar a este término la contraparte simétrica, en
simbolos, (a <> b), debido a lo anterior, lo que realmente aparecerd en el cdlculo
final es,

1 1,
5651 [42) — T | AC" , + (a3 b) = E§AC’H,, (4N, — ) + (a <> b)
1
= §AChab (40, — 1) , (B.8)

pues AC es simétrico.

6. Finalmente,

1 1078 —4A8\ 1
28m (9) §5& [42g) — )]

111
= 37 5s8m (108 —41%) [4812, + 482, — 87, — 8/
111
= 21 @(1078 —428) [48apAg +48gbAa — 8abTg — 8gbTa]
111
= 5197(1078 *4Ag) [gab (4lg - Tg) +8gb (4)Lu - Ta)}
111
= 519 [8ap (1078 —4A8) (44, — T5) + (107, — 4Ap) (4A, — T4)] .(B.9)
Calculando por separado,
(1078 —4A%) (44y —1,) = 40754, — 10787, — 16451, +4A51,
= 4418, — 10787, — 16451, (B.10)
Asi como,
(10T, —4Ap)(4Ay — 1)) = 4074, — 107,17, — 16444, +4ApT,. (B.11)

Introduciendo (B.10), (B.11) en (B.9),

1 /1008 — 428\ 1,
2 8hb ( 9 ) §5(a [4)%;') - Tg)]
111

319 [8ap (447545 — 10787, — 1645 A5) + 40T, A0 — 107, T, — 164 A + 425 T,) .

(B.12)
Sumemos ahora el intercambio de indices (a <> b),
1 1078 —4A8\ 1
28 <9 ) 66(’; [44g) — Tg)| + (a > D)
11
= iy [8ab (4475 Ay — 10787, — 1648 4;) + 407, A, — 107,77, — 1654 442, T, |

11
== 197 [gab(44fg)tg - IOTng - 16lglg) +44T(bla) - 1OTbTa - 16lbla] .
(B.13)
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Suma

Debemos ahora sumar (B.1), (B.3) (B.4), (B.6), (B.8), (B.13)

Cghhchag
= g (8 (T8, — 1085, — 1684,) + 4474, — 1057, — 1642,
= 17 (10055~ 805,45+ 164,)
4 %917 (16702 — 8T(qAp) + TaTh)
+ ;; W6ACT (10¢g—41g)+éAC’2b (42— 7) +AC%, AC" ;. (B.14)

El dltimo renglén de B.14 contiene solo términos diferentes, no agrupables o irreduci-
bles. El problema se reduce a encontrar los coeficientes que acompaiian a 7,7, A,A; v
T(a}lh) .
22
4.92
1 1
+ ﬂgh(hAC” 1o (1078 — 4%’) + §AC”ah (42 — 1) + ACE,, AC",, (B.15)

Contrayendo los indices que quedan libres con g*

1
C%Cle wb+ )L/Ib (l,, 4.92gab(44rg).g—10rgrg—16/1gz.g)

1 1 4
gt = —1g T T T g A e g T+ g’ AC*,, AC" (B.16)

B.2. Tensor de Einstein

Después de introducir (B.15) y (B.16) en el tensor de Einstein (2.47) queda el
trabajo de agrupacioén de términos, el propdsito de ésta seccién es mostrar un poco
el desarrollo algebraico del tensor de Eistein.

Después de hacer dicha sustitucion,

A€ — 1€
G = Gt/zb_V Ap— Tgaf +gabv ( ) ‘ )

~ [1 1074 — 424 1
+ Vu [4gab (9) + 55& [42) — Ty +ACdab:|

1 1078 —4A8 1
+ )Lg |:4gab <9> + 56& [4Ab) — Tb)] +ACgab}

1 1., 4 .
+ = {—r”’rg + §?Lf%g + §Tglg —s—g‘dACghcAC”dg}

25 8 1
Y T Ty — 9 — XAy + @T(Mb) — rgzgab(44rglg — 10781, — 16A5A,)
1

1
- ﬁgh(bACh) (10rg—4/1g)—§Achab(4/1h—rh) AC#),AC",.  (B.17)
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desarrollando un poco obtenemos,

= AC—1 11
Gab = Vab guh Tgl + V <2) 4 9gade(1OT — 4)~d)
11
+ 15ga,,(lorg,l — 4A80g) + AACE , +VAC?,,
1~
+ §Va[4xb—fb]+*la[4lh—fb]
gah 1
+ 3 [ TR R Lae Ag+ = rg/18+g°dAcg Ach,
22 8 1 ¢ < ¢
Y T, Tp — 0 AC,?L;, + 9—2%%) — 4-792&”’(441 A — 10787, — 16ASA,)
1 1
— ﬁgh(bAC 1) (1078 —408) — §AC’;,] (42, — Ty) — AC%,, AC",,.  (B.18)
agrupando términos y simplificando obtenemos finalmente el tensor de Eistein,
~ lg (A9 —47dN gk o 1 11,
Gy = Gup+8uw |:2Vd (9> + TAC hiAC 4 92 TgT‘g 92 Télg
1 = = 1= T, + 54,
- W}Lgag} = Vakiy + VaACyy + 5 Via (4h) = ) +ACY,, [ 5
11 1 22

=TT — =8 AC! ¢ (1078 —4A%) —ACE, AC",,

(B.19)

1
aaﬂ},}; — 9*217(“2,;]) 2 9
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Apéndice C

Cambio de Variables del Tensor
de Einstein

En este apéndice se desarrollan los célculos explicitamente para llevar el tensor de
Einstein (2.49) a (3.22).
C.1. Términos escalares

Para calcular el tensor de Einstein y el escalar de Ricci en nuestras nuevas variables,

: Lo : < g h
el primer término de interés es, AC®, AC", o

d / )
ACY, AT, = {—lén:gd(hAZa)g +87‘Eghh/gaa/gggAEg/ha}

X

[~ 1678(A%, " + 87y gu AT, C.1)
el desarrollo de la ecuacidn anterior consta de 4 partes,

(A) (B)
= (16m)? gd(hAEa)dg 2e(bAZy) " —16 X 877 g4(4AT,

de . /
8oy ger8" AT

ool I w /] . /
— 16X 87 g 8aw 8% AL 8ebAL " +(87)” iy 8aw 8% AL, giiy gorg™ AL

© (D)
(C.2)

Comenzemos calculado (D).

. . ,/
i 8aa 8°° 8oy 8ok8 VAT M AP = 868 guwgpy AT AL VK
8aa 8oy AL AL 7K. (C.3)

41



42 APENDICE C. CAMBIO DE VARIABLES DEL TENSOR DE EINSTEIN

Hagamos ahora el célculo para (C).

! ) l ! )
8t aa 8¢ AL 8o (b AT )" = 2 g Q0w 8% AL | gp AT +gegAszh} , (C4)

por lo tanto,

1 ! !0 ! /o
€ = 5 [ghh/gaa/ggg 8ebAZ" AL M + @it 8uw 8% 8eg AT Azbeh}
1 / !l ! !0
= 3 [ghh/gaa’ggg 8ebAL" AL + gy 8o 85 AL AZbEh]

1 / i o)
= 3 [ghh/gaa’ggg 8epAZ AL +ghh/gaa/AZbehA2eh“] : (C.5)

El célculo para (B) es andlogo al de (C), obtenemos,
1 / . / d
(B) = 5 |88 AT *AT, % + guygaagng AT FAT, ] (Co)

Finalmente (A),

d
8a(hAZ ) 8o (AT,

1 , . .
= 7 [en T + 2008, "] 2 A2 + gegsT, ]
1 o e
= 2 [gdhgehAZadg AT+ gangeg AT, S AT
+ gdagebAZhdgAdeh + 8dage AT, ™ AZheh}
(C.7)

Tenemos que sumar (C.7), (C.6), (C.5), (C.3),

4 h
AC[’MAC be
(167[)2 dg eh dg eh dg eh dg eh
= 4 gdhgebAZa AZg +gdhgegAZ'a Azb +gdagebAZh Azg +gdagegAZh Azb
—_—
a b c
16 x 87 / /0 i
= |8 8aw 8™ g AL MAT " + iy g AT, AT
L c
16 x 87 / . , d
- 5 8o 8ok AZ,” FAL, ¢ g4y g aag g AL FAY,
L a

+ (Sn)zgaalgbblAija AZjbk.

b
(C.8)
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Notemos que todos los coeficientes terminan siendo (87)2, por ello podemos poner
dicho factor como un factor global. Ademads los términos marcados con la misma letra
se cancelan debido a que son iguales y de signo contrario, los terminos restantes se
agrupan de la siguiente manera,

ACE, AC",, (87)* [2&”/ 8o AT AS PR — 28, gy ga 858 AT AT

+ ghdgegAZadgAZheh] : (C.9)
Para la contraparte escalar obtenemos

g’ AC*, AC",,
= g*(8n)’ [2gaa’gbb’AijalAZjblk - Zgaa’gbb’ghh’ggg/AEglh/a/Ang/h
+ ghdgegAZudgAZbeh}
= (87 28w AT AL ¥ — 2,0 AT AT M 4 ghagegg AT, AT,

= (8m)? [zga’b’AEkja/AZjb/k - ghdgeggabAZadgAZbeh} (C.10)
Otras componentes de importancia son: 7.7¢, A.A€, T.A€.
) 2
T.7¢ = <3167r) PepE. (C.1D)

De igual manera haciendo uso de (3.20)

AAS = 87‘5607167”[)0 87wcfl6—ﬂp“
3 3
167)2 167\
= (87r)26066—( 3”) c&-pc+(3ﬂ> pep” (C.12)

Usando tanto (3.19) y (3.20).

2 167
A¢ = =l6np.|8Tc — —
T, 3 p < o 3 )

2 2
C.L) pcoC—2<16”) pep® (C.13)

3 3
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Existe un término en la parte escalar del tensor de Einstein (2.49) que va como la
divergencia de las trazas de C°;,.

< (A4 474 ~ (7(8mc!—1pd) —4(3167p?)
Vil o) = Vu
2-9 2-9
_ 5, 2816 — Lnp? — G rpd
9
= SV (280 —40p>
_ 4mg d d
= 2 (707~ 10p°) (C.14)

C.2. Escalar de Ricci

Para obtener el escalar de Ricci, solo nos faltaria calcular otro término que va como
divergencia de las trazas de C¢,,,

= ~ . lém . =~ |2
—V A+ V, 1€ -V. {87:6‘ - ;p‘} +V, {316npc}

o1 .2 .
-V, {8%6‘ — %p‘ — 3167tp‘}

= —87V,.0°+ 167wV,.p° (C.15)

De lo anterior obtenemos que el escalar de Ricci en las nuevas variables es,

-~ ~ 167\ 87)2 2 (167)2
R = R—87ero”+167erpC—<3n) Pcpc—%o'ccc—kg%c&pc

+ (87m)? zga,b,Azkf“'Azjb’k— Shd8eg8 AT AT, | (C.16)

C.3. Términos Proporcionales a la Parte sin Trazas

Primero. El primero de ellos que aparece en el tensor de Einstein es,

T, + 54
Act, { }

5 = [— 167rgd(aAZb)dh +878aagpy 8" AL, }

1[2 16w
) [3167rph +5 (87176;, — 3ph>}
(C.17)
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Calculamos aparte lo que vacomo p y ©.

2 16 2 5
3 16mp, +5 (8710;1 — ;rph) = 3 16mp, +40moy, + 3 167py,
7
= 3 167p, +407oy,
14
= 87 (sph +50'h) , (C.18)
introduciendo en (C.17)
A
AChab [Th +95 }

. |14
= (81)" [~28u(uATy) " + uagirs" AT | [3ph + sch}

14 ’ /| 14
= (8m) {—ng(aAZb)dh [5% + 3Ph} + 8ad 8oy &' AL [3Ph + 564 } :
(C.19)

Segundo. Calculemos ahora gh(bACha)g (1078 —4A8), conviene empezar por calcular

gh<bACha)g, sin embargo, es importante notar que hay una simetrizacién para AZC‘”’
implicita en AC¢,,. Comencemos entonces por calcular

81aACly = ha |~ 16784 AC)™ + 87818408 AT,
= 1678a8a(pAC, "+ 8Ty gy 81 AT,
= —167g8a(pACy " + 8T gy 8oy ALY | (C.20)
entonces tenemos

gh(aAChh)g = [—167rghagd(;,ACg)dh + Sngbb/ggg/AEah §+(ae b)}

N = N =

[—167: [ghhgd(aAZg)dh tao b)} 1678484 (uAT,) " } .
(C.21)
Podemos deshacernos del 1/2 global calculando 578 — 2A¢ en lugar de 1078 —4A8

2 16
5t -2t = 5 (3167rpg) -2 (871?68 - ;rpg>
= 167 (4p —c¥), (C.22)
poniendo todo junto
81aACy (1078 —428) = (167)° (— {ghbgd(aAzgﬂh tao b)} + 88 (AT, " ) (4p% — &%)

(16m)> ({ghbgd(aAzg)dh +(a e b)} (0% —4p%) + 84 8 (AT, ¥ (4p% — og)) .
(C.23)
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C.4. Términos tensoriales

Comencemos por el término que puede romper la simetria de el tensor de Einstein.

= = 167
_Vaafb = V, (87[617 - 3Pb)

- 16
—  _87V,0,+ TﬂVapb (C.24)

Observemos como la parte que puede romper la simetria del tensor de Einstein ahora
involucra a las dos trazas de anb , en contraposicion, con C de la cual solo se involucra
A, una de las trazas.

15 = 167 2
§V(a (41[;) - Tb)) == §V(a (4 (8750'[7) — 3Pb)> — 3167pr)>

1~ 16 16
= §V(a (32750b) + |:—4-3 — 23:| ﬂpb))

= =5 Vial%) =P (C.25)

2 2
TaTh = <3167T) PaPb (C.26)

Aa2p

167 167
8mo, — 3 Pa 87mop — = Po

167 167 167\ *
= (87?00, — SETGapb — T87tp,10'b + (3) PaPb
167)? 167\ >
—  (87)20,0,— ( ” ) Cubp) + (3) Db (€.27)
2 167
Tahy) = 5167rp(a |:87'L'(7b) — 3pb)}
167)? 167
= %p(ao-b) -2 (3> PaPb (C.28)
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Gab

Finalmente el tensor de Einstein es,

4m ~ 5 /167\° 21 (167)2
Gab + 8ab ?Vd (7Gd*10pd)+ () PP’ (167) o.p¢

2.9\ 3 S 2.92 3

1
vl (87)* 6.0 +

(8m)*
29 2

v / s d
[Zga/b/ 8L AL * — ghagegg” " AT, gAzb,eh} ]

~ 167~ 327~ 1 /167> 11,
87Va0) + =~ Vapyr+ =5~ Via [0n) —Pp)] — 5 <3> Papy+ 57 (87)° 00y
12 (167)*
92 3

1 2 dh g g ag (48 _ 8
551670 ([gm8uATy " + (a o b)| (0% = 4p%) + g0 80aAT, " (4pF — 0¥))
(87)

9

(87)* {Zgaa/gbh’Aija AL N =280 gengn 8% AZ " AL + ghdgegAZadgAZbeh}
(C.29)

O'(an) + %d {— 167'Cge(aAZb)ed + Sﬂgaegbb/gdc/AZC/ebl}

14 Y |14
{—2gd<aAz,,>d” [SGh + 3ph} + a8 AT [3ph + 504 }
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Apéndice D

Einstein-Palatini

D.1. Relacion

En este apéndice se realizan los célculos fundamentales no desarrollados en la sec-
cién (2.5.2). El primero de ellos corresponde a la identidad que se mencioné es véilida
tanto para el caso estdndar como para la formulacién afin (3.27). Combinando la ecua-
cién de movimiento para v* (3.39) y (3.47) obtenemos,

~ %Cvc 167 %Cvc 2
a 1_1§7fv2‘| —T 1_17%‘)2 Vg +m Va—O. (Dl)
Podemos despejar v, de la siguiente manera,
1 =~ %Cv"
Vg = - 5 Val—m—”vz’ (D.2)
16z | Ve 9 3
3 |: 1— 1675‘72:| m
3
dado lo anterior calculamos %bva obteniendo,
~ 1 ~ ~ v Ve ~ v Ve =~ 1
vaa - ~ vaa ‘167[ 2 a ‘167[ 2 Vb _ 2 7(D3)
lom | Ve | 0 -y 1= 16m | _Vere 2
3 1,16T7’v2 3 l—l%’rv2 -m

observese como en el primer término podemos cambiar el orden de V;,V, — V,V,, dado
que actiian sobre un escalar y no hay torsién. Podemos volver a utilizar la ecuacién de
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movimiento (B.10) pero ahora para vy,

- - tom,, [ v 17
Vova = Vavp+ = ) V“l Tor 2
167 | Ve 2 =3
3 lilgnvz m
= Ve = 1
+ V. = 21 v, - 5 , (D.4)
1— TV 167 |: V€ :| m2
3 1 lgnvz

- 2
finalmente el segundo término despues de usar la regla de la cadena, V, |:1V166v7r2:| =
—Tex,

%,vd -~ V¢ o1 1 P 327 V¢
2 . 567”"2 a| 1 fﬁTnvz y volver a utilizar la ecuacion de movimiento obtenemos =5 VaVp 1*‘(@ ,

mientras que en el tercer término después de utilizar la regla de la cadena y la ecuacién

.. V. ¢ . .
de movimiento es — —32” VaVp [1 V,%Vn 2] , por lo que obtenemos la ecuacién antes dicha,
-3V

Viva — Vv = 0. (D.5)

D.2. Divergencia del tensor de energia-momento

Por consistencia hay que asegurarnos de que la divergencia del tensor de energia-
momento efectivo (3.52) sea cero, ese es el propésito de esta seccion. Para ello usare-
mos el resultado de la seccién anterior (D.5), asi como la “equivalencia” de operadores
derivada (3.47).

Sameff
vt

2 + 2

- V 1€ 2 2.2 - - —
v, {( ) —SE(Vdvd)zvz} VAV — VoV, V

= 167 ~,| 167
+  V4vavp) {S(Vdvd)2 —mz} +vavp V¢ [3(Vdvd)2] , (D.6)

desarrollando uno de los términos en concreto,

v 16 <. [16
Va(vavb) |:37T(Vdvd)2 _ m2:| — vaava |:3Tc(vdvd)2 _ mz:l

+ vﬁ“(v,,) {lgﬂ(vdvd)z—mz] , (D7)

el segundo término de (D.6) al sumarse con el primero del lado derecho de (D.7) suman
cero, por la ecuacién de movimiento, pues después de factorizar un V. v¢ lo que queda
es menos la ecuacién de movimiento (3.39). Ademds dado que v,V%;, = %V;,vz por
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(D.5), todos los términos con masa desaparecen, llegamos a

. - . . 8 .
VTl = Ve, [Veve —vevﬂ — 87V, {(vdvd)%z} + [;(Vdvd)z} vy
~ 116
TR {f(vdvd)ﬂ , (D.8)
ahora usamos (3.47) en el primer término,
~ 167 167
V¥ =V =V — V(1 — ?vz) = Tvzveve, (D.9)
de lo anterior obtenemos,
vareff l6m oo v.2 2 do c oo d 2
VTl = SEVarY, [Vat?] - 8a [v VAV, Ve + VeV, {Vdv v H
(87 = ~ [l6x |
+ ?(Vdvd)z V12 +vavp V4 T(Vdvd)2
87 c ;~ d -dN 2 -2 dS c
- Vo [v v, [Vdv } LYV } 8V AV, (V)
(87 = ~ [l6x |
+ ?(Vdv”l)2 V2 + v, VO T(Vdvd)z

2 s 2 -
= -3 167V V vV, (Vo€ + 3 167v,vp VoV (Vrd)
2 - -
= Jl6mvey —vzvb(chC)—&—vava”(Vdvd)} —0. (D.10)

Donde el dltimo paso se vale de nuevo por la ecuaciéon de movimiento.
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