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Resumen

En este trabajo se emplea la propuesta para imponer causalidad en el modelo ma-
tricial de Triangulaciones Dindamicas en 2-dimensiones, propuesto por Benedetti y
Henson en [1], para tomar el limite continuo, haciendo uso del método desarrollado
por Eichhorn y Koslowski en [2], donde se escribe la Ecuacién del Grupo Funcio-
nal de Renormalizacién para modelos matriciales; con él se pueden encontrar las
funciones beta, puntos fijos y exponentes criticos de la teoria. Los exponentes criti-
cos obtenidos en este modelo matricial causal se comparan con los obtenidos en el

modelo matricial euclidiano y en Triangulaciones Dinamicas Causales.
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“El espaciotiempo le dice a la materia como moverse
y la materia le dice al espaciotiempo cémo curvarse”

John Archibald Wheeler
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivaciéon

El presente proyecto contempla el estudio de uno los principales problemas en la
Fisica contemporanea, que es poder construir una teoria de la Gravedad Cuantica
[3]. En la actualidad, la mayoria de los fendmenos fisicos pueden ser descritos usando
la Relatividad General y la Fisica Cuantica, de manera que, parece ser, a grandes
escalas estan gobernados por interacciones gravitacionales, y a pequenas escalas por
las interacciones fuerte y electrodébil, que son descritas por la Mecanica Cuantica y

la Teoria Cuantica de Campos.

Sin embargo, estas dos ramas de la Fisica tienen diferencias conceptuales muy im-
portantes, por ejemplo, la Relatividad General nos dice que el espaciotiempo es
dinamico y que no hay un marco de referencia preferencial, mientras que la Fisica
Cuantica requiere de un fondo espaciotemporal fijo con una elecciéon de direccion
temporal. Y hay preguntas fisicas que, al parecer, requieren de estas dos para hallar
una respuesta, tal como cudl es la descripcién cuantica detras de la termodinamica
de agujeros negros [4], cémo la estructura y dindmica del espaciotiempo influye en
la dindmica de los campos cuanticos de materia y norma que conocemos, no sélo
en el sentido de estudiar estos campos sobre un fondo curvo [5], sino el de explorar

las interacciones de estos dos entes fisicos, cudl es la fisica en las singularidades que
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aparecen en la Relatividad General (agujeros negros, Big Bang) [6], entre otras.

Se han desarrollado muchos modelos para contestar estas preguntas [3] [7], entre

ellos

» GRAVEDAD CUANTICA DE LAZOS, donde se escribe un Hamiltoniano gravita-
cional y se cuantiza de manera candnica. De esta manera, se obtiene un espacio
de Hilbert y operadores (tales como drea y volumen) bien definidos; sin em-
bargo, no es claro cémo implementar la dindamica o, en otras palabras, como
evolucionar los estados. Ademaés, tampoco se sabe cémo, usando los estados y
operadores en el espacio de Hilbert, recuperar la informacién geométrica del

espaciotiempo [8].

» TEORIA DE CUERDAS, donde se escribe la accién de una cuerda en D- di-
mensiones y se cuantiza canénicamente, para una cuerda cerrada se encuentra
en su expansion perturbativa un estado no-masivo de espin 2, que se identifi-
ca como el gravitén (particula mediadora de la interaccién gravitacional); sin
embargo, como ya se menciono, esto es sélo en una expansion perturbativa,
ademas la teoria debe vivir en 10 6 26 dimensiones espaciotemporales para ser

consistente [9].

s TRIANGULACIONES DINAMICAS es un modelo discreto donde cada configura-
cién del espaciotiempo, como variedad diferencial, se aproxima por una trian-
gulacion plana por pedazos y la acciéon gravitacional se escribe en estos térmi-

nos (accién de Regge [10]).

» SEGURIDAD ASINTOTICA, donde se trata a la Relatividad General como una
teoria cuantica de campos usual y se buscan valores de las constantes de New-

ton y cosmoldgica para los cuales la teorfa sea renormalizable [11].

Sin embargo, ninguno de ellos (y muchos mas que existen) ha podido catalogarse

como una Teoria de Gravedad Cuéntica.
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El enfoque que se estudia en esta tesis es el de Triangulaciones Dinamicas, donde la
informacion geométrica del espaciotiempo 2-dimensional estd codificada en la forma
en que simplices euclidianos planos (puntos, lineas, tridngulos) se unen, y todas las
configuraciones posibles se suman con una integral de trayectoria usando la accion

de Regge [10].

Preguntas como ;Cudl es la nocién de causalidad en escenarios de altas energias
donde la curvatura del espaciotiempo no es despreciable? ;Es la causalidad una
propiedad intrinseca del espaciotiempo o una propiedad efectiva de una teoria fun-
damental? ;Puede la Relatividad General ser el limite IR de una teoria que acople
consistentemente la dindmica del espaciotiempo con campos de materia y norma?

Motivan mucho del trabajo en este campo.

Usando el concepto de grafica dual de una triangulacion, se puede ver que la dinamica
antes descrita puede ser también expresada con una acciéon en términos de matrices
de N x N [12]. Luego, para pasar al limite continuo, se lleva el tamano de las matrices
a infinito; esto puede ser relacionado con un punto fijo de la teoria, tomando a N

como la escala de renormalizacion.

Por otro lado, sabemos que la teoria de campos descrita por el lagrangiano de
Einstein-Hilbert tiene un punto fijo gaussiano (la teoria libre) alrededor del cual
no se pueden hacer predicciones fisicas; sin embargo, se ha conjeturado la existencia
de un punto fijo no gaussiano donde las observables fisicas de la teoria estén libres de
divergencias (Seguridad Asintética) [13]. Una de las herramientas més ttiles usadas
para investigar teorias de campos en este regimen es la Ecuacién del Grupo Fun-
cional de Renormalizacién (FRGE), o Ecuacién de Wetterich [14]; la cual describe
como varia la accién efectiva de una teoria respecto a la escala de energia (distancia

o, en general, grados de libertad) en la que se estudia.

Asi, el modelo de Triangulaciones Dindmicas y la Seguridad Asintdtica, encuentran
un punto en comun. Esto es muy importante ya que, por un lado, la Seguridad

Asintotica nos da un marco dénde estudiar las interacciones gravitacionales de los
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campos del Modelo Estandar [15, 16]; mientras que las Triangulaciones Dindmicas
nos ayudan a estudiar preguntas mas fundamentales sobre la estructura intrinseca

del espaciotiempo [17].

Una de las cuestiones que se puede estudiar directamente en esta tultima, es la
estructura causal del espaciotiempo. En Triangulaciones Dindmicas Causales (CDT)
se trabaja con triangulos que tienen dos tipos de lados: tipo-espacio y tipo-tiempo, y
una restriccion a considerar en la integral de trayectoria es que no se pueden juntar
lados tipo-espacio con lados tipo-tiempo [18]. Si bien es cierto que una estructura
causal se implementa desde la accion, no es obvio que la causalidad se presente
cuando se toma el limite continuo de la teoria; en este sentido es que estos modelos

nos podrian ayudar a contestar las preguntas planteadas anteriormente.

1.2. Objetivos

Este trabajo busca analizar un Modelo Matricial Causal de Triangulaciones Dinami-
cas en 2-dimensiones, donde la estructura causal se incorpora haciendo uso de un
campo adicional fijo que media las interacciones del campo matricial dindmico [1].
Luego, para tomar el limite continuo, se usa la Ecuacién del Grupo Funcional de Re-
normalizacion para encontrar las funciones beta, puntos fijos y exponentes criticos

de la teoria.

Y, finalmente, se analiza si el modelo trabajado en la presente tesis tiene un limite
continuo y si estda en la clase de universalidad de Triangulaciones Dinamicas Eu-
clidianas o en la de Triangulaciones Dinamicas Causales, para ello los exponentes

criticos obtenidos se comparan con los resultados euclidiano [2] y causal [19].



Capitulo 2

Antecedentes

Como ya se menciond, aqui se trabajara con un modelo matricial de Triangulaciones
Dindmicas Causales, y se hard uso del Grupo Funcional de Renormalizacién para
analizar su limite continuo, por lo que es importante aclarar que en este trabajo, y
en el programa de Triangulaciones Dinamicas en general, se parte de la premisa de
que el marco de Teoria Cudntica de Campos estandar es suficiente para construir y
entender la Gravedad Cudntica como una teoria fundamental, siempre y cuando las
propiedades dinamicas, causales y no-perturbativas del espaciotiempo se implementen

correctamente[20].

2.1. La integral de trayectoria en el caso gravita-

cional

Desde mediados del siglo XX se conocen la Accién de Einstein-Hilbert (EH) y la
Ecuacion de la Relatividad General, asi como la Mecanica Cuéntica y la Integral de
Trayectoria de Feynman. Por lo que parece inmediato unir estos dos modelos para

escribir la funcién de particion cuantica de la Gravedad

Z(G,A) = / Dg,es” 9], (2.1)

5



6 Capitulo 2. Antecedentes

con

1
S = — [ d'x A—R). 2.2
o ol (A~ R 22)
Sin embargo, en (2.1) aparece un objeto, Dg, que estéd directamente relacionado con
el espacio de configuraciones donde vive la métrica g (o las variedades espaciotem-
porales). Sabemos, o al menos intuimos, que esta medida deberia tener las siguientes

caracteristicas [21]:

: PsRiem(M) . . . . .
1. Estar definida en ~biffan  Para tener en cuenta las nwvariancia bajo difeo-
morfismos: si una métrica g; se relaciona con g por medio de g; = Pgo, éstas
pertenecen a la misma clase de equivalencia, ya que representan la misma

configuracion fisica del espaciotiempo. Es decir,

/Dg :/ Dg
PsRiem

Diff

donde g representa una orbita bajo la accién de difeomorfismos.

2. Admitir cortes IR y UV: la Relatividad General tiene poder predictivo en un

rango de energia (distancia) bien definido, por lo que es una teoria efectiva.

3. Suprimir las contribuciones de métricas no-causales: el sumar sobre todas las
posibles métricas con la accién (2.2), no garantiza que cada configuracién sea
causal (lo cual es una propiedad esencial en la Relatividad General), incluso
si la condiciones de frontera lo son. Por lo que, si hay contribuciones de este

tipo, las configuraciones causales deben dominar.

4. Tener claro cémo y si es necesario sumar sobre todas las posibles topologias:
para empezar, al considerar que (2.1) es una suma sobre variedades, deberia
también sumarse sobre topologias; por otro lado, los espacios topoldgicos se

pueden clasificar de acuerdo a varias caracteristicas: homotopia, homologia,
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etc. Y no es claro con qué criterio se debe hacer esta suma, o incluso, esta
suma debe hacerse (en este caso habria que justificar por qué). De hecho, en el
caso 2-dimensional, a pesar de que la suma sobre topologias se puede expresar
de una manera analitica, aiin no se sabe cémo calcular esta suma en general

(Ver Anexo 1).

De manera que (2.1), realmente se verfa como

2@ A= > Do 23)
Top(M) Diff

expresion que ya muestra la complejidad del problema de cuantizar esta teoria (al
menos con este método). Y esto, atin sin tener en cuenta el término no lineal /|¢|

en (2.2).

Maés atn, una teoria descrita por esta integral de trayectoria, en el marco usual de
Teoria Cuantica de Campos (QFT), no lleva a predicciones fisicas consistentes, ya
que resulta ser perturbativamente no-renormalizable a 2-loops, para gravedad pura
[22], y a 1-loop, acoplada a un campo escalar [23]. Esto puede se sospechar al hacer

un andlisis dimensional de la constante de acomplamiento de Newton

(6] = [M]*, (2:4)

en d-dimensiones; por lo que en d = 4, tiene dimensiones de [M]~2, lo que provoca
que todas las amplitudes que se calculen diverjan a un orden suficientemente alto

en el desarrollo perturbativo [24].

2.2. Triangulaciones Dindmicas Euclidianas (EDT)

En este modelo se busca explorar lo expuesto en 2.1 en un lenguaje discreto, donde

la integral de trayectoria sobre variedades riemannianas se cambia por una suma
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sobre variedades planas por pedazos (ppp). Esto usando una métrica con signatura
euclidiana donde ya se hizo una rotacién de Wick (¢ — i7), esta transformacién
se hace para que la integral converja, sin embargo, en el contexto de Relatividad
General tiene un significado fisico claro, y es que con esta rotacién se pasa de sumar
sobre variedades Pseudo-Riemannianas a Riemannianas, lo que claramente altera la
estructura del espaciotiempo a nivel fundamental. Se trabaja con la premisa (o espe-
ranza) de que los resultados fisicos son los mismos que trabajando directamente con
una variedad Lorentziana. Este enfoque fue originalmente planteado por Regge [10],
llegando a escribir la accién de Einstein-Hilbert en términos de geometria simplicial

(Ver Anexo B).

El modelo de Triangulaciones Dindmicas es una variante de la formulacion de Regge,
donde se suma sobre triangulaciones abstractas en las que el tamano de los lados

estd fijo [21]. De manera que (2.1) se escribe

207 (haa ka) = D e, (2.5)
TeT
donde
1
SRegge [k’d_z, k‘d] = k‘de(T) — k’d_gNd_g(T) + ék’d_gNd_Q(aT), (26)

es la Accion de Einstein-Hilbert en d-dimensiones en la formulacién de Regge v T
es el espacio de triangulaciones. Cabe decir, que el problema de la definicion de T
en Triangulaciones Dindamicas se relaciona con el problema de definir la suma sobre
topologias en la medida Dg, por lo que se trabajard con una topologia fija. N; es
el nimero de simplejos i-dimensionales, mientras que k;_o y kg son constantes de

acoplamiento relacionadas con GG y A de la forma

A 1
kd,Q ~ —=. (27)

kg~ —
T G
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Las ventajas de trabajar con este modelo son, primero, que se obtiene directamente
una discretizacion de la geometria sin hacer referencia a coordenadas, ademas de
que este enfoque es no-perturbativo en el sentido de que la funcional (2.5) toma
en cuenta geometrias que pueden diferir significativamente de soluciones clasicas; y
finalmente, la longitud de los lados de los tridngulos introduce una nocién de corte

UVv.

De manera que en este lenguaje la gravedad se puede formular como un ensamble
aleatorio de variedades ppp y, en particular, se puede aplicar lo que se sabe de
fenémenos criticos con la idea de que el espaciotiempo continuo que vemos es el

limite IR de esta teoria.

A partir de (2.5) se pueden calcular observables fisicos, tales como el volumen pro-

medio de un universo descrito por (2.6) con n-simplejos de lados de tamano a, que

1

(V) ~ a®(Na), (2.8)
donde
(Na) = _86111;2, (2.9)

es el nimero promedio de simplejos d-dimensionales en la triangulacion. Asi se puede
notar que si queremos considerar el limite continuo donde el tamano de los lados
a — 0, entonces N — oo para que el volumen del universo se mantenga constante,

por lo que ambas variables actian como la escala de renormalizacion de la teoria

[25].

Aunque esta formulacion tiene ventajas conceptuales, son pocos los resultados analiti-

cos que se pueden percibir, casi todos resultados han obtenido usando simulaciones

1La constante de proporcionalidad en esta expresién es un factor geométrico que usualmente
viene dado cuando se escribe (2.6) en unidades convenientes.
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de Monte Carlo.

2.3. Triangulaciones Dinamicas Causales (CDT)

Como ya se mencion6 en 2.2, en EDT se trabaja con una accién euclidiana, donde ya
se realizé una rotacién de Wick. Aunque este procedimiento es cominmente usado
en Teoria Cuantica de Campos usual, cuando se trata de describir la dinamica del

espaciotiempo hay que analizar esta transformacién mas a fondo.

En particular, la rotacion de Wick esta bien definida cuando el espaciotiempo es
estatico y, por lo tanto, admite una foliacién global?. Sin embargo, en espaciotiem-
pos curvos, en general, no se puede hacer esta transformacion; ademas, la rotaciéon
de Wick no conmuta con la accién de difeomorfismos (principal simetria de la Re-
latividad General) y fisicamente la estructura Lorentziana del espaciotiempo es lo
que nos da una nocién de causalidad en el universo. Por lo que en Gravedad Cuanti-
ca, donde concebimos la idea de sumar estadisticamente sobre todas las geometrias

posibles, esto es realmente importante.

Con base en estas observaciones es que se comenzé a estudiar un modelo de Triangu-
laciones Dindmicas 2-dimensional que incorporara la nocién de causalidad [18, 19].
En éste, el elemento basico son tridangulos planos con dos tipos de lados: tipo-espacio
y tipo-tiempo (ver fig. 2.1) estos se pegan para formar tiras de lados tipo-tiempo,

dando la nocion de una foliacién.

De manera que la triangulacién puede verse como una secuencia t = 0,1,...,7T de
simplejos 1-dimensionales, donde el espacio entre dos tiras t; y ¢, esta formado por
2-simplejos Lorentzianos. Cabe decir, que en la triangulaciéon no se permite pegar

lados tipo-tiempo con lados tipo-espacio.

2Los axiomas de Osterwalder-Schrader [26] garantizan la existencia de una correspondencia
entre los correladores calculados con acciones euclidianas y lorentzianas, siempre y cuando la QFT
esté en un fondo plano y Minkowskiano.
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Figura 2.1: Triangulacién con lados tipo-espacio(azul) y tipo-tiempo(rojo).

Estos lados, ademds, pueden diferir en tamaiio y, de hecho, si [> = a? entonces
[? = —aa® con a > 0. Por lo que en este sentido se puede hacer una “rotacién de

Wick” de la siguiente forma

2 2
eisLor lt _>_lt 67sEu

(2.10)

En este modelo se fija la topologia de las rebanadas espaciales de espaciotiempo ya
que, si en algin momento cambia su género (o se forman hoyos), los conos de luz se
degeneran en el punto de bifurcacién y, por lo tanto, no hay una estructura causal

bien definida en esa region (ver fig.2.2).

Figura 2.2: Efectos del cambio de género de la topologia espacial en los conos de

luz[27].
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Es importante mencionar que el conjunto de triangulaciones euclidianas obtenido
después de hacer esta transformacion es méas pequeno que el conjunto de triangu-
laciones que se tenia en 2.2, lo que refleja fisicamente que la causalidad impone

restricciones en la forma que puede tomar el espaciotiempo [27].

2.4. Modelos Matriciales

En términos cuantitativos, més avances se lograron en el campo de la Gravedad

Cuantica 2-dimensional cuando se entendié que una accién de la forma

SEPT = STr(60T) - STr((607)?), (211)

donde ¢ es una matriz hermitica de tamano N x N, lleva a una funciéon de parti-
cién que genera graficas conectadas (G) que son duales a cuadrangulaciones de una
variedad ppp (ver fig. 2.3), donde los vértices de la cuadrangulacién son duales a
caras de la grafica dual, por lo que se establece una correspondencia completa y no
ambigua entre ambas descripciones [28]. En este trabajo se usan cuadrangulaciones
en vez de triangulaciones por motivos operacionales, con la idea en mente de que el
limite continuo del modelo deberia ser independiente de qué poligono se elija como

fundamental en el ensamble estadistico. De manera que

1
Z=Y — 94 2.12
2 g s 212

con
Ag = NF©) (2.13)

donde n(G) es el nimero de vértices y F(G) es numero de caras de la gréfica G y

s(G) es un factor de simetria, describe el mismo modelo estadistico que (2.5), con
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Figura 2.3: Construccién de una cuadrangulacién a partir de un modelo matricial.

kg~ —In(\), kg_s ~ ln(N) (2.14)

por lo que se le llama el modelo matricial de Triangulaciones Dinamicas 2-dimensionales

12].

Esta descripcion es de gran utilidad ya que permite obtener resultados analiticos
en gravedad pura y gravedad acoplada a materia [29], ya que se tiene un término
cuadratico, Tr(¢¢"), por lo que calcular funciones de correlacién se reduce a calcular

integrales gaussianas, tal como en QFT usual.

Ademas, los modelos matriciales admiten una expansién 1/N [30], y esto permite
estudiar propiedades universales desde el punto de vista estadistico. Es decir, si se
considera un reescalamiento de las constantes de acoplamiento en una accion de la

forma (2.11),

(2.15)

en el limite N — oo existe un valor del exponente « tal que todas las funciones beta
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del modelo admiten una expansién perturbativa, atin cuando los acoplamientos \;
no sean suficientemente pequenos. En este sentido es que la expansién 1/N captura

informacién no-perturbativa del modelo.

En el caso de Triangulaciones Dinamicas, nos interesan los valores grandes de la
constante de acoplamiento, ya que estos corresponden a superficies discretas con
muchos componentes planos (simplejos), por lo que la expansién 1/N es relevante

en la busqueda de un limite continuo.

2.4.1. Imponiendo Causalidad

Siguiendo el razonamiento usado en 2.2 para construir el modelo matricial de Trian-
gulaciones Dinamicas, se reemplaza la terminologia de triangulaciones con la de
graficas duales, en este paso es importante notar que los lados tipo-tiempo en la
triangulacién se mapearan a lados tipo-espacio en la grafica dual y viceversa, tal

como se muestra en la fig. 2.4.

Figura 2.4: Grafica dual a una triangulacién Lorentziana.

Los lados de la grafica dual estan representados por propagadores de matrices; como

en CDT se tienen dos tipos de lados y cada triangulo tiene dos lados tipo-tiempo y
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uno tipo-espacio (ver fig. 2.1), ahora se tendréan dos matrices dindmicas en el modelo,
Ay B (para tipo-espacio y tipo-tiempo en la grafica dual) y vértices de la forma

AAB.

En CDT se tiene una restricciéon adicional, la topologia de rebanadas espaciales no
puede cambiar (ver fig. 2.2), esto se puede expresar en la gréafica dual imponiendo
la condiciéon de que en una cara solo pueden haber 0 o 2 lados tipo-tiempo, ya que

en un punto de bifurcacién esto no se cumpliria (ver fig. 2.5).

Figura 2.5: Cambio de topologia espacial en la grafica dual.

La funcion de particion que describe un modelo que cumpla con estas caracteristicas

fue propuesta en [1], y es

7CDT _ /dAdBeNTT(§A2+§(ClB)29A23)7 (2.16)

donde A, B y C son matrices de tamano N x N, y C' es una matriz externa que

satisface la condicién

Tr(C™) = Nbg,, con meN. (2.17)

Analizando (2.16) se puede ver que los propagadores del modelo en el caso libre
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(g =0) son

1
(AijAr)o = N5u5kj, (2.18)
1
(BijBri)o = Ncilckg» (2.19)
(A;jBi)o =0, (2.20)

lo que implica que las Unicas graficas que contribuiran son las que tengan caras con

dos o cero lados (propagadores) tipo-tiempo gracias a la condicién (2.17).

Ahora hay que notar que en (2.16) se puede hacer la integraciéon sobre B, ya que es

una integral gaussiana; con lo que se obtiene

AR /dAeNSCDT, (2.21)

con

2
SOPT — %Tr(AAT) - %Tr(AATC’AATC). (2.22)

Lo que graficamente se puede interpretar como pegar los tridngulos por sus lados
tipo-espacio, o unir los propagadores tipo-tiempo en la grafica dual, y usar cuadran-

gulaciones con lados tipo-espacio (ver fig. 2.6).

Por otro lado, se puede notar que (2.22) tiene una forma muy parecida a (2.11)
en el caso euclidiano, con la diferencia de la matriz C' en el término de interaccién
(ver fig. 2.7), lo que significa que esta matriz es la que codifica la estructura extra
que tiene una triangulacion causal con respecto a una euclidiana. En particular, si
C =1, 89PT = SPT: por lo que se puede ver que la condicién (2.17) es fundamental

para que esto no suceda.

Existencia de C
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Figura 2.6: Integracién sobre la matriz B.

Ya que, como vimos, la matriz C' codifica toda la estructura causal de la cuadran-
gulacion a partir de que se integra sobre los lados tipo-espacio en la triangulaciéon
(ver fig. 2.6), seria més que problemdtico que una matriz con la propiedad (2.17) no

existiera, por suerte éste no es el caso.

Considere una matriz X de tamano N x N con N valores propios (no necesariamente

distintos) {z;}, por lo que su polinomio caracteristico es

Px(t) = H(t — ), (2.23)

que, a su vez, se puede escribir como

Px(t) =Y (=1)fept™ ", (2.24)

k=0

donde e;, esta dado por
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Figura 2.7: Vértices del modelo (2.22), con las lineas grises representando a A y las

verdes a C.

60(([‘1,
er(zq, ...

62(1’1,

en(xy, ...

7'TN) =1
N

7$N) = sz
=1

Ty) = Y amy
1<i<j<N

,IN) = T1T9...TN.

Ahora, las identidades de Newton nos permiten escribir estos coeficientes de forma

recursiva como

key = Z(—l)i_lpiek—i,

donde

(2.25)

i=1
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pr(z1,an) = Z:c’“ (2.26)

que precisamente es la traza de la k-ésima potencia de la matriz X, X*. De manera
que los coeficientes e del polinomio caracteristico de X se pueden obtener de la

siguiente manera:

((Tr(X))* = Tr(X?))
] 3 (2.27)
(§(TT(X))3 — 5T7~(X)T7~(X2) + Tr(X3))

Es decir, dada una matriz de N x N diagonalizable, uno siempre puede encontrar
un polinomio cuyas raices sean los valores propios de la matriz, dadas las trazas de
sus N potencias. Por lo tanto, una matriz C' que satisfaga la condicién (2.17) estara

determinada por las soluciones de la siguiente expresion:

1 1
Po(t) =t — §NtN*2 + gNQtN*‘* + .. =0. (2.28)

Claro, que su existencia no garantiza que se pueda encontrar una expresion explicita

para toda N, y, de hecho, sélo se puede obtener resultados numéricos para
C = diag(—1,1), (2.29)

C = diag(—1.09 — 0.45i, —1.09 + 0. 457, 1.09 — 0. 454, 1.09 + 0. 45¢), (2.30)
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C = diag(1.02 + 0.70i,1.02 — 0. 70, 1. 37,
(2.31)

—1.0240.70i,—1.02 — 0. 70i, —1. 37).

2.5. Renormalizacion

Hasta ahora se han presentado modelos en los que se trabaja con variedades descritas
por triangulaciones, que son uniones de simplejos planos, esperando poder modelar
de alguna forma el espaciotiempo clasico continuo, de manera que la dinamica clasica
que conocemos (Relatividad General) surja en un limite de bajas energias a partir

de una teorfa mas fundamental (en este caso, CDT).

Para estudiar cémo se comporta una teoria a distintas escalas existe una herramienta
muy util, el Grupo de Renormalizacion, que describe cémo los grados de libertad
e interacciones que describen a un sistema fisico cambian cuando lo estudiamos a
distintas escalas (de energfa, distancia, etc.), por ejemplo, en Estado Sélido [31, 32] se
analiza como es que surgen las propiedades macroscopicas de los solidos a partir del
estudio estadistico de las propiedades cuanticas de los electrones, atomos y moléculas

que los componen.

Por lo general, en sistemas modelados sobre reticulas y con grados de libertad locales,
el limite hacia el continuo estd dado por una transiciéon de segunda fase (segundo
orden o fendmenos criticos) [33], ya que en ésta las observables fisicas son finitas en
todo momento, ademas de que no requieren una inyeccion de energia en el sistema

(calor latente) para suceder.

Para un sistema termodinamico, estas transiciones se caracterizan por una tempe-
ratura critica (7,), cerca de la cual éste presenta un comportamiento colectivo a
distancias grandes (comparadas, por ejemplo, con el tamano de un atomo). Ahi el
sistema fisico se desacopla en dos escalas de longitud: la microscopica, por ejemplo

el espacio en una red de atomos, y la macroscopica, caracterizada por la longitud de
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correlacion (§). Esta dltima se define a partir de las funciones de correlacién de dos

puntos [34], que cerca del punto critico decaen exponencialmente,

GA(r) ~ ek, (2.32)

lo que da una nocién de atomo en el sistema macroscopico, es decir, una parte del
sistema que se comporta como una sola componente. Usualmente cuando el sistema
llega a su punto critico (punto en el diagrama fase donde ocurre la transicién) esta
longitud diverge, lo que permite ignorar los fenémenos a escalas microscépicas y

tomar el limite continuo para llegar a una descripcién efectiva del sistema [35].

2.5.1. Grupo Funcional de Renormalizacion (FRG)

El Grupo Funcional de Renormalizacién (FRG) es una formulacién de la renormali-
zacion, que permite explorar distintos métodos de analisis que no necesariamente de-

penden de tener una constante de acoplamiento pequena, es decir, no-perturbativos

136].

Antes que nada, recordemos que la funcional generatriz de un sistema, Z[.J], ésta
se puede escribir en términos de la funcional generatriz de diagramas conectados,

WJ], de la siguiente manera

Z[J]) = exp (-W[J]) = % / D¢ exp <—Sd‘w[¢] + / dx4J(x)gz5(x)> (2.33)

donde S es la accién cldsica, N es una constante de normalizacién, y a J(z) se
? ?
le llama fuente, este término es importante ya que, si |2) es el estado vacio de la
Y )

teorfa, las funciones conectadas de n-puntos[34] estan dadas por

0 O WL (2.34)
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De manera que el campo efectivo se define como

ola) =~ = (@0l |9), (2.35)

por lo que, se puede poner a la accién en términos de este campo efectivo haciendo

una transformacion de Legendre, y asi es como se llega a la Accién Efectiva

L[] = inf; <W[J] + /d4xJ(x)go(x)> . (2.36)

Usualmente se dice que esta es la acciéon cudntica de la teoria, con contra-parte
clasica S, ya que contiene la informacion clasica (codificada en W) y las fuentes J,

que dan lugar a las funciones de n-puntos (2.34). Ademds, esta accion satisface

or

—(x) = J(z 2.37
@)= J(@), (237
en analogia con lo que se tiene en el caso clasico g—g(x) = 0, por lo que se dice que la
accion cuantica satisface el principio de minima accién salvo términos relacionados

con fuentes.

2.5.2. Ecuacién de Wetterich (FRGE)

Ahora, como ya se menciond, uno comienza con la idea de que dado un sistema
fisico hay una teoria fundamental (descrita por la accién clasica S) que lo modela.
Mientras que, asociada a ésta, hay una teorfa efectiva descrita por una accién [37]
[y (2.42), que estard bien definida y podra aportar predicciones fisicas a una escala
de energia definida (cortes IR y UV). De manera que en el espacio abstracto de
acciones fisicas, ambas estaran conectadas por una trayectoria parametrizada por la

escala de energia (ver fig. 2.8).
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Y

ESPACIO DE
.  ACCIONES .

] A . rk

Figura 2.8: Espacio de acciones y cémo se conectan las acciones fundamental y
efectiva.

De forma que se puede usar el Grupo de Renormalizacién justamente para estu-
diar estas trayectorias y encontrar acciones efectivas, o incluso comenzar con una
accion efectiva y encontrar, por medio de estas trayectorias, la accion de la teoria

fundamental.

Para eso es que se usara la Ecuacién del Grupo Funcional de Renormalizacién (o
de Wetterich), cuya solucién describe el flujo de la accién efectiva en el Espacio de

Acciones cuando la escala de energia cambia.

A continuacién se deducird esta ecuacién usando un campo escalar (¢(x)) por simpli-
cidad, pero este analisis puede ser extendido a més de uno y otros tipos de campos.

Considere la funcional generatriz con cortes IR 'y UV, k < |p| < A,

1

exp (—WialJ]) = Nx

/DA¢6_5[¢]+J¢—ASM¢} (2.38)

donde
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Nk,A _ /preS[dﬂASk[dﬂ, (2_39)
AS6) = [ 30 Rulr)o(-p) (2.40)

A Ry, se le llama regulador, su funcién es amortiguar los modos de energia k < [p| en
la integral de trayectoria; por lo que funciona, justamente, como un regulador IR.

Este debe cumplir las siguientes caracteristicas

lim Ry, > 0,

p2<<k2

lim Ry =0 2.41
Jim, Ry =0, (2.41)

lim R, = oo.
k—A—00

De esta manera se puede definir la Accion Efectiva Promedio, que dependera de los
cortes k (IR) y A (UV) (a partir que ahora no se escribird A, pero hay que recordar

que el corte UV sigue presente implicitamente), como

nm:mnomm+/#mummﬂ—A&m, (2.42)

y el respectivo campo efectivo promedio

oula) = =2kl (2.43)

De modo que (2.42) es una interpolacién entre la accién cuédntica efectiva completa

Iy ﬁ I', y la accién clasica renormalizada I’y k—) Sren|®], gracias a las propie-
— —00

dades del regulador (2.41). Y en términos de ella se puede obtener la Ecuacién de

Wetterich[14, 38]
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kO — Ly [ FOBE : (2.44)

donde F,(f) es la segunda derivada funcional de la accion efectiva promedio c.r. al
campo ¢(z). Esta ecuacién es exacta en el espacio de acciones completo (el espacio
expandido por todas las constantes de acoplamiento de los operadores compatibles
con las simetrias de la accién) independientemente de la magnitud de los acoplamien-
tos, por lo que captura efectos tanto perturbativos como no-perturbativos a todos
los érdenes [39]. Ademads, el hecho de que esté en términos de la accién I'y, la hace
independiente de la accion clasica fundamental S, por lo que esta ecuacién trabaja

solo con los grados de libertad de la teoria para obtener el flujo de renormalizacion.

2.5.3. Funciones beta y exponentes criticos

En principio este analisis se deberia hacer en un espacio de teorias definido por todas
las constantes de acoplamiento, g;, cuyos operadores asociados, O;, son compatibles
con las simetrias del modelo, sin embargo, ya que en la practica no es posible resol-
ver (2.44) de manera exacta, se ocupa una truncacién [39] para la Accién Efectiva

Promedio donde aparezcan sélo algunos de estos operadores

Tilel = Y (WO (245)

y por lo tanto sélo se trabaja en un subespacio de teorias y lo que se obtiene es una

proyeccion de la trayectoria mostrada en la fig. 2.8.

Sin embargo, al usar un ansatz de la forma (2.45), frecuentemente del lado dere-
cho de (2.44) aparecen operadores extra que no aparecian en el ansatz, pero que
satisfacen las simetrias del modelo (y cuyas constantes de acoplamiento expanden

el espacio de teorias completo) y estos términos pueden contribuir a las funciones
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beta de la truncacién, aunque usualmente son fijados a cero. Esto ultimo sera de

gran importancia en el este trabajo.

Ahora se ilustrard como obtener las funciones beta y exponentes criticos usando la
FRGE, sin embargo, un ejemplo particular se desarrolla en 3.1 lo que clarifica este
analisis. Primero hay que notar que las constantes de acoplamiento adimensionales

n (2.45) son de la forma

g = GiZ 2k, (2.46)

Por lo que al calcular el lado izquierdo de (2.44), justamente resultardn términos de

la forma

kowZ == —nZ, (2.47)

kOkg; :== Bi, (2.48)

que son las funciones beta de la teorfa [31], éstas codifican la dependencia en la
energia de las constantes de acoplamiento, es decir, qué tan fuertemente interactian
los campos (o particulas) a cada escala de energia. Los puntos fijos se alcanzan para
valores de las constantes de acoplamiento donde 5;({g*,}) = 0. Por lo que cerca de

un punto fijo se puede escribir

Bi({an}) Z%gn — ), (2.49)

cuya solucién es

gi(k) = g7 + Z vy (IZ) B : (2.50)

con
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9B

0g,

donde kg es una escala de energfa de referencia y C! es un vector constante. A {6;}
se les llaman exponentes criticos y describen el comportamiento de las constantes
de acoplamiento cerca de los puntos criticos [38]. Si Re(67) < 0 se le llama direccién
irrelevante ya que en el IR (k < kg) la direccién V; no contribuye a comportamiento
de la contante de acoplamiento cerca del punto fijo, ademas es una direccién repul-
siva en el UV; mientras que si Re(f;) > 0 se le llama direccién relevante ya que
corresponde a un parametro que es importante en el comportamiento del punto fijo
en el IR, ademds es una direccién atractiva en el UV. En el caso Re(f); = 0 se le
llama direccion marginal, y se necesita ir a 6rdenes méas altos para determinar si es

exactamente marginal, marginal relevante o marginal irrelevante.

2.6. Seguridad Asintética

El significado de Seguridad Asintdtica para un modelo, es la existencia de un punto
fijo atractivo y no-gaussiano en el UV, es decir, que este punto fijo existe para valores

distintos de cero (y finitos) de las constantes de acoplamiento adimensionales [40].

Como ya se menciond, una teoria descrita por (2.1) (con todos los detalles mencio-
nados en 2.1) alrededor del punto fijo gaussiano (G, A ~ 0) no lleva a predicciones
fisicas a escalas de energfa por encima de la escala de Planck [23], por lo que se ha
conjeturado la existencia de un punto fijo atractivo en el UV [13], es decir, que la

Gravedad Cuéantica es una teoria asintéticamente segura.

En este programa [11] se estudia el flujo de renormalizacién usando la ec. de Wet-
terich (2.44) y un ansatz de la forma (2.1)3, por lo que se pueden obtener funciones
beta para las constantes de acoplamiento (G y A en la truncacién Sgy) que contienen

informacién no-perturbativa [42].

3También se usan otras truncaciones de la accién de Lovelock [41].
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Figura 2.9: Flujo de las constantes de acoplamiento adimensionales, donde se ob-

servan dos puntos fijos: el gaussiano y el no-gaussiano. La direccién de las flechas
indica UV—=IR [11].

Como se puede apreciar en la fig. 2.9, este estudio ha proporcionado evidencia de
la existencia de un punto fijo no-gaussiano, donde la teoria es renormalizable en el

sentido no-perturbativo.

En principio, al encontrar dicho punto fijo uno puede escribir la accién con acopla-
mientos renormalizados, SEH | con ella calcular todas las funciones de correlacién
de n-puntos y, finalmente, reconstruir la teoria cuantica usando el Teorema de Re-
construccién de Wightman [43]; sin embargo, nadie ha podido hacer esto de manera

consistente ain [44].
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Desarrollo

Hasta ahora se han descrito los modelos euclidiano y causal de triangulaciones
dindmicas (EDT y CDT, respectivamente), asi como sus correspondientes descrip-

ciones matriciales para el caso de 2-dimensiones.

Sin embargo, creemos vivir en un espacio 4-dimensional, por lo que es natural pre-
guntarse cudl es la traduccién de lo dicho hasta ahora para d = 4. La accién (2.6) fue
ampliamente estudiada en este marco y se encontro que la transicion de fase presente
en 4-dimensiones es de primer orden [45], esto es problemdtico ya que, como ya se
menciond en 2.5, en una transicion de fase de este tipo las observables geométricas,

tales como el volumen del universo, divergirian.

Esta fue la principal razén por la que se buscéd incorporar una estructura causal en
las triangulaciones [27]. A pesar de que la idea de implementar simplejos con lados
o caras tipo-espacio y tipo-tiempo es clara, los calculos que se pueden hacer en este
marco estan limitados principalmente a simulaciones de Monte Carlo (salvo algunos
casos especificos como [46] en 2+1-dimensiones). Por lo que, para estudiar estos
modelos en més de 2-dimensiones, se puede buscar trabajar con generalizaciones de

modelos matriciales, es decir, modelos tensoriales [28].

En este marco es que es importante estudiar como implementar causalidad en un

modelo 2-dimensional, ya que esto podria ayudar a desarrollar ideas de cémo hacerlo

29
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en mas dimensiones.

3.1. FRGE en Modelos Matriciales

Como ya se mencioné en 2.2, los modelos matriciales admiten una expansiéon 1/N,
lo que nos da una escala de renormalizacién. Ademés notando que la funcional
generatriz de la Gravedad 2-dimensional (2.12) se puede escribir como una suma de

contribuciones de variedades con género h

Z =Y N7, (3.1)
h

se puede ver que si se toma el limite N — oo sélo sobreviviran las superficies de
género cero (esféricas). Asi que para que més configuraciones topoldgicas contribuyan
es necesario tomar los limites N — oo y g — ¢. simultdneamente, esto es llamado

limite de doble escalamiento.

En esta seccién se reproduce el andlisis hecho en [2], donde primero, se escribe la

Ecuacién de Wetterich para modelos matriciales discretos

1 N
NoNTx[A] = ST (%) : (3.2)
N N

Hay que notar que en (3.2) se estd tomando N como una variable continua que
codifica los grados de libertad del campo matricial A, y a diferencia de lo desarrollado
en 2.5.1, este es un campo que no depende de pardmetros continuos “x” (es decir,
discreto), por lo que la traza del lado derecho de la ecuacién es una suma discreta

sobre indices matriciales (y no integrales como en el caso continuo).

Ahora, para emplear esta ecuacién en el Modelo Matricial de Triangulaciones Dindmi-

cas Euclidianas (2.11), se comienza proponiendo un ansatz de la forma
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Iy fTr(AAT)Jr Dr((AAT)) + Lrr((447)), (3.3)

donde g, = Z2N~tgs v g = Z3>N~2gg son las constantes de acoplamiento adimensio-
nales que contienen toda la dependencia en N,y Z es la constante de normalizacién
del campo A, y éste es una matriz real y no-simétrica de N x N. Usualmente en
modelos matriciales de triangulaciones dinamicas se usan matrices hermiticas, pero
en [2] se encontrd que para este andlisis se puede usar sélo la parte real, asi que esto

es lo que se hard en este trabajo. Por lo que el lado izquierdo de (3.2) resulta ser

Z 1
NOnTy = —nETr(AAT) + ZZZN*1(64 — 9220+ 1))Tr(AATAAT)

(3.4)

—1—%Z3N_2(56 — g6(3n +2)Tr(AATAAT AAT).

Para calcular el lado derecho de (2.44) se debe escoger un regulador, en este caso se

usa

N a+b
abed __ o o ac bd
Rt _Z<a+b 1)0(1 ¥ )5 5 (3.5)

Luego, se debe derivar la accion efectiva dos veces con respecto al campo matricial

A, por lo que resulta

FS\%) — Z(sa05bd 4 g4[(AAT>db5ac 4 AadAcb 4 (AAT)ac5bd]
+ 25610 (AT AAT AV 4 A% AAT AP 4 (AAT)O(AT A) (3.6)

_I_(AATA)adAcb + (AAT)acébd].

(2)

El término I'y” + Ry se puede dividir en una parte que no dependa del campo A, y

en otra que contenga toda esta dependencia
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'Y+ Ry =Gy + Fy[A],

asi que, en este caso, el primer término esta dado por

NZ a-+b o
— 1—- - ac
G a+b9( N )55’

y su inverso (que serd util mas adelante) es

b b
fw_quﬁ_iJée<1—9%%)5“&¢

Ahora, se puede expandir el lado derecho de (3.2) de la siguiente manera

7 (s ) = 5 X (orantimeey)
:%TMRP)—%TMRPFP)+%TMRPFPFP)

1 )
—5Tr(RPFPFPFP) + ...

con

. N N a+b
abed __ 5a56bd —nZ -1 7 0 . )
& {” QHW )+ a+J (“ JV>

(3.7)

(3.8)

(3.10)

(3.11)

Con la truncacién propuesta, el primer término de (3.10) es de orden cero en la

expansion en diagramas de Feynman ya que no hay contribuciones de F', el segundo

término da lugar a diagramas con vértices de 2 y 4 patas, los cuales contribuyen a n

y B4 de acuerdo a (3.6) y (3.2); el tercer término da lugar a diagramas con vértices

de 4 y 6 patas que contribuyen a 8, v [, y asi sucesivamente.
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3.1.1. Analisis de Operadores

Como ya se mencioné en 2.5.1, aunque (2.44) es una ecuacién exacta, al usar una
truncacion en la accién efectiva promedio usualmente apareceran operadores nue-
vos en su lado derecho, por lo que serd de gran importancia hacer este andlisis de

operadores al calcular (3.10).

Para empezar, se separa el término F en (3.7) en sus partes proporcional a gy, F'¥),

y proporcional a gg F(©,

F(D = (AAT)®ge 4 A% A 4 (AAT )b, (3.12)

F](\?) — é‘(lc(ATAATA)db + Aad(AATA)Cb + (AAT)ac<ATA)db ( )
3.13
—I—(AATA)adACb + (AATAAT)ac5bd.

Por lo que en (3.10) obtendremos trazas de productos de estos dos términos, que
contienen toda la dependencia en el campo A y, por lo tanto, los operadores surgiran

aqui.

Por ejemplo, en el término T'r <F ](\;1 )> , que contribuye a 1, ya que contiene operadores

con AAT, es

Tr (F{) = (AATY# 5 4+ A A 4 (AAT g™, (3.14)

el segundo término del lado derecho se puede expresar como Tr(A)Tr(A), éste es un
operador multitraza y no aparece originalmente en (3.3), por lo que no se tomard en

cuenta su contribucién. Esto corresponde a proyectar sobre el subespacio expandido

solo por g4 v gs-

A continuacién se muestran los términos que contribuyen a 3, y ¢ en este modelo.
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Tr (F](f)) = 59 (AT AAT AP 4 (AAT AAT)ees (3.15)

Tr (F}V4>F}V4>) = (AATYB(AATYMgoe 4 (AAT)ae(AAT yeagbd (3.16)

Tr (F}V4>F}V6)) = (AAT)M(ATAAT A)rdgeagee
(3.17)
+(AAT)ac(AATAAT>ca5bd6db

Tr <F](V4)F](\;1)F](\;l)> — (AAT)db(AAT)df(AAT)fbéace (3 18)
—F(AAT)GC(AAT)Ce(AAT)ea(deédf(sfb.

3.1.2. Funciones beta y exponentes criticos

Con el analisis hecho hasta ahora se puede escribir la forma de las funciones beta

del modelo de EDT descrito por (3.3),

Z 1.
—5nTr(AAT) = —éTr(RPF](V‘*>P)Z2N*194, (3.19)

Ly-1z2 (Bs — ga(1+2n)) Tr ((AAT)?) = —%TT(RPF}V“P)Z?’N—?%

4 L _ (3.20)
+5Tr(RPE PRPE P)Z'N g},

X .
V7220 (B = a6(2 + 30) Tr ((AAT)?) = Tr(RPEY PEYP)Z° N~ gug5

6 (3.21)

1 . .
—5Tr(RPFY'PRPFYPF P)Z°N~* g,
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Por lo que, a partir de este punto, basta con escoger un ansatz para la matriz

A y calcular las trazas explicitamente para obtener los correspondientes puntos y

exponentes criticos.

A partir de aqui se procede a reproducir los resultados obtenidos en [2], usando el

campo

Aab = 5(159(]\[ — a),

por lo que los términos F' evaluados en este ansatz toman la forma

F](\;l) — 26ac(5bd 4 6cwl60b7

FJ(VG) — 35ac5bd + 25ad5cb‘

Las funciones beta resultantes son

n = 4g,
6—|—g4’
1, 1
Ba = ga(1+2n) — 594(77 —5)+ gga(n —4),
1 3
Bs = g6(2 + 3n) + 592(77 —6) — 59496(77 - 5),

sistema que presenta un punto fijo no trivial en

gi=—0.288, gt =—0.061,

con exponentes criticos

0 =1.046, 6 = —1.080.

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Como ya se dijo, los resultados expuestos en [2] fueron obtenidos usando este ansatz,
sin embargo, para calcular las funciones beta usando (3.2) tenemos que escoger un
regulador IR y un campo de prueba, y los resultados fisicos en el limite continuo no
deberian depender de esta eleccion. Por lo tanto, es de interés usar otro campo de

prueba y analizar de qué forma esta eleccién afecta los calculos y resultados.

En este caso, se calcularon las funciones beta usando el siguiente campo de prueba

Aab = aéabG(N — CL), (328)
que resultan
n = 694
15+ g4’

1 1

B1 = ga(1+2n) — Egi(n—9)+ﬁgg(n—8), (3.29)
1 6

Bs = g6(2 + 3n) + ﬁgi’(n —12) - £9496(77 —11),

sistema que presenta un punto fijo no trivial en

g =—0.588, g; = —0.208, (3.30)

con exponentes criticos

§=1.033, ¢ =—0.959. (3.31)

Por lo que podemos ver que el limite continuo presenta una direccién relevante
(exponente critico positivo) y una direccion irrelevante (exponente critico negativo),

tal como en [2].

Hasta ahora, se ha trabajado con campos de prueba que tienen componentes dia-
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gonales distintas de cero, A;, para toda i € {1,..., N}. Ya que N corresponde a la
escala de renormalizacién, es importantes analizar el caso en que el campo de prueba
tenga una maxima contribucién en la diagonal, es decir, A; = 0 para i > Ny, que
fisicamente quiere decir que trabajamos con un campo acotado y de norma finita.

Con esta idea en mente, se propone el siguiente campo de prueba

Aab = 51,a51,b- (332)

Con él se obtienen las siguientes funciones beta

n = 394
3+ g4
1 2
Ba = ga(1+2n) — 593(77 —4)+ 596(77 -3), (3.33)
3
Bs = g6(2 + 3n) + Egi’(n —5) — gags(n — 4),
sistema que presenta un punto fijo no trivial en
gy = —0.202, gz = —0.026, (3.34)
con exponentes criticos
0 =1.065 6 = —1.050. (3.35)

De nuevo, se obtienen exponentes criticos que indican una direccion relevante y una
irrelevante, ademas de que los valores numéricos de estos son muy parecidos, por lo
que podemos decir que los tres campos de prueba usados llevan a limites continuos

en la misma clase de universalidad, es decir, la fisica macroscépica serd la misma.
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3.2. CDT: El Modelo Matricial

Ahora, llegamos a la parte de este trabajo donde se implementa la estructura causal
en el modelo matricial de Triangulaciones Dindmicas, aqui se empieza por considerar

la accién para CDT 2-dimensional propuesta en [1],

2
S = %TT(AAT) - %TT(AATCAATC), (3.36)

con la condicién (2.17), que impone rigidez en la cuadrangulacién asociada.

Es importante analizar las simetrias de (3.36), ya que la accién efectiva promedio
propuesta para usar la FRGE, (3.2), debe tener también estas simetrias. En parti-

cular, se puede ver que la transformacién

A— AO
(3.37)

AT 5 OTAT,

es una simetria de la accién, puesto que la combinacién AAT es invariante. Por
lo tanto tiene sentido proponer una accién efectiva que contenga trazas de estos
productos, sin embargo, todavia se tiene libertad sobre cémo implementar la matriz

C en ésta.

3.3. Modelo No-Simétrico con C?

Primero se trabajard con un modelo en el que la condicién (2.17) se usa fuertemente,
en el sentido de que en la accién efectiva promedio propuesta no se usaran términos
con mas de dos matrices C. En este caso, se propone la siguiente accién efectiva

promedio
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P _

_Z T 92n T2 T\n—4
Iy = 5Tr(AA )+; S Tr((AATC) (AAT)"™), (3.38)

en particular, se usara la truncacién de orden 6

Iy = gﬂ( AAT) + %TT(AATCAATC) + %TT(AATCAATCAAT), (3.39)

donde, analogamente a (2.46), las constantes de acoplamiento adimensionales estan

dadas por

Go = Z°N™g,
(3.40)
Gs = Z° N gg

con ay, ag € 7, las cuales quedardn determinadas al tomar el limite N — oc.

3.3.1. Uso de la Ecuacion de Wetterich

Para calcular el lado izquierdo de (3.2), hay que notar que toda la dependencia en N
en la accion efectiva estd codificada en las constantes de acoplamiento adimensionales

(3.40), por lo tanto resulta

A 1
NaNFN = —nETT(AAT) + ZZZ.ZVCY4 (64 - g4(27’] — Oé4))T’I“(AATOAATC)
(3.41)

1
52PN (55— go(3n — as)) Tr(AATCAATCAAT)

En el lado derecho de (3.2) se debe derivar la accién efectiva con respecto al campo

matricial, A
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Ty = 26°6" + gi[C(ATCAY® + (CA)™(CA)® + (CAATC) o™

%96 [09(ATCAATCA)® + A“(CAATCA)® + (AATC)(ATCA)®+

(AATCAY(CA)® + (AATCAATC)*6® + Co(ATCAAT A)®+ (3.42)
(CA)CAATAY® + (CAATC) (AT A)® + (CAATCA) @A+
(CAATCAAT) 6% 1 Co(ATAATC AP + (CA)(AATCA) P+
(CAATY(ATCA)® + (CAATA)(CA)® + (CAATAATC)e5%].

Por lo que, si se utiliza el regulador (3.5), se puede usar el método descrito en 3.1,

escribiendo

'Y + Ry = Gy + Fy[A4], (3.43)

donde el término F contiene toda la dependencia del campo A, y Gy es el tensor

(3.8). Para luego usar la expansién (3.10).

3.3.2. Analisis de Operadores

Como ya se discutié en 3.1, cuando se trabaja con el lado derecho de la ec. de
Wetterich, aparecen operadores que originalmente no estaban presentes en la accién
efectiva, por lo que vale la pena analizar la estructura de los términos que surgiran

al desarrollar la expansién (3.10).

Como ejemplo, sélo en esta seccién, se analizara un a truncacion con un acoplamiento

de orden 8 ademés de los ya presentes en (3.39), es decir, con un término de la forma

%TT(AATCAATCAATAAT). (3.44)

Como ya se observo anteriormente, el término Fy puede dividirse en sus contribu-
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. . . _ 4 _
ciones proporcionales a cada una de las constantes de acoplamiento; a gy, F](V), a e,

(8)

F](\f'), y a gs, Fly’. En este caso estan dados por

F = C*(ATCAY® 4 (CA)“YCA® + (CAATC) 5%, (3.45)

F9 = 5%(ATCAATCA)® + A“YCAATCA)? + (AATC)*(ATCA)®+
(AATCA)(CA)® + (AATCAATC)* 6% + C(ATCAATA)®+
(CA)"(CAATA)? + (CAATC)*“(ATA)® + (CAATCA) AP+ (3.46)
(CAATCAAT)*<5% + C(ATAATC AP + (CA)*(AATCA)+
(CAATY(ATCA)® + (CAATA)(CA)® + (CAATAATC) 5%,

F® = C(ATAATCAY® + §°(AT AATCAATCA)®
+AYAATCAATCA)? + (CAAT)(ATAATCA)®
+H(CAATA)™(AATCA)? + (CA)™(AATAATCA)?
+(CAATAAT)*“(ATCA)® 4+ (CAATAAT A)*(C A)®
+H(CAATAATAATO)*5b 1 §5%(ATCAATCAAT A)®
+AYCAATCAATA)? + (AATC)*(ATCAAT A)®
+(AATCA)(CAAT )P + (AATCAATC)*(AAT)® (347
+H(AATCAATCA) AP + (AATCAATCAAT) s
+(AAT)*(ATCAATCA)® + (AATA)*(CAATCA)®
+(AATAATO)*“(ATCA)™® 4+ (AATAATCA)™(CA)®
+(AATAATCAATC) 6% 4 0 (ATCAAT AAT A)®
+(CA)CAATAAT A)® + (CAATA)*(ATAAT A)P
+H(CAATCAY(AATA)? + (CAATCAAT )™ (AT A)®
+(CAATCAAT A)™A® + (CAATCAAT AAT) b,
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De manera que las trazas de productos de (3.45), (3.46) y (3.47), efectivamente,
daran lugar a una gran variedad de operadores que no estan presentes en la acciéon
efectiva promedio propuesta, (3.39), tales como (Tr(CA))*, Tr(CAATC?)Tr(ATCA),
etc. Por lo que hay que encontrar los operadores que contribuyen a las funciones beta

que nos interesan.

En las siguientes expresiones los términos en una caja son los que contribuyen estric-
tamente a las funciones beta que estamos buscando, los términos restantes contribu-
yen a las mismas funciones beta en el sentido de que los correspondientes diagramas
conectados de Feynman tienen el nimero de patas externas requeridas (es decir, el
nimero de matrices A correcto), pero no el nimero de matrices C' correspondientes

a los operadores originales (3.39), tal como Tr(ATCA).

Tr (F}V‘”) = 0 (ATC AN 4 (CAATC)oasd (3.48)

Tr (F,(VG)> — |59 (AATCAATC)? | 4| 3(AATCAAT O)oas?

(3.49)
+2C*(ATCAAT A)P
Tr (F}V?’) — 2099(AT AAT AATC AV 1 [4(CAAT AAT AAT O)22%
(3.50)
+269(ATCAATCAAT AP
Tr (FPFY) = |Ccoco(ATCAy" (AT C )
(3.51)

+(C«AATc)ac(CAATc)caébd(sdb
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Tr (FYFY) = |20 Co(ATCA) (AT AATCA)

+3(CAATC)*“(AATCAAT C) b5 (3.52)
+C*(ATCA)Y*(ATCAATCA)™

Tr (F](V4)F](\,8)> — 4(CAATC)=(CAATCAAT AAT)eaghdgds |

+2C(ATCA)P(ATAATCAATCAY  (3.53)

20 (ATCA)P(ATAATAATC A

Tr (F@F}@) = 40w C(ATCAAT A)P(ATAATC A

+9(CAATAATC)*“(AATCAAT O)cagbd5® (3.54)
+6%5“U(ATCAATCA)YP(ATCAATC A

Tr (F}V4>F}V4>F}V4>) = e ATOA)P(ATCA)AATC AN
(3.55)
HCAATO)(CAATC)*(CAAT C)eaghdsi 51

Tr (Fﬁ)F}V‘QFﬁ)) = receese(ATCA)YP(ATCAYATCAATC A
20%CC(ATCA)P(ATCAYYATCAAT AP (3.56)
+3(CAATC) ™ (CAATC)*(CAAT AAT C)eagbdsd 5I0

3.3.3. Forma general de las funciones beta

Tomando en cuenta sélo los términos en caja obtenidos en 3.3.2, se puede visualizar

la estructura de las funciones beta “formales” de este modelo, es decir, las que
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s6lo consideran las contribuciones de los operadores originalmente propuestos en la

accion (3.39)

] ’[’INO7

» By~ ga+ g6+ 93,

Be ~ g6 + gs + gags,

Bs ~ gs + gro + gags + G-

Donde se puede ver que sdlo contribuirdan términos lineales y cuadraticos en las
constantes de acoplamiento, lo cual significa que las funciones beta de este modelo

solo tienen contribuciones de diagramas de uno y dos vértices.

Y, més ain, con este andlisis se puede inducir la estructura general de las funciones

beta para una truncacién arbitraria de (3.38), las cuales estan dadas por

n =70, (3.57)
= Si ¢ es impar
Bai = (in — ;)92 + AiGagit1) + Bigaiga, (3.58)
= si¢es par
Bai = (in — i) g2i + Aigaiv) + Bigiga + Cigli ). (3.59)

Esta es la primera diferencia encontrada entre el modelo causal y el euclidiano, la
estructura de sus funciones beta. En el caso no causal se pueden tener contribuciones
de cualquier orden en las constantes de acoplamiento, mientras que en el caso causal

las contribuciones se restringen a términos de primer y segundo orden.
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Ahora, para continuar analizando cémo afecta la presencia de la matriz C' en este

modelo, se usa el campo de prueba

Aab = (5a59(N — a), (360)

y se calculan las funciones beta haciendo uso de los términos obtenidos en 3.3.2,
la truncacién de orden 6, (3.39) y una forma arbitraria para C. Por lo tanto, los

términos I’ toman la forma

FJS;L) — C«acc«db + Cadc«cb + 020«05db’ (36]_)

FP = 2 (426" + 400 1 40P 4 57202 4 5027 4 §2C>) . (3.62)

W

Y ahora, usando la expansién mostrada en (3.7), se puede calcular el lado izquierdo

de la ec. de Wetterich, término por término.

Tr(RPFP)

Contribuciones a f;

N N-—a

]_ hd aa

STo > > [RP? (5%02b”+302 5**) (3.63)
a=1 b=1

con )
. N N a+b
21 —
i (22 vz (- ) () e

Tr(RPFPFP)
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Contribuciones a f;

> N [RP] (CrCtCeeCt (3.65)

con

[RPY) = (ZGLM +nZ (1 - a]ib)) (GNZI’)Q (’ﬁ;) (3.66)

N—

> ) [RP] (20 Cer Pt (3.67)

(¢}

Como se ve en estas expresiones, el uso de la ec. de Wetterich para obtener resultados
numeéricos requiere de una forma explicita para la matriz C, ya que hay que calcular

trazas de C? modificadas por el regulador R.

3.3.4. Una forma explicita para C'

Hasta ahora sélo se han obtenido expresiones generales que quedan en términos
de C, y es que se ha usado una forma explicita para el campo matricial A, y una
forma arbitraria para la matriz de rigidez de la cuadrangulacién. Esto es debido a
que, como ya se menciond, encontrar una forma explicita para C, que satisfaga la
condicién (2.17), no es posible para N arbitraria. Sin embargo, podemos ocupar una
matriz formada por las matrices mencionadas en 2.4.1, que satisfaga una condicién

deformada. En este trabajo se usa la matriz

Cap = (—1)%gp, (3.68)

que satisface la condicién
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Tr(C™) = 2M Sy n. (3.69)

Donde M actia como la escala de renormalizacion, dada por N = 2M de forma

que el limite N — oo corresponde al limite M — oo.

Usando (3.68), los términos F', (3.45) y (3.46), quedan como

F](\;l) _ (_1>a+e5acATdeAeb + (_1>a+cAadAcb + (_1)a+c(AAT)ac5db (3‘70)

F](\;;) _ (_1>a+65aCATde(AAT)egAgb + (_1)a+cAad(AAT)ceAeb+
(_1)a+c(AAT)acATdeAeb + (_1)a+e<AAT)aeAedAcb+ (3‘71)
(_1)a+€(AAT)ae(AAT)ec(Sdb

Ahora, se puede observar que, ya que la presencia de la matriz C' dada por (3.68) en
estos operadores, sélo agrega factores de (—1)7, dejando el nimero de patas externas
de los diagramas correspondientes invariantes, por lo que el uso de todos los términos

en 3.3.2 esta justificada.

Asi que las funciones beta correspondientes no tendran la forma obtenida en 3.3.3,
sino que también tendran contribuciones de vértices de orden mayor. Esto se puede
ver explicitamente usando un ansatz para A y calculando, como se hara a continua-

cion.

Tal como ya se mostrd, usando el ansatz (3.22), se pueden calcular, orden a orden,
los términos de la ec. de Wetterich, estos calculos se muestran en el Apéndice C. Las

funciones beta resultantes son
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n = 494
124 g4
1 2
By = ga(1+2n) — ggi(n —5)+ §gﬁ(n —4), (3.72)
1 1
Bs = g6(2+ 3n) + 1—092(77 —6) — 59496(77 —5),
sistema que presenta un punto fijo no trivial en
gy = —0.435, g; = —0.118, (3.73)
con exponentes criticos
0=1.033, & =—0.928, (3.74)
con el escalamiento ay = —1, g = —2 para las constantes de acoplamiento en (3.40).

Ya que uno de los objetivos de este trabajo es comparar los resultados en los modelos
causal y no-causal, se usan también en el caso causal los ansatz mostrados en la

seccion 3.1.

A continuacion se hace uso del ansatz (3.28), esta eleccién afecta el lado de de (3.2)

s6lo con la aparicién de polinomios de N, como resultado de las trazas sobre Ay C.

Por otro lado, los términos F' se ven afectados de la siguiente manera

By = (12)CC® + (ab) OO + ()05, (3.75)

F\Y = (64)6°C*" + (ab*)5*C* + (a®b)6*C*" + (20°h + 2ab”) C*IC -
3.76
+(3a4+a2b2>02‘1‘35db+(2a2b2+2b4)0accdb’
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para una forma arbitraria de C'. Se puede ver que la estructura de indices es la

misma forma que al usar el ansatz (3.22). Las expresiones solo se ven afectadas por

polinomios en los indices, asi que podemos esperar un comportamiento similar de

las trazas del lado derecho de (3.2) y, por lo tanto, una estructura similar de las

funciones beta, las cuales se presentan a continuacién

n= 694
30+ g4
1 1
Bs = ga(1+2n) — 1—893(77 —9)+ 596(77 - 8), (3.77)
1 1
= g6(2 —g3(n—12) — — —11
Bs = 96(2+3n) + 7.95(n = 12) = 59496(n — 11),
sistema que presenta un punto fijo no trivial en
gy = —0.902, gz = —0.387, (3.78)
con exponentes criticos
0=1.024, 6 = —0.858, (3.79)
con el escalamiento oy = —1, g = —2 para las constantes de acoplamiento en (3.40).
Ahora, usando el ansatz (3.32) las funciones beta resultantes son
n = 394
6+ g4’
1 4
Ba = ga(1+2n) = 2gi(n —4) + 596(n — 3), (3.80)

3 9

3 1
Bs = 96(2 + 3n) + 2—092(77 —5) — 59496(77 —4),
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sistema que presenta un punto fijo no trivial en

g1 = —0.339, gz = —0.040, (3.81)

con exponentes criticos
0=1.052, 6 = —1.086, (3.82)
con el escalamiento oy = —1, g = —2 para las constantes de acoplamiento en (3.40).

Como se puede ver, usando la matriz C' dada por (3.68) y los ansatz (3.22), (3.28)
y (3.32) se obtiene un punto fijo no-gaussiano con una direccién relevante y una
irrelevante tal como en [2], ademds del mismo escalamiento de las constantes de

acoplamiento adimensionales .

Asi mismo, estos calculos se realizaron usando la matriz C' formada por bloques de

tamano 4 x 4 en (2.30), dada por

1.09(—1)F —0.45i si j=2k—1
Cj; = (3.83)
1.09(—1)%4+0.45i si j =2k

que satisface la condicién

Tr(C™) =AMy . (3.84)

Donde m = 2,6, 8,10, 14, 16, 18,22, ..., M actia como la escala de renormalizacion,

dada por N = 4M, de forma que el limite N — oo corresponde al limite M — oo.

Los célculos se hacen usando el ansatz (3.22), y estos se muestran en el Apéndice

D. El sistema resultante presenta un punto fijo no trivial en

g = —0.300, g =—0.093, (3.85)
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con exponentes criticos

§=1.008, 6 =—1.215, (3.86)

con el escalamiento ay = —1, g = —2 para las constantes de acoplamiento en (3.40).

3.4. Modelo No-Simétrico con C"

Como ya se menciond, el espacio de teorias donde puede vivir la accién efectiva
promedio estd dado por operadores que sean invariantes ante (3.37), lo que requiere
que el campo matricial siempre aparezca en la combinacién AA", sin embargo el
numero de matrices C' no queda fijado, por lo que ahora se trabajara con una accion

que contenga mas de dos de estas matrices, para analizar su limite continuo.

Considere una accion efectiva promedio de la siguiente forma

P _

_Z T 92n Tmn
Iy =5 Tr(AA an; S Tr((AATC)"). (3.87)

De nuevo, se trabajard con la truncacion de orden 6, por lo que se usa

7 _ _
Dy = STr(AAT) + %Tr(AATCAATC) + %Tr(AATCAATCAATC), (3.88)
con las constantes de acoplamiento adimensionales dadas en (3.40).

3.4.1. Uso de la Ecuacion de Wetterich

De manera andloga a lo hecho en el caso anterior, se puede escribir (3.88) en términos
de las constantes de acoplamiento adimensionales y derivar con respecto a N, por

lo que el lado izquierdo de (3.2) toma la forma
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A 1
NOoNTy = —nETr(AAT) + ZZQNO‘4 (Bs — ga(2n — ay))Tr(AATCAATC)
(3.89)

+éZ3N0‘6 (Bs — g6(3n — ) ) Tr(AATCAATCAATC)

En el caso del lado derecho de (3.2), el término F’ ](\;1 ) tiene la misma forma que (3.45),
pero el término Fz(\? ) tiene una forma diferente, ya que el acoplamiento de orden 6

en (3.88) es distinto al tratado anteriormente y adquiere la forma

T = 245%™ + g [C*(ATCA)™ + (CA)™(CA)* + (CAATC)*5"]
+36[C(ATCAATCAY® + (CA)(CAATCA)® + (CAATC)*(ATCA)®  (3.90)
+H(CAATCA)"(CA)? + (CAATCAATC)™5™).

3.4.2. Analisis de Operadores

Como ya se discutié anteriormente, es importante analizar la estructura de los ope-
radores resultantes en (3.10), ya que, usualmente, aparecerdn términos distintos a
los presentes en la accion inicial, que no contribuiran a las funciones beta que nos

Interesan.

Con la accién propuesta, (3.88), los términos F en (3.7) tienen la forma

Fy) = C“(ATCAY" + (CA)(CAY* + (CAATC)" 6, (3.91)

F® = 0*(ATCAATCA)® + (CA)CAATCA)? + (CAATC)*(ATCA)®
+HCAATCA)(CA)® 4+ (CAATCAATO)*6®,
(3.92)
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En las expresiones siguientes, los términos en una caja corresponden a los que for-

malmente contribuyen a las funciones beta que se buscan, mientras que los restantes

contribuyen en el sentido descrito en 3.3.2.

Tr (F) = co(ATcay

Tr (F}f)) = [Cua(ATCAAT C A

+ (CAATC)aaédb

+ (CAATCAATC)yoag™

Tr (FYFY) =|coccee(aTcay™ (AT C Ay

+(CAATC)GC(CAATC)ca(de(;db

Tr (FYFY) = coeceo(aTcAy"(ATCAAT CA)

HCAATCY*(CAATCAAT C)eagbis®

Tr (F](f)FJ(VA‘)F](f)) = | Caegeecer(ATCA)P(ATC AL ATC AW

H(CAATC)*(CAATC)(CAAT C)b 5% 51

3.4.3. Forma general de las funciones beta

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

Por lo tanto, podemos ver que las funciones beta “formales” tendran una estructura

distinta a las encontradas en 3.3.3, ya que, en este caso, hay contribuciones de

diagramas de vértices de 3 patas, atn sin que C tome una forma particular, como

se puede ver en (3.97).

Ahora se da una forma explicita a la matriz A, (3.22), para analizar cémo afecta sélo

la estructura de C. Para esto, primero se escriben los términos [’ correspondientes,
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)

para F](\,6 se obtiene

FJ(Vﬁ) — C«acCde + C«adCQCb + CQaccdb + CQadCCb + CSacédb, (398)
mientras que F ](\;1 ) est4 dado en (3.61). Por lo que, siguiendo el procedimiento ex-
puesto en 3.3.3, se pueden calcular las funciones beta del sistema.

Hasta aqui, se puede notar que una primera caracteristica de este modelo es que,
al ocupar el ansatz (3.22), el término Tr((AATC)3) = 0, esto debido a la condicién

(2.17), por lo que no se puede obtener una funcién fs con la expansién (3.10).

Tr(RPFP)
Contribuciones a 7 Como se puede ver en 3.4.2, no hay contribuciones a 7.

Contribuciones a [,

N N-—a
3> Y [RP?[Cec? 4 03 %) (3.99)

a=1 b=1

Tr(RPFPFP)

s . , . . . 2 (4)
En este caso, el inico término que contribuye es el proporcional a g; y, como FJy,

no cambia, tampoco lo hace éste.

Por lo tanto, las funciones beta obtenidas tienen la forma

Ba = (21 — u)ga + Dags + Eagi, (3.100)

Bs = (3n — a;)ge + F39496 + Fsgi’ =0, (3.101)
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por lo que, usando la ec. (3.101) se puede despejar gg y ponerla en funcién de gy,
para luego sustituir en (3.100) y obtener el valor del punto fijo de la teoria (si es que

existe).

3.4.4. Una forma explicita para C'

Una vez maés, se usa la forma explicita de la matriz C' dada en (3.68), que satisface
la condicién deformada (3.69) con el objetivo de obtener una forma concreta de las
funciones beta del modelo. De manera que F' ](f ) esté dado por (3.70) y F ](\,6 ) tiene la

forma siguiente

FJS;;) _ (_1)“+6+95GCATde<AAT)egAgb + (—1)a+c+eAad(AAT)ceAeb—f—
(_1)a+c+e(AAT)acATdeAeb + (_1)a+c+e(AAT)aeAedAcb+ (3102)
(—1)a+c+e<AAT)a€(AAT>EC(5db].

Se puede notar, de nuevo, que la presencia de la matriz C' en los términos F' sélo
agrega factores de (—1)7, sin afectar el nimero de patas externas en los diagramas
de Feynman correspondientes, por lo que esta justificado el tomar en cuenta todos

los términos en 3.4.2.

A continuacién se usaran los campos de prueba (3.22) y (3.28) para obtener funciones

beta explicitas y resultados numéricos para el punto fijo y exponentes criticos.

Usando el ansatz (3.22), las funciones beta resultantes son

124 g4’
1 1
B =9a(1+2n) = =g1(n = 5) = 39s(n = 3), (3.103)
_ 2gi(n—6)

5(n—4)
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sistema que presenta un punto fijo no trivial en

gy = —0.881, gz = —0.453, (3.104)

con exponentes criticos
6 = 1.066, (3.105)
con el escalamiento ay = —1, g = —1 para las constantes de acoplamiento en (3.40).

En este caso sélo se puede obtener informacién sobre el flujo de renormalizacion para
gs ya que g = 0 en este caso, lo que permite tinicamente encontrar el valor de gg en
términos de g;. En cuanto a g4, se encuentra un valor del punto critico cercano a los
que se obtuvieron anteriormente, y una direccién relevante lo que es consistente con
los los modelos matriciales de EDT, sin embargo, no se puede obtener informacion
sobre el exponente critico en la otra direccion del subespacio de teorias, por lo que

no se sabe si es una direccion relevante o irrelevante.

Usando ahora el ansatz para A propuesto en (3.28), las funciones beta resultantes

son las siguientes

n= 091 5
30 + g4
B1=ga(1+2n) — 1—1892(77—9) - %ga(n—ﬂ’ (3.106)
s = (1 +31) + T2gn — 12),
sistema que presenta un punto fijo no trivial en
gy = —1.199 £ 0.315¢, g5 = —0.051 £ 0.4637, (3.107)

con exponentes criticos
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6 =1.002 F 0.299i, 6 = 0.006 F 0.523i, (3.108)

con el escalamiento oy = —1, g = —1 para las constantes de acoplamiento en (3.40).

Primero hay que notar que al usar el ansatz (3.28), si se puede obtener informacién
sobre el flujo de renormalizacion en el subespacio completo de acoplamientos g4, gs.
Por lo que se obtiene el valor del punto fijo y ambos exponentes criticos (puesto que

sus valores son complejos y el flujo es real tenemos también el complejo conjugado).

Sin embargo, se puede observar que la parte real de ambos exponentes criticos es
positiva, lo que nos dice que ambas direcciones son relevantes, lo que, traduciendo
al lenguaje de triangulaciones dindmicas, nos dirfa que necesitamos mas acopla-
mientos en la accién de Regge (2.6) en 2-dimensiones para alcanzar un punto fijo

no-gaussiano.

Esto ya se podia sospechar al observar que en este modelo las constantes de acopla-
miento, g4 v g, escalan con N de la misma manera, por lo que en el limite N — oo
ambas mantienen la misma relevancia en el modelo. Esto es algo que no sucede en

el modelo no-causal [2], ni en los resultados obtenidos en 3.3.
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Conclusiones

4.1. Resultados

Los resultados obtenidos hasta ahora en las secciones 3.1 y 3.3 se muestran en las

siguientes tablas.

) d-mod. 0-1R
Causal | Euclidiano | Causal | Euclidiano | Causal | Euclidiano
g5 | -0.435 -0.288 -0.902 -0.588 -0.339 -0.202
g | -0.118 -0.061 -0.387 -0.208 -0.040 -0.026

Cuadro 4.1: Comparacién de puntos criticos obtenidos

) d-mod. o-IR
Causal | Euclidiano | Causal | Euclidiano | Causal | Euclidiano
g | 1.033 1.046 1.024 1.033 1.052 1.065
6" | -0.928 -1.080 -0.858 -0.959 -1.086 -1.050

Cuadro 4.2: Comparacion de exponentes criticos obtenidos

Lo primero que hay que decir es que en todos los casos analizados se obtuvo un
flujo de renormalizacién no-trivial (al menos en una direccién) y un punto fijo no-

gaussiano, estructura que se espera en un modelo matricial de Gravedad Cuéantica.

Lo que se puede observar en las tablas 4.1 y 4.2 es que los valores del punto critico

difieren alrededor del 60 % entre los resultados del modelo causal y euclidiano. Sin

o8
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embargo, todos los resultados conservan la misma estructura: tanto g; como gg
tienen signo negativo y el valor absoluto de g¢ es considerablemente mas pequeno
que el de g}, lo que nos dice que el acoplamiento mas importante cerca del punto

fijo en magnitud sera g,.

En cuanto a los exponentes criticos, se puede ver que difieren alrededor de 1%
entre los resultados del modelo causal y euclidiano, ademés, y lo mas importante,
en todos los casos hay una direccién relevante (correspondiente a un exponente
critico positivo) y una irrelevante (correspondiente a un exponente critico negativo),

resultado deseable en un modelo matricial de Gravedad Cudntica.

También se pueden comparar los resultados obtenidos con cada ansatz, tanto en los
casos causal como euclidiano. En el caso euclidiano, podemos ver que los valores
del punto fijo difieren entre 40 — 105 %, mientras que en el caso causal, el valor
del punto critico difiere entre 20 — 170 %. Esto no es inconsistente ya que la FRGE
no predice valores universales para las constantes de acoplamiento, sélo para sus

razones adimensionales.

Para el exponente critico relevante en el caso no-causal se puede observar que los
valores difieren menos del 4 %, mientras que en el caso causal el valor del exponente
critico relevante difiere menos del 3 %; por lo que estos resultados no difieren de

manera importante mientras se usen cualquiera de estos tres campos de prueba.

Por lo que, tanto en el modelo euclidiano como en el modelo causal que se trabajé
en 3.3, los valores del punto critico parecen depender fuertemente del ansatz que se

usa, mientras que los valores de los punto criticos no.

Ahora, en el caso de modelos matriciales de EDT 2-dimensional, se han obtenido
resultados exactos, por lo que se conoce el valor del exponente critico relevante [29],
O = %; mientras que en CDT también se conoce el valor de este exponente [19] en el
caso 2-dimensional, 6o = %. Por lo que podemos comparar estos con los resultados

obtenidos en este trabajo para analizar si este modelo, con la accién (3.39) y la
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eleccion de matriz C' (3.68), tienen un limite continuo méas parecido a CDT o a

modelos matriciales de EDT.

Haciendo este anélisis se obtiene que hay una diferencia promedio del 0,29 entre
los exponentes criticos obtenidos aqui y el de CDT, y una de 0,24 con respecto al
exponente critico de modelos matriciales de EDT en 2-dimensiones. Por lo tanto,
con la precision de las truncaciones usadas no podemos atin distinguir si el modelo
descrito aqui (con las elecciones que se hicieron sobre las matrices A y C') estd en la

clase de universalidad de EDT o de CDT.

Mas ain, en [47] se estudié un modelo matricial con dos tipos de matrices para
representar lados tipo-espacio y tipo-tiempo en la triangulacién, por lo que buscaba
implementar causalidad en ella, sin embargo, en vez de usar una matriz C' para
imponer restricciones sobre la triangulacién, usaron un factor de Boltzmann, e,
para suprimir las configuraciones no causales. En este caso se obtuvo un exponente
critico Ag = g, por lo que los exponentes criticos causales calculados en este trabajo
difieren de éste 0,18 en promedio. Asi que tal vez haya una interpretacién mas

cercana a la del modelo en [47] que a CDT.

En cuanto a la estructura del modelo matricial de Triangulaciones Dinamicas que
implementa causalidad propuesto en [1] y estudiado en este trabajo, se puede decir
que sélo con la condicién sobre la traza de C, (2.17), se puede hacer el andlisis de
operadores que induce el uso de la ec. de Wetterich, para llegar a una estructura
general de las funciones beta “formales” como se mostré en 3.90, donde se vio que
dichas funciones sélo tienen contribuciones de términos lineales y cuadréticos en las
constantes de acoplamiento, sin importar la truncacion o el orden al que se desarrolle

el andlisis, mientras que en el caso euclidiano no hay esta restricciéon.

Sin embargo, al momento de elegir una forma explicita y constante para C' con una
condiciéon deformada sobre su traza, la estructura de las funciones beta también se
deforma, dando lugar a contribuciones de términos de orden mayor a dos, y por lo

tanto afectando el flujo de renormalizacion.
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Finalmente se puede decir que aunque el modelo descrito por la accién (3.36) con
la condicién (2.17) efectivamente implementa causalidad en la triangulacién, para
pasar al limite continuo usando la ec. de Wetterich tuvimos que usar un ansatz
para C' que deformo en gran medida la condicién original sobre su traza. De hecho,
Benedetti y Henson mencionan algo relacionado en [1], conjeturando que si dicha
condicién sobre la traza se deforma, el modelo colapsaria a un modelo en la misma

clase de universalidad de EDT.

4.2. Trabajo futuro

En cuanto al trabajo futuro que sugiere esta tesis esta, primero, el hacer este mismo
analisis usando otra eleccion para la matriz C', en particular, en este trabajo se usaron
una matriz de tamano 2M que incorpora M copias de la matriz (2.29), diag(—1,1)
y una matriz de tamano 4M que incorpora M copias de la matriz (2.30). Ya que,
también se tiene la expresiéon numérica del caso N = 6, se puede trabajar con una
matriz de rigidez de tamano 6M con M copias de la matriz (2.31). Ya que esto
implementara una condicién menos débil sobre la traza de C' que la que se usé en
este trabajo, se espera que la cuadrangulacién se mantenga mas rigida y, por lo

tanto, el limite continuo se parezca mas a Triangulaciones Dindmicas Causales.

Ademas, la comparacién de este futuro célculo con el aqui hecho también seria
interesante en el sentido de que, en este modelo matricial, la matriz C' codifica la
estructura causal y podemos elegir una forma de ella en particular; mientras que
en el CDT, lo que permite hablar de una estructura de causalidad es que se elige
una foliacién preferencial (ver fig. 2.1), en el trabajo desarrollado en [48] se busca
debilitar este punto, de manera que la no haya que escoger una foliacién particular.
De manera que seria interesante comparar las ideas y resultados de este trabajo con

los calculos hechos con distintas elecciones para la matriz C.

En cuanto a las ideas que surgieron a partir del estudio aqui presentado, podemos
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ver que otra forma interesante de escribir la accién (2.22) es

2

(AabA;) - % (Aab(ATO)bdAde(ATO)ea) ) (41)

SCDT —

N —

que representa una acciéon con un término de interaccion entre dos campos distintos,

Ay ATC, o también podemos escribir

2
GCDT _ (AwApy,) — % (AapApAciAls) (4.2)

DN | —

donde los indices con barra indican que hay una contraccién con la matriz C', que
representa una cuadrangulacién con cuadrados anisotrépicos y rigidez (relacionada

con la condicién (2.17)).

La primera es una accién més parecida al modelo desarrollado en [47] donde se usan
dos tipos de matrices y un factor de Boltzmann, por lo que seria interesante explorar

a fondo la relacién entre estos dos modelos.

La segunda es una accién donde la estructura que impone C' queda codificada (es-
quemdticamente) en uno de los indices del campo matricial, por lo que se tienen los
campo Ay v A,p, donde este tltimo presenta dos indices distintos que solo se pueden
contraer sobre la misma clase, lo que puede llevar a ideas de modelos tensoriales de

gravedad cudntica [49] donde los indices de los tensores tienen “color”.
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Gravedad 2-dimensional

La Relatividad General es una teoria invariante ante reparametrizaciones, por lo
que puede ser formulada en un lenguaje independiente de coordenadas, esto es a lo
que se ha llamado invarianza bajo difeomorfismos en 2.1. En esta tesis se trabaja
en 2-dimensiones, en parte porque en este caso se puede estudiar el efecto de esta

simetria al intentar cuantizar la teoria.

Si se considera una variedad M compacta, cerrada, conexa y orientable, la funcional
generadora (2.1), en 2-dimensiones y después de hacer una rotacién de Wick formal,

se puede escribir de la siguiente manera [50]

2equ<GaA) - /Dg/we_SEH[gW}; (Al)

donde (2.2) se puede escribir paramétricamente como

1
Su=A [ e/l - 1 [ @evialre) (A2)

El primer término de esta expresion puede identificarse con el volumen de M, vy,
segun el Teorema de Gauss-Bonnet, el segundo término es un invariante topolégico,

llamado la caracteristica de Euler.

63
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Vi = /M a6 \/1g. (A.3)

x(h =1 [ #e/lglRie 22, (A4)

donde h es llamado el género de la variedad. Por lo que (A.1) se puede escribir de

la siguiente manera

ec 2—2h
5i(GA) =) e e Z(A) (A.5)
h>0
De modo que en 2-dimensiones esta teoria es topoldgica, ya que sélo depende del
género y el volumen de la variedad; y por lo tanto, toda la dindamica clasica viene

sélo de términos de borde (OM) y de fijar la norma (escoger coordenadas).

Sin embargo, analizando (A.5), se puede ver que dada una topologia fija todas las
configuraciones del espaciotiempo pesan lo mismo en la integral de trayectoria; por
lo que, desde el punto de vista cuantico, no hay una configuracion clasica alrededor

de la cual se pueda hacer una expansién S = §as 4 Gevan,

Por estas razones es que el estudio de la gravedad cuantica 2-dimensional nos puede

ayudar a entender la dinamica del espaciotiempo en mas dimensiones.
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Geometria Simplicial

n-Simplejo Dado un conjunto de puntos (g, ...z,) € R? (d > n) el n-simplejo

asociado es el subespacio dado por

On = i/\zxz (B.1)
i=0

donde > \; = 1y a (zo,...x,) se les llama vértices del simplejo. Algunos ejemplos

se muestran en la figura B.1.

Cara Una cara de un n-simplejo es un simplejo cuyos vértices son un subconjunto

de los vértices del otro.

Complejo Simplicial Es una coleccién finita de simplejos {o;} tales que o, () o

es una cara o el vacio. Se denota por K.

Figura B.1: De izquiera a derecha: 0-simplejo, 1-simplejo, 2-simplejo
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Poliedro Dado un complejo simplicial K, su poliedro correspondiente es el con-

junto

K=]Jo (B.2)

ceK

Triangulacién Dada una variedad plana por pedazos (ppp), M, una triangulacién

es un complejo simplicial K junto con un homeomorfismo K — M.

Grafica Dual Dado un complejo simplicial, se puede construir su Politopo Com-

plejo o Grafica Dual con el siguiente mapeo

*

On—k — Ok (B3)

2-DIMENSIONES

En 2-dimensiones hay 0,1,2-simplejos, estos tltimos tienen la forma descrita en (B.1):

o9 = (1 = A1 — Aa)xo + M2y + Agaa. Si en cada 2-simplejo se define la funcién

\) = 80'2 80'2

ab ]

ésta es una métrica euclidiana, continua en cada cara (1-simplejo) y tiene la si-

guiente forma

13 s +13-13)
Jab = 1712 12 9 2 22 ’ (B5)
s+ 15 —13) 5
donde cada [; tiene unidades de distancia. En estos términos se puede definir el

escalar de curvatura en cada vértice v como
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0
=92 Y B.
By dA,’ (B.6)
con
1
dA, = = § A B.
3 t:vet t ( 7)

0, =21 — Z Q. (B.8)

t:vet

Donde ¢t € T son tridangulos en la triangulacién T, v € t y A; son los vértices (0-
simplejos) y el drea del tridngulo ¢, respectivamente. A ¢, se le llama dngulo de
déficit, y es una medida de curvatura ya que en espacio plano la suma de angulos
de triangulos que se pegan en un vértice es siempre 27, por lo que 9, = 0, mientras

que en espacios curvos esto no necesariamente es cierto.

Se puede ver que en este caso, 2-dimensional, la curvatura de la variedad ppp esta co-
dificada en los vértices de la triangulacion, esto sugiere una idea general: la curvatura
de una triangulacién compuesta por n-simplejos estéd codificada en (n-2)-simplejos,

lo que clarifica la ecuacién (2.6).



Apéndice C

Calculo de trazas para N = 2M

Tr(RPFP)

Contribuciones a 7

N—a

N
9a > > [RP?] (56" + (—1)*Fhoes™)

a=1 b=

—_

Contribuciones a [,

=

N —a
1
g Ge Z RP2 5aa5bb + 2(_1)a+b5aa5bb)

=1 1

S
S5
Il

Tr(RPFPFP)

Contribuciones a [,

N
Z [RPJ] ( 5ac(5db5caébd)

2
n
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N
Z [RPS] (55ac(5ca5bd5db + (_ 1>a+b5a060a6db5bd)

(C.4)



69

Tr(RPFPFPFP)

Contribuciones a g

N N
giz Z [RP4]((_1>a+b5a060656a6db5fd5bf
a=1 b=1 c=1 d=1 e=1 f=1 (C.5)

+5ac(5ce§ea6bdf)

con

- (2 ) (52 () () o0



Apéndice D

Calculo de trazas para N =4M

En este caso, la matriz C' esta formada por bloques de tamano 4 x 4 de la forma

(—DF —i¢ si j=2k—1
Cijj = : (D.1)
(—1)F+i¢ si j=2k

que es una matriz compleja, por lo que los términos F’ del modelo tendran una parte

conjugada, tal como se muestra a continuacion

I = zgeest 4 %[F}V‘*) + W)+ %[Ffvﬁ) + P9 (D.2)

Por otra parte, para calcular las funciones beta se usé la matriz de prueba (3.22),

por lo que las trazas a calcular en la ec. de Wetterich son

Tr <FJ’\§4)) = Tr(C)Tr(C) + Tr(C?), (D.3)

Tr (F;V<6>> =~ (ATr(C?) + 2T7(C)Tr(C)) (D.4)

W =

70
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rr (FOR) = %(TT(C2)TT(C’2) +2Tr(CCyTrCC

(D.5)
+Tr(CPYTr(CT) + Tr(C*) + 2Tr(CCTCCT) + Tr(CT)),

rr (FORY) = %(m«(c?m(cﬂ) +4Tr(CCYTrCC
+2Tr(CTTr(C?) + 3Tr(C*) + 6Tr(CCIOCT) + 3Tr(CT D)

+Tr(C)Tr(C?) + Tr(C)Tr(CICCT) + Tr(CHTr(CT)

+Tr(CHTr(CCTC)),

Tr (F;V“)F;V(‘*)F;V(‘*)) - é@ﬂ(c%ﬂ(ﬁ?’) +6Tr(C*ChTr(C0)
(D.7)

+Tr(C%) + 3Tr(C*CT) + 3Tr(C2CTY + Tr(C1%).



Bibliografia

Dario Benedetti and Joe Henson. Imposing causality on a matrix model. Phys.

Lett., B678:222-226, 2009.

Astrid Eichhorn and Tim Koslowski. Continuum limit in matrix models for

quantum gravity from the Functional Renormalization Group. Phys. Rew.,

D88:084016, 2013.

Steven Carlip. Quantum gravity: A Progress report. Rept. Prog. Phys., 64:885,
2001.

S. W. Hawking. Black holes and thermodynamics. Phys. Rev. D, 13:191-197,
Jan 1976.

R.M. Wald. Quantum Field Theory in Curved Spacetime and Black Hole Ther-

modynamics. Chicago Lectures in Physics. University of Chicago Press, 1994.

S. W. Hawking and G. F. R. Ellis. The Large Scale Structure of Space-Time.
Cambridge Monographs on Mathematical Physics. Cambridge University Press,
1973.

Daniele Oriti. Spin foam models of quantum space-time. PhD thesis, Cambridge

U., DAMTP, 2003.

Carlo Rovelli. Loop quantum gravity: the first twenty five years. Class. Quant.
Grav., 28:153002, 2011.

Steven B. Giddings. Is string theory a theory of quantum gravity? Found.
Phys., 43:115, 2013.

72



BIBLIOGRAFIA 73

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

T. Regee. GENERAL RELATIVITY WITHOUT COORDINATES. Nuovo
Cim., 19:558-571, 1961.

Astrid Eichhorn. Status of the asymptotic safety paradigm for quantum gravity
and matter. In Black Holes, Gravitational Waves and Spacetime Singularities

Rome, Italy, May 9-12, 2017, 2017.

P. Di Francesco, Paul H. Ginsparg, and Jean Zinn-Justin. 2-D Gravity and
random matrices. Phys. Rept., 254:1-133, 1995.

S. Weinberg. “Ultraviolet Divergences in Quantum Theories of Gravitation,”
General Relativity: An Einstein Centenary Survey. Cambridge University Press,

Cambridge, 1980.

Christof Wetterich. Exact evolution equation for the effective potential. Phys.
Lett., B301:90-94, 1993.

Roberto Percacci and Daniele Perini. Asymptotic safety of gravity coupled to

matter. Phys. Rev., D68:044018, 2003.

Sarah Folkerts, Daniel F. Litim, and Jan M. Pawlowski. Asymptotic freedom
of Yang-Mills theory with gravity. Phys. Lett., B709:234-241, 2012.

J. Ambjorn, J. Jurkiewicz, and R. Loll. Semiclassical universe from first prin-

ciples. Phys. Lett., B607:205-213, 2005.

J. Ambjorn, J. Jurkiewicz, and R. Loll. Reconstructing the universe. Phys.

Rev., D72:064014, 2005.

Jan Ambjorn and R. Loll. Nonperturbative Lorentzian quantum gravity, cau-

sality and topology change. Nucl. Phys., B536:407-434, 1998.

J. Ambjorn, J. Jurkiewicz, and R. Loll. Causal Dynamical Triangulations and
the Quest for Quantum Gravity. In Proceedings, Foundations of Space and
Time: Reflections on Quantum Gravity: Cape Town, South Africa, pages 321—
337, 2010.



74

BIBLIOGRAFIA

[21]

[20]

[27]

28]

[29]

[31]

[32]

J. Ambjorn, M. Carfora, and A. Marzuoli. The Geometry of Dynamical Trian-
gulations. Number v. 50 in Hefte Zur Zeitschrift ” Der Unfallchirurg”. Springer
Berlin Heidelberg, 1997.

Marc H. Goroff and Augusto Sagnotti. The Ultraviolet Behavior of Einstein
Gravity. Nucl. Phys., B266:709-736, 1986.

Gerard 't Hooft and M. J. G. Veltman. One loop divergencies in the theory of
gravitation. Ann. Inst. H. Poincare Phys. Theor., A20:69-94, 1974.

Claus Kiefer. Quantum Gravity. Oxford University Press, New York, 2007.

J. Laiho and D. Coumbe. Evidence for Asymptotic Safety from Lattice Quan-
tum Gravity. Phys. Rev. Lett., 107:161301, 2011.

Konrad Osterwalder and Robert Schrader. Axioms for euclidean green’s fun-

ctions. Comm. Math. Phys., 31(2):83-112, 1973.

R. Loll. Discrete Lorentzian quantum gravity. Nucl. Phys. Proc. Suppl., 94:96—
107, 2001.

S. Carrozza. Tensorial Methods and Renormalization in Group Field Theories.

Springer Theses. Springer International Publishing, 2014.

P. Di Francesco. 2D quantum gravity, matrix models and graph combinatorics.
In Application of random matrices in physics. Proceedings, NATO Advanced
Study Institute, Les Houches, France, June 6-25, 2004, pages 33-88, 2004.

Gerard 't Hooft. A Planar Diagram Theory for Strong Interactions. Nucl.
Phys., B72:461, 1974.

Jean Zinn-Justin. Quantum field theory and critical phenomena. Int. Ser.

Monogr. Phys., 77:1-914, 19809.

Jean Zinn-Justin. Phase transitions and renormalization group. 2007.



BIBLIOGRAFIA 75

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

M. Sandhoff, H. Pfniir, and H.-U. Everts. First- and second-order phase
transitions in a simple lattice gas model. EPL (Europhysics Letters), 25(2).

Michael E. Peskin and Daniel V. Schroeder. An Introduction to quantum field
theory. Addison-Wesley, Reading, USA, 1995.

David Mccomb and Uwe Tauber. Renormalization methods: A guide for be-

ginners. 58:62-63, 06 2005.

Janos Polonyi. Lectures on the functional renormalization group method. Cen-

tral Eur. J. Phys., 1:1-71, 2003.

Giampiero Esposito, Alexander Yu. Kamenshchik, and Giuseppe Pollifrone. Ef-
fective Action in Quantum Field Theory. Springer Netherlands, Dordrecht,
1997.

Alessandro Sfondrini. An introduction to universality and renormalization

group techniques. PoS, ModaveVIII:005, 2012.

Juergen Berges, Nikolaos Tetradis, and Christof Wetterich. Nonperturbative
renormalization flow in quantum field theory and statistical physics. Phys.

Rept., 363:223-386, 2002.
Roberto Percacci. Asymptotic Safety. pages 111-128, 2007.

Dario Benedetti, Pedro F. Machado, and Frank Saueressig. Asymptotic safety
in higher-derivative gravity. Mod. Phys. Lett., A24:2233-2241, 20009.

M. Reuter. Nonperturbative evolution equation for quantum gravity. Phys.

Rev., D57:971-985, 1998.

A.S. Wightman and L. Garding. Fields as operator-valued distributions in
relativistic quantum theory. Arkiv Fys., Vol: 28, 1 1965.

Elisa Manrique and Martin Reuter. Bare Action and Regularized Functional
Integral of Asymptotically Safe Quantum Gravity. Phys. Rev., D79:025008,
2009.



76 BIBLIOGRAFIA

[45] P. Bialas, Z. Burda, A. Krzywicki, and B. Petersson. Focusing on the fixed
point of 4-D simplicial gravity. Nucl. Phys., B472:293-308, 1996.

[46] Dario Benedetti, R. Loll, and F. Zamponi. (241)-dimensional quantum gra-
vity as the continuum limit of Causal Dynamical Triangulations. Phys. Rewv.,

D76:104022, 2007.

[47] W. Beirl and D. A. Johnston. 2-D Lorentzian gravity as 2-D Euclidean gravity
with Ising spins. 1996.

[48] S. Jordan and R. Loll. Causal Dynamical Triangulations without Preferred
Foliation. Phys. Lett., B724:155-159, 2013.

[49] Valentin Bonzom, Razvan Gurau, and Vincent Rivasseau. Random tensor mo-
dels in the large N limit: Uncoloring the colored tensor models. Phys. Rev.,

D85:084037, 2012.

[50] Juri Rolf. Two-dimensional quantum gravity. PhD thesis, Bohr Inst., 1998.



	Portada 

	Resumen  
	Indice General

	Capítulo 1. Introduccion  

	Capítulo 2. Antecedentes

	Capítulo 3. Desarrollo 

	Capítulo 4. Conclusiones 

	Apéndices 

	Bibliografía 



