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Capitulo 1

Introduccion

Cuando una particula cargada electricamente se mueve de forma acelerada ésta emite
radiacién electromagnética. Esto ocurre debido a la forma en la que las particulas cargadas
interactian con el campo electromagnético. Dicha interaccién esta dada, en la accién, por el

término
Sint = C/d“x[j“AM}, (1.1)

en el Lagrangiano de la electrodindmica, donde C' es una constante, 4, = (—¢, A), donde
¢ es el potencial eléctrico y A el potencial vectorial, j* = (p,j), siendo p la densidad de
carga eléctrica libre y j la corriente eléctrica libre, y donde se usa la convencién de suma de

Einstein con la métrica g = diag(—, +, +, +)

JrA, = GOAg + jTAL + 52 Ay + P A,
:_p¢+lel+j2A2+j3A5

Uno podria preguntarse si existe algiin principio misterioso que determina esta forma tan
especifica en la cual la materia cargada se acopla al campo electromagnético. Y la respuesta

es que si, dicho principio es llamado el principio de invariancia de norma local.

El objeto fundamental con el que describimos a la electrodindmica es el campo vectorial
A, (z). Sin embargo, éste no representa una cantidad fisica, puesto que existe toda una fa-
milia de campos vectoriales que representan la misma fisica, los cuales estan relacionados a

través de las transformaciones de norma

Ay — Al = A, + 9,M(z), (1.2)



donde A es una funcién del espaciotiempo.

El principio de invariancia de norma local nos dice que en una teoria de norma todas las
cantidades fisicas, asi como su accién y ecuaciones de movimiento deben ser invariantes bajo
las transformaciones de norma (1.2). A un objeto que satisfaga esta condicién se le conoce

como invariante de norma.

Una accién que describa a la electrodindmica debe satisfacer una serie de condiciones [1]:

= Debe ser un invariante de Lorentz.
s Debe ser un invariante de norma.

» La variacion sobre dicha accién debe dar como resultado ecuaciones diferenciales de
segundo orden, por lo tanto las derivadas de los campos no deben aparecer a potencias
mayores a la cuadrada..

» La variacién sobre dicha accién debe dar como resultado ecuaciones diferenciales linea-

les, por lo tanto los campos no deben aparecer a potencias mayores a la cuadrada.

La accion més simple para el campo vectorial libre que satisface estas condiciones es

S Atibre = é/d4x|:FMVF/U/:|7 (1.3)

con F,, = 0,A, —0,A, y donde C es una constante.

El término que describa la interaccion entre el campo electromagnético y un conjunto de
particulas cargadas, representadas por la corriente j#, debe acoplar al campo vectorial con
dicha corriente de tal forma que se satisfagan las condiciones anteriormente enlistadas. La
unica condicién que el término (1.1) no satisface de forma trivial es la de ser un invariante de
norma. Probemos que efectivamente es un invariante de norma. Usando las tranformaciones

(1.2) tenemos

e / de [ A]

_ / dhe [ (A, + O,M)]

= mt+c/d4x (70, A]
( © [AQ,ug*] + / ds,, [AJ‘“})-

= int+C

El tercer término es la integral sobre una superficie en el infinito. En una situacién fisica las

cargas estan localizadas, de esta manera j# — 0 cuando z* — oo, por lo tanto la tltima



integral es cero. Ademads, por la conservacién de la corriente eléctrica se tiene que 9,5 = 0.
Asi la segunda integral es cero, dando como resultado la invariancia de norma de la accién

m

Como podemos ver, la invariancia de norma es la que determina la forma en la que el

campo electromagnético interactia con las cargas.

La electrodinamica es la primera teoria conocida en satisfacer la invariancia de norma. Es
posible generalizar las transformaciones de norma (1.2) a transformaciones més complicadas,
dando como resultado las llamadas teorias de norma. En la actualidad es un hecho bien
conocido que las interacciones fuerte, débil y electromagnética entre particulas elementales
se rigen bajo el principio de invariancia de norma local, por lo tanto dichas interacciones se

describen usando teorias de norma

En las ultimas décadas ha crecido una barrera en el lenguaje empleado en las matematicas
y la fisica, esto debido al nivel de especializacién que ha alcanzado cada campo. Sin embargo,
el estudio de la teoria de campos, en particular las teorias de norma, han tenido que recurrir
frecuentemente al uso de ideas y resultados de las matematicas modernas, promoviendo el

restablecimiento de una comunicacion interdisciplinaria entre matematicos y fisicos.

La teoria clasica de campos ofrece toda una variedad de ecuaciones diferenciales, las cuales
vienen de dos conjuntos de ecuaciones que describen las interacciones fundamentales: por un
lado las ecuaciones de Yang-Mills [1954], con las cuales modelan las fuerzas electromagnética,
fuerte y débil, y por otro lado las ecuaciones de Einstein [1915], las cuales describen a la
gravedad . Muchos fenémenos fisicos, derivados del rompimientos simetria, se manifiestan
a partir de soluciones a ecuaciones no lineales para los campos, dando lugar a entes tales
como vortices, monopolos, dyones, instantones, etc. Recientemente este tipo de soluciones,
llamados solitones, ha atraido la atencién de analistas matematicos que buscan generar

resultados sobre su existencia [2].

Por otro lado, en un medio material, las ecuaciones que describen los fenémenos electro-

magnéticos estan descritos por las ecuaciones

VD = 4np,
V-B=0,
10B (1.5)
E+—=0
VX +08t ’
VxH_la_D:Zl_ﬂ-J7
c Ot c

donde E es el vector de campo eléctrico, B el vector de induccién magnética, D el vector de



desplazamiento, H el vector del campo magnético, p es la densidad de carga libre eléctrica y
J el vector de densidad de corriente libre. Para resolver las ecuaciones homogéneas se define

a los campos E y B en términos los potenciales ¢ y A como

10A

Un medio material esta caracterizado por las relaciones

D=D(E,B), H=D(EB), (1.7)

llamadas relaciones constitutivas, las cuales permiten resolver las ecuaciones no homogéneas

en (1.5). Existen medios materiales caracterizados por las relaciones constitutivas

0 1. 6
D=¢E- °B, H=-B+ "FE, (1.8)
s 1 s

donde £ y p son respectivamente la permitividad eléctrica y permeabilidad magnética, «
la constante de estructura fina y # es un parametro adicional denominado la polarizacién
magnetoeléctrica del medio. Los materiales descritos por estas ecuaciones constitutivas son
conocidos como medios-0, y a la teoria efectiva que los describe se le conoce como electro-

dinamica-6.

Las relaciones constitutivas (1.8) inducen densidades efectivas de carga y de corriente

« co a (00
ot = —B - V0, J=—(VOH XxE——|—)B, 1.
Pell = 2 v 47r2(v ) 4mr? (8t) (1.9)

Por lo tanto, como puede notarse, una caracteristica de la electrodinamica-6 es la aparicién
del efecto magnetoeléctrico, mediante del cual campos eléctricos inducen campo magnéticos
y viceversa. Esto debido a que la presencia de un campo eléctrico inducira la existencia de
una corriente efectiva, como se puede ver en la ec.(1.9) en todos los puntos donde V6 # 0,

producioendo de esta manera un campo magnético.

Podemos apreciar el efecto magnetoeléctrico [3] si consideramos el arreglo de la fig.1.1,
en el cual el semi-espacio superior (z > 0) estd caracterizado por las constantes de permi-
tividad eléctrica y permeabilidad magnética 1 y uy y el semi-espacio inferior (z < 0) por
las constantes €5 y 9. Ademds, consideremos el caso particular en el cual # tiene un valor

constante por partes

4



bk

\\ ,‘!I

(4:,8:) “§°(0,0,~d)
6 by

(1.10)

Una carga eléctrica puntual se localiza en el punto (0,0,d). Las ecuaciones de Maxwell,
las relaciones constitutivas y las condiciones de frontera habituales constituyen un problema

con condiciones a la frontera [4]

+
- = 2aBZ ‘z:O’

B[y = -20E.|_,
: (1.11)

donde E;| y B representan, respectivamente, las componentes tangenciales al plano z = 0 de
E y B. Para resolver el problema, usando el método de imagenes, se asume que, en el semi-
espacio inferior el campo eléctrico estd dado por una carga eléctrica efectiva ¢/e; y una carga
imagen ¢; en (0,0, d), mientras que el campo magnético esta dado por una carga magnética
puntual g; en (0,0, d). En el semi-espacio superior el campo eléctrico estd dado por la carga
q/e1 en (0,0,d) y una carga eléctrica imagen gz en (0,0, —d) y el campo magnético esta dado
por una carga puntual imagen g, en (0,0, —d). Este ansatz satisface las ecuaciones de Maxwell

en ambos lados y, restringiéndonos al caso en que €1 = 3 = €9 = s = 1, se debe cumplir que



q1 =42

a?P? P 0
= 1iap? on =50
g1=—92
B aP
- 1 +052P2q’

para que las condiciones de frontera (1.11) se satisfagan. Notemos que siempre que ¢ # 0 el
campo magnético sera distinto de cero. En este ejemplo es claro como, en la teoria efectiva
conocida como electrodinamica-, la presencia de cargas eléctricas induce también un campo
magnético

En esta tesis estudiamos las consecuencias de una generalizacién de la teoria efectiva de
la electrodindamica-6 a una teoria de Yang-Mills, en relacién con las soluciones que presentan
dyones en estas ultimas. En el Capitulo 2 se hace una breve revisiéon de qué son y como
se construyen las teorias de Yang-Mills. En el capitulo 3 estudiamos algunos ejemplos de
solitones topoldgicos para, en el Capitulo 4, revisar la solucién del dyon de Julia-Zee, que
es un soliton topoldgico que aparece en el modelo de Georgi-Glashow con grupo de norma
SU(2) [5]. A lo largo de este trabajo de tesis siempre que hagamos mencién del modelo de
Georgi-Glashow, sin especificar el grupo de norma, estaremos haciendo referencia al modelo
con grupo de norma SU(2). Finalmente, en el Cépitulo 5, se modifica el modelo de Georgi-
Glashow para incluir la generalizacién de la electrodindmica-f a una teoria de Yang-Mills
y se busca encontrar una solucién analoga al dyon de Julia-Zee en este nuevo modelo. En
el Apéndice A se exponen algunos resultados sobre algebras y grupos de Lie, los cuales se

ocupan a lo largo de la tesis.

En el Apéndice C se obtienen las ecuaciones de movimiento empleadas para obtener la
solucion de Julia-Zee, asi como los campos eléctrico y magnético para esta soluciéon, también
se calcula la contribucién del término-6 a las ecuaciones de movimiento para el modelo de
Georgi-Glashow modificado en el Cépitulo 5. En el Apéndice D se muestran algunas propie-
dades del término de Chern-Pontryagin para caso no-abeliano. Finalmente, en el Apéndice
E se deducen algunas expresiones importantes para la obtencion de la solucién encontrada

en el Capitulo 5.



Capitulo 2

Teorias de Yang-Mills

2.1. Un Ejemplo de Teoria de Norma: Electrodinamica

Escalar

El caso de la electrodindmica escalar es un caso prototipico y es de gran interés para noso-
tros, ya que a partir de él construiremos una teoria de norma [5]. En los calculos posteriores
emplearemos la métrica g = diag(—, +, +, +) y usaremos unidades naturales (¢ = h = 1).
Nuestra intencion es construir un Lagrangiano que contenga al campo escalar complejo, al
campo electromagnético y que sea invariante de norma, es decir que sea invariante bajo las

transformaciones locales de U(1)

6(x) — ¢'(x) = Mg (x),
5() — () = ¢~ (x), 2.1
Au(x) — Al (x) = Au(x) + é@ua(x).

Las acciones de cada campo libre, por separado, son

Sy = / d*z {—}LFWFW} . Sy = / d*z [-0"$0,0" — m*po*] . (2.2)

La acciéon del campo electromagnético es claramente invariante bajo las transformaciones
de norma dadas en la ec. (2.1), pero la accién del campo escalar no. Los problemas nacen

en los términos con derivadas

0,9 = ™[00 + i0,a(x) ] # ¥, 0. (2.3)
Para que esta teoria sea invariante de norma debemos promover la derivada normal 9, a

7



una nueva derivada D,,, llamada derivada covariante, de tal forma que se satisfaga

(Dug) = €@ D,. (2.4)

Notemos que si

D, =0, —ieA, (2.5)

se satisface la invariancia de norma. En efecto

(Dpo) = 0,¢" — ieA,¢ = €00 + e p0 o0 — ie A, e b — e;@u&ew%b =Dy (2.6)

Hay que notar que si tomamos a ¢* como un campo independiente, su derivada covariante

es el complejo conjugado de D,,¢.

Por lo tanto podemos decir que la siguiente accién con el campo escalar ¢ y A, es

invariante de norma:
1
S = / d*z [—ZFWFW — D*¢(D,¢)* —m*¢pg* | . (2.7)

El campo escalar y el potencial vectorial se acoplan con los términos no lineales: A,¢*0,¢

y AuA,¢"¢. La ecuacién de movimiento para el campo ¢ es

D'D,¢ —m*¢ = 0, (2.8)

y la ecuacién para ¢* es el complejo conjugado de la ec. (2.8). De la variacién de la accién

respecto al campo A, obtenemos la ecuacién de movimiento
O F" = 3", (2.9)
donde

j" = —il¢"D"¢ — (D"9)"¢), (2.10)

que es invariante de norma. En virtud de las ecuaciones de movimiento, esta corriente se

conserva: d,j" = 0.

8



Finalmente, concluimos en esta seccion que cuando pedimos que el Lagrangiano sea in-
variante de norma debemos promover las derivadas convencionales a nuevas derivadas co-
variantes, y como consecuencia obtenemos una corriente 7 que es invariante de norma y

conservada usando las ecuaciones de movimiento.

2.2. Simetrias Globales No-Abelianas

Notemos que la accién del campo escalar Sy es invariante bajo transformaciones locales
de U(1), que es un grupo abeliano. Ahora estamos interesados en estudiar teorias con si-
metrias globales no abelianas, para después promoverlas a teorias con simetrias no abelianas
locales. El modelo més simple con simetria no abeliana global es el modelo de N campos

escalares complejos ¢; con el Lagrangiano

L= —0"¢rd,0; — m*¢id — M)’ (2.11)

Es claro que esta teoria tiene simetria U(1), pero consideremos un elemento w € SU(N)
independiente de las coordenadas. En términos de las componentes matriciales de w los cam-

pos transforman como
La invariancia del Lagrangiano es evidente dado que:

O ¢ = prwiwi;d; = Gp(whw)d; = Grd (2.13)

Podemos mencionar mas ejemplos de teorias con simetrias no abelianas, como los siguien-

tes:

1. Supongamos que tenemos dos conjuntos de N campos escalares en forma de vector

columna ¢ y y, con el Lagrangiano:

L=—0"¢'0,0 — mid'o — M(610)” — 9*x19,x

o e L, (2.14)
—mx'x — A (xX'X)” = As[(07x)7 + (X'9)°].

Es claro que este Lagrangiano es invariante bajo la transformacién del grupo SU(N)

' — wo,
o e



10

2. Supongamos ahora que tenemos un doblete de campos escalares ¢ = (¢, ¢2)T que

transforma bajo la representacion fundamental de SU(2) y ademds tenemos un triplete
€* con a = 1,2,3 de campos reales, que transforma bajo SU(2) con la representacion

adjunta.

Para ver como transforman los campos £* definimos la matriz

£ =rT1%", (2.16)

donde 7% son las matrices de Pauli. Empleando la definicién de la representacion fun-

damental y la adjunta tenemos

6 — o =wo,
1

A7
§— & =wlw™, (2.17)

donde w € SU(2). Un Lagrangiano invariante puede ser construido como
L=—0"¢10,6 — M\ (') + 010, — Ma(€7€)% — X301 (€) 9. (2.18)

La invariancia del Lagrangiano es evidente si notamos la invariancia de los términos
(£°€")? y ¢t (77¢*)¢. Al ser Z- los generadores hermitianos de SU(2), éstos estan dota-
dos de la siguiente propiedad

Tr(r%7%) = 26°°. (2.19)

De esta forma

Es claro que esta ecuacion es invariante bajo las transformaciones (2.17), dado que

podemos conmutar las matrices dentro de la traza. Finalmente veamos el término

¢ = (¢w') (wew™)(we) = ¢'¢o. (2.20)

Por lo tanto el lagrangiano (2.18) es invariante bajo las transformaciones (2.17).



2.3. Invariancia de Norma No-Abeliana y Campos de
Norma: El Grupo SU(2)

En esta seccion nos propondremos generalizar el caso de la electrodindamica escalar con
grupo de norma U (1), al caso en el que el grupo de norma sea no-abeliano. Consideremos de

nuevo una teoria de dos campos complejos escalares

¢ = (¢1,02), (2.21)

con el Lagrangiano

L= —0"410,0 — m*6i — A(919)". (2.22)

Como se vié este Lagrangiano es invariante bajo transformaciones globales de SU(2).
Ahora lo que haremos es tratar de modificar el Lagrangiano para que se invariante de norma
bajo transformaciones de norma locales de SU(2). Es decir queremos promover la simetria

para transformaciones

o — ¢ =wkx)p, wx)e SU(2). (2.23)

Como en los casos anteriores la parte del potencial del Lagrangiano es invariante bajo
estas transformaciones, y como en el caso de la electrodinamica escalar el problema esta en

el término con las derivadas:

0,¢" = w(x)0,¢ + O,w(x)e. (2.24)

De nuevo, para arreglar el problema, promovemos la derivada normal a una derivada

covariante que satisfaga que
(D,¢) = w(x)D,é. (2.25)
De esta forma proponemos

Dy = 0+ Ay, (2.26)

Ahora veamos qué condiciones debe satisfacer A,. Veamos primero cémo debe transfor-

mar. Se tiene que

D¢ = 0,0 + AL = wd,¢ + AL we + 9w, (2.27)

11



y necesitamos que ésto sea igual a wD,¢ = wd,¢ + wA,¢, de donde se sigue que

duw + A w = wA,. (2.28)
Es decir A, debe transformar como
Al = wAw ™ +wdw, (2.29)
donde hemos usado que
ww ' =1= 9,(ww™') = 0. (2.30)

Aproximando a w = 1 + €(x) alrededor de la identidad, donde €(x) esta en el algebra de

SU(2), se tiene a primer orden que

w(x)0,w ™ (x) = —0,€(x). (2.31)

De esta forma A, toma su valores en el algebra de Lie.

Por lo tanto las transformaciones de norma, con el grupo de norma SU(2), son

Ay — A, = wA,w ™t + wd,w

(2.32)
6 — & = wo.
El Lagrangiano para el campo escalar que es invariante de norma es
Ly = —D"¢'Dyp — m2le — A(olo)2 (2.33)

Una de las primeras diferencias que notamos en el caso no-abeliano, es que cuando nos
restringimos a transformaciones globales, el campo vectorial A, transforma de forma no
trivial

A, — A =wAw (2.34)

Ahora veamos como cambia el Lagrangiano para el campo A,,. Inspirados en cémo trans-
forma A, bajo las transformaciones de norma, le pedimos al campo F},, que transforme bajo

estas en la representacién adjunta
Fl, =w(x)Fu,w ' (x). (2.35)

De esta forma, al ser SU(2) un grupo compacto, el Lagrangiano invariante de norma sera

de la forma Tr(F*F),, ). Esperarfamos que F), tuviera una forma parecida a d,4, — 0,4,

12



sin embargo esta expresion no transforma de forma apropiada. Para que transforme segin
la ec. (2.35) debemos agregar el término extra [A4,, A,], de tal forma que el campo F),, que

transforma como queremeos es

F.=0,A,—-0A,+[A,A). (2.36)
Entonces el Lagrangiano para A, libre invariante de norma es

1 v
,CA == 2—62 TI'(FMVFM ), (237)

donde €? es una constante positiva. En el Lagrangiano tenemos términos de 2do y 3er orden

en A, por lo cual en esta teorfa A, interactia consigo mismo.

Como sabemos un elemento A, del dlgebra SU(2) puede ser expresado en términos de
los generadores anti-hermitianos del algebra
1T

Ay =et"A S (x) con t"= 5 (2.38)

donde a = 1,2, 3, siendo ¢* la base del algebra y A las componentes de A, respecto a esta
base. De esta forma podemos reescribir a F,, en términos de sus componentes de la base del

algebra

F,, =et"F,,°, (2.39)

donde

Fo,%=0,A,% — 0,A% +ec™A A0 (2.40)

y €% son las constantes de estructura del grupo SU(2). Con estas componentes también

podemos expresar al Lagrangiano de la siguiente manera

§ab

1 1
La= 55 Tr(F"Ey) = =7 F"F,," con Tr(tt?) = — 5

o (2.41)

Cabe mencionar que el término de la traza tendra términos de orden 3 y 4 en el campo
de norma, de modo que tendremos términos que acoplan al campo de norma consigo mismo.

Por tanto en el caso no-abeliano el campo de norma interactiia consigo mismo.
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Es importante hacer notar que F),, satisface la identidad de Bianchi. Empleando la pro-

piedad

{D/»MDI/] = F/.Ll/' (242)

Y definiendo la accién de la derivada covariante sobre un elemento del algebra F' € su(2)

co1mo

D,F = 8,F + [A,, F), (2.43)

se puede probar que

[Dyus [Dy, DAl = Dy Fon, (2.44)

lo cual combinado con la identidad de Jacobi

[Dy; [Dy, DA]] + [D, [Dyw; Dyl} + [Dy, [Dy, D]] = 0, (2.45)

da como resultado la identidad de Bianchi

D,F,»+ DyF,, + D,Fy, = 0. (2.46)

2.4. Generalizacién a SU(n)

Brevemente describiremos como se generalizaria lo que hemos visto al grupo de norma
SU(n). El campo de norma toma valores en el algebra su(n). Si t* son los generadores

2

anti hermitianos de este grupo (para SU(n) se tiene a = 1,2,...,n* — 1), entonces podemos

escribirlo como

A, = et® Al (2.47)

El campo F), toma valores en el algebra, estd dado por la ec. (2.36) y junto con A,

cambian bajo transformaciones de norma como

A, — A =wAw ! +wdw, we SU(n),

(2.48)
F,, — F/'“, = wF,w "
Las componentes de F},, en la base del dlgebra son
F,*=0,A"— 0,4, +eC™AL AS (2.49)
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donde C'%¢ son las constantes de estructura del grupo.

Supongamos también que ¢ estd en la representacién adjunta del SU(n), por lo tanto

podemos escribirlo como

¢ =119, (2.50)

donde ¢* son campos reales. Al estar en la representacién adjunta, el campo ¢, transforma

CcOo1mo

¢ — ¢ =wopw™, we SU(n). (2.51)

Su derivada covariante es

Du¢ = au¢ + ad(A,u)(b = au¢ + [A,ua ¢]7 (2'52)

que en términos de sus componentes es
D¢ = 0,0" + eC™ Ab . (2.53)

El Lagrangiano invariante de norma que acopla a los campos A, y ¢ es
1 ra a a a a [a a |a
S= [ |- {PE - (DU0P (D0 - mire <N ] (250

donde hemos supuesto que el campo ¢ interactua consigo mismo de la forma mas simple.

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen del Lagrangiano son

(DuF™) = e, 7 = —eC™(D ¢)¢r, (2.55)
D'D, ¢ — m2¢™ — 2X(¢°¢%) o™ = 0, (2.56)

donde
(DuFA)* = 0, F* 4 eC** A P FV. (2.57)

Concluimos este capitulo senalando que F},,,, para este caso, también satisface la identidad

de Bianchi. La demostracién es totalmente andloga a la del caso en el que el grupo de norma

es SU(2).
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Capitulo 3
Ejemplos de Solitones Topoldgicos

Los solitones son soluciones con energia finita a las ecuaciones clasicas no lineales de
los campos. Estos son funciones localizadas de las coordenadas, y por lo tanto conforman
paquetes localizados de energia, que decrecen rapidamente en el infinito espacial. La exis-
tencia y estabilidad de este tipo de soluciones se debe a la no linealidad de las ecuaciones de

movimiento.

Existen varios tipos de solitones. El tipo de solitones con los que estaremos trabajando
de ahora en adelante son llamados solitones topolégicos estaticos. Estaticos refiriendonos a
soluciones que no dependen del tiempo y el significado del término topoldgico sera explicado

a lo largo de esta seccién.

3.1. Kink

El ejemplo més simple de un soliton topolédgico es la solucién del kink. Esta solucién nace
en una teoria que consiste de un campo escalar real en un espaciotiempo dos-dimensional.

La accién para esta teoria es
2 1 Al 9o
S=[|dx —53“(;58“(/5— Z(qﬁ —v)*|, (3.1)

donde 4w son los vacios clasicos y i = 0, 1. La ecuaciéon de movimiento para el campo ¢ es

0"0,¢ — g—‘; =0, donde V(¢)= %(ng —v?)?, (3.2)

La energia de este sistema es
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E= /da: [% <%>2 + % (%)2 + %(ﬁ — v2)2] : (3.3)

Como ya se mencioné anteriormente, un solitén estatico es una solucién ¢4(x) a las ecuacio-
nes de movimiento que tiene energia finita y no depende del tiempo. Por lo tanto, la energia

para nuestra solucion estatica ¢ (x) es

n- farly(2) - ). 3.4

Notamos que, para que la energia F sea finita, las minimas condiciones que debemos

imponer son que ambos integrandos tiendan a cero cuando |z| — oo. Estas dos condiciones

se satisfacen si pedimos que nuestra solucién ¢, cumpla que
lim ¢s(x) = £v. (3.5)
Dado que ¢ = 0 la ecuacién de movimiento para el campo escalar es

0)%
e — =0. 3.6
'~ 3l (3.6)

Podemos resolver esta ecuacion de la siguiente manera. Primero fijemos las condiciones de
frontera en el infinito para ¢,. Sabemos que las condiciones en infinito para el campo escalar
estds dadas por la ec. (3.5). Para tratar con un caso especifico pidamos que las condiciones

sean ¢4(00) = vy ¢s(—o0) = —v. Multiplicando la ec. (3.6) por ¢ tenemos

= @i, — (0V) s = 0
dpsdps OV (d¢s)

dz? dx  0¢ \ dzx
Boydp, OV [ d, (3.7)
:>/ [daﬂ dr 96, <dxﬂdx_€o
¢/2
— 75 — V = €p.

Para determinar la constante de integracion €, usaremos las condiciones de frontera. Da-
do que en z = oo se tiene que @5 = v, entonces V(¢ps(c0)) = 0y ¢.(oc0) = 0, lo que implica

€0 = 0. De la ecuacion (3.7) se sigue que

¢ =1/ 5" = ¢7), (3.8)
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donde hemos tomado la raiz positiva de tal forma que

lim ¢, = tw. (3.9)

r—+oo

La solucién a esta ecuacién es

¢s = vtanh <\/§($ — xo)) , (3.10)

donde z( es una constante de integraciéon, y representa el centro del kink.

Discutamos en qué sentido la solucién del kink es un solitén topoldgico. En la bisqueda de
soluciones con energia finita encontramos que dichas soluciones deben cumplir las condiciones
impuestas por la ec. (3.5). Esto implica que cualquier solucién con energia finita mapea los dos
puntos r = o0y x = —o0 en el conjunto formado por los dos puntos v y —v. Deformaciones
continuas del campo ¢, como la evolucién temporal o el efecto de fuentes externas, que
no conduzcan a alterar la finitud de la energia de las soluciones, no afectaran los valores
de los campos en en infinito espacial, lo que implica que los mapeos entre los conjuntos
{z = 00,2 = —00} vy {¢p =v,¢ = —v} definidos por estas soluciones se mantendrén también
sin cambios. Es decir que si en un punto del tiempo se tiene una configuraciéon con energia
finita sus condiciones de frontera se mantendran. En este sentido, se dice que dichos mapeos

son una caracteristica topoldgica de las soluciones con energia finita.

Es claro que los puntos del conjunto {x = 0o, = —oo} pueden ser mapeados en puntos
del conjuntos {¢ = v, = —v} de cuatro formas distintas
L ¢(o0) =v, ¢(—00)=v.
2. ¢(o0) =—v, @(-00)=—v
3. ¢(oo)=v, ¢(-00)=—v
4. P(o0) =—v, ¢(-00)=v

Esto significa que el conjunto soluciones con energia finita puede ser dividido en cuatro
subconjuntos ajenos, y que la evolucién temporal, en su caso, no saca a un campo de su
subconjunto. Notemos que el vacio clésico ¢ = v esta contenido en el subconjunto 1 mientras

que el kink estd contenido en el subconjunto 3.

3.2. Un Teorema Sobre la Ausencia de Solitones

En esta seccién revisaremos un resultado que nos permite descartar, en algunos casos, la
existencia de soluciones estaticas no-triviales a las ecuaciones de movimiento en teorias de

norma con escalares.
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Consideremos el modelo de una teoria de norma en un espaciotiempo (d + 1) dimensio-
nal. Por simplicidad nos restringiremos al caso en el cual los elementos del grupo de norma
G pueden ser vistos como matrices. Sea A, el campo de norma y ¢ un campo escalar que
transforma de acuerdo con la representacién unitaria 7' del grupo G, es decir T(A), donde

A € g, es una matriz unitaria. La densidad lagrangiana de esta teoria es

L= o TH(Fu ™) — (D) (D) — V(0), (3.11)

donde

F.,=0,A, —0,A,+ A, A,

(3.12)
Dy¢ = [0, + T(Ay)]o-

Consideremos el caso en el cual los campos no dependen del tiempo y en el que se fija la

norma Ay = 0. Por lo tanto para los campos que cumplen estas condiciones se tiene

Dy = 0. (3.14)

Notemos que la no dependencia del tiempo de los campos no es un concepto que sea
invariante de norma, sin embargo las ec. (3.13) y (3.14) si lo son, por lo tanto podriamos
usar estas dos ecuaciones para redefinir, de una forma méds conveniente, el tipo de campos

en los que estamos interesados.

La formulacién del resultado que queremos obtener requiere que hagamos una serie de
suposiciones. Primero supongamos que el potencial V(¢) esta acotado por abajo, de tal for-

ma que podemos elegir un vacio clasico ¢, tal que

Vigo) =0 y V(¢)=0 . (3.15)

Ademas de esto, debemos suponer la existencia de unos campos, A (x) y ¢4(x), que sean

soluciones estaticas a las ecuaciones de movimiento con energia finita.

La energia de este modelo es

1 g .
B = [[dte | o DY) + (D'0) (D) + V(o). (3.16)
Consideremos la siguiente familia de campos
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(3.17)

donde A es un parametro real.

Para el caso estatico, los campos que extremizan al lagrangiano también extremizan al
funcional de energia, por lo tanto el funcional (3.16) es extremal cuando A = Ay ¢ = ¢s.

De este modo, el funcional de energia calculado en la familia de campos (3.17),
E(\) = E[A\(x), ¢A(x)], (3.18)

debe tener un extremo en A = 1, es decir

dE

— = 3.19
dA Ih=1 ( )

Veremos en que en algunos casos esta situacion es imposible.

Calculemos E(\), haciendo el cambio de variable y = Ax. Tenemos que d%z = A\~%d%y y

Oyi = A0,:. Usando esto obtenemos

DY ha(x) = [0x + T(Ax(x))] $(x)
= [y + AT (A (Ax))] ds(Ax)

(3.20)
—A [0y + T(As(y))] &s(y)
:)\qubc(Y)
y Fj; transforma como
F (%) =0, 4(x) — 0, AL (x) + [A3 (%), AL (x)],
=N (D Al(y) — D Al(y) + [AL(y), AL(y))), (3.21)
=N F(y).
Entonces E(\) es
B =N [ty = A TR ()P ()
€ (3.22)

+ 02D (y)60) (Ditu(y)) + V(6(y))]

Si nombramos
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G = [ty |- s T ) P3| (3.23)
r- / d'y(D(y)6,)! (Dids (3)). (3.24)
= / YV ((y)), (3.25)

la energia puede reescribirse como

E(\) = MG 4+ N0 4+ A4, (3.26)

Imponiendo la condicién (3.19) se obtiene que

(4—d)G+ (2 —d)L — d¥ = 0. (3.27)

De esta ecuaciéon y de considerar que G,I',¥ > 0 (— Tr(F'i(;)(y)F(S)ij > 0 en virtud del

producto interior definido en (A.9)) se derivan los siguientes posibles casos:

1. d > 4 : Esta condicién implica que

4—d=-a’<0, (3.28)
2—-d=-p%<0, (3.29)
con o, 32 > 0. Usando la ec. (3.27) tenemos que

— (@®G + BT + d¥) = 0. (3.30)

Esta ecuacion se satisface solo si G = I' = ¥ = 0 y ésto solo ocurre si los campos A4(x)

y ¢s(x) son las soluciones triviales, es decir ¢; = ¢, y As = 0.

2. d =4 : En este caso la ec. (3.27) toma la forma

— T — 4T = 0 = —2T = 40. (3.31)

Dado que G, ¥ > 0, esta condicion solo se satisface si I' = W = 0, esto implica que

22



¢ = ¢,. Sin embargo no se impone ninguna constriccion sobre GG, esto quiere decir que
la posible existencia de una solucién estatica con energia finita requiere forzosamente

que el campo escalar sea el vacio clasico.

d = 3 : De esta condicién se obtiene que

G—T —30 =0, (3.32)

donde no se impone ninguna constricciéon sobre G, I' y . Por lo tanto, nuestro analisis

no prohibe la existencia de soluciones no triviales estdticas con energia finita.

Es importante senalar que en este caso, aunque no se prohiba la existencia de soluciones,
tampoco se cuenta con la informacion necesaria para concluir que dichas soluciones

existen.

d < 3 : Para este caso se tiene

4—d=a?>0, (3.33)
2—d=p*>0, (3.34)

lo que implica que
o?G + BT — d¥ = 0. (3.35)

Esta ecuacién de nuevo no impone alguna constriccion sobre G, I' o ¥, por lo cual

nuestro analisis no es concluyente.

En conclusién, el andlisis empleado aqui, que se conoce como argumento de escala (puesto

que se emplearon transformaciones de escalamiento para su implementacién (3.17)) prohibe

la existencia de soluciones clédsicas no triviales con energia finita para d > 4, para teorias de

norma acopladas con campos escalares de la forma dada por la accién (3.11). Para d = 4

solo se prohibe la existencia de una solucién no trivial para el campo escalar y no para el

campo de norma.

3.3.

El

El Vortex

vortex es el ejemplo mas simple de un solitéon en una teoria de norma con escalares.

Este surge en un modelo con grupo de norma U(1) donde ocurre el mecanismo de Higgs y
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en un espaciotiempo de (2 4 1) dimensiones. De esta forma, el campo de norma solo consis-
tird de las componentes A, (z) (los indices del algebra no apareceran), con ¢ = 0,1,2. Las
transformaciones de norma para el campo de norma y para el campo escalar complejo ¢(x)

son

P(x) = e p(x), (3.36)
A, (x) = A,(x) + é@ua(x). (3.37)

El lagrangiano para este modelo es

L=~ F*Fyy — (D) Dy~ 5(6°6 ) (3.33)

con D,¢ = 0,¢ — ieA,¢ y donde el vacio clasico se ha elegido como A, =0y ¢ = v. Las

ecuaciones de movimiento para los campos son
Ol = —i[¢"(D"¢) — (D"¢")¢],
D'Dyp = —\¢*d — v*)¢,

y el complejo conjugado de la ultima ecuacién es la ecuacién de movimiento para ¢*.

(3.39)

Para buscar una solucion de solitén, consideremos el caso en el cual los campos no son
singulares, no dependen del tiempo y en el que se fija la norma Ay = 0. Para este tipo de

configuraciones el funcional de energia es

BIAG). 000 = [ o |{FE, + (Do Dot S@o- 2P| Gao

Una condicion necesaria para que la energia sea finita, es que el término correspondiente

a la energia potencial tienda a cero en el infinito espacial, lo que sucedera si se cumple

lim |¢] =v. (3.41)

|x|—o00

A partir de esta condicién podemos generar una serie de conclusiones importantes. Con-
sideremos un circulo de radio R con centro en el origen. Si R es lo suficientemente grande, el
modulo del campo escalar evaluado en ese circulo es igual a v. Aunque el valor del médulo
del campo escalar esté fijo, la fase del campo escalar puede depender del angulo polar 6 en
el espacio dos dimensional. De esta forma para |x| = R podemos escribir al campo escalar

de la siguiente manera

¢ = ey, (3.42)
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Esta funcién define un mapeo del circulo de radio R en el circulo de radio v en el plano
complejo. Este mapeo se puede caracterizar por un nimero entero n = 0, £1, +2, ..., llamado
nimero de enrollamiento, que representa el nimero de vueltas que dicho mapeo da al circulo
de radio v. Los ntimeros enteros positivos representan el numero de vueltas que el mapeo da
en sentido opuesto de las manecillas del reloj y los negativos las vueltas en sentido de las

manecillas del reloj.

Los mapeos con diferentes n pueden expresarse como

¢ = ey, (3.43)

Es evidente que la fase de ¢ no es un invariante de norma, sin embargo, n si es invariante

bajo transformaciones de norma que sean suaves en todo el espacio dos dimensional.

Por ejemplo, uno podria tratar de cambiar a n utilizando una funcién de norma

o) = ¥, (3.44)

Sin embargo, notemos que esta transformacién de norma es singular para el campo vectorial

1 1

puesto que se comporta como 1/r cuando r — 0. Aunque éste no es un resultado general,
dado que estamos tomando una transformacion de norma especifica, nos da una idea de como

funcionaria casos mas generales.

El numero n, que caracteriza el comportamiento asintético de ¢ se define como

n= L @, (3.46)

271 -

donde 7 es una curva cerrada que da una vuelta al origen del sistema coordenado. El niimero
de enrollamiento no cambiara atin cuando la curva ~ sufra deformaciones continuas, en virtud
del teorema de la deformacién del cdlculo en variable compleja [6]'. Por lo tanto, podemos
concluir que el nimero de enrrollamiento n es de cardcter topolégico y nos permite clasificar el

comportamiento de las soluciones en el infinito espacial. Como en el caso del kink el conjunto

'TEOREMA: Sea f analitica en un conjunto abierto A, siy; y 72 son dos curvas cerradas homotdépicas en

G, entonces f% f= fw f
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de soluciones con energia finita se puede dividir en subconjuntos disjuntos, caracterizados
por un ni mero entero n = 0, +1, 42, 43, .... Al ser n es una propiedad invariante se tiene que
bajo deformaciones continuas de ¢, en especial por las dadas por la evolucion temporal, si
en un instante del tiempo una solucién con energia finita tiene un nimero de enrrollamiento
n # 0, éste no cambiara conforme el tiempo avance, por lo tanto dicha solucién no se disipara

al vacio clésico, puesto que éste tiene un numero de enrrollamiento n = 0.

Dos soluciones con el mismo n se relacionan, de forma asintética, a través de una trans-

formacién de norma. Si tomamos a ¢ = e/®v y calculamos n tenemos

n=— Y4 = —[f(2r) — £(0)]. (3.47)

1 [T d(we®) 1 /2” df 1
2w Jy el 2w fo df 27

Ahora consideremos dos soluciones con el mismo n, de tal forma que asintoticamente se

comporten como

¢ = 1Oy, (3.48)

¢y = €20y, (3.49)
De este modo se tiene

¢y = /210g, (3.50)

con fo1(0) = fo(0)— f1(6). Como ¢y y ¢ tienen el mismo niimero de enrrollamiento se cumple
que f1(2m) — f1(0) = fo(27) — f2(0). Notemos que esta fase tiene nimero de enrrollamiento

Cero

fa1(27m) — f21(0) = 0. (3.51)

Hemos encontrado una transformacion de norma que nos relaciona dos soluciones con el
mismo 7, sin embargo la tranformacién de norma dada por la funcién, e21(9) no es suave en
todo el espacio, como puede verse por la ec. (3.45). No obstante, a partir de ésta podemos
construir una nueva funciéon de norma que si lo sea. Consideremos la siguiente funcion de

a(r,0) = g(r) fa(0), (3.52)

donde ¢(r) es una funcién suave arbitraria que satisface g(r — 0) =0y g(r — o0) = 1. Bajo
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transformaciones de norma con esta nueva funcion « el campo ¢; se transforma en

¢ = e g, (3.53)

que en general cumple que ¢ # ¢}. Sin embargo, ¢} tiene el mismo comportamiento asintéti-
co que ¢s. De esta forma, usando transformaciones de norma que son suaves en el espacio,

podemos ver que asintoticamente todas los soluciones con el mismo n son equivalentes.

Busquemos ahora soluciones en forma de solitén con n = 1. Como vimos, para |x| — oo,
la forma de el campo escalar es

¢ = v, (3.54)

Dado que, en coordenadas polares, el elemento de drea esta dado por d?x = rdrd6, el término
(D'¢)*D;¢, en el hamiltoniano (3.40), debe decrecer més rapido que 1/r. Sin embargo, ésto
no sucede, puesto que la derivada tiene la forma

%

0;¢0 = (") <_%€ijnj> con ni=L. (3.55)

r

Podemos arreglar este problema fijando la siguiente condicién al infinito para el campo vec-

torial
i = 67“61]” ) .
asi
. ) . 1 . .
Dip = 0up— e A = — () (;e,-jnﬂ) i (Egijnﬂ> (e0) = 0. (3.57)

Este comportamiento asintético para A; es pura norma, por lo tanto F;; decrecerd més

rdpido que 1/r% a pesar de que A; decrezca como 1/7.

Para obtener una solucién de soliton, debemos encontrar una solucién suave a las ecua-
ciones de movimiento que satisfaga las condiciones (3.54) y (3.56). Con este fin se propone

el ansatz

o(r,0) = ve F(r), (3.58)
AZ‘(T, 0) = —e—iﬂgijnjA(T% (359)
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donde F(r) y A(r) son funciones que deben ser encontradas a partir de las ecuaciones de

movimiento.

Usando el ansatz en las ecuaciones de movimiento (3.39), se obtienen las siguientes ecua-

ciones diferenciales ordinarias

d (1dA F2(1 - A)
R et —9 2,2 — .
dr (7’ d'r’) < r 0 (360)
d [ dF . F1—A%)
. (r dr) + M rF(F—1)+ . = 0. (3.61)

Es importante mencionar el hecho de que las ecuaciones de movimiento generales se reduzcan

a dos ecuaciones para dos funciones F'y A, es una propiedad no trivial del ansatz.
De las condiciones (3.54) y (3.56) se sigue que las funciones A y F' deben satisfacer

lfm (F,A) = (1,1). (3.62)

r—r00
Adicionalmente, para que los campos sean suaves en el origen debemos imponer

lim (F, A) = (0,0), (3.63)

o de forma mas precisa, cuando r — 0 el comportamiento de las funciones debe ser tal que
F(r)=0(r) y A(r) = O(r?).

Para terminar esta seccion, debemos mencionar que desafortunadamente no es posible
encontrar una solucién analitica a las ecuaciones para F'y A con las condiciones de frontera
(3.62) y (3.63). Y que dichas soluciones deben ser encontradas numéricamente. Pese a esto,
hemos podido analizar el caracter topologico de las soluciones, utilizando solo las condiciones

de que éstas sean estaticas y que tengan energia finita.
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Capitulo 4

El Dyon de Julia-Zee

Un ejemplo importante de solitones topoldgicos son los dyones, que son soluciones estati-
cas a las ecuaciones de movimiento de los campos que poseen tanto cargas eléctricas como
magnéticas. En esta seccién discutiremos la solucién de dyones de Julia-Zee [7], la cual surge
en un modelo de teoria de Yang-Mills con grupo de norma SU(2). Haremos especial énfasis
en el procedimiento para obtener la solucién, dado que tener muy claro ciertos detalles de

éste sera de vital importancia para la seccién posterior.

4.1. Modelo de Georgi-Glashow

El modelo con el que trabajaremos es el llamado modelo de Georgi-Galshow, el cudl es un
modelo con grupo de norma SU(2) y un campo de Higgs, ¢(x), que vive en la representacion
adjunta del grupo. Dado que el espacio de la representacion adjunta es el dlgebra del grupo,

podemos escribir al campo de Higgs como

Ta

— a ta ta:__
6= " ()1, con a

(4.1)

donde ¢%(x) es un triplete de campos escalares reales (a = 1,2,3), y t* son los generadores
anti-hermitianos de SU(2).
De la misma forma, puesto que el campo de norma esté en el algebra del grupo, podemos

escribirlo en términos de sus componentes respecto a la base

Ay =eA St (4.2)

Estos campos tranquilasforman bajo transformaciones de norma como
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¢ — ¢ = Ad(w)d = wow ™, (4.3)

Ay — A = wAw™ +wdw (4.4)

La accion para este modelo es
S = /d%: —lFW“F @ _ 1DWD - 5(¢a¢a —v?)? (4.5)
4 m 2 # 4 ’ '

donde p,v =0,1,2,3 y

D" = 9,0" + e™ A, 24", (4.6)
F,*=0,A"—0,A," +ec"™ALAS. (4.7)

Detalles sobre el como transforman las componentes ¢ y la invariancia de los términos que
los involucran en la acciéon pueden verse en el Apéndice B. Las ecuaciones de movimiento

que surgen de hacer la variacién en esta accién son

D, F = —ee™ (D ¢) ¢, (4.8)
D'Dy¢" = =A(¢'¢" — v)¢". (4.9)

4.2. Las Ecuaciones de Movimiento y El Ansatz
Tanto la soluciéon del monopdlo magnético como las de dyones surgen, en el modelo de

Georgi-Glashow, en la bisqueda de una solucién estatica esféricamente simétrica. Siguiendo

a Prasad y Sommerfield [8], dicho ansatz es

,n/(l
A =—J
0 er (T)a
. nk
A0 = e (K (r) - 1), (4.10)
er
nCL
o — " H
o = LH(r),

donde n® = £=. Usando este ansatz en las ecuaciones de movimiento (4.8) y (4.9) se obtiene
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(Apéndice C)

r?J" =2JK?,
7’2H":2HK2—)\H(7’2—€1—2H2), (4.11)
rPK" = K(K* - J*+ H* - 1).

Ademas de este sistema de ecuaciones diferenciales, necesitamos especificar las condicio-

nes de frontera que deben satisfacer las funciones J, Ky H. Para que los campos (4.10) sean

regulares en el origen debemos imponer

lim (E i,K) = (0,0,1). (4.12)

r—0 \ er’ er

La condicion de frontera en el infinito para los campos la obtendremos de pedir que la

energia del sistema sea finita. La energia del modelo es

2l /d?’l‘ |:Zl Fija Fija _ §F10a Fi()a §Di¢a D'¢® — §Do¢a DO¢a Z(¢a¢a_v2)2:| :
(4.13)

que en términos del ansatz se puede reescribir como

K')2 N2 N2 K2-1)2 K2(u2+ 2 A2 — p2)2
H:/d%{(ezr)z +(u2> +(f2) LS 262714) N (ur2 ). (u4v)], (4.14)

conu =2y f= 2 Para que la solucién tenga energfa finita, debemos imponer las siguien-
er er

tes condiciones de frontera

lim (f,u, K) = (Cy, +v,,0), (4.15)
r—00
es decir
J H
lim (—, —,K) = (Cp, +v,0), (4.16)
r—oo \ er’ er

donde Cj es una constante arbitraria.
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4.3. Solucién Explicita en el Limite de BPS

Las ecuaciones (4.11) no pueden resolverse de forma explicita para el caso en el cual
A > 0. Sin embargo, existe una familia de soluciones exactas para el caso A = 0 (llamado
limite de Bogomolny—Prasad y Sommerfield, abreviado BPS) [8], que representa fisicamente

la situacién en la cual el campo escalar no interactia consigo mismo.

En el limite de BPS se tiene

r’J" =2JK?,

r?’H" = 2HK?, (4.17)

r?K" = K(K?—J*+ H* - 1).
Notemos que, cuando A = 0, el término M ya no aparece en el hamiltoniano, en conse-
cuencia u puede tender una constante arbitraria cuando r — oo, y ya no forzosamente a 4uv.
Por lo tanto, las condiciones de frontera en el infinito se pueden reformular de la siguiente

manera

H
lim (i,—,K) = (C(),Cl,()). (418)
er er

r—00

quedando las condiciones en el origen (4.12) sin cambios.

Para resolver las ecuaciones (4.17) es conveniente resolver primero el caso en que J =0

r*H" =2HK?,
(4.19)
r*K" = K(K*+ H* - 1),
donde la energia asociada es
4 [ 5 1 9 1 9 K*H?
H:e_2/0 [(K/) B = HP 4 (K2 = 1)+ = | dr (4.20)

Es claro que las ecuaciones (4.19) son las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional de
energia (4.20), por consiguiente, cualquier conjunto de campos que extremize al funcional
energia serd solucién a las ecuaciones de movimiento (4.19). Realizando una serie de integra-

ciones por partes y utilizando las condiciones de frontera, se puede llegar a que

4 o0
H:%/
€” Jo

Podemos notar que la energia esta acotada por abajo, y el minimo se alcanza cuando

4’71'01 2471'01. (421)
e (&

(K,+ KH>2+ (rH' — H + K? — 1)?

r 2r2

]dr—l—
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rK'= —KH,
(4.22)
rH = H— K>+ 1.

Las soluciones de (4.22) también son soluciones a (4.19) (Maison demostré que ambos siste-

mas de ecuaciones son equivalentes [9]), dado que éstas extremizan al funcional de energfa.

Ahora, siguiendo el procedimiento expuesto en [2], obtendremos una solucién explicita a

este nuevo par de ecuaciones. Hagamos el siguiente cambio de variable

De esta forma las ecuaciones (4.22) se transforman en

U =V? (4.25)
V' =UV. (4.26)

De aqui se sigue que

UU=U0V? VvV =UV?
— UU-V'V=0
d(U? = V?) (4.27)
S S|
dr
= U?2-V?=0(,,

donde C5 es una contante de integracion. Podriamos tratar de determinar esta constante

empleando las condiciones de frontera, sin embargo esto resulta en que

1 H\* [(K\’
HmUﬁ4ﬂ:ﬁm(———)—<—):C%%:%gzﬁé, (4.28)
r—00 r—oo \ T r r
lo cual no impone ninguna condicién sobre Cs.
Usando (4.27) en (4.22) obtenemos
U =U?—C,y, (4.29)
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que tiene dos posibles soluciones

U = —C coth(Cr + B), (4.30)
U = —Ctanh(Cr + ), (4.31)

donde C' = ++/C5. No obstante, para que las condiciones de frontera en el origen (4.12) se
satisfagan debe descartarse la solucion de la tangente hiperbdlica y ademas debemos pedir

que 3 = 0. De este modo, la solucién es

H = Crcoth(Cr) — 1,
O (4.32)

~ sinh(Cr)’

Para dar una solucién al caso en que J # 0, notemos que el sistema de ecuaciones (4.17)
se reduce al sistema (4.19) si hacemos la transformacién

H — cosh(a)H, J — sinh(a)H, (4.33)

donde « es una constante arbitraria. Luego una soluciéon para J # 0 es

H = cosh(a)Cr coth(Cr) — 1),
J = sinh(a)(Cr coth(Cr) — 1), (4.34)
~Cr
sinh(Cr)

4.4. Carga Eléctrica y Magnética

Para definir correctamente al campo del fotén (electromagnético) debemos ser cuidado-
sos. En un punto especifico del espaciotiempo el campo ¢ = (¢', ¢?, ¢*)T apuntard en una
direccion especifica en el espacio del algebra de Lie. Esto provocara, debido el mecanismo
de Higgs, que dos de los generadores del grupo produzcan un rompimiento de la simetria de
norma. Este rompimiento de simetria dara como resultado que, en vez de tener tres cam-
pos vectoriales sin masa, se tengan dos campos vectoriales con masa y uno sin masa, que
es justo la componente paralela al campo ¢. Este campo sin masa es el campo del foton.

Aunque dicha componente del campo vectorial esta dada por qS - F ., esta definicién no es

nz
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inavariante de norma U (1), la definicién invariante de norma U (1) del campo del fotén es [10]

1 1
f,uy - mﬁb : F,Lw - W¢ : (DM¢ X DV¢) (435)

De esta forma podemos calcular el campo eléctrico y magnético (Apéndice C)

. o ontd [J
E=F"=—— (=), 4.36
e dr (7’) (4.36)
. 1 .. . nt
B = — W Fik = —. 4.37
26 er? ( )
Tanto la carga magnética como eléctrica pueden calcularse respectivamente como
L B.ds— . (4.38)
= — |Im . = — .
g 47T r—00 |X‘:T € ’
_ Ly E-dS — L lim (r7(r) — J(r) (4.39)
q - 47T TLI{.IO |X‘:'f' o (& 'I’l}r& " " r ) ’

En el caso en que J = 0 no hay campo eléctrico y ¢ = 0, pero la carga magnética g = é
se mantiene. A esta solucién se le conoce como el monopolo magnético de t’Hooft—Polyakov,

y tiene una masa (energia estatica) de

AnC
M== (4.40)
Cuando J # 0 se tiene que
inh
. sinh(«) (4.41)
e

En esta solucién existen tanto cargas eléctricas como magnéticas, y es conocida como el dyon
de Julia—Zee.

4.5. Discusion del caracter topolégico de la solucion

En el caso del vortex analizamos el caracter topoldgico de la solucion a través del niimero
de enrollamiento. En el modelo de Georgi-Glashow en el caso cuando el campo ¢ es estético
este es una funcién ¢ : R® — R3, en analogia con el caso del vortez, donde el campo
escalar era ¢ : C — C. Por lo tanto la generalizaciéon del nimero de enrollamiento, en el

modelo de Georgi-Glashow, seria el nimero de veces el mapéo ¢ cubre a la esfera de radio v
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tomando como dominio una esfera con un radio R suficientemente grande. A dicho ntimero

lo llamaremos el grado del mapeo.

Veamos algunos ejemplos. Una configuracion de los campos que representa un vacio clasi-

CO €S

A =0,
¢ = (0,0,v)". )

En este caso ¢(*) mapea cualquier esfera en su dominio al punto fijo vé; en la esfera de radio
v. Por lo tanto, esta configuracion tiene grado cero, puesto que el mapeo no cubre ni una

vez a la esfera de radio v.

Veamos qué sucede con la solucion del monopolo. En este caso, para el campo ¢ dado en

el ansatz (4.10) y las condiciones de frontera (4.16), para r > 0 se tiene

P = +o. (4.43)

Notemos que este mapeo cubre una vez a la esfera de radio v. Por lo tanto la solucién del

monopolo tiene grado uno.

Un mapeo f, de grado n puede construirse de la siguiente manera

frn = v(sin @ cos nep, sin  sin ny, cosl). (4.44)

De la misma forma que en el caso del kink o del vortez, el grado de un mapeo es invariante
bajo deformaciones continuas de los campos, en particular bajo la evolucién temporal y las

transformaciones de norma.

Notemos que en la solucién del monopolo, la carga magnética puede calcularse usando
la definicién del campo del fotén (4.35) y el comportamiento asintético del campo vectorial

A, =0 como

1

9= mrev’d

7{ e - (0 x Oep)dS;, (4.45)
b

donde ¥ es una superficie cerrada suficientemente alegada del origen. La cantidad g es inva-

riante bajo variaciones d¢ del campo ¢ que preserven el vacio clasico [11], i.e.
Dop=0 y ¢-0¢=0. (4.46)

Variaciones en los campos que preservan el vacio son las debidas a la evolucién temporal,
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a las transformaciones de norma y a los cambios continuos del campo de Higgs sobre la

superficie . Por lo tanto, la carga magnética g también es de caracter topoldgico.
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Capitulo 5

Solucion con el Término-6

En los dltimos anos se ha logrado avanzar en la investigacion de la teoria efectiva conocida
como electrodingmica-@ ( [12,13]). Esta resulta de extender la electrodindmica de Maxwell

agregando al lagrangiano de Maxwell el término

) ~
ALy = =7 FuF™ (5.1)

de Chern-Pontryagin (Apéndice D), el cual denotaremos como CH-P, con un campo escalar

6 no dindmico. Dicho término es comunmente denominado término-9.

Este modelo ha adquirido gran relevancia dentro del campo de la fisica de materia con-

densada, puesto que describe fenémenos como los aislantes topologicos.

En este capitulo generalizaremos dicho acoplamiento a una teoria de Yang-Mills con
grupo de norma SU(2). Y estudiaremos los efectos que surjan de la adicién del término-0 a
la accién (4.1) del modelo de Georgi—Glashow. De forma més especifica se busca generalizar

la solucién de Julia—Zee en este nuevo modelo.

5.1. Accién y Ecuaciones de Movimiento
La accién del nuevo modelo es

0t7X ruva a 1 L a a A a a
W) froep,, o SDrs D - S0 - 0|, (52)

1
S = /d4x {—ZFWGFW“ —
donde A "y ¢ se definen igual que en el capitulo anterior y

[uva 1 va a
Fre = et PF,5° (5.3)
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Las ecuaciones de movimiento para los campos que se obtienen de extremizar esta accion

son

D F*™* 4 9,0(t, x) F™* = —ee™(DF¢) ¢,
D'Dy¢" = =\(¢'¢" — v)¢".

Modelos similares a éste ya se han estudiado con anterioridad. En [14] se estudia el modelo

(5.4)

que surge de agregar al lagrangiano (3.38) el término de Chern-Simons abeliano en (2 + 1)
dimensiones [15], encontrando que, en dicho modelo, existen soluciones en forma de vortices
cargados tanto eléctrica como magnéticamente, ademas de esto, dichas cargas se encuentran

cuantizadas a travez del numero de enrrollamiento n del campo de Higgs ¢.

5.2. Las Ecuaciones de Movimiento y El Ansatz

En general 6 puede ser un campo dindmico. Sin embargo, motivados por los casos ya
estudiados en electrodindmica-6 [12] y la simetria esférica de la soluciéon de BPS (4.34), es-

tudiaremos el caso en el cual el campo 6 es eféricamente simétrico y estd dado por

01 <
oy =4+ 0 " (5.5)
Oy , r>a,

con 6 y 05 constantes. A la interfaz en la cual # cambia de valor se denomina interfaz-6, que

en este caso, es una esfera de radio r. De esta manera se tiene que

0 = 00(r —a)n, donde o =6, — by, (5.6)

siendo n,, las componentes del vector normal a la interfaz-0. La constante o fisicamente nos
dice que tan fuerte es el acoplamiento del término de CH-P al campo 6.

En el limite de BPS y usando el ansatz (4.10) en las ecuaciones de movimiento (5.4) se
obtiene (Apéndice C)

2] —or(l1— K*(r —a) = 2JK,
r?H" = 2HK, (5.7)
K" —orJK§(r —a) = K(K* — J*+ H* - 1).

Notemos que para r # a el sistema de ecuaciones (5.7) se reduce al sistema (4.17), cuya solu-

cién general ya conocemos. El efecto del término-6 se vera en la imposicion de condiciones de
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frontera en la interfaz-0. Integrando estas ecuaciones en una vecindad de r = a se obtienen

las siguientes condiciones de frontera

AJ'(a) = 2 (1~ (K(a))?), (5.8)
AK'(a) = %J(a)K(a), (5.9)
AH'(a) = 0. (5.10)

donde, por ejemplo, AJ'(a) = Jj(a) — Ji(a), los subindices 1 y 2 denotan la funcién en las
regiones r < a (regién I) y r > a (regién II), respectivamente. Para que las expresiones K (a)
y J(a) tengan sentido en la condiciones de frontera debemos agregar las condiciones de que

K y J sean continuas en r = a

AJ(a)
AK(a)

0, (5.11)
0.

En contraste con estas ecuaciones, notemos que las condiciones de frontera en r = a no
imponen restricciones sobre el comportamiento de H en la interfaz-6, pero si en el de su
derivada H'. Podriamos, de forma inocente, imponer la continuidad de H en la interfaz-
0, sin embargo, esto provocaria que nuestro problema estuviera sobredeterminado y, por lo
tanto, que no tuviera solucion. Por el contrario, tomaremos ventaja de esta arbitrariedad en
la continuidad de H para poder dar solucién a nuestro problema. El caracter de la funcién

H en la interfaz-0 surgirda de forma natural en la solucién.

Para obtener nuestra solucién impondremos las mismas condiciones de frontera en el ori-

gen y en el infinito que en el capitulo anterior

H J
lim (—, —,K) =(0,0,1), (5.13)
r=0 \ er er

J H
lim (—, —,K) = (Co,ol,()). (514)
r—oo \ er er

5.3. Solucién Explicita

Para obtener nuestra solucion consideremos las regiones I y II definidas anteriormente.
Para encontrar una familia de soluciones en cada regién partiremos, como en el capitulo

anterior, del caso en que J = 0, para después resolver el caso en que J # 0.

41



42

= Region I: r < a.

En esta regién buscamos soluciones al sistema de ecuaciones (4.19) (i.e. J # 0) que

solo satisfagan las condiciones de frontera en el origen (5.13). Estas soluciones son

H, = grcoth(gr) — 1,
gr (5.15)

K =—9
"™ sinh(gr)’

donde g es una constante arbitraria.

Para tener una soluciéon para el caso J # 0, de forma andloga al capitulo anterior,

hacemos

H1—> \/1—|—(]2H1, J1—>qH1, (516)

donde ¢ es una constante. De tal forma que las soluciones para la region I, son

Hy = +/1+ ¢*(grcoth(gr) — 1),

Ji = q(gr coth(gr) — 1), (5.17)
_ g
"7 sinh(gr)’

Region II: » > a.

Aqui buscamos soluciones a las ecuaciones (4.19) que solo cumplan con las condiciones

de frontera en el infinito (5.14). Dichas soluciones son

Hy = Grcoth(Gr + 3) — 1,
Gr (518)

K= sinh(Gr + )’

donde Gy [ son constantes. Al eliminar las condiciones de frontera en el origen la
solucién con tangente hiperbdlica (4.31) también es admisible, sin embargo, omitiremos
el estudio de ese caso en este trabajo. Para tener una soluciéon para el caso J # 0, de

forma andloga al capitulo anterior, hacemos

Hl — \/1+Q2H1, Jl —>QH1, (519)

donde @ es una constante. De tal forma que las soluciones para la regién II son



Hy = /1 + Q?*(Grcoth(Gr + ) — 1),

Jo = Q(Grcoth(Gr + ) — 1), (5.20)
Gr
K2 = sinh(Gr + 3)

Los numeros ¢, @), g, G y  hasta el momento son constantes arbitrarias. Tomaremos
ventaja de esta arbitrariedad para que nuestra solucion satisfaga las condiciones de frontera

enr =a.

De las condiciones de frontera para K’y J', las constantes ¢ y @ se pueden determinar
facilmente en términos de la constante o (ver Apéndice E)

o+ Voitd +o2 14
7 20+, Q-=2tVvor e (5.21)

q= 5

Usando el ansatz en las condiciones de continuidad para K, J y H' en r = a se obtiene

respectivamente

gesch(ga) = G esch(Ga + f), (5.22)

q(gacoth(ga) — 1) = Q(Gacoth(Ga + ) — 1), (5.23)
VTF (g coth(ga) — gPacsch?(ga)) =

V1+ Q%G coth(Ga+) — G*acsch®(Ga + B)). (5.24)

Empleando las ecs. (5.22) y (5.23) podemos reescribir a la ec. (5.24) como

g cosh(z) <Smh(m)) —(1+q) (sz@)f +1=0, (5.25)

X

con x = ga. Dado que ¢ carga la dependencia del parametro o, esta tultima ecuacién nos per-
mitira determinar para qué valores de o es posible encontrar una solucién al sistema de ecua-

ciones. En la fig. 5.1 podemos observar la grafica de la funcién f(z) = g cosh(x) (%) -

. 2
(1+q) (%) +1 para varios valores de ¢, siendo el valor de x en el cual la curva intersecta

el eje de las abscisas la solucién de la ecuacion (5.25).
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10 f(x) = geosh(z)(sinh(z)/z) — (1 + ¢)(sinh(z) /)% + 1

.' ' — q=0.0
' — q=0.2
| — q=0.4

— q=0.6

] — q=0.8

q=1.0

Figura 5.1

Fijando, por simplicidad, a = 1, encontramos que existe solucién a la ecuacién (5.25)
para valores de ¢ en el intervalo abierto (0,1), y puesto que ¢ se resuelve en términos de ¢

Cco1mo

1
o= p +q, (5.26)

tenemos que es posible encontrar una solucién a la ecuacion (5.25) para los valores de o en
el intervalo abierto (0, 00).

Con estos valores es posible resolver numéricamente para g, Gy (3 el sistema de ecuaciones
dado por las ec. (5.22), (5.23) y (5.24). En la tabla 5.1 observamos algunas soluciones de las

constantes g, G y 8 dado un valor fijo de o, que al mismo tiempo determina q y .

Con estas constantes estamos en posibilidad de dar una solucién explicita a las ecuaciones
de movimiento (5.7). A continuacién presentamos las gréficas de las funciones H, J y K en
funcién del radio r para distintos valores de 0. Hacemos énfasis en que en el puntor =a =1
se encuentra la interfaz-6, por lo tanto las condiciones de frontera para las funciones deberian

hacerse evidentes en este punto.
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o Q q |9 G B

9.900 | 10 0.1 | 10.999 1.099 7.597
4.800 | 5 0.2 | 5.995 1.199 3.187
3.033 | 3.333 | 0.3 | 4.285 1.290 1.796
2.100 | 2.5 | 0.4 | 3.354 1.357 1.098
1.500 | 2 0.5 ] 2.715 1.388 6.683 x 107!
1.066 | 1.666 | 0.6 | 2.213 1.371 3.816 x 107!
0.728 | 1.428 | 0.7 | 1.776 1.290 1.902 x 107!
0.449 | 1.25 | 0.8 | 1.360 1.128 7.193 x 1072
0.211 | 1.111 | 0.9 | 9.096 x 107" | 8.393 x 10" | 1.345 x 1072

Tabla 5.1: Soluciones a las constantes de integracion.

10 Funcién H
— 0=99
— o= 3.033
— o=1.5
— o=0.728
— o0=0.211

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
r

Figura 5.2: Grafica de H en funcién de r.

En la fig. 5.2 observamos que el efecto del término-6 sobre la funcion H es que la hace
discontinua. Ademas podemos notar, aunque sea cualitativamente, que su derivada en r = 1

es continua, lo cual es consistente con la condicién (5.10).

En la fig. 5.3 observamos que la funciéon J es continua, siendo esto consistente con la

condicién (5.11). También podemos ver como la discontinuidad de J’ disminuye conforme o
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Funcion .J

— =99
— o=3.033
— o0=1.5
— a=0.728
— a=0211

Figura 5.3: Gréfica de J en funcién de 7.

se hace mds pequena, lo cual va de acuerdo con la ec.(5.8).

Finalmente, en la fig. 5.4 observamos que el comportamiento tanto de K como de su
derivada satisfacen sus condiciones de frontera, siendo K continua y la discontinuidad de su

derivada disminuyendo conforme o se hace mas pequena.

Es importante senalar que las soluciones para ¢ y () mostradas en la tabla 5.1 corres-
ponden a las soluciones con el signo + en las ecs. (5.21). Para encontrar las soluciones
correspondientes a las ecs. (5.21) con signo —, deberfamos buscar soluciones con ¢ < 0, pues-
to que o — Vo2 + 4 < 0 para toda ¢. Sin embargo, los métodos numéricos, empleados para
encontrar las soluciones a las constantes de integracion, no arrojaron resultados concluyentes
al intentar resolver el sistema de ecuaciones conformado por las ecs. (5.22), (5.23) y (5.24)
para valores negativos de ¢. Por lo tanto, en base a los métodos aqui empleados, no podemos
afirmar o negar la existencia de una de familia de soluciones que satisfaga las ecs. (5.21) con

el signo —.

5.4. Cantidades Fisicas de la Solucion

Teniendo soluciones explicitas a nuestro problema, podemos ver cémo cambian las can-
tidades fisicas en términos de la contante de acoplamiento o. Notemos de la ec. (4.37) que

el campo magnético no depende de las funciones del ansatz, por lo tanto para nuestra nueva
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Funcion K
T

— =99
— o=3.033
— o0=1.5
— a=0.728
— a=0211

0.0 0.5 1.0 15 2.0
Figura 5.4: Grafica de K en funcién de r.

solucion éste seguira siendo, al igual que en la solucién de Julia-Zee, el campo magnético

producido por una carga magnética puntual.

Por el contrario, dada la ec. (4.36), el campo eléctrico si depende explicitamente del las
funciones J y J', por lo tanto la adicién del término de acoplamiento CH-P afectara al campo
eléctrico y a la carga eléctrica. Usando la ley de Gauss podemos obtener la densidad de carga

eléctrica de la configuracion

pevme [P (1) (2] o

Obteniendo la carga eléctrica g, de la solucion, calculando numéricamente el valor de la in-

tegral

=7 iy = 4?” [ /0 * o) + / h p(T)err] | (5.28)

€ Jo

en funcién de o obtenemos la fig. 5.5.

Debemos mencionar que g, no representa la carga total de la solucion, puesto que ésta

no considera la carga que se induce sobre la interfaz-6

|x|=a |x|=a
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Carga Eléctrica vs. o

1.0

0.8 4

Qe

0.6

0.4

0.2 1

Figura 5.5: Grafica de la carga eléctrica de la solucién en funcion de o.

de tal forma que la carga total de la configuracién es

qr = qve + qs. (530)

Como podemos notar en la fig 5.5, la carga eléctrica del bulto reescalada, q. = q./4m,
alcanza un maximo global para valores de ¢ entre cero y uno. Dicho maximo se encuentra

aproximadamente en oy = 0.3792. Por razones ilustrativas es conveniente observar el cambio

del integrando de la ec.(5.29) p = 4”ZT2, el cudl puede ser visto como una densidad de carga
reescalada, respecto a 0. La fig. 5.6 es la grafica de p en funcién de r para varios valores de

g.

De forma cualitativa, podemos ver que conforme ¢ aumenta, no solo carga disminuye,
sino que ésta va localizandose cada vez mas cerca del origen. Si nos fijamos ahora en el
comportamiento de p cuando o disminuye, podemos ver que la carga del bulto parece ir

saliendo de la esfera de radio uno donde se localiza la interfaz-6.
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Figura 5.6: Grafica de la densidad de carga efectiva en funcion de r para varios valores de

g.
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Figura 5.7: Grafica de la energia de la solucion en funcién de o.
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Como mencionamos, en estudios sobre la electrodindmica-6 [3] se ha encontrado que
el poner una carga eléctrica cerca de la interfaz-6 modifica no solo al campo eléctrico sino
también al campo magnético también. Esto contrasta con los resultados aqui expuestos, dado
que en nuestra solucién para una teoria de Yang-Mills con grupo de norma SU(2) con el
término-#, hemos encontrado que el valor de la constante de acoplamiento o afecta al campo
eléctrico, sin embargo el campo magnético se mantiene invariante ante esta modificacion.
Una alteracién en el campo eléctrico no provoca cambios en el campo magnético, es decir,

no observamos el efecto magnetoeléctrico.

Veamos ahora qué sucede con la energia. Retomando la ec. (4.14) en el limite de BPS se

tiene que

00 K!Q AV f/2 K2_12 KQ 2+f2
H :47T/0 |:(€27n)2 + (u2) + ( 2) ( 262T4) (ur2 ):| T‘er. (531)

Esta integral se puede calcular numéricamente en funcién de o separandola de la siguiente

manera
H=4n {/ Hyridr +/ ngzdr} : (5.32)
0 a

En la fig.5.7 presentamos a la energia total de la configuracién, podemos ver que la energia

es una funcion creciente de o.
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Capitulo 6
Resumen y Conclusiones

En el capitulo 2 se hizo una breve revision a las teorias de Yang-Mills, para reexaminar,
en el capitulo 3, la existencia de solitones topol6gicos (soluciones estéticas con energia finita)
en algunas teorias de norma, tales como la solucién del kink y el vortex. También se reviso
la demostracion de un teorema que, usando el argumento de escala, prohibe la existencia de
solitones si la dimension d del espacio satisface que d > 4, en una teoria que acople a un
campo de norma A, con el un campo de de Higgs ¢ y donde dichos campos transformen

bajo la representacién unitaria del grupo de norma.

En el capitulo 4 se estudié de forma detallada la solucion del dyon de Julia-Zee en el
modelo de Georgi-Glashow con grupo de norma SU(2), obteniendo de forma explicita la
solucién en términos del ansatz (4.10) en el limite BPS y calculando los campos eléctrico y

magnético, la carga eléctrica, la carga magnética y la energia de la solucion.

Finalmente, en el Capitulo 5, se logré extender la solucion de Julia-Zee para modelo
de Georgi-Glashow con acoplamiento al término de Chern-Pontryagin, en el caso en que el
campo 6 estd definido como en la ec. (5.5). La solucién se obtuvo a partir de encontrar
una familia de soluciones para las regiones definidas por » < a y 7 > a y determinando las
constantes de integracién, de tal forma que las condiciones de frontera en la interfaz-6, dadas
por las ecs. (5.8)-(5.12), se satisficieran. Posteriormente se calculé numéricamente la carga y

la energia de la solucion. De esta solucién se puede puntualizar lo siguiente:

= La solucién que se encontré es esféricamente simétrica y puede determinarse para los

valores de la constante de acoplamiento o € (0, 00).

= El campo magnético de esta solucién es el mismo que en el caso de la solucion del dyon

de Julia-Zee. Y no manifiesta dependencia alguna en la constante de acoplamiento o.

= Tanto el campo eléctrico como la carga eléctrica de la solucion varian en funciéon de
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o, teniendo la carga eléctrica del bulto un méaximo global en el valor aproximado de
og = 0.3792.

» Existe una carga eléctrica inducida en la interfaz-6, la cual esta dada por la ec. (5.29).
= La energia es una funcién creciente de o.

= Estos resultados contrastan con los estudios previos del acoplamiento al término de
Chern-Pontryagin en el caso de la electrodinamica-f, donde se manifiesta el efecto
magnetoeléctrico [3]. En efecto, la solucién aqui encontrada, resultante del término de
acoplamiento CH-P no sugiere una correlacién entre la carga eléctrica de la configura-

cién y el campo magnético.

Concluimos mencionando que existen un par de escenarios en los cuales es posible dar
continuidad a la investigacion aqui expuesta. Podria emplearse la solucién con la tangente
hiperbdlica (4.31), en la regiéon r > a. Como se mencioné en el Capitulo 5, esta solucién
también es admisible, sin embargo, no fue omitida en este trabajo de tesis. Una segunda
opcidén seria el tratar de extender soluciones estaticas en el modelo de Georgi-Glashow, pero
con energia infinita, al caso en el que se considera el acoplamiento al término de CH-P. La
existencia de dichas soluciones ya se han reportado anteriormente, en [16] se exponen varias

soluciones de este tipo.
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Apéndice A

Elementos de Teoria de Grupos y
Algebras de Lie

Un grupo es un conjunto G que esta dotado con una operacion, que llamamos multipli-

cacion, y satisface las siguientes propiedades propiedades:

» Asociatividad: si a,b, ¢ € G entonces (ab)c = a(be).
= Existe un elemento e € G, tal que para todo a € G entonces ae = ea = a.

» Para todo a € G existe su inverso a™! € G, tal que aa™! = a"ta = 1.

Si la multiplicacion es conmutativa, i.e. ab = ba para todo a,b € G, se dice que el grupo

es abeliano, en otro caso es no-abeliano.

Algunos grupos importantes son:

1. El grupo U(1) que es el conjunto de nimeros complejos con norma uno (|z| = 1).

2. El grupo GL(n,C) que es el conjunto de matrices complejas de n x n con determinante

distinto de cero (invertibles).

3. El grupo GL(n,R) que es el grupo de las matrices reales de n x n con determinante

distinto de cero.

4. El grupo U(n) que es el conjunto de las matrices unitarias de nxn, i.e. las que satisfacen
U'U = 1.
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5. El grupo SU(n) que el es conjunto de las matrices unitarias con determinante igual a

uno.
6. El grupo O(n) que es el conjunto de matrices n X n que son ortogonales, i.e.

oTo =1.

7. El grupo SO(n) que es el conjunto de matrices ortogonales que tienen determinante 1.

Un grupo de Lie es un grupo que al mismo tiempo es un variedad diferenciable. Por
ejemplo, consideremos una familia de matrices M (t), que tiene n X n entradas complejas e
identifiquemos cada elemento de esta familia con un valor de t. A este conjunto le podemos
asociar una curva en un espacio euclidiano real de dimensién 2n?. Si esta curva es suave
podemos tomar la derivada ddif y su derivada seria un vector tangente a la variedad que
parametriza M (t).

Algunas veces podemos identificar algunos grupos con variedades conocidas, por ejemplo
U(1) puede ser visto como al circulo de radio 1 en el plano complejo y SU(2) puede verse

como la 3-esfera S3.

En un grupo de Lie a cada punto de la variedad se le puede asociar un plano tangente,
esto en virtud de su diferenciabilidad. Al plano tangente del elemento unidad del grupo (si
tratamos los elementos del grupo como matrices, éste elemento seria la matriz identidad) se
le llama el Algebra de Lie del grupo de Lie. Si G es el grupo a su algebra la denotaremos

como g.

Cualquier curva en un grupo G, cerca de la unidad podemos aproximarla como

g(t) =1+ At +O(t?), (A1)

donde A € g. Debemos hacer notar que al ser el dlgebra de Lie un plano tangente, es también
un espacio vectorial real de la dimensién de la variedad. Ademas de las operaciones definidas
en un espacio vectorial, el algebra de Lie esta dotada con la operacion de conmutacion. El
conmutador de A, B € g se define como [A, B] = AB — BA y este nuevo elemento vive

también en el dlgebra.

El dlgebra de Lie de algunos grupos es:

= u(n), el dlgebra de U(n), es el conjunto de todas las matrices anti-Hermitianas, i.e.
i

Al =—A.
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» su(n), el algebra de SU(n), es el conjunto de todas la matrices anti-Hermitianas con

traza igual a cero. Tr(A) = 0.

Al ser un algebra de Lie un espacio vectorial, ésta puede ser dotada de una base. Si el
algebra es de dimension k ésta tiene una base formada por k matrices T; (i = 1,...k). Dado

que [T;,T};] € g ponemos expresarlo en términos de la base
(13, T5] = CijiTh. (A.2)

A los coeficientes Cjj se les llama las constantes de estructura del grupo y Cjjj es anti-
simétrica en los dos primeros indices. Por ejemplo, una base para u(2) podria tomarse como
T, = —%Ti, donde 7; son las matrices de Pauli. Con esta base en particular las constantes de
estructura son

(T3, T3] = ieijnTh. (A.3)

Para concluir con esta seccién sobre dlgebras y grupos de Lie hablaremos de representa-
ciones. Una representacion T’ de un grupo G en un espacio vectorial V', toma un elemento del
grupo y nos da una transformacién invertible que actia sobre los elementos de V. Ademas

le pedimos a una representacion que cumpla las siguientes propiedades:
» T(9192) = T(91)T (g2)-
» T(e) =1.
= T(g~") = (T(9))"

Asi mismo, T puede ser vista como una funcién que actua sobre los elementos de g,
tomando un elemento A € g y mapeandolo en un operador lineal T'(A), donde este mapéo

debe consistente con las operaciones definidas en el dlgebra

» T(A+ B)=T(A)+T(B).

» T(aA) =aT(A).

= T([A, B]) = [T(A), T(B)].

Algunas representaciones que se utilizaran a lo largo del texto son:

1. La Representacion Fundamental: Si G es un grupo que consiste de matrices [g;;] de

nxny V esun espacio de dimension n, donde sus elementos pueden expresarse como:
T
v =(V1,..., )", (A.4)
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la representacion fundamental de G actia sobre V' como:

(T(g)v); = gijvs. (A.5)

. La Representacion Adjunta Ad(G) del grupo G: Esta representacién actia sobre el

espacio vectorial del algebra de Lie g, dado A € g, la representacién de g € G actia

sobre A como
Ad(g)A = gAg". (A.6)

Y la representacion adjunta del algebra de Lie, actiia como
ad(A)B = [A, B] A B € g. (A.7)

Una caracteristica importante de esta representaciéon es que la representacion adjunta

de la base del algebra satisface

ad(ti)tj = Cijktky (AS)

donde los t; son una base para g y Cjj las constantes de estructura del algebra.

A lo largo de este trabajo solo se trabajara con grupos compactos. Existe un resultado

que dice que un &lgebra de Lie es compacta si y solo si tiene un producto escalar definido

positivo que sea invariante bajo la representacion adjunta. Para grupos de matrices una

forma de construir este producto escalar es empleando la traza de la siguiente manera

(A, B) = — Tr(A, B). (A.9)

De ahora en adelante supondremos que los grupos que se utilizaran estan dotados el

producto interior definido segun ec. (A.9).
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Apéndice B

Invariancia de los Términos que
Contienen a las Componentes ¢“ del

Campo Escalar en la Accion (4.1)

Recordemos que el campo escalar ¢ transforma, bajo transformaciones de norma, como
/ -1
¢ — ¢ =wow ",

donde w € SU(2). A continuacién, nos daremos a la tarea de encontrar el cémo transforman

las componentes ¢*. Empleando la expansién de w alrededor del elemento identidad del

grupo
w=1+ct+ .. (B.1)

y haciendo uso del lema de Baker-Hausdorff se tiene que

¢ —wou!

i1 49 Lo i1 49 Lo i i i144 (B'Q)
=¢ + [, 9] + 5[02232, [t o] + ... + —‘[c”t”, [ttt L @) + ..
! nl

Si consideramos una transformacién infinitesimal (i.e. considerando solo los términos a

primer orden en ') se tiene

¢ =¢+ 't g]
— ¢/ata :<¢a + gabccb¢c)ta (BS)
— ¢/a :¢a + gabccb¢c.
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De esta forma podemos probar que los sumandos, en el lagrangiano de la accién (4.1),

que contienen al término ¢“¢® son invariantes bajo las transformaciones (B.3)
¢/a¢la :(¢a + Ci¢j6ija)<¢a + qublgkla)
:¢a¢a + ¢ack¢l€kla + ¢aci¢j€ija + Cick¢j¢l€zja5kla (B4)
=¢%¢",

donde en la ultima linea hemos empleado que la transformacion es infinitesimal, quedandonos

solo con los términos a primer orden en ¢, y que ¢cFolehle = pecigie’e = 0.

Puesto que D, ¢ transforma como
(Du¢>/ = w(Du¢>wila (B.5)

sus componentes transformaran de la misma forma que las de ¢. Considerando, de nuevo,

una transformacién infinitesimal se tiene que

(D) = Dyo" + 5abccbDu¢c- (B.6)

La prueba de que el término, en el lagrangiano de la accién (4.1), proporcional a D*¢*D, ¢ es
invariante bajo transformaciones de norma de las componentes, es idéntica al procedimiento
mostrado en (B.4).
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Apéndice C

Obtencion de las Ecuaciones de

Movimiento y del Campo Eléctrico y

Magnético en Términos del Ansatz.

En este apéndice revisaremos algunas expresiones tutiles en el célculo de ecs. (4.8), (4.9),
(4.36), (4.37) y (5.4) en términos del ansatz (4.10). Para escribir la ec.(4.8) en términos del

anstaz hagamos la sustitucién

1-K
=—,
J
Q:_7
r
_H HQ-K) 2H
Rt r2 r2’
H H(1-K)
/6:7’_2_ r2 ’

Con estas definiciones se obtienen las siguientes identidades

1 [. ..R . R /
Fija _ 2 |:3€ajl_ + ga]knkni (R/ _ _) — 5azknknj (R/ _
e r r
. 1
Fan _ |:5ai (QR _ 9) + Ngn; (9 — QR - Q’>:| )
e r r
. 1
DZ¢a :E [Oénani + Béai] ;

D%* =0.
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Con estas expresiones calculamos los sumandos de D, F"% = —ee®(DIig?)¢°, que es la ec.

(4.8) con v = j, en términos del ansatz

pyiie = [ 2020 R (C.9)
‘ e r r2 |’ '
B ajk 2 2
ecabe g o prida =5~ T {i - 33} , (C.10)
e r
] ajk JQK
abcA aFO]a:_ £k A1
e A, . el (C.11)
: akn, [ KH?
abc D’ b\ .c :8 k 12
(1 gty =0 | BT (©12)
de donde se obtiene
K" = K(K*—J*+ H* - 1). (C.13)
Para calcular D, "0 = —es®(D¢")¢°, que es la ec. (4.8) con v = 0, tenemos los su-
mandos
, 2Q0 2QR 2Q’
gipiva Zla | _gry T Tt T C.14
e [ @+ r? r ro|’ ( )
- 2
ecabe g apita e <2QR . —Q> R, (C.15)
e r
e (D) ¢ =0. (C.16)
Sustituyendo en (4.8) se obtiene
r?J" = 2JK? (C.17)
Para la ecuacion de movimiento de ¢%
DAD,6" = —A(@d — )" (C.18)
tenemos que
| . 2 28K
DD =" o 4 2ty - P (C.19)
(C.20)
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de donde se obtiene

1
r?H" = 2HK? — \H(r* — < H?) (C.21)
€

Calculemos ahora la contribucién del término-0 a las ecuaciones de movimiento. Primero

tenemos

8M9(X)f~7”‘0“ :aie(x)ﬁi%

1. C.22
:elni (5810/%1}7“ a) ( )
Usando (C.5) resulta
10a 1-K?
0,0(r)FH* = > (C.23)

de forma analoga se tiene que

~ . 1 ..
0,0(r)F"* =0"ny, <§5kmﬁFa5 a)

=0'ny (' Fy,;*) (C.24)

ik
gt Nk

0 JK.

er?

Al agregar estas expresiones a las ecuaciones de movimiento y usando la definicién (5.5)

para la funcién 6(r), se obtiene las ecuaciones (5.7).

Para obtener las expresiones de los campos, en términos del ansatz, debemos calcular las

componentes de la ec. (4.35). Dado que D°¢* = 0 se tiene que

B 1

FOi ¢aFiOa
|4 (C.25)
_"a pria
. :
Usando la ec. (C.6) se tiene
FOi _ _% g (C.26)

de donde se sigue que
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gl (L)
e dr (r)
Para F7* tenemos sus sumandos
ngapjka :% R? — %
6 )
1

||
abc La J b Dk’ c _gajkna 1 R 2
gD = LR

Por lo tanto

Fik —gaiky i
er?

_ _ ~ijk _ajk
28 = M (er2>

1
er?’
que produce
Bi="
er?
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Apéndice D
El Término Chern-Pontryagin

En este apéndice revisaremos algunas propiedades del término de Chern-Pontryagin (CH-
P). Dicho término CH-P en espacio 4-dimensional para una teorfa de norma con grupo de

norma no-abeliano es [15]

A=—L m(mE,,). (D.1)

2e?
o en términos de sus componentes en el algebra

1~
A= JF"F,,". (D.2)

La primera propiedad que veremos es que el término de Chern-Pontryagin es un inva-

riante de norma. Dado que F},, transforma segtin

F — F,, =wF,w™", (D.3)

tenemos

1 1%
A, :2_62 TI‘(F/M F,l/tu)
gﬂ”aﬁ
 4e?
pwraB
25462 Tr(wF,sw ' wE,w™") (D-4)
1 RN
:2—62 TI'(F“ FMV)

=A.

Tr(FosF},)
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En la tercera linea hemos empleado el hecho de que Tr(AB) = Tr(BA).

Consideremos la integral del término CH-P sobre todo el espacio

O=—— [t @ﬁW@ﬂ:i/&ﬂﬁM@ﬂ. (D.5)

2¢2

Esta cantidad es de caracter topologico. Para demostrar que () es un invariante topoldgi-

co debemos probar que es invariante bajo variaciones dA " continuas del campo vectorial
Al [17]

(m:i/&xwﬁm@fﬂ
L [peon ]
/ meéA)} (D.6)
/ WWAﬂ—/&ﬂwﬁwmw

donde hemos hecho uso de que d A, = 0 en el infinito y de la identidad de Bianchi D#ﬁ wra — (),

En fisica normalmente se trabaja con espacios no acotados, y las integrales se evalian
sobre todo este espacio. Podriamos imaginar que dicha integracién se realiza en una esfe-
ra cuyo radio R tiende a infinito. Dado que la cantidad representada por @) es de caracter
topolégico podriamos esperar que ésta estd determinada por el comportamiento de A en
distancias muy alejadas del origen. Es decir, deberiamos esperar que existiera una cantidad
K" tal que

A=09,K", (D.7)
de tal forma que
= /K”dSM. (D.8)

Probemos que, efectivamente, existe dicho K*. Consideremos
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preog, o L wnop, op, o
:igwaﬁ(aﬁya — O, A+ ™A TA ) (D Ay — DAL+ ec A AL
:iewﬁ [0,A,%0, A" — 0,A,%05A,% + 0,A,205A,% — 0, A, " 00 A g
pcabe Al«ua Aab Af—e cabe ija Aab Af+e cabe Aub AfA = cabe Aub ASCA, S
+ 62€abc€ach'ubAycAadAﬂe} ]

Usando las propiedades de e**? y £%¢ ]a expresién anterior se puede escribir como

%F’Mvaija :g,ul/ocﬁ [aMAVaaaAﬁa + BEGbCAMMaAabABC] (D 9)
:8N (Eﬂuaﬁ [AyaaaABa + ggabcAyaAabABc] )

Por lo tanto

K" = — (P A, 0, A" + ggabCA;AabAﬁc}). (D.10)

DN | —

El término K* es conocido como el término de Chern Simons no-abeliano para un espacio

4-dimensional.
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Apéndice E

Calculo de las Ecuaciones (5.21), (5.25)

y (5.25)

En este apartado deduciremos las ecuaciones (5.21) y (5.25). Retomemos las soluciones

para para r < a

Hy =+/1+ ¢*(gr coth(gr) — 1),
K, =gr csch(gr),
J1 =q(gr coth(gr) — 1),

y para a <r

Hy =+/1+ Q*(Grcoth(Gr + ) — 1),
Ky =Grcsch(Gr + B),
Jo =Q(Gr coth(Gr + ) — 1).

Las condiciones de frontera que deben satisfacer son

Ji(a) = Ja(a),
Kl(a) = KQ((I),

(E.1)

(E.2)

(E.3)



Tenemos las derivadas

K| =g csch(gr)[1 — gr coth(gr)], (E5)
Ji =qlg coth(gr) — g*r esch®(gr)], '

=G csch(Gr + B)[1 — Grcoth(Gr + )],
Jy =Q[G coth(Gr + B) — G*resch®(Gr + B)].

Empleando la condicién de frontera para K’ tenemos

o

AK'(a) :EJ(a)K(a),
= G csch(Ga + B)[1 — Gacoth(Ga + B)] — gesch(ga)[1 — gacoth(ga)] (E.7)
= g [Q(gacoth(Ga + B) — 1)] [Gacsch(Ga + B)].

Usando que Kj(a) = Ks(a) y Ji(a) = Ja(a) se tiene respectivamente que

gcsch(ga) =G csch(Ga + B),

Q (E.8)
ga coth(ga) = [Gacoth(Ga+ ) — 1] + 1.

Empleando estas relaciones la ec. (E.7) se puede reescribir como

= G csch(Ga + B)[1 — Gacoth(Ga + B)] — G esch(Ga + B)[1 — (Gacoth(Ga + ) — 1) — 1]
= o[Q(Gacoth(Ga + B) — 1)] [G csch(Ga + B)]
= G csch(Ga + B)[1 — Gacoth(Ga + )] — G esch(Ga + B)[1 — Gacoth(Ga + )]
= 0Q[(Gacoth(Ga + ) — 1)] [G csch(Ga + 3)]

— —1+ % = Qo
. 1 1
-——==o.
¢ Q
(E.9)
Notemos que usando las ecuaciones (E.3) Jj(a) se puede reescribir como
/ Q 1 2 2
Ji(a) =¢[-=(Gacoth(Ga + B) — 1) +- - aG? csch?(Ga + )]
“ (E.10)

=QGe coth(Ga + ) — qaG? cschQ(Ga + ) — % + g,
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Sustituyendo la ec. (E.10) en la condicién de frontera para J’ tenemos

AT = Z(1-K*(a)),
a
= ¢G*acsch?(Ga + B) — QG?a csch?(Ga + B) + %

= (¢ — Q)[G’acsch®*(Ga + B) — %] = —0[G?acsch®(Ga + B) — %}

= @ —q=0.

Por lo tanto tenemos las dos ecuaciones

Q| =
|

Donde las soluciones para () y ¢ son

—0+ Vo244 Q_aj: o2+ 4
2 A A R

q:

Haciendo el cociente de las ecuaciones (E.12) se obtiene que

y por lo tanto o se resuelve en términos de ¢ como

o=-—q.
q

Ahora deduciremos la ec. (5.25). Usaremos las ecuaciones
gcsch(ga) = G esch(Ga + (),
q(gacoth(ga) — 1) = Q(Gacoth(Ga + B) — 1),

V14 ¢%(gcoth(ga) — g*acsch?(ga)) =
vV 1+ Q2(G coth(Ga+8) — G*acsch®(Ga + B)).

_ % - %[1 — G%a® csch?(Ga + 5)]

(E.11)

(E.12)

(E.13)

(E.14)

(E.15)



De la ecuacion (E.17) se tiene

Gacoth(Ga+ B) = %(ga coth(ga) — 1) + 1.

Sustituyendo (E.16) en (E.18) resulta

V1 + ¢2(gcoth(ga) — g*acsch®(ga)) =
V14 Q2(G coth(Ga+p3) — g*acsch?(ga))
= /14 ¢%(ga coth(ga) — g*a® csch®(ga)) =

V14 Q%(G coth(Ga+p) — g*acsch?(ga)).

Empleando la ec. (E.19)

= /1 + ¢2(gacoth(ga) — g*a® csch®(ga)) =
V1+ QQ(E(ga coth(ga) — 1) + 1 — g*a® csch®(ga)).

Q
Dividiendo las ecuaciones (E.12) se puede obtener
1 ¢ +1
Q= =1+ =112
q ¢

por lo tanto

V1 + ¢%(ga coth(ga) — g*a® csch®(ga)) =
V1+¢?
—(

¢*(gacoth(ga) — 1) + 1 — g*a® csch®(ga)).
q

(E.19)

(E.20)

(B.21)

(E.22)

(E.23)

Reorganizando los términos de esta ecuacién y haciendo la sustitucién x = ga se tiene

(1 — g)z coth(z) + <%> 2? csch? () = ! _qq2
= x coth(x) + z? esch?(z) _I+g
q q
= geosh(z) (Sin2<x>> —(1+4q) (Slnzﬂf +1=0.
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