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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo consiste en demostrar el Teorema
espectral para un nimero finito de operadores normales no acotados que
conmutan entre si. Ademaés, otro objetivo relevante es presentar una de-
mostracion del Teorema espectral para operadores normales acotados que
incorpora elementos diferentes a los que se presentan en libros clasicos como
"Functional Analysis" de Rudin Walter o "Methods of modern mathematical
physics" de Michael Reed y Barry Simon, con la idea de facilitar la compren-
sion de la demostracion del teorema; para ello es necesario conocer los temas
basicos de Analisis asi como de Teoria de la medida.

El primer libro sobre teoria de operadores, Théorie des Operations Linéarres
publicado en Varsovia, Polonia en 1932 por Stefan Banach tiene como propo-
sito el estudio de funciones sobre espacios de dimension finita, especialmente
sobre los espacios de Banach.

El modelo original para la teoria de operadores es el estudio de las matrices.
La palabra "matriz" fue acunada por James Sylvester en 1850; sin embargo
los métodos matriciales tuvieron su origen 2000 anos antes, tales como los
métodos de eliminacion gaussiana usados en una obra china, Nine Chapters
of the Mathematical Art, de la dinastia Han. Aunque Carl Friedrich Gauss us6
la palabra "determinante" en el siglo XIX, los determinantes ya tenian pre-
cursores y fueron usados de forma explicita en descubrimientos simultaneos
en 1683 por Takakazu Seki Kowa en Japoén y Gottfried Leibniz en Europa.
Los eigenvalores y diagonalizacion fueron descubiertos en 1826 por Augus-
tin Louis Cauchy en el proceso de encontrar formas normales para funciones
cuadraticas. Una aproximacion al calculo equivalente a la diagonalizacion se
le atribuye a Johan de Witt en 1660 (Cajori 3], "A History of Mathematical
Notations").

Cauchy demostro el teorema espectral para matrices autoadjuntas; es decir,
que cada matriz simétrica real es diagonalizable. El teorema espectral fue
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VIII INTRODUCCION

generalizado por John von Neumann y es actualmente el resultado mas im-
portante de la teorfa de operadores. En adicion, Cauchy fue el primero en
sistematizar los determinantes.

Podemos decir que el dlgebra abstracta naci6 con los descubrimientos de
William Rowan Hamilton en 1843 acerca de los cuaterniones, y la introduc-
cion de algebra exterior de Hermann Grassmann el ano siguiente. Grassmann
también fue el responsable de introducir el producto escalar. Cauchy y Jean
Claude de Saint-Venant también crearon estructuras algebraicas abstractas
alrededor de ese tiempo.

En 1857 Arthur Cayley introduce la idea de un algebra de matrices y en 1858
muestra que los cuaterniones pueden ser representados por matrices.

En 1870, Camille Jordan publica la forma canénica completa del anélisis de
matrices. Este es un prototipo para la descomposiciéon de operadores com-
pactos en el caso de dimension infinita.

El tratado axiomaéatico completo de espacios lineales se debe a Giusseppe
Peano en su libro Calcolo geometrico secondo I’Ausdehnungslebre di H. Grass-
mann preceduto dalle operazionsi della logica deduttiva en 1888. Es aqui donde
se encontrara el teorema de que cada operador lineal definido en un espacio
vectorial de dimension finita le corresponde una matriz. Peano defini6 la su-
ma y el producto de operadores lineales de forma abstracta; es en este punto
en que la teoria de operadores comienza a tomar forma como progreso en el
algebra fusionada con elementos del analisis.

Actualmente, muchas ramas del anélisis son inseparables de la teoria de ope-
radores, notablemente el calculo variacional y las ecuaciones diferenciales.
El primer acercamiento significativo entre eigenvalores y ecuaciones diferen-
ciales fue en la teoria desarrollada por Charles Francgois Sturm en 1836 y
Joseph Liouville en 1838. El teorema de Sturm-Liouville fue el inicio de lo
que ahora nos referimos como teoria espectral de operadores diferenciales or-
dinarios.

Oliver Heaviside hizo contribuciones sustanciales a la teoria de electricidad
y magnetismo y entre 1880 y 1887 cre6 un calculo funcional sistemético.

La teoria espectral empezo a ser el foco de atenciéon. Un evento mayor fue la
aparicion de la teoria de ecuaciones integrales en 1990, donde surgi6é un nuevo
acercamiento al problema de Dirichlet (reside en encontrar una solucion de la
ecuacion de Laplace con condiciones especificas de frontera). En un reporte
preliminar basado en su trabajo publicado en 1990 y un articulo en Acta
Mathematica en 1903, Fredholm da un anélisis completo de una importante
clase de ecuaciones integrales conocidas ahora como ecuaciones de Fredholm.
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Los puntos notables en este trabajo fueron:

= El teorema de Fredholm, donde extiende un resultado no trivial de
algebra lineal a una amplia clase de operadores.

= Un andlisis cuidadoso de la convergencia de una sucesion de operadores.
= La definicion de determinante para una clase de operadores.

= [l primer uso del resolvente de un operador.

En 1902, en sus trabajos, Lebesgue define la forma moderna de la integral e
introduce los espacios de funciones mas importantes, denotados en su honor
como los espacios LP. Aproximadamente en ese mismo ano, David Hilbert
encuentra la teoria espectral moderna en una serie de articulos inspirados
en los trabajos de Fredholm. Hilbert comienza como Fredholm, con la idea
especifica de ecuaciones integrales, y nota que puede obtener resultados mas
precisos cuando considera el espacio de funciones L?, es decir, las funciones
cuadrado integrables, y cuando el operador integral es simétrico.

Este fue el origen del descubrimiento de los espacios de Hilbert y el estable-
cimiento del estudio general de operadores autoadjuntos. En 1906, Hilbert
libera su anélisis de la conexién con ecuaciones integrales y descubre el espec-
tro continuo, que fue presentado pero no reconocido en el trabajo de George
Hill.

La denominacion teorfa espectral fue introducida por Hilbert en su formula-
cion original de la teoria del espacio de Hilbert, que fue lanzada en términos
de formas cuadraticas en infinitas variables. Tras la formulacion inicial de
Hilbert, el desarrollo posterior de espacios de Hilbert abstractos y la teoria
espectral de un tnico operador normal sobre ellos fueron muy en paralelo
con los requerimientos de la fisica.

E. H. Moore y Hilbert dieron las bases para establecer la unificacion de la
teoria de espacios lineales y la teoria de ecuaciones integrales. Sin embargo,
fué Frigyes Riesz quien realizdé completamente dicha union.

El concepto de un algebra de operadores hizo su aparicion en series de ar-
ticulos, culminando en 1913 en un libro escrito por Riesz, en donde estudia
el algebra de operadores acotados sobre el espacio de Hilbert L2. La repre-
sentacion de Riesz y las proyecciones ortogonales aparecen en este trabajo.
En 1916 Riesz crea la teoria que llama "completely continuous operators",
ahora conocida por operadores compactos. El teorema espectral de Riesz pa-
ra operadores compactos reemplazo el trabajo de Fredholm.
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En 1923, Wiener observo que el teorema integral de Cauchy y el teorema
de Taylor se mantienen validos para funciones analiticas con valores en un
espacio de Banach complejo. Por doce anos pocas aplicaciones fueron hechas
por un nimero reducido de investigadores independientes que encontraron su
uso. El teorema espectral definitivo de operadores autoadjuntos, y méas ain,
de operadores normales fue el descubrimiento simultaneo de Marshall Stone
y John von Neumann en 1929-1932, sin embargo, Stone es mas leido hoy en
dia. Una de las motivaciones de von Neumann fue la mecénica cuantica, que
fue descubierta en 1926 en dos formas distintas, una por Erwin Schrédin-
ger y otra por Werner Heisenberg. Fue la percepciéon de von Neumann la que
permiti6 la nocion de la fisica moderna. Neumann también introdujo y trans-
formd muchos conceptos que ahora son el nicleo de la teoria de operadores,
tales como:

» ]la definicion de dominios.

extension de operadores.

clausura de un operador.

operadores adjuntos.

operadores no acotados.

En el ano 1932 se publico el primer texto sobre teoria de operadores por
Stefan Banach. Banach fue el responsable entre otras cosas de:

= Kl teorema del punto fijo.
= Fl teorema de la grafica cerrada.
= la convergencia débil.

En series de articulos desde 1935, en participacion con F. J. Murray, von
Neumann elaboré la teoria de algebra de operadores introducida por Riesz.
El hecho de que un operador lineal cerrado en un espacio de Banach complejo
y arbitrario tenga espectro no vacio fue probado por Taylor. Un caso especial
de la formula para el radio espectral fue probado por Beurling, mientras que
el caso general fue probado por Gelfand.

En 1936, Nagumo estudio las dlgebras de Banach y demostro, entre otras co-
sas, algunos teoremas estudiados por Riesz para operadores compactos. Mas
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tarde, Taylor estudi6é funciones analiticas abstractas y Hille aplicé métodos
similares en el estudio de semigrupos. El trabajo final que podemos mencio-
nar es el de Israil Gelfand, quien en 1941 en un articulo en Mathematicheskii
Sbornik extiende el teorema espectral a elementos de &lgebras normadas y
en el proceso introduce:

= la formula del radio espectral.
» algebras C* (atin no conocidas con ese nombre).
= la caracteristica de un algebra.

En adicion, Gelfand usé la integral de linea para obtener idempotentes en
algebras de Banach. Independientemente, Lorch emplea la misma técnica e
inicia un estudio de "conjuntos espectrales".

El teorema del mapeo espectral se le atribuye a Dunford.

Desde los tiempos de Gelfand la teoria de operadores ha tenido muchas ra-
mas de matematicas puras y aplicadas, y ha promovido resultados que van
més alla de una breve introducciéon historica.

La afirmacién principal del teorema espectral presentada en el capitulo 1 es
ver que cada operador normal acotado 7" en un espacio de Hilbert H indu-
ce una resoluciéon de la identidad E sobre los subconjuntos de Borel de su
espectro o(T), y a su vez, ver que cada operador T' puede ser reconstruido
mediante una integral cuyas propiedades se dan a conocer en dicho capitulo.
En el capitulo 2 se generaliza este teorema para un nimero finito de opera-
dores normales no acotados que conmutan actuando en los complejos.
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Capitulo 1

Teorema espectral para
operadores normales acotados

En este capitulo daremos una prueba del teorema espectral para opera-
dores normales acotados. Las ideas clave son primero, a través de un calculo
funcional, a cada funcion compleja continua con dominio el espectro de un
operador normal se le asocia dicho operador normal mediante un homomorfis-
mo; esto se logra gracias al Teorema 1.47, aproximando cada funcién continua
por polinomios y después aplicando el Teorema de Stone-Weierstrass. Luego,
por el Teorema de Representacion de Riesz (Teorema 1.90) a cada funcion
continua se le asocia una tnica medida de Borel (resolucion de la identidad)
de tal forma que cada operador normal podra ser reconstruido mediante una
integral cuyas propiedades son analizadas en la seccién "Integracion con res-
pecto a una resoluciéon de la identidad".

1.1. Preliminares

Observacion 1.1. En las secciones 1.1 y 1.2, F denotard al campo de los
numeros reales o de los nimeros complejos. Las definiciones y resultados que
usen esta notacion son vdlidos para ambos campos.

Definiciéon 1.2. Sea E un espacio vectorial sobre F. Un producto interior
en E es una funcion (-,) : E X E — F tal que Vx,y,z € E yVA €T

i) (x,x) >0 six #0.

it) (Az,y) = Mz, y)-
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iii) (x,y) = (y,x) donde la barra denota la conjugacion compleja.

w) (x+y,z) = (x,2) + (y, 2).

Dado un espacio V' con producto interior (-,-), la norma inducida por el
producto interior es ||z|| = (x,z)'/2.

Proposicion 1.3. Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial sobre F con producto
interior y ||z|| = (x,2)"/2. Entonces:

(1) {z,y)| < ||z||lly|| (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).
(2) llz+yll <llz| + |lyl| (Desigualdad del tridngulo).

(3) Sillyll < e+l YAEF = (z.5) = 0.

Demostracion. (1) Si x = 0, entonces 0 = [(z,y)| = ||z||]]y||. Si = # 0,
entonces ||z|| > 0. Sea a = (z,y). Calculamos

0 < Az +ylI* = APll2l* + Az, y) + {y, Az) + [lyll*
= [APllz]l* + 2Re(aA) + [ly[I*. (1.1)

Sea A\ = — Sustituyendo A en (1.1) tenemos que:

a
]

? 2
7llzl =2

|of®

]

|

0< +Ilyl*

]
o

IR
o

+lylI*

= < llyll*
[l

= [(z,y)| < [lzllllyll-

Para demostrar (2) calculamos:

@ty z+y) ==+ (z,9) + (v, 2) + |yl
= [lzl* + 2Re(z, y) + [ly[I”
< ll2l* + llyll* + 2[Re(z, y)|
< llzl* + lyl* + 2|z, )]
< llzlI* + lylI* + 2llz[l[ly]l (por el inciso (1))
= (ll=ll + lly)?
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por lo tanto [lz + y|| < [lz] + [ly]-
(3) De (1.1) tenemos que || Az+y||? = |A[||z]*+2Re(aN)+||y||?, en particular
2
si A= —ﬁ, obtenemos [|Az + y||* = ||y||* — "‘ahy
T x
tesis ||y|| < [|Az +yl|, por lo que se sigue facilmente que |a| = (z,y) =0. O

mientras que por hipo-

1.2. El adjunto de un operador

Definiciéon 1.4. (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert es un espacio
vectorial sobre F con producto interior (H,(-,-)) tal que (H,||-||) con | | =
(-, Y12 es espacio de Banach. L
Si ademds existe {xp}nen € H tal que {x,}
espacio de Hilbert separable.

neny = H, entonces H es un

Teorema 1.5. Sea H un espacio de Hilbert y E C H convexo y cerrado.
Entonces existe xg € E tal que ||xo|| = min {|ly|||y € E}.

Demostracion. Sea d = inf {||y[||y € E'}. Existe una sucesion (z,)pen € E

tal que d = lim ||z, ||. Notemos también que dados m,n € N, 5(% +x,) €E
n—oo

1
(por convexidad). Entonces H§(xn + xm)H > d = ||z, + zm|* > 4d*. Apli-

cando la igualdad del paralelogramo (|lz + y||* + ||z — y||* = 2||z|* + 2||y]|?)
obtenemos:

0 < e — @nll? = 2llal® + 2> — 2n + 2l
< 2z + 2l 2 — 4.

Como lim (2||z,]|* + 2||2,]|?) = 4d°, entonces lim ||z, — 2,,,|| = 0. Tene-
m,n—00 m,n—00

mos que (x,)nen es de Cauchy. Como H es completo, existe z = lim =z, € H.
n—oo

Ademés, x € E y E es cerrado, por lo tanto x € E y ||z|| = d porque la
norma es una funciéon continua. ]

Definiciéon 1.6. Sea H un espacio de Hilbert yv M < H un subespacio.
Definimos M+ = {z € H|(z,m) =0VYm € M}.
Denotamos por x Ly si (x,y) =0 con z,y € H.

Teorema 1.7. Sea H espacio de Hilbert, M < H subespacio cerrado. En-
tonces M=+ es un subespacio cerrado de H y H = M & M™*.
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Demostracion. Veamos que M* es un subespacio cerrado. Si z,y € Mt y
A € F, entonces (z + \y,m) = (z,m) + X(y,m) = 0 Vm € M por lo que
se sigue x + \y € M. Entonces M* es un subespacio. Para ver que es
cerrado; si x,, — x con x, € M+ Vn, veamos que + € M*+. Dada m € M

n—oo
se sigue |(z — x,,m)| — |(z,m)|, ademas por la Proposicion 1.3 tenemos
n—oo
[(x — zp,m)| < ||z — z,|[|m]], por lo que lim |[(x — z,,m)| = 0. Entonces
n—oo

|{(z,m)| =0Vm € M, ast x € M*; por lo tanto M~ es cerrado.

Ahora, siy € M+NM se sigue (y,y) = 0, por lo que ||y||?> = 0; es decir, y = 0,
con lo cual M+NM = {0}. Por tltimo vamos a demostrar que H = M & M*;
para ello basta ver que H = M + M+, pues M N M+ = {0}. Sea v € H
fija, y sea =2 — M. FE es convexo y cerrado, entonces por el Teorema 1.5
existe y € E tal que |ly| = min{|lz — m||| m € M}. Como y € E, existe
p € M tal que y = x — p. Por lo que ||y[| < |ly+p—m| = ||y + 2| Vz € M.

——

Dada z € M la ecuacion anterior implica que ||y|| < ||y + Az|| VA € F. Por la
Proposicion 1.3, tenemos que (y,2) = 0Vz € M, por lo que y € M. Como
y=x—p, v=1y+puc€ M-+ M;porlotanto H = M+ D M. O

Teorema 1.8. (Representacion de Riesz). Eriste una isometria entre H
un espacio de Hilbert y H* su espacio dual definida de la siquiente forma:
Dada y € H, definimos Ay(x) = (x,y). Entonces A, € H*, ||A,]| = ||y]| v
ademds la funcion y € H — A, € H* es sobreyectiva.

Demostracion. Sea y € H, como el producto interior en H es lineal en la
primer entrada, se sigue que A, es lineal. Sea x € H, por la Proposicion
13 [Ay(z)] = [(z,y)| < [lzllllyll, entonces A, € H* y [[A,]| < [ly||. Cal-

Y Y
culamos [|A,|| > HA ( —,y>‘ = [ly[l, por lo tanto ||A,[| = [yl

Ayll/ I~ Wiy
Obteniendo asi que A, es una isometria. Falta ver que la funciéon y — A,

es sobreyectiva. Sea A € H*. Veamos que existe y € H tal que A = A,.

Es claro que KerA es un subespacio cerrado de H. Si A = 0 (la transforma-
cion lineal cero) es facil ver KerA = H y hacemos y = 0 con lo cual A = A,.
Supongamos ahora que A # 0, entonces (KerA)* # {0}. Por el Teorema
1.7, H = KerA @& (KerA)*t. Existe z € (KerA)* con z # 0. Notemos que
w=A(x)z—A(z)xr € KerAVz € H.

Entonces 0 = (w, z) = A(z)(z,2) — A(2)(z,2) Vo € H, de lo cual se sigue
Ax) = (z, %z) Vz € H. Haciendo y = 22) 2 obtenemos que A = A, O

1211

Definicién 1.9. Para todo espacio de Hilbert H, denotamos por
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B(H) := B(H, H) al conjunto de operadores lineales acotados que van de H
en H.

Lema 1.10. Sea A: H — H, con A lineal y definimos:
M = sup{[(z, Ay)|[|=[| = [ly]| = 1}.
Si M < +o00 entonces A € B(H) y || Al = M.

Demostracion. Sea y con ||y|| = 1. Supongamos que Ay # 0,

1Ayl = (Ay, Ay) = [ Ayl (a7 Ay: Ay) < [[ Ay M, por lo que ||Ay|| <
M para toda y € H con [y = 1. Entonces [|A|| = supy,_; Ayl <
M, porlo tanto A € B(H) y ||A| < M. Ademés, si ||z] = |ly|]| = 1 se
sigue de la Proposicion 1.3 que |[(z, Ay)| < ||z||||Ay|| = ||Ay|. Ademas
Ayl < [Allllvll = [|All; por lo tanto |{x, Ay)| < ||A]||, al tomar el supre-
mo sobre y y = obtenemos M < || A||, asi M = ||A]|. O

Definicién 1.11. Sea H un espacio de Hilbert. Una funcion f: Hx H — F
es sesquilineal siVx,y,z € H yV\ € F se tiene que:

i) [z +Xy,2) = f(z,2) + Af(y, 2).
i) f(x,y+X\2) = f(z,y) + Mf(z,2).
Decimos que f es acotada si sup{|f(z,y)| | [|z]| = ||yl = 1} < .

Teorema 1.12. Sean H wun espacio de Hilbert vy f : H x H — F una
funcion sesquilineal acotada, entonces existe A € B(H) tal que f(z,y) =

(x, Ay)Va,y € H y ||A|| = sup{|f(z, )| | |z]| = |ly|| = 1}.

Demostracion. Consideramos Ay, definida de la siguiente forma:

Agy() = f(2,9)

Por la Definicion 1.11 f(x,y) es lineal en la primer entrada, es decir, la
funcion Ay, : H — F es lineal. A su vez definimos M = sup{|f(z,y)| | =] =
lyll = 1}. Dada = € H, calculamos:

A = |f (=, <M — (M ,
[Azy ()] ‘f(H;cH HyH)HMIHyH_ iyl = (MifyID Il

se sigue entonces Ay, € B(H) y ||Asyl| < M||y|| por lo que Ay, € H*. Por el
teorema de representacion de Riesz (Teorema 1.8) existe una tnica Ay € H
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tal que Ag,(z) = f(z,y) = (x,Ay)Vx,y € H. Para ver que A es lineal,
notemos que:

(x, Ay + NA2) = (z, Ay) + Mz, Az)
= fla,y) + Mf(z,2) = flz,y + A2) Vo € H,

por unicidad en el teorema de Riesz concluimos que Ay + A\Az = A(y + Az)
(pues A(y+Az) es el tinico elemento de H tal que Ay, iz, (2) = f(z,y+A2) =
(x, A(y+Az)) Vo € H). Por definicion tenemos que sup{(z, Ay) | [|z|| = ||y|| =
1} = sup{|f(z,y)||lz|]| = |ly| = 1} = M; con lo cual, por el Lema 1.10
concluimos que A € B(H) y ||A|| = M. O

Teorema 1.13. (El adjunto de un operador). Dado T € B(H), existe un
anico T* € B(H) tal que (Tz,y) = (x, T*y)Vx,y € H. Ademds ||T| = ||T*||;
a T se le llama el operador adjunto de T.

Demostracion. Sea f(x,y) = (T'x,y). Claramente f es sesquilineal y ademaés,
si ||z|| = |ly|| = 1 entonces por la Proposicion 1.3 |f(x,y)| < [|[Tx|||y]| =
|Tz||. Como ||z]| = 1 se tiene también que ||Tz|| < ||T||, por lo tanto f esta
acotada. Por el Teorema 1.12 existe una tnica 7% € B(H) tal que (T'z,y) =
(x,T*y). Por el Lema 1.10 concluimos:

|71l = sup{(Tz, )| | =] = llyll = 1}
= sup{|{z, T"y)| | 2]l = lly| = 1} = |IT"].

]

Proposicion 1.14. Sean S,T € B(H) y a € F. Entonces se cumple lo
stguiente:

()" =al™*, (ST) = T*S*, (T*)* =T, ||T*T| = |T|*
Demostracion. (STx,y) = (x,(ST)*y) = (T'x,S*y) = (x, T*S*y) por lo que

debido a la unicidad (ST)* = T*S*.
Sea y con ||y|| = 1, calculamos:

ITyl|> = Ty, Ty)| = [{y, T*Ty)|
< |lylIIT*Ty|| (por Proposicion 1.3)
= T Tyl
< |77
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Entonces ||Ty|| < \/||T*T|| Yy € H con ||y|| = 1. Tomando el supremo sobre
y obtenemos:
171l < V/IT*T]| o bien | T]* < || T°T]. (1.2)

Por otro lado, para toda y con [yl = 1, [T*Ty| < | T[Tyl < IT*|IT] =
| T||?, tomando nuevamente el supremo sobre y tenemos que:

17T < ||TJ*. (1.3)

De (1.2) y (1.3) obtenemos ||[T*T|| = ||T|?.
Las propiedades restantes son faciles de comprobar. O

Proposiciéon 1.15. Para todo A, B € B(H), ||ABJ| < ||Al|||B]-

Demostracion. ||AB(z)|| < ||A||||B(z)]] < ||A||||Bll||z||Vz € H, por lo tanto
IAB| < [IA[l[|B]. 0

1.3. Algebras de Banach

Definicién 1.16. (Algebra de Banach) Un dlgebra de Banach A es un espa-
cio de Banach que cuenta con una operacion de multiplicacion A > x,y —
xy € A tal queVa,y,z € AVa €F (conF=R 6 F=C):

1. z(yz) = (zy)z

2. (x+y)z=x2+yz
2(x+y)=zx+ 2y

3. a(zy) = (ax)y = z(ay)
4 Nyl < iyl

A tiene unidad si existe 1 € A tal que x1 = 1lx = xVx € A.
St ademds existe x - A — A tal que x — x*, que cumple con las propieda-
des:

i) (x4 ay)* = a* +ay*

*

i) (vy)" =y'x
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w) [lo*z] = ||«
decimos entonces que A es un dlgebra C*.

Observacion 1.17. En lo que resta de este capitulo consideraremos F = C
y a menos que se diga lo conirario, supondremos que A tiene unidad.

Ejemplo 1.18. Para todo espacio de Hilbert H,B(H) es un dlgebra C* (%
es el adjunto).

Definicion 1.19. Dada A un dlgebra de Banach, x € A es invertible si
existe v € A tal que xx™t = 27w = 1.

1.3.1. Foérmula del radio espectral

Teorema 1.20. (Serie de Neumann) Sea A un dlgebra de Banach. Supon-
gamos que v € A es invertible y que y € A es tal que ||lyz™!|| < 1. Entonces
x+y es invertible y (x +y) ' =27t > 07 ((—yz~ )"

Nota: Si ||z~ y|] < 1 entonces x +y es invertible y ademds

(z4+y) ™ = [ (—ay) ]z

Demostracion. Notemos que z +y = (1 + yz~')z. Sea ¢ = yxr~!, veamos
que 1+ ¢ es invertible. Proponemos z = >~ (—c)", que converge porque
|le|l < 1. Tenemos lo siguiente:

[e.o] o0 o0 o0

(I+c)z = (14+¢) Y (—c (1= (=)(=a)" =D (=" = (=" =1,

n= n=0 n=1

entonces (14 ¢)™' = z; como = +y = (1 + ¢)z, se sigue que el inverso es de

laforma (z+y) =z 1+e) =27t D00 (—yz~ )™ o

Corolario 1.21. Sea A € C y x € A. Supongamos que |\ > ||z||. Entonces
x — Al es invertible (A1 = X) y (x — X)7H = (=N 3 (($)™

Demostracion. Como |A| > ||z|| entonces:
T 1
=)= ||5]| = el < 1.
(=311 = 5] = et

ademés, —A1 es invertible. Usamos el Teorema 1.20 con —A1 en lugar de x y x
en lugar de y para obtener finalmente que (z—X\)~" = (=A)"' > ($)*. O
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Nota: Es claro que lim (z — )™ = 0.

[A| =00

Definicion 1.22. Dado = € A definimos p(x) = {\ € C|lz — X es invertible}
el conjunto resolvente de x.

Definicion 1.23. Sean A € C y r € R. Definimos:
BE(\,r):={z € C|]A—z| <r}.

Teorema 1.24. Dado x € A, p(x) es un conjunto abierto y ademds la fun-

cion p(z) 5 X — es continua.
T

—A

Demostracion. Sea A € p(z). Vamos a ver que BE(\, ||(x — \)7||71) C p(x).
Sea o € BE(\, [[(x—\)71|71); entonces 1 —a = (z—A\)[1— (a—\)(z =) 7.
Como ||[(a = A)(z = N7 < [[(z = X)) [(z — N) 7Y = 1, por el Corolario
1.21 y un cambio de signo, se sigue que 1 — (o — \)(z — A\)~! es invertbile.
Por lo tanto z — « es invertible, asi p(x) es un Conjunto abierto.

Ademas, si € BE(0, 3]|(z—A)~!{|7!) tenemos HB—H < 3; por el Teorema,
1.20 x — A + [ es invertible. Calculamos:

o0

(x=A+8) = (-0 (x__ﬁA)

n=0

— @ =2+ 8" = =N <@ - V) 1”ZH I

x m o
(I >l = Jim 3wl < ngggoz o < ,;fg;oz ol = Z uwn")

== A8~ =N < -2
<1l =071 ()" < 208l = N7

— lm|(z - A+8) "= (@ —-N"=0
B—0

por lo que la funcion p(x) 3 z — (z—2) ! es continua (localmente Lipschitz,
es decir, para cada z € p(z) existe una vecindad donde la funcion satisface
la condicion de Lipschitz). O

'Libro [15], Definicién 5.4.4, Pagina 163.
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Definicion 1.25. Sea A un dlgebra de Banach. Dado x € A, denotamos por
o(z) :=={\ € Clz — X no es invertible} = p(x)° al espectro de x.

Teorema 1.26. Para todo x € A,o(x) es un conjunto compacto.

Demostracion. Sea © € A. Como p(x) = o(x)° es un conjunto abierto, te-
nemos que o(x) es cerrado. Si elegimos A € C tal que |[A\| > ||z||, por el
Corolario 1.21 se sigue que A € p(x); teniendo asi que o(x) C BC(0, ||z|]).
Por lo tanto o(z) es cerrado y acotado. Por el Teorema de Heine-Borel® o(x)
es compacto. [

1
Lema 1.27. Dado x € A definimos R,(z) = R(z) := ——,Vz € p(x) la
r—z
resolvente de x. Entonces R : p(x) — A es analitica; es decir, derivable en
R(w) — R(z) |

= R/(z2) existe para toda z € p(x)).
w-—z

todo p(z) (lim

w—z
Demostracion. Sean € > 0y z € p(x) tales que B%(z,¢) C p(z) y w € C con
|z — w| < e. Calculamos:

(oo )

w—2z w—zr—w T—2z

"z —2) — (xr —w))(x — 2)" (Identidad resolvente)
(

w—2z2)(x—2)"

! = R(w)R(2) — R(2)* (la resolvente es continua)

w—z
por lo tanto R'(z) existe para toda z € p(z) y R'(z) = R(2)2. O
Teorema 1.28. Para todo v € A, o(z) # 0.

Demostracion. Por el Lema 1.27 R(z) es analitica en p(z). Ademas, por el
Corolario 1.21, si |A| > ||z|| entonces A € p(x); es decir (B®(0, ||z]]))¢ C p(z).

Es facil ver que |/\1‘1’m R(\) =0 (con series de Neumann). Dado h € A* (el
— 00

dual de A como espacio de Banach; A* = B(A; C)), entonces hoR : p(z) — C
y también

h(Rw) —h(R(:) (R(w) - R(Z)) ~ (i R(w) — R(Z))
= h(R'(z)) (pues h es continua).

lim
w—z w — Z w—z

w—z w —Z

2Libro [17], Teorema 2.41, Pégina 40.



1.3. ALGEBRAS DE BANACH 11

Supongamos que o(z) = ), entonces p(z) = C, de lo cual se sigue
hoR : C — Cesenteray como lim [[h(R(N))|| < Ml|1’m |R|[[|R(N)]| = 0, hoR
— 00

[A| =00
es acotada, por lo que es constante; mas atin, como (ho R)(A) — 0 cuando
|A| — o0, entonces ho R = 0. Asi h(R(z)) = 0Vz € C, por el Teorema
de Hahn-Banach?, si R(z) # 0 existe f € A* tal que f(R(z)) # 0. Entonces
R(z) = 0Vz € C, lo que contradice el hecho de que R(z) es invertible para
toda z. Por lo tanto o(x) # 0. O

Definicion 1.29. Dado x € A, definimos r(z) := méx{|A\| |\ € o(z)} (el
mdzimo se alcanza por la compacidad de o(x)).

Teorema 1.30. (Gelfand). Para todo z € A, r(z) = lim ||z"|"/".
n—oo
Demostracion. Sean x € Ay X € o(z). A su vez, sea
A= N 442

Es facil ver que
ANt—a"=(A—2)A= A\ —2x),

como A — x no es invertible, A\ — ™ no es invertible, ya que si \" — 2" =
(A — x)A es invertible, entonces existe B tal que (A — 2)AB = 1. Como
(A—2)AB = B(A —x)A = BA(\A — x) = 1, entonces

BA(\ — 2)AB = BA= AB

es decir, AB = BA es el inverso de A — x. Entonces A\ ¢ o(x) lo cual es una
contradicciéon. Concluimos que

A€o(x) = \"€o(z")
= [A"] < [l2"[ (pues o (") € BE(0, [l2"]))
por lo que |A| < [|#"]|Y™ VX € o(z), teniendo ast

r(z) = sup {|A[} < inf [la"(""
Ao (z) neN

Veamos ahora que limsupl|z"||*™ < r(z). Sea |A| > ||z||; por el Corolario
n—oo
1.21 tenemos que A\ — x es invertible, ademas

(A=)t =2~ i (;)"

3Libro [11], Teorema II1.6, Pagina 76.
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Sean h € B(A;C) y f(\) = (A — )7}, por lo tanto ho f : p(x) — C es
analitica. Por la linealidad y continuidad de h tenemos

oo

h(f(N) =D a_,-1A™"" donde h(z") = a_, .

n=0

o0
Por unicidad, Z a—p_1 A" ! es la serie de Laurent* de h(f())).
n=0
La serie es convergente en D = {z € C|y < |z| < '}, donde
vy =limsupla_,|''" y T = .
nooo lim sup|a, |/’
n—oo
ademaés, existe al menos un punto en la frontera interior de D para el cual

h o f no es analitica. Como f es analitica en p(z) y r(x) = sup {|\|}, se
Aeo(x)
sigue que
lim supla_,|"™ < r(x).

n—o0

Tenemos que existe M; € R tal que
sup(a_,|A|7"1) < M para toda A tal que |A| > r(z),
neN

ITL

|>\|n>‘ < +oo Vh € B(A;C). Por el Teorema de Banach-

1
luego — sup ’h(
R

:L.’I”L

RYK
|l™]] < M Vn €N, es decir

Steinhaus®, { } es acotada en A por lo que existe M > 0 tal que
neN

Al

|z < N MY"¥n e N
— limsup||z"||*/™ < || lim MY™ = ||
n—oo

n—oo
— lim sup||z"||™ < |A| VA con || > ()

n—o0

— lim sup||z"||Y" < r(z).

n—o0

“Libro [10], Paginas 182-184.
SLibro [11], Teorema II1.9, Pagina 81.
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" "

Ya demostramos que r(z) < inf,ey ||@ < lim inf ||z
n—oo

n“l/n n”l/n'

< limsup|z™||Y™ < r(z). Por lo tanto lim |z
n—oo

f— p— I f
m s r(z) inf |2

[
Definicion 1.31. Sea A un dlgebra C*. Entonces:
1. x es autoadjunto st x = x*.
2. x es normal s1 x*x = xT*.
3. x es unitario st x¥x =1 = xx*.

Teorema 1.32. (Férmula del radio espectral) Supongamos que A es un
dlgebra C* y x € A es normal. Entonces ||z| = r(x).

Demostracidn. Siy = y* entonces [ly*y|| = [[y*|| = ||ly||?, con lo cual [|y*"|| =
ly||?". Consideramos y = z*z. Notemos que y* = z*z = y, entonces ||y

|z*x||?", ademés

2™ |
H

* n * n n+1
I(z"2)* || = fla"z|*" = ||| (1.
y @) || = 1) || = (&)« | = [«*"])? (1.5)

De (1.4) y (1.5) obtenemos ||z[|*" = ||#*"||. Entonces:

N
N—

lim | [[V*" = lim (||l2]*)*" = 2]l = lm 2™ V™ = r(),
n—00 n—00 m—oo
concluyendo asi que r(z) = ||z||. O

Definiciéon 1.33. Sean A y B dlgebras de Banach. f: A — B es un homo-
morfismo si f es lineal y f(zy) = f(x)f(y) Va,y € A.

f es isomorfismo si es biyectiva.

[ esisometria si ||f(x)|| = ||z]| Vz € A.

Teorema 1.34. (Gelfand-Mazur). Sea A un dlgebra de Banach con unidad
14 tal que todo elemento no cero de A es invertible, entonces A es isométri-
camente isomorfa a C.

Demostracion. Sea x € Ay A\ # Ao, con A, Ay € C. A lo mas uno de los
siguientes es cero: A\y — x, Ay — .

Como o(z) # 0, existe A\(x) € o(x), es decir, A(z) —x = 0 (de lo contrario
A(z) — x es invertible). Por lo anterior tenemos que A(z) es tnico; o(x) =



14 CAPITULO 1. TEOREMA ESPECTRAL

{A(z)}. Definimos ¢ : A — C, por x — A(z). Escribimos ¢(z) = A(x).
Veamos que @ es isomorfismo isométrico:
@(x) € C es el tnico ntumero tal que = = p(z)14 = ¢(x), entonces

p(@)p(y)1a = p(2)y = p()yla = p(x)1ay = zlay = vy
= p(x)¢p(y) = p(zy) por unicidad.

De la misma forma vemos que ¢ es lineal. Entonces ¢ es un homomorfismo
de algebras, ademas p(14) = 1y ||[14]| = 1. También ||z| = ||o(x)14]] =
lo(z)]]|14]] = |¢(x)| por lo tanto ¢ es una isometria y es inyectiva. Para ver
que ¢ es sobreyectiva, ¢(A) es un subespacio de C que no es {0}, entonces
¢©(A) = C = ¢ es sobreyectiva. O

1.3.2. Teorema del mapeo espectral

Definicion 1.35. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y sea J C A un
subespacio vectorial de A. Decimos que J es un ideal si AJ C J y JAC J.
J es un ideal propio si J # A.

J es mazimal si J es propio y no existe otro ideal propio J tal que J ; J.

Proposicion 1.36. Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Entonces:
a) Los ideales propios no contienen elementos invertibles.
b) SiJ es un ideal propio, entonces J es un ideal propio.

Demostracion. a) Sea J un ideal propio de A. Si a € J es invertible, entonces
aa"' =1 € J, con lo cual A = J, que es una contradiccion.
b) Sea J un ideal propio, z € J,a € A, entonces existe (z,)en C J tal que

r = lim z,, = ax = lim az, y xra = lim z,a, donde az,, x,a € J para toda
n—oo n—oo n—oo

n € N por lo que AJ C J,JAC J.

Sile j, entonces existe una sucesion (a,),eny € J que converge a 1. Por el
Teorema 1.24 el conjunto de elementos invertibles es abierto y dado que 1 es
invertible, existe N € N tal que si n > N entonces a,, es invertible, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto J es un ideal propio. O

Teorema 1.37. Sea A un dlgebra de Banach y J C A un ideal propio.
Entonces

a) Ezxiste un ideal propio mazimal J que contiene a J.
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b) Si J es maximal entonces J es cerrado.

c) SiC C A es una suba?lgebm conmutativa de A entonces erxiste una
subdlgebra conmutativa C mazimal entre las subdlgebras conmutativas
que contiene a C; es decir, no existe un dlgebra conmutativa C' tal que

CSCCA

Demostracion. a) Sea P = {K|K es ideal propio y J C K}; ordenamos a P
con la inclusion: K < K' <= K C K'. J € P, por lo que P no es vacio. Sea
{K;|i € I C N} una cadena en P; veamos que estd acotada superiormente.
Sea I = |J, oy K, es facil ver que J C I. Sean a,b € I, existen m,n € N tales
quea € K,,, yb € K,,. Como {K;|i € N} es un conjunto totalmente ordenado,
entonces K, < K,, 6 K,, < K,,. Sin pérdida de generalidad supongamos que
K,, < K,; como a € K,, entonces a € K,, asi a+b € K, y ra,ar € K,
para toda r € A (a su vez rb,br € K,), por lo tanto I es un ideal de A
que contiene a .J. Para demostrar que I es distinto de A basta con observar
que si 1 € I, entonces existe [ € N tal que 1 € J;, es decir, J; no seria ideal
propio, lo cual es una contradiccién. Tenemos entonces que toda cadena de
P tiene una cota superior. Aplicando el Lema de Zorn, existe un ideal propio
maximal J € P; es decir, J C J con J un ideal propio maximal.

b) Es claro porque .J es ideal propio maximal, como .J es ideal propioy J C .J
entonces J = J.

¢) Anélogo a la demostracion de a). O

Definicion 1.38. Sea A un dlgebra de Banach y J C A un ideal cerrado.
Definimos una clase de equivalencia en A de la siguiente forma:

x e~y sty solosie—yeJ.

Denotamos por A/ J := {[z]|x € A}.

Dotamos a .A/J de una suma, un producto escalar y un producto como
sigue:

[2] +[y] = [z +y]
Az == [\]
[2]ly] := [zy].
Dichas operaciones estdn bien definidas. Notemos ademés que [0] = J, [14] =

14/; y si @ es invertible entonces [z71] = [2] 1.
Defini = inf .
efinimos HMHA/J ;r€1]|]x+y||
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Proposicion 1.39. (A/J, | - [|a/s) es un espacio de Banach.

Demostracion. Es facil ver que ||[z]|| > 0y [|[A[z]|| = [A||[]]]-

Sifl[z]]] =0 = 1’n£||x + y|| entonces existe (y,)nen sucesion en J tal que
ye -

lim ||z +y,|| =0 = lim y, = —x. Como —x € J y J es cerrado, se sigue

n—oo n—oo

que [z] = [0]. Para verificar la desigualdad del triangulo vemos lo siguiente:

— inf
[+ 90l = it + + |

= inf ||.I’+y+21+2’2||

21,22€J
< mf (o + 2 + [ly + z])
21,22€J
= [Il=]ll + IT]ll
Para ver que es completo, tomemos una serie absolutamente sumable y de-
mostraremos que es sumable. Sea ([z,])nen tal que Z [zn]|| = M con M
neN
finito. Como ||[x,]]| = in£||xn+y|| se tiene que para toda n € N existe y,, € J
ye
tal que |||[z.]]| = ||z + ynll| < 5, de aqui:
1
S e+ gll < 3 [l gl = el I+ 3 el | < 3 o+ M < oo
neN neN neN neN
Como A es completo, entonces lim Zajn + y, existe, al cual lo denotare-
m—ro0
n=1

mos por x. Se sigue que:

Hﬁ;[m e \Hi%*%—xﬂ( _ Hixnw—w

al tomar el limite cuando m tiende a infinito esto tltimo converge a cero. Por
o

lo tanto [z] = ) [z,). O

n=1

I

Proposicion 1.40. A/J es un dlgebra de Banach.

Demostracion. Sean [z],[z] € A/J y sean y,,y, € J tales que
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2]l = 1z + yall] < &[]l = 12 + g2 ]l| <e. Calculamos:

Iz][2 = NIz + yallz + y:lllars

<+ y2) (2 + y2)lla

< o+ yollallz + 4zl
(e + gl = =]+ 21D U2 + gell = =]+ =D
< (e +[llz]lD(e + [IT=00) Ve >0

por Io tanto fz]:]| < ] 2]
Para ver que ||[1]|| = 1 basta demostrar 1 < ||[1]||, calculamos:
Il < NI = b < 10— 1< i

]

Teorema 1.41. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa y sea A el conjunto
de homomorfismos complejos. Entonces:

(a) Todo ideal mazimal en A es el nicleo de un elemento en A.

(b) Dado h € A, h='(0) es un ideal mazimal.

(¢) x € A es invertible si y solo si no existe un ideal mazimal J con x € J.
(d) Dado x € A, o(z) = {h(x)|h € A}.

Demostracion. (a) Sea J un ideal maximal de A. Consideremos la funcion:
7:A— A/J como 7(z) = [z].

Sea [r] € A/J tal que [z] # [0]. Veamos [r] es invertible. Consideremos el
siguiente conjunto J ={ar+ylac Aye J} = Jesunidealy J C J;
como J es maximal, J = A por lo que existe a € A tal que 1 = ax + y, se
sigue [1] = [az] = [q] [:U] = [a] = [z]7'. Entonces, z es invertible si x ¢ J,
es decir, todos los elementos no cero de .4/.J son invertibles. Por el teorema
de Gelfand-Mazur existe un isomorfismo ¢ : A/J — C. Tomamos h = ® o ;
entonces h € Ay h=1(0) = 7 1(0).

(b) Sea h € A. Siy € h~1(0) entonces, Vo € A h(zy) = h(x)h(y) = 0, por
lo tanto A~1(0) es ideal.

Supongamos ahora que u € Ay v ¢ h™'(0). Tomamos w = u — Z%U’

entonces h(w) =0=w e h™1(0) y u = hgugv + w; por lo que cualquier ideal
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que contenga a un elemento v ¢ h=(0) y a h=1(0) tiene que contener a todo
A.

(c)Por la Proposicion 1.36, si x es invertible entonces x no esta en ningin
maximal. Supongamos que z no es invertible. Sea J = {az | a € A}, entonces
1¢ J, es decir, J es un ideal propio. Por el Teorema 1.37 existe un ideal
maximal J tal que J CJconzxelJ.

(d)
A € o(x) < x — A no es invertible
& existe J ideal maximal tal que x — A € J (por (c))
& JheAtalquexr —Aeh(0) (por (a))
< Jh € A tal que h(z) = Ah(1) = A
< X e {h(z)|h € A}.

Lema 1.42. Sea C un dlgebra conmutativa C*, entonces
(a) 1* = 1.

(b) (x7H* = (x*)" Y, o(2*) = o(x) (donde la barra denota la conjugacion
compleja).

(¢) Six es unitario, entonces o(x) C S' = {z € C||z] = 1}.
(d) Six es autoadjunto, entonces o(x) C R.

(e) Si h es un homomorfismo de dlgebras C* a wvalores en C, entonces

h(z*) = h(zx).

Demostracion. (a)

lr=zl==x

=1 =1"2"=2" VareC
syl' =1y =y Vyel
=1"=1
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A € o(z") & ¥ — A no es invertible
& o — A no es invertible
& Meo(r)

S N €o(x)

(¢c) Sea z € C unitario. Para todo A # 0 es facil ver que se cumple
b= A = 27 (X — )X\, entonces A € p(z) & AP € p(xh) por lo
que se sigue inmediatamente que A € o(z) & A7! € o(x™1); concluimos que

o(z7) = [o(x)]7'. Como x es unitario, zo* = z*z = 1, asi 1 = ||zz*| = ||z||?,
por lo que ||z|| = 1; también:
1= [Ja™ w2 (")

= |l=~ (z*) 7 (porque z es unitario)

= [« @) (por (b))

= [~ "|I?
es decir, ||z7!| = 1. Sea A € o(z), entonces A™! € o(x™!), ademas, |\ <
|zl =1y X7 < |z~ = 1. Si || < 1 se sigue que |A7!| > 1 lo que es una
contradiccion (ocurre lo mismo si |]A7!| < 1); por lo tanto |A| = |A\ 7! = 1.

(d) Sea z € C autoadjunto. Si o € C es tal que || > ||z| entonces, por el
Corolario 1.21 a € p(z). Sea o € o(x), tenemos que |« < ||z|. Vamos a ver
que Ima = 0. Supongamos que Ima # 0.

Sea A € C tal que A # 0y |A|||z|| < 1. Definimos U = (1+i|A|z) (1 —i|\|z),
asi U* = (1 — i|Mz)Y(1 + i|M\z); como UU* = U*U = 1 se sigue que
a(U) CS' (por (c)). Calculamos:

1 —i[Ma2 <1 - @'|/\|a) (1 - i|/\|oz>
L+ Mal — \1+iMa/\1+i\a
(14 [AIma)? + (Rea|A|)? 41
(1= |AIma)? + (Rea|A|)? '
Por (c), o(U) C S!, entonces L= iAla € p(U). Ademas:
’ - 1+ A\« Y- '
1 —i|Ma 1—ilMa 1—iAz , e , 1
U = — = (1+2|A 20| A\[(z—a) (14| A

lo que implica que (z — «) es invertible (es decir, a € p(x)), lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto Ima = 0; es decir, o(x) C R.
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e) Sean € C'y h : C — C un homomorfismo. Escribimos z = £ +
(= (x — 2*)). Dado que h es un homomorfismo tenemos que:

ha) = h(* 2“"“) + ih(%(:c - )

Como £ es autoadjunto, por (d) tenemos que o(*:2) C R. Por el Teo-

rema 1.41 h(Z) € o(ZE2), es decir, h(2£Z) € R. De manera similar se

demuestra k(5 (z — 2*)) € R. Calculamos:

nat) = h([* zm + i(%(x —a%)] )

) (e )

Dado que h(*£=), h(L(z — 2*)) € R, entonces:

hat) = h(* zx) _ z’h(%(x — ")) = hfa).

]

Lema 1.43. Sea A un dlgebra C* y D C A un conjunto cerrado bajo * (es
decir, six € D, entonces x* € D) tal que todos los elementos de D conmutan.
Entonces existe un dlgebra C* conmutativa mazimal CM (D) contenida en A
tal que D C CM (D).

Demostracion. Dado un polinomio en n variables
_ l 2 l :
P(z1,29, ...y 2n) = 2 Ciyigoin 21 25 - 2y, definimos

n

P(ay,as,...,a,) = E Cirvigyin07 Gy - .. a7 Vaj € A,

a su vez, definimos

C(D) :={P(a1,...,an)|a,...,a, € Dy P es polinomio complejo}.

Es facil ver que C'(D) es una subalgebra conmutativa de A; por el Teorema

1.37 existe una subalgebra conmutativa C'M (D) maximal que contiene a
C(D). Como D C C(D) se sigue D C CM(D,). O
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Definicion 1.44. Sea C' un dlgebra C* y A C C una subdlgebra C* conmu-
tativa mazimal. Dado v € A definimos:

pa(x) :={X € Clz — X es invertible en A}.
Ast, pa(z)¢ = oa(x) = {\ € Clz — X no es invertible en A}.

Lema 1.45. Supongamos que C es un dlgebra C* y A C C un dlgebra C*
conmutativa mazimal con 1 € A. Entonces, Vo € A ox(x) = oc(x).

Demostracion. Sea x € A, claramente o4(z) O o¢(x). Para demostrar la
otra contencién basta probar que pc(x) C pa(x). Sea A € pe(x); entonces
z—A\ es invertible en C, por lo que existe y € C tal que (z—\)y = y(z—\) = 1.
Dado z € A, (z — Nz € A; es decir, y 'z € A (pues y ' = (z — \)) . Vamos
a demostrar que yz = zy y y*z = zy*. Calculamos:

y—yr=yly e -2y Ny
y como A es conmutativa, se tiene que y~'z—zy~! = 0, por lo tanto yz = zy.
Por otro lado, como z € A, entonces z* € A; asuvez y 'z* € A, por el Lema
1.42 (y='2*)* = z(y*) "' € A. Tenemos:

vz — 2yt =y (y) T = () TRy

concluyendo asi que y*z — zy* = 0. Sea D = AU {y,y*}, el cual tiene la
propiedad de que D = D* y todos sus elementos conmutan; entonces, por el
Lema 1.43 existe A’ dlgebra C* conmutativa maximal tal que D C A" C C'lo
que implica A C A" C C, como A es maximal, A = A, por lo tanto y € A,
es decir, (x — \) es invertible en A, asi o4(x) = o¢(x). O

Teorema 1.46. Mapeo Espectral
Sean C' un dlgebra C* y v € C un elemento normal. Sea P un polinomio
en dos variables P(z1,22) = Y Cijziz). Entonces P(x,z*) € C es normal y

o (P(z,2")) = (PN € o(2)}

Demostracion. Es facil ver que P(z,z*) es normal. Sea 2 = {1,x,2*}, el
cual es conmutativo y cumple que ¥ = Z*; entonces por el Lema 1.43 existe
un algebra conmutativa maximal A = A(2) que contiene a Z. Como 1 € D
entonces 1 € A; ademds por el Lema 1.45, UA(P(x,x*)) = UC(P(x,yc*)).
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Calculamos:
oa(P(z,2%)) = {h(P(z,z%))|h € A} (por el Teorema 1.41)
= {P(h(z),h(z"))|h € A}
= {P(h(z), ( h(z))|h € A} (por el Lema 1.42)
P(A, )

A € oc(x)} (por Lema 1.45 y Teorema 1.41).
]

1.4. Calculo funcional para funciones continuas

y elementos normales en un algebra C*
Teorema 1.47. (Célculo funcional) Sean C un dlgebra C* y x € C un

elemento normal. Sea C(o(x); C) el conjunto de funciones continuas de o(x)
en C. Entonces existe un homomorfismo isométrico

¢ :C(o(x);C) = C

fr— f(@)
tal que para todo polinomio de dos variables P(z1,22) =Y C’,»jzi'zg y f dela
forma f(z) = P(z,Z2), tenemos que f(z) = P(x,z*).

Demostracion. Por el Teorema 1.32, para todo elemento normal y € C se
tiene ||y|| = sup{|A||X € o(y)}. Entonces, dado un polinomio en dos variables

P(z1,2) = S, Cy;2i2) tal que f(2) = P(z, %) tenemos

1f (@) = 1Pz, z7)

| =sup{|a||o € o(P(z,2%))} (por Teorema 1.32)

=sup {|P(\,N)||A € o(z)}  (por Teorema 1.46)

— sup {|F V] ]A € o)}

= [Iflletr@:o)- (1.6)
Sean P = {f| f(2) = P(z,%) con P un polinomio complejo en 2 variables} y
PP — C tal que ¥'(f) = Cia'(z*)! = P(z,z").

Entonces P es un algebra de funciones que satisface (1.6), contiene a 1 y se-
para puntos, por el teorema de Stone-Weierstrass® P es denso en C'(o(z); C).

6Libro [11], Teorema IV.10, Pagina 102.
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Dada una funcion continua g € C(o(x); C), existe una sucesion en P, (f,,)nen
tal que g = lim f,. Por (1.6) tenemos que:
n—oo

o oo = 0=l [@/(7,) ~ #/(7,)]
con lo cual (®(f,,))nen es una sucesion de Cauchy en C. Definimos
a(g) = lim @/(f,)

= O es isometria:

[8(£)] = lm [ B(£)] = i [|fullowee = [ Fleweo

= & es homomorfismo: Si f,g € C(c(2);C) ¥ (fn)nens (gn)nen son suce-
siones en P tales que f, — f, g, — g en C(o(z);C) entonces

fngn = f9, fn+ g = af +g, D' (frgn) = ®(f9).

Ademas ' (fngn) = ' (f)P'(gn) — D(

_)CID( ). De la misma forma
vemos que ®(af + g) = a®(f) + ®(g), ¢(f) =

(@(f) y @(1) = 1.
O

1.5. Resoluciones de la identidad

1.5.1. Teoria de la medida

Definiciéon 1.48. Sea Q2 un conjunto. Definimos el conjunto potencia de €2
como el conjunto P(QQ) formado por todos los subconjuntos de Q; es decir,
we P siwC Q.

Definiciéon 1.49. Dado un conjunto 2, una o-dlgebra S de conjuntos de €2
es un subconjunto de P(SY) tal que:

i) Qe S
ii) Si E,F € S entonces E\ F € S
iii) Si (E;)ien € S, entonces U E, €S
iEN

Definiciéon 1.50. Sea €2 un conjunto y S una o-dlgebra. Una medida positiva
es una funcion p: S — [0, 00| tal que:
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i) w(@) =0

i) (Ei)ien €S con E;NE; =0 sii# j, entonces u( U EZ) = Z/L(El)
iEN ieN
(si pu: S —1[0,00) entonces ii)=1))

Sip S —[0,00), decimos que p es una medida finita.

Definicién 1.51. Una pareja (2, S) en donde Q0 es un conjunto y S una
o-dlgebra en P(2) se denomina espacio medible.

Definiciéon 1.52. Si Q) es un espacio topoldgico con topologia T, definimos la
o-dlgebra de Borel generada por la topologia de Q0 (denotada por S(T)) como
la o-dlgebra mds chica que contiene a T.

Definiciéon 1.53. Sean Q2 = C y 7 C P(C) la topologia usual de C, definimos
Be como la o-dlgebra de Borel generada por T.

Definicién 1.54. El arreglo (X0, S, 1) en donde Q) es un conjunto, S una o-
dlgebra en P(QL) y p es una medida, se denomina espacio de medida y a los
elementos de S se les llama conjuntos medibles.

Definicion 1.55. Sean (2,5) y (¥,5") espacios medibles. Una funcion f :
(Q,8) = (2,9 es medible st f~(u) €S YueS.

Definicién 1.56. Sea (2, S) un espacio medible. Una funcion s : Q0 — C es

stmple si es medible y toma un ndmero finito de valores.
n

Su representacion candnica se define como sigue: s = E Qi Xw;, en donde
i=1

{an, o, .. 0} = s(Q) yw; = s ({a,}), por lo que se sigue fdcilmente que
wiNwj=0sii#j wai:Q.
i=1

Definicién 1.57. Sea (2, S, 1) un espacio de medida en donde ) tiene una
topologia T y S = S(7). Suponemos que p es positiva. Decimos que | es
reqular si:

1) w(E) =mf{uwU)|E CUU € T}.

2) p(F) =sup{u(K)|K C E, K compacto}.
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Definicién 1.58. Sea (Q2,.S) un espacio medible. Una medida compleja
S — C es una funcion que cumple:

i) Converge absolutamente; es decir, (Z |pe(w;)] < 400).

i) ,u(Uwi) = ZM(%‘);M’ €S wNuw;=0sii#]j.
Definicion 1.59. Resolucién de la Identidad

Sea (2,S) un espacio medible y H un espacio de Hilbert. Una resolucion de
la identidad es una funcion

E:S— B(H)
que cumple con las siguientes propiedades:
1) E(0) =0, E(Q) = Idy (la identidad en H)
2) E(w) es autoadjunto Yw € S
3) ElwNw) = Ew)E@)VYw,0 e S
4) Dada una sucesion disjunta (w;)ien C S yx € H

ZHE(%)J?HQ<+OO y ZE(wl)x:E(Uwz)iﬁ

Notemos que (3) y (4) implican que pi,,(w) := (zr, E(w)y) es una medida
compleja VaVy € H. Mas atn, como (r, E(w)z) = ||E(w)z||* entonces i, .
es una medida positiva.

Observacién 1.60. En el caso que 2 es un espacio topoldgico con topologia
7, supondremos que S = S(T) y que ji,, de la Definicion 1.59 es regular para
todo x € H.

Definicion 1.61. Sea (2,5, i) un espacio de medida. Definimos la varia-
cion de |1 como

ul(E) :=sup { Y |u(E;)| | E = UiE; con E; medible Vi, E; N E; = 0},

1€EN

Teorema 1.62. Sea (2, S, ) un espacio de medida, en donde p es una medi-
da compleja, entonces |p| es una medida positiva y |p|(w) > |p(w)| Yw € S.
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Demostracion. Como p: S — C, por la descomposicion de Jordan” aplicada
a la parte real y la parte imaginaria de u respectivamente, existen medidas
positivas finitas gy, fio, i3, ftq tales que p = pg — po + i(ps — pg). Entonces

@) = sup > lpwi)] < sup PIPINIEY ZMJ < 400,

por lo tanto, |u| es finita. Para ver que es o-aditiva, seaw € S'y (A;)ien C S
tal que w = |J, Ai, AiNA; =0 sii# j. Sea también (w;);eny una particion
de w con w; € SVj. Calculamos:

Sl = 32D nles nA)| < 30D Ity AN < D Iul(A)

tomando el supremo sobre las particiones (w;) vemos que |p|(w) < Y. |p[(A;).
Probaremos ahora Z | (A;) < |p|(w). Sea N € N, para cada i < N sea

(w”

;" )ien una partlclon de A;.

> b < 3T+ (U 4)

i=1 jeN i>N

< |pl(w)

pues {wj(»i)} U{ U Ai} es particion de w. Tomando el supremo sobre las
i>N

N
particiones (w ](Z ) obtenemos que Z || (A;) < |p|(w); de manera que
=1
Z 1l(Ai) < |pl(w), concluyendo > |ul(A;) = |ul(w). O
i=1

Definiciéon 1.63. Una medida compleja p es regqular si |u| es reqular.

Definicién 1.64. [Rango esencial]
Sean (2, S) un espacio medible, E : S — B(H) una resolucion de la identidad
yf:(Q,5) = (C,Bc) una funcion medible, donde Bc es la o-dlgebra de Borel

"Libro [4] Teorema 10.9, Pagina 127.
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en los nimeros complejos C. Sea (D;);en una base para la topologia de C.

Definimos
V= {DiE(f1(D3)) = 0}

Vi es el rango esencial de f (es el conjunto cerrado mds pequenio que
contiene a f(p) para casi todo p).

Nota 1.65. Si Uy = J{U| U es abierto, 0 ¢ U, E(f~*(U)) = 0}, entonces
Vyu{0} =U; U {0}.

Demostracion. Primero veamos que Uy C Vy U {0}. Si U es un conjunto
abierto y E(f~*(U)) = 0, entonces existe J C N tal que U = U D;.

IEC/ = (Dy)zll* = (E(f~H(Dy))x, B(f~H(D)))x)
= (E(f~1(Dy))z, )
= poa(f 1( D;))
<t (FHU)) = |E(fHU))2))* = 0.

Se sigue que U C J{D;|E(f*(D;)) = 0}VU con E(f~*(U)) = 0, por lo
tanto Uy C V5.
Para ver que V; C Uy U {0}, usamos el siguiente argumento:

Vi C DA A{0} | E(FH(D)) = 0} U {0}
c U\ {0} | E(f71(D; \ {0})) = 0} U {0}
C Uy U{0}.
O

Lema 1.66. Sea (2,S) espacio medible y E una resolucion de la identidad.
Si f:(,8) = (C,Bc) es medible, entonces Vi = f(f*l(Vfc)).

Demostracidn. Claramente f(f~1(Vy)) C V§. Veamos que F(vp)) C vy
Sea z € f(f—l(VfC))c. Existe r > 0 tal que

B(z,r) N f(fTH(VF)) =0,

"V

entonces f~'(B®(z,r)) N f~1(Vf) = 0. Como f~
que

7)) = f71(V})°, tenemos

FHB () € (V).
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Ademés E(f~1(V})) =0, por lo tanto E(f~1(B%(x,r))) = 0, asf
B®(z,7) C V;
de modo que x € V;. Entonces WC C V;. Concluimos que
FUHVE)) = Vi
O

Definicién 1.67. Dada f : (2,S5) — (C,Bc) medible, decimos que f es
esencialmente acotada si Vi es un conjunto acotado en C.

Definicién 1.68. Sea f : (2,5) — (C, Bc) medible y esencialmente acotada,
definimos
[flloc = sup{|A[[ A € V}.

Definicién 1.69. Denotamos por B al conjunto de funciones esencialmente
acotadas acotadas y medibles f : (2,5) — (C,Bc) con la norma ||f|lz =
sup{|f(z)| |z € Q}. Es facil ver que B es un espacio de Banach.

Definicién 1.70. Definimos N := {f € B|||f|ls = 0}.
Nota 1.71.
N={feB|aweS con E(w)=0y fxw =0}.
Demostracion. Veamos primero que
{feB|3we Scon E(w)=0y fx. =0} CN.
Sea f € B que cumple fx,c =0y E(w) =0 para algin w € S. Para ver que

f € N es suficiente demostrar que E(f~1(C\ {0})) = 0.
Como E es una resolucion de la identidad:

E(f7HC\A{0}) = E(fH(C\{0}) Nw) + E(fH(C\ {0}) Nw).
Dado que f~1(C\ {0}) Nw C w, se sigue que

E(f~H(C\{0}) Nw) =0.
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Por otro lado fyu.e(z) = 0Vz € w¢, por lo que f~H(C\ {0}) Nw® = 0. Asi

E(f~HC\{0}) Nw*) =0.

Entonces C\ {0} C Uy, por lo tanto || f|le = 0; es decir, f € N.

Para ver la otra contencién, Supongamos que (D;);en es una base para la
topologia de C, y supongamos también que f € N. Entonces [[f|lcc =0y
Vi ={0}. Como V; = UD;\{0} = Uy, se tiene que f~"(Vy) = Uf~1(D;\{0}).
Sea x € H, calculamos:

1B U = poe (FH(UF) < Dt (F7H(Ds\ {0}))
=Y _IEG D\ {0})z|* = 0.

Por lo tanto E(f~!(U;)) = 0. Proponemos w = f~(Uy). Tenemos que:

fliwe = flervpe = flywpe = f

wf—‘o
por lo que fx,c =0y w cumple E(w) = 0. ]

De lo anterior concluimos que dada f : (£2,5) — (C,Bc) medible y
esencialmente acotada, ||f||oc =0 <= f es cero casi donde quiera (fx, =0
para algin w con E(w°) =0).

Nota 1.72. N es un ideal cerrado de B.

Demostracion. Si f € Ny g € B, existew € S tal que E(w) =0y fxwe =0,
entonces fgx,c =0y F(w) =0, asi fg € N.

Sea (fn)nen € N una sucesion que converge a f € B. Para todo n € N,
existe w, € S con E(w,) =0y fuXw,c =0.Seaw = ( ﬂ wn> , tenemos que

neN
fnXwe = 0 para toda n € N, por lo que fyx,c =0y cumple:

IE(w)z|* = (B(w)z, Ew)z) = (z, B(| w.)z) <) (, B(w,)z) = 0.

neN neN

Por lo tanto E(w) = 0. Dado que w = ( ﬂ wn>c cumple que E(w) =0y
neN

fXwe =0, por la Nota 1.71, f € N. [
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Proposicion 1.73. Si f: (Q,5) = (C,Bc) es medible con || f|| < 400, es
decir, f es esencialmente acotada, y existe w € S tal que E(w) = 0, entonces

1/ Xewe oo = 11flloc-
Demostracion.
U = U{u|0 ¢ u, u es abierto E(f ' (u)) = 0}

= U{u|0 ¢ u, u es abierto E(f'(u) Nw®) = 0}

= U{u|0 ¢ u, u es abierto B((fxwe) ' (u)) =0}

= Upxe = [ flloo = [/ Xeelo-

[

Proposicion 1.74. Para toda f € B, ||flls = ||[flllB/n- Si identificamos
f=1f], entonces || - ||« define un espacio de Banach.

Demostracion. ||[f]||z/n = mf{||f + gllz|g € N}. Si g € N entonces existe
we S con E(w) =0y gxee = 0. Calculamos:

lf + glloc = [(f + 9)Xwe|loo (por Proposicion 1.73)
= ||waC 00
= || fllo (1.7)

ademas, por el Lema 1.66 tenemos que V¢, = (f +g)((f +9)"'(Vf,,)), por
lo que V¢, C (f + g)(€2); entonces:

1f + gllo = sup{|Al[A € VE, } <sup{|N[|A € (f +9) ()}
= sup{|(f + g)()|[x € Q} = [|If + gll5
(1.8)
por lo tanto, de (1.7) y (1.8) se sigue ||fllec < |If + 9gllB, concluyendo

1 flloe < infoen (IS + g5 = [ILf]l15/n-
Para ver que ||[f]||5/n < ||f]loo recordemos que si (D;);en es base de la topolo-

gia de C, entonces V; = U{D;|E(f~1(D;)) = 0}, por lo que E(f~(V})) = 0.
Por la Proposicion 1.73, || flloc = [ fX-1(v;)elloo- Ademas:

B= SUP“fo*l(V,«)C(x)H?U €}
= sup{|f(x)|[z € 1 (V})"}
= sup{|\[|A € F(fH(V)}
= sup{|)\|‘)\ € Vfc} (por Lema 1.66)
= || flloo

X1 vy
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es decirt, || flloo = [|fXs-1(v;)¢llB- Proponemos g = — fxs-1(v;). Entonces

s < If+alls = I1f = Fxrwplls
= [lfxs-10vp)e
= ||fll« (por Proposicion 1.73)

B

Conluyendo asi que ||[f]||z/n = || f]]oo- O
Corolario 1.75. || f|lc < ||f]|5-

Demostracion.

| flloe = I fllB/n = Inf || f + g5
<|f+0ls=1flz

]

Definicién 1.76. Sea (£2,S) espacio medible y E : S — B(H) una resolucion
de la identidad. Definimos L>(E) = (B/N, || - ||z/n) = (B, | - [l«)-

1.6. Integracion con respecto a una resoluciéon
de la identidad

Lema 1.77. Sea f: (Q,S) — (R, Br) una funcion medible, entonces eziste
una sucesion (S, )nen de funciones simples tal que:

1. |syn| < |f] para toda n € N.

2. f(z) = lim s,(x) para toda x € Q.
n—oo
3. Si f es acotada, entonces lim ||f — s,||g = 0.
n—oo

Demostracion. Ver [4], Lema 2.7, pagina 20. ]

Corolario 1.78. Sea f : (2,S) — (C, Bc) medible y acotada. Entonces eziste
una sucesion de funciones simples (s, )nen complejas tal que:

L. |sa S 1f], Vn € N.

2. 1m |[f = sn|lp = 0.
n—oo
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Demostracion. Sea f(x) = Ref +ilmf. Por el Lema 1.77 existen (r,,) y (¢,)
sucesiones simples tales que:

s || < [Ref], [ta] < |Imf]
= Iim |[Ref —rpllp =0, lim ||[Tmf — .|| = 0.
n—o0 n—00

Sea s, = ry, + it,. Entonces |s,| = |r, + it,| < |f]. Ademaés:

lim ||f — sullp = lim [|[Ref +ilmf —r, —it,||5
n—oo n—oo
i [|(Ref — r,) + i(lmf — )]

Jim ([Ref = vl + [Tmf = tal5) = 0.

IN

]

Definicion 1.79. Sea (2, 5) un espacio medible y E : S — B(H) una reso-

lucion de la identidad. Sea s una funcion simple, con s = Z Qi Xw,, en donde
i=1

{ag, a9, ..., 0, =5(Q) yw; = s ' {a}) (su forma candnica).

Dada x € H, definimos

/sdEa: = ZaiE(wi)x, o0 bien

i=1

/sdE = ZO@E(W@')-

Lema 1.80. Para toda funcion s simple se cumple que H /sdEH = |5 co-

Demostracion. Primeramente notemos que ||s|o = méx{|os| | E(w;) # 0} y
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w; = s ({a;}). Sea @ € H con ||z < 1.
H </sdE>:vH2 — | abwa] = 3 aimy B, B
- 2]: it (E(w; N wy)e, z)
= 2]: i (B (wi), )
< |I;!\io< > Blwa,z)
= |!8H§O<E1(LiJwi)%x> = lsl% 1]

como ||z|| < 1 se sigue que ||s||% ||=]|* < ||s||%. Tomando el supremo sobre
|z|| < 1, obtenemos

H/sdEH < ]| (1.9)

Para ver que ||s||o < H /sdE
con F(w;,) # 0; por lo que existe = tal que F(w;,)x # 0.

‘, sea |, | = ||8]|co- Entonces oy, € {a, ..., }

Sea y = —————FE(w;,)z. Tenemos que ||y|| =1y
1B (wig )]l
1
sdE)y = — a; E(w; Nwg,)x
</ [ACME 2 ’
1
= ———;, E(w;,)r = ay,y
B o F ) =
entonces
H/sdEH = sup H(/sdE)xH > H(/sdE)yH = |as,| = ||8]|co-  (1.10)
ll=]|=1
De (1.9) y (1.10) tenemos finalmente que ||s||o = H /sdEH. O

Lema 1.81. La integral /sdE definida en el espacio vectorial (dlgebra) de

funciones simples es lineal.
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Demostracion. Sean S y T funciones simples con descomposiciones candnicas
S=31 X, T = Z;n:1 BiXr,-
Sea C = {a; + B5li € {1,...,n},j € {1,...,m}} = {¢,}F_,. Sean tambi¢n

m, = {(4,7)|a;+5; —c,,}yA = U wZﬁT] EntoncesS+T ZCTXAT

(i.3)emr
Por lo que tenemos lo siguiente:

/(S+T)dE:Zcr ZC’" Z E(w;N1;)

(4,5) €My

—Z Z (a; + Bj)E(w; N 75)

T (ig)emr

—Z Z (i + B5) E(wi)E(7j) = Y (0 + ;) E(w;) E(r))

_ ZJ a; Z E(wi)E(Tj)i Z B; Z E(wi)E(r
— (Z;aijE(wi))E(Q) + (;JﬁjE(Tj))E(Q)
- Z i EB(w;) + ZﬁjE(rj) = /SdE + /TdE.

Entonces /(S +T)dE = /SdE + /TdE. De la misma forma vemos que

(aS)dE = a/SdE,‘v’a € C. Por lo tanto la funciéon S — /SdE es li-
neal en el algebra de funciones simples. O]

Corolario 1.82. 5i S = ZO%’XM (no candnica), entonces

/ SAE = " a; B(w;).

Demostracion.

/SdE = Zai/(xw + Owa)dE
_Za, (wi) + 0B (w Zaz w;)-
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Lema 1.83. Para todas las funciones simples S, T se cumple:

1. /STdE: </SdE></TdE).
2 /SdE: (/SdE)*.
3. /1dE:13(H).

Es decir, la funcion S — /SdE es un x-morfismo del dlgebra de funciones

simples en una subdlgebra de B(H). Ademds es isométrica.

Demostracion. Supongamos S =) aiXw,, T = Y BjXx,-
Entonces ST =) ;3 Xw;nr;- Calculando la integral tenemos

/STdE = @iBE(w;N;)
12

= Z OéiﬁjE(wi)E(Tj)
2

— (Y i) (Y BEm) = (/SdE) (/TdE>'

De manera analoga se demuestran las otras propiedades. O

Lema 1.84. Para todas x,y € H y para toda funcion simple S

</SdEx,y> :/SdEx,y

2
donde E, ,(w) = (E(w)z,y). Ademds H(/SdE)xH :/]S|2dEx,x.
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Demostracion. Sea S =) a;X., Su representacion canénica. Tenemos

</SdExy>—<Zaszxy> Zaz (wi)z,y)

H( / SdE / SdEx, / SdEx / SdE / SdEz, x
= /|S] dEx,x :/|S]2dEl,,x.
0

Definicion 1.85. Sea f : (,5) — (C,Bc) medible y acotada. Enton-
ces, por el Corolario 1.78 existe una sucesion de funciones simples (Sy)nen

tal que [S,| < |f|Vn y lim |[f(z) — Sn(7)|[p = 0. Con lo cual (Sp)nen es
de Cauchy con respectonzoﬁ “ |loo- Por el Lema 1.80 obtenemos también
que ||Sn — Smllee = H/SndE—/SdeH. Entonces (/SndE>nEN es de
Cauchy. Definimos

/de = lim [ S,dE.

n—oo
Observacion 1.86. Si ademds existe (T),)nen tal que lim ||T, — f|loc =0,
n—oo
tomamos (rn)nen €ON ron, = Sy, Tons1 = Tn. Entonces lim ||r, — f|lo =0,
n—oo

con lo cual vemos que:

lim [ T,,dE = lim [ S,dFE.

n—o0 n—oo

Por lo tanto /de no depende de (Sy,)nen-

Teorema 1.87. La funcidn definida por f > L*(E) — /de es un mor-

fismo isométrico de dlgebras C*. Ademds

| [ raes| = [1spa..
{ / fdE,y) = / fdE,,.
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Demostracion. Veamos que f,g € L™(F) = </de) (/ng> = /fng-

Existen sucesiones de funciones simples (S, )nen ¥ (Th)nen tales que
lim ||S, — f|| = 0, lim ||T;, — g|| = 0. Entonces lim ||7,,S, — fg|leo = 0. Por
n—oo n—oo n—oo

definicién:

/ fgdE = lim [ S,T,dE

n—0o0

Tim ( / SndE> ( / TndE> (por Lema 1.83)
tin ([ .a£) tin ( [ 2.0)
- (/de)(/ng).

De la misma forma vemos que la integral es lineal, (/de>* = /de y

también H /deH — 1flleo.
Para verificar la primera igualdad vemos

H/dex "~ lim H/SndE:c

2

n—o0

= lim [ |S,]*dE,, (por Lema 1.84)

n—o0

= / |fI?dE, ..

La segunda igualdad se verifica de la misma forma. O
Lema 1.88. Sea (€2,.S) un espacio medible. Sea E : (§2,S) — B(H) tal que:
i) BE(Q)=1Idy,E(0)=0
i) F(w) = E*(w) Yw
iii) BlwNw') = Ew)E(W)Yw,w €5
w) Eyy(w) = (Ew)z,y), we S

define una medida compleja Vx,y € H. Entonces E es una resolucion de la
tdentidad.
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Demostracion. Lo tnico que hay que demostrar es E LJWz r= Z E(w;)z
(convergencia en H). Vo € E V(w,)zeN C S con w; N w] =(sii 7é J, sean

y:E(Uwi)x z; = E(w)x,y, = sz

Primero demostremos que iv) 1mphca que E(AU B) = E(A) + E(B), para
todo A, B con AN B = (). Calculamos:

(E(AU B)z,y) =

E.,(AUB)

Ewy(A) + Loy (B)

(E(A)+ E(B))x,y)VaVYy € H
E(AUB) = E(A) + E(B).

I

Tenemos que:

n

112 = Ny = v+ wall? = Ny = B(J i )2+ B(Jwi )l

1 =1

= HE( G wl>m+E<Owl>xH2

-
I

i=n-+1 i=1
= <E(Uwz>x+E<Uwz)x,E(le)x+E(Uwz)x>
>n i<n i<n i>n
oo 2 oo
= [E(Uei)e] + |a (U)ol = (U)ol + i
i>n <n i>n
o0 2
Entonces ||y* = HE( U wz)xH + ||19x]I?. De la misma forma vemos que
i>n

n n o
3yl = Z |z;||>. De modo que Z llz:l|* < |lyl|* ¥n, es decir, sz existe;
=1 i=1 i=1

en consecuencia

o0 o0

<Z:L“1, > = Z Tiy Y) = Z<E(wi)m7y> = ZEx,y<Wi) — Ew([jwi)

=1 =1 =1
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Por lo tanto i E(w)x = E( G wi>x. O

=1 i=1

1.7. El Teorema Espectral

Definiciéon 1.89. Sea 2 un espacio localmente compacto Hausdorff. Defi-
nimos Cy(2) como el espacio de todas las funciones continuas sobre Q que
satisfacen lo siguiente:

Dada f: Q — C, entonces Ve > 0 existe un conjunto compacto K C () tal
que | f(x)| < € para toda x ¢ K.

Teorema 1.90. (Riesz). Sea Q espacio topoldgico Hausdorff localmente com-
pacto. Dado un funcional lineal h € Cy(XY), existe una unica medida de Borel
compleja regular py tal que

b = [ Fdun VE € Col@),

Ademds [|h]] = [pn|(€).
Demostracion. Ver [18], Teorema 6.19, pagina 139. O

Nota 1.91. Para toda medida compleja p y para toda funcion f con
[ 151l < +00 se tiene que | [ gau| < [ 1f1alul

Demostracion. Si f =" aiXw, con w; Nw; = () si i # j, entonces:

| [ fin] = | Z o] < S laullnten] < 3 lailleltw) = [ 151dlnl

Para funciones integrables f, existe una sucesion de funciones simples (S, )nen
tales que lim S, = f c.d rel. |u| y |S,| < |f| para toda n. Asi:
n—oo

| [ ga| = | v [ Sud| < i [ 1,1dlul < [ 111l

Nota 1.92. Toda medida de Borel en un espacio compacto es reqular.
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Demostracion. Ver |18], Teorema 2.17, pagina 49. ]

Proposicion 1.93. Sea Q2 un espacio métrico compacto con topologia T.
Supongamos que p,v son medidas de Borel requlares en (§2,S(7)) (donde
S(7) es la o-dlgebra de Borel). Sea A € S(1). Entonces eriste una sucesion
de funciones (gn)nen continuas tales que:

i) lfm / g0 — xaldlp] = 0
n—oo

i) 1w [ lan = xaldv] =0

Ademds, podemos elegir 0 < g,(x) < 1Vz € Q.
En consecuencia se cumple:

» lim [ g,dp = / Xadp

n—oo

s lim gndl/—/XAdV

n—oo

pues ‘/gndﬂ—/xAdu‘ < /Ign—XAIdWI — 0.

Demostracion. Como |u| v |v| son regulares, dada ¢ > 0, existen abiertos
U,,U, y compactos K, K, tales que |u|(U,\ K,) < ey |v|(U, \K,) <¢€
con K, CACU,K, CACU, Sean K(¢) = K, UK, compacto y
U(e) = U, N U, abierto. Entonces

K() € A CUe), |plUE)\ K(e) <& [p[U)\ K(E) < e

Sea h : [0,00) — [0,1], tal que hlpi/9 = 1y hlpe) = 0, continua y

monotona. Sea d. = d(K(g),U(e)). Sea h.(r) = h(%), a su vez, sea f. :

Q — [0, 1] dada por f.(x) = h. (d(x, K(e))). Entonces f.|ke) =1, felu@)e =
0. Ademas, notemos que

/ F = xaldlul = / £ = xaldlul < / (1+ 1)l
U(e)\K(¢) U(e)\K (¢)
=2lu|(U(e) \ K(e)) < 2e.
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De la misma forma, / |f- — xald|v| < 2¢. Sea g,, = fi/n, obtenemos

2 2
/|gn—XA]d|u| <2 L0y /|gn—XA]d|V| N
7 n—o0 n n—oo

O

Lema 1.94. Sea T € B(H) un operador normal. Sea ® : C(o(T);C) — B(H)
el homomorfismo isométrico del Teorema 1.47 tal que si P(z) = Cy;2'(2)!
con z € C se tiene ®(P) = Y Cy,;T'(T*)’. Entonces para todo z,y € H,
existe una medida de Borel reqular (compleja) en o(T') tal que:

i) (@(f)r.y) = / fdE,, Yf € C(o(T);C).

W) Eringe = Boo + AEy 2, Bry = By [ By [(0(T) < ][yl
Esto ltimo implica que |E, ,(w)| < |Epyl(w) < |Epyl(a(T)) < 2|yl
Vw € B(o(T)).

iii) Existe un operador autoadjunto E tal que Yw € B(o(T)) yVa,y € H
(E(w)x,y) = Eyy(w) Vo, y € H. Ademds ||E(w)|| < 1.

Demostracion. i)Sean x,y € H. Definimos la funcion
®,,:C(o(T);C) = C

por . ,(f) = (®(f)z,y). Como ® es homomorfismo isométrico, tenemos que
®,, es lineal. Dado que | ®(f)|| = ||f[l = sup{|f(N)||X € o(T)}, tenemos
que &, , cumple:

[(R()z, )] < ) lllyll < [SHMzIyll = 1 ool Iyl

por lo que es continua. Por el Teorema 1.90 (Riesz), existe una tnica medida
de Borel compleja (regular) E, , tal que (®(f)z,y) = /dew VfeC(o(T);C).

ii) Como
(@(f)(x + Ay), 2 /demyz (1.11)
(@) + )2 = (@()r,2) + MOy = [ Fa(Ere +AE,). (112
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por la unicidad del Teorema 1.90 (Riesz), obtenemos de (1.11) y (1.12) que
Eyiry: = By . + AE, .. También

(@(f)y;x) = (z, ®(f)y)
= (®(f)x,y) (por Teorema 1.47)

— /?dEx,y (por Teorema 1.90)

_ / FdE,, = / fdE,,.

Por unicidad E, , = E,,. Finalmente, veremos |E, ,|(c(T)) < ||z|/|ly]|.
Como @y, (f)| < |[fllocllzl[l[yll, entonces [|@,, || < [lz]|||y]|. Nuevamente, por
el Teorema 1.90 (Riesz), [|®,,|| = [Ewy|(a(T)) < ||z]|]y]]-

iii) Dado w € B(a(T)), la funciéon =,y — E, ,(w) satisface

Eriry:(w) = E, . (w) + AE, . (w)
Epy(w) = By (w)
| By ()| < [ll{lyll-
Es decir, es una forma sesquilineal acotada, por el Teorema 1.12 existe un

operador acotado E(w) € B(H) tal que E, ,(w) = (z, E(w)y) Vz,y € H.
Ademas:

(@, Bw)y) = Euy(w) = Byalw) = {y, EWw)z) = (E(w)z,y)
= (z, B*(w)y)Vz,y € H = E(w) = E*(w).

Por ultimo, calculamos:

[Ew)| = Sup [(E(w)z,y)| < Sup z[[llyll = 1,
llyll<1 lyll<1

por lo tanto ||E(w)|| < 1Vw € B(a(T)). O
Lema 1.95. La medida E del Lema 1.94 es una resolucion de la identidad.

Demostracion. E,, es una medida de Borel compleja tal que para todo z,y €
H,E(w) = E*(w). Ademas xg € C(o(T);C) y cumple xy(A) = 0VA € o(T),



1.7. EL TEOREMA ESPECTRAL 43

por lo que ®(yp)z = 0Vx € H. Calculamos:
0= (P(xp)z,y) = /xwdEx,y = E,,(0) Vz,ye H
= ELy(@) = <E(@)$,y> =0 any € H
por lo tanto, E(()) = 0. Analogamente, tomamos x,r) € C(o(7T);C) y con-
cluimos E(o(T)) = Idy (la funciéon identidad en H).
Por el Lema 1.88 basta ver que E(wNuWw') = E(w)E(w') Yw,w' € B(a(T)).
Sean g € C'(o(T); C) una funciéon continua y w,w’ € B(o(T)). Por la Proposi-

cion 1.93 existe una sucesion de funciones continuas (f,)nen, 0 < f, <1 Vn
tal que:

lim / |fr — Xwld|Eyy| = 0. (1.13)
hm /\fn Xold| Bz a(5)y| = 0.
Entonces, se sigue que:
i [ laf, ~ 9l Eeyl = Yin [ lollfy = xaldIEy
n—oo n—oo
< ”9”003320/ | o — Xw|d|Eey| = 0 (Por (1.13))
Por lo que
gggo/ 19fn = gX0ld|Ery| = 0 (1.14)
Calculamos:
@(afu)o.y) = [ 9fudEny
@ f)r,) = (©(1)2. B(9)s) = [ FudEragy

Como ® es homomorfismo isométrico, (P(gf,)z,y) = (P(9)P(fn)x, y); pode-
mos garantizar que

/gfndEz,y :/fndEac,@(g)y' (115)
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Al tomar el limite cuando n tiende a infinito concluimos

/gxwdExyy :Jirgo/gfndEw (por (1.14))

= lim [ fodE, e@)y (por (1.15))

= [ xlFuin, = (Bl 2(a)
= (®(9)E(w)z,y) = / 9dEp(w)z.y- (1.16)

Nuevamente, por la Proposicion 1.93. existe una sucesion de funciones
continuas (gn)nen, 0 < g, < 1Vn tal que:

lim /|gn — X |d|Eyyl =0 (1.17)
n—oo
i [ 192 = ol Eptaey] = 0 (1.18)

por lo que

/Xw’deEw,y :nh;rgo/gnxwdEm’y (por (1.17))

= lim | g.dEg).,y (por (1.16))

n—oo
= [ xBriny (or (119)

Concluimos que:

(E(W' Nw)z,y) = /me/dEm, = /Xw/dEE(w)w = (E(W)E(w)z,y).

Entonces (E(w' Nw)z,y) = (E(W)E(w)z,y) Vr,y € H, se sigue que
E(wnw') = E(w)E(w'). Por lo tanto E es una resolucion de la identidad. [

Teorema 1.96. [Teorema Espectral]. Sea T € B(H) normal. Ezxiste una
unica resolucion de la identidad E : B(o(T)) — B(H) tal que

T / ME().
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Demostracion. Sea E la resolucion de la identidad del Lema 1.95. Veamos que
T = //\dE()\). Sea A : 0(T) — C dada por A\(z) = z. Por el homomorfismo

isométrico del Teorema 1.47 se sigue ®(\) = T. Luego, por el Lema 1.94
tenemos:

(T, y) = (B(\)z, y) = / AE,,. (1.19)

Ademas, por el Teorema 1.87 se cumple:

/ NE,, = < / )\dEx,y>. (1.20)

De (1.19) y (1.20) concluimos (T'z,y) = </>\dEx, y> Vx,y € H; por lo tan-

to:
T:/)\dE.

Para ver la unicidad, supongamos que F, E’ son resoluciones de la identidad

tales que
/)\dE:T: //\dE’.

Definimos ¢ (f) = /de y ' (f) = /de’ con f € L®(FE). ¢ y ¢ son ho-
momorfismos isométricos de algebras; como ¥(\) = ¥/(\) entonces Y(A)Y(\) =

P(A?) = P (NY'(N) = ¢'(N?), en general, si p(z) = Y \i;2'(2)? entonces
STANGTHT*) = 9(p) = ¢'(p) = ®(p). Por el Teorema de Stone-Weierstrass

(f) = (f) =@(f),Vf € C(o(z);C). Por lo cual
W(D)2.9) = (/D) = @(N)ew) = [ FdE,,

Sea ¢, (f) = (¥'(f)z,y). Por el Lema 1.94 ¢, (f) = /de;w en conse-

cuencia
/de; :/dew Vf € C(o(T):C). (1.21)

Por lo tanto E,, es la medida que representa a ¢, € C(o(T);C)*. Por
(1.21), E,, tamblen es una medida que representa a 1/190 > por la unicidad en
el Teorema 1.90 (Riesz) E,, = E . Finalmente:

(E(w)z,y) = (E'(w)z,y).
Por lo que F(w) = F'(w) Vw. Por lo tanto £ = E'. O
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Capitulo 2

Teorema espectral para n
operadores normales que
conmutan

En el Capitulo 1 trabajamos con operadores normales acotados. El ob-
jetivo de este capitulo es generalizar el teorema espectral a n operadores
normales no acotados que conmutan. Primero definiremos a los operado-
res normales no acotados y analizaremos sus propiedades basicas; a su vez,
mencionaremos el teorema espectral para el caso de operadores normales no
acotados, y finalmente demostraremos el caso para n operadores normales no
acotados que conmutan. Para ello construiremos una medida y una o-algebra
que preserve las propiedades de los resultados anteriores.

2.1. Operadores no acotados

Definicién 2.1. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal definido
en su dominio D(T), que es un subespacio de H. Un operador T en H se
dice no acotado si existe una sucesion {x,}oo, C H y un escalar M > 0 tales
que ||z,|| < M para toda n € N, pero || Tx,|| — 0.

Definicién 2.2. La grdfica G(T') de un operador T en H es el subespacio de
H x H que consiste de todas las parejas ordenadas {x, Tz}, donde x € D(T).

Definicién 2.3. S es una extension de T (esto es D(T) C D(S) y Sz =

47
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TxNx € D(T)) siy solo si G(T) C G(S). Lo denotamos por
T CS.

Definicion 2.4. Un operador cerrado en H es un operador cuya grdfica es
un subespacio cerrado de H X H.

Definiciéon 2.5. Sea T : D(T) — H un operador lineal definido densamente
en H un espacio de Hilbert (esto es, D(T) es denso en H). Denotamos por
D(T*) al conjunto de todos los y € H tales que (T'x,y) es un funcional lineal
continuo sobre D(T'). El adjunto T* de T es el operador dado por

(Tz,y) = (x,T"y) (z € D(T),y € D(T7)).
Definiciéon 2.6. Un operador T en H es simétrico si

(Tx,y) = (x,Ty) conzeDT),yecDTT).
S1’ T =T, entonces a T se le llama autoadjunto.

Nota 2.7. Al igual que en el Capitulo 1, (S2,S) denota un espacio medible
y E S — B(H) una resolucion de la identidad. El Lema 1.94 describe un
cdlculo simbdlico que asocia a cada f € C(o(T);C) un operador ®(f) € B(H)
por la formula

(O(f)x,y) = /Qdex,y Ve e H,ye H.

Ahora deseamos extenderlo a funciones medibles no acotadas.

Lema 2.8. Sea [ : Q — C medible. Sea Dy := {az € H‘/ |fI?dE, . < oo},
Q

entonces Dy es un subespacio denso de H. St x,y € H se sigue:

) 1/2
[tz <ol ( [ 15Pde..) "
Q Q

Demostracion. Ver [16] Lema 13.23, Pagina 342. O

Teorema 2.9. Sea E una resolucion de la identidad sobre €).
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(a) Para cada funcion medible f : Q — C le corresponde un operador denso
O(f) definido en H, con dominio D(®(f)) = Dy, tal que

(®(f)z,y) = /Qdew Vo € Dy, Wy € H (2.1)

y ademds satisface
|#(/)alf = [ B VaeDy, (22)

(b) Si f y g son funciones medibles, entonces
B(/)B(9) € B(fg) y D@())3(g) =D, N Dy (23)
Ademds, ©(f)®(g) = ®(fg) si y sélo si Dy, C D,.
(¢) Para cada funcidn medible f: Q — C

e(f) = 2(f) (2.4)
(N)R(f) = (1) = @(f) 2(f) (2.5)
Demostracion. Ver [16] Teorema 13.24, pagina 343. O

Definiciéon 2.10. El conjunto resolvente de un operador T en H es el con-
Junto de X € C tales que T — X es un mapeo inyectivo de D(T') hacia H
cuya funcion inversa pertenece a B(H).

Definiciéon 2.11. El espectro de T es el complemento del conjunto resolvente
de T, el cual lo denotaremos por o(T).

Teorema 2.12. Supongamos que E es una resolucion de la identidad sobre

Q, f:Q— C medible y w, = {p € Q| f(p) = a} (o € C), entonces:

(a) Si « estd en el rango esencial de f y E(w,) # 0, entonces (f) — al
no es inyectiva.

(b) Sia estd en el rango esencial de f pero E(w,) = 0, entonces ®(f)—al
es un mapeo inyectivo de Dy sobre un subespacio propio de H que a su
vez es denso; y existen vectores x,, € H con ||z,|| = 1 para toda n € N
tales que

lim [®(f)z, — ax,] = 0.

n—oo
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(c) a(®(f)) es el rango esencial de f.
Demostracion. Ver [16] Teorema 13.27, pagina 346. ]

Definiciéon 2.13. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador lineal T en H
(no necesariamente acotado) se dice normal si T es cerrado, estd densamente
definido en H y cumple

T =TT".

Definiciéon 2.14. Sea N un operador normal en H. Decimos que N es ma-
zimal normal si dada M una extension de N (N C M) con M normal,
entonces M = N.

Teorema 2.15. Si N es un operador normal en H, entonces:
(a) D(N) = D(N?)
(b) || Nz|| = ||[N*z|| para cada x € D(N) y
(¢) N es mazimal normal.
Demostracion. Ver [16] Teorema 13.32, pagina 350. O

Teorema 2.16. [Teorema espectral]
A cada operador normal N en H le corresponde una inica resolucion de la
wdentidad E que satisface:

(N, y) = / W E) €Dy e i)

Mds ain, E(w)S = SE(w) para todo conjunto de Borel w C o(N) y para
cada S € B(H) que conmuta con N, en el sentido SN C NS. También se
sigue que E(w)N = NE(w).

Demostracion. Ver [16] Teorema 13.33, pagina 351. O

2.2. Construccion de una medida y una o-algebra
para C"

Observacion 2.17. En esta seccion identificaremos a los nimeros complejos
con R?, es decir, C = R2.
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Definicién 2.18. Sean A un dlgebra de conjuntos en X y p: A — [0,00).
i es finito aditiva si dados Ey, By € A tales que Ey N Ey = () entonces

u(Erv U Es) = p(Er) + p(Es).

Definiciéon 2.19. Sean A un dlgebra de conjuntos en X y p: A — [0,00).
p es continua en el vacio si dada una sucesion (Ap)nen tal que A, C A,

para todo n, y ﬂ A, =0, entonces lim p(A,) = 0.
n—oo
neN
Definicién 2.20. Sean A un dlgebra de conjuntos en X y p: A — [0,00).

w es o-aditiva en A si dada una sucesion (Cy)nen € A con U C, €Ay que
neN

ademds cumple que C,NC,, = 0 sin # m, entonces (U Cn) = Z w(Cy).

neN neN

Lema 2.21. Sean A un dlgebra de conjuntos en X y p: A — [0,00). Si:
1) p es finito aditiva y
2) p es continua en el vacio

Entonces p es o-aditiva en A.

Demostracion. Sea (Cy)neny € A una sucesion que cumple U C, €Ay tal

neN
que C,,NC,, =0 sin#m. Vamos a verificar que <U C’n> = Z,u(C’n).
neN neN
Llamamos C' = U C,,, necesitamos una sucesion anidada y decreciente; para
neN
ello tomamos Ay = C'\ U C; = U C;.

i<k i=k+1
También, como (Cy,)neny € Ay C € A, se sigue que (Ag)ren C A.
Tomemos ahora m Ay; demostraremos que dicha interseccion es vacia. Cal-
keN
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culamos:

N A= (C\Uc)

h :ﬂ:(c*rwzzga)c>
-N m(Q(@)C))
_en] n ()
:Cm(UNOn)CZCm(O)C:@

es decir, ﬂ A =10
keN
Como p es continua en el vacio se sigue que ka p(Ag) = 0. Entonces:
—00

= fim ) = Jim (AU )

i<k
=€) = Jim (U €2) = () = 3ol
i<k k=1
por lo tanto ,u( G C’Z-) = iu(@). ]
i=1 =1

Definicién 2.22. Definimos los siguientes conjuntos:

I :={(a,b]]a € RU{—o0},b € R}.

I :=={(c,0)| ¢ € R}.

[:=1LUIL.

™ =[x I)x (IxI)x...x (Ix]I).

v~
n veces

A := {uniones finitas disjuntas de elementos de I™}.

Lema 2.23. El conjunto A, := {uniones finitas disjuntas de elementos de I}
es un dlgebra.
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Demostracion. Hay que demostrar:

1 @EAlyREAl

2) A; es cerrada bajo intersecciones finitas

(1)
(2)
(3) si C € I entonces R\ C € A,

(4) si D € A entonces R\ D € A,

La prueba de (1) es trivial. Veamos la prueba de (2). Sean a,b,c,d € R;
basta con analizar los siguientes casos (en cada uno suponemos sin pérdida
de generalidad que la interseccién es no vacia):

= (—00,c]N(a,b] = (a, min{b, c}].

n (—00,b] N (—00,d] = (—oco, min{b, d}].
n (—00,b] N (a,00) = (a,bl.
(

a,00) N (c,00) = (méx{a, c}, co).
= (¢,00) N (a,b] = (méx{a,c},b.
= (a,b] N (c,d] = (méx{a, c}, min{b, d}].

En cada caso la interseccion vuelve a ser un elemento de A;; por lo tanto se
cumple (2).
Para ver (3), sea C' € I. C puede tener una de las siguientes formas:

» C = (a,b] = R\ (a,b] = (—00,a]U(b,00) y como a < b la interseccion
es vacia, por lo tanto R\ C' € A; Va,b € R.

» = (—00,b] = R\ (—00,b] = (b,00) € A; Vb € R.
» O =(c,0) =R\ (¢, 0) = (-0, ] € 4 VceER.
Asi queda demostrado (3).

n
Finalmente, para demostrar (4), sea D € A;, entonces D = U D;,con D; €1
i=1

para toda iy D; N D; = ) si i # j. Calculamos
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R\D =R\ (JD:) = (R\ D).
i=1 i=1
De (3) se sigue que R\ D; € A, para toda i. Luego, por (2) tenemos que

R\ Di) € A,

]

Definicion 2.24. Sea H un espacio de Hilbert, f € H y E; : Brxr — B(H)
resoluciones de la identidad que conmutan entre si, para toda i € {1,...,n}
(donde Brxr es la o-dlgebra generada por la topologia usual de R X R). De-
finimos py I — C por:

pp(Ar X Ay x oo x Ayy) =
<E1(A1 X AQ)EQ(A;; X A4) o En(AQn—l X Agn)f, f>
donde A; € I para toda i € {1,2,...,2n}.

Lema 2.25. Sea R = (ay,b1] X ... X (agn, ban] con a;,b; € R para toda i. Si
(a1,01] = U;_, (ci, di] disjunta y (ag, be] = U;_, (e;, f;] disjunta, entonces:

1y ((ar, by] X (ag,bg] oo X (g, ban)) =
Zzuf ¢indi] % (5, f;] % (as,bs] X ... X (agn, ban)).
i=1 j=1

Demostracion. Sea g = Eg((ag, b3 x (a4, b4]) . En((agn,l, bon—1] % (azgn, bgn])f,
como las resoluciones de la identidad conmutan entre si, tenemos que:

fr (a1, b1] X (az,bo] X ... X (azn, bon)) = (E1((ar, b1] X (a2, bs])g, g).

Dado que F; es una resolucion de la identidad, calculamos:

T

(Bx (a1, br] % (a2, 02) 9, 9) = (Bx (| (ewdi] x (e £])9.9)

i=1 j=1

_ZZ (B ((ciy i) % (e, £,]) 9, 9)-

=1 j=1
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Figura 2.1: La particién de una entrada de R

Concluimos que:

g (a1, ba] x (az, ba] X ... X (azn; ban]) = ZZ<E1((Ci»dz‘] x (e;, fi1)9,9)
— ZZW i, di] % (ej, f;] x (as, bs] x ... x (aQn,b%]),

=1 j5=1
O]

Notemos que en general, el lema se cumple para cualquier entrada que se
elija.

Definicion 2.26. Sea R = (a1, b1] % (ag, bo] X. .. X (agy, be,] con a;, b; € R para
todai € {1,...,2n} tal que (a;,b;] = ;2 1(ozﬂ, i| disjunta, con 1 < j < 2n.
Definimos:

0 = {(al,ipbl,iJ X ... X <a2n7i2n,62n7i2n”ij c {1, Ce ,Sj}}.

Entonces R = U Q.

acl

Lema 2.27. Si R = (a1,b1] X ... X (agn, bay), con R = U a, entonces:
acl

#f((abbl] X a2n7b2n Zﬂf

a€cl

Demostracion. Para 1 < m < n definimos:

O = {(al,ila bl,il] XX (sz,z'gm, b2m,i2m] X (G2m+1, b2m+l] XX (&2n7 an]
live{1,...,s},1 <1< 2m}.
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Observemos que 6, = . Demostraremos que pf(R) = Z ps(a) para toda
€l
k; para ello procederemos por induccion sobre k. Por el Lema 2.25 se cumple

para k = 1. Supongamos que el teorema es cierto para alguna k tal que
k < n. Consideremos ahora al conjunto 0, ,. Por hipotesis de induccion:

pr(R) = pp(a)

acly
S1 S2k
= Z e Z Mf((al,m i) X oo X (Q2kying s Dasine] X (@2kt1, bogg1] X .o
i1=1  igp=1

X (agn, ban)). (2.6)

Ademas Mf((al,m b1,i1] X...X (a2k’,i2ka ka,igk] X (@41, bag+1]) X - .. X (agn, an])

S2k+1
= Mf((al,mbl,n] X oo X (2 boking] X ( U (a2k+1»i2k+17b2k+1yi2k+1]) X
tok+1=1
S2k+42
X U (a2k+2,i2k+27 b2k+2,igk+2]> X (a2k+3, bzk+3] X.o.. X (Cl2m bZn])
iokt2=1

S2k+1 S2k+2

= Z Z Mf((al,ip biiy] X oo X (@2kt2,i51 5 D2kt 2,01 0] X (Q28435 D2k3] X

tok+1=1 i2p2=1

. X (agn, bgn]) (2.7)

para toda « € 6. Por lo tanto, de (2.6) y (2.7) tenemos:

51 S2k+2
Mf(R) = Zluf(a) :Z Zuf((al,i17bl,i1] X,
achy, i1=1 i2k42
X (a2k+2,z’2k+27 b2k;+2,i2k+2] X (a2k+3,b2k+3} XX (a2mb2n}> = Z ,uf(ﬁ)-

BEOK+1

O

Definicion 2.28. Sean {R;}I_, y {Rj}jzl conjuntos disjuntos respectiva-
mente de rectingulos de la forma:
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e
~

Figura 2.2: De 0 a 0541

R (ai,bi] X . ..x (ab, by ] y Ry = (al,b1] x ... x (ab,,b),] tales que

U R, = U R = C. Definimos los siguientes conjuntos:

7j=1

1. Para m € {1,...,2n} sea

U{am7 m? m7 m

ordenamos sus elementos de forma que €, == {a*m} con afrm < afm+1
para toda k,, € {1,..., card(6,,)—1} donde card(‘fm) es la cardinalidad
de 6,,.

2. Sea

Ko g o = (0", 07T o (a0 ]
con asm € 6y, para todam € {1,....2n} yw,, € {1,..., card(6,,)—1}.

3. Sea

A= {(wi, -y won) [ Koy n, NC # D}

Entonces ¥(wy, . . wgn) € A se tiene Ky, ., € R; para una unica @
(a su vez Ky, . ., € R; para una dnica j).

~~~~~

.....

4. Sean

A= {(wiy ey wan)|[ RNV Koy, 0} Vie{1,...,r}
y N o= {(w1, .. won) |Ry N Ky 0 Vi€ {1,...,5}
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Figura 2.3: Un ejemplo de A!

Proposicion 2.29. Sean {R;}}_, y {]?j}jzl conjuntos disjuntos respectiva-
mente de rectangulos de la forma: o o
Ri = (a4, b%] x ... x (ab,,bs,) y R; = (a3,b}] X ... x (a@),,b),] tales que

UR" = U R; = C. Entonces ZMf(RZ') = Zuf(ﬁij).
i=1

j=1 i=1 j=1

Demostracion. Escribimos C = U Ko ... w0, Por el Lema 2.27

77777

Nf(Rl) = Z Mf(le ,,,,, w2n) para I<i<r.
Como A =J,_, A"y A“N A = sii+# j entonces

Z:“f(Ri) = Z Z ff (Ko, ) = Z 1 (Koo 00,)-
=1 =1 i

=L (wq,..., L/J2n)€AZ (W1 seees won)EA
S
De la misma forma vemos que Zuf(Rj) = Z pf( Ko ... wn,)- Por lo
7=1 (W1 seees won)EA
tanto
T S
Do n(R) =) up(Ry)
i=1 j=1
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Definicion 2.30. Sea

R = {Uniones disjuntas finitas de rectangulos de la forma

(a1,b1] X ... X (agn, ban)}

Si C e R es tal que C = U R; disjunta, definimos:
i=1

wi(C) =) ns(Ry).
i=1
Observacion 2.31. Por la Proposicion 2.29, uy : R — C estd bien definida.

Definicién 2.32. Sea D € A tal que D = UCi disjunta con C; € 1™ y
i=1

C,NCy =10 sir+#s; definimos la funcion
py A= [0,00)
pr(D) =Y s (C)
i=1
Observaciéon 2.33. Procediendo de manera andloga a los Lemas 2.25, 2.27

y a la Proposicion 2.29, tenemos que py estd bien definida en A.

Definicién 2.34. Para conjuntos compactos de la forma [ay,b1] X ... X
[a2n, bay], definimos:

fir ([ar, b1] X [az, bo] X ... X [azn, ban))
= (B ([ar, 01] % [a2,5]) - o ([azm—1bonr] X [azm: bo]) £, ).
Sea

K := {Uniones disjuntas finitas de rectdingulos compactos de R*"}.
St K e, con K = U K; disjunta, con K; compacto y K, NK, =0 sir # s,

i=1
definimos:

pr() = 3 g ()
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Lema 2.35. A es un dlgebra.
Demostracion. Vamos a verificar
(1) e Ay R™ e A.
(2) A es cerrada bajo intersecciones finitas.

(3) Si C € I™ entonces R?™\ C € A.

(4) Si D € A entonces R*"\ D € A.

La prueba de que ) € A es trivial. Para ver que R*® € A basta ver que
R = (—00,a] U (a,00). Por lo tanto

R?" = (E—oo,a]u(a,oo) x (—00,a] U (a,00) X ... x (—00,a] U (a,00) ) € A

J

vV
2n veces

esto prueba (1). Para la prueba de (2), sean C,Cy € A. Sin pérdida de
2n 2n

generalidad podemos suponer que C = Hwi y Cy = ng con wi,w; €

I Yi¥j (en caso de tener C} = UAi disjunta y Cy = U B; disjunta, con
i=1 j=1
A, B € I™ ViVj, se sigue C; N Cy = U(Al N Bj)).

Z?j
Calculamos C; N Cy = (w1 Nw)) X ... X (wa, Nw),). Como I C Ay, por el

Lema 2.23 wy Nwj, € I para toda k € {1,...,2n}, por lo tanto C; N Cs € A.
Para probar (3), sea C' = By X ... X By, con B; € I para toda i. Entonces

R™\C= |J Bix...xBjx.. xBjx.. . xBx.. XBy
JC{1,....2n}

donde J = {ji,...,jk} con k € {1,...,2n}; es decir, son todos los sub-

conjuntos no vacios de {1,...,2n}. Ademas como I C Ay y Bj, € I para
1 < ji < 2n, por el Lema 2.23 B U B * disjunta, donde B}™ € I para
mig= 1

toda mg € {1,...,r}. Por lo tanto:

R?"\ C = U O...[j(le...xB;’flx...ngQX...xB;ka

JC{1,....2n} m1=1 mg=1

.. XBQn)
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una union finita ajena de elementos de I, con lo que queda demostrado
(3). Finalmente, para demostrar (4), sea D € A, entonces D se puede escribir
m

como D = U D; con D; € I™ para toda iy D, N D, =0 sir # s. Notemos
i=1
lo siguiente:

R?\ D = R\ UD ﬂRQ”\Di).

De (2) se sigue que R*\ D; € A Vi. Entonces de (3) obtenemos finalmente

m

que ﬂ (R*™\ D;) € A. O
i=1

En seguida demostramos que 5 es una casi medida; para ello necesitamos
corroborar:

1. py es finito aditiva.

2. py es continua en el vacio.
Por la Definicién 2.32, s es finito aditiva.
Observacion 2.36. Si A, B € A, entonces

pr(AUB) = us((A\ B)U(B\ A)U(ANB))
(A

(AN B) 4+ pup(B\ A) + (AN B)
< pp(A\B) + pp (AN B) + pyp(B\ A) + p(AN B)
L

(A
#(A) + py(B),

k k
st pg(AU B) < piy(4) + g (B). B general, iy (|JA) <3 puy(4)
i=1 =1

Lema 2.37. Sea C = (a1, b1 X (az, ba] X. .. X (agy, bay| con a;,b; € R, entonces
existe un rectdngulo compacto K C C que se aproxima en medida a C; es
decir, Ye >0 3JK compacto tal que p1;(C) — pp(K) < e.

Demostracion. Sean ¢ > 0y C = (ay,b1] X (ag,bg] x ... X (agn,ba,] con
a;,b; € R, se sigue que:

Mf(C) = Mf((al,bl] X (ag,bQ] X ... X (agn,bgn]) =
<E1((CL17 b1] % (as, bz])E2((a37 bs] x (a4, 54]) . En((@n—l; ban—1] X (@2n, b2n]).f7 f).
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Como F; es una resolucion de la identidad tenemos que:

Ei((a2i717b2i71] X (Gziybm’]) = E?((a%flyb%fl] X (a2z’752¢])> para toda . To-
mando g; = E2((a37 bs] X (au, 54]) e En((a2n—17 bon—1) X (@2n, b2n])f7 se puede
ver facilmente que:

s (C) = <E1((@1ab1] X ((12,52])91,91>-
Sea Vgll((al,bﬂ X (ag,bg}) = (El((al,bl] X (ag,bg])gl,gl>. vl es una medida

91
porque E; es una resolucion de la identidad. También se tiene que:

1 1
(al,bl] X (ag,bg] = LGJN[CM + E,bl] X [CLQ + E,bg],

entonces:

V;((ahbl] X (GQ,bz]) = l/;l( U [a; + %,bl] X [ag + %,bg])

meN

) 1 1
= lim I/;1<[a1 + E’bl] X [ag + E’bQD

m—r0o0

Por lo tanto, podemos elegir m; € N de tal modo que:
1 1 €
Vgll((al,bl] X (ag,bQ]) - Vgl([al + E’bl] X [ag + E,bz]) < ﬁ’ Vm > my,
ademas:
Vl ([a1 + i bl] X [ag+ i bg]) = <E1([a1 —FL bl] X [CLQ‘FL bg])gl g1>
g1 my ) my ) my ) my ) )

= <E1([CL1 —+ mil, bl] X [CLQ + mil, bg])EQ((CLg, bg] X (CL4, b4]) Ce
En((agn_l,bgn_l] X (a2n,b2n])f, f).

1 1
Sea go = By ([a1 + —, b1 x [az + —, bo]) E5((as, bs] x (as, b)) - .-
ma my
En((a/anla b2n71] X (a2na b2n])f>

hacemos 12 ((as, bs] X (a4, bs]) := (Ez((as, bs] X (a4, bs]) g2, g2). Viendo a v2
como una medida y aplicando el razonamiento previo, tenemos que existe
mo € N tal que:

1 1 €
V§2 ((ag,bg] X (a4,b4]) — V§2([a3 + E,bg] X [CL4 + E’bd) < E, Ym Z mo.
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De manera analoga podemos aproximar los demés intervalos por conjuntos
compactos. Sea M = méax{my, ma, ..., m,}, entonces:

1 1
pf((al,bl] X ... X (agn,bgn]) - Mf([al + —,bl] X ... X [agn + M,bgn]) <eE.

M
Por lo tanto, tenemos que existe K un rectangulo compacto que aproxima a
C' desde su interior de tal forma que pf(C) — ps(K) < €. O

Lema 2.38. Sea C = (a1,b1] X (az,by] x ... X (agn,ban] con a;;b; € R,

entonces para todo € > 0 existen C' € I™ y K un rectingulo compacto tales
que CC K CcCuy

i) up(C) —pp(K) <e

it) pp(K) —pyg(C) <e
Demostracion. Sea € > 0. Siguiendo la construccion del Lema 2.37, existe

1 1
K = [CL1+M,Z)1} X ... X [CLQH—FM,I?QTJ

tal que 1if(C) — s (K') < % (donde M € N).

1
Notemos que (a;, b;] = U(ai + —, b;] para toda i. Procediendo de manera
m
neN
analoga al Lema 2.37, existe

1
C":(al—l—ﬁ,bl]x...x(agn—i—

tal que p1r(C) — pp(C") < e (donde M’ € N).
Sea N = méx{M, M'}, entonces se cumple (a; + +,b;] C [a; + +,b;] para
toda ¢. Sean

1 1
K:[a1+—,b1] X ... X [a2n+—,bgn]

N N
~ 1 1
y O:<a1+ﬁ,b1]X...X(agn—f-ﬁ,bgn];

se sigue que 1;(C) — pp(C) < ey ps(C) — pp(K) < g, asiCcKcCy

pp(K) — g (C) <

N ™
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Proposiciéon 2.39. Sea C € I™ | entonces para toda ¢ > 0 eziste K un
rectangulo compacto tal que ps(C) — pp(K) < e.

Demostracion. En el Lema 2.37 demostramos el resultado para rectangulos
de la forma C' = (aq, b1] X (az,bs] X ... X (agy, bey] con a;, b; € R. Sin pérdida
de generalidad basta considerar los siguientes dos casos:

(1) Si C = (a,00) X (ag,bs] X ... X (a9, bay], podemos ver facilmente

1
que (ay,00) = U l[a; + —,m]. Definimos ¢g; como en el Lema 2.37.
m

meN
Como FE; es una resolucién de la identidad, tenemos que la funcion

v, ((a1,00) x (az,bo]) := (E1((a1,00) X (az,bs])g1,91) es una medida.

Calculamos:
1 bol) = 1 1 1 b
1/91 ((al,OO) X (a27 2]) —Vgl(rgN[al_FE’m] X [a2+a, 2])

1 1
— 1§ 1
= lim v, ([a1 + —,m] x [a + E,bQ])

por lo que podemos elegir m; € N de tal modo que

1 1 €
l/gll((al,oo) X (a2,bg]) — 1/;1([(11 + E,m] X ag + Eabg]) < ﬁVm >m,.

El resto de la prueba es anéloga al Lema 2.37.

(2) Si C = (—00,b1] x (ag,bg] X ... X (ag, bay], podemos ver facilmente que
(—o00,by] = U [—m, by], y procedemos de manera andloga a (1).
neN

]

Observacion 2.40. Sea C' € I™ . De manera andloga al Lema 2.38, existen
C € I™y K un rectingulo compacto tales que C C K C C' y

1 (C) — pp(K) <e (Ve >0)
pr(K) = pg(C) <& (Ve >0).

Proposicién 2.41. Para toda A € A y para toda € > 0, existen K € K y
A€ A tales que pnf(A\A) <e y AC K C A.
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Demostracion. Seane >0y A = U Ci,con C; € I™ y C.NCy =0 sir+#s.
i=1

Por la Observacion 2.40, existen C] € I (") v K, un rectangulo compacto tales

que C C K; C (4 y que ademas cumplen:

pr(C1) — py(K) <e/2m (2.8)
v gl — pg(Cr) < /2m, (29)
De (2.8) y (2.9) tenemos que

us(C1) = g (C) < —

Procediendo de manera analoga, para cada C; se tiene i ;(C;) — s (Cy) < <.
Llamamos A = G C’Z y K = 6 K;. Entonces ACKCA y ademas:
i=1 i=1
> () =X ms(C) = e (UG) — e (UG
i=1 i=1 i=1 i=1
= 117(A) = ns(4)
—up(A\A) <
[

Proposicién 2.42. ;i es continua en el vacio.

Demostracion. Supongamos que {A;,}meny C A es una sucesion contenida
en nuestra algebra y es tal que A,,.1 C A, para toda m € N, y también
m A,, = 0. Hay que demostrar entonces nll_l)l;o p(Ay) = 0. Supongamos que
:;iite un € > 0 tal que lim ps(A,,) = ¢, por lo tanto pr(A,,) > € para toda
m € N. e

Por la Proposicion 2.41, para cada A,, existen K,, compacto y A,, € A tales
que

~ € ~
pr(Am) — pr(Am) < S con A,, C K,, CA,,.
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Tomando B,, = ﬂ K; es claro que B,, es compacto para cada m € N.
Jj<m
Ademés, calculamos

1 (Am) = pp(Bm) < pup(A ﬂ
N ,4‘
:Mf(, (Am\*’zlj))

< Z (A \ A) (por la Observacion 2.36)

js<m

< Z pp(A;\ 4;)

<Y

=1

ast, puy(Am)—ps(Bm) < §, porlo que juf(B,,) > § para todam € N. Entonces
B,, # 0 para toda m. Como B,,;1 C B,, son compactos no vacios anidados,
se tiene que ﬂ B,, # 0 lo cual es una contradiccion pues ﬂ B, C ﬂ A,,.

meN meN meN
Por lo tanto lim pus(A,,) =0. O

m—0o0
Definicion 2.43. Como s es una casi medida, esta genera una medida ex-
teriort Wy, que ademds, por el teorema de Carathéodory?, genera una medida
fif tal que fig|.ae = py donde A* son los conjuntos ji;- medibles® y S(A) C A*
(donde S(A) es la o-dlgebra generada por A). Mds ain, como uy es o-finita,
entonces fiy es unica en B(C") y con la propiedad de que dados C; € I con
1 <¢<2n:

/?Lf(Cl X CQ X ... X CQn) = <E1(Cl X CQ)EQ(Cg X 04) C En(Canl X an)f, f>

Para facilitar la notacion, identificamos jiy = jiy.

'Libro |4], Pagina 85.
2Libro [4], Teorema 7.11, P4gina 87.
3Libro [4], Pagina 87, Definicién 7.8.
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Lema 2.44. ps(a; X az X ... X a,) = (Ei(a1)E2(az) ... Ey(a,)f, f)Va; €
B(R?).

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto:

./_"1 = {bl € B(R2)| /Lf(bl X g X ... X CLn) = <E1<b1)E2(CL2) Ce En(an)f, f>
Va; € I*coni € {2,3,...,n}}.
Es claro que si A € I? entonces A € F; (en particular R? € F;). Veremos

que Fi es un A-sistema. Sea {C),}nen una sucesion creciente de elementos
de Fi, calculamos:

W((UCm)xazx...xan):uf(U (meagx...xan)>

meN meN
= lim pp(Cp X az X ... X ay)

= WlLl_rgo<El<Cm)E2<a2) s En(an)fa f>
=(E\( | Cn)Es(a) ... En(an)f. f) Va;€I*2<i<n.
meN

Ahora, sean A, B € F; tales que B C A. Tenemos:

pr((A=B) xas x ... xa,) =pr((Ax...xa,) = (BX...%xa,))
(A>< X y) — pp(B X X ay)

= (Ex(A)Ex(a ) En(an)f, f) — (E\(B)Ex(as) . .. En(an) f, f)
=(F (A B)Ex(as) ... Ey(an)f, f) Vai€]2,2§i§n.

Con esto queda demostrado que F; es un A-sistema. Como F; contiene al 7-
sistema {Uniones ajenas finitas de elementos de I}, entonces, por el Lema
de las clases mon6tonas* S({Uniones ajenas finitas de elementos de I?}) C
F1, es decir:

pplay X ... x a,) = (E1(a1) ... Eq(a,) f, f)Va, € B(R*)Va; € I? con j > 1.

A partir de F; podemos definir al siguiente conjunto:

Fy = {by € B(R?)| prlar X by X ... X a,) = <E1(6L1)E2(52) o Eu(an)f, f)
Va; € B(R?), Ya; € I” con j € {3,4,...2n}}.

“Libro [4], Teorema 1.12, pagina 13.
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De manera andloga se ve que la o-&lgebra generada por las uniones finitas y
disjuntas de elementos de I? se quedan contenidas en F», por lo que

prlar X ag X ... X a,) = (Ei(a1)Ex(as) ... Ey(an) f, f)

Vay, ay € B(R?) Va; € I? con j > 2. Siguiendo este tipo de construccién po-
demos ir generando los conjuntos F3, Fy,...,F,. Tenemos que B(R?) C F;
para toda i con lo cual queda demostrado el lema. O

2.3. Teorema Espectral

Teorema 2.45. Sea pip : C* — C una medida tal que pp(Ayx Ay x.. . xA,) =
(B (A1) E2(Ag) ... Ey(An) f, f) para toda A; € B(C) (con B(C) la o-dlgebra
de borel en los nimeros complejos) y sea g : C* — C medible, tal que sdlo
depende de la primer coordenada, entonces g es pg-integrable si y sdlo si
g(z1,¢1,C0, ..., cn1) es (Ey(-) f, f)-integrable, ademds se cumple:

/ g(zla 22y e 7Zn)d,uf = / g('zla C1,C2,y ... 7cn71)d<E1(')f7 f)
n C
donde c¢; es una constante para toda i.

Demostracion. Primero supongamos que g es de la forma g = yaxcn-1, A €
B(C). Entonces

/ gdpy = pp(Ax C")

= (E1(A)E5(C) ... EL(C)f, f)
= (E1(A)f, f) (pues E;(C) = Idy Vi)

:/Cg(zl,cl,...,cn)d<E1(-)f,f>-
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m
Si g es una funcién simple g = E mX A, xCn—1, entonces:

i=1

/ gdpy :/ ZamXAmxcnfldﬂf
cn "i=1

= ZMf(Am X Cn_l)

=1

=2 _(Bi(An) . f)

= /(zhcl,cg, RN ,Cn_1)d<E1(')f7 f>
C

Sea ahora ¢ una funciéon integrable con respecto a cualquiera de las me-
didas. Por el Corolario 1.78 existe una sucesion de funciones simples s, :

C — C que convergen puntualmente a g(z1,¢1,...,¢,) tales que [s,,(21)] <
lg(z1,¢1,...,cn1)| Vm € N.
Sios,, = f;”l @i, X A, €A Ty = f;"l i, X A;, xCn—1, €entonces
g(z1,29, ... 2,) = n’lLLI}tl)o tm (215 -+ 2n),
donde la sucesion también cumple |t (z1,...,2,)| < |g(z1,...,2,)] Ym € N.

Por el Lema de Fatou® y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue®
se sigue que g es py-integrable si y solo si g(z1,¢1,...,¢-1) €s (E1()f, f)-
integrable; ademés:

/ gdpy = lim tmdpy = lim /Smd<E1(')faf>-
" m—oo [ron m—oo [r

Finalmente concluimos que:

/n gdpy = /(Cg(zl,cl,...,cn_l)d<E1(-)f, f)

[

Observaciéon 2.46. FEl resultado del teorema anterior se aplica también a la
j-ésima coordenada con j € {1,2,...,n}. La prueba es andloga.

SLibro [4], Corolario 4.17, pagina 51.
®Libro [4], Teorema 5.6, Pagina 62.
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Definiciéon 2.47. [Identidad de polarizacién] Para cada conjunto de Bo-
rel M € B(C") escribimos pp(M) = pp(f); ademds, definimos:

1

MM(%?/) =7

1 (@ +y) = (= y) + i(uar(x + iy) — par (a0 — )]

Teorema 2.48. La funcion py; es antisimétrica y bilineal.

Demostracion. En principio, para el caso de rectdngulos medibles, dados
ap,as,...,a, € B(C)

(Ei(a1) ... Enlan)(z +y), x +y)—

[

(Er(ar) . Ealan)(x — ),z — g+
i((E1(ay) ... Ex(an)(z +iy), x + iy)—
(Er(ar) ... Bp(an)(z — iy), v — iy))]

= 20E@) - Balan),) + 2(Fa(an) .. Balan)y, )
+ 2i((Er(a1) - .. En(an)z, iy) + (Ei(ar) . .. En(an)iy, )]
= %[4R6<E1(a1) o En(ap)x,y) + 4idm(Ey(a1) . .. Ey(ay)x,y)]

Haqx...xan (557 y) =

o

(porque las resoluciones conmutan)
= (E1(ay) ... Ey(ay)z,y). (2.10)
De (2.10) tenemos que fig,x. xa,(Z,y) = (Ei(a1)...Ey(ay)z,y) para rec-

tadngulos medibles. Sea F la clase de conjuntos M para los cudles p,; es
antisimétrica y bilineal, veamos que es cerrada bajo complementos.

[piaze (@ +y) — page(x — ) + i (page (2 + iy) — puage (x — )]

|
4

%(aﬂ—y,x%—y} par(x+y) = (2 =y, 2 —y) — par(x = y)) +
i((x + iy, x +zy> pna(x + iy) = ((z = iy, = — iy) — pur(x — iy)))]
(z,

de lo cual se sigue que gy también es antisimétrica y bilineal. De manera
analoga se concluye que si B C A entonces

pa-p(x,y) = palr,y) — pp(w,y)
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por lo tanto F es cerrada bajo diferencias.

Sea M = U My, con My C M1, My € F para toda k, entonces:
keN

par(9) = B o, o+ 9) = o, (2 = 9) + g, (o -+ 89) — o o — )]

Con lo cual py, es bilineal y antisimétrica por ser el limite de funciones bili-
neales y antisimétricas. Por lo tanto M € F.

Se concluye que F es un A-sistema que contiene al w-sistema de los rec-
tangulos medibles, por lo tanto la o-algebra generada por los rectangulos
medibles esta contenida en F, asi B(C") C F. Entonces pp(z,y) es bilineal
y antisimétrica para todo conjunto de Borel M. O

Teorema 2.49. |y (z,x)| = par(z) < ||z||* VM € B(C").
Demostracion. Sean x € H'y M € B(C"), tenemos lo siguiente:
pa(M) < p1z(C") = [|o[|*.
[

Dada M € B(C"), la funcion py, es bilineal, antisimétrica y acotada,
entonces cumple la desigualdad de Schwarz:

e (2, 9)] < pone (2, 2) 2 par (y, )2 < ]|y l-

Por el Teorema, 1.8 se puede concluir que dada y € H, existe una tnica 1’ tal
que pp(z,y) = (x,y)Vo € H.

Definimos el operador Fy X Fy X ... x E, = E tal que E(M)y =y Yy € H;
como y' es Gnico, E es lineal, ademas |(v/, )| = |um (v, v)| < |ly||||¥/]| por lo
que E(M) es un operador acotado de norma menor o igual a 1.

H.,Vy € H, entonces E(M) es autoadjunto para toda M € B(C"). Es claro
que E(0) =0y E(C") = Idy. SiwNw' = 0, entonces piyuw (2, y) = po(z,y)+
te (2, y) = (z, E(w)y) + (z, E(W)y) = (z, (E(w) + E(w’))y). Por la unicidad
de E(wUw') tenemos que E(wUw') = E(w) + E(W').

Para x,y fijos, la funcion (E(-)x,y) = u,(z,y) es una medida compleja, pues
es combinacion lineal de medidas positivas finitas.

Teorema 2.50. E(wNw') = E(w)E (W) Yw,w" € B(C™).
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Demostracion. Supongamos primero que w = aq X ... X a,,w = by X ... X b,
con a;,b; € B(C)Vi,j € {1,2,...,n}; tenemos:

<E(W)Zv Zl) = /la1><...><a"<27 Zl)
= (Fi(ay)Es(ag) ... Ey(an)z,z1) Vz,21 € H

Ei(ay)Es(az) ... Ey(a,) y de manera andloga E(w') =
b,); calculamos:

Entonces F(w) =
E1(b1)Ey(by) ... B

(E(wnuWz,y) = (E( (a3 Nby) X (aaNby) X ... (anﬂbn))x,w
= (Ey(a1)Ey(by)Ea(az)Ea(bs) . .. Eyp(an)En(by)z,y)
= (E(w)E(W)z,y) (porque las resoluciones conmutan)

demostrando asi que E(w Nw') = E(w)E(W').
Ahora, sea N = by X ... x b, con b; € B(C),Vi € {1,...,n} fija, definimos:

F={weB(C")|EwnN) = Ew)E(N)}.

Los rectangulos medibles estan contenidos en JF; veamos ahora que F es un
A-sistema. Sean A, B € F, B C A; se sigue:

(E((A=B)NN)z,y) = piapynn (2, y)
= [anN)—(BAN) (2, 1)
= (E(ANN)z,y) — (E(BNN)z,y)

= (E(A ) (N)z,y) — (E(B)E(N)z,y)
= ((E(A) — E(B))E(N)z,y)
=(E(A— B)E(N)r,y) Vz,y€ H

por lo tanto A — B € F.
Supongamos que {B;},en C F,B; C By para toda i, y sea B = U By

keN
vamos a demostrar que B € F. Tenemos lo siguiente:

(E(BNN)zx,y) = <E< U Bi N N)x,y> = W(Upen BN (2, Y)

keN
= lim pip,n (2, y)
= lim (E(B, N N)z,y)
k—oo

— <E( U Bk>E(N)yc, y>.

keN
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Por lo tanto B € F, concluyendo asi que F es un A-sistema que contie-
ne al m-sistema de los rectangulos medibles, entonces por el lema de clases

monotonas’ concluimos que B(C") C F. Si por tltimo definimos

G ={we B(C[(E(N Nw)z,y) = (E(N)E(w)z,y)Vz,y € H}

se procede de manera analoga, teniendo asi que G es un A-sistema que con-
tiene al 7 sistema de los rectdngulos medibles con B(C") C G. Quedando
demostrado F(wNw') = E(w)E (W) Yw,w" € B(C™). O

De este teorema se concluye que la funcion E : B(C") — B(H) es una
resolucion de la identidad.
De lo anterior obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.51. Sean E; : B(C) — B(H) resoluciones de la identidad que

conmutan entre si para cada i € {1,...,n}; entonces existe una resolucion de

la identidad By x ... X E, : B(C") — B(H) tal que E1 X Fy X ... X Ep, (21 X 29 X
X zp) = Ey(21)Ea(22) . .. En(2,) para toda z; € B(C) con j € {1,...,n}.

Teorema 2.52. La resolucidon de la identidad del Teorema 2.51 es dnica.

Demostracion. Definimos E = F; X By X ... X E,. Sea F una resoluciéon de
la identidad distinta de E que satisface las propiedades del Teorema 2.51;
entonces, para los rectangulos medibles tenemos que F/(27 X 29 X ... X z,) =
E(z X 29 x ... x z,)V2z; € B(C),j € {1,2,...,n}. La medida (F(-)z,z)
es una extension sobre B(C™) de la medida p, definida en el algebra A.
Por la unicidad en el teorema de Carathéodory® se concluye que p,(w) =
(F(w)x,x)Vw € B(C™). Por lo tanto (E(w)x,x) = (F(w)x, x)Vw € B(C™).
Calculando:

(E(w)z,y) = i[@(w)(x +y),z+y) — (Bw)(z—y),z—y)
= +i((BW)(z +iy),z +iy) — (Ew)(z — iy),z — iy))]
= [P +9).2 +9) — (F)(a —y).2 — )
= Fi((Fw)(z +iy),z +iy) — (Fw)(z — iy), x — iy))]
= (F(w)z,y)
se sigue que F' = FE. O]

"Libro [4], Teorema 1.12, Pagina 13
8Libro [4], Teorema 7.11, pagina 87.
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Teorema 2.53. [Teorema espectral] Sean By, Bs,...,B, n operadores
normales no acotados que conmutan entre si (es decir, B;B; C B;B; Vi,j €
{1,...,n} con i # j) definidos en un espacio de Hilbert H. Supongamos que
sus resoluciones de la identidad son E1, Es, ..., E, respectivamente. Enton-
ces, eriste una resolucion de la identidad E = Ey X Fy X ... X E, : B(C") —
B(H) tal que:

(By,y) = / Nd(E()z,y)

para toda i € {1,...,n},Yy € H Nz € Dom(B;); en donde estamos conside-
rando C" = {()\1, . .,/\n)‘)\j eC,je {1,2,...,n}} y (E()x,y) : B(C") —
C tal que w — (E(w)z,y).

Demostracion. Como Dom(B;Bj) C Dom(B;B;) vy B;Bjx = B;B;x Vx €
Dom(B;B;), Yi,j € {1,...,n} con i # j se sigue que sus resoluciones de
la identidad conmutan entre si. Proponemos la resolucién de la identidad
del Teorema 2.51, hay que demostrar que esta cumple con las condiciones
mencionadas previamente. Para todo z,y € Dom(B;); por la identidad de
polarizaciéon tenemos:

/n Nd(E()z,y) = i[[c Nd(E()(x +y),x +y)
= [ NEC = vha )+ i [ NEC @+ i)+ i)
- [ B @ = iv).a - )|

Por el Teorema 2.45 la ecuaciéon anterior es igual a

1

=1L A — [ 2B =2

i [MEO @+ - [ 2B .a )]

= 1 [B+ )2+ 0) = (Bile — ), — )

+i((Bilx +iy), @ + iy) — (Bi(x — iy), x — iy))]
= (Biz,y)

Supongamos ahora que x € Dom(B;),y € H. Como Dom(B;) es denso en



2.3. TEOREMA ESPECTRAL 75

H, existe una sucesion {ym, }men C Dom(B;) que converge a y. Entonces

(2.11)
= lim MNd(E()Z, Ypm)-

m—o0 Cn

Supongamos también que g es medible y acotada con dominio C" y rango
los complejos. Definimos un operador como en la Definicion 1.85 tal que

</ ngx,y> :/ gd(E(-)z,y). Entonces se cumple:

([ ame)| =] [ sawem|< || [ game]i

2
‘ / ngSCH = lg|?d{E(-)z, x) (por el Teorema 1.87).
n Cn

y también

porto tanto | [ gd(ECre.u)| <l [ loPaEce)"

n (Cn
Sea vg = Re((E(-)z,y)) v sea vy = Im((E(-)z,y)). Sean Cr y Dp los conjun-
tos vp-positivo v vp-negativo de la descomposicion de Hahn® de la medida
con signo vg y sean C7 v Dy los equivalentes para la medida v;.
Sea f una funcién medible con dominio C" y rango los complejos y cuadrado
integrable con respecto a la medida (FE(-)z, z), sea { fi }men una sucesion de
funciones acotadas y medibles que converge a f y tal que |f,,| < f para toda
m € N. Calculamos

| [ xeultuldve] = [Re( [ xenltnldBCz,)| < | [ xealfulatEO.0)]

= [ [ xealtmtdze )] < [ xcultulars] i
([ PregdtBCrz0) " < ([ 1PatEee) "

De manera analoga se tiene

[ xoultulde] < 1l ( [ 15 atE O 2))

9Libro [13], Teorema A, Pagina 121.
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[xeltulinn] < 1l( [ 15aPatecre. )

/XDf‘fm’de < I|y|!(/\fm|2d<E(~)x,x>>”2

De forma que
1/2
[ 1l EOz )1 < 4l [ 5P aEC)2.2))

<4yl [ 1O

donde |[(E(-)x,y)|| es la variacion de la medida compleja (E(-)z,y). Por el
Lema de Fatou!® y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue!! se
sigue que:

/
Jn [ 1 dIEO ) = [ 1HalECz ) < ol ( [ 17PaEen) "

i, € LB v | [ atEere.n] < ol [ 1rPasce.n) "

Ahora, si © € Dom(B;) entonces \; es el cuadrado integrable con la medida
(E(-)x,x), de manera que por el Teorema 2.45, X es el cuadrado integrable
con respecto a la medida (E(-)z,x). Si {y,} es como en (2.11), tenemos

| [ vatEOma) — [ NatEOw)

‘/ﬂd ),y — ym>)<4lly Yo / I\ |2d(E ()x,@)m_)o

m—0o0

De esto ultimo y de (2.11) concluimos

(Biz,y) = lim MNd(E()T, Ym) = / Nd(E( )z, y)Vy € HYx € Dom(B;)

m—r00 Cn n

quedando demostrada la existencia de la resolucion de la identidad. O

Teorema 2.54. La resolucion de la identidad del Teorema 2.53 es dnica.

0Libro [4], Corolario 4.17, pagina 51
"Libro [4] Teorema 5.6, pagina 62
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Demostracion. Sea F' otra resolucion de la identidad que cumple con las
premisas del Teorema 2.53, vamos a ver que F' = FE.
Definimos las funciones Fy, Fs, ..., F, : B(C) — B(H) como sigue:

Fi(A)
Fy(A)

F(AxC'™
FCxAx...xC"?

Fn(A). = F(C" ! x A).

Como

[ e sd(FOny) = (FAx C )
~ (Fi(A)z.9)
~ [ iRz,
C

entonces, para cualquier funcién s simple que s6lo depende de la primera
coordenada y para constantes ci, ca, ..., C,_1 Se tiene:

/n sd{F(-)z,y) = /(Cs()\l, Cly vy Cno1)d(F1 (), y). (2.12)

Sea x € Dom(Bj), entonces por hipotesis se sigue que \; es cuadrado in-
tegrable con respecto a la medida (F'(-)z,z), ademéas, como la medida es
finita, también es absolutamente integrable. Sea {s,;}men,Sm : C — C
una sucesion de funciones simples que convergen de manera mondtona a

km
A (es decir, [s;] < |sma1|Vm € N), entonces si s, :Zai,mXAi,”U sea
i=1

km
t = Z @i mX A; mxCr—1, Se obtiene que la sucesion {t,, }men converge de ma-
i=1
nera monoétona a A, entonces, por el Teorema de convergencia monétona'?
/ |M|d(F(-)z,z) = lim / [tm|d(F(-)x,z),y por (2.12) esto ltimo es igual
cr o0 Jn

m—0o0

a lim / |$m|d(F1(-)x, x); donde una vez mas por el teorema de convergencia
m—00
C

12Libro [4], Teorema 4.13, pagina 48.
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monotona esto es igual a / |A|d{F\(-)x,z). Por el teorema de convergencia
C

dominada de Lebesgue

/n MA(F()z,z) = /C)\d(Fl(-)x,xWx € Dom(By)

y de manera anéloga
P (), ) = / IA2A(F (), )V € Dom(B).
Cn C

Si z,y € Dom(By); como

(F)z,y) = 1 [(F@)(@ +9),7+9) ~ (F@)e )7 1)
+i((F(w)(e +iy), @ +iy) — (F(w)(z —iy),z —y)))] ¥
(Fi@)r,) = {F@) + )2 +y) — (@) - 4),2 )

+i((F (W) (@ + iy), o+ iy) — (R (W) (@ —iy),z — iy)))]

se obtiene que:

(Byz,y) / Nd(F()ry) = /C N(FL (), 9V, y € Dom(B).

Como Dom(By) es denso en H, existe una sucesion {ym }men C Dom(By)
que converge a y. Entonces:

<B1$, y> = TVF—IPOO{le’ ym>

= lim MA(F (), Ym)

m—00 [rom

= lim [ Ad(Fy (), Ym)

m—o0 C

por lo tanto:

(Byz,y) — / () = /C M(F\()z,y) Yz € Dom(By)Vy € H.

De la unicidad del Teorema 2.16, se concluye que F; = F;. A su vez, de
manera analoga, F; = F; para toda i € {1,2,...,n}. Se sigue F(AxC"!) =
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Ei(A)VA € B(C), F(Cx Ax C"2) = Ey(A)VA € B(C),...,F(C" ! x A) =
E.(A)VA € B(C).

Finalmente F(A; x C"1)F(C x Ay x C"72)...F(C"! x A4,) = F((4; x
C"HNECx A xC2)N...N(C" T x A,)) = F(A x Ay x ... X 4,) =
Ey(A1)Ey(As) ... B (A,)VAL Agy oo A, € B(C). Por el Teorema 2.52 se
concluye que F'=FE; X Ey X ... X E,. O
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