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Introducción

El objetivo principal de este trabajo consiste en demostrar el Teorema
espectral para un número �nito de operadores normales no acotados que
conmutan entre sí. Además, otro objetivo relevante es presentar una de-
mostración del Teorema espectral para operadores normales acotados que
incorpora elementos diferentes a los que se presentan en libros clásicos como
"Functional Analysis" de Rudin Walter o "Methods of modern mathematical
physics" de Michael Reed y Barry Simon, con la idea de facilitar la compren-
sión de la demostración del teorema; para ello es necesario conocer los temas
básicos de Análisis así como de Teoría de la medida.
El primer libro sobre teoría de operadores, Théorie des Operations Linéarres
publicado en Varsovia, Polonia en 1932 por Stefan Banach tiene como propó-
sito el estudio de funciones sobre espacios de dimensión �nita, especialmente
sobre los espacios de Banach.
El modelo original para la teoría de operadores es el estudio de las matrices.
La palabra "matriz" fue acuñada por James Sylvester en 1850; sin embargo
los métodos matriciales tuvieron su origen 2000 años antes, tales como los
métodos de eliminación gaussiana usados en una obra china, Nine Chapters
of the Mathematical Art, de la dinastía Han. Aunque Carl Friedrich Gauss usó
la palabra "determinante" en el siglo XIX, los determinantes ya tenían pre-
cursores y fueron usados de forma explícita en descubrimientos simultáneos
en 1683 por Takakazu Seki Kowa en Japón y Gottfried Leibniz en Europa.
Los eigenvalores y diagonalización fueron descubiertos en 1826 por Augus-
tin Louis Cauchy en el proceso de encontrar formas normales para funciones
cuadráticas. Una aproximación al cálculo equivalente a la diagonalización se
le atribuye a Johan de Witt en 1660 (Cajori [3], "A History of Mathematical
Notations").
Cauchy demostró el teorema espectral para matrices autoadjuntas; es decir,
que cada matriz simétrica real es diagonalizable. El teorema espectral fue
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generalizado por John von Neumann y es actualmente el resultado más im-
portante de la teoría de operadores. En adición, Cauchy fue el primero en
sistematizar los determinantes.
Podemos decir que el álgebra abstracta nació con los descubrimientos de
William Rowan Hamilton en 1843 acerca de los cuaterniones, y la introduc-
ción de álgebra exterior de Hermann Grassmann el año siguiente. Grassmann
también fue el responsable de introducir el producto escalar. Cauchy y Jean
Claude de Saint-Venant también crearon estructuras algebraicas abstractas
alrededor de ese tiempo.
En 1857 Arthur Cayley introduce la idea de un álgebra de matrices y en 1858
muestra que los cuaterniones pueden ser representados por matrices.
En 1870, Camille Jordan publica la forma canónica completa del análisis de
matrices. Este es un prototipo para la descomposición de operadores com-
pactos en el caso de dimensión in�nita.
El tratado axiomático completo de espacios lineales se debe a Giusseppe
Peano en su libro Calcolo geometrico secondo l'Ausdehnungslebre di H. Grass-
mann preceduto dalle operazioni della logica deduttiva en 1888. Es aquí donde
se encontrará el teorema de que cada operador lineal de�nido en un espacio
vectorial de dimensión �nita le corresponde una matriz. Peano de�nió la su-
ma y el producto de operadores lineales de forma abstracta; es en este punto
en que la teoría de operadores comienza a tomar forma como progreso en el
álgebra fusionada con elementos del análisis.
Actualmente, muchas ramas del análisis son inseparables de la teoría de ope-
radores, notablemente el cálculo variacional y las ecuaciones diferenciales.
El primer acercamiento signi�cativo entre eigenvalores y ecuaciones diferen-
ciales fue en la teoría desarrollada por Charles François Sturm en 1836 y
Joseph Liouville en 1838. El teorema de Sturm-Liouville fue el inicio de lo
que ahora nos referimos como teoría espectral de operadores diferenciales or-
dinarios.
Oliver Heaviside hizo contribuciones sustanciales a la teoría de electricidad
y magnetismo y entre 1880 y 1887 creó un cálculo funcional sistemático.
La teoría espectral empezó a ser el foco de atención. Un evento mayor fue la
aparición de la teoría de ecuaciones integrales en 1990, donde surgió un nuevo
acercamiento al problema de Dirichlet (reside en encontrar una solución de la
ecuación de Laplace con condiciones especí�cas de frontera). En un reporte
preliminar basado en su trabajo publicado en 1990 y un artículo en Acta
Mathematica en 1903, Fredholm da un análisis completo de una importante
clase de ecuaciones integrales conocidas ahora como ecuaciones de Fredholm.
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Los puntos notables en este trabajo fueron:

El teorema de Fredholm, donde extiende un resultado no trivial de
álgebra lineal a una amplia clase de operadores.

Un análisis cuidadoso de la convergencia de una sucesión de operadores.

La de�nición de determinante para una clase de operadores.

El primer uso del resolvente de un operador.

En 1902, en sus trabajos, Lebesgue de�ne la forma moderna de la integral e
introduce los espacios de funciones más importantes, denotados en su honor
como los espacios Lp. Aproximadamente en ese mismo año, David Hilbert
encuentra la teoría espectral moderna en una serie de artículos inspirados
en los trabajos de Fredholm. Hilbert comienza como Fredholm, con la idea
especí�ca de ecuaciones integrales, y nota que puede obtener resultados más
precisos cuando considera el espacio de funciones L2, es decir, las funciones
cuadrado integrables, y cuando el operador integral es simétrico.
Éste fue el origen del descubrimiento de los espacios de Hilbert y el estable-
cimiento del estudio general de operadores autoadjuntos. En 1906, Hilbert
libera su análisis de la conexión con ecuaciones integrales y descubre el espec-
tro continuo, que fue presentado pero no reconocido en el trabajo de George
Hill.
La denominación teoría espectral fue introducida por Hilbert en su formula-
ción original de la teoría del espacio de Hilbert, que fue lanzada en términos
de formas cuadráticas en in�nitas variables. Tras la formulación inicial de
Hilbert, el desarrollo posterior de espacios de Hilbert abstractos y la teoría
espectral de un único operador normal sobre ellos fueron muy en paralelo
con los requerimientos de la física.
E. H. Moore y Hilbert dieron las bases para establecer la uni�cación de la
teoría de espacios lineales y la teoría de ecuaciones integrales. Sin embargo,
fué Frigyes Riesz quien realizó completamente dicha unión.
El concepto de un álgebra de operadores hizo su aparición en series de ar-
tículos, culminando en 1913 en un libro escrito por Riesz, en donde estudia
el álgebra de operadores acotados sobre el espacio de Hilbert L2. La repre-
sentación de Riesz y las proyecciones ortogonales aparecen en este trabajo.
En 1916 Riesz crea la teoría que llama "completely continuous operators",
ahora conocida por operadores compactos. El teorema espectral de Riesz pa-
ra operadores compactos reemplazó el trabajo de Fredholm.
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En 1923, Wiener observó que el teorema integral de Cauchy y el teorema
de Taylor se mantienen válidos para funciones analíticas con valores en un
espacio de Banach complejo. Por doce años pocas aplicaciones fueron hechas
por un número reducido de investigadores independientes que encontraron su
uso. El teorema espectral de�nitivo de operadores autoadjuntos, y más aún,
de operadores normales fue el descubrimiento simultáneo de Marshall Stone
y John von Neumann en 1929-1932, sin embargo, Stone es más leído hoy en
día. Una de las motivaciones de von Neumann fue la mecánica cuántica, que
fue descubierta en 1926 en dos formas distintas, una por Erwin Schrödin-
ger y otra por Werner Heisenberg. Fue la percepción de von Neumann la que
permitió la noción de la física moderna. Neumann también introdujo y trans-
formó muchos conceptos que ahora son el núcleo de la teoría de operadores,
tales como:

la de�nición de dominios.

extensión de operadores.

clausura de un operador.

operadores adjuntos.

operadores no acotados.

En el año 1932 se publicó el primer texto sobre teoría de operadores por
Stefan Banach. Banach fue el responsable entre otras cosas de:

El teorema del punto �jo.

El teorema de la grá�ca cerrada.

la convergencia débil.

En series de artículos desde 1935, en participación con F. J. Murray, von
Neumann elaboró la teoría de álgebra de operadores introducida por Riesz.
El hecho de que un operador lineal cerrado en un espacio de Banach complejo
y arbitrario tenga espectro no vacío fue probado por Taylor. Un caso especial
de la fórmula para el radio espectral fue probado por Beurling, mientras que
el caso general fue probado por Gelfand.
En 1936, Nagumo estudió las álgebras de Banach y demostró, entre otras co-
sas, algunos teoremas estudiados por Riesz para operadores compactos. Más
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tarde, Taylor estudió funciones analíticas abstractas y Hille aplicó métodos
similares en el estudio de semigrupos. El trabajo �nal que podemos mencio-
nar es el de Israil Gelfand, quien en 1941 en un artículo en Mathematicheskii
Sbornik extiende el teorema espectral a elementos de álgebras normadas y
en el proceso introduce:

la fórmula del radio espectral.

álgebras C∗ (aún no conocidas con ese nombre).

la característica de un álgebra.

En adición, Gelfand usó la integral de línea para obtener idempotentes en
álgebras de Banach. Independientemente, Lorch emplea la misma técnica e
inicia un estudio de "conjuntos espectrales".
El teorema del mapeo espectral se le atribuye a Dunford.
Desde los tiempos de Gelfand la teoría de operadores ha tenido muchas ra-
mas de matemáticas puras y aplicadas, y ha promovido resultados que van
más allá de una breve introducción histórica.
La a�rmación principal del teorema espectral presentada en el capítulo 1 es
ver que cada operador normal acotado T en un espacio de Hilbert H indu-
ce una resolución de la identidad E sobre los subconjuntos de Borel de su
espectro σ(T ), y a su vez, ver que cada operador T puede ser reconstruido
mediante una integral cuyas propiedades se dan a conocer en dicho capítulo.
En el capítulo 2 se generaliza este teorema para un número �nito de opera-
dores normales no acotados que conmutan actuando en los complejos.



XII INTRODUCCIÓN



Capítulo 1

Teorema espectral para
operadores normales acotados

En este capítulo daremos una prueba del teorema espectral para opera-
dores normales acotados. Las ideas clave son primero, a través de un cálculo
funcional, a cada función compleja continua con dominio el espectro de un
operador normal se le asocia dicho operador normal mediante un homomor�s-
mo; esto se logra gracias al Teorema 1.47, aproximando cada función continua
por polinomios y después aplicando el Teorema de Stone-Weierstrass. Luego,
por el Teorema de Representación de Riesz (Teorema 1.90) a cada función
continua se le asocia una única medida de Borel (resolución de la identidad)
de tal forma que cada operador normal podrá ser reconstruído mediante una
integral cuyas propiedades son analizadas en la sección "Integración con res-
pecto a una resolución de la identidad".

1.1. Preliminares

Observación 1.1. En las secciones 1.1 y 1.2, F denotará al campo de los
números reales o de los números complejos. Las de�niciones y resultados que
usen esta notación son válidos para ambos campos.

De�nición 1.2. Sea E un espacio vectorial sobre F. Un producto interior
en E es una función 〈·, ·〉 : E × E → F tal que ∀x, y, z ∈ E y ∀λ ∈ F

i) 〈x, x〉 > 0 si x 6= 0.

ii) 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉.

1



2 CAPÍTULO 1. TEOREMA ESPECTRAL

iii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 donde la barra denota la conjugación compleja.

iv) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉.

Dado un espacio V con producto interior 〈·, ·〉, la norma inducida por el
producto interior es ‖x‖ = 〈x, x〉1/2.

Proposición 1.3. Sea (V, 〈·, ·〉) un espacio vectorial sobre F con producto
interior y ‖x‖ = 〈x, x〉1/2. Entonces:

(1) |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

(2) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Desigualdad del triángulo).

(3) Si ‖y‖ ≤ ‖λx+ y‖ ∀λ ∈ F⇒ 〈x, y〉 = 0.

Demostración. (1) Si x = 0, entonces 0 = |〈x, y〉| = ‖x‖‖y‖. Si x 6= 0,
entonces ‖x‖ > 0. Sea α = 〈x, y〉. Calculamos

0 ≤ ‖λx+ y‖2 = |λ|2‖x‖2 + 〈λx, y〉+ 〈y, λx〉+ ‖y‖2

= |λ|2‖x‖2 + 2Re(αλ) + ‖y‖2. (1.1)

Sea λ = − α

‖x‖2
. Sustituyendo λ en (1.1) tenemos que:

0 ≤ |α|
2

‖x‖4
‖x‖2 − 2

|α|2

‖x‖2
+ ‖y‖2

= − |α|
2

‖x‖2
+ ‖y‖2

=⇒ |α|2

‖x‖2
≤ ‖y‖2

=⇒ |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

Para demostrar (2) calculamos:

〈x+ y, x+ y〉 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2

= ‖x‖2 + 2Re〈x, y〉+ ‖y‖2

≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2
∣∣Re〈x, y〉∣∣

≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2|〈x, y〉|
≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖‖y‖ (por el inciso (1))

= (‖x‖+ ‖y‖)2
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por lo tanto ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
(3) De (1.1) tenemos que ‖λx+y‖2 = |λ|2‖x‖2+2Re(αλ)+‖y‖2, en particular

si λ = − ᾱ

‖x‖2
, obtenemos ‖λx+ y‖2 = ‖y‖2 − |α|

2

‖x‖2
, mientras que por hipó-

tesis ‖y‖ ≤ ‖λx+ y‖, por lo que se sigue fácilmente que |α| = 〈x, y〉 = 0.

1.2. El adjunto de un operador

De�nición 1.4. (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert es un espacio
vectorial sobre F con producto interior (H, 〈·, ·〉) tal que (H, ‖ · ‖) con ‖ · ‖ =
〈·, ·〉1/2 es espacio de Banach.
Si además existe {xn}n∈N ⊆ H tal que {xn}n∈N = H, entonces H es un
espacio de Hilbert separable.

Teorema 1.5. Sea H un espacio de Hilbert y E ⊆ H convexo y cerrado.
Entonces existe x0 ∈ E tal que ‖x0‖ = mı́n

{
‖y‖
∣∣ y ∈ E}.

Demostración. Sea d = ı́nf
{
‖y‖
∣∣ y ∈ E}. Existe una sucesión (xn)n∈N ⊆ E

tal que d = ĺım
n→∞

‖xn‖. Notemos también que dadosm,n ∈ N,
1

2
(xn + xm) ∈ E

(por convexidad). Entonces
∥∥∥1

2
(xn + xm)

∥∥∥ ≥ d =⇒ ‖xn + xm‖2 ≥ 4d2. Apli-

cando la igualdad del paralelogramo (‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2)
obtenemos:

0 ≤ ‖xn − xm‖2 = 2‖xn‖2 + 2‖xm‖2 − ‖xn + xm‖2

≤ 2‖xn‖2 + 2‖xm‖2 − 4d2.

Como ĺım
m,n→∞

(2‖xn‖2 + 2‖xm‖2) = 4d2, entonces ĺım
m,n→∞

‖xn − xm‖ = 0. Tene-

mos que (xn)n∈N es de Cauchy. Como H es completo, existe x = ĺım
n→∞

xn ∈ H.

Además, x ∈ E y E es cerrado, por lo tanto x ∈ E y ‖x‖ = d porque la
norma es una función continua.

De�nición 1.6. Sea H un espacio de Hilbert y M ≤ H un subespacio.
De�nimos M⊥ = {x ∈ H|〈x,m〉 = 0 ∀m ∈M}.
Denotamos por x ⊥ y si 〈x, y〉 = 0 con x, y ∈ H.

Teorema 1.7. Sea H espacio de Hilbert, M ≤ H subespacio cerrado. En-
tonces M⊥ es un subespacio cerrado de H y H = M ⊕M⊥.
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Demostración. Veamos que M⊥ es un subespacio cerrado. Si x, y ∈ M⊥ y
λ ∈ F, entonces 〈x + λy,m〉 = 〈x,m〉 + λ〈y,m〉 = 0 ∀m ∈ M por lo que
se sigue x + λy ∈ M⊥. Entonces M⊥ es un subespacio. Para ver que es
cerrado; si xn −→

n→∞
x con xn ∈ M⊥ ∀n, veamos que x ∈ M⊥. Dada m ∈ M

se sigue |〈x − xn,m〉| −→
n→∞

|〈x,m〉|, además por la Proposición 1.3 tenemos

|〈x − xn,m〉| ≤ ‖x − xn‖‖m‖, por lo que ĺım
n→∞

|〈x− xn,m〉| = 0. Entonces

|〈x,m〉| = 0 ∀m ∈M , así x ∈M⊥; por lo tanto M⊥ es cerrado.
Ahora, si y ∈M⊥∩M se sigue 〈y, y〉 = 0, por lo que ‖y‖2 = 0; es decir, y = 0,
con lo cualM⊥∩M = {0}. Por último vamos a demostrar que H = M⊕M⊥;
para ello basta ver que H = M + M⊥, pues M ∩M⊥ = {0}. Sea x ∈ H
�ja, y sea E = x−M . E es convexo y cerrado, entonces por el Teorema 1.5
existe y ∈ E tal que ‖y‖ = mı́n

{
‖x − m‖

∣∣ m ∈ M
}
. Como y ∈ E, existe

µ ∈M tal que y = x− µ. Por lo que ‖y‖ ≤ ‖y+ µ−m︸ ︷︷ ︸
z

‖ = ‖y+ z‖ ∀z ∈M .

Dada z ∈M la ecuación anterior implica que ‖y‖ ≤ ‖y+ λz‖ ∀λ ∈ F. Por la
Proposición 1.3, tenemos que 〈y, z〉 = 0 ∀z ∈ M , por lo que y ∈ M⊥. Como
y = x− µ, x = y + µ ∈M⊥ +M ; por lo tanto H = M⊥ ⊕M .

Teorema 1.8. (Representación de Riesz). Existe una isometría entre H
un espacio de Hilbert y H∗ su espacio dual de�nida de la siguiente forma:
Dada y ∈ H, de�nimos Λy(x) = 〈x, y〉. Entonces Λy ∈ H∗, ‖Λy‖ = ‖y‖ y
además la función y ∈ H −→ Λy ∈ H∗ es sobreyectiva.

Demostración. Sea y ∈ H, como el producto interior en H es lineal en la
primer entrada, se sigue que Λy es lineal. Sea x ∈ H, por la Proposición
1.3 |Λy(x)| = |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖, entonces Λy ∈ H∗ y ‖Λy‖ ≤ ‖y‖. Cal-
culamos ‖Λy‖ ≥

∥∥∥Λy

( y

‖y‖

)∥∥∥ =
∣∣∣〈 y

‖y‖
, y
〉∣∣∣ = ‖y‖, por lo tanto ‖Λy‖ = ‖y‖.

Obteniendo así que Λy es una isometría. Falta ver que la función y 7−→ Λy

es sobreyectiva. Sea Λ ∈ H∗. Veamos que existe y ∈ H tal que Λ = Λy.
Es claro que KerΛ es un subespacio cerrado de H. Si Λ = 0 (la transforma-
ción lineal cero) es fácil ver KerΛ = H y hacemos y = 0 con lo cual Λ = Λ0.
Supongamos ahora que Λ 6= 0, entonces (KerΛ)⊥ 6= {0}. Por el Teorema
1.7, H = KerΛ ⊕ (KerΛ)⊥. Existe z ∈ (KerΛ)⊥ con z 6= 0. Notemos que
ω = Λ(x)z − Λ(z)x ∈ KerΛ ∀x ∈ H.
Entonces 0 = 〈ω, z〉 = Λ(x)〈z, z〉 − Λ(z)〈x, z〉 ∀x ∈ H, de lo cual se sigue

Λ(x) = 〈x, Λ(z)
‖z‖2 z〉 ∀x ∈ H. Haciendo y = Λ(z)

‖z‖2 z obtenemos que Λ = Λy.

De�nición 1.9. Para todo espacio de Hilbert H, denotamos por
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B(H) := B(H,H) al conjunto de operadores lineales acotados que van de H
en H.

Lema 1.10. Sea A : H → H, con A lineal y de�nimos:

M := sup{|〈x,Ay〉|
∣∣‖x‖ = ‖y‖ = 1}.

Si M < +∞ entonces A ∈ B(H) y ‖A‖ = M .

Demostración. Sea y con ‖y‖ = 1. Supongamos que Ay 6= 0,
‖Ay‖2 = 〈Ay,Ay〉 = ‖Ay‖〈 1

‖Ay‖Ay,Ay〉 ≤ ‖Ay‖M , por lo que ‖Ay‖ ≤
M para toda y ∈ H con ‖y‖ = 1. Entonces ‖A‖ = sup‖y‖=1 ‖Ay‖ ≤
M, por lo tanto A ∈ B(H) y ‖A‖ ≤ M . Además, si ‖x‖ = ‖y‖ = 1 se
sigue de la Proposición 1.3 que |〈x,Ay〉| ≤ ‖x‖‖Ay‖ = ‖Ay‖. Además
‖Ay‖ ≤ ‖A‖‖y‖ = ‖A‖; por lo tanto |〈x,Ay〉| ≤ ‖A‖, al tomar el supre-
mo sobre y y x obtenemos M ≤ ‖A‖, así M = ‖A‖.

De�nición 1.11. Sea H un espacio de Hilbert. Una función f : H×H → F
es sesquilineal si ∀x, y, z ∈ H y ∀λ ∈ F se tiene que:

i) f(x+ λy, z) = f(x, z) + λf(y, z).

ii) f(x, y + λz) = f(x, y) + λf(x, z).

Decimos que f es acotada si sup{|f(x, y)|
∣∣ ‖x‖ = ‖y‖ = 1} <∞.

Teorema 1.12. Sean H un espacio de Hilbert y f : H × H → F una
función sesquilineal acotada, entonces existe A ∈ B(H) tal que f(x, y) =
〈x,Ay〉 ∀x, y ∈ H y ‖A‖ = sup{|f(x, y)|

∣∣ ‖x‖ = ‖y‖ = 1}.

Demostración. Consideramos Λf,y de�nida de la siguiente forma:

Λf,y(x) = f(x, y)

Por la De�nición 1.11 f(x, y) es lineal en la primer entrada, es decir, la
función Λf,y : H → F es lineal. A su vez de�nimos M = sup{|f(x, y)|

∣∣ ‖x‖ =
‖y‖ = 1}. Dada x ∈ H, calculamos:

‖Λf,y(x)‖ =
∣∣f(

x

‖x‖
,
y

‖y‖
)
∣∣‖x‖‖y‖ ≤M‖x‖‖y‖ = (M‖y‖)‖x‖,

se sigue entonces Λf,y ∈ B(H) y ‖Λf,y‖ ≤M‖y‖ por lo que Λf,y ∈ H∗. Por el
teorema de representación de Riesz (Teorema 1.8) existe una única Ay ∈ H
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tal que Λf,y(x) = f(x, y) = 〈x,Ay〉 ∀x, y ∈ H. Para ver que A es lineal,
notemos que:

〈x,Ay + λAz〉 = 〈x,Ay〉+ λ〈x,Az〉
= f(x, y) + λf(x, z) = f(x, y + λz)∀x ∈ H,

por unicidad en el teorema de Riesz concluimos que Ay + λAz = A(y + λz)
(pues A(y+λz) es el único elemento de H tal que Λf,y+λz(x) = f(x, y+λz) =
〈x,A(y+λz)〉 ∀x ∈ H). Por de�nición tenemos que sup{〈x,Ay〉 | ‖x‖ = ‖y‖ =
1} = sup{|f(x, y)|

∣∣ ‖x‖ = ‖y‖ = 1} = M ; con lo cual, por el Lema 1.10
concluimos que A ∈ B(H) y ‖A‖ = M .

Teorema 1.13. (El adjunto de un operador). Dado T ∈ B(H), existe un
único T ∗ ∈ B(H) tal que 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉∀x, y ∈ H. Además ‖T‖ = ‖T ∗‖;
a T ∗ se le llama el operador adjunto de T .

Demostración. Sea f(x, y) = 〈Tx, y〉. Claramente f es sesquilineal y además,
si ‖x‖ = ‖y‖ = 1 entonces por la Proposición 1.3 |f(x, y)| ≤ ‖Tx‖‖y‖ =
‖Tx‖. Como ‖x‖ = 1 se tiene también que ‖Tx‖ ≤ ‖T‖, por lo tanto f está
acotada. Por el Teorema 1.12 existe una única T ∗ ∈ B(H) tal que 〈Tx, y〉 =
〈x, T ∗y〉. Por el Lema 1.10 concluimos:

‖T‖ = sup{|〈Tx, y〉|
∣∣ ‖x‖ = ‖y‖ = 1}

= sup{|〈x, T ∗y〉|
∣∣ ‖x‖ = ‖y‖ = 1} = ‖T ∗‖.

Proposición 1.14. Sean S, T ∈ B(H) y α ∈ F. Entonces se cumple lo
siguiente:

(αT )∗ = αT ∗, (ST )∗ = T ∗S∗, (T ∗)∗ = T, ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

Demostración. 〈STx, y〉 = 〈x, (ST )∗y〉 = 〈Tx, S∗y〉 = 〈x, T ∗S∗y〉 por lo que
debido a la unicidad (ST )∗ = T ∗S∗.
Sea y con ‖y‖ = 1, calculamos:

‖Ty‖2 = |〈Ty, Ty〉| = |〈y, T ∗Ty〉|
≤ ‖y‖‖T ∗Ty‖ (por Proposición 1.3)

= ‖T ∗Ty‖
≤ ‖T ∗T‖.
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Entonces ‖Ty‖ ≤
√
‖T ∗T‖ ∀y ∈ H con ‖y‖ = 1. Tomando el supremo sobre

y obtenemos:
‖T‖ ≤

√
‖T ∗T‖ o bien ‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖. (1.2)

Por otro lado, para toda y con ‖y‖ = 1, ‖T ∗Ty‖ ≤ ‖T ∗‖‖Ty‖ ≤ ‖T ∗‖‖T‖ =
‖T‖2, tomando nuevamente el supremo sobre y tenemos que:

‖T ∗T‖ ≤ ‖T‖2. (1.3)

De (1.2) y (1.3) obtenemos ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.
Las propiedades restantes son fáciles de comprobar.

Proposición 1.15. Para todo A,B ∈ B(H), ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Demostración. ‖AB(x)‖ ≤ ‖A‖‖B(x)‖ ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖ ∀x ∈ H, por lo tanto
‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

1.3. Álgebras de Banach

De�nición 1.16. (Álgebra de Banach) Un álgebra de Banach A es un espa-
cio de Banach que cuenta con una operación de multiplicación A 3 x, y −→
xy ∈ A tal que ∀x, y, z ∈ A, ∀α ∈ F (con F = R ó F = C):

1. x(yz) = (xy)z

2. (x+ y)z = xz + yz
z(x+ y) = zx+ zy

3. α(xy) = (αx)y = x(αy)

4. ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖

A tiene unidad si existe 1 ∈ A tal que x1 = 1x = x ∀x ∈ A.
Si además existe ∗ : A −→ A tal que x 7−→ x∗, que cumple con las propieda-
des:

i) (x∗)∗ = x

ii) (x+ αy)∗ = x∗ + αy∗

iii) (xy)∗ = y∗x∗
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iv) ‖x∗x‖ = ‖x‖2

decimos entonces que A es un álgebra C∗.

Observación 1.17. En lo que resta de este capítulo consideraremos F = C
y a menos que se diga lo contrario, supondremos que A tiene unidad.

Ejemplo 1.18. Para todo espacio de Hilbert H,B(H) es un álgebra C∗ (∗
es el adjunto).

De�nición 1.19. Dada A un álgebra de Banach, x ∈ A es invertible si
existe x−1 ∈ A tal que xx−1 = x−1x = 1.

1.3.1. Fórmula del radio espectral

Teorema 1.20. (Serie de Neumann) Sea A un álgebra de Banach. Supon-
gamos que x ∈ A es invertible y que y ∈ A es tal que ‖yx−1‖ < 1. Entonces
x+ y es invertible y (x+ y)−1 = x−1

∑∞
n=0(−yx−1)n.

Nota: Si ‖x−1y‖ < 1 entonces x+ y es invertible y además
(x+ y)−1 =

[∑∞
n=0(−x−1y)n

]
x−1.

Demostración. Notemos que x + y = (1 + yx−1)x. Sea c = yx−1, veamos
que 1 + c es invertible. Proponemos z =

∑∞
n=0(−c)n, que converge porque

‖c‖ < 1. Tenemos lo siguiente:

(1+c)z = (1+c)
∞∑
n=0

(−c)n =
∞∑
n=0

(1−(−c))(−c)n =
∞∑
n=0

(−c)n−
∞∑
n=1

(−c)n = 1,

entonces (1 + c)−1 = z; como x + y = (1 + c)x, se sigue que el inverso es de
la forma (x+ y)−1 = x−1(1 + c)−1 = x−1

∑∞
n=0(−yx−1)n.

Corolario 1.21. Sea λ ∈ C y x ∈ A. Supongamos que |λ| > ‖x‖. Entonces
x− λ1 es invertible (λ1 = λ) y (x− λ)−1 = (−λ)−1

∑∞
n=0(x

λ
)n.

Demostración. Como |λ| > ‖x‖ entonces:

‖x(−λ1)−1‖ =
∥∥∥x
λ

∥∥∥ =
1

|λ|
‖x‖ < 1,

además, −λ1 es invertible. Usamos el Teorema 1.20 con −λ1 en lugar de x y x
en lugar de y para obtener �nalmente que (x−λ)−1 = (−λ)−1

∑∞
n=0(x

λ
)n.
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Nota: Es claro que ĺım
|λ|→∞

(x− λ)−1 = 0.

De�nición 1.22. Dado x ∈ A de�nimos ρ(x) = {λ ∈ C|x−λ es invertible}
el conjunto resolvente de x.

De�nición 1.23. Sean λ ∈ C y r ∈ R. De�nimos:

BC(λ, r) := {z ∈ C
∣∣|λ− z| < r}.

Teorema 1.24. Dado x ∈ A, ρ(x) es un conjunto abierto y además la fun-

ción ρ(x) 3 λ −→ 1

x− λ
es continua.

Demostración. Sea λ ∈ ρ(x). Vamos a ver que BC(λ, ‖(x− λ)−1‖−1) ⊆ ρ(x).
Sea α ∈ BC(λ, ‖(x−λ)−1‖−1); entonces x−α = (x−λ)[1− (α−λ)(x−λ)−1].
Como ‖(α− λ)(x− λ)−1‖ < ‖(x− λ)−1‖−1‖(x− λ)−1‖ = 1, por el Corolario
1.21 y un cambio de signo, se sigue que 1 − (α − λ)(x − λ)−1 es invertbile.
Por lo tanto x− α es invertible, así ρ(x) es un conjunto abierto.

Además, si β ∈ BC(0, 1
2
‖(x−λ)−1‖−1) tenemos

∥∥∥β 1

x− λ

∥∥∥ < 1
2
; por el Teorema

1.20 x− λ+ β es invertible. Calculamos:

(x− λ+ β)−1 = (x− λ)−1

∞∑
n=0

( −β
x− λ

)n
=⇒ ‖(x− λ+ β)−1 − (x− λ)−1‖ ≤ ‖(x− λ)−1‖

∞∑
n=1

∥∥∥ β

x− λ

∥∥∥n
(∥∥ ∞∑

n=1

ωn
∥∥ =

∥∥ ĺım
m→∞

m∑
n=1

ωn
∥∥ ≤ ĺım

m→∞

m∑
n=1

‖ωn‖ ≤ ĺım
m→∞

m∑
n=1

‖ω‖n =
∞∑
n=1

‖ω‖n
)

=⇒ ‖(x− λ+ β)−1 − (x− λ)−1‖ ≤ ‖(x− λ)−1‖
∥∥ β

x− λ
∥∥ ∞∑
n=0

∥∥ β

x− λ
∥∥n

≤ |β|‖(x− λ)−1‖2

∞∑
n=0

(1

2

)n
≤ 2|β|‖(x− λ)−1‖2

=⇒ ĺım
β→0
‖(x− λ+ β)−1 − (x− λ)−1‖ = 0

por lo que la función ρ(x) 3 z −→ (x−z)−1 es continua (localmente Lipschitz,
es decir, para cada z ∈ ρ(x) existe una vecindad donde la función satisface
la condición de Lipschitz1).

1Libro [15], De�nición 5.4.4, Página 163.
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De�nición 1.25. Sea A un álgebra de Banach. Dado x ∈ A, denotamos por
σ(x) := {λ ∈ C|x− λ no es invertible} = ρ(x)c al espectro de x.

Teorema 1.26. Para todo x ∈ A, σ(x) es un conjunto compacto.

Demostración. Sea x ∈ A. Como ρ(x) = σ(x)c es un conjunto abierto, te-
nemos que σ(x) es cerrado. Si elegimos λ ∈ C tal que |λ| > ‖x‖, por el
Corolario 1.21 se sigue que λ ∈ ρ(x); teniendo así que σ(x) ⊆ BC(0, ‖x‖).
Por lo tanto σ(x) es cerrado y acotado. Por el Teorema de Heine-Borel2 σ(x)
es compacto.

Lema 1.27. Dado x ∈ A de�nimos Rx(z) = R(z) :=
1

x− z
,∀z ∈ ρ(x) la

resolvente de x. Entonces R : ρ(x) −→ A es analítica; es decir, derivable en

todo ρ(x) ( ĺım
ω→z

R(ω)−R(z)

ω − z
:= R′(z) existe para toda z ∈ ρ(x)).

Demostración. Sean ε > 0 y z ∈ ρ(x) tales que BC(z, ε) ⊆ ρ(x) y ω ∈ C con
|z − ω| < ε. Calculamos:

1

ω − z
(
R(ω)−R(z)

)
=

1

ω − z
( 1

x− ω
− 1

x− z
)

= (ω − z)−1(x− ω)−1((x− z)− (x− ω))(x− z)−1 (Identidad resolvente)

= (ω − z)−1(x− ω)−1(ω − z)(x− z)−1

= (x− ω)−1(x− z)−1 = R(ω)R(z) −→
ω→z

R(z)2 (la resolvente es continua)

por lo tanto R′(z) existe para toda z ∈ ρ(x) y R′(z) = R(z)2.

Teorema 1.28. Para todo x ∈ A, σ(x) 6= ∅.

Demostración. Por el Lema 1.27 R(z) es analítica en ρ(x). Además, por el
Corolario 1.21, si |λ| > ‖x‖ entonces λ ∈ ρ(x); es decir (BC(0, ‖x‖))c ⊆ ρ(x).
Es fácil ver que ĺım

|λ|→∞
R(λ) = 0 (con series de Neumann). Dado h ∈ A∗ (el

dual deA como espacio de Banach;A∗ = B(A;C)), entonces h◦R : ρ(x)→ C
y también

ĺım
ω→z

h
(
R(ω)

)
− h
(
R(z)

)
ω − z

= ĺım
ω→z

h
(R(ω)−R(z)

ω − z

)
= h

(
ĺım
ω→z

R(ω)−R(z)

ω − z

)
= h

(
R′(z)

)
(pues h es continua).

2Libro [17], Teorema 2.41, Página 40.



1.3. ÁLGEBRAS DE BANACH 11

Supongamos que σ(x) = ∅, entonces ρ(x) = C, de lo cual se sigue
h◦R : C→ C es entera y como ĺım

|λ|→∞
‖h
(
R(λ)

)
‖ ≤ ĺım

|λ|→∞
‖h‖‖R(λ)‖ = 0, h◦R

es acotada, por lo que es constante; más aún, como (h ◦R)(λ) −→ 0 cuando
|λ| −→ ∞, entonces h ◦ R = 0. Así h(R(z)) = 0 ∀z ∈ C, por el Teorema
de Hahn-Banach3, si R(z) 6= 0 existe f ∈ A∗ tal que f(R(z)) 6= 0. Entonces
R(z) = 0 ∀z ∈ C, lo que contradice el hecho de que R(z) es invertible para
toda z. Por lo tanto σ(x) 6= ∅.
De�nición 1.29. Dado x ∈ A, de�nimos r(x) := máx{|λ|

∣∣λ ∈ σ(x)} (el
máximo se alcanza por la compacidad de σ(x)).

Teorema 1.30. (Gelfand). Para todo x ∈ A, r(x) = ĺım
n→∞

‖xn‖1/n.

Demostración. Sean x ∈ A y λ ∈ σ(x). A su vez, sea

A = λn−1 + λn−2x+ . . .+ xn−1.

Es fácil ver que
λn − xn = (λ− x)A = A(λ− x),

como λ − x no es invertible, λn − xn no es invertible, ya que si λn − xn =
(λ − x)A es invertible, entonces existe B tal que (λ − x)AB = 1. Como
(λ− x)AB = B(λ− x)A = BA(λ− x) = 1, entonces

BA(λ− x)AB = BA = AB

es decir, AB = BA es el inverso de λ− x. Entonces λ /∈ σ(x) lo cual es una
contradicción. Concluimos que

λ ∈ σ(x) =⇒ λn ∈ σ(xn)

=⇒ |λn| ≤ ‖xn‖ (pues σ(xn) ⊆ BC(0, ‖xn‖))

por lo que |λ| ≤ ‖xn‖1/n ∀λ ∈ σ(x), teniendo así

r(x) = sup
λ∈σ(x)

{|λ|} ≤ ı́nf
n∈N
‖xn‖1/n.

Veamos ahora que ĺım sup
n→∞

‖xn‖1/n ≤ r(x). Sea |λ| > ‖x‖; por el Corolario

1.21 tenemos que λ− x es invertible, además

(λ− x)−1 = λ−1

∞∑
n=0

(x
λ

)n
.

3Libro [11], Teorema III.6, Página 76.
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Sean h ∈ B(A;C) y f(λ) = (λ − x)−1, por lo tanto h ◦ f : ρ(x) → C es
analítica. Por la linealidad y continuidad de h tenemos

h(f(λ)) =
∞∑
n=0

a−n−1λ
−n−1 donde h(xn) = a−n−1.

Por unicidad,
∞∑
n=0

a−n−1λ
−n−1 es la serie de Laurent4 de h(f(λ)).

La serie es convergente en D = {z ∈ C
∣∣ γ < |z| < Γ}, donde

γ = ĺım sup
n→∞

|a−n|1/n y Γ =
1

ĺım sup
n→∞

|an|1/n
,

además, existe al menos un punto en la frontera interior de D para el cual
h ◦ f no es analítica. Como f es analítica en ρ(x) y r(x) = sup

λ∈σ(x)

{|λ|}, se

sigue que
ĺım sup
n→∞

|a−n|1/n ≤ r(x).

Tenemos que existe M1 ∈ R tal que

sup
n∈N

(a−n|λ|−n−1) ≤M1 para toda λ tal que |λ| > r(x),

luego
1

|λ|
sup

∣∣∣h( xn|λ|n)∣∣∣ < +∞ ∀h ∈ B(A;C). Por el Teorema de Banach-

Steinhaus5,
{ xn

|λ|n
}
n∈N

es acotada en A por lo que existe M > 0 tal que

1

|λ|n
‖xn‖ ≤M ∀n ∈ N, es decir

‖xn‖1/n ≤ |λ|M1/n ∀n ∈ N
=⇒ ĺım sup

n→∞
‖xn‖1/n ≤ |λ| ĺım

n→∞
M1/n = |λ|

=⇒ ĺım sup
n→∞

‖xn‖1/n ≤ |λ| ∀λ con |λ| > r(x)

=⇒ ĺım sup
n→∞

‖xn‖1/n ≤ r(x).

4Libro [10], Páginas 182-184.
5Libro [11], Teorema III.9, Página 81.
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Ya demostramos que r(x) ≤ ı́nfn∈N ‖xn‖1/n ≤ ĺım ı́nf
n→∞

‖xn‖1/n

≤ ĺım sup
n→∞

‖xn‖1/n ≤ r(x). Por lo tanto ĺım
n→∞

‖xn‖1/n = r(x) = ı́nf
n∈N
‖xn‖1/n.

De�nición 1.31. Sea A un álgebra C∗. Entonces:

1. x es autoadjunto si x = x∗.

2. x es normal si x∗x = xx∗.

3. x es unitario si x∗x = 1 = xx∗.

Teorema 1.32. (Fórmula del radio espectral) Supongamos que A es un
álgebra C∗ y x ∈ A es normal. Entonces ‖x‖ = r(x).

Demostración. Si y = y∗ entonces ‖y∗y‖ = ‖y2‖ = ‖y‖2, con lo cual ‖y2n‖ =
‖y‖2n . Consideramos y = x∗x. Notemos que y∗ = x∗x = y, entonces ‖y2n‖ =
‖x∗x‖2n , además

‖(x∗x)2n‖ = ‖x∗x‖2n = ‖x‖2n+1

(1.4)

y ‖(x∗x)2n‖ = ‖(x∗)2nx2n‖ = ‖(x2n)∗x2n‖ = ‖x2n‖2 (1.5)

De (1.4) y (1.5) obtenemos ‖x‖2n = ‖x2n‖. Entonces:

ĺım
n→∞

‖x2n‖1/2n = ĺım
n→∞

(‖x‖2n)1/2n = ‖x‖ = ĺım
m→∞

‖xm‖1/m = r(x),

concluyendo así que r(x) = ‖x‖.

De�nición 1.33. Sean A y B álgebras de Banach. f : A → B es un homo-
mor�smo si f es lineal y f(xy) = f(x)f(y) ∀x, y ∈ A.
f es isomor�smo si es biyectiva.
f es isometría si ‖f(x)‖ = ‖x‖ ∀x ∈ A.

Teorema 1.34. (Gelfand-Mazur). Sea A un álgebra de Banach con unidad
1A tal que todo elemento no cero de A es invertible, entonces A es isométri-
camente isomorfa a C.

Demostración. Sea x ∈ A y λ1 6= λ2, con λ1, λ2 ∈ C. A lo más uno de los
siguientes es cero: λ1 − x, λ2 − x.
Como σ(x) 6= ∅, existe λ(x) ∈ σ(x), es decir, λ(x) − x = 0 (de lo contrario
λ(x) − x es invertible). Por lo anterior tenemos que λ(x) es único; σ(x) =
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{λ(x)}. De�nimos ϕ : A −→ C, por x 7−→ λ(x). Escribimos ϕ(x) = λ(x).
Veamos que ϕ es isomor�smo isométrico:
ϕ(x) ∈ C es el único número tal que x = ϕ(x)1A ≡ ϕ(x), entonces

ϕ(x)ϕ(y)1A = ϕ(x)y = ϕ(x)y1A = ϕ(x)1Ay = x1Ay = xy

=⇒ ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(xy) por unicidad.

De la misma forma vemos que ϕ es lineal. Entonces ϕ es un homomor�smo
de álgebras, además ϕ(1A) = 1 y ‖1A‖ = 1. También ‖x‖ = ‖ϕ(x)1A‖ =
|ϕ(x)|‖1A‖ = |ϕ(x)| por lo tanto ϕ es una isometría y es inyectiva. Para ver
que ϕ es sobreyectiva, ϕ(A) es un subespacio de C que no es {0}, entonces
ϕ(A) = C =⇒ ϕ es sobreyectiva.

1.3.2. Teorema del mapeo espectral

De�nición 1.35. Sea A un álgebra de Banach con unidad y sea J ⊆ A un
subespacio vectorial de A. Decimos que J es un ideal si AJ ⊆ J y JA ⊆ J .
J es un ideal propio si J 6= A.
J es maximal si J es propio y no existe otro ideal propio J̃ tal que J $ J̃ .

Proposición 1.36. Sea A un álgebra de Banach con unidad. Entonces:

a) Los ideales propios no contienen elementos invertibles.

b) Si J es un ideal propio, entonces J̄ es un ideal propio.

Demostración. a) Sea J un ideal propio de A. Si a ∈ J es invertible, entonces
aa−1 = 1 ∈ J , con lo cual A = J , que es una contradicción.
b) Sea J un ideal propio, x ∈ J̄ , a ∈ A, entonces existe (xn)n∈N ⊆ J tal que
x = ĺım

n→∞
xn ⇒ ax = ĺım

n→∞
axn y xa = ĺım

n→∞
xna, donde axn, xna ∈ J para toda

n ∈ N por lo que AJ̄ ⊆ J̄ , J̄A ⊆ J̄ .
Si 1 ∈ J̄ , entonces existe una sucesión (an)n∈N ⊆ J que converge a 1. Por el
Teorema 1.24 el conjunto de elementos invertibles es abierto y dado que 1 es
invertible, existe N ∈ N tal que si n ≥ N entonces an es invertible, lo cual
es una contradicción. Por lo tanto J̄ es un ideal propio.

Teorema 1.37. Sea A un álgebra de Banach y J ⊆ A un ideal propio.
Entonces

a) Existe un ideal propio maximal J̃ que contiene a J .
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b) Si J es maximal entonces J es cerrado.

c) Si C ⊆ A es una subálgebra conmutativa de A entonces existe una
subálgebra conmutativa C̃ maximal entre las subálgebras conmutativas
que contiene a C; es decir, no existe un álgebra conmutativa C ′ tal que
C̃ $ C ′ $ A.

Demostración. a) Sea P = {K|K es ideal propio y J ⊆ K}; ordenamos a P
con la inclusión: K ≤ K ′ ⇐⇒ K ⊆ K ′. J ∈ P , por lo que P no es vacío. Sea
{Ki| i ∈ I ⊆ N} una cadena en P ; veamos que está acotada superiormente.
Sea I =

⋃
i∈NKi, es fácil ver que J ⊆ I. Sean a, b ∈ I, existen m,n ∈ N tales

que a ∈ Km y b ∈ Kn. Como {Ki|i ∈ N} es un conjunto totalmente ordenado,
entonces Km ≤ Kn ó Kn ≤ Km. Sin pérdida de generalidad supongamos que
Km ≤ Kn; como a ∈ Km entonces a ∈ Kn, así a + b ∈ Kn y ra, ar ∈ Kn

para toda r ∈ A (a su vez rb, br ∈ Kn), por lo tanto I es un ideal de A
que contiene a J . Para demostrar que I es distinto de A basta con observar
que si 1 ∈ I, entonces existe l ∈ N tal que 1 ∈ Jl, es decir, Jl no sería ideal
propio, lo cual es una contradicción. Tenemos entonces que toda cadena de
P tiene una cota superior. Aplicando el Lema de Zorn, existe un ideal propio
maximal J̃ ∈ P ; es decir, J ⊆ J̃ con J̃ un ideal propio maximal.
b) Es claro porque J es ideal propio maximal, como J̄ es ideal propio y J ⊆ J̄
entonces J = J̄ .
c) Análogo a la demostración de a).

De�nición 1.38. Sea A un álgebra de Banach y J ⊆ A un ideal cerrado.
De�nimos una clase de equivalencia en A de la siguiente forma:
x ∼ y si y sólo si x− y ∈ J .
Denotamos por A/J := {[x]|x ∈ A}.

Dotamos a A/J de una suma, un producto escalar y un producto como
sigue:

[x] + [y] := [x+ y]

λ[x] := [λx]

[x][y] := [xy].

Dichas operaciones están bien de�nidas. Notemos además que [0] = J, [1A] =
1A/J y si x es invertible entonces [x−1] = [x]−1.
De�nimos

∥∥[x]
∥∥
A/J = ı́nf

y∈J
‖x+ y‖.
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Proposición 1.39. (A/J, ‖ · ‖A/J) es un espacio de Banach.

Demostración. Es fácil ver que ‖[x]‖ ≥ 0 y ‖λ[x]‖ = |λ|‖[x]‖.
Si ‖[x]‖ = 0 = ı́nf

y∈J
‖x + y‖ entonces existe (yn)n∈N sucesión en J tal que

ĺım
n→∞

‖x+ yn‖ = 0 ⇒ ĺım
n→∞

yn = −x. Como −x ∈ J̄ y J es cerrado, se sigue

que [x] = [0]. Para veri�car la desigualdad del triángulo vemos lo siguiente:

‖[x+ y]‖ = ı́nf
z∈J
‖x+ y + z‖

= ı́nf
z1,z2∈J

‖x+ y + z1 + z2‖

≤ ı́nf
z1,z2∈J

(‖x+ z1‖+ ‖y + z2‖)

= ‖[x]‖+ ‖[y]‖.

Para ver que es completo, tomemos una serie absolutamente sumable y de-
mostraremos que es sumable. Sea ([xn])n∈N tal que

∑
n∈N

‖[xn]‖ = M con M

�nito. Como ‖[xn]‖ = ı́nf
y∈J
‖xn+y‖ se tiene que para toda n ∈ N existe yn ∈ J

tal que
∣∣‖[xn]‖ − ‖xn + yn‖

∣∣ < 1
2n
, de aquí:

∑
n∈N

‖xn + yn‖ ≤
∑
n∈N

∣∣‖xn + yn‖ − ‖[xn]‖
∣∣+
∑
n∈N

‖[xn]‖ <
∑
n∈N

1

2n
+M <∞.

Como A es completo, entonces ĺım
m→∞

m∑
n=1

xn + yn existe, al cual lo denotare-

mos por x. Se sigue que:

∥∥∥ m∑
n=1

[xn]− [x]
∥∥∥ =

∥∥∥[ m∑
n=1

xn + yn − x
]∥∥∥ ≤ ∥∥∥ m∑

n=1

xn + yn − x
∥∥∥,

al tomar el límite cuando m tiende a in�nito esto último converge a cero. Por

lo tanto [x] =
∞∑
n=1

[xn].

Proposición 1.40. A/J es un álgebra de Banach.

Demostración. Sean [x], [z] ∈ A/J y sean yx, yz ∈ J tales que
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∣∣ < ε,

∣∣‖[z]‖ − ‖z + yz‖
∣∣ < ε. Calculamos:

‖[x][z]‖ = ‖[x+ yx][z + yz]‖A/J
≤ ‖(x+ yx)(z + yz)‖A
≤ ‖x+ yx‖A‖z + yz‖A
= (‖x+ yx‖ − ‖[x]‖+ ‖[x]‖)(‖z + yz‖ − ‖[z]‖+ ‖[z]‖)
≤ (ε+ ‖[x]‖)(ε+ ‖[z]‖) ∀ε > 0

por lo tanto ‖[x][z]‖ ≤ ‖[x]‖‖[z]‖.
Para ver que ‖[1]‖ = 1 basta demostrar 1 ≤ ‖[1]‖, calculamos:

‖[1][1]‖ ≤ ‖[1]‖‖[1]‖ =⇒ ‖[1]‖
‖[1]‖

≤ ‖[1]‖ =⇒ 1 ≤ ‖[1]‖.

Teorema 1.41. Sea A un álgebra de Banach conmutativa y sea ∆ el conjunto
de homomor�smos complejos. Entonces:

(a) Todo ideal maximal en A es el núcleo de un elemento en ∆.

(b) Dado h ∈ ∆, h−1(0) es un ideal maximal.

(c) x ∈ A es invertible si y sólo si no existe un ideal maximal J con x ∈ J .

(d) Dado x ∈ A, σ(x) = {h(x)|h ∈ ∆}.

Demostración. (a) Sea J un ideal maximal de A. Consideremos la función:
π : A → A/J como π(x) = [x].
Sea [x] ∈ A/J tal que [x] 6= [0]. Veamos [x] es invertible. Consideremos el
siguiente conjunto J̃ := {ax + y | a ∈ A, y ∈ J} ⇒ J̃ es un ideal y J ( J̃ ;
como J es maximal, J̃ = A por lo que existe a ∈ A tal que 1 = ax + y, se
sigue [1] = [ax] = [a][x] =⇒ [a] = [x]−1. Entonces, x es invertible si x /∈ J ,
es decir, todos los elementos no cero de A/J son invertibles. Por el teorema
de Gelfand-Mazur existe un isomor�smo Φ : A/J → C. Tomamos h = Φ ◦ π;
entonces h ∈ ∆ y h−1(0) = π−1(0).
(b) Sea h ∈ ∆. Si y ∈ h−1(0) entonces, ∀x ∈ A h(xy) = h(x)h(y) = 0, por
lo tanto h−1(0) es ideal.
Supongamos ahora que u ∈ A y v /∈ h−1(0). Tomamos w = u − h(u)

h(v)
v,

entonces h(w) = 0⇒ w ∈ h−1(0) y u = h(u)
h(v)

v +w; por lo que cualquier ideal
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que contenga a un elemento v /∈ h−1(0) y a h−1(0) tiene que contener a todo
A.
(c)Por la Proposición 1.36, si x es invertible entonces x no está en ningún
maximal. Supongamos que x no es invertible. Sea J̃ = {ax | a ∈ A}, entonces
1 /∈ J̃ , es decir, J̃ es un ideal propio. Por el Teorema 1.37 existe un ideal
maximal J tal que J̃ ⊆ J con x ∈ J .
(d)

λ ∈ σ(x)⇔ x− λ no es invertible

⇔ existe J ideal maximal tal que x− λ ∈ J (por (c))

⇔ ∃h ∈ ∆ tal que x− λ ∈ h−1(0) (por (a))

⇔ ∃h ∈ ∆ tal que h(x) = λh(1) = λ

⇔ λ ∈ {h(x)|h ∈ ∆}.

Lema 1.42. Sea C un álgebra conmutativa C∗, entonces

(a) 1∗ = 1.

(b) (x−1)∗ = (x∗)−1, σ(x∗) = σ(x) (donde la barra denota la conjugación
compleja).

(c) Si x es unitario, entonces σ(x) ⊆ S1 = {z ∈ C
∣∣ |z| = 1}.

(d) Si x es autoadjunto, entonces σ(x) ⊆ R.

(e) Si h es un homomor�smo de álgebras C∗ a valores en C, entonces
h(x∗) = h(x).

Demostración. (a)

1x = x1 = x

⇒ x∗1∗ = 1∗x∗ = x∗ ∀x∗ ∈ C
⇒ y1∗ = 1∗y = y ∀y ∈ C
⇒ 1∗ = 1

(b)

(xx−1)∗ = (x−1x)∗ = 1∗ = 1

=⇒ (x−1)∗x∗ = x∗(x−1)
∗

= 1

=⇒ (x−1)∗ = (x∗)−1
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λ ∈ σ(x∗)⇔ x∗ − λ no es invertible

⇔ x− λ̄ no es invertible

⇔ λ̄ ∈ σ(x)

⇔ λ ∈ σ(x)

(c) Sea x ∈ C unitario. Para todo λ 6= 0 es fácil ver que se cumple
x−1 − λ−1 = x−1(λ − x)λ−1, entonces λ ∈ ρ(x) ⇔ λ−1 ∈ ρ(x−1) por lo
que se sigue inmediatamente que λ ∈ σ(x)⇔ λ−1 ∈ σ(x−1); concluimos que
σ(x−1) = [σ(x)]−1. Como x es unitario, xx∗ = x∗x = 1, así 1 = ‖xx∗‖ = ‖x‖2,
por lo que ‖x‖ = 1; también:

1 = ‖x−1xx∗(x∗)−1‖
= ‖x−1(x∗)−1‖ (porque x es unitario)

= ‖x−1(x−1)∗‖ (por (b))

= ‖x−1‖2

es decir, ‖x−1‖ = 1. Sea λ ∈ σ(x), entonces λ−1 ∈ σ(x−1), además, |λ| ≤
‖x‖ = 1 y |λ−1| ≤ ‖x−1‖ = 1. Si |λ| < 1 se sigue que |λ−1| > 1 lo que es una
contradicción (ocurre lo mismo si |λ−1| < 1); por lo tanto |λ| = |λ−1| = 1.
(d) Sea x ∈ C autoadjunto. Si α ∈ C es tal que |α| > ‖x‖ entonces, por el
Corolario 1.21 α ∈ ρ(x). Sea α ∈ σ(x), tenemos que |α| ≤ ‖x‖. Vamos a ver
que Imα = 0. Supongamos que Imα 6= 0.
Sea λ ∈ C tal que λ 6= 0 y |λ|‖x‖ < 1. De�nimos U = (1+ i|λ|x)−1(1− i|λ|x),
así U∗ = (1 − i|λ|x)−1(1 + i|λ|x); como UU∗ = U∗U = 1 se sigue que
σ(U) ⊆ S1 (por (c)). Calculamos:∣∣∣1− i|λ|α

1 + i|λ|α

∣∣∣2 =
(1− i|λ|α

1 + i|λ|α

)(1− i|λ|α
1 + i|λ|α

)
=

(1 + |λ|Imα)2 + (Reα|λ|)2

(1− |λ|Imα)2 + (Reα|λ|)2
6= 1.

Por (c), σ(U) ⊆ S1, entonces
1− i|λ|α
1 + i|λ|α

∈ ρ(U). Además:

1− i|λ|α
1 + i|λ|α

−U =
1− i|λ|α
1 + i|λ|α

− 1− i|λ|x
1 + i|λ|x

= (1+i|λ|α)−12i|λ|(x−α)(1+i|λ|x)−1,

lo que implica que (x − α) es invertible (es decir, α ∈ ρ(x)), lo cual es una
contradicción. Por lo tanto Imα = 0; es decir, σ(x) ⊆ R.
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(e) Sean x ∈ C y h : C → C un homomor�smo. Escribimos x = x+x∗

2
+

i( 1
2i

(x− x∗)). Dado que h es un homomor�smo tenemos que:

h(x) = h
(x+ x∗

2

)
+ ih

( 1

2i
(x− x∗)

)
Como x+x∗

2
es autoadjunto, por (d) tenemos que σ(x+x∗

2
) ⊆ R. Por el Teo-

rema 1.41 h(x+x∗

2
) ∈ σ(x+x∗

2
), es decir, h(x+x∗

2
) ∈ R. De manera similar se

demuestra h( 1
2i

(x− x∗)) ∈ R. Calculamos:

h(x∗) = h
([x+ x∗

2
+ i(

1

2i
(x− x∗))

]∗)
= h

(x+ x∗

2

)
− ih

( 1

2i
(x− x∗)

)
Dado que h(x+x∗

2
), h( 1

2i
(x− x∗)) ∈ R, entonces:

h(x∗) = h
(x+ x∗

2

)
− ih

( 1

2i
(x− x∗)

)
= h(x).

Lema 1.43. Sea A un álgebra C∗ y D ⊆ A un conjunto cerrado bajo ∗ (es
decir, si x ∈ D, entonces x∗ ∈ D) tal que todos los elementos de D conmutan.
Entonces existe un álgebra C∗ conmutativa maximal CM(D) contenida en A
tal que D ⊆ CM(D).

Demostración. Dado un polinomio en n variables
P (z1, z2, . . . , zn) =

∑
Ci1,i2,...,inz

l1
1 z

l2
2 . . . z

ln
n , de�nimos

P (a1, a2, . . . , an) :=
∑

Ci1,i2,...,ina
l1
1 a

l2
2 . . . a

ln
n ∀aj ∈ A,

a su vez, de�nimos

C(D) := {P (a1, . . . , an)|a1, . . . , an ∈ D y P es polinomio complejo}.

Es fácil ver que C(D) es una subálgebra conmutativa de A; por el Teorema
1.37 existe una subálgebra conmutativa CM(D) maximal que contiene a
C(D). Como D ⊆ C(D) se sigue D ⊆ CM(D).
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De�nición 1.44. Sea C un álgebra C∗ y A ⊆ C una subálgebra C∗ conmu-
tativa maximal. Dado x ∈ A de�nimos:

ρA(x) := {λ ∈ C|x− λ es invertible en A}.

Así, ρA(x)c = σA(x) = {λ ∈ C|x− λ no es invertible en A}.

Lema 1.45. Supongamos que C es un álgebra C∗ y A ⊂ C un álgebra C∗

conmutativa maximal con 1 ∈ A. Entonces, ∀x ∈ A σA(x) = σC(x).

Demostración. Sea x ∈ A, claramente σA(x) ⊇ σC(x). Para demostrar la
otra contención basta probar que ρC(x) ⊆ ρA(x). Sea λ ∈ ρC(x); entonces
x−λ es invertible en C, por lo que existe y ∈ C tal que (x−λ)y = y(x−λ) = 1.
Dado z ∈ A, (x− λ)z ∈ A; es decir, y−1z ∈ A (pues y−1 = (x− λ)) . Vamos
a demostrar que yz = zy y y∗z = zy∗. Calculamos:

zy − yz = y[y−1z − zy−1]y

y como A es conmutativa, se tiene que y−1z−zy−1 = 0, por lo tanto yz = zy.
Por otro lado, como z ∈ A, entonces z∗ ∈ A; a su vez y−1z∗ ∈ A, por el Lema
1.42 (y−1z∗)∗ = z(y∗)−1 ∈ A. Tenemos:

y∗z − zy∗ = y∗[z(y∗)−1 − (y∗)−1z]y∗

concluyendo así que y∗z − zy∗ = 0. Sea D = A ∪ {y, y∗}, el cual tiene la
propiedad de que D = D∗ y todos sus elementos conmutan; entonces, por el
Lema 1.43 existe A′ álgebra C∗ conmutativa maximal tal que D ⊆ A′ ( C lo
que implica A ⊆ A′ ( C, como A es maximal, A = A′, por lo tanto y ∈ A,
es decir, (x− λ) es invertible en A, así σA(x) = σC(x).

Teorema 1.46. Mapeo Espectral
Sean C un álgebra C∗ y x ∈ C un elemento normal. Sea P un polinomio
en dos variables P (z1, z2) =

∑
Cijz

i
1z
j
2. Entonces P (x, x∗) ∈ C es normal y

σ
(
P (x, x∗)

)
= {P (λ, λ)|λ ∈ σ(x)}.

Demostración. Es fácil ver que P (x, x∗) es normal. Sea D = {1, x, x∗}, el
cual es conmutativo y cumple que D = D∗; entonces por el Lema 1.43 existe
un álgebra conmutativa maximal A = A(D) que contiene a D . Como 1 ∈ D
entonces 1 ∈ A; además por el Lema 1.45, σA

(
P (x, x∗)

)
= σC

(
P (x, x∗)

)
.
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Calculamos:

σA
(
P (x, x∗)

)
=
{
h
(
P (x, x∗)

)
|h ∈ ∆

}
(por el Teorema 1.41)

=
{
P
(
h(x), h(x∗)

)
|h ∈ ∆

}
=
{
P
(
h(x), h(x)

)
|h ∈ ∆

}
(por el Lema 1.42)

=
{
P (λ, λ)|λ ∈ σC(x)

}
(por Lema 1.45 y Teorema 1.41).

1.4. Cálculo funcional para funciones continuas
y elementos normales en un álgebra C∗

Teorema 1.47. (Cálculo funcional) Sean C un álgebra C∗ y x ∈ C un
elemento normal. Sea C(σ(x);C) el conjunto de funciones continuas de σ(x)
en C. Entonces existe un homomor�smo isométrico

Φ : C(σ(x);C)→ C

f 7−→ f(x)

tal que para todo polinomio de dos variables P (z1, z2) =
∑
Cijz

i
1z
j
2 y f de la

forma f(z) = P (z, z̄), tenemos que f(x) = P (x, x∗).

Demostración. Por el Teorema 1.32, para todo elemento normal y ∈ C se
tiene ‖y‖ = sup{|λ|

∣∣λ ∈ σ(y)}. Entonces, dado un polinomio en dos variables
P (z1, z2) =

∑
Cijz

i
1z
j
2 tal que f(z) = P (z, z̄) tenemos

‖f(x)‖ = ‖P (x, x∗)‖ = sup
{
|α|
∣∣α ∈ σ(P (x, x∗)

)}
(por Teorema 1.32)

= sup
{
|P (λ, λ)|

∣∣λ ∈ σ(x)
}

(por Teorema 1.46)

= sup
{
|f(λ)|

∣∣λ ∈ σ(x)
}

= ‖f‖C(σ(x);C). (1.6)

Sean P = {f | f(z) = P (z, z) con P un polinomio complejo en 2 variables} y
Φ′ : P → C tal que Φ′(f) =

∑
Cijx

i(x∗)j = P (x, x∗).
Entonces P es un álgebra de funciones que satisface (1.6), contiene a 1 y se-
para puntos, por el teorema de Stone-Weierstrass6 P es denso en C(σ(x);C).

6Libro [11], Teorema IV.10, Página 102.
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Dada una función continua g ∈ C(σ(x);C), existe una sucesión en P , (fn)n∈N
tal que g = ĺım

n→∞
fn. Por (1.6) tenemos que:

ĺım
m,n→∞

‖fn − fm‖C(σ(x);C) = 0 = ĺım
m,n→∞

‖Φ′(fm)− Φ′(fn)‖

con lo cual (Φ(fn))n∈N es una sucesión de Cauchy en C. De�nimos
Φ(g) := ĺım

n→∞
Φ′(fn).

Φ es isometría:
‖Φ(f)‖ = ĺım

n→∞
‖Φ(fn)‖ = ĺım

n→∞
‖fn‖C(σ(x);C) = ‖f‖C(σ(x);C).

Φ es homomor�smo: Si f, g ∈ C(σ(x);C) y (fn)n∈N, (gn)n∈N son suce-
siones en P tales que fn → f, gn → g en C(σ(x);C) entonces

fngn → fg, αfn + gn → αf + g, Φ′(fngn)→ Φ(fg).

Además Φ′(fngn) = Φ′(fn)Φ′(gn) → Φ(f)Φ(g). De la misma forma
vemos que Φ(αf + g) = αΦ(f) + Φ(g), Φ(f) = (Φ(f))∗ y Φ(1) = 1.

1.5. Resoluciones de la identidad

1.5.1. Teoría de la medida

De�nición 1.48. Sea Ω un conjunto. De�nimos el conjunto potencia de Ω
como el conjunto P(Ω) formado por todos los subconjuntos de Ω; es decir,
ω ∈ P(Ω) si ω ⊆ Ω.

De�nición 1.49. Dado un conjunto Ω, una σ-álgebra S de conjuntos de Ω
es un subconjunto de P(Ω) tal que:

i) Ω ∈ S

ii) Si E,F ∈ S entonces E \ F ∈ S

iii) Si (Ei)i∈N ⊆ S, entonces
⋃
i∈N

Ei ∈ S

De�nición 1.50. Sea Ω un conjunto y S una σ-álgebra. Una medida positiva
es una función µ : S −→ [0,∞] tal que:
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i) µ(∅) = 0

ii) (Ei)i∈N ⊆ S con Ei ∩ Ej = ∅ si i 6= j, entonces µ
(⋃
i∈N

Ei

)
=
∑
i∈N

µ(Ei)

(si µ : S −→ [0,∞) entonces ii)⇒i))

Si µ : S → [0,∞), decimos que µ es una medida �nita.

De�nición 1.51. Una pareja (Ω, S) en donde Ω es un conjunto y S una
σ-álgebra en P(Ω) se denomina espacio medible.

De�nición 1.52. Si Ω es un espacio topológico con topología τ , de�nimos la
σ-álgebra de Borel generada por la topología de Ω (denotada por S(τ)) como
la σ-álgebra más chica que contiene a τ .

De�nición 1.53. Sean Ω = C y τ ⊂ P(C) la topología usual de C, de�nimos
BC como la σ-álgebra de Borel generada por τ .

De�nición 1.54. El arreglo (Ω, S, µ) en donde Ω es un conjunto, S una σ-
álgebra en P(Ω) y µ es una medida, se denomina espacio de medida y a los
elementos de S se les llama conjuntos medibles.

De�nición 1.55. Sean (Ω, S) y (Ω′, S ′) espacios medibles. Una función f :
(Ω, S)→ (Ω′, S ′) es medible si f−1(u) ∈ S ∀u ∈ S ′.

De�nición 1.56. Sea (Ω, S) un espacio medible. Una función s : Ω→ C es
simple si es medible y toma un número �nito de valores.

Su representación canónica se de�ne como sigue: s =
n∑
i=1

αiχωi
, en donde

{α1, α2, . . . , αn} = s(Ω) y ωi = s−1({αi}), por lo que se sigue fácilmente que

ωi ∩ ωj = ∅ si i 6= j y
n⋃
i=1

ωi = Ω.

De�nición 1.57. Sea (Ω, S, µ) un espacio de medida en donde Ω tiene una
topología τ y S = S(τ). Suponemos que µ es positiva. Decimos que µ es
regular si:

1) µ(E) = ı́nf{µ(U)|E ⊆ U,U ∈ τ}.

2) µ(E) = sup{µ(K)|K ⊆ E,K compacto}.
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De�nición 1.58. Sea (Ω, S) un espacio medible. Una medida compleja
µ : S → C es una función que cumple:

i) Converge absolutamente; es decir,
(∑

i

|µ(ωi)| < +∞
)
.

ii) µ
(⋃

i

ωi
)

=
∑
i

µ(ωi), ωi ∈ S, ωi ∩ ωj = ∅ si i 6= j.

De�nición 1.59. Resolución de la Identidad
Sea (Ω, S) un espacio medible y H un espacio de Hilbert. Una resolución de
la identidad es una función

E : S → B(H)

que cumple con las siguientes propiedades:

1) E(∅) = 0, E(Ω) = IdH (la identidad en H)

2) E(ω) es autoadjunto ∀ω ∈ S

3) E(ω ∩ ω̃) = E(ω)E(ω̃) ∀ω, ω̃ ∈ S

4) Dada una sucesión disjunta (ωi)i∈N ⊂ S y x ∈ H
∞∑
i=1

‖E(ωi)x‖2 < +∞ y
∑
i

E(ωi)x = E
(⋃

i

ωi
)
x

Notemos que (3) y (4) implican que µx,y(ω) := 〈x,E(ω)y〉 es una medida
compleja ∀x∀y ∈ H. Más aún, como 〈x,E(ω)x〉 = ‖E(ω)x‖2 entonces µx,x
es una medida positiva.

Observación 1.60. En el caso que Ω es un espacio topológico con topología
τ , supondremos que S = S(τ) y que µx,x de la De�nición 1.59 es regular para
todo x ∈ H.

De�nición 1.61. Sea (Ω, S, µ) un espacio de medida. De�nimos la varia-
ción de µ como

|µ|(E) := sup
{∑
i∈N

|µ(Ei)|
∣∣E = ∪iEi con Ei medible ∀i, Ei ∩ Ej = ∅

}
.

Teorema 1.62. Sea (Ω, S, µ) un espacio de medida, en donde µ es una medi-
da compleja, entonces |µ| es una medida positiva y |µ|(ω) ≥ |µ(ω)| ∀ω ∈ S.
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Demostración. Como µ : S → C, por la descomposición de Jordan7 aplicada
a la parte real y la parte imaginaria de µ respectivamente, existen medidas
positivas �nitas µ1, µ2, µ3, µ4 tales que µ = µ1 − µ2 + i(µ3 − µ4). Entonces

|µ|(ω) = sup
ω=

⋃
ωi

ωi∩ωj=∅

∑
|µ(ωi)| ≤ sup

ω=
⋃

ωi
ωi∩ωj=∅

4∑
j=1

∑
i

µj(ωi) =
4∑
j=1

µj(ω) < +∞,

por lo tanto, |µ| es �nita. Para ver que es σ-aditiva, sea ω ∈ S y (Ai)i∈N ⊂ S
tal que ω =

⋃
iAi, Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j. Sea también (ωj)j∈N una partición

de ω con ωj ∈ S ∀j. Calculamos:

∑
j

|µ(ωj)| =
∑
j

∣∣∣∑
i

µ(ωj ∩ Ai)
∣∣∣ ≤∑

i

∑
j

|µ(ωj ∩ Ai)| ≤
∑
i

|µ|(Ai)

tomando el supremo sobre las particiones (ωj) vemos que |µ|(ω) ≤
∑

i |µ|(Ai).
Probaremos ahora

∑
i

|µ|(Ai) ≤ |µ|(ω). Sea N ∈ N, para cada i ≤ N sea

(ω
(i)
j )i∈N una partición de Ai.

N∑
i=1

∑
j∈N

|µ(ω
(i)
j )| ≤

N∑
i=1

∑
j∈N

|µ(ω
(i)
j )|+

∣∣∣µ( ⋃
i>N

Ai

)∣∣∣ ≤ |µ|(ω)

pues {ω(i)
j } ∪

{ ⋃
i>N

Ai

}
es partición de ω. Tomando el supremo sobre las

particiones (ω
(i)
j ) obtenemos que

N∑
i=1

|µ|(Ai) ≤ |µ|(ω); de manera que

∞∑
i=1

|µ|(Ai) ≤ |µ|(ω), concluyendo
∞∑
i=1

|µ|(Ai) = |µ|(ω).

De�nición 1.63. Una medida compleja µ es regular si |µ| es regular.

De�nición 1.64. [Rango esencial]
Sean (Ω, S) un espacio medible, E : S → B(H) una resolución de la identidad
y f : (Ω, S)→ (C,BC) una función medible, donde BC es la σ-álgebra de Borel

7Libro [4] Teorema 10.9, Página 127.
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en los números complejos C. Sea (Di)i∈N una base para la topología de C.
De�nimos

Vf :=
⋃
{Di|E

(
f−1(Di)

)
= 0}.

V c
f es el rango esencial de f (es el conjunto cerrado más pequeño que

contiene a f(p) para casi todo p).

Nota 1.65. Si Uf =
⋃
{U | U es abierto, 0 /∈ U,E(f−1(U)) = 0}, entonces

Vf ∪ {0} = Uf ∪ {0}.

Demostración. Primero veamos que Uf ⊆ Vf ∪ {0}. Si U es un conjunto

abierto y E(f−1(U)) = 0, entonces existe J ⊂ N tal que U =
⋃
j∈J

Dj.

‖E(f−1(Dj))x‖2 = 〈E(f−1(Dj))x,E(f−1(Dj))x〉
= 〈E(f−1(Dj))x, x〉
= µx,x(f

−1(Dj))

≤ µx,x(f
−1(U)) = ‖E(f−1(U))x‖2 = 0.

Se sigue que U ⊆
⋃
{Dj|E(f−1(Dj)) = 0} ∀U con E(f−1(U)) = 0, por lo

tanto Uf ⊆ Vf .
Para ver que Vf ⊆ Uf ∪ {0}, usamos el siguiente argumento:

Vf ⊆
⋃
{Di \ {0} |E(f−1(Dj)) = 0} ∪ {0}

⊆
⋃
{Di \ {0} |E(f−1(Dj \ {0})) = 0} ∪ {0}

⊆ Uf ∪ {0}.

Lema 1.66. Sea (Ω, S) espacio medible y E una resolución de la identidad.
Si f : (Ω, S)→ (C,BC) es medible, entonces V c

f = f
(
f−1(V c

f )
)
.

Demostración. Claramente f(f−1(V c
f )) ⊆ V c

f . Veamos que f(f−1(Vf ))
c
⊆ Vf .

Sea x ∈ f(f−1(V c
f ))

c
. Existe r > 0 tal que

BC(x, r) ∩ f(f−1(V c
f )) = ∅,

entonces f−1(BC(x, r)) ∩ f−1(V c
f ) = ∅. Como f−1(V c

f ) = f−1(Vf )
c, tenemos

que
f−1(BC(x, r)) ⊆ f−1(Vf ).
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Además E(f−1(Vf )) = 0, por lo tanto E(f−1(BC(x, r))) = 0, así

BC(x, r) ⊆ Vf

de modo que x ∈ Vf . Entonces f(f−1(V c
f ))

c
⊆ Vf . Concluimos que

f(f−1(V c
f )) = V c

f .

De�nición 1.67. Dada f : (Ω, S) → (C,BC) medible, decimos que f es
esencialmente acotada si V c

f es un conjunto acotado en C.

De�nición 1.68. Sea f : (Ω, S)→ (C,BC) medible y esencialmente acotada,
de�nimos

‖f‖∞ = sup{|λ| |λ ∈ V c
f }.

De�nición 1.69. Denotamos por B al conjunto de funciones esencialmente
acotadas acotadas y medibles f : (Ω, S) → (C,BC) con la norma ‖f‖B =
sup{|f(x)|

∣∣x ∈ Ω}. Es fácil ver que B es un espacio de Banach.

De�nición 1.70. De�nimos N := {f ∈ B
∣∣‖f‖∞ = 0}.

Nota 1.71.

N = {f ∈ B
∣∣ ∃ω ∈ S con E(ω) = 0 y fχωc = 0}.

Demostración. Veamos primero que

{f ∈ B
∣∣ ∃ω ∈ S con E(ω) = 0 y fχωc = 0} ⊆ N.

Sea f ∈ B que cumple fχωc = 0 y E(ω) = 0 para algún ω ∈ S. Para ver que
f ∈ N es su�ciente demostrar que E(f−1(C \ {0})) = 0.
Como E es una resolución de la identidad:

E(f−1(C \ {0})) = E(f−1(C \ {0}) ∩ ω) + E(f−1(C \ {0}) ∩ ωc).

Dado que f−1(C \ {0}) ∩ ω ⊆ ω, se sigue que

E(f−1(C \ {0}) ∩ ω) = 0.
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Por otro lado fχωc(x) = 0 ∀x ∈ ωc, por lo que f−1(C \ {0}) ∩ ωc = ∅. Así

E(f−1(C \ {0}) ∩ ωc) = 0.

Entonces C \ {0} ⊆ Uf , por lo tanto ‖f‖∞ = 0; es decir, f ∈ N .
Para ver la otra contención, Supongamos que (Di)i∈N es una base para la
topología de C, y supongamos también que f ∈ N . Entonces ‖f‖∞ = 0 y
V c
f = {0}. Como Vf = ∪Di\{0} = Uf , se tiene que f−1(Vf ) = ∪f−1(Di\{0}).

Sea x ∈ H, calculamos:

‖E(f−1(Uf ))x‖2 = µx,x(f
−1(Uf )) ≤

∑
µx,x(f

−1(Di \ {0}))

=
∑
‖E(f−1(Di \ {0}))x‖2 = 0.

Por lo tanto E(f−1(Uf )) = 0. Proponemos ω = f−1(Uf ). Tenemos que:

f |f−1(V c
f ) = f |f−1(Vf )c = f |f−1(Uf )c = f |ωc = 0

por lo que fχωc = 0 y ω cumple E(ω) = 0.

De lo anterior concluimos que dada f : (Ω, S) → (C,BC) medible y
esencialmente acotada, ‖f‖∞ = 0⇐⇒ f es cero casi donde quiera (fχω = 0
para algún ω con E(ωc) = 0).

Nota 1.72. N es un ideal cerrado de B.

Demostración. Si f ∈ N y g ∈ B, existe ω ∈ S tal que E(ω) = 0 y fχωc = 0,
entonces fgχωc = 0 y E(ω) = 0, así fg ∈ N .
Sea (fn)n∈N ⊆ N una sucesión que converge a f ∈ B. Para todo n ∈ N,
existe ωn ∈ S con E(ωn) = 0 y fnχωn

c = 0. Sea ω =
( ⋂
n∈N

ωn

)c
, tenemos que

fnχωc = 0 para toda n ∈ N, por lo que fχωc = 0 y cumple:

‖E(ω)x‖2 = 〈E(ω)x,E(ω)x〉 =
〈
x,E(

⋃
n∈N

ωn
c)x
〉
≤
∑
n∈N

〈x,E(ωn
c)x〉 = 0.

Por lo tanto E(ω) = 0. Dado que ω =
( ⋂
n∈N

ωn

)c
cumple que E(ω) = 0 y

fχωc = 0, por la Nota 1.71, f ∈ N .
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Proposición 1.73. Si f : (Ω, S)→ (C,BC) es medible con ‖f‖∞ < +∞, es
decir, f es esencialmente acotada, y existe ω ∈ S tal que E(ω) = 0, entonces
‖fχωc‖∞ = ‖f‖∞.
Demostración.

Uf = ∪{u|0 /∈ u, u es abierto E(f−1(u)) = 0}
= ∪{u|0 /∈ u, u es abierto E(f−1(u) ∩ ωc) = 0}
= ∪{u|0 /∈ u, u es abierto E((fχωc)−1(u)) = 0}
= Ufχωc =⇒ ‖f‖∞ = ‖fχωc‖∞.

Proposición 1.74. Para toda f ∈ B, ‖f‖∞ = ‖[f ]‖B/N . Si identi�camos
f ≡ [f ], entonces ‖ · ‖∞ de�ne un espacio de Banach.

Demostración. ‖[f ]‖B/N = ı́nf{‖f + g‖B
∣∣ g ∈ N}. Si g ∈ N entonces existe

ω ∈ S con E(ω) = 0 y gχωc = 0. Calculamos:

‖f + g‖∞ = ‖(f + g)χωc‖∞ (por Proposición 1.73)

= ‖fχωc‖∞
= ‖f‖∞ (1.7)

además, por el Lema 1.66 tenemos que V c
f+g = (f + g)((f + g)−1(V c

f+g)), por

lo que V c
f+g ⊆ (f + g)(Ω); entonces:

‖f + g‖∞ = sup{|λ|
∣∣λ ∈ V c

f+g} ≤ sup{|λ|
∣∣λ ∈ (f + g)(Ω)}

= sup{|(f + g)(x)|
∣∣x ∈ Ω} = ‖f + g‖B

(1.8)
por lo tanto, de (1.7) y (1.8) se sigue ‖f‖∞ ≤ ‖f + g‖B, concluyendo
‖f‖∞ ≤ ı́nfg∈N ‖f + g‖B = ‖[f ]‖B/N .
Para ver que ‖[f ]‖B/N ≤ ‖f‖∞ recordemos que si (Di)i∈N es base de la topolo-
gía de C, entonces Vf = ∪{Di|E(f−1(Di)) = 0}, por lo que E(f−1(Vf )) = 0.
Por la Proposición 1.73, ‖f‖∞ = ‖fχf−1(Vf )c‖∞. Además:

‖fχf−1(Vf )c‖B = sup{|fχf−1(Vf )c(x)|
∣∣x ∈ Ω}

= sup{|f(x)|
∣∣x ∈ f−1(Vf )

c}
= sup{|λ|

∣∣λ ∈ f(f−1(V c
f ))}

= sup{|λ|
∣∣λ ∈ V c

f } (por Lema 1.66)

= ‖f‖∞
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es decir, ‖f‖∞ = ‖fχf−1(Vf )c‖B. Proponemos g = −fχf−1(Vf ). Entonces

‖[f ]‖B/N ≤ ‖f + g‖B = ‖f − fχf−1(Vf )‖B
= ‖fχf−1(Vf )c‖B
= ‖f‖∞ (por Proposición 1.73)

Conluyendo así que ‖[f ]‖B/N = ‖f‖∞.

Corolario 1.75. ‖f‖∞ ≤ ‖f‖B.

Demostración.

‖f‖∞ = ‖f‖B/N = ı́nf ‖f + g‖B
≤ ‖f + 0‖B = ‖f‖B.

De�nición 1.76. Sea (Ω, S) espacio medible y E : S → B(H) una resolución
de la identidad. De�nimos L∞(E) ≡ (B/N, ‖ · ‖B/N) ≡ (B, ‖ · ‖∞).

1.6. Integración con respecto a una resolución
de la identidad

Lema 1.77. Sea f : (Ω, S) → (R,BR) una función medible, entonces existe
una sucesión (sn)n∈N de funciones simples tal que:

1. |sn| ≤ |f | para toda n ∈ N.

2. f(x) = ĺım
n→∞

sn(x) para toda x ∈ Ω.

3. Si f es acotada, entonces ĺım
n→∞

‖f − sn‖B = 0.

Demostración. Ver [4], Lema 2.7, página 20.

Corolario 1.78. Sea f : (Ω, S)→ (C,BC) medible y acotada. Entonces existe
una sucesión de funciones simples (sn)n∈N complejas tal que:

1. |sn| ≤ |f |, ∀n ∈ N.

2. ĺım
n→∞

‖f − sn‖B = 0.
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Demostración. Sea f(x) = Ref + iImf . Por el Lema 1.77 existen (rn) y (tn)
sucesiones simples tales que:

|rn| ≤ |Ref |, |tn| ≤ |Imf |

ĺım
n→∞

‖Ref − rn‖B = 0, ĺım
n→∞

‖Imf − tn‖B = 0.

Sea sn = rn + itn. Entonces |sn| = |rn + itn| ≤ |f |. Además:

ĺım
n→∞

‖f − sn‖B = ĺım
n→∞

‖Ref + iImf − rn − itn‖B

= ĺım
n→∞

‖(Ref − rn) + i(Imf − tn)‖B

≤ ĺım
n→∞

(‖Ref − rn‖B + ‖Imf − tn‖B) = 0.

De�nición 1.79. Sea (Ω, S) un espacio medible y E : S → B(H) una reso-

lución de la identidad. Sea s una función simple, con s =
n∑
i=1

αiχωi
, en donde

{α1, α2, . . . , αn} = s(Ω) y ωi = s−1({αi}) (su forma canónica).
Dada x ∈ H, de�nimos

∫
sdEx =

n∑
i=1

αiE(ωi)x, o bien

∫
sdE =

∑
αiE(ωi).

Lema 1.80. Para toda función s simple se cumple que
∥∥∥∫ sdE

∥∥∥ = ‖s‖∞.

Demostración. Primeramente notemos que ‖s‖∞ = máx{|αi|
∣∣E(ωi) 6= 0} y
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ωi = s−1({αi}). Sea x ∈ H con ‖x‖ ≤ 1.∥∥∥(∫ sdE
)
x
∥∥∥2

=
∥∥∑αiE(ωi)x

∥∥2
=
∑
i,j

αiαj〈E(ωi)x,E(ωj)x〉

=
∑
i,j

αiαj〈E(ωi ∩ ωj)x, x〉

=
∑
i

|αi|2〈E(ωi)x, x〉

≤ ‖s‖2
∞

〈∑
i

E(ωi)x, x
〉

= ‖s‖2
∞

〈
E
(⋃

i

ωi
)
x, x
〉

= ‖s‖2
∞‖x‖2

como ‖x‖ ≤ 1 se sigue que ‖s‖2
∞‖x‖2 ≤ ‖s‖2

∞. Tomando el supremo sobre
‖x‖ ≤ 1, obtenemos ∥∥∥∫ sdE

∥∥∥ ≤ ‖s‖∞. (1.9)

Para ver que ‖s‖∞ ≤
∥∥∥∫ sdE

∥∥∥, sea |αi0| = ‖s‖∞. Entonces αi0 ∈ {α1, . . . , αn}
con E(ωi0) 6= 0; por lo que existe x tal que E(ωi0)x 6= 0.

Sea y =
1

‖E(ωi0)x‖
E(ωi0)x. Tenemos que ‖y‖ = 1 y

(∫
sdE

)
y =

1

‖E(ωi0)x‖
∑

αiE(ωi ∩ ωi0)x

=
1

‖E(ωi0)x‖
αi0E(ωi0)x = αi0y

entonces∥∥∥∫ sdE
∥∥∥ = sup

‖x‖=1

∥∥∥(∫ sdE
)
x
∥∥∥ ≥ ∥∥∥(∫ sdE

)
y
∥∥∥ = |αi0 | = ‖s‖∞. (1.10)

De (1.9) y (1.10) tenemos �nalmente que ‖s‖∞ =
∥∥∥∫ sdE

∥∥∥.
Lema 1.81. La integral

∫
sdE de�nida en el espacio vectorial (álgebra) de

funciones simples es lineal.
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Demostración. Sean S y T funciones simples con descomposiciones canónicas
S =

∑n
i=1 αiχωi

, T =
∑m

j=1 βjχτj .
Sea C =

{
αi + βj|i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}

}
= {cr}kr=1. Sean también

mr = {(i, j)|αi+βj = cr} y Ar =
⋃

(i,j)∈mr

ωi ∩ τj. Entonces S + T =
∑
r

crχAr .

Por lo que tenemos lo siguiente:∫
(S + T )dE =

∑
r

crE(Ar) =
∑
r

cr
∑

(i,j)∈mr

E(ωi ∩ τj)

=
∑
r

∑
(i,j)∈mr

(αi + βj)E(ωi ∩ τj)

=
∑
r

∑
(i,j)∈mr

(αi + βj)E(ωi)E(τj) =
∑
i,j

(αi + βj)E(ωi)E(τj)

=
∑
i,j

αiE(ωi)E(τj) +
∑
i,j

βjE(ωi)E(τj)

=
∑
i

αi
∑
j

E(ωi)E(τj) +
∑
j

βj
∑
i

E(ωi)E(τj)

=
(∑

i

αiE(ωi)
)
E(Ω) +

(∑
j

βjE(τj)
)
E(Ω)

=
∑
i

αiE(ωi) +
∑
j

βjE(τj) =

∫
SdE +

∫
TdE.

Entonces
∫

(S + T )dE =

∫
SdE +

∫
TdE. De la misma forma vemos que∫

(αS)dE = α

∫
SdE,∀α ∈ C. Por lo tanto la función S 7−→

∫
SdE es li-

neal en el álgebra de funciones simples.

Corolario 1.82. Si S =
∑

αiχωi
(no canónica), entonces∫

SdE =
∑

αiE(ωi).

Demostración.∫
SdE =

∑
i

αi

∫
(χωi

+ 0χωc
i
)dE

=
∑
i

αi
(
E(ωi) + 0E(ωci )

)
=
∑
i

αiE(ωi).
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Lema 1.83. Para todas las funciones simples S, T se cumple:

1.
∫
STdE =

(∫
SdE

)(∫
TdE

)
.

2.
∫
S̄dE =

(∫
SdE

)∗
.

3.
∫

1dE = 1B(H).

Es decir, la función S 7−→
∫
SdE es un ∗-mor�smo del álgebra de funciones

simples en una subálgebra de B(H). Además es isométrica.

Demostración. Supongamos S =
∑
αiχωi

, T =
∑
βjχτj .

Entonces ST =
∑
αiβjχωi∩τj . Calculando la integral tenemos∫

STdE =
∑
i,j

αiβjE(ωi ∩ τj)

=
∑
i,j

αiβjE(ωi)E(τj)

=
(∑

i

αiE(ωi)
)(∑

j

βjE(τj)
)

=
(∫

SdE
)(∫

TdE
)
.

De manera análoga se demuestran las otras propiedades.

Lema 1.84. Para todas x, y ∈ H y para toda función simple S

〈∫
SdEx, y

〉
=

∫
SdEx,y

donde Ex,y(ω) = 〈E(ω)x, y〉. Además
∥∥∥(∫ SdE

)
x
∥∥∥2

=

∫
|S|2dEx,x.
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Demostración. Sea S =
∑
αiχωi

su representación canónica. Tenemos〈∫
SdEx, y

〉
=
〈(∑

αiE(ωi)
)
x, y
〉

=
∑

αi〈E(ωi)x, y〉

=
∑

αiEx,y(ωi)

=

∫
SdEx,y.∥∥∥(∫ SdE

)
x
∥∥∥2

=
〈∫

SdEx,

∫
SdEx

〉
=
〈∫

S̄dE

∫
SdEx, x

〉
=
〈∫
|S|2dEx, x

〉
=

∫
|S|2dEx,x.

De�nición 1.85. Sea f : (Ω, S) → (C,BC) medible y acotada. Enton-
ces, por el Corolario 1.78 existe una sucesión de funciones simples (Sn)n∈N
tal que |Sn| ≤ |f | ∀n y ĺım

n→∞
‖f(x)− Sn(x)‖B = 0. Con lo cual (Sn)n∈N es

de Cauchy con respecto a ‖ · ‖∞. Por el Lema 1.80 obtenemos también

que ‖Sn − Sm‖∞ =
∥∥∥∫ SndE −

∫
SmdE

∥∥∥. Entonces
(∫

SndE
)
n∈N

es de

Cauchy. De�nimos ∫
fdE := ĺım

n→∞

∫
SndE.

Observación 1.86. Si además existe (Tn)n∈N tal que ĺım
n→∞

‖Tn − f‖∞ = 0,

tomamos (rn)n∈N con r2n = Sn, r2n+1 = Tn. Entonces ĺım
n→∞

‖rn − f‖∞ = 0,

con lo cual vemos que:

ĺım
n→∞

∫
TndE = ĺım

n→∞

∫
SndE.

Por lo tanto
∫
fdE no depende de (Sn)n∈N.

Teorema 1.87. La función de�nida por f 3 L∞(E) −→
∫
fdE es un mor-

�smo isométrico de álgebras C∗. Además∥∥∥∫ fdEx
∥∥∥2

=

∫
|f |2dEx,x.〈∫

fdEx, y
〉

=

∫
fdEx,y.
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Demostración. Veamos que f, g ∈ L∞(E)⇒
(∫

fdE
)(∫

gdE
)

=

∫
fgdE.

Existen sucesiones de funciones simples (Sn)n∈N y (Tn)n∈N tales que
ĺım
n→∞

‖Sn − f‖ = 0, ĺım
n→∞

‖Tn − g‖ = 0. Entonces ĺım
n→∞

‖TnSn − fg‖∞ = 0. Por

de�nición:∫
fgdE = ĺım

n→∞

∫
SnTndE

= ĺım
n→∞

(∫
SndE

)(∫
TndE

)
(por Lema 1.83)

= ĺım
n→∞

(∫
SndE

)
ĺım
n→∞

(∫
TndE

)
=
(∫

fdE
)(∫

gdE
)
.

De la misma forma vemos que la integral es lineal,
(∫

fdE
)∗

=

∫
f̄dE y

también
∥∥∥∫ fdE

∥∥∥ = ‖f‖∞.
Para veri�car la primera igualdad vemos∥∥∥∫ fdEx

∥∥∥2

= ĺım
n→∞

∥∥∥∫ SndEx
∥∥∥2

= ĺım
n→∞

∫
|Sn|2dEx,x (por Lema 1.84)

=

∫
|f |2dEx,x.

La segunda igualdad se veri�ca de la misma forma.

Lema 1.88. Sea (Ω, S) un espacio medible. Sea E : (Ω, S)→ B(H) tal que:

i) E(Ω) = IdH , E(∅) = 0

ii) E(ω) = E∗(ω) ∀ω

iii) E(ω ∩ ω′) = E(ω)E(ω′) ∀ω, ω′ ∈ S

iv) Ex,y(ω) := 〈E(ω)x, y〉, ω ∈ S

de�ne una medida compleja ∀x, y ∈ H. Entonces E es una resolución de la
identidad.
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Demostración. Lo único que hay que demostrar es E
(⋃

i

ωi
)
x =

∑
i

E(ωi)x

(convergencia en H). ∀x ∈ E,∀(ωi)i∈N ⊆ S con ωi ∩ ωj = ∅ si i 6= j, sean

y = E
(⋃

i

ωi
)
x, xi = E(ωi)x, yn =

n∑
i=1

xi.

Primero demostremos que iv) implica que E(A ∪ B) = E(A) + E(B), para
todo A,B con A ∩B = ∅. Calculamos:

〈E(A ∪B)x, y〉 = Ex,y(A ∪B)

= Ex,y(A) + Ex,y(B)

= 〈(E(A) + E(B))x, y〉 ∀x∀y ∈ H
=⇒ E(A ∪B) = E(A) + E(B).

Tenemos que:

‖y‖2 = ‖y − yn + yn‖2 = ‖y − E
( n⋃
i=1

ωi

)
x+ E

( n⋃
i=1

ωi

)
x‖2

= ‖E
( ∞⋃
i=n+1

ωi

)
x+ E

( n⋃
i=1

ωi

)
x‖2

=
〈
E
( ∞⋃
i>n

ωi

)
x+ E

(⋃
i≤n

ωi

)
x,E

(⋃
i≤n

ωi

)
x+ E

( ∞⋃
i>n

ωi

)
x
〉

=
∥∥∥E( ∞⋃

i>n

ωi

)
x
∥∥∥2

+
∥∥∥E(⋃

i≤n

ωi

)
x
∥∥∥2

=
∥∥∥E( ∞⋃

i>n

ωi

)
x
∥∥∥2

+ ‖yn‖2.

Entonces ‖y‖2 =
∥∥∥E( ∞⋃

i>n

ωi

)
x
∥∥∥2

+ ‖yn‖2. De la misma forma vemos que

‖yn‖2 =
n∑
i=1

‖xi‖2. De modo que
n∑
i=1

‖xi‖2 ≤ ‖y‖2 ∀n, es decir,
∞∑
i=1

xi existe;

en consecuencia〈 ∞∑
i=1

xi, y
〉

=
∞∑
i=1

〈xi, y〉 =
∞∑
i=1

〈E(ωi)x, y〉 =
∞∑
i=1

Ex,y(ωi) = Ex,y

( ∞⋃
i=1

ωi

)
=
〈
E
( ∞⋃
i=1

ωi

)
x, y
〉
.
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Por lo tanto
∞∑
i=1

E(ωi)x = E
( ∞⋃
i=1

ωi

)
x.

1.7. El Teorema Espectral

De�nición 1.89. Sea Ω un espacio localmente compacto Hausdor�. De�-
nimos C0(Ω) como el espacio de todas las funciones continuas sobre Ω que
satisfacen lo siguiente:
Dada f : Ω → C, entonces ∀ε > 0 existe un conjunto compacto K ⊂ Ω tal
que |f(x)| < ε para toda x /∈ K.

Teorema 1.90. (Riesz). Sea Ω espacio topológico Hausdor� localmente com-
pacto. Dado un funcional lineal h ∈ C0(Ω), existe una única medida de Borel
compleja regular µh tal que

h(f) =

∫
Ω

fdµh ∀f ∈ C0(Ω).

Además ‖h‖ = |µh|(Ω).

Demostración. Ver [18], Teorema 6.19, página 139.

Nota 1.91. Para toda medida compleja µ y para toda función f con∫
|f |d|µ| < +∞ se tiene que

∣∣∣ ∫ fdµ
∣∣∣ ≤ ∫ |f |d|µ|.

Demostración. Si f =
∑
αiχωi

con ωi ∩ ωj = ∅ si i 6= j, entonces:∣∣∣ ∫ fdµ
∣∣∣ =

∣∣∑αiµ(ωi)
∣∣ ≤∑ |αi||µ(ωi)| ≤

∑
|αi||µ|(ωi) =

∫
|f |d|µ|.

Para funciones integrables f , existe una sucesión de funciones simples (Sn)n∈N
tales que ĺım

n→∞
Sn = f c.d rel. |µ| y |Sn| ≤ |f | para toda n. Así:

∣∣∣ ∫ fdµ
∣∣∣ =

∣∣∣ ĺım
n→∞

∫
Sndµ

∣∣∣ ≤ ĺım
n→∞

∫
|Sn|d|µ| ≤

∫
|f |d|µ|.

Nota 1.92. Toda medida de Borel en un espacio compacto es regular.
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Demostración. Ver [18], Teorema 2.17, página 49.

Proposición 1.93. Sea Ω un espacio métrico compacto con topología τ .
Supongamos que µ, ν son medidas de Borel regulares en (Ω, S(τ)) (donde
S(τ) es la σ-álgebra de Borel). Sea A ∈ S(τ). Entonces existe una sucesión
de funciones (gn)n∈N continuas tales que:

i) ĺım
n→∞

∫
|gn − χA|d|µ| = 0

ii) ĺım
n→∞

∫
|gn − χA|d|ν| = 0

Además, podemos elegir 0 ≤ gn(x) ≤ 1 ∀x ∈ Ω.
En consecuencia se cumple:

ĺım
n→∞

∫
gndµ =

∫
χAdµ

ĺım
n→∞

∫
gndν =

∫
χAdν

pues
∣∣∣ ∫ gndµ−

∫
χAdµ

∣∣∣ ≤ ∫ |gn − χA|d|µ| −→
n→∞

0.

Demostración. Como |µ| y |ν| son regulares, dada ε > 0, existen abiertos
Uµ, Uν y compactos Kµ, Kν tales que |µ|(Uµ \ Kµ) < ε y |ν|(Uν \ Kν) < ε
con Kν ⊆ A ⊆ Uν , Kµ ⊆ A ⊆ Uµ. Sean K(ε) = Kµ ∪ Kν compacto y
U(ε) = Uµ ∩ Uν abierto. Entonces

K(ε) ⊆ A ⊆ U(ε), |µ|(U(ε) \ K(ε)) < ε, |ν|(U(ε) \ K(ε)) < ε.

Sea h : [0,∞) −→ [0, 1], tal que h|[0,1/2] = 1 y h|[1,∞) = 0, continua y

monótona. Sea dε = d(K(ε), U(ε)c). Sea hε(r) = h
( r
dε

)
; a su vez, sea fε :

Ω −→ [0, 1] dada por fε(x) = hε
(
d(x,K(ε))

)
. Entonces fε|K(ε) = 1, fε|U(ε)c =

0. Además, notemos que∫
|fε − χA|d|µ| =

∫
U(ε)\K(ε)

|fε − χA|d|µ| ≤
∫
U(ε)\K(ε)

(1 + 1)d|µ|

= 2|µ|
(
U(ε) \K(ε)

)
< 2ε.
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De la misma forma,
∫
|fε − χA|d|ν| < 2ε. Sea gn = f1/n, obtenemos∫

|gn − χA|d|µ| <
2

n
−→
n→∞

0 y
∫
|gn − χA|d|ν| <

2

n
−→
n→∞

0.

Lema 1.94. Sea T ∈ B(H) un operador normal. Sea Φ : C(σ(T );C)→ B(H)
el homomor�smo isométrico del Teorema 1.47 tal que si P (z) =

∑
Cijz

i(z̄)j

con z ∈ C se tiene Φ(P ) =
∑
CijT

i(T ∗)j. Entonces para todo x, y ∈ H,
existe una medida de Borel regular (compleja) en σ(T ) tal que:

i) 〈Φ(f)x, y〉 =

∫
fdEx,y ∀f ∈ C(σ(T );C).

ii) Ex+λy,z = Ex,z + λEy,z, Ex,y = Ey,x, |Ex,y|(σ(T )) ≤ ‖x‖‖y‖.
Esto último implica que |Ex,y(ω)| ≤ |Ex,y|(ω) ≤ |Ex,y|(σ(T )) ≤ ‖x‖‖y‖
∀ω ∈ B(σ(T )).

iii) Existe un operador autoadjunto E tal que ∀ω ∈ B(σ(T )) y ∀x, y ∈ H
〈E(ω)x, y〉 = Ex,y(ω) ∀x, y ∈ H. Además ‖E(ω)‖ ≤ 1.

Demostración. i)Sean x, y ∈ H. De�nimos la función

Φx,y : C(σ(T );C)→ C

por Φx,y(f) = 〈Φ(f)x, y〉. Como Φ es homomor�smo isométrico, tenemos que
Φx,y es lineal. Dado que ‖Φ(f)‖ = ‖f‖∞ = sup{|f(λ)|

∣∣λ ∈ σ(T )}, tenemos
que Φx,y cumple:

|〈Φ(f)x, y〉| ≤ ‖Φ(f)x‖‖y‖ ≤ ‖Φ(f)‖‖x‖‖y‖ = ‖f‖∞‖x‖‖y‖

por lo que es continua. Por el Teorema 1.90 (Riesz), existe una única medida

de Borel compleja (regular)Ex,y tal que 〈Φ(f)x, y〉 =

∫
fdEx,y ∀f ∈ C(σ(T );C).

ii) Como

〈Φ(f)(x+ λy), z〉 =

∫
fdEx+λy,z (1.11)

〈Φ(f)(x+ λy), z〉 = 〈Φ(f)x, z〉+ λ〈Φ(f)y, z〉 =

∫
fd(Ex,z + λEy,z), (1.12)
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por la unicidad del Teorema 1.90 (Riesz), obtenemos de (1.11) y (1.12) que
Ex+λy,z = Ex,z + λEy,z. También

〈Φ(f)y, x〉 = 〈x,Φ(f)y〉

= 〈Φ(f)x, y〉 (por Teorema 1.47)

=

∫
fdEx,y (por Teorema 1.90)

=

∫
fdEx,y =

∫
fdEx,y.

Por unicidad Ey,x = Ex,y. Finalmente, veremos |Ex,y|(σ(T )) ≤ ‖x‖‖y‖.
Como |Φx,y(f)| ≤ ‖f‖∞‖x‖‖y‖, entonces ‖Φx,y‖ ≤ ‖x‖‖y‖. Nuevamente, por
el Teorema 1.90 (Riesz), ‖Φx,y‖ = |Ex,y|(σ(T )) ≤ ‖x‖‖y‖.
iii) Dado ω ∈ B(σ(T )), la función x, y → Ex,y(ω) satisface

Ex+λy,z(ω) = Ex,z(ω) + λEy,z(ω)

Ex,y(ω) = Ey,x(ω)

|Ex,y(ω)| ≤ ‖x‖‖y‖.

Es decir, es una forma sesquilineal acotada, por el Teorema 1.12 existe un
operador acotado E(ω) ∈ B(H) tal que Ex,y(ω) = 〈x,E(ω)y〉 ∀x, y ∈ H.
Además:

〈x,E(ω)y〉 = Ex,y(ω) = Ey,x(ω) = 〈y, E(ω)x〉 = 〈E(ω)x, y〉
= 〈x,E∗(ω)y〉∀x, y ∈ H =⇒ E(ω) = E∗(ω).

Por último, calculamos:

‖E(ω)‖ = sup
‖x‖≤1
‖y‖≤1

|〈E(ω)x, y〉| ≤ sup
‖x‖≤1
‖y‖≤1

‖x‖‖y‖ = 1,

por lo tanto ‖E(ω)‖ ≤ 1 ∀ω ∈ B(σ(T )).

Lema 1.95. La medida E del Lema 1.94 es una resolución de la identidad.

Demostración. Ex,y es una medida de Borel compleja tal que para todo x, y ∈
H,E(ω) = E∗(ω). Además χ∅ ∈ C(σ(T );C) y cumple χ∅(λ) = 0 ∀λ ∈ σ(T ),
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por lo que Φ(χ∅)x = 0 ∀x ∈ H. Calculamos:

0 = 〈Φ(χ∅)x, y〉 =

∫
χ∅dEx,y = Ex,y(∅) ∀x, y ∈ H

=⇒ Ex,y(∅) = 〈E(∅)x, y〉 = 0 ∀x, y ∈ H

por lo tanto, E(∅) = 0. Análogamente, tomamos χσ(T ) ∈ C(σ(T );C) y con-
cluimos E(σ(T )) = IdH (la función identidad en H).
Por el Lema 1.88 basta ver que E(ω ∩ ω′) = E(ω)E(ω′) ∀ω, ω′ ∈ B(σ(T )).
Sean g ∈ C(σ(T );C) una función continua y ω, ω′ ∈ B(σ(T )). Por la Proposi-
ción 1.93 existe una sucesión de funciones continuas (fn)n∈N, 0 ≤ fn ≤ 1 ∀n
tal que:

ĺım
n→∞

∫
|fn − χω|d|Ex,y| = 0. (1.13)

ĺım
n→∞

∫
|fn − χω|d|Ex,Φ(ḡ)y| = 0.

Entonces, se sigue que:

ĺım
n→∞

∫
|gfn − gχω|d|Ex,y| = ĺım

n→∞

∫
|g||fn − χω|d|Ex,y|

≤ ‖g‖∞ ĺım
n→∞

∫
|fn − χω|d|Ex,y| = 0 (Por (1.13))

Por lo que

ĺım
n→∞

∫
|gfn − gχω|d|Ex,y| = 0 (1.14)

Calculamos:

〈Φ(gfn)x, y〉 =

∫
gfndEx,y.

〈Φ(g)Φ(fn)x, y〉 = 〈Φ(fn)x,Φ(ḡ)y〉 =

∫
fndEx,Φ(ḡ)y.

Como Φ es homomor�smo isométrico, 〈Φ(gfn)x, y〉 = 〈Φ(g)Φ(fn)x, y〉; pode-
mos garantizar que ∫

gfndEx,y =

∫
fndEx,Φ(ḡ)y. (1.15)
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Al tomar el límite cuando n tiende a in�nito concluimos

∫
gχωdEx,y = ĺım

n→∞

∫
gfndEx,y (por (1.14))

= ĺım
n→∞

∫
fndEx,Φ(ḡ)y (por (1.15))

=

∫
χωdEx,Φ(ḡ)y = 〈E(ω)x,Φ(ḡ)y〉

= 〈Φ(g)E(ω)x, y〉 =

∫
gdEE(ω)x,y. (1.16)

Nuevamente, por la Proposición 1.93. existe una sucesión de funciones
continuas (gn)n∈N, 0 ≤ gn ≤ 1 ∀n tal que:

ĺım
n→∞

∫
|gn − χω′ |d|Ex,y| = 0 (1.17)

ĺım
n→∞

∫
|gn − χω′ |d|EE(ω)x,y| = 0 (1.18)

por lo que ∫
χω′χωdEx,y = ĺım

n→∞

∫
gnχωdEx,y (por (1.17))

= ĺım
n→∞

∫
gndEE(ω)x,y (por (1.16))

=

∫
χω′dEE(ω)x,y ( por (1.18))

Concluimos que:

〈E(ω′ ∩ ω)x, y〉 =

∫
χω∩ω′dEx,y =

∫
χω′dEE(ω)x,y = 〈E(ω′)E(ω)x, y〉.

Entonces 〈E(ω′ ∩ ω)x, y〉 = 〈E(ω′)E(ω)x, y〉 ∀x, y ∈ H, se sigue que
E(ω∩ω′) = E(ω)E(ω′). Por lo tanto E es una resolución de la identidad.

Teorema 1.96. [Teorema Espectral]. Sea T ∈ B(H) normal. Existe una
única resolución de la identidad E : B(σ(T )) −→ B(H) tal que

T =

∫
λdE(λ).
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Demostración. Sea E la resolución de la identidad del Lema 1.95. Veamos que

T =

∫
λdE(λ). Sea λ : σ(T )→ C dada por λ(z) = z. Por el homomor�smo

isométrico del Teorema 1.47 se sigue Φ(λ) = T . Luego, por el Lema 1.94
tenemos:

〈Tx, y〉 = 〈Φ(λ)x, y〉 =

∫
λEx,y. (1.19)

Además, por el Teorema 1.87 se cumple:∫
λdEx,y =

〈∫
λdEx, y

〉
. (1.20)

De (1.19) y (1.20) concluimos 〈Tx, y〉 =
〈∫

λdEx, y
〉
∀x, y ∈ H; por lo tan-

to:

T =

∫
λdE.

Para ver la unicidad, supongamos que E,E ′ son resoluciones de la identidad
tales que ∫

λdE = T =

∫
λdE ′.

De�nimos ψ(f) =

∫
fdE y ψ′(f) =

∫
fdE ′ con f ∈ L∞(E). ψ y ψ′ son ho-

momor�smos isométricos de álgebras; como ψ(λ) = ψ′(λ) entonces ψ(λ)ψ(λ) =
ψ(λ2) = ψ′(λ)ψ′(λ) = ψ′(λ2), en general, si p(z) =

∑
λijz

i(z̄)j entonces∑
λijT

i(T ∗)j = ψ(p) = ψ′(p) = Φ(p). Por el Teorema de Stone-Weierstrass
ψ(f) = ψ′(f) = Φ(f),∀f ∈ C(σ(x);C). Por lo cual

〈ψ(f)x, y〉 = 〈ψ′(f)x, y〉 = 〈Φ(f)x, y〉 =

∫
fdEx,y.

Sea ψ′x,y(f) = 〈ψ′(f)x, y〉. Por el Lema 1.94 ψ′x,y(f) =

∫
fdE ′x,y en conse-

cuencia ∫
fdE ′x,y =

∫
fdEx,y ∀f ∈ C(σ(T );C). (1.21)

Por lo tanto E ′x,y es la medida que representa a ψ′x,y ∈ C(σ(T );C)∗. Por
(1.21), Ex,y también es una medida que representa a ψ′x,y; por la unicidad en
el Teorema 1.90 (Riesz) Ex,y = E ′x,y. Finalmente:

〈E(ω)x, y〉 = 〈E ′(ω)x, y〉.
Por lo que E(ω) = E ′(ω) ∀ω. Por lo tanto E = E ′.
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Capítulo 2

Teorema espectral para n
operadores normales que
conmutan

En el Capítulo 1 trabajamos con operadores normales acotados. El ob-
jetivo de este capítulo es generalizar el teorema espectral a n operadores
normales no acotados que conmutan. Primero de�niremos a los operado-
res normales no acotados y analizaremos sus propiedades básicas; a su vez,
mencionaremos el teorema espectral para el caso de operadores normales no
acotados, y �nalmente demostraremos el caso para n operadores normales no
acotados que conmutan. Para ello construiremos una medida y una σ-álgebra
que preserve las propiedades de los resultados anteriores.

2.1. Operadores no acotados

De�nición 2.1. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal de�nido
en su dominio D(T ), que es un subespacio de H. Un operador T en H se
dice no acotado si existe una sucesión {xn}∞n=1 ⊂ H y un escalar M > 0 tales
que ‖xn‖ ≤M para toda n ∈ N, pero ‖Txn‖ −→

n→∞
∞.

De�nición 2.2. La grá�ca G(T ) de un operador T en H es el subespacio de
H×H que consiste de todas las parejas ordenadas {x, Tx}, donde x ∈ D(T ).

De�nición 2.3. S es una extensión de T (esto es D(T ) ⊂ D(S) y Sx =

47
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Tx ∀x ∈ D(T )) si y sólo si G(T ) ⊂ G(S). Lo denotamos por

T ⊂ S.

De�nición 2.4. Un operador cerrado en H es un operador cuya grá�ca es
un subespacio cerrado de H ×H.

De�nición 2.5. Sea T : D(T )→ H un operador lineal de�nido densamente
en H un espacio de Hilbert (esto es, D(T ) es denso en H). Denotamos por
D(T ∗) al conjunto de todos los y ∈ H tales que 〈Tx, y〉 es un funcional lineal
continuo sobre D(T ). El adjunto T ∗ de T es el operador dado por

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 (x ∈ D(T ), y ∈ D(T ∗)).

De�nición 2.6. Un operador T en H es simétrico si

〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 con x ∈ D(T ), y ∈ D(T ).

Si T = T ∗, entonces a T se le llama autoadjunto.

Nota 2.7. Al igual que en el Capítulo 1, (Ω, S) denota un espacio medible
y E : S → B(H) una resolución de la identidad. El Lema 1.94 describe un
cálculo simbólico que asocia a cada f ∈ C(σ(T );C) un operador Φ(f) ∈ B(H)
por la fórmula

〈Φ(f)x, y〉 =

∫
Ω

fdEx,y ∀x ∈ H, y ∈ H.

Ahora deseamos extenderlo a funciones medibles no acotadas.

Lema 2.8. Sea f : Ω→ C medible. Sea Df :=
{
x ∈ H

∣∣∣ ∫
Ω

|f |2dEx,x <∞
}
,

entonces Df es un subespacio denso de H. Si x, y ∈ H se sigue:∫
Ω

|f |d|Ex,y| ≤ ‖y‖
(∫

Ω

|f |2dEx,x
)1/2

.

Demostración. Ver [16] Lema 13.23, Página 342.

Teorema 2.9. Sea E una resolución de la identidad sobre Ω.
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(a) Para cada función medible f : Ω→ C le corresponde un operador denso
Φ(f) de�nido en H, con dominio D(Φ(f)) = Df , tal que

〈Φ(f)x, y〉 =

∫
Ω

fdEx,y ∀x ∈ Df ,∀y ∈ H (2.1)

y además satisface

‖Φ(f)x‖2 =

∫
Ω

|f |2dEx,x ∀x ∈ Df . (2.2)

(b) Si f y g son funciones medibles, entonces

Φ(f)Φ(g) ⊂ Φ(fg) y D(Φ(f)Φ(g)) = Dg ∩ Dfg. (2.3)

Además, Φ(f)Φ(g) = Φ(fg) si y sólo si Dfg ⊂ Dg.

(c) Para cada función medible f : Ω→ C

Φ(f)∗ = Φ(f̄) (2.4)

Φ(f)Φ(f)∗ = Φ(|f |2) = Φ(f)∗Φ(f) (2.5)

Demostración. Ver [16] Teorema 13.24, página 343.

De�nición 2.10. El conjunto resolvente de un operador T en H es el con-
junto de λ ∈ C tales que T − λI es un mapeo inyectivo de D(T ) hacia H
cuya función inversa pertenece a B(H).

De�nición 2.11. El espectro de T es el complemento del conjunto resolvente
de T , el cual lo denotaremos por σ(T ).

Teorema 2.12. Supongamos que E es una resolución de la identidad sobre
Ω, f : Ω→ C medible y ωα = {p ∈ Ω|f(p) = α} (α ∈ C), entonces:

(a) Si α está en el rango esencial de f y E(ωα) 6= 0, entonces Φ(f) − αI
no es inyectiva.

(b) Si α está en el rango esencial de f pero E(ωα) = 0, entonces Φ(f)−αI
es un mapeo inyectivo de Df sobre un subespacio propio de H que a su
vez es denso; y existen vectores xn ∈ H con ‖xn‖ = 1 para toda n ∈ N
tales que

ĺım
n→∞

[Φ(f)xn − αxn] = 0.
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(c) σ(Φ(f)) es el rango esencial de f .

Demostración. Ver [16] Teorema 13.27, página 346.

De�nición 2.13. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador lineal T en H
(no necesariamente acotado) se dice normal si T es cerrado, está densamente
de�nido en H y cumple

T ∗T = TT ∗.

De�nición 2.14. Sea N un operador normal en H. Decimos que N es ma-
ximal normal si dada M una extensión de N (N ⊂ M) con M normal,
entonces M = N .

Teorema 2.15. Si N es un operador normal en H, entonces:

(a) D(N) = D(N∗)

(b) ‖Nx‖ = ‖N∗x‖ para cada x ∈ D(N) y

(c) N es maximal normal.

Demostración. Ver [16] Teorema 13.32, página 350.

Teorema 2.16. [Teorema espectral]
A cada operador normal N en H le corresponde una única resolución de la
identidad E que satisface:

〈Nx, y〉 =

∫
σ(N)

λdEx,y(λ) (x ∈ D(N), y ∈ H).

Más aún, E(ω)S = SE(ω) para todo conjunto de Borel ω ⊂ σ(N) y para
cada S ∈ B(H) que conmuta con N , en el sentido SN ⊂ NS. También se
sigue que E(ω)N = NE(ω).

Demostración. Ver [16] Teorema 13.33, página 351.

2.2. Construcción de una medida y una σ-álgebra
para Cn

Observación 2.17. En esta sección identi�caremos a los números complejos
con R2, es decir, C ∼= R2.
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De�nición 2.18. Sean A un álgebra de conjuntos en X y µ : A → [0,∞).
µ es �nito aditiva si dados E1, E2 ∈ A tales que E1 ∩ E2 = ∅ entonces
µ(E1 ∪ E2) = µ(E1) + µ(E2).

De�nición 2.19. Sean A un álgebra de conjuntos en X y µ : A → [0,∞).
µ es continua en el vacío si dada una sucesión (An)n∈N tal que An+1 ⊆ An
para todo n, y

⋂
n∈N

An = ∅, entonces ĺım
n→∞

µ(An) = 0.

De�nición 2.20. Sean A un álgebra de conjuntos en X y µ : A → [0,∞).
µ es σ-aditiva en A si dada una sucesión (Cn)n∈N ⊆ A con

⋃
n∈N

Cn ∈ A y que

además cumple que Cn∩Cm = ∅ si n 6= m, entonces µ

(⋃
n∈N

Cn

)
=
∑
n∈N

µ(Cn).

Lema 2.21. Sean A un álgebra de conjuntos en X y µ : A→ [0,∞). Si:

1) µ es �nito aditiva y

2) µ es continua en el vacío

Entonces µ es σ-aditiva en A.

Demostración. Sea (Cn)n∈N ⊆ A una sucesión que cumple
⋃
n∈N

Cn ∈ A y tal

que Cn ∩Cm = ∅ si n 6= m. Vamos a veri�car que µ

(⋃
n∈N

Cn

)
=
∑
n∈N

µ(Cn).

Llamamos C =
⋃
n∈N

Cn, necesitamos una sucesión anidada y decreciente; para

ello tomamos Ak = C \
⋃
i≤k

Ci =
∞⋃

i=k+1

Ci.

También, como (Cn)n∈N ⊆ A y C ∈ A, se sigue que (Ak)k∈N ⊆ A.
Tomemos ahora

⋂
k∈N

Ak; demostraremos que dicha intersección es vacía. Cal-
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culamos: ⋂
k∈N

Ak =
⋂
k∈N

(
C \

⋃
i≤k

Ci

)
=
⋂
k∈N

(
C ∩

(⋃
i≤k

Ci
)c)

=
⋂
k∈N

(
C ∩

(⋂
i≤k

(Ci)
c
))

= C ∩
[ ⋂
n∈N

(
(Cn)c

)]
= C ∩

(⋃
n∈N

Cn
)c

= C ∩
(
C
)c

= ∅

es decir,
⋂
k∈N

Ak = ∅.

Como µ es continua en el vacío se sigue que ĺım
k→∞

µ(Ak) = 0. Entonces:

0 = ĺım
k→∞

µ(Ak) = ĺım
k→∞

µ
(
C \

⋃
i≤k

Ci

)
= µ

(
C
)
− ĺım

k→∞
µ
(⋃
i≤k

Ci

)
= µ

(
C
)
−
∞∑
k=1

µ
(
Ci
)
,

por lo tanto µ
( ∞⋃
i=1

Ci
)

=
∞∑
k=1

µ
(
Ci
)
.

De�nición 2.22. De�nimos los siguientes conjuntos:

I1 := {(a, b]| a ∈ R ∪ {−∞}, b ∈ R}.
I2 := {(c,∞)| c ∈ R}.
I := I1 ∪ I2.

I(n) := (I × I)× (I × I)× . . .× (I × I)︸ ︷︷ ︸
n veces

.

A := {uniones �nitas disjuntas de elementos de I(n)}.

Lema 2.23. El conjunto A1 := {uniones �nitas disjuntas de elementos de I}
es un álgebra.
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Demostración. Hay que demostrar:

(1) ∅ ∈ A1 y R ∈ A1

(2) A1 es cerrada bajo intersecciones �nitas

(3) si C ∈ I entonces R \ C ∈ A1

(4) si D ∈ A1 entonces R \D ∈ A1

La prueba de (1) es trivial. Veamos la prueba de (2). Sean a, b, c, d ∈ R;
basta con analizar los siguientes casos (en cada uno suponemos sin pérdida
de generalidad que la intersección es no vacía):

(−∞, c] ∩ (a, b] = (a,mı́n{b, c}].

(−∞, b] ∩ (−∞, d] = (−∞,mı́n{b, d}].

(−∞, b] ∩ (a,∞) = (a, b].

(a,∞) ∩ (c,∞) = (máx{a, c},∞).

(c,∞) ∩ (a, b] = (máx{a, c}, b].

(a, b] ∩ (c, d] = (máx{a, c},mı́n{b, d}].

En cada caso la intersección vuelve a ser un elemento de A1; por lo tanto se
cumple (2).
Para ver (3), sea C ∈ I. C puede tener una de las siguientes formas:

C = (a, b] =⇒ R\ (a, b] = (−∞, a]∪ (b,∞) y como a < b la intersección
es vacía, por lo tanto R \ C ∈ A1 ∀a, b ∈ R.

C = (−∞, b] =⇒ R \ (−∞, b] = (b,∞) ∈ A1 ∀b ∈ R.

C = (c,∞) =⇒ R \ (c,∞) = (−∞, c] ∈ A1 ∀c ∈ R.

Así queda demostrado (3).

Finalmente, para demostrar (4), sea D ∈ A1, entonces D =
n⋃
i=1

Di con Di ∈ I

para toda i y Di ∩Dj = ∅ si i 6= j. Calculamos
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R \D = R \
( n⋃
i=1

Di

)
=

n⋂
i=1

(
R \Di

)
.

De (3) se sigue que R \ Di ∈ A1 para toda i. Luego, por (2) tenemos que
n⋂
i=1

(R \Di) ∈ A1.

De�nición 2.24. Sea H un espacio de Hilbert, f ∈ H y Ei : BR×R → B(H)
resoluciones de la identidad que conmutan entre sí, para toda i ∈ {1, . . . , n}
(donde BR×R es la σ-álgebra generada por la topología usual de R× R). De-
�nimos µf : I(n) → C por:

µf
(
A1 × A2 × . . .× A2n) =〈

E1(A1 × A2)E2(A3 × A4) . . . En(A2n−1 × A2n)f, f
〉
.

donde Ai ∈ I para toda i ∈ {1, 2, . . . , 2n}.

Lema 2.25. Sea R = (a1, b1]× . . .× (a2n, b2n] con ai, bi ∈ R para toda i. Si
(a1, b1] =

⋃r
i=1(ci, di] disjunta y (a2, b2] =

⋃s
j=1(ej, fj] disjunta, entonces:

µf
(
(a1, b1]× (a2, b2]× . . .× (a2n, b2n]

)
=

r∑
i=1

s∑
j=1

µf
(
(ci, di]× (ej, fj]× (a3, b3]× . . .× (a2n, b2n]

)
.

Demostración. Sea g = E2

(
(a3, b3]×(a4, b4]

)
. . . En

(
(a2n−1, b2n−1]×(a2n, b2n]

)
f ,

como las resoluciones de la identidad conmutan entre sí, tenemos que:

µf
(
(a1, b1]× (a2, b2]× . . .× (a2n, b2n]

)
= 〈E1

(
(a1, b1]× (a2, b2]

)
g, g〉.

Dado que E1 es una resolución de la identidad, calculamos:

〈E1

(
(a1, b1]× (a2, b2]

)
g, g〉 = 〈E1

( r⋃
i=1

(ci, di]×
s⋃
j=1

(ej, fj]
)
g, g〉

=
r∑
i=1

s∑
j=1

〈E1

(
(ci, di]× (ej, fj]

)
g, g〉.
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Figura 2.1: La partición de una entrada de R

Concluimos que:

µf
(
(a1, b1]× (a2, b2]× . . .× (a2n, b2n]

)
=

r∑
i=1

s∑
j=1

〈E1

(
(ci, di]× (ej, fj]

)
g, g〉

=
r∑
i=1

s∑
j=1

µf
(
(ci, di]× (ej, fj]× (a3, b3]× . . .× (a2n, b2n]

)
.

Notemos que en general, el lema se cumple para cualquier entrada que se
elija.

De�nición 2.26. Sea R = (a1, b1]×(a2, b2]×. . .×(a2n, b2n] con ai, bi ∈ R para
toda i ∈ {1, . . . , 2n} tal que (aj, bj] =

⋃sj
i=1(aj,i, bj,i] disjunta, con 1 ≤ j ≤ 2n.

De�nimos:

θ :=
{

(a1,i1 , b1,i1 ]× . . .× (a2n,i2n , b2n,i2n ]
∣∣ij ∈ {1, . . . , sj}}.

Entonces R =
⋃
α∈θ

α.

Lema 2.27. Si R = (a1, b1]× . . .× (a2n, b2n], con R =
⋃
α∈θ

α, entonces:

µf
(
(a1, b1]× . . .× (a2n, b2n]

)
=
∑
α∈θ

µf (α).

Demostración. Para 1 ≤ m ≤ n de�nimos:

θm :=
{

(a1,i1 , b1,i1 ]× . . .× (a2m,i2m , b2m,i2m ]× (a2m+1, b2m+1]× . . .× (a2n, b2n]∣∣il ∈ {1, . . . , sl}, 1 ≤ l ≤ 2m
}
.
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Observemos que θn = θ. Demostraremos que µf (R) =
∑
α∈θk

µf (α) para toda

k; para ello procederemos por inducción sobre k. Por el Lema 2.25 se cumple
para k = 1. Supongamos que el teorema es cierto para alguna k tal que
k < n. Consideremos ahora al conjunto θk+1. Por hipótesis de inducción:

µf (R) =
∑
α∈θk

µf (α)

=

s1∑
i1=1

. . .

s2k∑
i2k=1

µf
(
(a1,i1 , b1,i1 ]× . . .× (a2k,i2k , b2k,i2k ]× (a2k+1, b2k+1]× . . .

× (a2n, b2n]
)
. (2.6)

Además µf
(
(a1,i1 , b1,i1 ]×. . .×(a2k,i2k , b2k,i2k ]×(a2k+1, b2k+1]×. . .×(a2n, b2n]

)
= µf

(
(a1,i1 , b1,i1 ]× . . .× (a2k,i2k , b2k,i2k ]×

( s2k+1⋃
i2k+1=1

(a2k+1,i2k+1
, b2k+1,i2k+1

]
)
×

×
( s2k+2⋃
i2k+2=1

(a2k+2,i2k+2
, b2k+2,i2k+2

]
)
× (a2k+3, b2k+3]× . . .× (a2n, b2n]

)
=

s2k+1∑
i2k+1=1

s2k+2∑
i2k+2=1

µf
(
(a1,i1 , b1,i1 ]× . . .× (a2k+2,i2k+2

, b2k+2,i2k+2
]× (a2k+3, b2k+3]×

. . .× (a2n, b2n]
)

(2.7)

para toda α ∈ θk. Por lo tanto, de (2.6) y (2.7) tenemos:

µf (R) =
∑
α∈θk

µf (α) =

s1∑
i1=1

. . .

s2k+2∑
i2k+2

µf
(
(a1,i1 , b1,i1 ]× . . .

× (a2k+2,i2k+2
, b2k+2,i2k+2

]× (a2k+3, b2k+3]× . . .× (a2n, b2n]
)

=
∑

β∈θk+1

µf (β).

De�nición 2.28. Sean {Ri}ri=1 y {R̃j}sj=1 conjuntos disjuntos respectiva-
mente de rectángulos de la forma:
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Figura 2.2: De θk a θk+1

Ri = (ai1, b
i
1]× . . .× (ai2n, b

i
2n] y R̃j = (ãj1, b̃

j
1]× . . .× (ãj2n, b̃

j
2n] tales que

r⋃
i=1

Ri =
s⋃
j=1

R̃j = C. De�nimos los siguientes conjuntos:

1. Para m ∈ {1, . . . , 2n} sea

Cm :=
⋃
i,j

{aim, bim, ãim, b̃im},

ordenamos sus elementos de forma que Cm := {αkmm } con αkmm < αkm+1
m

para toda km ∈ {1, . . . , card(Cm)−1} donde card(Cm) es la cardinalidad
de Cm.

2. Sea
Kω1,ω2,...,ω2n := (αω1

1 , α
ω1+1
1 ]× . . .× (αω2n

2n , α
ω2n+1
2n ]

con αωm
m ∈ Cm para toda m ∈ {1, . . . , 2n} y ωm ∈ {1, . . . , card(Cm)−1}.

3. Sea
Λ := {(ω1, . . . , ω2n)|Kω1,...,ω2n ∩ C 6= ∅}.

Entonces ∀(ω1, . . . , ω2n) ∈ Λ se tiene Kω1,...,ω2n ⊆ Ri para una única i
(a su vez Kω1,...,ω2n ⊆ R̃j para una única j).

4. Sean

Λi := {(ω1, . . . , ω2n)|Ri ∩Kω1,...,ω2n 6= ∅} ∀i ∈ {1, . . . , r}
y Λ̃j := {(ω1, . . . , ω2n)|R̃j ∩Kω1,...,ω2n 6= ∅} ∀j ∈ {1, . . . , s}
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Figura 2.3: Un ejemplo de Λl

Proposición 2.29. Sean {Ri}ri=1 y {R̃j}sj=1 conjuntos disjuntos respectiva-
mente de rectángulos de la forma:
Ri = (ai1, b

i
1]× . . .× (ai2n, b

i
2n] y R̃j = (ãj1, b̃

j
1]× . . .× (ãj2n, b̃

j
2n] tales que

r⋃
i=1

Ri =
s⋃
j=1

R̃j = C. Entonces
r∑
i=1

µf (Ri) =
s∑
j=1

µf (R̃j).

Demostración. Escribimos C =
⋃

(ω1,...,ω2n)∈Λ

Kω1,...,ω2n . Por el Lema 2.27

µf (Ri) =
∑

(ω1,...,ω2n)∈Λi

µf (Kω1,...,ω2n) para 1 ≤ i ≤ r.

Como Λ =
⋃r
i=1 Λi y Λi ∩ Λj = ∅ si i 6= j entonces

r∑
i=1

µf (Ri) =
r∑
i=1

∑
(ω1,...,ω2n)∈Λi

µf (Kω1,...,ω2n) =
∑

(ω1,...,ω2n)∈Λ

µf (Kω1,...,ω2n).

De la misma forma vemos que
s∑
j=1

µf (R̃j) =
∑

(ω1,...,ω2n)∈Λ

µf (Kω1,...,ω2n). Por lo

tanto
r∑
i=1

µf (Ri) =
s∑
j=1

µf (R̃j).
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De�nición 2.30. Sea

R = {Uniones disjuntas �nitas de rectángulos de la forma

(a1, b1]× . . .× (a2n, b2n]}

Si C ∈ R es tal que C =
r⋃
i=1

Ri disjunta, de�nimos:

µf (C) =
r∑
i=1

µf (Ri).

Observación 2.31. Por la Proposición 2.29, µf : R → C está bien de�nida.

De�nición 2.32. Sea D ∈ A tal que D =
m⋃
i=1

Ci disjunta con Ci ∈ I(n) y

Cr ∩ Cs = ∅ si r 6= s; de�nimos la función

µf : A → [0,∞)

µf (D) =
m∑
i=1

µf (C)

Observación 2.33. Procediendo de manera análoga a los Lemas 2.25, 2.27
y a la Proposición 2.29, tenemos que µf está bien de�nida en A.

De�nición 2.34. Para conjuntos compactos de la forma [a1, b1] × . . . ×
[a2n, b2n], de�nimos:

µf
(
[a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [a2n, b2n]

)
=
〈
E1

(
[a1, b1]× [a2, b2]

)
. . . En

(
[a2n−1, b2n−1]× [a2n, b2n]

)
f, f
〉
.

Sea

K := {Uniones disjuntas �nitas de rectángulos compactos de R2n}.

Si K ∈ K, con K =
r⋃
i=1

Ki disjunta, con Ki compacto y Kr∩Ks = ∅ si r 6= s,

de�nimos:

µf (K) =
r∑
i=1

µf (Ki)

.
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Lema 2.35. A es un álgebra.

Demostración. Vamos a veri�car

(1) ∅ ∈ A y R2n ∈ A.

(2) A es cerrada bajo intersecciones �nitas.

(3) Si C ∈ I(n) entonces R2n \ C ∈ A.

(4) Si D ∈ A entonces R2n \D ∈ A.
La prueba de que ∅ ∈ A es trivial. Para ver que R2n ∈ A basta ver que
R = (−∞, a] ∪ (a,∞). Por lo tanto

R2n =
(

(−∞, a] ∪ (a,∞)× (−∞, a] ∪ (a,∞)× . . .× (−∞, a] ∪ (a,∞)︸ ︷︷ ︸
2n veces

)
∈ A

esto prueba (1). Para la prueba de (2), sean C1, C2 ∈ A. Sin pérdida de

generalidad podemos suponer que C1 =
2n∏
i=1

ωi y C2 =
2n∏
j=1

ω′j con ωi, ω
′
j ∈

I ∀i∀j (en caso de tener C1 =
r⋃
i=1

Ai disjunta y C2 =
s⋃
j=1

Bj disjunta, con

Ai, Bj ∈ I(n) ∀i∀j, se sigue C1 ∩ C2 =
⋃
i,j

(Ai ∩Bj)).

Calculamos C1 ∩ C2 = (ω1 ∩ ω′1) × . . . × (ω2n ∩ ω′2n). Como I ⊂ A1, por el
Lema 2.23 ωk ∩ ω′k ∈ I para toda k ∈ {1, . . . , 2n}, por lo tanto C1 ∩C2 ∈ A.
Para probar (3), sea C = B1 × . . .×B2n con Bi ∈ I para toda i. Entonces

R2n \ C =
⋃

J⊆{1,...,2n}

B1 × . . .×Bc
j1
× . . .×Bc

j2
× . . .×Bc

jk
× . . .×B2n

donde J = {j1, . . . , jk} con k ∈ {1, . . . , 2n}; es decir, son todos los sub-
conjuntos no vacíos de {1, . . . , 2n}. Además, como I ⊂ A1 y Bjk ∈ I para

1 ≤ jk ≤ 2n, por el Lema 2.23 Bc
jk

=

rk⋃
mk=1

Bmk
jk

disjunta, donde Bms
js
∈ I para

toda ms ∈ {1, . . . , rk}. Por lo tanto:

R2n \C =
⋃

J⊆{1,...,2n}

r1⋃
m1=1

. . .

rk⋃
mk=1

(B1× . . .×Bm1
j1
× . . .×Bm2

j2
× . . .×Bmk

jk
×

. . .×B2n)
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una unión �nita ajena de elementos de I(n), con lo que queda demostrado
(3). Finalmente, para demostrar (4), sea D ∈ A, entonces D se puede escribir

como D =
m⋃
i=1

Di con Di ∈ I(n) para toda i y Dr ∩Ds = ∅ si r 6= s. Notemos

lo siguiente:

R2n \D = R2n \
( m⋃
i=1

Di

)
=

m⋂
i=1

(
R2n \Di

)
.

De (2) se sigue que R2n \Di ∈ A ∀i. Entonces de (3) obtenemos �nalmente

que
m⋂
i=1

(
R2n \Di

)
∈ A.

En seguida demostramos que µf es una casi medida; para ello necesitamos
corroborar:

1. µf es �nito aditiva.

2. µf es continua en el vacío.

Por la De�nición 2.32, µf es �nito aditiva.

Observación 2.36. Si A,B ∈ A, entonces

µf (A ∪B) = µf ((A \B) ∪ (B \ A) ∪ (A ∩B))

= µf (A \B) + µf (B \ A) + µf (A ∩B)

≤ µf (A \B) + µf (A ∩B) + µf (B \ A) + µf (A ∩B)

= µf (A) + µf (B),

así µf (A ∪B) ≤ µf (A) + µf (B). En general, µf
( k⋃
i=1

Ai

)
≤

k∑
i=1

µf (Ai).

Lema 2.37. Sea C = (a1, b1]×(a2, b2]×. . .×(a2n, b2n] con ai, bi ∈ R, entonces
existe un rectángulo compacto K ⊆ C que se aproxima en medida a C; es
decir, ∀ε > 0 ∃K compacto tal que µf (C)− µf (K) < ε.

Demostración. Sean ε > 0 y C = (a1, b1] × (a2, b2] × . . . × (a2n, b2n] con
ai, bi ∈ R, se sigue que:

µf (C) = µf
(
(a1, b1]× (a2, b2]× . . .× (a2n, b2n]

)
=

〈E1

(
(a1, b1]×(a2, b2]

)
E2

(
(a3, b3]×(a4, b4]

)
. . . En

(
(a2n−1, b2n−1]×(a2n, b2n]

)
f, f〉.
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Como Ei es una resolución de la identidad tenemos que:
Ei
(
(a2i−1, b2i−1] × (a2i, b2i]

)
= E2

i

(
(a2i−1, b2i−1] × (a2i, b2i]

)
, para toda i. To-

mando g1 = E2

(
(a3, b3]× (a4, b4]

)
. . . En

(
(a2n−1, b2n−1]× (a2n, b2n]

)
f , se puede

ver fácilmente que:

µf (C) = 〈E1

(
(a1, b1]× (a2, b2]

)
g1, g1〉.

Sea ν1
g1

(
(a1, b1]× (a2, b2]

)
:= 〈E1

(
(a1, b1]× (a2, b2]

)
g1, g1〉. ν1

g1
es una medida

porque E1 es una resolución de la identidad. También se tiene que:

(a1, b1]× (a2, b2] =
⋃
m∈N

[a1 +
1

m
, b1]× [a2 +

1

m
, b2],

entonces:

ν1
g1

(
(a1, b1]× (a2, b2]

)
= ν1

g1

( ⋃
m∈N

[a1 +
1

m
, b1]× [a2 +

1

m
, b2]
)

= ĺım
m→∞

ν1
g1

(
[a1 +

1

m
, b1]× [a2 +

1

m
, b2]
)

Por lo tanto, podemos elegir m1 ∈ N de tal modo que:

ν1
g1

(
(a1, b1]× (a2, b2]

)
− ν1

g1

(
[a1 +

1

m
, b1]× [a2 +

1

m
, b2]
)
<
ε

n
, ∀m ≥ m1,

además:

ν1
g1

(
[a1 +

1

m1

, b1]× [a2 +
1

m1

, b2]
)

= 〈E1

(
[a1 +

1

m1

, b1]× [a2 +
1

m1

, b2]
)
g1, g1〉

= 〈E1

(
[a1 +

1

m1

, b1]× [a2 +
1

m1

, b2]
)
E2

(
(a3, b3]× (a4, b4]

)
. . .

En
(
(a2n−1, b2n−1]× (a2n, b2n]

)
f, f〉.

Sea g2 = E1

(
[a1 +

1

m1

, b1]× [a2 +
1

m1

, b2]
)
E3

(
(a5, b5]× (a6, b6]

)
. . .

En
(
(a2n−1, b2n−1]× (a2n, b2n]

)
f,

hacemos ν2
g2

(
(a3, b3] × (a4, b4]

)
:= 〈E2

(
(a3, b3] × (a4, b4]

)
g2, g2〉. Viendo a ν2

g2

como una medida y aplicando el razonamiento previo, tenemos que existe
m2 ∈ N tal que:

ν2
g2

(
(a3, b3]× (a4, b4]

)
− ν2

g2

(
[a3 +

1

m
, b3]× [a4 +

1

m
, b4]
)
<
ε

n
, ∀m ≥ m2.
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De manera análoga podemos aproximar los demás intervalos por conjuntos
compactos. Sea M = máx{m1,m2, . . . ,mn}, entonces:

µf
(
(a1, b1]× . . .× (a2n, b2n]

)
− µf

(
[a1 +

1

M
, b1]× . . .× [a2n +

1

M
, b2n]

)
< ε.

Por lo tanto, tenemos que existe K un rectángulo compacto que aproxima a
C desde su interior de tal forma que µf (C)− µf (K) < ε.

Lema 2.38. Sea C = (a1, b1] × (a2, b2] × . . . × (a2n, b2n] con ai, bi ∈ R,
entonces para todo ε > 0 existen C̃ ∈ I(n) y K un rectángulo compacto tales
que C̃ ⊂ K ⊂ C y

i) µf (C)− µf (K) < ε

ii) µf (K)− µf (C̃) < ε

Demostración. Sea ε > 0. Siguiendo la construcción del Lema 2.37, existe

K ′ = [a1 +
1

M
, b1]× . . .× [a2n +

1

M
, b2n]

tal que µf (C)− µf (K ′) <
ε

2
(donde M ∈ N).

Notemos que (ai, bi] =
⋃
n∈N

(ai +
1

m
, bi] para toda i. Procediendo de manera

análoga al Lema 2.37, existe

C̃ ′ = (a1 +
1

M ′ , b1]× . . .× (a2n +
1

M ′ , b2n]

tal que µf (C)− µf (C̃ ′) < ε (donde M ′ ∈ N).
Sea N = máx{M,M ′}, entonces se cumple (ai + 1

N
, bi] ⊂ [ai + 1

N
, bi] para

toda i. Sean

K = [a1 +
1

N
, b1]× . . .× [a2n +

1

N
, b2n]

y C̃ = (a1 +
1

N
, b1]× . . .× (a2n +

1

N
, b2n];

se sigue que µf (C)− µf (C̃) < ε y µf (C)− µf (K) <
ε

2
, así C̃ ⊂ K ⊂ C y

µf (K)− µf (C̃) <
ε

2
.
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Proposición 2.39. Sea C ∈ I(n) , entonces para toda ε > 0 existe K un
rectángulo compacto tal que µf (C)− µf (K) < ε.

Demostración. En el Lema 2.37 demostramos el resultado para rectángulos
de la forma C = (a1, b1]× (a2, b2]× . . .× (a2n, b2n] con ai, bi ∈ R. Sin pérdida
de generalidad basta considerar los siguientes dos casos:

(1) Si C = (a1,∞) × (a2, b2] × . . . × (a2n, b2n], podemos ver fácilmente

que (a1,∞) =
⋃
m∈N

[a1 +
1

m
,m]. De�nimos g1 como en el Lema 2.37.

Como E1 es una resolución de la identidad, tenemos que la función
ν1
g1

(
(a1,∞) × (a2, b2]

)
:= 〈E1

(
(a1,∞) × (a2, b2]

)
g1, g1〉 es una medida.

Calculamos:

ν1
g1

(
(a1,∞)× (a2, b2]

)
= ν1

g1

( ⋃
m∈N

[a1 +
1

m
,m]× [a2 +

1

m
, b2]
)

= ĺım
m→∞

ν1
g1

(
[a1 +

1

m
,m]× [a2 +

1

m
, b2]
)

por lo que podemos elegir m1 ∈ N de tal modo que

ν1
g1

(
(a1,∞)× (a2, b2]

)
− ν1

g1

(
[a1 +

1

m
,m]× [a2 +

1

m
, b2]
)
<
ε

n
∀m ≥ m1.

El resto de la prueba es análoga al Lema 2.37.

(2) Si C = (−∞, b1]× (a2, b2]× . . .× (a2n, b2n], podemos ver fácilmente que
(−∞, b1] =

⋃
n∈N

[−m, b1], y procedemos de manera análoga a (1).

Observación 2.40. Sea C ∈ I(n). De manera análoga al Lema 2.38, existen
C̃ ∈ I(n)y K un rectángulo compacto tales que C̃ ⊂ K ⊂ C y

µf (C)− µf (K) < ε (∀ε > 0)

µf (K)− µf (C̃) < ε (∀ε > 0).

Proposición 2.41. Para toda A ∈ A y para toda ε > 0, existen K ∈ K y
Ã ∈ A tales que µf (A \ Ã) < ε y Ã ⊂ K ⊂ A.
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Demostración. Sean ε > 0 y A =
m⋃
i=1

Ci, con Ci ∈ I(n) y Cr ∩Cs = ∅ si r 6= s.

Por la Observación 2.40, existen C̃ ′1 ∈ I(n) y K1 un rectángulo compacto tales
que C̃1 ⊂ K1 ⊂ C1 y que además cumplen:

µf (C1)− µf (K1) < ε/2m (2.8)

y µf (K1)− µf (C̃1) < ε/2m. (2.9)

De (2.8) y (2.9) tenemos que

µf (C1)− µf (C̃1) <
ε

m
.

Procediendo de manera análoga, para cada Ci se tiene µf (Ci)−µf (C̃i) < ε
m
.

Llamamos Ã =
m⋃
i=1

C̃i y K =
m⋃
i=1

Ki. Entonces Ã ⊆ K ⊆ A y además:

m∑
i=1

µf (Ci)−
m∑
i=1

µf (C̃i) = µf

( m⋃
i=1

Ci

)
− µf

( m⋃
i=1

C̃i

)
= µf (A)− µf (Ã)

= µf (A \ Ã) < ε.

Proposición 2.42. µf es continua en el vacío.

Demostración. Supongamos que {Am}m∈N ⊆ A es una sucesión contenida
en nuestra álgebra y es tal que Am+1 ⊆ Am para toda m ∈ N, y también⋂
m∈N

Am = ∅. Hay que demostrar entonces ĺım
m→∞

µf (Am) = 0. Supongamos que

existe un ε > 0 tal que ĺım
m→∞

µf (Am) = ε, por lo tanto µf (Am) ≥ ε para toda

m ∈ N.
Por la Proposición 2.41, para cada Am existen Km compacto y Ãm ∈ A tales
que

µf (Am)− µf (Ãm) <
ε

2m+1
con Ãm ⊆ Km ⊆ Am.



66 CAPÍTULO 2. OPERADORES NORMALES NO ACOTADOS

Tomando Bm =
⋂
j≤m

Kj es claro que Bm es compacto para cada m ∈ N.

Además, calculamos

µf (Am)− µf (Bm) < µf (Am)− µf (
⋂
j≤m

Ãj)

= µf
(
Am \

⋂
j≤m

Ãj
)

= µf
( ⋃
j≤m

(Am \ Ãj)
)

≤
∑
j≤m

µf (Am \ Ãj) (por la Observación 2.36)

≤
∞∑
j=1

µf (Aj \ Ãj)

<
∞∑
j=1

ε

2j+1
=
ε

2

así, µf (Am)−µf (Bm) < ε
2
, por lo que µf (Bm) > ε

2
para todam ∈ N. Entonces

Bm 6= ∅ para toda m. Como Bm+1 ⊆ Bm son compactos no vacíos anidados,
se tiene que

⋂
m∈N

Bm 6= ∅ lo cual es una contradicción pues
⋂
m∈N

Bm ⊆
⋂
m∈N

Am.

Por lo tanto ĺım
m→∞

µf (Am) = 0.

De�nición 2.43. Como µf es una casi medida, esta genera una medida ex-
terior1 µ∗f , que además, por el teorema de Carathéodory2, genera una medida
µ̄f tal que µ̄f |A∗ = µf donde A∗ son los conjuntos µ∗f - medibles3 y S(A) ⊂ A∗
(donde S(A) es la σ-álgebra generada por A). Más aún, como µf es σ-�nita,
entonces µ̄f es única en B(Cn) y con la propiedad de que dados Ci ∈ I con
1 ≤ i ≤ 2n:

µ̄f (C1×C2× . . .×C2n) = 〈E1(C1×C2)E2(C3×C4) . . . En(C2n−1×C2n)f, f〉.

Para facilitar la notación, identi�camos µ̄f ≡ µf .

1Libro [4], Página 85.
2Libro [4], Teorema 7.11, Página 87.
3Libro [4], Página 87, De�nición 7.8.
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Lema 2.44. µf (a1 × a2 × . . . × an) = 〈E1(a1)E2(a2) . . . En(an)f, f〉∀ai ∈
B(R2).

Demostración. Consideremos el siguiente conjunto:

F1 :=
{
b1 ∈ B(R2)| µf (b1 × a2 × . . .× an) = 〈E1(b1)E2(a2) . . . En(an)f, f〉

∀ai ∈ I2 con i ∈ {2, 3, . . . , n}
}
.

Es claro que si A ∈ I2 entonces A ∈ F1 (en particular R2 ∈ F1). Veremos
que F1 es un λ-sistema. Sea {Cm}m∈N una sucesión creciente de elementos
de F1, calculamos:

µf

(( ⋃
m∈N

Cm
)
× a2 × . . .× an

)
= µf

( ⋃
m∈N

(
Cm × a2 × . . .× an

))
= ĺım

m→∞
µf (Cm × a2 × . . .× an)

= ĺım
m→∞

〈E1(Cm)E2(a2) . . . En(an)f, f〉

=
〈
E1

( ⋃
m∈N

Cm
)
E2(a2) . . . En(an)f, f

〉
∀ai ∈ I2, 2 ≤ i ≤ n.

Ahora, sean A,B ∈ F1 tales que B ⊆ A. Tenemos:

µf
(
(A−B)× a2 × . . .× an

)
= µf

(
(A× . . .× an)− (B × . . .× an)

)
= µf (A× . . .× an)− µf (B × . . .× an)

= 〈E1(A)E2(a2) . . . En(an)f, f〉 − 〈E1(B)E2(a2) . . . En(an)f, f〉
= 〈E1(A−B)E2(a2) . . . En(an)f, f〉 ∀ai ∈ I2, 2 ≤ i ≤ n.

Con esto queda demostrado que F1 es un λ-sistema. Como F1 contiene al π-
sistema {Uniones ajenas �nitas de elementos de I2}, entonces, por el Lema
de las clases monótonas4 S

(
{Uniones ajenas �nitas de elementos de I2}

)
⊆

F1, es decir:

µf (a1 × . . .× an) = 〈E1(a1) . . . En(an)f, f〉∀a1 ∈ B(R2)∀aj ∈ I2 con j > 1.

A partir de F1 podemos de�nir al siguiente conjunto:

F2 := {b2 ∈ B(R2)| µf (a1 × b2 × . . .× an) =
〈
E1(a1)E2(b2) . . . En(an)f, f〉

∀a1 ∈ B(R2), ∀aj ∈ I2 con j ∈ {3, 4, . . . 2n}
}
.

4Libro [4], Teorema 1.12, página 13.
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De manera análoga se ve que la σ-álgebra generada por las uniones �nitas y
disjuntas de elementos de I2 se quedan contenidas en F2, por lo que

µf (a1 × a2 × . . .× an) = 〈E1(a1)E2(a2) . . . En(an)f, f〉

∀a1, a2 ∈ B(R2) ∀aj ∈ I2 con j > 2. Siguiendo este tipo de construcción po-
demos ir generando los conjuntos F3,F4, . . . ,Fn. Tenemos que B(R2) ⊆ Fi
para toda i con lo cual queda demostrado el lema.

2.3. Teorema Espectral

Teorema 2.45. Sea µf : Cn → C una medida tal que µf (A1×A2×. . .×An) =
〈E1(A1)E2(A2) . . . En(An)f, f〉 para toda Ai ∈ B(C) (con B(C) la σ-álgebra
de borel en los números complejos) y sea g : Cn → C medible, tal que sólo
depende de la primer coordenada, entonces g es µf -integrable si y sólo si
g(z1, c1, c2, . . . , cn−1) es 〈E1(·)f, f〉-integrable, además se cumple:

∫
Cn

g(z1, z2, . . . , zn)dµf =

∫
C
g(z1, c1, c2, . . . , cn−1)d〈E1(·)f, f〉

donde ci es una constante para toda i.

Demostración. Primero supongamos que g es de la forma g = χA×Cn−1 , A ∈
B(C). Entonces

∫
Cn

gdµf = µf (A× Cn−1)

= 〈E1(A)E2(C) . . . En(C)f, f〉
= 〈E1(A)f, f〉 (pues Ei(C) = IdH ∀i)

=

∫
C
g(z1, c1, . . . , cn)d〈E1(·)f, f〉.
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Si g es una función simple g =
m∑
i=1

amχAm×Cn−1 , entonces:

∫
Cn

gdµf =

∫
Cn

m∑
i=1

amχAm×Cn−1dµf

=
m∑
i=1

µf (Am × Cn−1)

=
m∑
i=1

〈E1(Am)f, f〉

=

∫
C
(z1, c1, c2, . . . , cn−1)d〈E1(·)f, f〉.

Sea ahora g una función integrable con respecto a cualquiera de las me-
didas. Por el Corolario 1.78 existe una sucesión de funciones simples sm :
C → C que convergen puntualmente a g(z1, c1, . . . , cn) tales que |sm(z1)| ≤
|g(z1, c1, . . . , cn−1)| ∀m ∈ N.
Si sm =

∑km
i=1 aimχAim

, sea tm =
∑km

i=1 aimχAim×Cn−1 , entonces

g(z1, z2, . . . zn) = ĺım
m→∞

tm(z1, . . . , zn),

donde la sucesión también cumple |tm(z1, . . . , zn)| ≤ |g(z1, . . . , zn)| ∀m ∈ N.
Por el Lema de Fatou5 y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue6

se sigue que g es µf -integrable si y sólo si g(z1, c1, . . . , cn−1) es 〈E1(·)f, f〉-
integrable; además:∫

Cn

gdµf = ĺım
m→∞

∫
Cn

tmdµf = ĺım
m→∞

∫
C
smd〈E1(·)f, f〉.

Finalmente concluimos que:∫
Cn

gdµf =

∫
C
g(z1, c1, . . . , cn−1)d〈E1(·)f, f〉.

Observación 2.46. El resultado del teorema anterior se aplica también a la
j-ésima coordenada con j ∈ {1, 2, . . . , n}. La prueba es análoga.

5Libro [4], Corolario 4.17, página 51.
6Libro [4], Teorema 5.6, Página 62.
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De�nición 2.47. [Identidad de polarización] Para cada conjunto de Bo-
rel M ∈ B(Cn) escribimos µf (M) = µM(f); además, de�nimos:

µM(x, y) =
1

4

[
µM(x+ y)− µM(x− y) + i(µM(x+ iy)− µM(x− iy))

]
.

Teorema 2.48. La función µM es antisimétrica y bilineal.

Demostración. En principio, para el caso de rectángulos medibles, dados
a1, a2, . . . , an ∈ B(C)

µa1×...×an(x, y) =
1

4
[〈E1(a1) . . . En(an)(x+ y), x+ y〉−

〈E1(a1) . . . En(an)(x− y), x− y〉+
i(〈E1(a1) . . . En(an)(x+ iy), x+ iy〉−
〈E1(a1) . . . En(an)(x− iy), x− iy〉)]

=
1

4
[2〈E1(a1) . . . En(an)x, y〉+ 2〈E1(a1) . . . En(an)y, x〉

+ 2i(〈E1(a1) . . . En(an)x, iy〉+ 〈E1(a1) . . . En(an)iy, x〉)]

=
1

4
[4Re〈E1(a1) . . . En(an)x, y〉+ 4iIm〈E1(a1) . . . En(an)x, y〉]

(porque las resoluciones conmutan)

= 〈E1(a1) . . . En(an)x, y〉. (2.10)

De (2.10) tenemos que µa1×...×an(x, y) = 〈E1(a1) . . . En(an)x, y〉 para rec-
tángulos medibles. Sea F la clase de conjuntos M para los cuáles µM es
antisimétrica y bilineal, veamos que es cerrada bajo complementos.

µMc(x, y) =
1

4

[
µMc(x+ y)− µMc(x− y) + i

(
µMc(x+ iy)− µMc(x− iy)

)]
=

1

4

[
〈x+ y, x+ y〉 − µM(x+ y)−

(
〈x− y, x− y〉 − µM(x− y)

)
+

i
(
〈x+ iy, x+ iy〉 − µM(x+ iy)−

(
〈x− iy, x− iy〉 − µM(x− iy)

))]
= 〈x, y〉 − µM(x, y)

de lo cual se sigue que µMc también es antisimétrica y bilineal. De manera
análoga se concluye que si B ⊂ A entonces

µA−B(x, y) = µA(x, y)− µB(x, y)
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por lo tanto F es cerrada bajo diferencias.
Sea M =

⋃
k∈N

Mk, con Mk ⊂Mk+1,Mk ∈ F para toda k, entonces:

µM(x, y) = ĺım
k→∞

1

4
[µMk

(x+ y)− µMk
(x− y) + i(µMk

(x+ iy)− µMk
(x− iy))].

Con lo cual µM es bilineal y antisimétrica por ser el límite de funciones bili-
neales y antisimétricas. Por lo tanto M ∈ F .
Se concluye que F es un λ-sistema que contiene al π-sistema de los rec-
tángulos medibles, por lo tanto la σ-álgebra generada por los rectángulos
medibles está contenida en F , así B(Cn) ⊂ F . Entonces µM(x, y) es bilineal
y antisimétrica para todo conjunto de Borel M .

Teorema 2.49. |µM(x, x)| = µM(x) ≤ ‖x‖2 ∀M ∈ B(Cn).

Demostración. Sean x ∈ H y M ∈ B(Cn), tenemos lo siguiente:

µx(M) ≤ µx(Cn) = ‖x‖2.

Dada M ∈ B(Cn), la función µM es bilineal, antisimétrica y acotada,
entonces cumple la desigualdad de Schwarz:

|µM(x, y)| ≤ µM(x, x)1/2µM(y, y)1/2 ≤ ‖x‖‖y‖.

Por el Teorema 1.8 se puede concluir que dada y ∈ H, existe una única y′ tal
que µM(x, y) = 〈x, y′〉∀x ∈ H.
De�nimos el operador E1 × E2 × . . .× En ≡ E tal que E(M)y = y′ ∀y ∈ H;
como y′ es único, E es lineal, además |〈y′, y′〉| = |µM(y′, y)| ≤ ‖y‖‖y′‖ por lo
que E(M) es un operador acotado de norma menor o igual a 1.
Como 〈x,E(M)y〉 = µM(x, y) = µM(y, x) = 〈y, E(M)x〉 = 〈E(M)x, y〉 ∀x ∈
H,∀y ∈ H, entonces E(M) es autoadjunto para toda M ∈ B(Cn). Es claro
que E(∅) = 0 y E(Cn) = IdH . Si ω∩ω′ = ∅, entonces µω∪ω′(x, y) = µω(x, y)+
µω′(x, y) = 〈x,E(ω)y〉+ 〈x,E(ω′)y〉 = 〈x,

(
E(ω) +E(ω′)

)
y〉. Por la unicidad

de E(ω ∪ ω′) tenemos que E(ω ∪ ω′) = E(ω) + E(ω′).
Para x, y �jos, la función 〈E(·)x, y〉 = µω(x, y) es una medida compleja, pues
es combinación lineal de medidas positivas �nitas.

Teorema 2.50. E(ω ∩ ω′) = E(ω)E(ω′) ∀ω, ω′ ∈ B(Cn).
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Demostración. Supongamos primero que ω = a1× . . .×an, ω′ = b1× . . .× bn
con ai, bj ∈ B(C) ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , n}; tenemos:

〈E(ω)z, z1〉 = µa1×...×an(z, z1)

= 〈E1(a1)E2(a2) . . . En(an)z, z1〉 ∀z, z1 ∈ H

Entonces E(ω) = E1(a1)E2(a2) . . . En(an) y de manera análoga E(ω′) =
E1(b1)E2(b2) . . . En(bn); calculamos:

〈E(ω ∩ ω′)x, y〉 = 〈E
(
(a1 ∩ b1)× (a2 ∩ b2)× . . .× (an ∩ bn)

)
x, y〉

= 〈E1(a1)E1(b1)E2(a2)E2(b2) . . . En(an)En(bn)x, y〉
= 〈E(ω)E(ω′)x, y〉 (porque las resoluciones conmutan)

demostrando así que E(ω ∩ ω′) = E(ω)E(ω′).
Ahora, sea N = b1 × . . .× bn con bi ∈ B(C),∀i ∈ {1, . . . , n} �ja, de�nimos:

F = {ω ∈ B(Cn)
∣∣E(ω ∩N) = E(ω)E(N)}.

Los rectángulos medibles están contenidos en F ; veamos ahora que F es un
λ-sistema. Sean A,B ∈ F , B ⊂ A; se sigue:

〈E
(
(A−B) ∩N

)
x, y〉 = µ(A−B)∩N(x, y)

= µ(A∩N)−(B∩N)(x, y)

= 〈E(A ∩N)x, y〉 − 〈E(B ∩N)x, y〉
= 〈E(A)E(N)x, y〉 − 〈E(B)E(N)x, y〉
=
〈(
E(A)− E(B)

)
E(N)x, y

〉
= 〈E(A−B)E(N)x, y〉 ∀x, y ∈ H

por lo tanto A−B ∈ F .
Supongamos que {Bi}i∈N ⊂ F , Bi ⊂ Bi+1 para toda i, y sea B =

⋃
k∈N

Bk;

vamos a demostrar que B ∈ F . Tenemos lo siguiente:

〈E(B ∩N)x, y〉 =
〈
E
( ⋃
k∈N

Bk ∩N
)
x, y
〉

= µ(∪k∈NBk∩N)(x, y)

= ĺım
k→∞

µBk∩N(x, y)

= ĺım
k→∞
〈E(Bk ∩N)x, y〉

=
〈
E
( ⋃
k∈N

Bk

)
E(N)x, y

〉
.
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Por lo tanto B ∈ F , concluyendo así que F es un λ-sistema que contie-
ne al π-sistema de los rectángulos medibles, entonces por el lema de clases
monótonas7 concluimos que B(Cn) ⊂ F . Si por último de�nimos

G = {ω ∈ B(Cn)
∣∣〈E(N ∩ ω)x, y〉 = 〈E(N)E(ω)x, y〉∀x, y ∈ H}

se procede de manera análoga, teniendo así que G es un λ-sistema que con-
tiene al π sistema de los rectángulos medibles con B(Cn) ⊂ G. Quedando
demostrado E(ω ∩ ω′) = E(ω)E(ω′) ∀ω, ω′ ∈ B(Cn).

De este teorema se concluye que la función E : B(Cn) → B(H) es una
resolución de la identidad.
De lo anterior obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.51. Sean Ei : B(C) → B(H) resoluciones de la identidad que
conmutan entre sí para cada i ∈ {1, . . . , n}; entonces existe una resolución de
la identidad E1×. . .×En : B(Cn)→ B(H) tal que E1×E2×. . .×En(z1×z2×
. . .× zn) = E1(z1)E2(z2) . . . En(zn) para toda zj ∈ B(C) con j ∈ {1, . . . , n}.

Teorema 2.52. La resolución de la identidad del Teorema 2.51 es única.

Demostración. De�nimos E = E1 × E2 × . . .× En. Sea F una resolución de
la identidad distinta de E que satisface las propiedades del Teorema 2.51;
entonces, para los rectángulos medibles tenemos que F (z1 × z2 × . . .× zn) =
E(z1 × z2 × . . . × zn)∀zj ∈ B(C), j ∈ {1, 2, . . . , n}. La medida 〈F (·)x, x〉
es una extensión sobre B(Cn) de la medida µx de�nida en el álgebra A.
Por la unicidad en el teorema de Carathéodory8 se concluye que µx(ω) =
〈F (ω)x, x〉∀ω ∈ B(Cn). Por lo tanto 〈E(ω)x, x〉 = 〈F (ω)x, x〉∀ω ∈ B(Cn).
Calculando:

〈E(ω)x, y〉 =
1

4

[
〈E(ω)(x+ y), x+ y〉 − 〈E(ω)(x− y), x− y〉

= +i
(
〈E(ω)(x+ iy), x+ iy〉 − 〈E(ω)(x− iy), x− iy〉

)]
=

1

4

[
〈F (ω)(x+ y), x+ y〉 − 〈F (ω)(x− y), x− y〉

= +i
(
〈F (ω)(x+ iy), x+ iy〉 − 〈F (ω)(x− iy), x− iy〉

)]
= 〈F (ω)x, y〉

se sigue que F = E.
7Libro [4], Teorema 1.12, Página 13
8Libro [4], Teorema 7.11, página 87.
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Teorema 2.53. [Teorema espectral] Sean B1, B2, . . . , Bn n operadores
normales no acotados que conmutan entre sí (es decir, BiBj ⊂ BjBi ∀i, j ∈
{1, . . . , n} con i 6= j) de�nidos en un espacio de Hilbert H. Supongamos que
sus resoluciones de la identidad son E1, E2, . . . , En respectivamente. Enton-
ces, existe una resolución de la identidad E ≡ E1×E2× . . .×En : B(Cn)→
B(H) tal que:

〈Bix, y〉 =

∫
Cn

λid〈E(·)x, y〉

para toda i ∈ {1, . . . , n}, ∀y ∈ H,∀x ∈ Dom(Bi); en donde estamos conside-
rando Cn =

{
(λ1, . . . , λn)

∣∣λj ∈ C, j ∈ {1, 2, . . . , n}
}
y 〈E(·)x, y〉 : B(Cn) →

C tal que ω 7−→ 〈E(ω)x, y〉.

Demostración. Como Dom(BiBj) ⊂ Dom(BjBi) y BiBjx = BjBix ∀x ∈
Dom(BiBj), ∀i, j ∈ {1, . . . , n} con i 6= j se sigue que sus resoluciones de
la identidad conmutan entre sí. Proponemos la resolución de la identidad
del Teorema 2.51, hay que demostrar que esta cumple con las condiciones
mencionadas previamente. Para todo x, y ∈ Dom(Bi); por la identidad de
polarización tenemos:∫

Cn

λid〈E(·)x, y〉 =
1

4

[ ∫
Cn

λid〈E(·)(x+ y), x+ y〉

−
∫
Cn

λid〈E(·)(x− y), x− y〉+ i
(∫

Cn

λid〈E(·)(x+ iy), x+ iy〉

−
∫
Cn

λid〈E(·)(x− iy), x− iy〉
)]

Por el Teorema 2.45 la ecuación anterior es igual a

=
1

4

[ ∫
C
λd〈Ei(·)(x+ y), x+ y〉 −

∫
C
λd〈Ei(·)(x− y), x− y〉

+ i
(∫

C
λd〈Ei(·)(x+ iy), x+ iy〉 −

∫
C
λd〈Ei(·)(x− iy), x− iy〉

)]
=

1

4

[
〈Bi(x+ y), x+ y〉 − 〈Bi(x− y), x− y〉

+ i(〈Bi(x+ iy), x+ iy〉 − 〈Bi(x− iy), x− iy〉)
]

= 〈Bix, y〉

Supongamos ahora que x ∈ Dom(Bi), y ∈ H. Como Dom(Bi) es denso en
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H, existe una sucesión {ym}m∈N ⊂ Dom(Bi) que converge a y. Entonces

〈Bix, y〉 = ĺım
m→∞

〈Bix, ym〉

= ĺım
m→∞

∫
Cn

λid〈E(·)x, ym〉.
(2.11)

Supongamos también que g es medible y acotada con dominio Cn y rango
los complejos. De�nimos un operador como en la De�nición 1.85 tal que〈∫

Cn

gdEx, y
〉

=

∫
Cn

gd〈E(·)x, y〉. Entonces se cumple:

∣∣∣〈 ∫
Cn

gdEx, y
〉∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
Cn

gd〈E(·)x, y〉
∣∣∣ ≤ ∥∥∥∫

Cn

gdEx
∥∥∥‖y‖

y también
∥∥∥∫

Cn

gdEx
∥∥∥2

=

∫
Cn

|g|2d〈E(·)x, x〉 (por el Teorema 1.87).

Por lo tanto
∣∣∣ ∫

Cn

gd〈E(·)x, y〉
∣∣∣ ≤ ‖y‖(∫

Cn

|g|2d〈E(·)x, x〉
)1/2

.

Sea νR = Re(〈E(·)x, y〉) y sea νI = Im(〈E(·)x, y〉). Sean CR y DR los conjun-
tos νR-positivo y νR-negativo de la descomposición de Hahn9 de la medida
con signo νR y sean CI y DI los equivalentes para la medida νI .
Sea f una función medible con dominio Cn y rango los complejos y cuadrado
integrable con respecto a la medida 〈E(·)x, x〉, sea {fm}m∈N una sucesión de
funciones acotadas y medibles que converge a f y tal que |fm| ≤ f para toda
m ∈ N. Calculamos∣∣∣ ∫ χCR

|fm|dνR
∣∣∣ =

∣∣∣Re(∫ χCR
|fm|d〈E(·)x, y〉

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ χCR
|fm|d〈E(·)x, y〉

∣∣∣
=
∣∣∣〈 ∫ χCR

|fm|dEx, y
〉∣∣∣ ≤ ∥∥∥∫ χCR

|fm|dEx
∥∥∥‖y‖

= ‖y‖
(∫
|fm|2χCR

d〈E(·)x, x〉
)1/2

≤ ‖y‖
(∫
|fm|2d〈E(·)x, x〉

)1/2

.

De manera análoga se tiene∣∣∣ ∫ χDR
|fm|dνR

∣∣∣ ≤ ‖y‖(∫ |fm|2d〈E(·)x, x〉
)1/2

9Libro [13], Teorema A, Página 121.
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∣∣∣ ∫ χCI
|fm|dνI

∣∣∣ ≤ ‖y‖(∫ |fm|2d〈E(·)x, x〉
)1/2

∣∣∣ ∫ χDI
|fm|dνI

∣∣∣ ≤ ‖y‖(∫ |fm|2d〈E(·)x, x〉
)1/2

De forma que∫
|fm|d‖〈E(·)x, y〉‖ ≤ 4‖y‖

(∫
|fm|2d〈E(·)x, x〉

)1/2

≤ 4‖y‖
(∫
|f |2d〈E(·)x, x〉

)1/2

donde ‖〈E(·)x, y〉‖ es la variación de la medida compleja 〈E(·)x, y〉. Por el
Lema de Fatou10 y el Teorema de convergencia dominada de Lebesgue11 se
sigue que:

ĺım
m→∞

∫
|fm|d‖〈E(·)x, y〉‖ =

∫
|f |d‖〈E(·)x, y〉‖ ≤ 4‖y‖

(∫
|f |2d〈E(·)x, x〉

)1/2

así, f ∈ L1(‖〈E(·)x, y〉‖) y
∣∣∣ ∫ fd〈E(·)x, y〉

∣∣∣ ≤ 4‖y‖
(∫
|f |2d〈E(·)x, x〉

)1/2

.

Ahora, si x ∈ Dom(Bi) entonces λi es el cuadrado integrable con la medida
〈E(·)x, x〉, de manera que por el Teorema 2.45, λ es el cuadrado integrable
con respecto a la medida 〈E(·)x, x〉. Si {ym} es como en (2.11), tenemos∣∣∣ ∫

Cn

λid〈E(·)x, y〉 −
∫
Cn

λid〈E(·)x, ym〉
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫

Cn

λid〈E(·)x, y − ym〉
∣∣∣ ≤ 4‖y − ym‖

(∫
Cn

|λi|2d〈E(·)x, x〉
)1/2

−→
m→∞

0

De esto último y de (2.11) concluimos

〈Bix, y〉 = ĺım
m→∞

∫
Cn

λid〈E(·)x, ym〉 =

∫
Cn

λid〈E(·)x, y〉∀y ∈ H∀x ∈ Dom(Bi)

quedando demostrada la existencia de la resolución de la identidad.

Teorema 2.54. La resolución de la identidad del Teorema 2.53 es única.
10Libro [4], Corolario 4.17, página 51
11Libro [4] Teorema 5.6, página 62
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Demostración. Sea F otra resolución de la identidad que cumple con las
premisas del Teorema 2.53, vamos a ver que F = E.
De�nimos las funciones F1, F2, . . . , Fn : B(C)→ B(H) como sigue:

F1(A) = F (A× Cn−1)

F2(A) = F (C× A× . . .× Cn−2)

...

Fn(A) = F (Cn−1 × A).

Como ∫
Cn

χA×Cn−1d〈F (·)x, y〉 = 〈F (A× Cn−1)x, y〉

= 〈F1(A)x, y〉

=

∫
C
χAd〈F1(·)x, y〉,

entonces, para cualquier función s simple que sólo depende de la primera
coordenada y para constantes c1, c2, . . . , cn−1 se tiene:∫

Cn

sd〈F (·)x, y〉 =

∫
C
s(λ1, c1, . . . , cn−1)d〈F1(·)x, y〉. (2.12)

Sea x ∈ Dom(B1), entonces por hipótesis se sigue que λ1 es cuadrado in-
tegrable con respecto a la medida 〈F (·)x, x〉, además, como la medida es
�nita, también es absolutamente integrable. Sea {sm}m∈N, sm : C → C
una sucesión de funciones simples que convergen de manera monótona a

λ (es decir, |sm| ≤ |sm+1|∀m ∈ N), entonces si sm =
km∑
i=1

ai,mχAi,m, sea

tm =
km∑
i=1

ai,mχAi,m×Cn−1 , se obtiene que la sucesión {tm}m∈N converge de ma-

nera monótona a λ1, entonces, por el Teorema de convergencia monótona12∫
Cn

|λ1|d〈F (·)x, x〉 = ĺım
m→∞

∫
Cn

|tm|d〈F (·)x, x〉, y por (2.12) esto último es igual

a ĺım
m→∞

∫
C
|sm|d〈F1(·)x, x〉; donde una vez más por el teorema de convergencia

12Libro [4], Teorema 4.13, página 48.
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monótona esto es igual a
∫
C
|λ|d〈F1(·)x, x〉. Por el teorema de convergencia

dominada de Lebesgue∫
Cn

λ1d〈F (·)x, x〉 =

∫
C
λd〈F1(·)x, x〉∀x ∈ Dom(B1)

y de manera análoga∫
Cn

|λ1|2d〈F (·)x, x〉 =

∫
C
|λ|2d〈F1(·)x, x〉∀x ∈ Dom(B1).

Si x, y ∈ Dom(B1); como

〈F (ω)x, y〉 =
1

4

[
〈F (ω)(x+ y), x+ y〉 − 〈F (ω)(x− y), x− y〉

+ i
(
〈F (ω)(x+ iy), x+ iy〉 − 〈F (ω)(x− iy), x− iy)〉

)]
y

〈F1(ω)x, y〉 =
1

4

[
〈F1(ω)(x+ y), x+ y〉 − 〈F1(ω)(x− y), x− y〉

+ i
(
〈F1(ω)(x+ iy), x+ iy〉 − 〈F1(ω)(x− iy), x− iy)〉

)]
se obtiene que:

〈B1x, y〉 =

∫
Cn

λ1d〈F (·)x, y〉 =

∫
C
λd〈F1(·)x, y〉∀x, y ∈ Dom(B1).

Como Dom(B1) es denso en H, existe una sucesión {ym}m∈N ⊂ Dom(B1)
que converge a y. Entonces:

〈B1x, y〉 = ĺım
m→∞

{B1x, ym〉

= ĺım
m→∞

∫
Cn

λ1d〈F (·)x, ym〉

= ĺım
m→∞

∫
C
λd〈F1(·)x, ym〉

por lo tanto:

〈B1x, y〉 =

∫
Cn

λ1d〈F (·)x, y〉 =

∫
C
λd〈F1(·)x, y〉 ∀x ∈ Dom(B1) ∀y ∈ H.

De la unicidad del Teorema 2.16, se concluye que F1 = E1. A su vez, de
manera análoga, Fi = Ei para toda i ∈ {1, 2, . . . , n}. Se sigue F (A×Cn−1) =
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E1(A)∀A ∈ B(C), F (C×A×Cn−2) = E2(A)∀A ∈ B(C), . . . , F (Cn−1×A) =
En(A)∀A ∈ B(C).
Finalmente F (A1 × Cn−1)F (C × A2 × Cn−2) . . . F (Cn−1 × An) = F

(
(A1 ×

Cn−1) ∩ (C × A2 × Cn−2) ∩ . . . ∩ (Cn−1 × An)
)

= F (A1 × A2 × . . . × An) =
E1(A1)E2(A2) . . . En(An)∀A1, A2, . . . , An ∈ B(C). Por el Teorema 2.52 se
concluye que F = E1 × E2 × . . .× En.
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