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Introduccion

En esta tesis estudiaremos el modelo de Percolacion de tltimo pasajero, el
modelo de crecimiento, el modelo de filas y almacenes y por tultimo la repre-
sentacién Robinson-Schensted-Knuth (RSK). Y las relaciones que existen entre
ellos.

La percolacién de iltimo pasajero es un modelo sobre una malla con pesos
aleatorios; es andlogo al modelo de primer pasajero analizado en Kesten[5] y
Durrett[2]. En el caso de tltimo pasajero lo que se busca es maximizar el peso
de la trayectoria entre dos puntos de la malla cuyo movimiento esta restringido
en moverse a la derecha o hacia arriba.La interpretacién fisica de este modelo es
de una particula que se quiere mover en un medio aleatorio de un punto inicial
a uno final pero toma los caminos con méas peso. En nuestro caso estudiaremos
una malla de dimensién dos cuyos pesos son v.a.i.i.d. con pesos exponenciales
o geométricos. Esto se debe a que son los tnicos caso no triviales en donde se
conoce explicitamente la funcién de forma g!; para el caso en que los pesos son
exponenciales el resultado fue demostrado por Rost [13].

En el capitulo 2 estudiaremos el modelo de crecimiento asociado al tiempo de
pasaje T2. Analizando el conjunto de puntos sobre la malla tales que la suma de
los pesos del origen a dicho punto es menor a un cierto tiempo t; bésicamente
se trata de describir la forma de crecimiento, digamos, de un cristal que esta
limitado a crecer sdlo a la derecha y hacia arriba.

En el tercer capitulo abordaremos el modelo de filas y almacenaje. Este modelo
parte de suponer que tenemos una cantidad infinita de clientes y una canti-
dad infinita de cajas, las cajas y los clientes estdn etiquetados con naturales
1,2,...etc.. Para que el cliente 1 pase a formarse a la caja 2 primero debi6 de
haber acabado su tramite en la caja 1 y asi sucesivamente: para cualquier caja
k primero debié acabado su tramite en las k-1 cajas anteriores. Naturalmente
para que el cliente 2 sea atendido en la caja 1 primero el cliente uno debié haber
acabado su tramite en la caja 1; este tipo de modelos se llama FIFO? i.e. el
primero que entra es el primero que sale (por sus siglas en ingles). Por lo que
para que el cliente n sea atendido en la caja k deben suceder las siguientes dos
cosas: 1) el cliente n-1 debié haber acabado su tramite en la caja k y 2) el cliente
n debid haber concluido su tramite en la caja k-1.

ILa funcién de forma g se introduciré formalmente en el capitulo 1 de este trabajo.
2E] tiempo de pasaje T serd introducido en el capitulo 1.
3First in First out
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Este modelo se estudia suponiendo proceso Poisson, asi que las llegadas son
v.a.i.i.d. exponenciales. De aqui se sigue que es un proceso de Markoviano. Si
los tiempo de servicio también forman un proceso Markoviano estamos ante una
fila M/M/1, que quiere decir que el proceso de llegada es Markoviano, el proce-
so de servicio es Markoviano y el niimero de cajas que atienden a cada paso es
una. Aqui demostraremos el teorema de Burke, que dice que en el equilibrio el
proceso de salida efectiva de una fila M/M/1 estacionaria tiene la misma tasa
que el proceso de llegada. Mas adelante en esa misma seccién se generalizara
el teorema de Burke para el proceso puntual marcado formado por el proceso
de llegada y los tiempos de servicio. Finalmente se introducird el modelo de
almacenes y veremos algunas igualdades que son naturales en la interpretacion
del modelo.

En el capitulo 4 estudiaremos la representacién Robinson-Schensted-Knuth (RSK)
que nos da un algoritmo para crear un tablero de Young de una palabra sobre
un alfabeto K con N letras. Lo relevante es que la palabra puede ser formada
por una serie de variables aleatorias determinadas por dos parametros; esto nos
recuerda los pesos sobre la malla de la percolacién de iltimo pasajero, en la
cudl (para dimensién dos) los pesos sobre cada punto estdn determinados por
variables aleatorias de dos pardmetros que representan las coordenadas de cada
punto. Por lo que mostramos la relacién entre percolacién de ultimo pasajero y
el modelo RSK, pues resulta ser que la percolaciéon de ultimo pasajero coincide
con el primer renglén de la tabla de Young formada por el algoritmo RSK.
Por 1ltimo en el quinto capitulo estudiaremos la relacién entre los modelos in-
troducidos en los capitulos anteriores.



Capitulo 1

Percolacion de ultimo
pasajero

1.1. Definicion del modelo.

En el desarrollo de esta tesis se trabajé con mallas d-dimensionales no-
negativas en Zi. Ahora introduciremos notacién y algunas definiciones bésicas.
d f d Td d ,
Para x € Z% (y similarmente para Z“, RY y R®) denotaremos a x; como la
i-ésima coordenada de x; usaremos la norma ||z|| = }_ | «; |. Denotaremos por
0 a el origen y a e; al punto que tiene todas sus coordenadas iguales a 0 excepto
la i-ésima coordenada que es 1.

Notacién. Escribiremos x<ax’ si x; <z, Vi=1,..,d.

Ahora, para cada z = {z1, 29, ..., 24} en Z%, asociamos el peso X(z). don-
de asumimos que los pesos {X(z),z € Z¢} son variables aleatorias i.i.d. no-
negativas, con funcién de distribucion F. A veces escribiremos simplemente X
para denotar una v.a. con distribucién F.

Definicién 1.1.1. Camino dirigido. Para z en Zi un camino dirigido es un
conjunto de puntos en el cudl cada paso consiste en incrementar una unica
coordenada por 1 (z(j + 1) = z(j) + ei, para algin i € {1,...,d}).

Definicién 1.1.2. Sean z1, 2z en Z‘i, con z1 < za, Definimos a I1(z1, z2) como
el conjunto de caminos dirigidos con punto inicial z y punto final zo. Por
convencion se excluye el punto inicial z.

Identificaremos a un camino por los puntos que éste contiene, ademas todos
los caminos 7 € II(z1, z2) tienen un peso o Longitud ||z2 — z; || donde ||| denota
la norma del taxi en Z<.

Definicién 1.1.3. Tiempo de ultimo pasajero. Para cada par de puntos
z1 < zy definimos T(z1, z2) (el tiempo de ultimo pasajero de z a z2) como

3
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el mdximo peso de todos los caminos dirigidos de z, a zo. Esto es:

T(z1, ) = egl(ax )ZX(v).
g 22) en

En el caso en que z; = 0, escribiremos simplemente I1(z) = 11(0, z) y

Como T(z) es el peso méximo de todos los caminos directos del origen a el
punto z obtenemos de manera inmediata la siguiente propiedad.

Proposicién 1.1.4. Propiedad de superaditividad Sean z, 2, z3 € Z¢ Si
21 < 25 < z3 entonces

T(z1,20) + T (2, 23) < T(z1,23) (1.1)

Ahora supongamos que E(T(z)) < oo para todo z > 0 y para cada x en R‘i
definimos

g(x) = sup lIFL‘(T([mL‘])),l (1.2)

neN T

(que puede ser infinito). A veces escribiremos gr(x) para enfatizar la dependen-
ciadegen F.

A continuacién enunciaremos el Teorema ergddico de Kingman en su version
subaditiva; la demostracién del teorema se puede consultar en [6].

Teorema 1.1.5. Teorema ergodico de subaditividad de Kingman. Su-
ponga (X n) es una coleccion de v.a. indexadas por nimeros enteros tales que
0 <m <n y satisfacen:

1) XO,n S XO,m + Xm,n7

2) La distribucion conjunta de {Xpm+1 m+tk+1,k > 1} es la misma que la de
{ Xt m+k, k > 1} para cada m positivo,

8) Para cada k > 1, { Xk (nr1)k,n > 1} es un proceso ergddico.

Entonces:

X = lfm 20 _ gy BXon _ g EXon

n—oo N n—00 n n n

(1.3)
y el limite X es un variable aleatoria que es constante casi seguramente.

Las siguientes propiedades de la funcién g son inmediatas de la definicién de
g (1.2) y de la propiedad de superaditividad (1.1), usando una versién (super-
aditiva) del Teorema ergédico de subaditividad de Kingman 1.1.5.

![nz] denota a el miximo entero de nx.
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Proposicién 1.1.6. Suponga que E | X |< oo entonces:

i) Para cada © en RL

1
—T([nx]) — g(x) cuandon — oo,c.s.ysi | g(x) |< cotambienen L.
n

i) g(ax) = ag(x) para toda o < 0, z € RY.

iii) g es invariante bajo permutaciones de coordenadas.
; d

iv) g(x) + g(y) < g(x+ y) para toda x,y € RY.

Demostracion. i). En [6] tenemos (como ya se menciond) una versién subaditiva
para variables aleatorias de dos pardmetros; en nuestro caso como las T'(z1, z2)
son v.a. positivas podemos multiplicar por un menos uno (—7'(z1,2z2)) y obtener
v.a. negativas. Ahora demostremos que cumple las hipétesis (1.7)(1.8)(1.9) de
[6]. Notemos que (1.7) se cumple, pues al multiplicar por un menos a las variables
se invierte la desigualdad en (1.1). También ocurre que (1.8) y (1.9) se cumple
trivialmente pues pedimos las (X;); i.i.d. por lo que cumple las condiciones del
Resultado 1 de [6] y al combinar (1.4) y (1.5) obtenemos:

1 1 1
tim ~ (-7 )= lim —E(-T ) =inf~E(-T ).
Jin (= T(n)) = lim ~E( = T(nx]))) = inf B~ T([nx])
Al multiplicar por un menos obtenemos el resultado que queriamos.

i1). Es inmediato del Teorema de super aditividad de Kingman; esto es:

g(az, ay) = lim 1E(T([naz], [nay])

n—oo nN

lim 2E (T ([aa], [iw]))

—00 N

— o lim ~E(T([ha], [r]))

n—oo N

= ag(z,y)

donde n = na.

i11). Primero las v.a. T'([nz], [ny]) y T'([ny], [nx]) son iguales en distribucidn,
i.e,
D
T([nx], [ny]) = T([ny], [nx])
pues son maximos de sumas de variables aleatorias independientes e idéntica-

mente distribuidas, ademds tienen la misma cantidad de sumandos pues (||(z, y)|| =
|l (y,z)||). Entonces

E(T([nz], [ny])) = E(T ([ny], [nx])),

luego
ltm ~E(T([na], [ny]) = tim ~E(T([ny), [na])).

n—o0o N, n—o0o N
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Finalmente del teorema (1.1.5) sabemos que el limite del lado derecho (o del
lado izquierdo) existe y es tnico. Por lo tanto

g(z,y) = g(y, ).

iv). Por 1.1 tenemos:

T([nx]) + T([ny]) < T(In(x+y)])
= CB(7() + - B(Tny))) < T B(T(InGety))
= iléll\)l %]E(T([nx])) + sup lIE(T([ny])) < igg %E(T([n(x—{—y)]))

= g(x) +g(y) < g(x+y)
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1.2. Principales resultados

La Proposicién 2.2 y el Teorema 2.3 de [8] J.B. Martin demuestra que la
funcién de forma g estd acotada y es continua. A continuacion citaremos dichos
resultados.

Teorema 1.2.1. i
ElX |<oo (1.4)

/000(1 — F(s))ids < oo (1.5)

entonces | g(x) |< oo para todo ® en R%. Mds ain g es continua en todo R
incluyendo los limites.

Ahora pasemos a uno de los resultados méds importantes en el modelo de
Percolacién de tltimo pasajero. En adelante la dimensién del espacio serd d = 2
a menos que se indique lo contrario.

2

Teorema 1.2.2. Si la distribucion F tiene media u, varianza o° y ademds

satisface:

/00(1 — F(s))Y2ds < oo, (1.6)
0

/0 (1—F(s))"%ds < . (1.7)

— 00

Entonces, cuando a decrece a cero,

9(1,0) = p + 20/ + o(Va).

La demostracién de este teorema se hace al final de esta seccién, debido a
que primero mostraremos algunos resultados que haran més sencilla dicha tarea.
Los siguientes resultados son un poco més detallados que los presentados en [8].

Para este primer lema obtendremos una tasa de crecimiento cuando la fun-
cion de distribucién F es Bernoulli. Esto lo haremos a través de una comparacion
con otro modelo de percolaciéon en donde la distribuciéon Bernoulli tiene solucién
exacta.

Lema 1.2.3. Para toda a > 0, p € [0,1],

9Ber(p) (L, @) < (14+a)+2vVavl+ay/p(l—p) .

Demostracién: Recordemos que

T(k) = ma X
(k) ”211%(}‘(%@ (v)
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con k = (m,n) € Z2. donde II(k) = II((0,0), (m,n)) = II(m,n) es el con-
junto de caminos directos de Zg, Z1, ..., Zy4+n—1 donde Zy = 0.
Ademds ocurre que 1 < i <m+n—1,z; —z;_1 = e; para j € {1,2}. Defini-
remos un conjunto alternativo de caminos directos f[(k) donde los caminos de
este conjunto son de la forma:

(ano)v (1ay1)7 ceey (m - 1’ ym—l)’

donde 0 <yp <y1 <+ < yYm—1 < n. Definimos:

Definamos la funcién ¥ : ZZ — Z3 por ¥(z,y) = (z + y,y). Es claro que la
funcién ¥ es inyectiva y como {X(z),z € Z3 } son i.i.d., tenemos:

E(T(k)) =E m4 X(z) =E m4 X(¥(z)). 1.8
(T'(k)) ndx 2 (z) nax 2 (¥(2)) (1.8)
Para un camino m = Zy, ..., Z,_1, denotamos por ¥(x) al camino ¥(zo, ..., ¥(z,-1)).

Sea U(II(m,n)) := {7 : # = V() para alguna 7 € II(m, n)}, entonces ¥(II(m,n)) C
(m 4+ n,n) de donde se sigue que si 7w € II(m, n) entonces ¥(w) € (m + n,n).

Asi, a partir de (1.8) tenemos que

ET —E md X
(mn) =E mix = > X(V)
vew(r)

=E max X(v
ﬁE\P(H(m,n)); ( )

<E méx X(v)

F€(m,n) ve
=E(m+n,n).
De lo anterior se sigue que
l,a)= U 1]ET < I 'flEl 1.9
g(L,a) = lm ~ET(n, [an]) < lim inf “E([1+ aln, [an]).  (L9)

En [14] Seppildinen analiz6 la funcién de percolacién directamente basada
en el conjunto II antes definido, y en particular para pesos Bernoulli obtuvo:

o1
lim —Epe. ) ([aan], [aan]) < aip + 2¢/arasy/p(1 — p).

n—00 N

Sustituyendo esta ultima desigualdad en (1.9) con oy = 1+ ay as = «
obtenemos:

g(1,0) <1+ a)p+2ya(l+a)y/p(l—p) O
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Lema 1.2.4. Sea Fy y F3 funciones de distribucion con medias p1 y po y
satisfacen (1.6) y (1.7). Entonces para toda oo > 0 ocurre que

|97 (1, @) = gp, (1, 0) = (T4 @) (p1 — p2)| < 2V/a(1 + @) /jO |1 (s) = Fa(s)]'/2ds.

Demostracion. Sea {U(z),z € Z2}) v.a. uniformes [0,1] i.i.d., y para i = 1,2,
sea X;(z) = F;(U(z)), donde F~!(u) = sup{x : F(z) < u}. Entonces para i =
1,2, {X(z),z € Zi} son i.i.d. con funcién de distribucién F;, y para cualquier

X,

P(X1(2) > @, Xa(2) < 2) = [Fa(2) — Fy()]"

P(Xs(z) > 2, X1(2) < x) = [Fi(z) — Fa(2)]".

Ahora:
gFl(]‘7 a) —9Fr; (17 a)

1 1
= lim —E i X — lim —E A X
fm_—~ max ) ; 1(z) — lim max Z 2(2)

n— o0 well(n,[na n—o00 N ﬂEH(n,[na})ze
™

< lim SE  méx DZZ(Xl(z)XQ(z)>

n—oo N well(n,[na

.1 ) >
= nh_{rolo ngeﬁ?ﬁﬁa}) /_OO Zze;r []I(Xl(z) > x,Xa(z) < x) —1(X1(2z) < z, X2(z) > x)}

< lim LE / T Y [1(X1(2) > 2, Xs(2) < ) ~ WX (2) < 7, Xo(2) > )]

n—0o00 M oo TEI(n,[nal) vt

e 1
= lim —E i I(X >z, X —I(X X > .
| s e ) 21 (2) 2 2, X(e) < ) I (2) < 2 Kofa) 2 )

En este ultimo paso utilizamos primero el Teorema de Fubini y después el
Teorema de convergencia mondtona.
Entonces:

g (L) —gp, (1, a) < /00 lim 1{IE max DZ []I(Xl(z) >z, Xo(z) < x)}

oo PO N well(n,[na e

+E méx (Z [1 —1(X4(2) < x, Xo(z) > x)] — Zl) }da:

m€ll(n,[nal) zET zZET

= / 9Ber([Fa(x)—Fi (2)]) (1, @) + GBer(1—[F1 (2)— P (2))) (1, @) — (1 + a)dx.

— 00

Por el Lema 1.2.3



10 CAPITULO 1. PERCOLACION DE ULTIMO PASAJERO

gr (1, 0) — gr, (1, ) < /jo {1+ o) ([Fa(z) — Fi(x)] +1 = [Fi(z) — Fa(2)])
+ 21+ a([Fo(z) — Fi(x)]V? + [Fi(z) — Fa(x)]Y?) — (1 + ) }da
=(1+a) / (Fo(z) — Fi(x))dz + 2v/aV/1 + a[ [Fy(z) — Fy(2)])?dx

— 00

= (14 a)(p1 — p2) +2vav/1 + a/_oo [F1(z) — Fy(2)]"?dx

Al proceder de la misma manera pero ahora sobre gra(1, @) — gr, (1, @) obtene-
mos:

gra(La) — g, (L) < (1+0) (2 — ) +2vavI T / IF\(2) — Fy()]/2da,
de donde concluimos

g7 (1, @) =gp, (1, @) = (T4 @) (p1 — p2)| < 2V/a(1 + ) /jo | (s) = Fa(s)]'2ds.
0

Lema 1.2.5. Sea F que satisface (1.6) y (1.7), y sea € > 0. Entonces hay una
funcién F con soporte acotado que tiene la misma media y varianza que F y
satisface:

o0

/ |F(s) — (s)|Y/2%ds < e.
— 00
Demostracién: Sea X una v.a. con distribucién F. Consideremos primero

el caso en que X es una v.a. positiva c.s., es decir P(X > 0) = 1. Sea t > 0. Si
P(X > t) = 0, entonces F misma tiene soporte compacto y tomamos F =F.De
otra manera, definimos m = E(X|X > t) y w = E(X?|X > t), y sean p,u tales
que:

(1 —p)t+pu=m, (1.10)
(1—p)t* + pu® = w. (1.11)
La soluciones son:
(m —t)?
b= (m—1)2 +w—m2’
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_ notemos que 0 <p<1lywu>t dadoquem>tyw > m?2. Asi, definimos
F por:

N F(z) si0<a<t
Flz)=4q 1-p[l-F(t)] sit<z<u (1.12)
1 six > u.

Tenemos que Fitiene soporte compacto dado que F (u) = 1. Notemos que si
tiene distribucién F, debido a (1.10) y (1.12), ocurre que:

EX =E(X:X <t)+(1—p)[l— F@O)t+p[l — Ft)]u
=EX; X <t)+P(X > t)[(1—p)t+ pu
= EX.

De manera similar, podemos usar (1.11) para obtener E(Xz) = E(X?).
Para finalizar la prueba notemos que

b S*~81/28 Oo* 81/28 oo*"SI/QS
| 1@ =Pl < [n-Pe s [ -
= [0 Fr s+ [Tpa - oy eas
< /00[1 — F(s)]Y%ds + [pu*P(X > t)]'/?

g/ [1— F(s)]V2ds + E(X%: X > 6)1/2,
t

Como supusimos que ftoo[l — F(s)]'/2ds < o0, lo anterior implica que EX? <
00. Escogiendo a t suficientemente grande podemos hacer el segundo sumando
de la expresion anterior tan pequefio como queramos, esto es:

(oo}
/ [1— F(s)]Y%ds + E(X% X > 1)V/2 <&
t

de donde se sigue el resultado deseado. [J

Lema 1.2.6. Sea F una distribucion con soporte acotado, y para k € N, sea
F®) lq distribucion de X1 + Xo + - - - + Xy, donde {X;} son variables i.i.d.
con distribucion F. Sea v : Ry — N una funcion que satisface r(a) — oo y
r(a)v/a — 0 cuando o | 0. Entonces:

1 1
lim ——|gr(1,0) - ——gpn (1 = 0.
lim % gr(1,a) )9 ) (Lar(a)| =0

Demostracion. Para (z,y) € Z% y r € N, sea B (z,y) el conjunto {(rz +
iy),i=0,1,..,r—1}.
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Estos conjuntos B (z) forman una particién en Zi; béasicamente hemos agru-
pado los sitios de Zi en bloques de longitud r y altura 1. Vamos a comparar
nuestro modelo original con uno donde cada uno de estos bloques funciona como
un Unico sitio, cuyos pesos son la suma de los sitios originales que contienen los
bloques.

Dado 7 € II(nr, m), podemos encontrar 7 € II(n,m) tal que

UB"(2Z)an

FAS

< mr, (1.13)

2donde A denota la diferencia simétrica. (Por ejemplo, se puede elegir 7 =
{z : "B (2) # (0}). Similarmente, dado 7 € II(n,m), podemos encontrar
7 € II(nr, m) que satisfaga (1.13).
Suponga que {X(z),z € Z2} son variables i.i.d. con distribucién F(". Sea K
tal que P(|X| > K) = 0. Entonces

max ZX(Z)— max X(z)| <

well(nr,m) = 7ell(n,m) =

T

de lo que se sigue que:

1 11 1
‘—EFT(nr, m) — ——EpmT(n, m)‘ < —mrK.
nr rn nr

Si hacemos m = [anr] y al hacer n tender hacia infinito obtenemos

1
‘gp(l,a) - ;gﬂr)(l,ar)‘ < arkK.

Si r es una funcién de « que cumple rv/a — 0 cuando « | 0, entonces el lado
derecho de la ultima ecuacién es del orden de o(y/a) cuando « | 0, como se
queria. O

Lema 1.2.7. Sea F una distribucion con soporte acotado, con media pp y
varianza o%. Sea F®) la distribucion de X1 + Xo + - - - + X}, donde {X;} son
i.i.d.con distribucién F. Sea r : Ry — N una funcidon que satisface r(a) = 0o y
r(a)y/a = 0 cuando a | 0. Entonces:

1|1 go (1, ar())

i < | g (L o) — e — o 2SN

donde ® es la distribucion normal estandar.

Demostracion. El Teorema (5.16) de [12] da un tasa de convergencia en el Teo-
rema de limite central, para las distribuciones F que tienen tercer momento
finito. En nuestro caso F tiene soporte acotado y por eso tiene tercer momento
finito; de ahi tenemos que existe C' = C(F) tal que:

FO) (z) — ®(x)| < Cr'/?(1 + |z])~3

2Donde | - | denota cardinal de un conjunto.
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para toda r € N, z € R, donde F() es la distribucién de X1+ ...+ X, -
rup)/(opy/r). La distribucién F7 es la distribucién F(") normalizada, con media
0 y varianza 1.

Ahora combinamos esta cota con el Lema 1.2.4; para cualquier r € N, ocurre

— =950 (L,ar) — —op———=
NG 9Em HE F Jr

1 |oF ga (1, ar)
= ﬁ %QF(T)(I,QT) - O-FT
OF
= ﬁ@ﬁm(l,a?“) —gs(1,ar)|
;2\/&\/@/ CrV2(1 4 [a)) )Y 2 de

,  V1+ar

o
F 7"1/4 )

<

I
Q

donde C’ es alguna constante de r y a. Si r es una funcién de a tal que
rya — 0y r — oo cuando a | 0, entonces el lado derecho de la ecuacién
anterior tiende a 0 cuando « | 0, como se queria. O]

Lema 1.2.8. Sea F una distribucion con media i y varianza 0%, que satisface
(1.6) y (1.7) y una funcién r : Ry — N que satisface r(a) — oo y r(a)y/a — 0
cuando a | 0. Entonces:

go(1,ar(e))| _
E%T‘QF(LQ)—MF—UJ‘@W‘ =0. (1.14)

Demostracion. Sea € > 0. Usando el Lema 1.2.5, escogemos una distribucién F
con soporte compacto, con la misma media y varianza que F; y que cumpla

/oo F(z) — B(a)|2de < /2. (1.15)

—00

Entonces

gq>(1,ar(a))’
r(a)
\ﬁ‘g pr — gFg‘P(l’;;()a))‘

lims —‘ 1,a) —gs(1, ’
+;I£bup\/agF( a) —gp(l,a)

hmsupf‘gp —WUF —OF

< hm sup

El primer término es 0 debido a los lemas 1.2.7 y 1.2.8 y usando el hecho de que
F tiene la misma distribucién, media y varianza que F; el segundo término esta
acotado superiormente debido al lema 1.2.4 y (1.15). Como esta cota funciona
para toda ¢ > 0, obtenemos el resultado deseado. O
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Ahora demostraremos el teorema 1.2.2

Demostracion. Tomamos cualquier r que satisfaga las condiciones del Lema
1.2.6, por ejemplo 7(a) = [a!/4]. Cuando F es una distribucién exponencial
de pardmetro 1, en [13] se da una férmula exacta gr(l,a) = 1 + 2/a + a.
Sustituyendo en (1.14) obtenemos:

llmi2f+af ga(l, ar(a))

go(Lar@)| 1
10 Va @ ‘ v ’+1 v

Por hipétesis el ultimo término se va a cero y obtenemos

90 /a — ga(1, Exr)( ))‘ —0 (1.16)

Finalmente tomamos una F que satisfaga (1.6) y (1.7), y al combinarlo con
(1.14) y multiplicando a (1.16) por or a ambos lados llegamos a que

go (1, ar(a)) ’ — lim 1
r(a) al0 \/a

%m@Wﬁﬂﬂwmy

hm ‘QF —pp —Op ———"
5 Vo
Concluimos que

gollar(@) o o ge(Lor(e)

iy ) - L Lot .

= hrn ‘gpla ,uF—JF—ZUFf‘—O
N



Capitulo 2

Modelos de Crecimiento.

2.1. Definicién del modelo

Para obtener el modelo de crecimiento asociado a la percolaciéon de ultimo
pasajero definimos el conjunto relacionado a la funciéon de dltimo pasaje al
tiempo t por:

d
B(t) ={z e RY : T([x]) < t},

para toda t > 0. B(t) es creciente en t; en el sentido de que para 0 < t; < to,
B(t;) C B(ts), ademds si x; < X9 y X9 € B(t), entonces x; € B(t), con
x1,%2 € R%. Al conjunto B(t) a veces se le llama “conjunto cubierto al tiempo
t7.

El modelo de crecimiento también puede ser descrito en términos del crecimien-
to local gobernado por la los pesos de X (z). El cuadrado z + [0,1)* C R% es
“anadido” al conjunto cubierto al tiempo T'(z). Para que esto pase, el cuadrado
de la izquierda y el cuadrado inferior respecto a z deben ya pertenecer al con-
junto cubierto. Una vez que las condiciones se cumplen, tenemos que a partir
del tiempo méx{7T(z — (0,1)),T(z — (1,0))} el cuadrado z + [0,1)? espera un
tiempo aleatorio X(z) hasta que entra al conjunto.

Definimos al subconjunto B de ]Ri por:
B={x:g(x) <1}.

Debido a la superaditividad de la funciéon de percolacién tenemos que B es
céncavo.

Teorema 2.1.1. Suponga que F satisface (1.5). Entonces para toda € > 0,

(1—6)B§¥§(1+5)B,

con probabilidad 1 a partir de cierto valor suficientemente grande de t.

15
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Bésicamente el Teorema (2.1.1) da la convergencia de la ley débil de los
grandes nimeros cuando uno esta variando sobre todas las direcciones posibles
X.

Demostracion. Teorema 2.1.1 El Teorema se sigue de que |g(z)| < oo y que
para toda € > 0, hay casi seguramente una cantidad finita de z en Zi tales que

IT(Z) = g(2)| > elg(2)].

Como supusimos que |g(z)|/||z|| es acotada lejos del origen, tenemos que |g(z)| >
llz|| inf, |g(2”)|/||2’||, asi que de hecho basta con mostrar que para toda ¢ > 0,
hay casi seguramente una cantidad finita de z tales que |T(Z) — g(z)| > ¢||z] .

Para demostrar esto tiltimo usaremos los siguientes lemas.

Lema 2.1.2. Suponga que F satisface fi)oo FY4(s)ds < 0oy [7(1=F(s))/ds <
00. Sea € positiva, Si L es suficientemente grande, entonces con probabilidad 1,

T(z—T" (2)| < el
para todos excepto un numero finito de z en Zi.l

Demostracion. Sea L suficientemente grande tal que ¢ f;o(l — F(s))Yds < /2
y cf__OLC F(s)"/%ds < £/2, donde c es la constante del Lema (A.0.2)2.

Sea z € Zi; para alguna 7* € II(z), entonces asociando términos con mismas
coordenadas obtenemos:

T(z) -TH(2)= ) [X(v) - XD (v)].

Asi que:
7=l < 3 IX() - XD ) (2.1)
=S X -+ Y FL-XML (22)
< %Z%Zv% T @ggvvev?“(vx (2.3)

donde definimos a V) = [X(v) — L], ya W) = [-L — X(v)]4.

1Recordemos que X (v) = méax{min{X(v),L},—L} por lo que |[X)(v) =
min(| X (v), L).
2El Lema (A.0.2) se encuentra en el Apéndice.
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Ademids la igualdad se da debido a que si X(v) € [—-L, L] entonces X (v) —
XE)(v) = X(v) — X(v) = 0, en caso de que X(v) > L tenemos X(v) —
X (v) = X(v) — L; finalmente si X (v) < —L entonces | X (v) — X(L)( )| =
X(¥)— (~L)] = [X() + L] = |~ L~ X(¥)| = [-L— X(v)]; pues (~L— X (v
es positivo.

~—

Ahora notemos que {V () (v),v € Z4 %} son variables i.i.d. con distribucién
F‘(/L), donde F‘(/L) (x)=0paraz <0y F‘(/L)( ) = F(L + z) para z > 0. Similar-
mente {W ) (v),v € Z4} son i.i.d. con distribucién Fé[f), donde F‘E[f)(x) =0
para z < OyFIEIf)(x) =1—-F(—L —x) paraz > 0.

Del lema (A.0.2) (aplicado a {VF)(v)} v a F‘(,L) en vez de {X(v)} y a F),
obtenemos que con probabilidad 1 ocurre:

1 (9]
lim sup — méx méx Vv(v) < c/ (1- F‘(/L))l/dds (2.4)
0

n—00 N z:||z||<n w€ll(z) =

= c/mu — F(s))Y4ds (2.5)
L
<e/2. (2.6)

En particular, hay casi seguramente una cantidad finita de z € Z‘i tales que

i VIO (v) > |-
”Ier%)vew (V)_2||2||

Aplicando el Lema (A.0.2) a {WE)(v)} vy FISVL) de la misma manera, obte-
nemos nuevamente que hay casi seguramente una cantidad finita de z € fo_ tal
que

méx S WP (v) > Z|lzl.
w€ell(z) e 2

A partir de (2.1), (2.2) y (2.3), concluimos que hay casi seguramente una can-
tidad finita de z € Zi tales que

IT(z —T"(z)| > méix V L) (v) + meéxW(L)(v) > el|z]|.
Lema 2.1.3. Sea e >0 y L > 0. Con probabilidad 1,

ITHE —E[TH)(2)]] < e]|2]),
para toda, excepto un numero finito de z en Z‘j_.

Demostracion. Recordemos que todos los caminos en I1(z) tienen longitud ||z, y
que los pesos de X () (v) tienen valor absoluto no mayor a L. Entonces podemos
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aplicar el Lema (A.0.1) para obtener:

2
(L)@ _ mTE) ()] > < _ Lell=lD)®
BT BT a)] > ela]) < exp (— gz +64)

e?||z
:exp(— 64||LQ” +64).

(2.7)

Ahora para toda n € Z, hay a lo méas (n+ 1) puntos z tales que ||z|| = n;
de donde se obtiene

2
e . d E™n
> B(TD® —ETP(@)]| 2 elzl) < Y (n+ 1) exp (- o7 +64)
zEZi n€Z+

< 00.
(2.8)

La primera desigualdad se debe a que para cada n en Z hay a lo més (n+1)¢
puntos z con norma igual a n por lo que tenemos que considerar los (n + 1)¢

puntos. Ademaés exp ( — 6542—;2 + 64) es no negativo por lo que siempre aporta

a la suma es acotada pues para n suficientemente grande la parte exponencial
tiende a cero més répido que el crecimiento del factor (n + 1)¢, por lo que la
serie es finita.

Finalmente por Borel-Cantelli obtenemos:
P(| 7@ — E[TH) (2)]| > ¢l|z]],i.0.%) = 0,

de donde se sigue que el complemento de dicho evento sucede con probabilidad
1, esto es que para toda excepto para una cantidad finita de z en Zi tenemos:

|T(L)(Z) — E[T(L)(Z)H < el|z||

sucede con probabilidad 1. Con esto concluye la demostracién de (2.1.3).
O

3infinitely often, esto es una cantidad infinita de veces.
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Lema 2.1.4. Seae >0 y L > 0, entonces para toda, excepto para una cantidad
finita de z en Zi

E[T")(2)] - ¢ (2)] < e|2]|.
Demostracion. Empecemos recordando que por definicién de g y ¢(*), tenemos

que E {T(L) (z)} < g'Y)(z) para toda z. Asf que sélo tenemos que demostrar
E[T(L)(z)} > g (z) — ¢|z||, excepto para una cantidad finita de z.

Fijemos a > 0. La distribucién F(X) con soporte acotado?, por lo que satisface
(1.4) y (1.5); entonces por el Teorema, (1.2.1), g(%) es continua en Rff_, y de aqui
que es uniformemente continua en el subconjunto compacto {x € R% : |x|| <
2d}.

Asf que escogemos una u < min(1,a) tal que siempre que ||x|| < dy

|x — %|| < ud, entonces |¢!") (x) — (B (x)| < a.

Ahora definimos el conjunto

C= {ur, r; € {0, 1. H }}

con 0 <4 < d. C es un subconjunto finito de Ri, y para cada y en C, tenemos,
por la proposicién (1.1.6.(1)):

ETO(ny))] )

y) cuando n — oo.
n

De la ecuacién anterior existe N = N(a) tal que, para toda n > N y para
toda y € C,

E(T%) (Ing])) = n(g™) (y) — a).

Sea z tal que satisface (méx z; > N). Definimos

y=o[bts]

Entonces y € C, pues es de la forma ur

_ |1 — |1 Zj Zj 1
conr = [u"m:(zl) donde r; = wmary | ON frars; < 1 por lo que r; < .
Ademds (méx z;)y < z, con ||y|| < d y con

z
H ~ —yHﬁudgad.
mMAax z;

4Una funcién de distribucién tiene soporte acotado si existen t1 < to finitos tal que
F(t1) =0y F(t2) = 1.
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Usando primero superaditividad, después el hecho de que los pesos de {X (L) (z)}
no son menores que —L, usando continuidad en los limites obtenemos:

E(T0)(2)) > E(T<L><[<méx 2)y] + 5 [(max z»y]))

( ( (méx z;)y ) ( — [(méx zl)y]))
>E(T (L) ([(méx z)y )yl) — L||z — maxzz) 1l
> (mdxz;) (9" (y) — a) — L(||z — [(mdx z,)y]|| + d)

— 49 - (i) { | () - gD )

max z;
Z Ld
+a+ L|—— —y[|+ — }
max z; max z;

Ld
> ¢V () — (maxz){a+a+ Lad + = 3

Ahora, sia < £(2(1+Ld)) !, entonces para toda z con méx z; > méx(N(a), Ld/¢)
tenemos

E(T%W(2)) > ¢ (z) — (méx z;)e
> g'9(2) — ellz].
como se queria. O
Por ultimo demostraremos el siguiente Lema:
Lema 2.1.5. Suponga que F satisface ffoo F(s)Ydds < ooy [7°(1-F(s))Y4ds <
00. Sea ¢ > 0. Si L es suficientemente grande, entonces para toda z € Z‘i,
97 (2) — 9(2)| < ]l 2.

Demostracion. Bajo estas condiciones de F, el resultado se sigue del lema (A.0.3)
tomando a & > méx( f F(s)ds,c [;°(1 — F(s))"/ds)

9@~ el [ Fohs < g0s) < o) + el [ (01 Fis))oa

:>g(L) (2) —ellz]| < g(2) < 9P (2) + <]z
=19 (2) — g(2)| < elle|
O

Finalmente tomamos a como méx(es, €3,¢€4,€5) donde cada ¢; es la épsilon
del Lema 2.0.i. con i=2,3,4,5. Por lo que obtenemos:

T (z) — ()| = |T(2) = T (2) + TV (2) - ET"(2) + BT (2) — g (2) + g (2) — g(2))|
<|T(z) = T (2)| + TP (2) - ET™M ()] + [ET) (2) — ¢ (2)] + |9 (2) — 9(2)
< (e2+e3+¢e4+¢e5)|2
< 4fz| <ellz|
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y queda demostrado el Teorema (2.1.1). O

Para concluir quremos mencionar que en J.B.Martin [8] se hace la siguiente

observacién. Si B(t) tiene pesos exponenciales o geométricos entonces B(t) es
una cadena de Markov (a tiempo continuo o discreto respectivamente). Como
va se dijo antes en el caso en que d = 2 la funcién g se conoce y por ende B
también se conoce.
Por ejemplo, para el caso de pesos exponenciales con parametro 1, tenemos
B = {(z1,22) € R%|\/z1+/22 < 1}. Para el caso en que los pesos son Bernoulli
tenemos que B(t) es también un proceso de Markov, pero en este caso no se tiene
una forma explicita de la funcién g por lo que tampoco se tiene para B.

2.2. Simulacién de modelos de crecimiento.

En ésta seccién ilustraremos al conjunto B(t) generado por el proceso de
crecimiento de tltimo pasajero.
Nos concentraremos en el caso en que los pesos {X(z)} son no negativos. Si
los pesos se distribuyen de manera exponencial (res. geométrica) F, el proceso
{B(t),t > 0} es Markoviano a tiempo continuo (res. discreto). Hicimos simula-
ciones de B(t) en dos dimensiones cuyos pesos se distribuyen exponencialmente
figura (2.2).

Estudios sobre el modelo de crecimiento con distribuciéon exponencial se pue-
den encontrar en Rost[13], Johansson [4] y Martin [8]. Este tltimo considera, de
igual manera, el caso tridimensional que se aprecia en figura (2.2).

Por ultimo veremos varias formas en las cuales, sin las hipétesis del teorema
(2.1.1), dicho teorema falla. Primero si g(x) = oo para alguna x es el interior
de Rff_, entonces (por un argumento de superaditividad) g = co. Una condicién
suficiente para que esto ocurra es que E(X9) = oo. Entonces el limite asintético
de B(t) colapsa a los ejes (o incluso sélo al origen si E(X) = co0). Un ejemplo
de esto es la Figura (2.2) obtenida de Martin [8] para una distribucién Pareto
de media finita pero varianza infinita, en dimensién d = 2.
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Modelo de crecimiento de k=100 pasos Modelo de crecimiento con k=300 pasos
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Figura 2.1: Simulacién de Proceso de tltimo pasaje para d = 2 y F exponencial
de pardmetro 1. Los conjuntos B(t) se muestran para tiempos k& = 100, 300,
1000, 10000. de Rost [13] sabemos que el limite asintético de B es {(z,y) € R3 :

NCENES)
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40+
30

Figura 2.2: B(30) para d = 3 y F exponencial de pardmetro 1. Imagen obtenida

de Martin [8].

400

100

10¢ 200 300 <400 500 600

min(0,1 — (3x)~3/2)

que tiene media 1 pero varianza infinita. El limite asintético de B consiste en

F(x)=

Figura 2.3: B(t), t=150,300,450,600 para d = 2 y

solo de dos lineas, entre el origen y el eje y y entre el origen y el eje x. Imagen

obtenida de Martin [8].
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Capitulo 3

Modelo de Filas.

3.1. Definicion del modelo de filas.

Para introducir este modelo imaginemos que estamos por realizar un tramite
burocraticos en nuestra dependencia de gobierno favorita. Dicha dependencia
tiene, para dicho tramite, un modus operandi en el cual las personas se tienen que
formar en una primera fila para ser atendidos individualmente por el burécrata
en turno, después de que este finaliza su parte del tramite le pide a la persona
que pase a formarse a una segunda fila donde otro burécrata los atendera uno a
uno y al finalizar su parte del tramite les pedird que se forme en una tercera fila
y asi sucesivamente hasta que dicho tramite concluya (tanto en el ejemplo como
en la vida real dicha sucesién de filas puede no acabar). Ademds, contrario a la
intuicién, en dicha dependencia de gobierno respetan el orden de llegada, esto
es, al primero que llega se le atiende primero.

Es claro que podemos numerar (con enteros positivos) a los burécratas por los
cuales tenemos que pasar para realizar dicho tramite, al igual que podemos
numerar a las personas que quieren realizar dicho tramite. Como se respeta el
orden de llegada se dird que dicha fila es “FIFO” First-in- First-out.

Sea X (n,k) el tiempo que le toma al burécrata k realizar el tramite para la
persona n. Sea D(n, k) el tiempo al cual el cliente n finaliza el tramite k.

El tiempo en el cual la persona n puede empezar el tramite k es entonces:

max(D(n,k — 1), D(n — 1, k)).
Esto porque ambos eventos deben ocurrir antes de que la persona n empiece el
tramite k: la persona n debe terminar el tramite n — 1 y la persona n — 1 debe
terminar el tramite k para que la siguiente persona sea atendida. Finalmente

tenemos la siguiente expresion recurrente de D en términos de las variables
aleatorias:

D(n,k) = X(n, k) + méx(D(n,k — 1), D(n — 1,k)). (3.1)

25
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y consideramos las siguientes condiciones de frontera:
D(0,0)=0 y D(n,k)=0 siempreque n<0o0k<D0. (3.2)

La interpretacién de la ecuacién anterior es la siguiente: las personas y los
tramites son ambos identificados por niimeros enteros empezando en 0. Al prin-
cipio todas las filas de los tramites estan vacias excepto por la fila del tramite 0
(esta podria ser la entrada a la dependencia del gobierno en el momento en que
abre). Entonces la persona 0 (la primera persona) pasa a formarse a la primera
fila del primer tramite.

Es facil ver que (3.1) y (3.2) determinan univocamente a la coleccién {D(n, k), (n, k) €
Z3 } en términos de la coleccion {X (n, k), (n, k) € Z3 }.

De hecho, tenemos que D(n,k) = T'(n,k)! (el peso maximo de los caminos de
(0,0) a (n,k), como lo definimos en (1.1.3)).

Ahora analizaremos una fila con su servidor, y consideramos las llegadas co-

mo v.a.i.i.d. exponenciales de parametro A y el tiempo de servicio exponencial
de pardmetro p. Tenemos el modelo “M/M/1”que es la abreviatura de “me-
moryless inter-arrival  memoryless service time/one server”. Como las llegadas
son independientes de parametro A tenemos que las llegadas son un proceso
Poisson de parametro A.
Sea X (t) = j el numero de clientes en la fila (incluyendo a aquel que estd siendo
atendido). Entonces, por la descripcién de la fila, se sigue que X es como una
caminata aleatoria, s6lo que no puede tomar valores menores a 0. Ademas, se
sigue que es un proceso de Markov con tasas de transicion:

q(4, 7+ 1) =X, j=0,1,..
q(4,7 —1) = p, j=1,2,..

Es claro que si A > p entonces (X¢);>0 es transitorio; esto es que X; — o0
cuando t — oo. En otras palabras, si A > u la fila crece ilimitadamente mientras
el tiempo avanza.

Cuando A < p, (X;)¢>0 es recurrente positiva con distribucién invariante:

= (1—=p)p’, i=0,1,.. (3.3)
Esta ecuacion satisface las ecuaciones de balance, esto es:

7(7)q(G, 7 +1) = (1= p)p’ A

j+1
—(-n%
=1 =ppu

m(j +1)q(G + 1,5)-

ILa demostracién de esta igualdad la encontraremos en la Seccién 5.2
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Por lo que es una distribucién en equilibrio, donde p = A/ p.
Para A < p el numero promedio de clientes es:

oo 00 : | \
Er(X¢) ZT;mrn = Zn(l—p)p - ((1 _'2;2) _ 1fp _ 5

n=0

Consideremos ahora (X (t),t € R) una fila estacionaria M/M/1. Como es un
proceso estacionario en equilibrio, es reversible?, de donde es indistinguible de
su proceso con el tiempo en retroceso:

(X(t),t €R) £ (X(=t),t € R), (3.4)

donde £ denota igualdad en distribucién. Ahora la evolucién de la fila se
puede ver como un proceso puntual de llegada “A” y un proceso de salida
“B”; Sabemos que el proceso de llegada A es un proceso Poisson de tasa A que
esta definido como (X(t),t € R) justo como B estd definido en (X(—t),t €
R). En otras palabras, el proceso de salida a tiempo normal es el proceso de
llegada a tiempo reversible. Como (X (¢),t € R) y (X (—t),¢ € R) son iguales en
distribucién se concluye que B es un proceso Poisson de tasa A. Esto concluye
la demostracion del siguiente teorema:

Teorema 3.1.1. Teorema de Burke. En el equilibrio, los procesos de salida
de una fila M/M/1 estacionario, es un proceso Poisson con la misma tasa que
el proceso de llegada.

Notemos algo més: para un tiempo fijo ¢y € R, el tamano de la fila al tiempo
to es independiente de las llegadas futuras:

(X(t),t < to) IL(AN (to,0)). (3.5)

Aplicando esto iltimo al proceso con el tiempo corriendo hacia atras, obte-
nemos para cada t; € R fija:

(X(t),t <t1)lL(BN(—00,t1)). (3.6)

En particular, cuando la fila esta en equilibrio, el numero de gente que esta
formada al tiempo t; es independiente del proceso de salida hasta el tiempo t1;
Pero claramente no es independiente del proceso de salida a partir del tiempo ;.

Regresemos a nuestro primer ejemplo donde tenfamos no solo una fila con
su servidor sino una serie de filas con sus respectivos servidores, (Aqui veremos
una gran aplicacién del Teorema de Burke 3.1.1). Supongamos que el tréami-
te termina después de pasar J servidores. Supongamos que las llegadas son un
proceso Poisson de parametro A, y que los tiempos de servicio para el servi-
dor j se distribuyen exponencialmente con pardmetro p;, donde A < pu; para
j=1,2,...,J. Supongamos ademds que los tiempos de servicio para cada fila

2Teorema (A.0.7) se encuentra en el Apéndice.
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son independiente entre ellos, y de procesos de llegada en la fila 1. Si vemos al
sistema en equilibrio entonces, por el Teorema de Burke 3.1.1, y por induccién
sabemos que cada fila tiene un proceso de llegada Poisson de parametro A. Es
claro, pues las salidas de la fila j son las llegadas de la fija j+1 y por el Teo-
rema de Burke sabemos que las salidas son un proceso Poisson con el mismo
pardmetro que el proceso de llegadas. Por recursién sabemos que estas tendran
el pardmetro del proceso de llegada de la fila 1 que es A.

Sea n(t) = (ny(t),...,ns(t)) el proceso de Markov dado por el nimero de per-
sonas en cada fila al tiempo t. En el equilibrio sabemos que la distribucion
marginal de las componentes es:

mi(n;) = (1= pj)p;’s nj=0,1,...

donde p; = A/p;.

Como el tamano de la fila 2 al tiempo t es independiente del proceso de llegadas
futuras (to > t), ecuacion (3.5), y como las llegadas de la fila 2 son las salidas de
la fila 1, ecuacién (3.4), ademds que nimero de personas el en la fila 1 al tiempo t
es independiente del nimero de personas que ya salieron hasta antes del tiempo
t, ecuacién (3.6), tenemos que (nq(t)Alns(t)). Méds aun: es independiente del
numero de personas de las filas siguientes (nq(¢)lLna(t),...,ns(t)). En general
tenemos:

n; () Lnjga (t), .., my (1),

por lo que la funcién de distribucién conjunta es:

J
w(ny,..,ng) = H i (n;).

3.2. Modelo de Almacén.

Ahora que ya introducimos el modelo de filas de manera sencilla, daremos
otra interpretacién a dicho modelo, conocido como modelo de Almacenes, si
bien vamos a reutilizar los procesos de entrada A = (A, )nez y la secuencia de
variables aleatorias de servicios (B), as{ como el proceso de salida D = (Dy,)nez
también definiremos nuevos procesos y variables aleatorias para la cantidad de
producto en exhibicién (w,,) y para la demanda en un periodo de tiempo (r,).
El fin de esta seccién es dar una generalizacién al teorema de Burke como en [1]

donde se prueba que (A, B) L (D, r). La necesidad de introducir el modelo de
almacenes es para dar una interpretacion mas sencilla a ésta ultima igualdad en
distribucién.

Definicién 3.2.1. Proceso puntual marcado Es una pareja (A, B) = (An, Bn)nez
donde A = (Ayn)nez es un proceso puntual® y B = (B, )nez €s una secuencia de
variables aleatorias evaluadas en algun espacio de estados.

3Definicién (A.0.4), se encuentra en el Apéndice.
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Ahora formalizaremos un poco més lo que hicimos en (3.4) ya que utilizamos
la reversibilidad de un proceso en equilibrio, esto es, si A = (Ap)nez €s un
proceso puntual, entonces el proceso puntual reversible estd dado por (R(A) =
(—=A_,)nez)- Por lo que es natural definir el proceso puntual marcado reversible
como:

Definicién 3.2.2. Proceso puntual marcado reversible. Dado un proceso
puntual marcado (A, B) = (A, By)nez el proceso puntual marcado reversible es

R(Av B) = (_Afna _Bfn)nGZ'

En este momento es conveniente recordar los procesos denominados “cadlag”,
i.e. procesos aleatorios Y = (Y (t)):cr con valores reales que son continuos por la
derecha y tienen limite por la izquierda. Ademads definimos el proceso reversible
RoY = (RoY (t))ter como la modificacién cadlag del proceso (Y (—t))ier. Final-
mente denotamos como N, (Y) y N_(Y) como procesos puntuales que cuentan,
respectivamente, los saltos positivos y negativos del proceso Y (alguno de ellos
podria ser infinito); esto es, para un intervalo I € R,

Ny (Y)(I) = zH{Y(u)>Y(u7)}du7 N_(Y)(I) :/IH{Y(u)<Y(u7)}du-

3.2.1. Definicion del modelo de almacén.

Sea A = (Ap)nez un proceso puntual y asumimos que Ag < 0 < Ay, y
definimos la secuencia de variables aleatorias a = (an)nez como a, = App1—Ay.
Sea B = (By,)nez otra serie de variables aleatorias. El proceso puntual marcado
(A,B) es la entrada del modelo y definimos el proceso de salidas D = (Dy,)nez
como:

Dn+a = méX(Dnv An+1) + Bn+1>

que es idéntico al definido en (3.1). A partir de este proceso podemos definir
su proceso similar a,. Sea d, = D,4+1 — D,, y definimos la sucesiéon de v.a.

r = (rn)nez POT

rn = min(Dy, Apt1) — Ap. (3.7)

El proceso puntual marcado (D,r) es la salida de éste modelo. Por las su-
posiciones en (3.1) y (3.7) obtenemos la siguiente relacién entre las entradas y
salidas:

rn +dn = an + Bpia.

Demostracion. Caso I. D, < A, 1. Sustituyendo directamente tenemos:

Dy, — An + Dn+1 - D, = An+1 - An + Bn+1
Dn+1 = An+1 + Bn+1-
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Caso II. Dy, > Ay

An+1 - An + Dn+1 - Dn - An+1 - An + Bn+1
an + Dn + SnJrl - Dn =ap + Bn+1
ap + Spy1 = an + Buy1.

O

Ahora definiremos una variable aleatoria (w,) cuya interpretacién se dard
més adelante. Sea w = (wy,)nez una sucesion de v.a. definidas como:

w, = D, — B, — A,. (3.8)
Esta v.a. satisface la siguiente relaciéon de recurrencia:
Wpt1 = |wp + Bp — an. (3.9)
Demostracion.

|wn, + Bp, — an| = |Dn, — B, — Ay + By — ay|
= |Dn - An+1|
— 2méx(Dn, A1) — Do — Angs
— 2méx(Dy, Api1) + 2Bnit — 2Bni1 — Dy — Apia
=2Dp41 — Dpy1 — Bry1 —min(Dy, Apta)
= Dyt1 — Bpy1 —min(Dy,, Apt1)

- Dn+1 - Bn+1 - An+1

= Wp41.
O

Usando las variables w,,, podemos dar una definicién alternativa de 7,,:
Ty = min(Wy, + Sn, @) = by + Wy, — Weg1- (3.10)

Finalmente definimos el proceso aleatorio de cadlag con valores en N como

Q = (Q(t))ter con
Qt)=>_Ia,<i<p,- (3.11)

neZ

Lema 3.2.3. Tenemos que Ny (Q) = A y que N_(Q) = D.

Esto ultimo es facil de ver, puesto que como es una integral sobre el tiempo
Q(t) > Q(t—) cuando t toma el valor de A,, para alguna n € Z. Ademds, en éste
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modelo A4,, < A,+1 podemos modificar la indicadora sobre {Q(¢) > Q(t—)} por
{t = A, : n € Z}, y nos queda:

N+(Q)=/Rf{c;<t>>cz(t—>}dt

:/]{t:An:nEZ}dt
R
= (An)n€Z~

Lo mismo ocurre para N_(Q) = D, sélo que ahora Q(t) < Q(t—) cuando t toma
el valor D,,.

Ahora recordaremos algunas definiciones del modelo de filas y lo contrasta-
remos con los conceptos en el modelo de almacén.

= D, es el instante de salida del cliente n de la fila, después de completar
su servicio.

= w, es el tiempo de espera del cliente n entre su llegada y el comienzo de
su servicio.

= Q(t) es el nimero de clientes en la fila al instante t (tomando en cuenta
a aquel que esta siendo atendido.) y Q = (Q(t)): es llamado el proceso de
longitud de fila.

= 1, es el tiempo que dura el cliente n como el tltimo en la fila.

Cuando hablamos del modelo de filas no se introdujo el proceso r, por que
no es muy estudiado en ese modelo, pero cobra especial relevancia en el modelo
de almacenes pues resulta ser igual en distribucién que el proceso b,,.

En el modelo de almacén un producto P es suministrado, vendido y surtido
en otra tienda de la siguiente manera. Cada evento ocurre en un intervalo tiempo
determinado, caracterizado por un numero entero. En cada intervalo un monto
de P es suministrado y un monto de P es demandado por compradores. La regla
que seguiremos es cubrir toda la demanda, de ser posible. Ademaés la demanda
que no se pueda satisfacer en un intervalo se toma como perdida y el producto
que no se venda en un intervalo no se pierde sino que se guarda para intervalos
posteriores. Sea b,, el monto de P suministrado en el intervalo n+ 1, y sea a,, €l
monto de P demando en el mismo periodo. En este sentido las variables (3.7) y
(3.8) se pueden interpretar como:

= w, es la cantidad de producto almacenado en el intervalo n y evoluciona
de acuerdo con (3.9).

= 7, es la demanda en el intervalo n + 1, esto es la cantidad de producto P
que sale del almacén en el intervalo n + 1.
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Por otro lado las variables (D,,),, ¥ el proceso Q no tienen una interpretacién

natural en éste modelo. El uso de la notacién (s,,a,,r, etc.) para el intervalo
n + 1 se aclarard en la seccién (5.3).
Es importante senalar que, si bien las ecuaciones que describen el modelo de
filas y el de almacén son las mismas, no necesariamente tienen sentido en cada
modelo. Las variables que nos importan son las correspondientes a las salidas del
sistema. En el modelo de filas dicha informacién se encuentra en las variables
(Dy,)n, mientras que en el modelo de almacenes se encuentra en las variables
(rn)n. Por otro lado, la interpretacion de las variables (r,), en el modelo de
filas y de las variables (D,), en el modelo de almacenes no es intuitiva; en
resumen las variables de salida (D, ), y (r)n son igualmente relevantes, sélo
que depende del modelo que se esté usando.

3.2.2. Generalizacién del teorema de Burke

Sea A un proceso Poisson homogéneo de intensidad A € R,. Definimos
A = (Ap)nez con Ag = 0 < A;. Recordamos que a,, = A,y1 — A, de donde
(an)n>1€s una serie de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas (v.a.i.i.d.) con distribucién exponencial de pardmetro A. Sea b = (b, )nez
una secuencia de variables aleatorias i.i.d., independientes de A, con una distri-
bucién exponencial de pardmetro p. Asumiendo que A < p. Ahora consideremos
el proceso puntual marcado (A,b) como el proceso de entrada del modelo. La
secuencia de (wy), es una caminata aleatoria valuada en R} con una barrera
en el 0. Como vimos cuando introdujimos el modelo de filas, bajo la condi-
cién de estabilidad (A < p) sabemos que las variables aleatorias (D,,) son casi
seguramente finitas.

Teorema 3.2.4. En el caso exponencial, el proceso puntual marcado (D,r)
tiene la misma ley que el proceso puntual marcado (A,Db).

Demostracion. Conociendo @ podemos reescribir la entrada del modelo como
(An, bn)n = ¢(Q), por lo que basta probar que:
9o R(Q) = (—D_pn4Q(0)+15 T—n+Q(0)+1)n = R(D, ).

Sea 7, un operador que mapea a un proceso puntual a su n-esimo punto, con
la convencién de que 19(-) = 0 < 71(+), de donde, A, = 7,(A) = 7, o N (Q).
tomando en cuenta el factor (0) para el proceso reversible y el Lema 3.2.3,
vemos que 7,(D) = 7, o N_(Q) = D,,_g(0)- Por lo que tenemos
Sn = Dy —maz(Ay,, Dyp—1)
= Tn4-Q(0) o N_(Q) — maz(ty °N+(Q),Tn+Q(0)—1 o N_(Q)).

Ahora definamos un operador B, tal que b, = B,(Q), vy apliquemos los opera-
dores 7, o Ny y B, a el proceso reversible R(Q). Primero veamos que

Tn o NG 0 R(Q) = =D _(n1Q(0))+1
—D_p—qo)+1-
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Mds atin, 7, 1=(Q)(0)-1 °N= 0 R(Q) = =A_(ni@o)-1+1 = —A-n—Qq)+2-
Por lo que

Bn o R(Q) = Tn+R(Q)(0) ON_ ] R(Q) — max(Tn ON+ o R(Q), Tn+R(Q)(0)—1 ON_ 9] R(Q))
= _A—n—Q(O)-H - max(_D—(n-‘rQ(O))-‘rla _A—n—Q(0)+2)
= —A__Quy+1 + Min(D_(niq(0)+1 A-n—q(0)+2)
= T—n+Q(0)+1 -

De aqui vemos que ¢ o R(Q) = R(D, ).

El proceso QQ es un proceso estacionario de nacimiento y muerte, por lo cual es

reversible: R(Q) £ (. Esto implica que (A, b) = »(Q) Zoo R(Q) = R(D,r).
Por lo que R(D, r) es un proceso Poisson marcado homogéneo con una secuencia

de v.a.i.i.d.. Esto implica que (R(D),r) L (D, r), que completa la prueba.
O

Corolario 3.2.5. En el modelo de filas, el proceso de salida D es un proceso
Poisson de intensidad \. Mientras que en el modelo de almacén, la secuencia
(rn)n son v.a.i.i.d. exponenciales de pardmetro p.



34

CAPITULO 3. MODELO DE FILAS.



Capitulo 4

La representacion
Robinson-Schensted-Knuth
(RSK)

Definimos una particién de n elementos como una secuencia de nimeros
naturales A = (Ag,...,\g) tales que Ay > Ao > ... > A >0y Ay + ... + N =1,
denotado por convencién como A\n. Ademds diremos que dos particiones son
equivalentes si tienen las mismas componentes distintas de cero. Un diagrama de
Ferrers de (A1, ..., Ax)F=n es una coleccién de n cajas arregladas con renglones
justificados a la izquierda, donde el i-ésimo renglén (contando desde arriba)
consiste de \; cajas.

Definicién 4.0.1. Tabla de Young semiestdndar. Una tabla de Young se-
miestdndar sobre un el alfabeto {1,...1} es un diagrama de Ferres en el que cada
caja es etiquetada del {1,...1} de tal manera que las entradas crecen débilmente
de izquierda a derecha a lo largo de los renglones y crece de manera estricta
bajando por las columnas.

La “forma” de un diagrama o tabla se refiere a que la informacién de la tabla
(cantidad y longitud de los renglones) construye una particién.

35
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Definicién 4.0.2. Tabla de Young estdndar de tamano n. Es una tabla
de Young semiestdndar de forma A\Fn

\\1123]4\

Figura 4.1: Diagrama de Ferrers (izquierda), Tabla de Young semi-
estandar(derecha).

El algoritmo de insercién de renglones de Robinson-Schensted-Knuth (algo-
ritmo RSK) toma una tabla T y un m € Ny construye una nueva tabla denotada
por T <— m. La tabla T < m tiene una caja mas que T y se construye de la
siguiente manera:

Primero nombramos L; al nimero en la ultima caja del renglén i. Se fija i=1y
se comienza con el siguiente ciclo:

= Sim > L; entonces se agrega al final del renglén una caja con el numero
m en ella y se termina el procedimiento.

= Sim < L; entonces se identifica la primera caja cuyo valor sea mas grande
que m, se reemplaza dicho ntimero por m y actualizamos el indiceii = i+1.

Este ciclo continua hasta que i sea igual a la cantidad de renglones de la
tabla.
Ahora consideremos una palabra v = vy, ..., v, sobre el alfabeto {1,...,k}. La
tabla asociada con v es por definicién:

P =(...((To < v1) < v2)...) < vp),

donde Tj es la Tabla vacia. Observemos que P tiene a lo mas k renglones no
vacios. Ademds la longitud del primer renglén de P (que es el més largo) es
igual a la subsecuencia més larga de v que es creciente débilmente.

Considere la familia

U = (u(i,5)|(i,§) € {1,..N} x {1,..K})

de variables aleatorias en N. Asociamos a U la palabra w(U) sobre el alfabeto
{1,...K}, definida por

wU) =wi..wy con w; =1.12..2. k. .k (4.1)
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donde para cada wj; se tiene una secuencia de u(i, 1) de unos, u(z, 2) de dos,...,
u(i, K) de K. Sea

N K
M= [w@)] =) uli,j). (4.2)
i=1j=1
Para i =1,..., K, definimos
zi(n) =|{j <n:w(U); =i} paratodon < M.

Lo que hace este mapa z;(n) es contar hasta la entrada n-ésima el niimero
de veces que salio el ntimero i.

Ejemplo. Tomemos a U con (4,5) € {1,2,...,9} x {1,2,3} y distribucién
uniforme discreta [1,5]. Al simular los valores de U la palabra w(U) quedé de
la siguiente manera.

w1 w2
1111 22 333 1111 22 1

N~ NN N~ N N
u(1,1) u(1,2) w(1,3) u(2,1) u(2,2) u(2,3) u(3,1)

—
N
N
)

{
{

~~
u(3,3)

S
=

S

(3,2

—

El tablero de Young de la palabra w(U) construido por el algoritmo RSK es:

[faf [afafanf [afafafe) [afafafaf2] [1[1]1][1][2]2]

[1[1]1[1]2]2]3] [1]1]1[1]2[2[3]3] [1[1]1[1]2[2[3]3[3]
1[1]1]1]1]2]3[3]3] 1[1][1]1]1]1]3]3]3] L[] ]1]1]3]3]
1 11 1[1]1
T[afa]afafe]1]1]3] Llafa]efaf1]1]1]2] Llafafe]af1]1]1]2]2]
1[1]1]1 1[1]1]1]2 1[1]1]1]2
L[afafafafa]1fa]1]2]3] Llafafafafafa]a]a]1]3]
tlafafafafa]a]a]2]2]3] [1]1]1]1]1 1[1]1]1]1]1
1[1]1]1]2 1] 1]
lafafafafafafafalaf2) [afafafafaafafalafa]2l2] [a[afafafafa]a]1]a]1][2]2]2]
1[1]1]1]1]1]2 1[1]1]1]1]1]2 L[1]1]1]1]1]2
1] 1] 1]
Llafafafafafafafa]a]2[2]2]2] [a]a]aa[a]a]a]a]1]1]2][2]2]2]3]
1[1]1]1]1]1]2 L[1]1]1]1]1]2
1 1

para terminar el ejemplo, la cantidad de veces que aparece 2 antes de las posi-
ciones 4, 8, 14, 15 son:

$2(4) =0 $2(8) =2 $2(14) =3 372(15) = 4.
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Dados dos mapas x, y:{1,...N} — N, definimos los mapas zAy : {1,..., N} —
N,z2vy:{1,..N} = N como sigue:
Para todan < N,

v v y(n) = mix [z(m) +y(n) —y(m), (4.3)
zly(n) = gr{gn[x(m) +y(n) —y(m)]. (4.4)

Denotamos a P(U) como la tabla obtenida de w(U) al aplicar el algoritmo RSK
y poniendo a (Ag,...Ax) su forma. Entonces

)\1 :mlvgcgv...ka(M), (45)
e = oA AxeAxy (M).

Donde los operadores no asociativos “57” y 7 /A”se operan de izquierda a derecha.
La expresion para A; se sigue de que A; es la secuencia maéas larga que crece
débilmente en w(U).



Capitulo 5

Relacion entre modelos

El objetivo principal de esta tesis es mostrar de manera clara la relacion que
hay entre los modelos desarrollados a lo largo de esté trabajo.

5.1. Relacion entre percolacion de iltimo
pasajero y el modelo de crecimiento.

La primera relacién que daremos es aquella que relaciona el Capitulo 1 con
el Capitulo 2, esto es, la relacién que existe entre el tiempo de ultimo pasaje y
el modelo de crecimiento. En este caso la relaciéon es muy evidente, pues para
el modelo de crecimiento su los principales objetos de estudio son B(t) y B los
cuales estdn definidos en términos de T y g, esto es:

B(t) = {x € R}|T([z]) <},

B:={x e Rllg(x) < 1}.

Asi el conjunto B(t) consta de todos aquellos valores en Ri tales que su tiem-
po de ltimo pasajero sea menor al tiempo ¢. Ahora, como el tiempo de 1iltimo
pasajero (T') es superaditiva, implica que si z € B(t) con alguna z; # 0 entonces
para toda x tal que x < z implica que x € B(t); esto dltimo se ejemplifica mejor
en la simulacién realizada en el capitulo de modelo de crecimiento.
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5.2. Relacion entre Percolacion de ultimo
pasajero y el modelo de filas

La relacién entre estos dos modelos ya la habiamos mencionado en el Capitu-
lo 3; dicha relacién es que el tiempo de tltimo pasajero con coordenadas (n,k)
y el tiempo para que el cliente n salga de la fila k D(n, k) son iguales, la demos-
tracién la daremos en esta seccién.

Empecemos recordando que D(n, k) que es el tiempo para que el cliente n
salga de la fila k se puede escribir en términos de las variables aleatorias X (n, k)
de la siguiente manera:

D(n,k) = X(n, k) + max(D(n.k — 1), D(n — 1,k))

y recordemos que D(0,0) = 0.

Demostracion. La demostracién es por induccién, por (3.1) y (3.2) tenemos:

D(0,0) = 0 = X(0,0) = T(0,0)

D(1,0) = X(1,0) + D(0,0) = X(1,0) = T(1,0)

D(0,1) = X(0,1) + D(0,0) = X(0,1) = T(0,1)

D(1,1) = X(1,1) + max(D(0,1), D(1,0)) = X(1,1) + max(X (0, 1), X(1,0))
=T(1,1).

Ahora suponemos D(n — 1,k —1)=T(n—1,k—1).
D(n, k) = X(n, k) + max(D(n — 1,k), D(n, k — 1))
desarrollando a D(n — 1, k) tenemos:

D(n—1,k)=X(n—1,k) + max{D(n — 1,k —1),D(n — 2,k)}
=X(n—-1,k)+méx{T(n—1,k—1),D(n—2,k)}.

ahora desarrollamos D(n — 2,k) y asi sucesivamente hasta llegar al término
D(0, k) donde

D(0,k) = X(0,k) + max{D(0,k —1),0} = X(0,k) + D(0,k — 1) = T(0, k).
Entonces sustituyendo recursivamente obtenemos:

Dn—1,k)=X(n—1,k)+méx{T(n—1,k—1),T(n—2,k)} =T(n—1,k).
haciendo el mismo desarrollo para los D(n,k-i) con ¢ > 0 llegamos a:

D(n,k) = X(n,k) + méx{D(n — 1,k), D(n,k — 1)}
= X(n, k) + méx{T(n —1,k),T(n,k— 1)}
=T(n,k).



5.3. RELACION ENTRE MODELO DE FILAS Y ALMACENES, ULTIMO PASAJERO Y EL MODELO RSK41

Esta correspondencia entre el modelo de percolacién de dltimo pasajero con
d =2 y el modelo de filas fue observada por primera vez por Muth [10].

5.3. Relacion entre modelo de filas y almacenes,
ultimo pasajero y el modelo RSK

La relacién entre los modelos de filas y almacenes y el modelo RSK es muy
interesante, pues es una conexion directa entre los modelos de filas y almacenes.
Lo que queremos demostrar en esta seccion es que el primer y dltimo termino
de la particion generada por el algoritmo RSK coinciden con el tiempo de salida
del cliente N de la fila K (D(n,k)) y las salidas acumuladas del almacén K en
el periodo de tiempo de 1 a N ) (7). Més formalmente:

Teorema 5.3.1. Considere K filas o almacenes con variables u(i,j), i € N,
je{l,.... K}, como definimos en el Capitulo 3. Fijemos una N € N. Sea D el
instante de salida del cliente N de la fila K y sea R el acumulado de las salidas
entre los periodos de tiempo i a N en el almacén K. Sea

U=(u(i,j),1<i<N,1<j<K)

y definimos a w(U) como en (4.1). Sea (A1, ..., A\x) la forma de la tabla de Young
asociada con w(U). Entonces:

A1 = méx [ Z u(i,j)] =D, (5.1)

mell (i en
A = min { 3 u(z‘,j)} =R (5.2)
(i,5)enm

Antes de probar el teorema anterior demostraremos un lema para hacer mas
sencilla la tarea.

Lema 5.3.2. Se tiene:
TR - Az Az (M) = min [ Z u(i,j)]
mell S
(i,5)em
donde la operacidn A\ estd dada por (4.4) y M por (4.2).
Demostracion. Por definicién tenemos:
- Az (M)

= o ot k() + ko1 (M) = s (me) + o @ (ma) — @ (me)].

Sea (mj,...,m3) una secuencia de enteros tales que minimizan la ecuacién
anterior.
Considere el conjunto de enteros

k K-1
I= [Z\wi\—i— 3" ulk +1,9), k€ {0, K —1}].
i=1 j=1



42 CAPITULO 5. RELACION ENTRE MODELOS

El conjunto de enteros I cuenta cuantos ntiimeros que hay antes de que la serie
de k aparezca por k + 1-ésima vez.

Supongamos que mj, € I. De no ser asi asumimos que mj ¢ I y sea nk el
entero més pequeno que estd en I y nxg < m}j. De manera ilustrativa tenemos:

Wk+1

wU) 1122 - .. |1-.-122--- (K- (K-1)KK---K[1---1---KK|

V. N——

mie ni

Ejemplificacién para la prueba del Lema 5.3.2.

Podemos observar que la cantidad de veces que aparece K en zx(mj) v en
i (nk) son las mismas, i.e. zx(mi) = cx(nK) vy

mkA...Axl (M) — l‘k(’l’LK)

< min [tx_1(mrg—1) —2xx_1(nK) + -+ 21(M) — 21(m2)]
ng<mg_1<--<mgz
< min [tx_1(mrg_1) —xx_1(mE) + -+ x1(M) — z1(m2)]

mp<mpg_1<--<mgz
= 2Dz (M) — 2 (mi),

por lo que podemos asumir que mj, € I. Sea i, tal que

ix—1 K—1
my = Z wi| + Z u(iK, j)-
i=1 j=1
Entonces xx(m}) = Zi’;;l u(j, K). Y por un argumento similar podemos
probar, sin perdida de generalidad, que
k K—2
m}AG[2]wﬂ+E:u%+1JLkEﬁKWWK—1ﬂ.
i=1 j=1

Dado que m} € I, tenemos zx(mj;) = Z;il u(K,j) para alguna ix. En-
tonces, nuevamente por el mismo argumento, podemos probar sin perdida de
generalidad que

k K-—2
m}4€[§]wﬂ+ u%J)keﬁK+1wwK—1ﬂ.

i=1 j=1
Esto implica que

Tk—1
xrx_1(mg_1) —xr_1(mK) = Z u(K —1,7) paraalgunaig_1.
J=ir+1

Repitiendo éste argumento obtenemos el resultado deseado. O
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Demostracion. Teorema 5.3.1. Empecemos con la primera igualdad de (5.1).
Observemos que

)\1 =T ngvvack(M)

= max [tx(mg)+zr_1(mrg_1) —xr_1(mg) + - - -+ 21(m1) — 21(mM2)].
mrg<mp_1<---<mi

Lo primero que se aprecia es que para cada k en {1, ..., K'} tenemos la diferencia
Zp—1(mp,—1) — Tx—1(myg, ). Lo que genera esta diferencia, es simplemente quitar
la cantidad de veces que aparece la letra k — 1 antes de la posicién my,, o lo
que es lo mismo, deja la cantidad de veces que aparece la letra k — 1 entre las
posiciones my, y mg,—1. Para dejar mas claro esto ultimo recordemos el ejemplo
del Capitulo 4. Tenemos:

mg
w(U) = 111122333111122311 2222 3,
ma
por lo que
xo(mg) = 8 Yy xo(mg) =4 = xa(mg) — xo(ms3) =4,

como podemos observar en el ejemplo nos queda claro que xx(mg) es la
cantidad de veces que aparece un punto con segunda coordenada en K, mientras
que xg_1(my,—1) —xr—1(mg,) es la cantidad de puntos con segunda coordenada
K — 1 quitando la cantidad de veces que aparece el punto K — 1 mientras hay
puntos en K. Habiendo hecho esta identificacion y recordando la proposiciéon
(1.1.6.iii) concluimos que

h=mip| 3w

(i,5)em

Finalmente el lado derecho de (5.1) ya se demostré en la Seccién 5.2.

Ahora para probar (5.2) tenemos que el lado derecho de la igualdad se demostrd
en el Lema (5.3.2). Por lo que sélo falta demostrar el lado izquierdo de la igual-
dad.

Denotemos por (i — 1, j) la cantidad de salidas al tiempo i del almacén j y por
w(i, j) la cantidad de productos que se quedaron en el almacén j al final del
tiempo i. De acuerdo con (3.10), tenemos:

r(n,k)=r(n—1,k—1)+wn, k) —wh+1,k). (5.3)

Aplicando (3.9) obtenemos

wn+1,k) = [wn, k) +r(n, k) —u(n, K +1—k)]

— mix { ik —1) = 3 u(ik+1-k)].

1<m<n .
1=m-+1

3
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Usando (5.3), para n > K tenemos

rin, K)=r(n—1,K—-1)+wn,K)—wn+1,K)
=r(n—-2,K—-2)+wn—1,K—-1)—wn, K —1)+wh,K) —wh+1,K)
—2

N

=rn—K+1,1)+ [win —i, K —i) —w(n —i+ 1, K —1)]

1=

| (e}
Ju

=un-K+1,K)+ [wn—1i, K —i) —wnh—i+1, K —1))].

=0
De aqui,
R= Z r(n, k)
n=K
N N K-1
:Zu(n—K+1,K)+Z [wn—14, K —i)—whn—i+1, K —1)]
n=K n=K 1=0
N-K+1 K-1 N
= u(n, K) + Z[w(n—@,K—z)—w(n—z+1,K—z)]
n=1 i=0 n=K
N—K+1 K—1
= u(n, K) + [wK -4, K —1)—w(N—1+1,K —1i)]
n=1 i=0

Ahora recordamos que w(k, k) = 0 para toda k > 1. Esto nos da

N-K+1
R= Z u(n, K) +
n=1
N—K+1

= Z u(n, K) —

n=1

(R

S
Il
—

[w(i, i) —w(N — K +i+1,i)] (5.4)

-

s
Il
-

w(N — K 41+ 1,i). (5.5)
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Mis ain, Sea A = w(N + 1, K) + w(N, K —1). Entonces

i

N

A= mix, [ rn, K —1)— Y uln, 1)] +w(N, K — 1)
- n=itq n=1i1+1
N-1 N
— mix [ r(n—1,K —2) +wn,K —1) —win+L,K-1)— Y u(n,l)} +w(N, K — 1)
- n=t n=1i1+1
_N-2 N
= mix [ 30 r(n K =2t w(in K 1) —w(N,K ~1) - Z+1u(n, 1)} +w(N, K — 1)
n=iq n=iy
N-2 N
(mdx | ) r(n, K —2)+w(i;, K —1) — z u(n, 1)}
n=uy n=t1+1
N-2 =2 i—1 N
= méx | ) r(n, K —2)+ | max [ Z r(n, K —2) — Z u(n,2)} — Z u(n,l)}
n=uy n=io n=ig+1 n=11+1
N-2 i1—1 N
= mix [ Z r(n, K —2)— Z u(n,2) — Z u(n, 1)}
n=ig n=ig+1 n=11+1
Repitiendo éste procedimiento obtenemos:
K
> w(N—K+i+1,0)
i=1
N—-K+1 ik—2—1 N
T icik it <N { Z uln, K) = Z ulm, K= 1) == Z u(n, 1)']
n=tp_1 n=ip_1+1 n=11+1
(5.6)
Al combinar (5.5) y(5.6), obtenemos
TK—1 ik—2—1 N
R= min [ u(n, K) + un, K —1)4+---+ un,l}
i B | 2 UK DL un KDk D ulnl)

3

=min| 3 G

(i,5)em

Con esto termina la demostracién del Teorema (5.3.1). O
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se abordaron los temas de Percolacién de tltimo pasajero, mo-
delos de crecimiento, modelo de filas y almacenes y la representacién Robinson-
Schensted-Knuth, y se mostraron las relaciones entre ellos. La importancia de
mostrar estas relaciones entre los modelos es que encontramos comportamien-
tos “bésicos” en los modelos de avance aleatorio. Por ejemplo la mayoria de
estos modelos usan alguna transformacion sencilla de sus funciones principales
y las mandan a un limite (por lo general limite hidrodindmico). Se hace de tal
manera que estd transformacién converge a la distribucién Tracy-Widom (para
Percolacién de primer pasajero es n='/3(T(n, [an]) —ng(1,a))) cuando n — oo.
Esta es la distribucion limite para el tamano del eigenvalor mas grande de una
matriz aleatoria de un ensamble Gaussiano unitario. Por lo que hay relacién con
las matrices aleatorias, dicha relacién entre estos modelos se puede consultar en
Zeng Xingyuan en [17].

Cabe resaltar que estos no son los tinicos modelos relacionados. Por ejemplo la
representaciéon RSK estd relacionada con la percolacién de primer pasajero (de
hecho esta relacién se demostré en el Capitulo 5.3, aunque no se hizo mucho
énfasis debido a que no se introdujo el modelo de percolacién de primer pasa-
jero.). Otro modelo que estd relacionado es el de representacién de particulas
en interaccion, esté modelo también es conocido como modelo de autobuses los
cuales pueden llevar a una cantidad de usuarios de una parada a otra en un
tiempo t. Se diferencia del modelo de filas ya que cada autobus puede llevar
cantidades diferentes de usuarios y al llegar a una parada pueden subir o bajar
usuarios; todo esto ocurre en el mismo lapso tiempo t. Este modelo se puede
consultar en la seccién (5.2) de [1] y en [7]. Este modelo estd relacionado direc-
tamente con el modelo de almacenes.

Ademas de los modelos ya mencionados los siguientes modelos son de gran im-
portancia en la fisica de materiales. Dichos modelos son el “Total Antisymmetric
Simple Exclusion Process ”, o por sus siglas (TASEP), y los polimeros aleatorios.
En Liggett [7] y en Seppéliinen [15] se estudia el primero de los modelos men-
cionados y en Hollander [3] se estudia el segundo de ellos. La utilidad de estos
dos modelos es el describir fenémenos de transporte de particulas con condicio-
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nes de movimiento. Sorprendentemente estos se relacionan con la Percolacién
de 1ltimo pasajero.

Habiendo dicho esto algunas de las aplicaciones de la percolacion de ultimo pasa-
jero o de sus modelos relacionados son por ejemplo: El proceso de conduccion de
electrones sobre un polimero semiconductor, la forma de crecimiento de cristales
regulares, crecimiento de poblaciones de bacterias, incluso el comportamiento
de filas en supermercados.

Esto nos muestra la relevancia de este tipo de modelos en diferentes dreas como
en los negocios, en la biologia y principalmente en fisica de materiales.



Apéndice A
Teoria complementaria.

Empezaremos enunciando un Lema que se utilizé en la demostracion del
Lema (2.1.3) y cuya demostracién se puede consultar en El Teorema 8.1.1 de
[16]; para la demostracién, vea por ejemplo, Lema 5.1 de [9].

Lema A.0.1. SeaY;,i € I, una coleccion finita de variables aleatorias indepen-
dientes, tales que
P(Yi| <L) =1

para toda i € I. Sea C un conjunto de subconjuntos de I tales que

méx |C| < R,
cecC

Y sea
Z = max Y;.
CeC “
e
Entonces para toda u > 0,
u2
P(|Z —E(Z)| > u) < (77 64).
(17 -E2)| 20) <exp (- o+

Ahora enunciamos un par de resultados cuya demostracion se puede consul-
tar en [8]. Estos Lemas son importantes pues los utilizamos multiples veces en
el Capitulo 2.

En los siguientes dos lemas {X (v) : v € Zi} son v.a.i.i.d. con funcién de distri-
bucién F.

Lema A.0.2. FEziste una constante ¢ = ¢(d) < oo tal que, para toda F que
satisface

/00(1 — F(s))Y4ds < oo,
0

con probabilidad 1, tenemos

1 oo
lim sup — méx T(z) < c/ (1 — F(s))Y%ds.
0

n—oo n z|z|<n

49
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Lema A.0.3. Suponga que
E|X| < oo,

/00(1 — F(s))"4ds < .
0

Entonces para toda © en RY,

L
¢ (@) — |l / F(s)ds

o0

< g(@) < ¢V (@) + o] / T (1 F(s)) s,

donde ¢ es como en el Lema (A.0.2). Por lo que para toda R > 0,

sup lg(x) — g(L)(a:)\ —0 L — oo.
ack:||z| <R

Ahora daremos algunas definiciones y enunciaremos la llamada ecuacién de
balance, que relaciona a los procesos estacionarios en equilibrio con la reversi-
bilidad del proceso.

En las siguientes definiciones asumiremos que E es un espacio de estados y X,,,
con n en N, es un proceso estocdstico con espacio de estados en E.

Definicién A.0.4. Un proceso puntual(E,c) es una funcién N : (w,F) —
(M,(E), My(E)) medible, si P es una probabilidad en (w,F), la ley de N es la
medida en (M,(E), M,(E)) determinada por la imagen de N

Pyn(A) =Po N1 (A) =P(we QNw) € A) VA €E M,(E)=P(N € A)

Definicién A.0.5. Un proceso (X, )nen, €s estacionario si para toda m,n > 0
la ley del vector (X, Xma1, -+, Xman) €s la misma que la del vector (Xo, X1, -+
Xn).

Y n

Definicién A.0.6. Un probabilidad w en E se dice que es reversible si para todo
1,7 € E, ocurre

m(0)P(i, j) = w(5) P(4,4)-

Teorema A.0.7. Un proceso estacionario es reversible si y solo si existe una
coleccidn de nimeros positivos 7(j), que suman a la unidad, tal que

w(j)P(j,k) = n(k)P(k,j) paratodak,j € E.
Cuando tal coleccion existe, ésta es la distribucion en equilibrio.

La demostracién de éste teorema se puede ver en el libro de J.R.Norris[11]
Teorema 3.7.3 en la pagina 125.



Apéndice B
Cddigo de simulacién

A continuacién mostraremos el cédigo! utilizado para simular el modelo de
crecimiento del Capitulo 3.2

#Aqui tenemos una funcion que nos dara las coordenadas de los vecinos,
#recibe un punto en Z72 y nos devuelve los vecinos de arriba y dercha.
vec<-function (u){

ri<-c(ul1l+1,ul2])

r2<-c(ul1] ,ul2]+1)

vecinos<-rbind(ri1,r2)

return(vecinos)

}

#Esta funcion da un vector cuyo primer parametro es aquel de la dist.
#exponencial y tambien nos da el numero de vecinos.
proba<-function (x){

n_vecinos<-length(x[,1])

n_vecinos

return(c(1l,n_vecinos))

}

#La siguiente funcion elegira al vecino que salio en el menor tiempo.
#Recibe como parametro la matriz que tiene en sus renglones a los vecinos
#a los que podemos ir.
sig_punto<-function(x){

prob<-proba(x)

pi<-rexp(prob[2],prob[1])

y<-c(1l:prob[2])

m <- matrix(data=cbind(y, pi), ncol=2)

j <= min(m[,2])

for(n in 1:prob[2]){

1El lenguaje de programacién es R.
2Los comentarios del cédigo no tienen acentos
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if(m[n,2]==j){

i<-n
break # rompo cuando encuentro el renglon del valor mas chico
X
}
return(c(i,x[i,]1))

}

#Esta funcion nos permite eliminar el punto que salio de la
#matriz de vecinos. Ya que no queremos que vuelva a ser elegido.
#Recibe como parametro a x que es la matriz de vecinos e i
#que es el renglon de la matriz que va a salir.
vec_disp<-function(x,i){

x=x[-c(i),]

return (x)

}

#Crearemos una funcion que recibe al nuevo punto y verifica que
#los vecinos de este punto no se encuentren en la matriz de vecinos
#y que sean elegibles.
act_vecinos<-function(nuevo_punto,vecinos ,puntos){
nuevos_vecinos<-vec (nuevo_punto)
indices<-numeric ()
#Aqui guardaremos los indices de la matriz vecinos que
#realmente no son nuevos vecinos o bien estan en la matriz puntos
#o0 bien no son elegibles.
for(i in 1:2){#Para recorrer los 2 nuevos vecinos
if (nuevos_vecinos[i,1]!=0 && nuevos_vecinos[i,2]!=0){
a<-0
for(j in l:nrow(puntos)){#Para recorrer la matriz puntos
if (((nuevos_vecinos[i,1]-1)==puntos[j,1])
&& (nuevos_vecinos[i,2]==puntos[j,2]1)){
a<-a+1
break #Rompo para que no siga comparando

}
}
for(j in 1:nrow(puntos)){#Para recorrer la matriz puntos
if ((nuevos_vecinos[i,1]==puntos[j,1])
&& ((nuevos_vecinos[i,2]-1)==puntos[j,2])){
a<-a+1
break #Rompo para que no siga comparando
}
}
if (a<2){

indices=c(indices,i)
#Actualizamos indices guardando el numero de reglon donde pasa.

}

}
if (length(indices) !=0){
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nuevos_vecinos<-nuevos_vecinos[-c(indices),]

#Aqui quitamos los renglones que no son nuevos vecinos.
vecinos<-rbind(vecinos ,nuevos_vecinos)
#Agregamos los verdaderos nuevos vecinos a la matriz vecinos.
return(vecinos)

#Ahora haremos una funcion que recibe como parametro a
# k que es el numero de pasos que queremos.
fpp<-function (k){
puntos<-c(0,0)
#Tendremos una matriz que guardara en sus renglones los puntos que
#fueron elegidos, el primer punto es el origen.
vecinos<-vec (puntos)
#Una matriz que guarda en sus renglones a los posibles vecinos,
#La iniciaremos con los vecinos del origen.
tiempo<-1
while (tiempo<=k){
aux<-sig_punto(vecinos)
#Aqui tenemos a que punto de los posibles vecinos salta.
nuevo_punto<-c(aux [2],aux [3])
#coordenadas del nuevo punto.
puntos<-rbind (puntos ,nuevo_punto)
#Actualizamos la matriz de puntos agregando el nuevo punto.
vecinos<-act_vecinos (nuevo_punto,vecinos ,puntos)
#Actualizamos la matriz de vecinos agregando los vecinos del nuevo
vecinos<-vec_disp(vecinos ,aux[1])
#Actualizamos la matriz de vecinos eliminando el punto que salio.
tiempo<-tiempo+1
#Actualizamos el tiempo.

#Extraemos las coordenadas de los puntos para graficarlos.
X<-puntos[,1]
Y<-puntos[,2]
all<-c(X,Y)
range=c(min(all) ,max(all)+1)
fig<-plot(0,0,main = "Modelo de crecimiento de k=100,pasos",
xlim=range,ylim = range)
for(i in 1:1length(puntos[,1])){#Graficamos los cuadros.
rect (puntos[i,1],puntos[i,2],puntos[i,1]+1,puntos[i,2]+1 )
}
return(fig)

punto.
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