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Capitulo 1

Introducciéon

Las ecuaciones hiperbdlicas de la forma general

0%u

5 Lou
donde L, es un operador diferencial eliptico en las coordenadas del espacio fisico son muy importantes porque son
los modelos bdsicos de sistemas continuos newtonianos que ocurren en muchos problemas de ciencia e ingenierfa; en
sismologia e ingenierfa sismica, por ejemplo. Los métodos de integracién del tiempo directos son ampliamente utiliza-
dos para tales sistemas, principalmente debido a su sencillez. Sin embargo, con esos métodos es muy dificil obtener
soluciones de alta precisién. Una discusién bastante detallada de este tema se encuentra en [1].

Por otra parte, los beneficios de la utilizacién de los recursos computacionales de alto rendimiento son més amplios
cuando los sistemas involucrados contienen niimeros elevados de grados de libertad, condicién que no se cumple cuando
la integracién en el tiempo es directa. En esta tesis, Imre Alberto Delgado Villanueva analiza un esquema numérico
propuesto por Dr. Ismael Herrera Revilla, director de la tesis, para sistemas hiperbdlicos; en particular, el caso tra-
tado aqui es el de la ecuacién de onda. Dicho algoritmo estd formado por dos recursiones, mismas que involucran
respectivamente posicién y velocidad. La primera recursién es un procedimiento implicito, mientras que la segunda es
explicita. Dicho algoritmo puede ser empleado para resolver la ecuacién de onda en varias dimensiones e incluso no
lineal; no obstante, aqui sélo se presenta el caso lineal en una dimensién.

Tratdandose de una tesis de licenciatura en matemaéticas, el problema se sitiia en un marco més amplio y didéctico.
Asi, los temas tratados corresponden a la siguiente lista:

= Formulacién axiomatica de modelos basicos
Esta seccién estd basada en la formulacién axiomatica de la fisica macroscépica del libro:

"Mathematical Modelling in Science and Engineering: An axiomatic approach", Ismael Herrera and Geor-
ge F. Pinder, John Wiley, 243p., 2012.

En la presentacion aqui contenida se comienza con la cinemética de sistemas continuos asi como con definiciones
de propiedades intensivas y propiedades extensivas. Con base en ellas se introducen ecuaciones de balance local
y ecuaciones de balance global para sistemas de una fase y sistemas de muchas fases. De esta manera se llega
a un modelo matematico bésico, constituido por un sistema de ecuaciones de gran generalidad aplicable a los
procesos fisicos mds importantes que ocurren en ciencias (en particular, ciencias de la tierra) e ingenieria.

= Ecuaciones diferenciales parciales

En esta seccién introduce uno ecuaciones diferenciales parciales, su clasificacién y formas canénicas, incluyendo
desde luego ejemplos de ecuaciones tipicas. Posteriormente explica uno condiciones bajo las cuales un problema es
considerado bien planteado, enuncidndolo para los tres tipos de ecuaciones diferenciales parciales ya mencionados.
Terminado esto comienza uno con la ecuacién de onda, obtencién de la solucién general, el problema de Cauchy
en la recta real, el dominio de influencia, seguido de un ejemplo. A continuacién agrega uno las condiciones de
frontera, donde considera uno los casos intervalo simétrico y no simétrico junto con la obtencién de la solucién
para las condiciones de frontera no homogéneas asi como las condiciones de compatibilidad para cada caso.

» Tratamiento numérico (con diferencias finitas) de la ecuacién de onda
En esta seccién comienza uno con una breve introduccién al método de diferencias finitas, donde la nomenclatura
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es introducida asf como la obtencién de férmulas indispensables para trabajar con la ecuacién de onda. En seguida
tiene uno las cuestiones tedricas, los criterios que determinan la fiabilidad de algoritmo que uno considere.
Posteriormente introduce uno el esquema de diferencias centrales en el espacio y en el tiempo (CTCS) y el
esquema Crank Nicolson, esquema respectivamente explicito e implicito, para cada uno obtiene uno el error local
de truncamiento, determina uno también la consistencia del esquema con la ecuacién de onda, la estabilidad
o bien la restriccién para que sea estable (en caso de que aplique) usando el criterio de estabilidad de Von
Neumann y emplea uno el lema Lax-Richtmyer para la convergencia del método numérico a la solucién. Por
dltimo discretiza uno el problema de la ecuacién de onda mediante cada esquema, obteniendo asi los coeficientes
de las matrices y el sistema a resolver en cada paso (si aplica) asi como el papel de las condiciones iniciales
dentro de la implementacién.

= Método de integracién implicito en el tiempo

En esta seccién discute uno todo en cuanto refiere al esquema numeérico propuesto por Herrera. Uno comienza
con la idea detrds del algoritmo, la cual desarrolla uno para su obtencién, uno llega a una forma general que
actia como prototipo para la ecuacién de onda no lineal y de més dimensiones, sin embargo, uno trata aquf
el problema lineal en una dimensién. Posteriormente, de manera andloga al esquema CTCS y Crank Nicolson,
define uno para este esquema el error local de truncamiento y determina uno la consistencia con la ecuacién de
onda. A continuacién tiene uno la estabilidad, donde el método de Von Neumann es empleado nuevamente para
determinar la estabilidad de método numérico donde paralelamente las regiones de estabilidad son bosquejadas.
Posteriormente viene una breve seccién donde usa uno el lema Lax-Richtmyer para concluir el tipo de estabilidad
del algoritmo propuesto por el Dr. Herrera y finalmente discretiza uno el problema de la ecuacién de onda.

= Implementacion
En esta seccién explica uno de manera breve el lenguaje con el cual se escribié el programa, sus caracteristicas
y paqueteria empleada. A continuacién se enuncian seis problemas bien planteados, los cuales son resueltos con
el programa implementado. Primero, se comprueban condiciones de compatibilidad para cada uno de ellos y
después se introduce el algoritmo implementado, el cual es dividido en partes y se explica qué operacién realiza
cada una de ellas.

El primer problema se toma como motivacién para desarrollar el algoritmo que se va a implementar, pero
el algoritmo asi obtenido es aplicable a los cinco problemas restantes por simples cambios de los datos de entra-
da; es decir, dominio, velocidad, condiciones iniciales y de frontera.

Concluido el algoritmo y la explicacién, tiene uno la visualizacién de resultados para cada problema, donde
los datos de salida son mostrados asi como las tomas de animacién para tiempos distintos. Por tltimo tiene
uno una gréfica de error donde puede uno apreciar qué tanto propaga cada algoritmo (CTCS, Crank Nicolson y
Herrera) en cada paso de tiempo.

= Conclusiones
Como su nombre lo indica, en esta seccién se comenta y se hace una breve evaluacién del contenido de la tesis.
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Capitulo 2

Formulacion axiomatica de los modelos
basicos

2.1. Modelacion

Un modelo de un sistema es un sustituto de cuyo comportamiento puede uno derivar el correspondiente a dicho
sistema. Modelacién es la accién de construir y aplicar modelos. Por lo mismo en esta tesis utilizard uno este término
para referir al estudio de métodos para construir y aplicar modelos con el fin de predecir el comportamiento de
sistemas que en ella uno estudiard. En lo que sigue uno se refiere en particular a modelacién matematica que es
ampliamente utilizada en ciencias e ingenierfas. Debido a que en la vida real los fenémenos naturales son sistemas
complejos la modelacién matematica busca encontrar un sustituto del sistema que represente de mejor manera al
sistema fisico original. Consecuentemente serd importante distinguir entre el modelo y el sistema fisico real, pues eso
ayuda a alcanzar mayor claridad en lo que sigue. Por otro lado el desarrollar modelos matemaéticos apropiadamente
permite alcanzar una gran precision.

2.2. Fisica microscépica y macroscépica

La modelacién consta de escalas y como el nombre mismo sugiere, uno formulars la representacion del fenémeno a
tratar dependiendo del tamaifio de la misma. Estas estén divididas en: escala microscépica y escala macroscépica.

La escala microscépica trata con niveles extremadamente pequefios, como dtomos, moléculas y/o particulas ele-
mentales. Mientras que la escala macroscépica tiene un enfoque para sistemas de mayor tamano.

En general en el drea de modelacion es empleado un enfoque macroscépico, debido a que tratar sistemas complejos
de gran tamafio, conformados por un numero enorme de particulas, resultaria completamente inaccesible bajo el
punto de vista microscépico. Para estudiar dichos fenémenos es necesario un enfoque axiomético que diferencie las
propiedades que conforman la materia, asi como el enfoque de escalas abordadas y de como hacerlo. Esta teoria recibe
el nombre de mecanica del medio continuo.

2.3. Cinematica de sistemas continuos

A menos que uno especifique lo contrario trabajard uno en R? y trabajaré con sistemas de una fase, cuya definicién
serd enunciada mds adelante. Esta teoria considera un cuerpo B como un conjunto de particulas que en todo momento
ocupa un dominio del espacio, mds atin, un cuerpo material llena completamente el espacio fisico que ocupa. Uno
denota el cuerpo como B y el dominio que éste ocupa en el tiempo ¢ como B(t), donde —oo < ¢t < oo, sin embargo
para propésitos practicos el tiempo toma generalmente un intervalo finito debido al limite de precisién en los cédlculos
numéricos. En caso de que haya otros cuerpos que cumplan B C B serdn llamados subcuerpos de 5.

Toda particula X tiene asignada una funcién de posicion p(X,t) para cualquier tiempo ¢ y ocupa una posicién
2z = p(X,t) en el espacio fisico como puede uno ver en Figura 2.1. Anilogamente uno puede saber qué particula X
estd ubicada en el espacio z al tiempo ¢t mediante X = p~!(x,1t) .

En los sistemas de una fase, dos particulas diferentes no pueden ocupar la misma posicién z para ningin tiempo
t, consecuentemente no puede haber intersecciones de trayectorias dos particulas. Esto tltimo es llamado axioma de

impenetrabilidad de los cuerpos y es la razén de la existencia de la funcién inversa p~'.
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Figura 2.1: Toda particula
X en el cuerpo B ocupa
una posicién en €l en el sis-
tema X = (Xl,XQ,Xg),
y a su vez ocupa una po-
sicién en el espacio fisico
z = (z1,22,23), la rela-
cién entre el sistema de
coordenadas X y las coor-
denadas de posicién de la
particula X en el espacio
fisico x estd dada por la
funcién z = p(X,t) y vice-
versa por la funcién inversa
X = p71 (gv t)'

La funcién p denota una funcién de un espacio en si misma junto con la funcién inversa p~'. Es importante notar,
que en el caso de t = 0 obtiene uno p(X,0) = X pues la particula ha sido identificada de acuerdo a su posicién X a
un tiempo inicial, lo cual conduce a z = p(X,0) = X. Basado en esta idea el conjunto B es el dominio que el cuerpo
ocupa al tiempo inicial y la particula estd en el cuerpo siy sélo si X € B (0). Lo anterior deja sentadas las bases para
la definicién matemética de B(t) a saber B(t) = {z € R3|3p(X,t) = z, X € B}. Uno debe observar, que para el caso
particular ¢ = 0 esta definicién conduce a B(0) = {X € R3|3X € B} pues z = X es decir B(0) = B. Por ltimo
recuerda uno que cuando uno habla de la funcién de posicién es consecuencia tratar el concepto de velocidad. Si uno
toma la derivada de la funcién posicién dejando a X fija obtiene uno la velocidad de la particula

op
—(X,t)=V(X,t
FX, 1) = V(X 1)
Por otro lado usando la funcién inversa Bilv la cual determina a la particula X que estd estacionada en ese momento
en la posicién z en el tiempo ¢, obtiene uno

V(X t)=V(p~'(z,t),t) = v(z,t)

esto significa que la velocidad v en un punto x del espacio fisico estd dada por la velocidad de la particula X que pase
en ese tiempo t.

2.3.1. Propiedades intensivas

Dado que un cuerpo posee un numero infinito de particulas, uno tiene dos opciones para obtener caracteristicas
internas del mismo, uno puede fijar la posicién p de una particula X a un tiempo ¢ determinado y conforme al trayecto
que la particula realice obtiene uno las propiedades que conlleva. Por otro lado uno puede fijar la posicién en un punto
fijo del espacio z al tiempo t y obtener informacién de las particulas que crucen en ese punto durante un tiempo
determinado.

Las propiedades intensivas son funciones que estan definidas para cada particula. Temperatura y densidad son
ejemplos comunes en fisica de esta clase de funciones. En otras palabras, la funcién ¢(X,t) representa el valor de
propiedad intensiva de la particula X en cuestién para un tiempo t. Por otro lado puede uno considerar esa misma
propiedad intensiva desde un punto de vista distinto y asignarle no respecto a la particula X sino a la posicién z
que ocupe al tiempo ¢ determinado. La funcién ¥ (z,t) representa el valor de la propiedad intensiva en el punto z al
tiempo t. El enfoque de seguir una particula en una infinidad de puntos (trayectoria) fue abordado por el matemético
italiano nacionalizado francés Joseph Louis Lagrange, mientras que el de una infinidad de particulas en un punto
por el matematico suizo Leonhard FEuler. Consecuentemente funciones ¢(X,t) y ¥ (z,t) son llamadas representacién
Lagrangeana y representaciéon Eulereana respectivamente.
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Puesto que las representaciones Lagrangeana y Eulereana trabajan con respecto a una misma propiedad intensiva
desde distintos puntos de vista, ambas satisfacen la condicién

¥ (X’ t) =9 (gv t)

que es equivalente a (X, t) = ¥(p(X,t),t) y a o(p~t(z,t),t) = ¢¥(x,t) debido a que uno puede determinar posicién de
una particula y la particula que estd en determinada posicién respectivamente. El concepto que sucede a la nocién de
posicion es, como ya fue mencionado, velocidad. Por tanto al tomar la derivada con respecto del tiempo de la relacién
entre representaciones euleriana y lagrangeana obtiene uno

Oy _ oY

a(iv t) - ot (g’ t)
_ovor v
oz ot Ot

_ O Ox | 0y dzy | Oy Oxs | OY
I T T P TR P TRT
o0 0y 9%\ (v Ory Drs) OV
Ox1’ Oxs’ Oz ot’ ot ot ot

= Vil t) - v(z, t) + %—f(z, t)

para denotar la derivada de la representacion lagrangeana define uno

Dy
E (§7 t) = V’(/J(§7 t) : Q(§7 t) + E(@v t)

llamada derivada material y es cominmente expresada a manera de operador como

oY

D

0
2= (Vg vt 0

Para concluir recuerda uno que la derivada de la velocidad es la aceleracion o bien segunda derivada de la posicién.
Esto conduce a

o2
=5

ot gz X1

2.3.2. Propiedades extensivas

Las propiedades extensivas, como el nombre indica, son propiedades que estdn extendidas por todo el cuerpo B
(dominio), es decir, uno trata con caracteristicas que son globales en el espacio donde uno esté trabajando. Es por
ello que para describir tales propiedades trabaja uno con el cuerpo para un tiempo ¢ de interés. Siguiendo esta idea
es natural definir una funcién que englobe todas las particulas que estén en los puntos z que tengan determinada
propiedad:

E(B,t) _/B(t)ip(x,t) dx.

En otras palabras, cualquier funcién que pueda ser expresada como una integral de una propiedad intensiva (la
cual es integrable en sentido de Lebesgue) sobre todo el dominio para determinado ¢ es llamada propiedad extensiva.
Mateméticamente integra uno todo el espacio de R? donde las propiedades intensivas de interés estdn presentes, es
decir, uno trabaja con el volumen.

Es importante notar, que la ecuacién E(B,t) establece una correspondencia biunivoca entre las propiedades inten-
sivas y extensivas. En efecto, si uno posee una propiedad intensiva basta integrarla en el dominio para obtener una
propiedad extensiva asociada y andlogamente si uno posee una propiedad extensiva basta tomar el integrando para
obtener la propiedad intensiva asociada. Mds aun, este enfoque conduce a un resultado muy importante. Si tiene uno
el cociente de una propiedad extensiva con el volumen que ocupa y uno comienza a reducir ese volumen, resulta 16gico
intuir que entre m&s chico sea éste obtendra uno la propiedad intensiva asociada. Consecuentemente define uno

,t)dx
$lat) = Jim J20 HEOEE
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Capitulo 2, Seccién 2.4 Imre Delgado

No obstante, es comtin leer textos que introduzcan tal concepto de propiedades intensivas en unidades de masa, lo
cual no representa bajo ninguna circunstancia un impedimento para la teoria desarrollada ya que ambos conceptos son
equivalentes mediante la definicién de densidad. Esta, por definicién, es la razén entre la cantidad de masa y volumen
por tanto para lograr equivalencia con unidades de volumen, basta multiplicar la propiedad intensiva por el cociente
de la densidad y la masa.

En efecto, por definicién de densidad

<|3

por lo que uno obtiene

lim =/~ = lim p= P

V=0 Vv V=0 m m

en otras palabras, la propiedad intensiva por unidad de volumen es equivalente a la propiedad intensiva por unidad
de masa multiplicada por la densidad. Asi, la ecuacién ¢ (z,t) representa no sélo un concepto teérico sino un medio
experimental para la estimacién de propiedades intensivas y extensivas.

En cuanto a notacién usard uno F(B,t) y E(t) indistintamente, no olvidando que la propiedad extensiva considerada
es una funcién del cuerpo B.

2.4. Ecuaciones de balance de propiedades intensivas y extensivas

Dentro de la modelacién trabaja uno con sistemas que constantemente estdn cambiando y para trabajar con ellos
es indispensable tener una forma de contabilizar los procesos involucrados. El medio para contabilizar cambios son las
ecuaciones de balance, a saber, la ecuacién de balance global y local.

2.4.1. Ecuacién de balance global

En un cuerpo B ocurren basicamente dos tipos de fenémenos. Aquellos que cruzan frontera y aquellos que no.
Cualquier procedimiento en el que haya intervencién en la frontera (ya sea cruzar del interior al exterior o viceversa) y
cualquier procedimiento que ocurra en el interior del cuerpo B en el que la frontera no sea cruzada producirdn cambios
en el cuerpo y por ende alterardn la constitucién del mismo. Esto puede uno resumirlo en la expresiéon

AE=P+1

donde P e I representan produccién e importacién respectivamente. Esta dltima puede hacer referencia a términos
negativos y positivos. Esta expresién establece la base para la ecuacién de balance global

@(t) =/ g(z,t) d£+/ q(z,t) dz.
dt B(t) 9B(#)

El integrando g(z,t) es llamado suministro externo de la propiedad extensiva por volumen por unidad de tiempo
y representa la cantidad de propiedad extensiva que entra al cuerpo en el punto z al tiempo ¢. Por otro lado ¢(z,t)
representa la cantidad de propiedad extensiva que entra al cuerpo a través de la frontera en el punto z al tiempo ¢
por unidad de drea. M&s atin, el hecho de poder representar a ¢(x,t) por 7(x,t) - n(z,t) donde n es vector normal a la
frontera OB(t) apuntando hacia el exterior del cuerpo y 7 es el flujo de propiedad extensiva conduce a

E
df(t) =/ g(z,t) d£+/ 7(z,t) - n(z, t) dz.
dt B(t) aB(t)

Esta ecuacién es llamada ecuacién general de balance global y establece que el suministro de propiedad E
introducido en el cuerpo junto con el flujo entrante de manera perpendicular a la superficie, contribuyen a la tasa de
cambio de propiedad extensiva E en B(t).

2.4.2. Ecuacién de balance local

Las ecuaciones de balance local estan basadas en propiedades intensivas, a diferencia de su contraparte las ecuaciones
de balance global. A continuacién define uno el concepto de choque, denotado por X(t), como la superficie a través
de la cual las propiedades intensivas son discontinuas, particularmente éstas son discontinuidades de salto. t indica la
posicién dependiente del tiempo en el espacio fisico del choque en notacién Yi(t), es decir, el choque generalmente estd

11



Capitulo 2, Seccién 2.5 Imre Delgado

en movimiento; por supuesto choques independientes del tiempo pueden suceder, si ése es el caso la notacién empleada
f(z) indicara explicitamente la posicién z donde ocurra. Es importante recordar que una discontinuidad de salto de
una funcién f es la regiéon donde los limites por la derecha f e izquierda f_ existen pero no son iguales fy # f_ .
Consecuentemente define uno

DN | =

M=r=7r vy {M=50+ 1)

como salto de una funcién y su promedio respectivamente. Puesto que en la practica ocurren frecuentemente
producciones concentradas en la superficie X(¢) uno puede reescribir la ecuacién general de balance global como

dt(t):/B(t)g(x,t)dx+/aB() 1) na, t)dx+/z(t)gg(a:,t)dx

donde gs(z,t) representa la fuente externa concentrada en X. Mds aun, si uno considera al flujo 7 como una funcién
regular a trozos con discontinuidades tipo salto en X(¢) el teorema de la divergencia de Gauss permite a uno escribirla
como

GO= [ torV zhdes [ (] ntgm e

Por otro lado, considerar a la propiedad intensiva ¢ (x,t) como una funcién con primera derivada continua, es decir
1 € Ct, y denotar a v y a vy, como la velocidad de la particula y la velocidad de la superficie de (t) respectivamente
junto con la ecuacién E(B,t) conducen a

dE d
FO=g [ vie= [ vyt [ (e de

Al restar estas dos ultimas ecuaciones obtiene uno

(G, +V ) —g=V-rydz+ [ {llw—ve)¥—1]]-n—go}dz =0
B(t) S0t)
de donde llega uno a
0
O V) =g+ 1

vélido para todo z € B(t) y

(0= ve)Y— 1)) - n = g5

para z € X(t). Estas ecuaciones son conocidas como ecuacién diferencial de balance local y condicién de salto
respectivamente. Particularmente la primera ecuacién es la columna vertebral de muchos sistemas del medio continuo.

2.5. Sistemas de una fase y sistemas de muchas fases

2.5.1. Modelo matematico basico para sistemas de una fase

Es caracteristico de este tipo de sistemas que para cualquier tiempo ¢ cada punto x del espacio fisico estd ocupado
por una y sélo una particula X. Es por ello que la velocidad de la particula estd determinada para cada espacio y
tiempo. En otras palabras, para sistemas de una fase la velocidad v es la misma.

Para generar el modelo de dichos sistemas requiere uno identificar una familia de propiedades extensivas
a=1,...,N y aplicar las condiciones de balance a cada una de esas propiedades extensivas

E(t) = (2, 1) dz
B(?)

Es decir, uno procede de manera andloga para el nimero « de propiedades extensivas que haya, la ecuacién de
balance global

dE“~
—(t)z/ ga@,wdﬁ/ (1) (xt)da:+/ 68 (z, 1) dx
dt B(t) aB(1) ()
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y la ecuacién de balance local

871/}05

5 TVot) =gt + V.1

asi como las condiciones de salto

[0 —we)y® =17 - n = g%

de nuevo para o = 1,..., N, esto conduce por supuesto a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

2.5.2. Modelo matematico basico para sistemas de muchas fases

En estos sistemas la velocidad corresponde a cada fase con la cual los procesos estén asociados. El procedimiento
para construir estos modelos es, identificar una familia de propiedades extensivas, a cada una de estas propiedades le
asocia uno una fase del sistema y finalmente aplica uno las ecuaciones de balance a cada una de estas propiedades
usando la velocidad que le corresponde a cada fase.

El modelo es analogo al modelo de una fase salvo que hay miiltiples velocidades,

%04

5 TV @)=Vt +g°

y desde luego las condiciones de salto

[(@* —we)y® =17 - n = g%

para a=1,..., N, con a « el nimero de propiedades extensivas considerados.
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales parciales

Considerar Q2 C R™ donde n es el nimero de variables independientes de u, una funcién con segundas derivadas
continuas. Uno puede escribir una ecuacion diferencial parcial de segundo orden como

Lyu=—V-(a-Vu)+ V- (bu)+cu= fq

donde L, representa el operador diferencial parcial de segundo orden, x € 2, a es una matriz simétrica, b un vector y
¢(z) un escalar. Considerando la notacién indicial puede uno reescribir el operador £, como

"0 ou "0

i=1j=1

Ejemplos tipicos de ecuaciones diferenciales parciales son
» Ecuacion de Poisson en R?, donde z = (z,y, 2), diag(a) = (1,1,1), b = (0,0,0) y ¢ = 0 en el operador L u(z) es

0w  0%u  O%u

Em“(&):fﬂ(l) — @+87@/2+ﬁ

= f(a?,y,z)

con el particular f(z) = 0 es llamada ecuacion de Laplace.

» Ecuacion de difusion o ecuacion de calor en R? donde z = (x,y), diag(a) = (D, D,0), b= (0,0,-1) y c=0en

el operador L u(z,t) es
ou %u  0%u
£ZL’ 7t = 0 - = D - e
uz,?) Y (8x2 * 8y2>
con D > 0, constante de difusién.

» Ecuacion de onda en R, con z = x, diag(a) = (¢?,—1), b= (0,0) y ¢ = 0 en el operador Lyu(z,t) es

Ou_ 40

Lou(z,t)=0 — 22 = ¢ 9.2

con ¢ > 0 llamada velocidad de propagacién.
» Ecuacion de Burger en R, con z = z, diag(a) = (D,0), b= (—%u, —1), ¢ =0, en el operador L, es

ou 0%u ou
Lou(z,t) =0 — —=D—F —u—
wulz;?) ot Ox? Ox
donde u es a su vez la velocidad con la que un liquido es transportado en un medio y funcién de la ecuacién y
D > 0 es la constante de difusion.

Aspectos importantes al lidiar con ecuaciones parciales son el orden y la linealidad. El orden de una ecuacion
diferencial parcial estd definido por el orden de derivacién més alto involucrado en ella, a saber, la ecuacién de
Poisson, de difusién, de onda, y de Burger son ecuaciones de segundo orden. Por otro lado si una ecuacién consta de
combinaciones lineales de u y/o alguna de sus derivadas parciales es considerada como una ecuacién diferencial parcial
lineal y no lineal en otro caso. La ecuacién de Poisson, de difusién y de onda son lineales, pues sus coeficientes de
las derivadas parciales no involucran de nuevo a la funcién u o alguna de sus derivadas, sin embargo la ecuacién de
Burger es no lineal pues involucra un producto de la funcién u con su propia derivada parcial lo cual es no lineal.
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3.1. Clasificacién
El operador diferencial parcial de segundo orden L, es
1. eliptico si todos los valores propios de g son distintos de cero y del mismo signo
2. parabdlico si hay un valor propio cero y el resto distinto de cero con el mismo signo
3. hiperbélico si todos los valores propios son distintos de cero y hay un valor propio con signo opuesto al resto
De esta forma,
» para la ecuacion de Poisson en R?

1—A 0 0
a— M\ = 0 1-X 0 - p(\)=(1-=N)>3
0 0 1—X

es decir, todos los valores propios son distintos de cero y del mismo signo Ay = Ao = A3 = 1 por lo que es eliptica;

» para la ecuacion de difusion o ecuacion de calor en R?

D—X 0 0
a— M = 0 D-X 0 —  p(\) = (D =XN?(=))
0 (S

como D > 0, hay un valor propio cero A\ = 0 y el resto es distinto de cero con el mismo signo A\s = A3 =D >0
es parabdlica;

» para la ecuacion de onda en R? con z = (z,t)

aM(%‘A _10_A) S P = (@ =N (-1-))

2

como todos valores propios son distintos de cero y uno de ellos Ay = ¢® > 0 tiene signo contrario al resto

Ao = —1 < 0, es hiperbdlica;

= para ecuacion de Burger en R?

a—M:(DgA OEA) S ) = (D= (=N

como un valor propio A\ = D > 0 es positivo, Ay = 0, es parabdlica;
Si tiene uno el caso n = 2, existe una clasificacién particular de la ecuacién diferencial parcial

0%u 9%u 0%u ou ou
— + 2b—r — +d— — =0
a(’)xQ + 3x3y+cay2 * 5’I+eay+f

a saber, la ecuacién es
1. eliptica si b2 — ac < 0,
2. parabélica si b*> — ac = 0,

3. hiperbélica si b*> — ac > 0.

3.2. Formas candnicas

Dentro de las ecuaciones diferenciales parciales hay prototipos de los tres tipos de ecuaciones clasificadas. Res-
tringiendo a coeficientes constantes dichas expresiones ilustran las propiedades hasta ahora mencionadas. Para las
ecuaciones de tipo parabdlico recordando que u = u (x1,...,2,—1,t) tiene uno

ou 2 9% _

-2 Z -0
ot £~ 9x? '
i=1 ?
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Capitulo 3, Seccién 3.3 Imre Delgado

andlogamente para las ecuaciones de tipo eliptico con u = u (x1,...,x,) el prototipo es
"L 9% 0
72 =
i=1 ami
y por dltimo de tipo hiperbélico de nuevo con u = u (1, ..., Tp_1,t)

92y 2 9%y _o
ot? — Ox? e

3.3. Problemas bien planteados

Uno dice que un problema es bien planteado si depende continuamente de las condiciones iniciales asi
como de frontera y naturalmente si tiene una tinica solucién.

3.3.1. Problema de valor a la frontera
Caso eliptico

Para problemas de esta categoria, considera uno €2 C R™ con frontera 0f). El asunto aqui requiere encontrar una
funcién u tal que

" 0%u
— = fq en Q

2

Z_loh'xi
ag—;i—i—ﬁu = gy en 0N

donde fq estd definido en €, g5 en O y los coeficientes cumplen o + 32 = 1. Este tipo de condicién es llamada
condicién tipo Robin, de donde es desprendida la condicién tipo Dirichlet para a = 0 donde el problema es

n
0%u
R Q
Zrow — 0
u = gy en Of)

y la condicién de tipo Neumann para § = 0 con el problema

"L 9%u

2 [9)
— (Q)LL'? fQ en

g—z = go en ON.

3.3.2. Problema de condicién inicial y valor a la frontera

Para este tipo de problemas, i.e. donde el tiempo interviene, considera uno dominio Q x [0,7] para T > 0 donde
0, T]CRyQcCR* 1L

Caso parabdlico

En este caso, son necesarias tanto condiciones de frontera habituales como una condicién inicial

u(z,0) =up(x) Ve

es decir
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n—1
ou 0%u

fQ en 2 x (O,T)

)
ou
a—+pu = g en INx(0,7T)
on
u(z,0) = wo(z) VzeQx(0,T)

con fq definida en Q x [0,7], go en 9Q x [0,T] y ug (x) en Q. Desde luego los casos correspondientes a Dirichlet
(a # 0), Neumann (8 # 0) y Robin (a? + 5% = 1) también ocurren.

Caso hiperbélico

Debido a la naturaleza de la doble derivada en el tiempo, son necesarias dos condiciones iniciales

u(z,0) = uo (z)
ou
3¢ @ 0) = up (z)
las cuales indican posicién y velocidad inicial definidas para todo z en 2 C R*~!. Consecuentemente el problema para
la ecuacion de onda es

2 n-1 9o
Ou Ou = fo en Qx(0,7)

a2 22
ou
a—+pu = gs en 0N x(0,T)
on
u(z,0) = wuo(z) VzeNx(0,7)
Ww0) = uple) veenx )

con fq definida en Q x [0,T7], gg en 9Q x [0,T], ug (z) y uy(z) definidas en Q. Y desde luego condiciones Dirichlet,
Neumann y Robin ocurren para los casos respectivos a =0, 5 =0y a # 0 # 8.

A partir de ahora, a menos que uno especifique lo contrario, empleard uno notacién subindicial para referir a las
derivadas parciales, es decir,

ou %u 0?%u

5f = Ut gz = Uea Y 6—y25uyy

para referir a las derivadas participantes en la ecuacién diferencial parcial y/o en las condiciones a frontera e iniciales
involucradas.

3.4. FEcuacion de onda

En esta seccién introduce uno la ecuacién de onda unidimensional lineal con la cual trabaja uno en el resto de
la tesis asi como la solucién analitica y por supuesto el problema definido en un intervalo cerrado. El propésito aqui
buscado es justificar la obtencién de la solucién exacta que es usada en la seccion de diferencias finitas al momento de
comparar con resultados numéricos. El material aquf presentado es autocontenido y puede uno abordarlo de manera
directa.

3.4.1. Solucién general

La ecuacién de onda

2
Utt = C Ugy

donde ¢ > 0 representa la velocidad de propagacién de onda puede ser obtenida mediante el cambio de coordenadas

fla,ty=az—ct y nlz,t)=z+ct
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donde tiene uno la intencién de llevar a u a otra funcién w que dependa de las nuevas variables definidas, es decir

u(z,t) < w(&n)

al emplear regla de la cadena siguiendo la relacién u <+ w tiene uno

Uy = w&&x + Wy Mz
ug = we&p + wyny
Ugye = (wéégm + wﬁnnz)gx + webaa + (wnégm + wmﬂ]m)ﬂm
uy = (weeke + wenne )& + weer + (Wpebe + Wyyne) e
de donde
Ugy = Weg + 2Wep + wyy
U = w5502 — 2w5nc2 + wm]c2

y al substituir

weec® — 2w5,702 + w,,,,c2 = weec® + 2w5,,02 + wnnCQ

que al simplificar es

e — Pw
577_85877_

Tras resolver la ecuacién diferencial parcial obtiene uno

0

w(&,n) = F(§) + B(n)

donde F' junto con B son funciones arbitrarias, y regresando a las variables originales tiene uno

| u(z,t) = Pz — ct) + B(x + ct) |

3.4.2. Ecuaciéon de onda homogénea en la recta real

El problema sujeto a condiciones iniciales de la ecuacién de onda es

Uyt = Cligy —oo <z <oo, t>0
u(z,0) = p(r) —o0o<z< oo
u(x,0) =Y(x) —oco<z <0

considerando la solucién general

u(x,t) = F(x — ct) + Bz + ct)

tiene uno

al integrar la segunda ecuacién

obtiene uno el sistema

19



Capitulo 3, Seccién 3.4 Imre Delgado

al resolver

donde

Fe) = gola) = 5o [ w(e)ds = 51-F(©) + BO)
Bla) = (o) + 5. [ vs)ds + 51-F(0) + BO)

recordar que u(z,t) = F(x — ct) + B(x + ct) conduce a

z—ct z+ct
uat) = gole—a) = 3o [ we)ds = 5-FO) + BON+ e+ + 5 [ 43P0+ BO)

y al simplificar llega uno a

u(z,t) =

x+ct
(oo =) +ola+ e+ [ v(s)ds

DN | =

la cual soluciona el problema de Cauchy para la ecuacién de onda en la recta real, conocida también como férmula
de d’Alembert.

3.4.3. Triangulo caracteristico y dominio de propagacién

{x0. to)

X+ ct=xp+ ¢ty

(Xﬂ - Ctﬂ, 0} X {Xﬂ + Ctu, 0) Xo
x
(a) Tridngulo carac- (b) Dominio de propaga-
teristico formado por los cién para un punto (zo, 0)
puntos (zo,t0), (zo — en las condiciones inicia-
cto,0) y (zo + cto,0) les.

Figura 3.1: Tridngulo caracteristico y propagacién de con-
diciones iniciales.

Para entender la manera en la que la ecuacién de onda propaga informacién se basa uno en el papel que juegan las

rectas caracteristicas. Asi, uno puede interpretar el significado de la ecuacién d’Alembert notando que, la posicién inicial
¢ es desplazada hacia enfrente (forward) y hacia atras (backward) con la mitad de tamafio inicial respectivamente,

20



Capitulo 3, Seccién 3.4 Imre Delgado

mientras que la velocidad inicial ¥ es integrada obteniendo asf la posicién que contribuye a desplazar la posicién inicial
0 en ambas direcciones con la mitad del tamano del valor de la derivada de la recta caracteristica respectivamente.
Ejemplificando esto reescribe uno las rectas caracteristicas para ambos casos (forward y backward) para un punto
(20, to) arbitrario de forma estandar

1 1 1 1
t=-x+(-zg—tg) y t=——x+ (-x0+to)
c c c c

de donde obtiene uno

dtp 1 dtp 1

& ol ¥ & e

asi puede uno interpretar la solucién de d’Alembert como

1 1dt 1 1dt
u(z,t) = igo(x —ct) — id—j\P(x —ct)+ iga(x +ct) — id—f\ﬂ(x +ct)| con U= /1/1(s)d5
Forward Backward

de esta forma observa uno que la informacién es propagada esencialmente en las dos direcciones determinadas por las
rectas, mds adin, uno puede concluir que por cada punto (zg,tp) pasan siempre dos rectas caracteristicas. Partiendo
de esta idea considerando de nuevo el punto arbitrario (zg,to) tiene uno

1 zo+cto
u(xo, tg) = 5[@(300 — cto) + (o + cto)] + 2*0/ Y(s)ds

o—cto

donde la posicién inicial ¢ depende sélo del valor de las ordenadas al origen de dichas rectas caracteristicas x — ct =
zo — ctyg y « + ct = xg + cto, por otro lado el resultado de integrar la velocidad inicial ¢ s6lo depende del intervalo
formado por esas ordenadas al origen [z¢ — ctg, Zo + ctp]. El dominio generado por el punto arbitrario (zg,to) y las
ordenadas al origen (zg — cto,0) y (zo + ctg,0) es llamado tridngulo caracteristico, ver Figura 3.1a, mientras que
el dominio [z — cto, 2o + ctp] es llamado dominio de influencia del punto (zg,ty). Esto quiere decir que los datos
iniciales, posicién y velocidad, ambos naturalmente inicializados en (zg, 0), viajan a través de las rectas caracteristicas
como puede ver uno en Figura 3.1b.

Maés atin, como siempre pasan dos rectas caracteristicas x — ct = g — ctg y « + ¢t = xg + cty para cada punto en el

. 1 1 . . . . . .. .
plano x,t con pendientes - y —< respectivamente, esto implica la propagacién en esa regién delimitada por ellas para
cualquier valor inicial que comience en el punto (xg,0) a esa velocidad, ver Figura 3.2. Consecuentemente cualquier
punto inicial afecta los valores de la solucién u contenidos en el dominio de influencia. Asi para un intervalo formado
por esos puntos, denotados por (k1,0) y (ke,0), tendra uno seis regiones limitadas por dos rectas caracteristicas que

crucen por cada uno de los dos puntos del intervalo, a saber, los extremos de él.

Figura 3.2: Cualquier punto
(zo,to) en la region I y V no
es propagado y asi esas regio-
nes no son afectadas, en cam-
bio cualquier punto en la re-
gién VI serd propagado en di-
recciones como muestra Figu-
ra 3.1b, aqui bosquejado en
lineas punteadas, y por ello es
afectada esa region, cualquier
punto en la regién II, IV y
II] es propagado en alguna
de esas direcciones, afectando

x1=k Xo X2 =k .
X esas regiones.
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Ejemplo: funcion caja

Por supuesto, la forma de propagacién de las condiciones iniciales en la prictica puede ser distinta para cada
caso y contrario a la intuicién propia, por ello para concretizar ideas y wvisualizar resultados discute uno un ejemplo
ilustrativo. Este consta de

Utt = (%)211%1 —oco<x<oo, t>0
(4 —4<z<4
u(z,0) = box(z) = { 0 otro caso —00 < T < 00
u(z,0) =0 —00 < T <00

Donde la posicién inicial p(z) es llamada funcidn caja (box function), velocidad inicial ¢(x) y velocidad de pro-
pagacién ¢ > 0 han sido consideradas como 0 y % respectivamente por simplicidad. Por ecuacién d’Alembert tiene
uno

1 1 1 1
u(z,t) = Ebox(x - §t) —&—5 box(z + §t)

Forward Backward

es decir, dos funciones caja desplazdndose a la derecha (forward) e izquierda (backward) con la mitad del tamarfio
original. Dado que la funcién caja asume el valor cuatro cuando el valor absoluto del argumento es menor o igual a
cuatro o cero en otro caso y tomando en cuenta que el argumento son rectas caracteristicas tiene uno

1 4 —4<z-it<4 1 4 —4<z+it<4
— ) = = 2v = 28 = = 2t >
box(a Zt) { 0 otro caso v box(z+ Qt) { 0 otro caso

de esta forma tiene uno el siguiente comportamiento en las regiones de plano x,t

— UlXa D) =0(x) — ulxa 0)=pix)

-4,00 x 40

(-4,0) x (4,0)

(b) Propagacién de ¢ con la mitad del tamafio
original en las regiones II y IV después de aban-
donar la regién VI para repetir mismo desnivel de
regiones I y V en la regién I11.

(a) Propagacién de la posicién inicial ¢ en las
regiones VI, Il y IV delimitadas por las rectas
z + 2t = +4 cortando una con otra en (8,0).

Figura 3.3: Vista de pdjaro y vista de perfil de la funcién caja.

= la regién I y la region V', delimitadas por
1 1
{x—§t=4,x24} y {x+§t=—4,x§ —4}
respectivamente, corresponden a otro caso en la funcién caja, pues * > 4 y x < —4 por lo que

u(z,t) =0 en I,V
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= la regién VI, delimitada por las rectas
1 1
' “t=4
x 5 y T+ 5
cortando en el punto (0, 8), yace completamente en el intervalo (—4,4) pues

0 otro caso 2

1
u(z — =to) =5 :7(4)4-5(4):4 en VI

0 otro caso 2

_1{4 —4<z—1ity<4 1{4 —4<z+itg<4 1 1

to<8
= la regién I11, delimitada por las rectas
1 1
r——t=—4 r+ -t=4
2 Y 2
para t > 8 (interseccion), no resulta afectada por la propagacién pues por la férmula d’Alembert tiene uno

=0 en [II]

1 1 A< g -1 < 1 4 < Ly <
a(z — L) 2{4 4<z—1tp<4 {4 4<a+5tg<4

0 otro caso 210 otro caso

to>8

ya que cualquier valor ¢ > ty superard limites del intervalo, observar en Figura 3.3b el desnivel después de la
interseccion

= las regiones I1 y IV, delimitadas por

1 1 1 1
{x—it——él con x—it—4} y {x+§t——4 con x+§t—4}

respectivamente, son regiones de interés pues es donde los datos iniciales son canalizados, més aun, por la férmula
d’Alembert para cada caso (Forward y Backward) tiene uno

Lo 1f4 A<g—1t<4 1,
box(z — it) ) { 0 otro caso - 5(4) =2
1L 1{4 —A<z+it<4a 1
box(z + it) 2 { 0 otro caso o 5(4) =2

de esta forma la posicién inicial es desplazada con la mitad del tamafno original, a saber con valor dos, como
puede ver uno en el perfil en Figura 3.3b, en otras palabras

u(z,t)=2 en II,IV

3.4.4. Ecuacién de onda no homogénea en la recta real

Este problema considera una fuerza externa F(z,t) involucrada en el problema de Cauchy

Uy = gy + F(z,1)
u(z,0) = ()
us(x,0) = ().

Para la solucién considera uno el tridngulo caracteristico A en Figura 3.1a con la integracién en esa region de la

ecuacion de onda
u 0%*u
—//A F(x,t)dxdt = //A(CQ’U,@ - ﬁ)dxdt
esto lo puede uno reescribir como

e 18 (#5) - ()

y por el teorema de Green para el lado derecho tiene uno
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- frma ] [

donde el tridngulo caracteristico estd formado

B = {z
t = o0,

secciéon R

y L

L =
t =

€T =

0 (du
ax< 8x>_(%(8t))d dt=¢ gpdvte

por la seccién B

ou

o—cto <z <zp+cty, 0<t<0}
{$0§$§$0+Ct0, OStSto}
1 i)
—*$+(7+t0>
c x
—ct + (g + ctp)
{wo —cto <x <2, 0<t <t}

1
Lo (224,
Cc C

ct + (g — ctop)

para cada region del triangulo A = B + R + L. De esta manera tiene uno tres integrales

ou ou
/ <8td S

ou 5 0u
/R <atdx +c Ep

lo cual es

y al simplificar uno reduce a

zo+cto ou
/x 2 . 0)dr

o—cto

ou 8u
ou 8u
C/ (at dt+ 67d )

de donde

Q
SHES
U
~
N—
I

[Ou

i) -
Grat) =

[ Ou

/L f;; (cdt) +

x)+62%(0)_ = /
/R[g;‘( cdt) + 28“

QJ
H
/?
Q|
U
8
N~
Il

_ /:wcto b(s)ds

o—cto

/B_at(dx)—i—
/R _a(fcdt)Jr

ou
2=

o)

ou 1

2

— [ —-d

“ oz c :c)]
u

zo+cto ou

5 —(z,0)dz

o—cto

Ju 8u
8u au

fc/ du = —clu(zo, o) — u(zg + cto,0)]
R

c/ du = clu(xg — cto, 0) — u(xo, to)]
L

5 0u
8— dt

xo+cto
— // F(z,t)dr = / P(s)ds — clu(zxg,to) — u(xo + cto, 0)] + clu(xo — cto, 0) — u(zo, to)]
A T

o—cto
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finalmente, considerando las condiciones iniciales y tras simplificar tiene uno

zo+cto

. t0) = 5 lotn +cto) + plan — cto)) + 5 [ [ Flooydodt+ 5 [ usyas

2 o—cto

Reescribiendo para cualquier punto (x,t) tiene uno

u(z,t) =

r+ct
[p(x + ct) + p(x — ct)] + 1 / P(s)ds + 2% / /A F(z,t)dzdt

1
2 2C x—ct

3.4.5. Ecuacién de onda en un intervalo cerrado

Intervalo no simétrico

(0, 4Ly (L, 24L))
Xx+ct=—4L X+ct=5L

Figura 3.4: Franja 0 < x < L, t > 0.

Uno puede observar que x = 0 y

(0.2(3L)) (L,z3t) x = L actdan como paredes reflec-

x+ct=—3L x+ct=4L K .

toras. En efecto, si uno comienza

con el punto (0,0), éste es refleja-

do en direcciéon z — ¢t = 0 chocan-

L

t (0, 1020)) (wi2n)) do en punto (L, ¢) que a su vez es

x+ct=-—2t x+ct=3L reflejado en direccién x + ¢t = 2L

chocando en (0, 2%), relejado en di-

reccibn x — ¢t = —2L, chocando

en (L,3L) y asi sucesivamente. Por

(0, (L0 (L2 ¢ .

4cte —1 Xdet— 3L otro lado, pero de manera andloga,

el punto (0,L) es reflejado en di-

reccién x + ¢t = L chocando en

(0, %), que a su vez es reflejado en

(0,0) (L.0) direccién z — ¢t = —L chocando en
x+ct=0 x+ct=L

(L,2%) para ser reflejado en direc-
ciéon x + ¢t = 3L, donde choca en
(0,3L) y continta el curso infinita-
mente.

Por ultimo considera uno problema donde la propagacién ocurre en un intervalo de longitud finita L (como realmente
ocurrirfa en un problema fisico). En este caso las condiciones de frontera son agregadas a los extremos del intervalo
0 <z < L, donde dos funciones control a(t) y b(t) dictan el movimiento para ¢ > 0 en los puntos extremos = 0 y
x = L respectivamente. El problema a resolver es

Uy = gy O<zxz<L, t>0
w(z,0) =p(r) O0<zx<L
u(z,0) =¢(z) 0<z<L
u(0,t) =a(t) t>0
u(L,t)=0b(t) t>0
Para entender la naturaleza del enunciado se basa uno nuevamente en el dominio de propagacién de cada punto
(z0,t0) que estd en la franja determinada por 0 < z < L y ¢t > 0. Como uno ya sabe cruzan por el punto (0,0) dos

caracteristicas, sin embargo sélo la recta z — ct = 0 yace completamente en la franja, misma que corta con el extremo
opuesto en el punto (L, %) De nuevo por este punto dos caracteristicas cruzan una con otra donde x + ¢t = —2L yace

en la franja y corta con el extremo opuesto en (0, 2%), de donde dos caracteristicas de nuevo cruzan y sélo x —ct = —2L
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estd en la franja. De manera andloga para el punto (L,0) tiene uno la recta caracteristica « + ¢t = L en la franja, que
corta en el otro extremo en (0, %), de donde sdélo la recta caracteristica x — ¢t = —L estd en la franja de nuevo, y corta
en (L, 2%) De aqui de nuevo la recta caracteristica x + ¢t = 3L estd en la franja y corta en (0, 3%) y repite el curso de
propagacion. Este comportamiento permite dividir la franja en regiones triangulares, las cuales tienen alguno de sus
lados en los extremos de la franja, y en cuadrildteros, los cuales tienen sus lados limitados por las rectas caracteristicas
exclusivamente, ver Figura 3.4.

Debido al seccionamiento de la franja por las rectas caracteristicas debe uno considerar tres zonas posibles si uno
estd interesado en obtener el valor u en un punto A(zg, %) en la franja, a saber

= regién superior
= regién izquierda
= regién derecha

donde la regién inferior es la zona donde es conocida la solucién por la férmula d’Alembert.

Regién superior en intervalo no simétrico

(0, (k +1)5) (L, (k+1)5)
x—ct=—(k+1)L A x+ct=(k+2)L
D B
t (L. 22k + 1))
C
(0, k) (L, KE) Figura 3.5: Cuadrilatero ABCD ubica-
x—ct= —kL x+ct=(k+1)L do en la regién superior del intervalo
x (0,L) para k£ <t < (k+ 1)Z con

k=0,1,...

Para este caso considera uno un punto A(zg,to) en la regién superior, cuyo tridngulo caracteristico es formado por
las rectas DA y AB que emanan de él, ver Figura 3.5, cortando en las rectas © —ct = (k+ 1)L y x + ¢t = —kL en D
y B respectivamente formando el cuadrilatero ABCD. Escrito de otra forma tiene uno

AB: x4 ct=x0+cty
BC': r—ct=—kL

CD: z+ct=(k+1)L
DA: x—ct=uxy— cty

tras calcular las intersecciones llega uno a

A(antO)
B(3[zo + cto — kL), &= [xo + cto + kL])

C(AL, £[(2k + 1)L))
D(3[(k + 1)L + (x0 — cto)], 5 [(k + 1)L — (20 — cto)])

de esta manera, si uno esta interesado en obtener el valor de u en el punto A observa uno que, del resultado de la
solucion general de la ecuacién de onda, para cada extremo del cuadrilitero ABC D tiene uno
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u(A) = F(xo— cto) + B(zo + cto)
u(B) = F(—kL)+ B(zo + cto)
uw(C) = F(—kL)+ B((k+1)L)
w(D) = F(x—cty)+B((k+1)L)

restando las dos primeras expresiones, restando las dos idltimas y sumar el primer con el dltimo cédlculo conduce a

w(A) +u(C) =u(B) +u(D) — |u(A)=u(B)+u(D)—u(C)]

Este resultado indica la posibilidad de obtener la solucién de un cuarto punto en cualquier regién siempre que uno
pueda trazar las rectas caracteristicas a partir de él que corten a las rectas ya trazadas por los segmentos inicial (z = 0)
y final (x = L), y como de cualquier punto siempre hay dos rectas caracteristicas puede uno conocer la solucién en
cualquier parte del plano x,t para la funcién wu.

Regién izquierda en intervalo no simétrico

(0, (k+1)%) (L (k+1))
x—ct=—(k+1)L x+ct=(k+2)L
A
t D (L, A2k +1)0)
B
C
(0, k&) (LKL Figura 3.6: Cuadrilatero ABCD ubica-
x—ct=—k x+et=(k+1)L do en la regién izquierda del interva-
x lo (0,L) para k£ < ¢ < (k+1)£ con

k=0,1,...

En caso de considerar un punto A(zg,t) en la regién donde uno de sus lados es la condicién de frontera izquierda
a(t), ver Figura 3.6, procede uno de forma andloga, del punto A emanan dos rectas caracteristicas, AD y AB, la primera,
al reflectar de la frontera (recta DC'), lo hace en recta paralela al segmento AB, es decir en recta caracteristica y de
nuevo formando un cuadrildtero ABC' D con segmentos determinados por

AB : T+ ct = xg + cty
BC : x —ct=—kL
CD: z+ct=—(x9— cto)
DA : T —ct = x9 — cty

el cdlculo de intersecciones conduce a

A(zo,t0)
B(%[(@"o + cto) — kL], 5=[(zo + cto) + kL))
C(5[=kL — (0 — cto)], 55 [kL — (z0 — cto)])
D(0, L[—(2z0 — cto)])

de nuevo por la solucién general de la ecuacién de onda tiene uno para cada extremo del cuadrildtero ABC'D

= F(xo— cty) + B(z + ctp)
F(—kL)+ B(aco — cto)
F(=kL) + B(—(xg — ctp))

= F(xo —Cto) + B(—(zo — cto))

S

—~ o~
Q

S~— N N
Il
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restando las dos primeras expresiones, restando las dos iltimas y sumar el primer con el tltimo cdlculo conduce a

w(A) +u(C) = u(B)+ u(D) — |u(A) = u(B) + a(—%(wo — cty)) — u(C)

donde el punto u(D) es remplazado por el valor que asume la funcién control a(t) en el extremo izquierdo.

Regién derecha en intervalo no simétrico

(0, (k+1)5) (L (k+1)5)
x—ct= —(k+1)L x+ct=(k+2)L
A
t GL L2k +1)0)
D y B
C . 12 .
(0, k&) (L kE) Figura 3.7: Cuadrildtero ABCD ubica-
x—ct= —kL x+ct=(k+1)L do en la regién derecha del intervalo
x (0,L) para k£ <t < (k+ 1)% con

k=0,1,...

Por tltimo considera uno punto A(xg,to) en la regién derecha en un intervalo no simétrico. Una vez mds, por el
punto A emanan dos rectas caracteristicas, AD y AB. La primera corta con x4+ ct = (k+ 1)L y la segunda con = = L.
Esta tltima rebota en sentido paralelo a la recta x — ¢t = —kL cortando en recta x + ¢t = (k+ 1)L en C formando un
cuadrildtero ABC'D de nuevo, cuyos segmentos estan definidos por

AB : T+ ct = xg + ctp
BC: x—ct=2L— (xg+ cty)
CD: x4+ct=(k+1)L
DA : T —ct = x9 — cty
de donde obtiene uno las intersecciones
A(I07 to)

B(L, %[(xo + Cto) — L])
C(3[(k+3)L — (zo + cto)], 5 [(zo + cto) + L(k — 1)])

C

D(3[(zo — cto) + (k+ 1)L}, 5z [(k + 1)L — (x0 — cto)])

entonces tiene uno cuatro expresiones, al substituir puntos A, B, C, D respectivamente

u(A) = F(xo— cto) + B(zo + cto)
w(B) = F(2L — (xo + cto)) + B(xo + cto)
uw(C) = F(Q2L— (xo+cty))+ B((k+1)L)
w(D) = F(zg—cty) +B({(k+1)L)

restando las dos primeras expresiones, restando las dos iltimas y sumar el primer con el dltimo cdlculo conduce a

u(A) +u(€) = u(B) +u(D)  — | u(4) = b(<[(xo + cto) ~ L]) + u(D) ~ u(C)

donde el punto u(B) es reemplazado por el valor que asume la funcién control b(t) en el extremo derecho.
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Condiciones de compatibilidad en frontera (caso no simétrico)

Para poder emplear el método descrito son necesarias condiciones iniciales y de frontera que satisfagan la ecuacion
de onda en las regiones donde la reflexiéon ocurre, es decir, en las fronteras x = 0 y x = L. A saber res condiciones de
compatibilidad deben ser satisfechas prescritas por el problema

Ut = CUgy O<ax<L, t>0
w(z,0)=p(z) 0<z<lL
u(z,0) =9(x) 0<ax<L

a(t) t>0
Lty=0bt) t>0

1. Primera condicién de compatibilidad (Posicién)
Por un lado tiene uno por condicién inicial u(z,0) = ¢(z) que en = L es u(L,0) = ¢(L
u(L,0) = b(0) por lo que tiene uno ¢(L) = b(0). Para el otro extremo z = 0 tiene uno u(0,0) = ¢(
tiene uno u(0,0) = a(0), por tanto de ambos lados llega uno a

) sin embargo
0) no obstante

2. Segunda condicién de compatibilidad (Velocidad)
Por un lado tiene uno por velocidad inicial u¢(x,0) = ¢ (z) que en x = 0 es u;(0,0) = (0) mientras que
%u((), 0) = a’(0) por ello (0) = a’(0). De manera similar tiene uno para el otro extremo z = L en condicién
inicial u¢(L,0) = ¢ (L) y de manera andloga %U(L, 0) = ¥'(0) por lo que ¥(L) = V'(0). Asi tiene uno

3. Tercera condicién de compatibilidad (Aceleracion)
Por la ecuacién de onda tiene uno uy(z,t) = c*uz,(z,t) = czaa—;u(x,t), para el extremo izquierdo x = 0 esto
es up(0,t) = 872211(0,15) por lo que uy(0,t) = a”(t) de donde uy;(0,0) = a”(0), para = L tiene uno uy(L,t) =
g—;u([/, t) lo cual es uy (L, t) = b (t) y por tanto us(L,0) = b”(0). Por otro lado ug(z,t) = czaa—;u(a:, t)yent=0

es uy(x,0) = 02%’&(:6,0) lo cual es uy(z,0) = 02%@@) yasien z = 0 es u;(0,0) = 29" (0) yen x = L es

ug (L, 0) = 29" (L). Consecuentemente tiene uno

E"0)=d"(0)] vy [FP"(1)="(0)]
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Intervalo simétrico

(—L, 240 (L,HaL))
xoet= -0 xer=st Figura 3.8: Franja de dominio —L <
rz < L, t > 0. Uno puede obser-
var que los extremos r = —L, y
x = L actian de nuevo como pare-
a8 e des reflectoras, si uno comienza con
el punto (—L, 0), éste es reflejado en
direccién x —ct = —L chocando en el
punto (L, 2%) que a su vez es refleja-
t lewm (w220 do en direccién z + ¢t = 3L chocan-
x—ct= -1 xhet=3L do en (—L,4L) y asi sucesivamen-
te. Por otro lado, pero de manera
andloga, el punto (0, L) es reflejado
en direcciéon z + ct = L chocando en
S @y (=L,2%), que a su vez es reflejado
en direccién x — ct = —3L chocando
en (L,4%) y continta el curso infi-
nitamente. La diferencia estd en el
(=1.0) w0 intervalo de reflexion, pues debido a

x—ct=—1L x+ct=L la longitud doble de la franja las re-
flexiones son propagadas en tiempos
pares (L,(2k)L) y (—L,(2k)) para
r = L y x = —L respectivamente.

Para este caso tiene uno el problema definido en el intervalo (—L, L)

Upt = CUgy —L<z<L, t>0
u(z,0) =p(r) —-L<z<lL
ug(z,0) =¢(x) —L<z<L
u(=L,t) =a(t) t>0

u(L,t)=b(t) t>0

cuyas rectas caracteristicas de nuevo dividen la franja —L < z < L, t > 0 de tal forma que la direccién de propagacién
es recorrida una unidad temporal a comparacién con el caso (0, L), ver Figura 3.8. Esto es debido a la prolongacién
del intervalo por lo que la propagacién debe abarcar més distancia.

Para construir la solucién en cualquier region del intervalo simétrico procede uno de manera andloga a caso (0, L),
es decir, uno analiza tres casos:

= regién superior
= regién izquierda

= regién derecha

Regién superior en intervalo simétrico

Uno considera un punto A(zg,tp) en la regién superior, como puede uno ver en la Figura 3.9, de donde dos
caracteristicas emanan (tridngulo caracteristico) y cortan con la propagacién de rectas caracteristicas originadas en
los extremos de la franja, a saber x —ct = —L y x + ¢t = L, en puntos D y B, que yacen en las rectas caracteristicas
de forma z + ¢t = (2k + 1)L y ¢ — ¢t = —(2k + 1)L para k = 0, 1,... respectivamente, que a su vez cortan una con
otra en el punto C, esto es definido por
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(—L.2(k+1)5) (L20k+1)5)
x—ct= —(2k+3)L A x+ct=(2k+ 3)L
D B
t (0. (2k+1)%
C
(—L.kE) (L, KE) Figura 3.9: Cuadrilatero ABCD ubica-
x—ct= —(2k+1)L X+ct=(2k+ 1)L do en la regién superior del intervalo
X (=L, L) para k% <t <2k+ 1)% con

k=0,1,...

AB: T+ ct = xg + cty
BC: z—ct=—-(2k+1)L
CD: z+4+ct=2k+1)L
DA : T — ct = xg — cty

tras calcular las intersecciones llega uno a

A(zo, o)
B(3[zo + cto — (2k + 1) L], 5= [z + cto + (2k + 1) L])
C(0,(2k+ 1))
D(3[(2k + 1)L + (20 — cto)], % [(2k + 1)L — (w0 — cto)))

para k = 0,1,.... Por dltimo para hallar la solucién en alguna de las regiones superiores emplea uno la regla de
cuadrildtero para el punto A:

w(A) +u(C) =u(D) +u(B) — |u(A)=u(D)+u(B) —u(C)]

Regién izquierda en intervalo simétrico

(—L.2(k+1)9) L2k +1)p)
x—ct= —(2k+3)L x+ct=(2k+ 3L
A
t (0. (2k+1)%
B
Dl
(—L.kL) c ) Figura 3.10: Cuadrildtero ABCD ubi-
x—ct= —(2k+1)L X+ct=2k+ 1)L cado en regién izquierda de intervalo
x (—=L,L) para k£ <t < 2(k+1)% con

k=0,1,...

De manera semejante considera uno de nuevo un punto A(zg,to) ubicado en la regién izquierda dentro de algin
intervalo positivo de ¢, como puede uno ver en la Figura 3.10. Uno tiene el tridngulo caracteristico emanando del punto
A cortando a * = —L en el punto D y a la recta caracteristica © — ¢t = —(2k + 1)L en B. Como el punto D estd
definido por la funcién en el lado izquierdo a(t) la propagacién a partir de D cortard con la recta en C, es decir
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AB : T+ ct = x9 + cty
BC : r—ct=—2k+1)L
CD: z+ct=—-2L— (x9— cto)
DA : T —ct = xg — cty

Tras calcular de nuevo las intersecciones entre los segmentos llega uno a

Ao, to)
B(5wo + cto — (2k + 1) L], 5,[(2k + 1)L + o + cto))
C(3[~L(2k +3) — (z0 — cto)], 5= [L(2k — 1) — (w0 — cto)])

D(=L, = ¢[L + (w0 — cto)])

y para obtener el valor de la funcién u en el punto A tiene uno por el cuadrildtero formado

u(A) +u(C) =u(D) +u(B) — U(A):a(_%

[L + (x0 — cto)]) + u(B) — u(C)

Regién derecha en intervalo simétrico

(—L.2(k+1)5 (L.2(k+1)5)
x—ct= —(2k+3)L x+ct=(2k+ 3L
A
t (0, (2k +1)5)
D
, B
(—L. kL) c (LKL Figura 3.11: Cuadrilatero ABCD ubi-
x—ct=—(2k+1)L x+ct=(2k+ 1)L cado en la regién derecha del intervalo
X (=L,L) para k£ <t < 2(k+1)£ con

k=0,1,...

Para este tltimo caso procede uno de manera andloga, es decir, uno considera un punto A(z,?y) ubicado en la
region derecha dentro de algiin intervalo positivo de ¢, como puede uno ver en la Figura 3.11. De nuevo tiene uno el
tridngulo caracteristico emanando del punto A cortando a = L en el punto B donde estd definida la funcién b(t) y
ax+ct=(2k+ 1)L en D. La propagacién en B es dirigida en recta paralela a @ — ¢t = —(2k + 1)L cortando en C a
la recta x + ¢t = (2k + 1)L, o en otros términos

AB : T+ ct = xg + cty
BC: x—ct=2L— (xg+ cty)
CD: x+ct=2k+1)L
DA : T —ct = x9 — cty

Tras calcular de nuevo las intersecciones obtiene uno

A(zg, to)
B(L, %[xo + cto — L))
C(3[L(2k + 3) — (zo + cto)], 5= [L(2k — 1) + (z0 + cto)])
D(3[(2k + 1)L + (20 — cto)], 5= [L(2k + 1) — (zo — cto))])
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y para obtener el valor de la funcién u en el punto A tiene uno por el cuadrilatero formado

u(A) +u(C) =u(D)+uB) — |u(d)=ulD)+ b( [xo + cto — L]) — u(C)

Condiciones de compatibilidad en frontera (caso simétrico)

De manera andloga con el intervalo no simétrico son necesarias condiciones iniciales y de frontera que satisfagan
la ecuacién de onda en regiones donde la reflexiéon ocurre, es decir, en las fronteras + = —L y * = L , llamadas
condiciones de compatibilidad. En este marco deben ser satisfechas tres condiciones, mismas que estdn impuestas
dentro del problema

Ut = CPUgy —-L<x<L, t>0
u(z,0)=p(x) —-L<z<L
u(z,0) =¢(z) —L<z<lL
u(—=L,t) =a(t) t>0

u(L,t) =b(t) t>0

1. Primera condicién de compatibilidad (Posicién)
Por un lado tiene uno por condicién inicial u(x,0) = @(x) que en & = L es u(L,0) = (L) sin embargo
u(L,0) = b(0) por lo que tiene uno ¢(L) = b(0). Para el otro extremo x = —L tiene uno u(—L,0) = ¢(—L) no
obstante tiene uno u(—L,0) = a(0), por tanto llega uno a

2. Segunda condicién de compatibilidad (Velocidad)
Por un lado tiene uno por velocidad inicial ui(x,0) = () que en x = —L es uy(—L,0) = t»(—L) mientras
que Zu(—L,0) = a’(0) por ello (— L) = a/(0). De manera similar tiene uno para & = L en condicién inicial
u(L,0) = 1(L) y de manera andloga &u(L,0) = b'(0) por lo que 1(L) = b'(0). Asi tiene uno

3. Tercera condicién de compatibilidad (Aceleracién)
Por la ecuacién de onda tiene uno wusy(z,t) = c2uze(x,t) = 288 “ou(x,t), para x = —L esto es uy(—L,t) =
atzu( L,t) por lo que uu(—L,t) = a”(t) de donde uu(—L,0) = a”(0), para & = L tiene uno us(L,t)
a; uw(L,t) lo cual es uy(L,t) = V' (t) y por tanto uy(L,0) = b”(0). Por otro lado uy(x,t) = c? 3‘922u( t)
t =0 es uy(x,0) = 025)2u(x,0) lo cual es uy(z,0) = 0259—;@(x) y asi en z = £L es uyu(£L,0) = 2" (£L).
Consecuentemente tiene uno

en

[P (-1)=d"(0)] v [0"(1)="(0)]
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Capitulo 4

Tratamiento numérico (con diferencias
finitas) de ecuacién de onda

4.1. Introduccion

Entre los métodos comunes para resolver ecuaciones diferenciales parciales existe uno llamado método de diferencias
finitas. La idea general detrds de este método es substituir las derivadas parciales de la funcién u(z,t) en la ecuacion
diferencial parcial por aproximaciones obtenidas a partir de la serie de Taylor de la funcién considerada tras haber
discretizado el dominio donde uno trabaja.

El proceso discretizaciéon consiste en dividir el dominio en n — 1 segmentos empleando n nodos a distancia Az
entre ellos, ver Figura 4.1. Para la discretizacién espacial tiene uno,

T < T <...<ZTp_o<xp_1 talque x; =xz9+iAxr para i=0,1,...,n—1

de la misma forma para la discretizacion temporal

to<t1<...<tm_o<tm_1 talque tp =19+ kAt para k=0,1,...,m—1

donde uno ha escogido el tamano de paso Az y At uniformes, es decir del mismo tamafio. También es posible consi-
derar segmentos no uniformes al discretizar, sin embargo uno emplea en este trabajo exclusivamente discretizaciones
uniformes a menos que lo contrario esté especificado.

Discretizacién

Figura 4.1: Discretizacion
de dominios X = [0,1] y
T = [0, 1] unitarios, en n —
1y m—1 segmentos de lon-
gitud Az y At cada uno
empleando n y m nodos
respectivamente. Este pro-
cedimiento es también lla-
mado generacién/creacién
de malla.

Posterior a la division del dominio en subintervalos requiere uno discretizar también los operadores derivadas
involucrados en la ecuacién diferencial parcial. Para ello parte uno de las aproximaciones en serie Taylor de la funcién
u(zx,t) para Az, —Az y At
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B ou 5 0%u 1 383u 0%
u(z + Az, t) = u—i—(Am)aTE—i—g( ) @—&-f(A x) e + (Az)? o a7t

. ou 1 5, 0%u 6 u 84

B ou 1 282u 83 84

de donde considera uno los términos a aproximar dentro de la serie y trunca hasta donde uno requiera para obtener
la aproximacioén de derivadas de orden deseado. Para el caso de la aproximacién a derivada de primer orden tiene uno

w(z + Az, t) = u+ (Aa:)g—z + O(jAz]?) @+ Ax:i —u@?) _ %(x,

donde término O es llamado en este dmbito orden de aproximacién, mismo que indica el préximo término con
coeficiente Ax. La expresion anterior es conocida como diferencias finitas hacia adelante. De la misma forma puede
obtener uno la aproximacion de primer orden con —Ax a saber,

t) + O[(Ax)]

w(r — Az, t) =u — (Ax)% +0(]Az]?)  — u(@,t) = Z(;C oY) gz (z,t) + O[(Ax)]

conocida como diferencias finitas hacia atras. Y efectuando la resta de diferencias finitas hacia enfrente y hacia atrés
obtiene uno

w(x + Az, ) — u(w — A, t) = (Ax)% Lo([A?) - MetA ”2;;‘(5” —Ant) %(x,

férmula conocida como diferencias centrales primer orden. Andlogamente puede uno obtener la expresién para las
derivadas de segundo orden tras sumar la serie de Taylor para Az con —Ax y truncar hasta el término mencionado

t) + O[(Ax)?]

u(x + Az, t) — 2u(z,t) + u(z — Az, t)  9%u
(Az)? T 922

2 0%u

u(z+Az, t)+u(z—Ax,t) = 2u—(Azx) 92

——+0([Az]*) (z,1)+O[(Ax)?]

llamada diferencias centrales para derivada de segundo orden. Abreviando la notacién tiene uno de los resultados
anteriores

» Diferencias finitas primer orden hacia adelante (Forward)

k k
Ugy ) — U
g =—* A
U - + O[(Az)]

» Diferencias finitas primer orden hacia atrds (Backward)

k k
Uy —Uj_q

A Ol(A)]

Uy =

» Diferencias finitas primer orden central (Central First Order)

k

k
Uy — U 2
Uy = T oAr + O[(Ax)?]

» Diferencias finitas segundo orden central (Central Second Order)

k k k
Uy — 2uy +up
e = 2Az

+ O[(Ax)?]

Con estas aproximaciones en diferencias finitas de primer y/o segundo orden, reemplaza uno las derivadas parciales
en la ecuacién parcial a resolver, obteniendo asi un esquema numeérico. Desde luego es distinto cada esquema y estd
sujeto a condiciones particulares como uno ve més adelante. Uno trabaja con el esquema CTCS (Central Time Central
Space) y el esquema Crank Nicolson para la ecuacién de onda.
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4.2. CTCS (Central Time Central Space)

4.2.1. Esquema numérico CTCS

El esquema CTCS consiste en emplear aproximaciones de diferencias finitas centrales de segundo orden para el
espacio y para el tiempo respectivamente, es decir,

1 k—1 k k+1 1 k k k
Ut ~ (At)z[ui =2ui +uw ] Y U R (Aaj)z[uz‘—l = 2u; + uii4]
tras substituir en la ecuacién de onda obtiene uno
At
uf =t = ouk bt = ( AJ;) [uf_ —2uf +uf, ]
———
7.2
donde el nimero
At
r=c—o
Ax

es llamado niimero Courant-Friedrichs-Lewy, mismo que marca la condicién de convergencia del método numérico
empleado al resolver una ecuacion diferencial parcial. Al simplificar y resolver para términos del nivel k + 1, es decir,
k+1 obtiene uno

uf T =2l 4 2(1 — )l b -l

parat=1,...,n—2y k=0,1,...,m — 1 como ve uno mas adelante.

4.2.2. Discretizacién problema ecuaciéon de onda

Desarrollando el esquema CTSC para i =0,1,...,n — 1 obtiene uno un sistema de n ecuaciones (de 0 a n — 1)
ub ™t = 2R 4201 = )l el — b
u]f"'l = 2l 201 — r?)ub 4 rPub — ulf !
uft™ = PPl 4201 — )l ot b

k+1 2

_ k 2\, k 2,k k—1

Up—o = Up—3 + 2(1 -r )un72 +r Up—1 = Up_3
k+1 _ 2 k 2\, k 2.k k—1
Up—1 = Up_o9 + 2(1 -r )unfl +r Uy — Up_q

mismo que puede ser reescrito de manera matricial como

ugtt @ a 0 0 0 0 0 uk uf ™t uk
uptt a a a 0 0 0 0 uk ubt 0
: 0o . 0 0 0
uttl=10 0 a a a 0 0 ul ubF Tt +r? 0
: 0o 0 o0 . 0 :
uﬁtlz 0 0 0 0 ap Ae  Qp usz uZ:IQ 0
uktl 0 0 0 0 0 a a) \uF_, ukl uk
con
ag=1*| la.=20—-r*| vy |a, =1
es decir
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W = Ay — bt

donde el iltimo sumando en la expresién matricial es simplificado a cero pues los tinicos dos elementos suyos no estan
dentro de la discretizacion espacial. Este esquema proporciona una recursién directa, es decir, el término siguiente es
obtenido a partir de(l) paso(s) anterior(es). Uno llama a este tipo de esquemas métodos explicitos. Notar que el
método CTCS tiene problema cuando k& = 0 pues uno obtiene

ol = @0 ——

sin embargo uno puede emplear condiciones iniciales para ajustar los indices temporales que no estén en la malla.

Condiciones iniciales
Uno requiere discretizar las condiciones iniciales pues son parte del problema. Para la posicién inicial tiene uno
0) = 0o_ 0 _
u(@,0)=p(x) — u=p — uw=¢

mientras que la velocidad inicial es

u(2,0) = () — ——F—=1; — uF=Aw+u""
para k = 0 tiene uno

W=Atp+ut = ut =4 - Aty

substituyendo en el esquema CTCS para paso k = 0 junto con la velocidad inicial conduce a

u'=Au’ —ut = u=Ap—u'+ A = U =(A-De+ Aty

asi, por lo anterior el esquema CTCS es, para k =0

u' = (A-Dp+ Aty

u

L B
parak=1,...,m— 2.
Condiciones de frontera

En las condiciones de frontera tiene uno

= para extremo izquierdo
u(0,t) =at) — ub=a

= para extremo derecho
uw(L,t) =b(t) — uf ="

ambas para k = 0,1,...,m — 1. En esta ocasién incluye uno el ultimo nodo m — 1 pues no hay recursién en este caso.

4.2.3. Error de truncamiento y consistencia CTCS

Debido a que uno aproxima derivadas parciales debe uno recortar o truncar términos en la serie de Taylor, hacer
esto genera un error de precisién por dichos términos truncados, por ello uno define el error local de truncamiento,
para este caso del esquema CTCS, como

TE = L* — Ras

con

1 _ 1
8¢ = LR _oub Yy Rap = ook — 20k k]

)
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donde LA y Ra, hacen referencia al lado izquierdo y derecho respectivamente, donde las derivadas parciales temporal
y espacial estdn ubicadas en la ecuacién de onda. Al substituir las aproximaciones correspondientes, recortando la
notacién y desarrollando tiene uno

1 (At)4 (Ax)*
At _ 2 6 _ 2 2 6
respectivamente. Simplificando tiene uno
At)? Ax)?
LA = |:utt + ( 12) Uttt + O([At]4)] Yy Ras=¢ [Um + 7( 1? Ugzor + O([Ax]4)]
Tras efectuar
TE = L?" — Ra,
y recordando que 1y — 2y, = 0 llega uno a
At)? Az)?
(e, 0) = |95 + 008" ¢ [ S5 s + 0801
tras reordenar términos
At)? Azx)?
TE(J:’ t) = ( 1;) Utttt — 02%uwxxz + O([At]4) + O([A$]4)
como uno trabaja con funciones suaves tiene uno
0? 0?
U = gy = U = Ctlagny = sty = ¢ o Pty = Mlgs
por lo que
2 2
TE(z,t) = %c‘lumm — 02(A17§)umm +o([At)Y) + O([Az]Y)

y de esta forma

TE(z, t) = c%umz [P (A1)? — (Az)?] + O([AL*) + O([Az]Y)

aqui tiene uno lo siguiente

» si c?(At)? = (Ax)? el esquema CTCS es de orden O([At]*) 4+ O([Az]?) y uno dice que es de orden de precisién
cuatro en el espacio y cuatro en el tiempo

» sic2(At)? # (Ax)? el esquema CTCS es de orden O([At]?)+O([Ax])?) y uno dice que es de orden de precisién
dos en el espacio y dos en el tiempo

por tanto si Az — 0 junto con At — 0 tiene uno TE — 0 y el esquema CTCS es consistente con la ecuacién de
onda.

4.2.4. Estabilidad CTCS

Usando el método de Von Neumann,

u(z,t) = A(t)e!™®
donde I =v/—1, w es el nimero de onda y A(t) es la amplitud de onda dependiente del tiempo. Discretizar conduce a
uic _ AkeIwiAz

substituir en el esquema CTCS

k+1 _ 2 k 2\, k | .2k k—1
w; T =ty 2(1 =7 )ug A+ rtug — g
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conduce a

Ak+161wiAm :r2AkeIw(i71)A$ + 2(1 o T,Q)AkelwiAw + ’]"2Ak61w(i+1)Az _ AkrfleIwiAa:
Ak+1 :,,,2Ak:e—IwA;E + 2(1 o 7,,2)Ak + TQAkGIwAz o Ak:—l
:r2Ak(e—Iwa + eIU}A(L‘) + 2(1 o TQ)Ak _ Ak—l
=212 A¥ coswAzx + 2(1 — r?) AP — AF!
=2r2 A*(coswAzx — 1) + 2A4F — AF~1

1
= — 412 A¥ sin? §wa +2AF — Ak

de donde obtiene uno

ARl = AF {2 — 4r? sin? ;wa} — Ak

uno puede reescribir la expresién como

ARFIN 2 — 4r?sin® fwAz -1 AF
Ak ) 1 0 ) \4r!

con

tr(R) = 2 — 4r? sin? %wa y |det(R) =1

de donde obtiene uno

p(A\) = A2 —tr(R)A +det(R) — [p(\) =X+ {47’2 sin? %wa - 2} A+1

resolviendo para Ao

2 — 492 gin? %wa j:\/[47'2 sin? %wA:c — 2]2 —4
2
2(1 — 22 sin? %wa) i\/QQ [2T2 sin® %wa — 1]
2

A2 =

2 9

2
1 1
=1 — 27%sin? §wA;v :t\/[Qrz sin? §wa — 1} -1

2
1 1
=1 — 2r2%¢in? §wAm i\/[l — 272 gin? 2wa} -1

donde llega uno a

1 1 2
A2 =1—2r?sin? iwAz :t\/[l — 2r2sin? QwA:c} -1

Uno observa que la funcién radicando

2
1
f(r)= (1 — 2r? sin? 2UIA:,C> -1
debido a restriccion de la funcién seno

1
0 < sin? iwa <1
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yace entre las funciones

fr)y=0 y f(r)=Q1-2*)*~-1
pues ocurre cuando la funcién seno es respectivamente cero (azul) y uno (rojo), como puede uno ver en la Figura 4.2a,

firy =1 -2 sin® %u'_‘.:

firy =01 ~ 2 ain %M‘AJ'F— 1

100
— flr)=10
— flr)= (- 27 -1 07
0.50 4

0.2 4

0.00 4

Firl
firy

~0.25

~0.50 4

—0.744

— fir)=1
~104 — firi=1-2*%

. . . ‘ W0 07 0 0% 0w 0B o0k o0m Lo
1o 04 00 05 10 .

(b)  Funcién fuera del
radicando del esquema
CTCS yace en la zona
azul acotada por funcio-
nes donde el seno asume
CEero y uno.

(a) Funcién radicando
del esquema CTCS yace
en la zona azul acotada
por las funciones donde el
Seno asume cero y uno.

Figura 4.2: Regiones donde el esquema CTCS es estable.

asumiendo de esta forma valores negativos (zona azul) siempre que

conduciendo asi a valores propios complejos conjugados. Con esta restriccién sobre r la funcién restante

1
f(r) =1—2r%sin 2§wAm
yace entre las funciones
fry=1y fr)=1-2"7
mismas que ocurren cuando la funcién seno asume respectivamente el valor cero (azul) y uno (rojo), consecuentemente

la parte real de ambos valores propios estd entre menos uno y uno, como puede uno ver en la Figura 4.2b. En otras
palabras, si ocurre

1 1
1 — 2r?sin? §wAm <1 & —1<1-—2r2sin? §wAm <1
entonces

A <1 y X <1

asi, matriz R es diagonalizable y tiene uno

R = PAP!
R* = (PAP Y(PAP™Y)...(PAP7Y)...(PAP Y (PAP™Y)
k veces
RF = PAFP!
|RE[| < IPIIAI" ]| P
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donde A es la matriz con valores propios A1 y A2 en las entradas de la diagonal principal junto con P la matriz cuyas
columnas son los vectores propios asociados a A1 y Ay respectivamente. De esta forma

17" <c

por tanto para cualquier k existe cota y el esquema CTCS es estable con —1 < r < 1, sin embargo, tomando en cuenta
que r > 0, tiene uno

ﬁ<1
CA:C

Debido a esta condicién, clasifica uno esquema CTCS como condicionalmente estable.

4.2.5. Convergencia CTCS
El esquema CTCS cumple

= comnsistencia con la ecuacion de onda lineal

= estabilidad siempre que

— <1
CAJ:

asi, por el teorema de Lax-Richtmyer es convergente a la solucién de la ecuacién de onda.

4.3. Crank Nicolson

4.3.1. Esquema numérico Crank Nicolson

Para este esquema numérico las aproximaciones dictan un promedio entre pasos consecutivos para el dominio de
tiempo en la aproximacién espacial, mientras que la parte temporal es preservada como en el esquema CTCS, es decir,

1 1
(AL)2 2(Az)?

Tras la substitucién en la ecuacién de onda tiene uno

k1 _
i

Ny E k-1 N k+1 k41 k41 k-1 k-1 k—1
Upp = [w 2u 4w Y Upe N [ —2ui ™ F gty Ay — 2u T g

2
1 At
k+1 k k-1 k+1 k+1 k+1 k-1 k—1 k—1
ui = 2wl = o e ) ugdy 2w T g — 2u T g ]

¢ ¢ 2\ Ax
r2
y separando del lado derecho e izquierdo los términos asociados a u**! y u* con u*~! respectivamente
1 1
k+1 27, k+1 k+1 E4+1y _ L 2y k-1 k-1 k-1 k k-1
Ui T 5T [uily —2ui ™ +u ] = 9" [wisy — 2w +ui ]+ 2u —
en otras palabras
L o k1 oy kil Lo gy ko Lo k1 2y k-1, L o p1
—5T U + A +rH)u — ST Ui = 2u; + " Ui IT4+ru " + 3" Uit
4.3.2. Discretizacién problema ecuaciéon de onda
Desarrollando esquema Crank Nicolson para ¢ = 0,1,...,n — 1 obtiene uno un sistema de n ecuaciones (de nuevo

deO0an—1)
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1 1 1 1
—§r2u’i+11 +(1+ 7“2)u’5Jr1 — §r2u’f+1 = 2uf+ §r2ulfll -1+ r2)u§71 + §r2u’f71

1 1 1 1
—§r2u’5+1 + (14 r2)ultt — 57"21/2”1 = 2uk+ 57“21/571 — (14 r2)ub=t 4 §r2u§71

L o k1 1 4 72)h+1 Lo k1 _ 2uk Lok 14 72) k1 Lo k1
Tl i + (L4 )u™ - o i = 2l + 97 Wi (X +riu + 97 Uit

L o ki1 o kil Lo ki k Lo k1 o k-1, L 2 ko1
—57" Up—3 + (1 +r )un—2 - §T Up—1 = 2un72 + §T Up—3 — (1 +r )un—2 + ir Up—1

1 1 1 1
g N e R (R R e W S

equivalente a

a ar 0 0 0 0 0\ [ug™ uk bo b, 0 0 0 0 0\ [ug’
a a ar 0 0 0 0] |uit uk be b b 0 0 0 0] [uf?
0o . .0 0 0 : 0o . .0 0 0

0 0 a a a 0 Of|u*|=2]w |+]10 0 b b b 0 0f][u?
0 0 0 0 : : 0 0 0 - 0 :

0 0 0 0 ay Ae  Qp uﬁfé uﬁ72 0 0 0 0 bg bc br uﬁié
0 0 0 0 0 a a) \u'tl uk 0 0 0 0 0 b be) \ul

con

1 1 1 1

Simplificando el dltimo sumando a cero por no pertenecer a la malla y reescribiendo en forma matricial tiene uno

Auk-‘rl — 2Qk _'_@k—l

El esquema Crank Nicolson a diferencia del esquema CTCS proporciona una recursién indirecta, pues en cada paso
k es necesario resolver sistema de forma Ax = b para obtener paso siguiente k£ + 1. Uno llama este tipo de esquemas
esquemas implicitos.

Condiciones de frontera

En las condiciones de frontera tiene uno

= para el extremo izquierdo

= para el extremo derecho

ambas para k=0,1,...,m — 1.
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Condiciones iniciales
Para la posiciéon inicial tiene uno

0

uwz,0) =) — u=¢i — w=¢
mientras que la velocidad inicial es
ub — bt
ug(z,0) = P(z) — thz =1 — u=Atp+u!

para k = 0 tiene uno

u’ = Atg—i—g_l — oy t=40 — Aty

Substituir en el esquema Crank Nicolson para paso k£ = 0 junto con la velocidad inicial conduce a
Au' =20+ Bumt o Au' =20+ B’ - Atp) - u'= A7 ((B+ 2Dy — AtBY)

Por el cdlculo anterior el esquema Crank Nicolson es, para k = 0

u' = A7 (B +2L)p — AtBY)

Aubt! = 24k +@k71

parak=1,....,m — 2.

4.3.3. Error de truncamiento y consistencia Crank Nicolson

Uno define el error de truncamiento para el esquema Crank Nicolson andlogamente al caso CTCS

TE = L? — Ra,
donde

1 k—1 k k+1 1, 1 k—1 k—1 k—1 k+1 k+1 k+1
(A1)2 [ ™" — 2u; +Ui+ ] v Raz=+ [ ") — 2u; + U +uijl _2ui+ +uij-r1]

At _ [
L™= 2¢ (Az)?

de nuevo estd uno interesado en que TE — 0 cuando Az — 0 junto con At — 0 para poder clasificar el esquema
Crank Nicolson de consistente. Por tal motivo tiene uno tras substituir aproximaciones respectivas
1 (At)4
LAY = —— |(At)u —u O([At]°
(A2 [( ) e + 19 Wttt + ([At]?)

y para el lado derecho

S e + O[22 + O(AY

1/ 1\° Az
Rai= (eas ) |28 00 + (BaP(80%u0n + 5]

reducir términos conduce a

2

22 = fuo+ S s + 0(101Y)

junto con

Bat = %02 {qu:c + (At)zuacxtt + %Uxx:m + O([AI]4) + O([At]4)]

efectuar

TE = L?" — Ras
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conduce a

At)? At)? Ax)?
TE =uy + %utttt - CQUm - 02( 2) Ugztt — 02%Umm + O([AIF) + 0([At]4)

_(Ap? 2B B o(ad) + O((A)

19 Uttt — C xatt — C 12
—A (At)? 2 (AL)? 2 (Az)®

xxtt —

1p twwee T C Tyl “ 12

= e [(eA)? — (A)?] — 2 (A;)zumt + O([Ad]Y) + O([Ag4)
__ c%umm [5(cAt)? + (Ax)?] + O([A]*) + O([A)

donde uno usé de nuevo la suavidad de la funcién u

02 9%

2 2 2 2 4
Utg = CUgg  — Uttt = C Uggtt = C FUtt = C 5 C Uzz = C Ugpax
ox Ox

asi llega uno a

TE(z, t) = 702%%“3“ [5(cAL)? + (A2)?] + O([Az)) + O(ALY)

Es decir, el esquema Crank Nicolson es de orden O([Az]?) + O([At]?). Por tanto si Az — 0 junto con At — 0
tiene uno TE — 0 y el esquema Crank Nicolson es consistente con la ecuacién de onda.

4.3.4. Estabilidad Crank Nicolson

Considerar de nuevo

u(z,t) = A(t)e!™®
cuya discretizacién es
Uf _ AkelwiAz

Al substituir en el esquema Crank Nicolson

1 ) 1 1 _ _ 1 _
—frzufjll +(1+ Tz)ulﬁ'l — Syt = 2ul + —r2yP 11 -1+ 7’2)u;C Ly ,T2u£€+11

2 i 2 i+1 2 i— 2
tiene uno
_%T2Ak+lelw(i—1)Agc + (1 + TQ)Ak+1eIwiAx _ }TQAk—&-leIw(i—&-l)Aa:
— 2AkelwiAx + %TQAk—lelw(i—l)Am _ (1 + T2)Ak—1eIwiAm + %TQAk—leIw(i-ﬁ-l)Am
desarrollando la expresion
7%T2Ak+167[wa + (1 + TZ)AkJrl o 1T2Ak+161wAz _ 2Ak‘ + ETZAkflefIwAz . (1 + T,Q)Akfl + %T,QAkflelwAm
1
7T2Ak+1(eflwA:z: + e[wA:z:) + (1 +,,,2)14k+1 _ 2Ak + §r2Ak71(671wAz + GIwAz) o (1 + T2)Ak71
—r2 AR coswAz + (1 +r2)AME = 24F 42 AR coswAr — (14 r%)AF?
ARF1 [—r? coswAz + (1+71%)] = 24F 4 A+ [r? coswAz — (14 r?)]
AR [-r?(coswAz —1) +1] = 2AF A1 [r?(coswAz — 1) — 1]
1 1
AR 1992 gin? iwa +1| = 24% 4+ A1 | —212gin? §wa -1
entonces
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1 1
AFFL {21"2 sin® §wA:c + 1] =2A4F 4 AFT {—27’2 sin? §wAz - 1}

reescribiendo la expresién anterior como un sistema matricial

272 gin? %wAa: +1 0 Ak+1 (2 —9r2 sin? %wAa: -1 Ak
0 1 AR ) T \1 0 Ak-1

de donde uno obtiene
A = m —2r?sin® JwAz — 1 Ak
A 1 0 AF-1

con

2

%wa +1

tr(R)

1
5 y det(R) = 2r?sin? Qwa +1

2r2 sin

y el polinomio caracteristico

2

A) =2 —tr(R)A+det(R) — A=\ —
() F(R)A+ det(R) () 2r2sin® JwAz + 1

1
A+ 2r? sin? §wa +1

Para determinar \ tiene uno :

2
2 i\/[ oner| - 427 sin? fwda + 1]

272 sin? %wAa:+1 272 sin? %’wAZL’Jrl

2

A2 =

2
1 1

= +
272 gin? %wAJ: +1 [27“2 sin? %wAJ: +1

1
— [27"2 sin? §wa + 1}

llegando a

2

A L + L 22 sin? LA +1
= — |2r2sin® —wAzx
12 272 gin? %wa +1 272 gin? %wa +1 2

donde el radicando es negativo, pues

1
0 < sin® iwAac <1
1
0 < 7% sin? QwAcc <r?
1
0 < 272 sin? §wa < 2r?

1
1< 1+ 2r%sin? iwa <142r2
1 < 1
1 + 2r2sin? %wa 1+ 2r2
1 < 1
1+2r2 ~ 1+ 2r2gin? %wAm

1 2
[14—27‘2} <

1>

<1

1

<1
1+ 2r2sin? %wa

y por otro lado
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1
1< 1+ 2r%sin? Ewm <1+ 272

1
—1> —(1+ 2r?sin? 5wAgc) > —(1+42r?)

1
—(1+2r?) < —(1 4 2r?sin? §wAm) < -1

de ambas expresiones encerradas tiene uno

[1 + 2r2

]2—(1+2r2) <

1

1 + 2r2sin %wa

2
1
] — (14 2r?sin? §wAaz) <0

asi el radicando asume un valor menor o igual a cero, ver Figura 4.3a, conduciendo a valores propios complejos
conjugados. Para la parte real observa uno del primer cédlculo que la funcién

f(r)

1

B 1+ 2r2sin? %wAac

<1

para cualquier valor asumido por r, como puede uno ver en la Figura 4.3b, de esta forma

M <1y

flry=101/{1+ I sin’ %H'JJ' o1+ 2 sin? %u'_‘u'}

(.0 4

~0.51

-2.04

-3.04

— fir)=0
— fir) == - 42

LW 07 0% 03 0

(a)

01

030 0m

100

Funcién radicando

del esquema Crank Nicol-
son yace en la zona azul
acotada por las funciones
donde seno asume cero y

uno.

por tanto para la matriz R tiene uno

[Ao] <1

firy=1/(1 +'2r2=i'lu2%u'lﬂ

100 4

0.75 4

0.5 4

fir)

0.25 4

.00 4

~0.254

—_ fir=1

— fir= =

~0.50

|
|

e
o]

(b)  Funcién fuera del
radicando del esquema
Crank Nicolson yace en la
zona azul acotada por las
funciones donde seno asu-
me cero y uno.

Figura 4.3: Regiones donde el esquema Crank Nicolson es

estable.

IN

PAP!

(PAP Y (PAP™Y) ... PAP™' ... (PAP Y (PAP™)

PAFPL
[|PI[[|A*]] [P~
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donde P es matriz no singular cuyas columnas son los vectores propios asociados a los valores propios respectivamente
A1y A2 asi como A es la matriz cuyas entradas en la diagonal principal son los valores propios y cero en resto de las
entradas. De esta manera tiene uno

||rf[| <C
lo cual siempre ocurre para cualquier 7 y w, es decir, esquema Crank Nicolson no esté restringido a condicién alguna,

luego es incondicionalmente estable.

4.3.5. Convergencia Crank Nicolson
El esquema Crank Nicolson cumple
= consistencia con la ecuacién de onda lineal

= estabilidad para cualquier
At

“Az

asi, por el teorema de Lax-Richtmyer es convergente a la solucién de la ecuacién de onda.

4.4. Cuestiones teodricas

Definicién 4.4.1 (Error de truncamiento). Uno denota el error local de truncamiento TE(z,t) de un esquema
numérico de una ecuacion diferencial parcial como el lado derecho de dicho esquema numeérico igualado a cero

TE(z,t) = LA — Ra,

Definicién 4.4.2 (Consistencia). Uno dice que un esquema numérico es consistente con la ecuacién diferencial
parcial si es cumplido que

‘TE(x,t)ﬁO a medida que Az —0 y At%O‘

Definicién 4.4.3 (Estabilidad). Un esquema de diferencias finitas de una ecuacién diferencial parcial es clasificado
como estable en una norma ||-|| si existe una constante C' independiente de At tal que |[AFu|| < C'||ul| o equivalen-
temente

4% =

__T
para todo paso k = .

Definicién 4.4.4 (Orden de precisién). Uno define el orden de precisién de un esquema numérico de orden p-ésimo
de precisién en Az y ¢g-ésimo de precision en At si ocurre que

TE(z,t) < ClO[(Ax)P] + O[(At)7]]
y a medida que Az — 0y At — 0 con p y ¢ los enteros més grandes.

Teorema 4.4.1 (Teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer). Aunque sdlo es aplicable a métodos numéricos lineales
para ecuaciones diferenciales parciales bien planteadas, el teorema establece que la relacion

consistencia + estabilidad <> convergencia

es vdlida. Este teorema es en algunos dmbitos llamado Teorema fundamental del andlisis numérico, equivalente al
Teorema de equivalencia de Dahlquist para ecuaciones diferenciales ordiarias.
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Capitulo 5

Método de integracion implicito en el
tiempo propuesto por Herrera

5.1. Discusion

El esquema presentado en este capitulo fue propuesto por el Doctor Ismael Herrera Revilla y estd dedicado aqui
explicitamente a la ecuacién de onda. No obstante puede uno emplearlo para resolver problemas mas sofisticados de
tipo hiperbdlico siguiendo la derivacion descrita para los mismos. Actualmente la publicacién original del esquema
estd en proceso de desarrollo, por lo que en este trabajo presenta uno un primer enfoque derivado del mismo para un
problema particular.

Para generar este algoritmo parte uno de

2
a(t) = %u(g, t) = Lyu(z,t)

con L, representando operador de Laplace, la aceleracion a(t) representa una funcién lineal en ¢: a(t) = mt +b (m
pendiente y b ordenada al origen) conduciendo a que la posicién u(t) sea una funcién ciibica en t tras integracion. En
otras palabras busca uno una funcién posicién u(t) ctibica para obtener de ella una funcién aceleracién a(t) lineal.
Considerando esto, comienza uno por obtener la ordenada al origen b

alt)=mt+b — b=a(0)

y la pendiente m mediante

1 1 2 1
a(t) =mt+a(0) — a(iT) = miT +a(0) — m= T[a(iT) —a(0)]
respectivamente. Asi, la aceleracion es
(1) = Zla(3T) ~ a(O)]t + a(0)
aft) = Tla(g a a
de cuya integracion obtiene uno la velocidad
1
v(t) —v(0) = T[a(fT) — a(0)]t* + a(0)t
conduciendo a
1. 1 9
v(t) = ?[a(iT) —a(0)]t* + a(0)t 4 v(0)
de nuevo, integrando la velocidad llega uno a la posicién
1 1 3 1 9
u(t) —u(0) = S—T[a(iT) —a(0)]t° + —a(0)t= + v(0)t

es decir
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u(t) = BiT[a(%T) —a(0))* + %a(O)tz + 0(0)t + u(0)
Por tanto tiene uno tres ecuaciones
2. 1
alt) = Zla(5T) - a(0))t +a0)
1.1
v(t) = ZlaGT) — a(O)t +a(0)t +v(0)
ut) = %[a(%T) — a(0)]# + %a(())t2 + 0(0)t + u(0)
Al substituir ¢ = T obtiene uno
oT) = 2a(%T) — a(0)
oT) = Ta(%T) +0(0)
w(T) = éTQa(%T) + éT%(O) + Tv(0) + u(0)

dejando a(37T) en términos de a(0) y a(T'), puede uno reescribir v(T) y u(T) respectivamente como

o(T) = %Ta(T) 4 %n(o) +0(0)
W) = éT%(T) + %T%(O) +To(0) + u(0)

recordando que

tiene uno

o(T) = %Tﬁmu(T) + %Tﬁxu(o) +0(0)
w(T) = éTQExu(T) + %TQEIu(O) +v(0)T + u(0)
al realizar la operacién
u(T) — %T’U(T) = éTQEZu(O) + =Tv(0) + u(0)

o(T) = 2u(T) ~ u(0)] ~ 5T 7 Lu(0) ~ 20(0)
por lo que las ecuaciones ahora son
o(T) = %[U(T) —u(0)] — %T2%£ru(0) —20(0)
uw(T) = éTQEzu(T) + %Tzﬁzu(o) +v(0)T + u(0)

definiendo de forma recursiva, obtiene uno el esquema

21

3 1
vttt = E[Ufﬂ —uf] - 5 (A1) Atﬁxuf - 20}

1 1
w T = S(AOLeui 4 S (AN Louf + Atvf +uf
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considerando el operador como

Le=c53

y usando diferencias centrales de segundo orden para su aproximacion obtiene uno

3 & 1, At , 1
ot = Kt[uf“fuﬂfi( Aa:)ZAt[u = 2uf +uf ] - 20f
1, At 1, At
W= LRI ot R R 20k 4 i)+ Ak 4 o

reordenando términos es

1 1
ul - Zp2 [yl 2uf+1 +ult = Zeul | —2ub + ufH] + AtoF +uk

i 6 ’L 1 i+1 3
Pt = i[u{“r1 —uk] - lir Hul | —2uf +uk, ] — 207
‘ At YO2AL T v ’
y tras simplificar llega uno a
1 1 1 1 2 1
6T2uf+11 +(1+ §T2)uf+1 - 67’2“51_11 = §r2uf_1 +(1 - §r2)u + 37" uH_1 + AtoF
3 11 1 11
k+1 E+1 r2uk 2,k k
: = - —(r? — 20
Vi A A et g (Bl = gt — 2
por supuesto con
At
r=c—
Az

5.2. Algoritmo propuesto por Herrera

5.2.1. Discretizacién problema ecuacién de onda

Recordando la forma de proceder, uno divide el dominio espacial y temporal en n—1y m —1 segmentos de longitud
Az y At cada uno empleando n y m nodos respectivamente, es decir

Ar — Tmax — Lmin At = tmax - tmin
n—1 m—1
produce
X = [Tmin, Tmax] — 0= Tmin <21 < ... < Tp—2 < Tp—1 = Tmax,
T = [tminatmax] — to =tmin <t1 < ...<tm-2 <tm-1 = tmax-

Por otro lado de la discusién tiene uno

1 1 1 1 2 1
6r2uf+11 +(1+ grz)uf+1 — 5" r? f_;_*‘ll = §r2uf_1 +(1- 3" Hul + 3T Uz+1 + Atof
3 11 1 11
bt = Ktufﬂ ixt?ﬂzuf 1+ A—t(r — 3)ul — §Er2uf+l — 2%
parai=0,1,...,.n—1y k=0,1,...,m — 1. Como uno ve més adelante, requiere uno hacer ajustes en subindices.

Desarrollando para el dominio espacial el esquema asociado a u conduce a n ecuaciones con n incégnitas (de 0 a n—1)
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1 1 1 1 2 o1
— 2 (U oDt - et = Se%R (1 SePub ol + Ated
6 3 6 3 3 3
—17”21/““ + (1 + }r2)uk+1 _ 1T2uk+1 _ }r2uk + (1 _ g 2\, k } 2.k k
0 1 2 = 0 ro)ui + Sriug + Atvy
6 3 6 3 3 3
1 1 1 1 2 1
—6r2uff11 +(1+ §r2)uf+1 — ETQufjll = §r2uf_1 +(1- grz)uf + §r2uf+1 + Atof
1 1 1 1 2 1
Sl b L = bt pa -2 g L ang
—1r2uk+§ + (1 + 17“2)uk+11 - 17‘2Uk+1 = 17’2uk—2 +01- 27"2)uk—1 + 1T2“k + Atvy
6 n— 3 n— 6 n 3 n 3 n 3 n n
lo cual puede uno reescribir de manera matricial como
ac ar 0 0 0 0 0\ [ust! b. b, 0 0 0 0 0 uk
a a a 0 0 0 0] [uft? by b b 0 0 0 0 ub
0 .0 0 0 : 0o . .0 0 0 :
0 0 a a a 0 Of[|[ufT[=[0 0 b b b 0 0 ul
0 0 0 0 : o 0 0 . 0 :
0 0 0 0 a a ar k+1 0 0 0 0 b b b||uf,
00 0 0 0 a a) \ytl 0 0 0 0 0 b b)) \ur_,
A whk+1
+ At
donde
1 1 1 1 2 1
a£:—67"2 aC:1+§7’2 ar:—67“2 y bg=§7"2 bC:1—§T2 bT:§7"2

El tercer sumando es simplificado a cero pues son los elementos no definidos en la malla espacial. Empleando
notacién matricial tiene uno

Auk+1 :@k +Atyk

para k =0,1,...,m — 2. Pues con k = m — 1 obtiene uno Au™ del lado izquierdo de la expresién, el cual no estd en la
malla temporal. Andlogamente desarrollando el esquema para v tiene uno un sistema de n ecuaciones con n incégnitas
(de 0 an — 1) en términos de elementos calculables por el esquema anterior
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3 11 11
k1 kt1 2. k 2 k 2k k
vgtt = Az ot - 5 A Us1t E(r —3)ug — SN 2u;
3 11 1 11
kt1 kt1 k k k k
o= N i TOAL g 0+E(T2—3)U1—§ET2U2—2U1
3 11 1 11
kt1 kt1 k k k
A v A ¥ VA Vi Ll b i e
3 11 1 11
k1 kt1 k k k k
Uni_Q = Eu7zt2 - §ET2un—3 + E(TQ - 3)“71—2 - §ET2un—l - 2vn—2
3 11 1 11
k1 k1 k k k k
U1 = Euntl - §ETQUn—2 + E(TQ = 3)Up_y — 3 AL up, — 2uy_4
lo cual es en forma matricial
vt up ™t ¢ ¢ 0 0 0 0 0 uk ok
vl ub ¢ ¢ ¢ 0 0 0 0 ul ol
: 5 : 0o .. 0 0 0 ;
oF ] = = w4+ [0 0 e e e 0 0 ub | =2 oF
: : 0 0 0 0 : 5
vkl ultl 0 0 0 0 e co o] |ub, vk,
o kit 0 0 0 0 c c) \ub, Vi1
vk+1 wk+1 c uk vk
con
11, 1, 11,
= ——— = — — 3 —_ -
a=—on" | |e= (3] e =gRy

De nuevo simplificar el tdltimo sumando a cero pues sus elementos no estdan en la malla espacial y emplear notacién
matricial para obtener

3
P = 2R oy ok

- At
para k =0,1,...,m — 2. Consecuentemente tiene uno un esquema numérico implicito
Autt = Buf + Awt
3
k41 _ k+1 k k
v = —u + Cu® — 2v
- At = -

donde resuelve uno un sistema de forma Ax = b en la primera ecuacién cuyo resultado emplea uno para resolver
segunda ecuacién, de nuevo ambos casos con k =0,1,...,m — 2.

Condiciones de frontera
En las condiciones de frontera tiene uno

= para extremo izquierdo
u(0,t) =a(t) — ub=a

= para extremo derecho
uw(L,t) =b(t) — uf [ =0b*

ambas para k = 0,1,...,m — 1. En esta ocasién incluye uno el ultimo nodo m — 1 pues no hay recursién en este caso.
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Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales un juegan papel importante en el primer paso del esquema numérico, pues es punto de
partida para posteriores cédlculos. Por ello tiene uno

= para posicién inicial

u(z,0) = p(x) — u?zapi - °

=9
= para velocidad inicial
u(r,0) =) — of=vi - L=v
parai=0,1,...,n — 1. Para el primer paso temporal, es decir k = 0 tiene uno
Au' = B+ A o ul = A7 (Bp+ Aty)
3 3
= Lu O -2’ 5 ol= AT (Bp+ Aty) + Cp— 20
y para k =1,2,...,n — 2 emplea uno el mismo algoritmo.

5.2.2. Error de truncamiento y consistencia algoritmo propuesto por Herrera

Uno define el error de truncamiento para el esquema propuesto por Herrera como

TE = L* — Ras

con

1)? 1)?
Ragu = (CAac> (ub ! — 2uf Tt 4 u§++11) +2 <CA9[;> (uf_y —2uf +uf, )

para u, mientras que

2
1
Razv = — (cm> (ui»il — 2uéc + ufﬂ)

para v. Tras substituir las aproximaciones respectivas en el lado izquierdo y derecho asociados a u obtiene uno

6 6 At)? At)3
LAy = AT ALY + Bugr + (At)uge + ( 4) Ugprr + %Umtt +0([Aat*)
y
) (Ax)? (At)(Ax)? (A1)
RAIU = c [3Uzz + Tum’mzz + (At)uta:a: + Tutxmmz + Tuttzz
At)?(Ax)? At)3
()#uttxzrz + ( ) Utttz + O([A{E]4) + O([At]4)]

24 6

respectivamente. Efectuar LAY — R, considerando u; = U, Ut = CUgpas v simplificando términos obtiene uno
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At)? At)3 Ax)? At)(Ax)?
TE(U) = ( 4) Uttt + ( 20) Uttttt — CQ[%“xmwx + #Ummm
At)? At)?(Ax)? At)?
+ ( 2) Uttxx %utmmxm + %uttmx} + O([A$]4) + O([At]4)
ALD L, [ (Axy
|+ T gy (Comaer) | -5

iczumm [(cAt)2 — (Az)?

| @

(Czumm) + 0([A$]4) + O([At]4)

_ %% (g Tm— B(CAIS)Q + (Ax)ﬂ +O(lAz]Y) + O([At)Y)

(At)® 2 (A1)

Uggre — C
2

6
1
- Zczuwm [(cAt)? + (Ax)?

N
<

por lo que recortando términos obtiene uno

B0 2ypen) B(cm)u(mﬂ + O(jAZ]Y) + O([AYY

C Uggxx

1
TE(U) = _1021%:90;5:8 [(CALL)Q + (AZ‘)Q] — %at

asi tiene uno orden de truncamiento para u de O([Az]?) + O([At]?). Por otro lado obtiene uno tras substituir aproxi-

maciones respectivas para v en lado izquierdo

6 6
Eut =+ E’U — 3utt + 27}15

At)? At)?
— (At)ugs + (At)vy — ( 4> Uy + %Um&

At)? At)3
_ @Ay gt + ) vt + O([AY)

20 12

LAY = —

2B e+ O[]

cF—"

Rw :_2193_
AV c’u D

Efectuar L2 — Ra, y considerar u; = v reduce expresién a
6 6 At)? At)?
+ v = Buge + 20 — (At)uggy + (At) vy — ( 1 Ut + %Uttt

TE(v) = — Eut Al
At)3 At)3 Az)2
! 20) Uttt + C0d 12) Vgt + gy + 02( 1;) Upezz + O([Az]?) + O([AL]*)
At)? At)? At)? At)3 A2
— — ( 4) Uttt + ( 3) Uttt — ( 20) Uttt + ( 12) Vttee +02%uzxzm +O([AZ‘]4) +O([At}4)
1 1
CUspzs [(CAt)Q + (Ax)Q] + %(At)gmtttt +0([az]Y) + O([AlY)

12

y por ello

TE(v) = %c%wm [(cAt)? + (Az)?] + 3—10(At)3uttttt + O([Az]Y) + O([a8Y

asi tiene uno orden de truncamiento para v de O([Az]?) + O([At]?).

5.2.3. Estabilidad algoritmo propuesto Herrera

Considerar

cuya discretizacién es
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uf: _ AkelwiAw y 'Uf _ BkeIwiAw
substituir en algoritmo propuesto por Herrera
1 1 1 1 2 1
— 2 (1 St fr2ufj:11 = —rful 4+ (1= Sr?)uf + oraf ) + Atf
6 3 6 3 3 3
3 11 1 1
k k k k k k
Ui +1 = Ktui+1 — 5&7"2'“1'71 + At (7"2 — 3)”1 - §Ktr2ul+1 — 21)2-

para u obtiene uno

71r2Ak+1eIw(i71)Az + (1 + éTQ)Ak+1BIwiAm . %TZAkJrleIw(H»l)Az

_ %TQAkeIw(ifl)Aa: + (1 . §T2)AkelwiAw + ér2AkeIw(i+1)Aa: + AtBkeIwiAm

y para v

; 3 . 11 )
Bk:+1 Twidz _ —Ak—H Twidz _ =~ 2Ak Tw(i—1)Ax
‘ AT € SN
1 . 11 . o
+E(r2 _ 3)Akelszac _ §ET2AkeIw(z+l)Aac _ 2BkeIwZAac
reducir términos en la ecuacién para u conduce a
1 2 Ak+1 _—TwAz 1 2 k+1 1 2 Ak+1 _TwAzx 1 2 A2k —ITwAx 2 2 k 1 2 A2k _TwAx k
—ETA e —&—(l—i—gr)A —ETA e :§rAe —&—(l—gr)A —l—grAe + AtB
1 1 2 2
(1+ §r2)Ak+1 - §T2Ak+1 cos wAz :§rkAk coswAz + (1 — §r2)Ak + AtB*

1 2 .
AR §r2(1 — coswAx)) =A*(1 - grz(l — coswAx)) + AtBF

2 1 4 L
Ak+1(1 n grz sin? §wa) :Ak(l _ §7~2 sin2 §wAJU) + AtB*

de donde uno obtiene

1 1
AFTL(3 4 272 sin? §wa) = A¥(3 — 472 sin? §wAJ:) + B*(3At)

por otro lado reducir términos en v conduce a

3 1 11
k+1 _ 2 Ak+1 (2 k- = 2k —TwAx TwAzy k
B _AtA + At(r 3)A N A”(e +e ) —2B
1 1
ph+1 :Ait AR (52 = 3)A" — At coswAr — 28"
1
las :AitAkH + KtrzAk(l — coswAzx) — AitAk —2BF
k+1 3 k+1 2 2 gk o102 1 3 k k
B :KtA + Ktr A% sin §U)Ax — KtA — 2B

de donde obtiene uno

AR _ AtBEFL = Ak(3 — 212 sin? %wa) + 2AtB*

reordenar ambas expresiones lleva a
3+ 2r?sin® lwAz 0 AR\ (3 —4r?sin® JwAx 3AL\ [AF
3 —At) \B*1 ) 7 \3 - 2r2sin? %wAm 2At) \ BF
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resolviendo para nivel k£ + 1

ALY 1 —At 0 3 — 4r? sin
BMU )T A3+ 2r2sin® LwAz) \ -3 3+ 2r?sin® JwAx) \3 - 2% sin?

simplificado esto es

—(At)(3 — 4r? sin®

2%wa 3At\ [AF
swAz  2At) \ B
—3(At)?

poan) (5
(i)

AR 1 —(At)(3 — 4r? sin2 wa)
Bkt ) ™ —At(3 + 212 sin? LwAz) 472 sin? TwAz(3 —r? sin? LwAz)
es decir
3—4r? sin? TwAz 3A¢t
Ak+1 34272 sin? %wAa: 34272 sin? %wAz
Bkl | =
. 472 sin? %wA:v(37r2 sin? SwAz) 3—4r? sin? TwAz
At(342r2 sin? %wArc) 34272 sin? %wAm
R
con traza y determinante
3 — 4r?sin® lwAzx

2
3 + 272 sin? %wa

tr(R) = 2 )y det(R) =1

por lo que el polinomio caracteristico asociado es

3 — 4r?gin® 1wAa:
A) = A2 —tr(R)A+ det(R) — A =A2-2 A+1
ey (RA+da(R) = |p) =¥ =23 5t
resolviendo para A
R) £\/tr(R)? — 4det(R)
Al = 5
3—4r?sin? LwAx 3—4r2sin? fwAz
_ 2( 34272 sin2 gwa) i\/(_2(3+2r2 sin2 gwArc))2 —4
N 2
. 3- 472 gin? 1wa n 3 — 472 gin? ﬂqu) .
34 2r2sin? fwa 3 + 2r2 sin? *wa
llega uno a
Ag— 3 — 472 gin? éwa 3 — 472 sin® %waP 1
' 3 + 272 sin? éwa 3 + 272 sin? %wa

Si con el radicando ocurre

3 — 472 sin? wAac
—-1< <1
3 + 272 sin? wa

obtiene uno dos valores propios complejos conjugados con parte real acotada entre menos uno y uno, y por tanto la

matriz R es diagonalizable y acotada. Para determinar las condiciones parte uno de

1
—(3+2r%sin® §wA1:) <3 —4r?sin?

Para el lado izquierdo de la desigualdad
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—3 — 2r%sin? %wA:c < 3 —4r?sin? %wa
—2r? sin? %wA:c < 6 — 4r?sin? %wa
0 < 6 — 2r%sin® %wAac
2r? sin’ %wa <6
2 sin® %wA:r <3
debido a la restriccién de la funcién seno, la desigualdad anterior sélo es cumplida si

r? <3

mientras que el lado derecho es ya cumplido
2. 21 2. 21
3 — 4r®sin §wAa: < (34 2r°sin §wa)
1 1
—4r? sin? §'wAac < 2r%sin® §’wAI
1
—6r2 sin? §wa <0

lo cual ocurre para cualquier r.

flry=(3 — 45 i—ﬁ'_‘u 2 + 225 %u'_‘u' 121 flry =103 —4rsin® %u'_‘u'}f(l + 2% sin® %u'_‘u}

0.4 —_ flr=0 [RLI

)=

024 0.75

504
004 .50

0.2 4
-0.24

— Jin=3
0.00 4 . f[r] = B

e

fir
fir)

-0.44
—0.%4 4

-0
-0.504

-0.84 =075

-1.04 -1.004

30 15 10 05 00 0% 10 1% 20 BT T 5
r r

(a) Funcién radicando (b) Funcién fuera del ra-
del esquema propuesto dicando del esquema pro-
por Herrera yace en la zo- puesto Herrera yace en la
na azul acotada por las zona azul acotada por las
funciones donde el seno funciones donde el seno
asume Cero y uno. asume cero y uno.

Figura 5.1: Regiones donde esquema Herrera es estable.

Uno puede corroborar este hecho con Figura 5.1a, la cual muestra la funcién radicando asumiendo valores cero
(azul) y uno (rojo) para la funcién seno. Por ello si esta funcién asume valores negativos debe cumplir

necesariamente. Y con esta restriccion para r obtiene uno valores complejos con parte real acotada entre menos uno y
uno, ver Figura 5.1b. De esta manera obtiene uno dos valores propios complejos con parte real menor a uno y por ello
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M <1y [xl<1

Por tanto

R = PAP!
RF = (PAP Y)Y (PAP7Y)...(PAP7Y)...(PAPY)(PAPTY)
k veces
RF = PA*PT!
[R5 < (1Pl AR 1P|

con R matriz cuyas entradas en la diagonal principal son los valores propios respectivamente A\ y A2. P es una matriz
no singular cuyas columnas son los vectores propios asociados respectivamente a los valores propios A\; y As. De esta
forma

||Rf[| <C
y por los cédlculos anteriores, tiene uno
At
c— <V3
Ax

asi el esquema propuesto por Herrera es condicionalmente estable.

5.2.4. Convergencia algoritmo propuesto por Herrera
Esquema propuesto por Herrera cumple
= consistencia con ecuaciéon de onda lineal

= estabilidad siempre que

At V3

c— <
Az

asi, por el teorema de Laz-Richtmyer es convergente a la solucién de la ecuacién de onda.
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Capitulo 6

Implementacién

Los lenguajes de programacién orientados a objetos son herramientas muy poderosas y generosas que permiten
realizar multiple numero de tareas de manera mas eficiente y dindmica a compraracion de los lenguajes clasicos de
cémputo. python es un lenguaje de programacion orientado a objetos que ha crecido rdpidamente y ha ganado el
respeto y aprecio en muchas dreas, tales como ciencia de datos (data science), aprendizaje automético (machine
learning) e investigacién académica asi como en sectores donde es empleado y desarrollado, como en la industria
eléctrica, de manufactura, desarrollo de software, desarrollo de paginas web, sectores gubernamentales y universidades.
No sorprende que cada dia python sea complementado y desarrollado con nuevas funciones, plataformas y librerias
debido a la demanda del poderoso lenguaje y a su eficiencia al resolver problemas. De las plataformas que emplean
python, jupyter notebook es la opcién mds empleada a nivel académico debido a (entre muchas otras propiedades)
la facilidad de integrar en un solo documento, texto (e.g. HTML, markdown, KTEX) con c6digo de programacion,
permitiendo obtener un documento rico en contenido y de calidad muy superior.

Consecuentemente las implementaciones en este trabajo son realizadas con python en jupyter notebook. Por ello
cualquier programa aqui presentado tiene las siguientes librerias importadas con los respectivos médulos en ella ya
predeterminados

* numpy

= matplotlib

e pyplot

e animation
= mpl_toolkits
e mplot3d

= scipy

e linalg
= Sympy

numpy es un paquete predeterminado para cémputo cientifico de python, matplotlib es una libreria de python
para gréficos 2D, la cual produce figuras de alta calidad en distintos tipos de formatos asi como ambientes interactivos
a través de plataformas predeterminadas, dispone también de una cantidad generosa de mdédulos integrados muy
poderosos, no obstante para los propésitos aqui buscados emplea uno sélo dos de ellos, a saber, pyplot y animation,
moédulo con funciones especificas que permiten generar una gran cantidad de distintas gréaficas rdpidamente y moédulo
que permite generar animaciones en tiempo real, respectivamente. mpl_toolkits es una coleccién de funciones con
aplicaciones especificas con el fin de extender aquellas en matplotlib. El médulo mplot3d permite trabajar en tres
dimensiones en el ambiente de matplotlib, en particular mediante Axes3D. Por otro lado scipy es un ecosistema en
s{ mismo basado en python destinado a uso matemadtico, cientifico e ingenieril, razén por la cual el médulo 1inalg es
empleado. Finalmente, libreria sympy permite trabajar con lenguaje simbélico y a su vez combinar dichos cdlculos con
los célculos numéricos.
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6.1.

Problemas a resolver

Uno considera los siguientes problemas para resolver con el esquema CTCS, Crank Nicolson y el propuesto por

Herrera:

1.

Utt = Uz
u(z,0) = z(2 — x)
ug(2,0) =0
u(0,t) = —t2
u(2,t) = —t2

Upt = 4tge
u(z,0) = sin(nz)
ug(2,0) =0
u(0,t) =13
u(3,t) =13

Ut = gy
u(r,0) = 2%(2 — )
ug(z,0) =0
u(0,t) = 182
u(2,t) = —36t>

Uy = 16Uz,
u(x,0) = xsin(mx)
ug(x,0) = 4o
u(0,t) = 167t?

O<z<2, t>0
O<zr<2
0<x<?2

t>0

t>0

O<x<3, t>0
O<ax<3
O<z<3

t>0

t>0

0<z<2, t>0
O<z<?2
O<ax<?2

t>0

t>0

O<ax<l, t>0
<<l
0<zr<l1

t>0

u(l,t) = =167t +4t t>0

Utt = Uz
u(z,0) = z(2 — x)?
ug(z,0) = 22
u(0,t) = —4t>

u(2,t) = 2t% + 4t

Upp = Mgy
u(z,0) = xsin(rz)
ur(x,0) = x(x —4)

u(0,t) = 9rt?
u(2,t) = 9nt?

0<z<2, t>0
O<ax<?2
O<z<?2

t>0

t>0

O<ax<4, t>0
O<ax<4
O<zx<4

t>0

t>0

notar que cada dominio yace en un intervalo no simétrico y las condiciones de compatibilidad deben ser satisfechas
por cada problema. El programa siguiente calcula la solucién analitica después de comprobar si en cada problema las
condiciones de compatibilidad son satisfechas empleando la libreria sympy.
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6.2. Procedimiento
A continuacion resuelve uno de manera siguiente
1. Solucién exacta (d’Alembert) en la region inferior para los seis problemas
2. Comprobacién de condiciones de compatibilidad para los seis problemas
3. Solucién exacta por regiones

= Regién izquierda
= Regién derecha

= Regién superior
para el primer problema

4. Algoritmos CTCS, Crank Nicolson y Herrera para el primer problema

En los pasos 3 y 4 es resuelto, desplegado y documentado el primer problema. El resto puede uno resolverlos de la
misma forma cambiando los datos de entrada.

6.3. Solucién exacta

Uno importa la libreria completa, declara las variables y funciones a utilizar en el programa.

from sympy import *

X, t, s = symbols(’x t s’)

¢ = Symbol(’c’,positive = True)

phi, psi = symbols(’phi psi’, cls=Function)
a, b = symbols(’a b’, cls=Function)

Posteriormente carga uno los datos del problema, es decir, la posicién inicial ¢, la velocidad inicial ¢, las condiciones
de frontera izquierda u(0,t) y derecha u(L,0), el extremo izquierdo zpi, y el extremo derecho .y del intervalo asi
como la velocidad de propagacién c. Siguiendo ese orden tiene uno

# problem data

phis = [s*(2-s), sin(pi*s), (2-s)*s*x2, s*sin(pix*s), s*(2-s)**2,s*sin(pix*s)]
psis = [0, 0, 0, 4xs, s**2,s*(s-4)]

lefts = [-t**2,t**3,18%t**2, 16*pikt**2, -4*t**2, Oxpixt**x2]

rights = [-t**2,t**%3,-36%xt**2,-16%pi*t**2 + 4*t 2xt**2 + 4xt,Oxpixt*x2]
xmins = [0,0,0,0,0,0]

xmaxs = [2,3,2,1,2,4]

cs = [1,2,3,4,1,3]

Puesto que tiene uno siete variables usa uno en el programa las variables k0,k1,k2,k3,k4,k5,k6 para referir a
cada uno de los datos enlistados y reserva k7 para la numeracion de los seis problemas en las impresiones. Asi crea
uno un ciclo for junto con un arreglo (dalemberts) vacio para guardar la solucién d’Alembert de cada problema
en la regién S (sur), misma que es utilizada para calcular la solucién en las regiones O (este), W (oeste) y N (norte).
Uno define las rectas caracteristicas, la posicién y velocidad iniciales, asi como la férmula d’Alembert.
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dalemberts = []
for kO0,k1,k2,k3,k4,k5,k6,k7 in zip(phis,psis,lefts,rights,xmins,xmaxs,cs,range(6)):
# characteristics
forward = x - c*t
backward = x + c*t
# u(x,0) = phi(x)

ph = kO
# u_t(x,0) = psi(x)
ps = ki

# (1/2) ( phi(x-ct) + phi(x+ct) )

eins = Rational(1,2)*( ph.replace(s,forward) + ph.replace(s,backward) )
# (1/(2c)) ( integrate(psi, (s,x-ct,x+ct)) )

zwei = Rational(1,2)*(1/c)*integrate(ps, (s,forward,backward))

# + (1/(2c)) ( integrate(psi, (s,x-ct,x+ct)) )

solution = simplify((eins) + expand(zwei))

Ahora define uno las condiciones de frontera izquierda y derecha asi como sus derivadas prescritas por las condiciones
de compatibilidad.

# u(-L,t) = a(t) and u(L,t) = b(t)

left, right = k2, k3

# u’(-L,t) = a’(t) and u(lL,t) = b’ (t)

leftl, rightl = left.diff(t), right.diff(t)

# uw’(-L,t) = a’’(t) and u(L,t) = b’’ (%)
left2, right2 = leftl.diff(t), rightl.diff(t)

# phi’(x)
phl = ph.diff(s)
# phi’’ (x)
ph2 = phil.diff(s)

Determinadas una vez las derivadas respectivas, requiere uno evaluar esas derivadas en los extremos del intervalo
L como determinan las condiciones de compatibilidad uno, dos y tres reescritas en el programa como:

1. Primera condicién de compatibilidad

[2(0) —a(0) = 0] v [¢(L)—b(0) =0]

2. Segunda condicién de compatibilidad

[6(0) —a'(0)=0] ¥ [¥(L)-¥(©0) =0]

3. Tercera condicién de compatibilidad

|2 (0) —a"(0) =0 ¥ ["(L) ~1"(0) = 0]

lo cual es realizado para cada problema dentro del ciclo for definiendo las derivadas ya calculadas como funciones
para evaluar en. La funcién Lambda hace posible esto, por ello que define uno para cada derivada calculada una funcién
y por supuesto si las condiciones de compatibilidad son satisfechas debe obtener uno cero.
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# functions

phi, phil, phi2 = Lambda(s,ph), Lambda(s,phl), Lambda(s,ph2)
psi = Lambda(s,ps)

dalembert = Lambda((x,t,c),solution)
dalemberts.append((solution) .replace(c,k6))

a, al, a2 = Lambda(t,left), Lambda(t,leftl), Lambda(t,left2)

b, bl, b2 = Lambda(t,right), Lambda(t,rightl), Lambda(t,right2)

print (’\n Problem %s \n’%(k7+1))

# phi(0) = a(0) and phi(L) = b(0)

print (phi(k4) - a(0))

print (phi(k5) - b(0))

# psi(0) = a’(0) and psi(L) = b’(0)

print(psi(k4) - a1(0))

print (psi(k5) - b1(0))

# c”2 phi’’(0) = a’’(0) and c~2 phi’’(L) = b’’(0)
print (((k6)**2)*phi2(k4) - a2(0))

print (((k6)**2)*phi2(k5) - b2(0))

Tras correr este programa obtiene uno dos datos de salida, uno de ellos es el arreglo dalemberts, el cual guarda la
solucién exacta de cada problema calculada con los datos iniciales asignados,

[-t**2 - x¥*x2 + 2*x,

sin(pi*x)*cos(2*pix*t),

S2THbkk2%kx + 18%t**2 - x*kx3 + 2kxkk2,

4xtxx + (4%t - x)*sin(pix(4*t - x))/2 + (4%t + x)*sin(pix(4*t + x))/2,

t*x%x3/3 4+ Bktkk2kx - dktkk2 + xRk + x**x3 - Lkxkk2 + 4xx,

3xt*k*3 + tARxk*2 - 4dxtxkx + (3%t - x)*sin(pi*(3*t - x))/2 + (3*t + x)*sin(pi*(3*t + x))/2]

el segundo es la comprobaciéon de compatibilidad de las condiciones iniciales para cada problema enlistado, los
datos de salida al respecto son
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Problem 1

O O O O O o

Problem 2

O O O O O O

Problem 3

O O O O oo

Problem 4

O O O O O o

Problem 5

O O O O O O

Problem 6

O O O O oo

de esta forma las condiciones de compatibilidad son cumplidas para cada problema en la lista.
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Regiones

Uno calcula ahora la solucién exacta para cada regién dentro del intervalo no simétrico. Para ello define uno C y L
como la velocidad de propagacién junto con la longitud del intervalo respectivamente e indicando i=0 (en este caso el
primer problema) la solucién del problema considerada

# first problem’s solution

i=0

# first problem’s interval and speed
L, C = xmaxs[i], csl[i]

# display

L, C, simplify(dalemberts[i])

esto produce (para el primer problema)

\(2, 1, -t**%2 - x*%x2 + 2%x)

ahora calcula uno la solucién exacta para la regién izquierda, derecha y superior.

Regidén izquierda

Procediendo de forma analoga,

from sympy import *
x0, t0 = symbols(’x_{0} t_{03}’)

retomando puntos formantes del cuadrildtero caracteristico en esta region

A(zo,t0)
B(5[(xo + cto) — kL], 5:[(xo + cto) + kL])
C(3l—kL — (xo — cto)], 3= [kL — (0 — cto)])
D(0, £ (0 — cto)])

definiendo para kK =0

Ax1, Atl x0, tO

Bxl, Btl Rational (1,2)*(x0+C*t0), Rational(1,2*C)*(x0+C*t0)

Cxl, Ctl = Rational(1,2)*(-(x0-C*t0)), Rational(1,2*C)x*(-(x0-C*t0))
Dxl, Dtl = 0, -Rational(1,C)*(x0-C*t0)

I

con salidas

(x_{0}, t_{oB

(t_{0}/2 + x_{0}/2, t_{0}/2 + x_{0}/
(t_{0}/2 - x_{0}/2, t_{0}/2 - x_{0}/2)
(0, t_{0} - x_{o})

donde la longitud del intervalo L y velocidad ¢ fueron substituidas. Ahora, de

u(A) = u(B) + a(D) —u(C)

donde a es la condicién de frontera izquierda

# u(A) + u(C) = uB) + u)
# u(d) = u@®B) + a(d) - u(C)

uB = (dalemberts[i] .replace(x,Bx1)) .replace(t,Btl)
aD = lefts[i].replace(t,Dtl)
uC = (dalemberts[i] .replace(x,Cx1)) .replace(t,Ctl)

uAleft = uB + aD - uC
leftuse = (simplify(uAleft).replace(x0,x)).replace(tO,t)
leftuse

llega uno a

—tkk2 - k%2 + 2kx
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Regién derecha

Para este caso tiene uno

A(zg, to)
B(L, [(zg + cto) — L])
C(3[(k+3)L — (zo + cto)], 5 [(zo + cto) + L(k — 1)])
D(%[(xo —ctg) + (k+1)L], %[(k + 1)L — (xg — cto)])

para k = 0 esto es

Axr, Atr = x0, tO

Bxr, Btr = L, Rational(1,C)*(x0 + C*tO-L)

Cxr, Ctr = Rational(1,2)*(3*L - (x0+C*t0)), Rational(1,2*C)*(x0+Cxt0-L)
Dxr, Dtr = Rational(1,2)*(x0-Cxt0+L), Rational(1,2*C)*(L - (xO - C*t0))

con salida

(x_{0}, t_{0ob)

(2, t_{0} + x_{0} - 2)

(-t_{0}/2 - x_{0}/2 + 3, t_{0}/2 + x_{0}/2 - 1)
(-t_{o}/2 + x_{0}/2 + 1, t_{0}/2 - x_{0}/2 + 1)

de nuevo por

con b la condicién de frontera derecha

# u(d) + u(C) = u(d) + uB)
# u(Ad) = u(d) + b(B) - u(C)

uD = (dalemberts[i] .replace(x,Dxr)) .replace(t,Dtr)
bB = rights[i] .replace(t,Btr)
uC = (dalemberts[i] .replace(x,Cxr)) .replace(t,Ctr)

uAright = uD + bB - uC
rightuse = (simplify(uAright) .replace(x0,x)).replace(t0,t)
rightuse

llega uno a

—tkk2 - k%2 + 2kx

Regioén superior

Finalmente

A(zo, t0)
B([zo + cto — kL), &[0 + cto + kL))

C(3L, £[(2k + 1)L])

D(3[(k+ 1)L + (w0 — cto)], 5 [(k + 1)L — (z0 — cto)])

para k = 0 obtiene uno

Axu, Atu = x0, tO

Bxu, Btu = Rational(1,2)*(x0 + C*t0), (x0+C*t0)*Rational(1,2x%C)

Cxu, Ctu = Rational(1,2)*L, Rational(1,2*C)*L

Dxu, Dtu = Rational(1,2)*(L + xO - C*t0), Rational(1,2*C)*(L-(x0-C*t0))

con salidas
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(x_{0}, t_{0})

(t_{0}/2 + x_{0}/2, t_{0}/2 + x_{0}/2)

(1, 1)

(-t_{0}/2 + x_{0}/2 + 1, t_{0}/2 - x_{0}/2 + 1)

retomando
u(4) = u(D) + u(B) - u(C)

tiene uno
# u(A) + u(C) = u(B) + u(d)
# u(d) = u(B) + u(d) - u(C)
uBup = (rightuse.replace(x,Bxu)).replace(t,Btu)
uDup = (leftuse.replace(x,Dxu)).replace(t,Dtu)
uCup = (dalemberts[i] .replace(x,Cxu)).replace(t,Ctu)
uAup = expand(uBup) + expand(uDup) - expand(uCup)
(simplify (uAup) .replace(x0,x)) .replace(t0,t)

obteniendo

[-t**2 - xxx2 + 2xx|

Solucién exacta

Por 1ltimo crea uno la funcién solucién en la franja 0 < x < 2y 0 < t < 2 divida por las rectas caracteristicas
z—t=0y x4+t =2 en cuatro regiones y definiendo para cada regién los cdlculos anteriores. Uno delimita la franja
conforme a las rectas caracteristicas en el plano definidas dentro de la funcién fun como las condiciones

# exact solution
def fun(x,t,k,c,L):
u = np.zeros(len(x))

+H*

# oben links: x-c*t[k] <= 0
# unten links: x-c*t[k] >= 0
# oben rechts: x+cxt[k] >= L
# unten rechts: x+c*xt[k] <= L
$ oo

# N: ol & or

# S: ul & ur

# 0: or & ul

# W: ol & ur

# oo

posteriormente implementa uno las condiciones y secciona la franja

# N

conl = (x-c*t[k] <= 0) & (x+cxt[k] >= L)

ulconl] = -1.0*t[k]**2 - 1.0*x[conl]**2 + 2.0*x[coni]
# S

con2 = (x-c*xt[k] >= 0) & (x+cxt[k] <= L)

ulcon2] = -1.0xt[k]**2 - 1.0*x[con2]**2 + 2.0*x[con2]
#0

con3 = (x+c*t[k] > L) & (x-cxt[k] > 0)

ulcon3] = -1.0*t[k]**2 - 1.0*x[con3]**2 + 2.0*x[con3]
# W

cond = (x-cxt[k] < 0) & (x+cxt[k] < L)

ulcond] = -1.0xt[k]**2 - 1.0*x[cond]**2 + 2.0*x[con4]
return u

# exact solution
UU = [fun(np.asarray(x),np.asarray(t),k,c0,L) for k in range(m)]

Esta funcion es incluida en las animaciones y en el cédlculo del error.
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6.4. Algoritmo

Uno comienza con la importacién de las librerias y en el transcurso de la implementacién indica uno la utilidad y
el propésito de dichas paqueterias.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.animation as ani
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from scipy import linalg

Primero trata uno la discretizacién de los dominios z y t. Debido a que uno no puede considerar simplemente ¢ > 0
trabaja uno con 0 < t < % Uno emplea n nodos para dividir el dominio espacial en n — 1 segmentos de longitud
Ax y m para dividir el espacio temporal en m — 1 segmentos de longitud At y pide uno imprimir tras concluir dicha
discretizacién

# space

L=2

xmin, xmax = 0, L

X = xmax - xmin

n = 501

dx = X/(n-1)

x = [kxdx for k in range(n)]

print(’\n X = [Us,%s], n = %s, dx = %s \n’%(xmin,xmax,n,dx))

cO =1

# time

tmin, tmax = 0, L/cO

T = tmax - tmin

m = 5001

dt = T/(m-1)

t = [kxdt for k in range(m)]

print(’\n T = [Us,%s], m = %s, dt = %s \n’%(tmin,tmax,m,dt))

En este paso define uno el nimero CFL como r y 7% como R pues esto facilita los cdlculos a la computadora,
también crea uno las matrices uctcs, ucn, uha, las cuales almacenan los cdlculos respecto a u para el algoritmo CTCS,
Crank Nicolson y el propuesto por Herrera asi como vha para el mismo con respecto a v y por su puesto pide uno
imprimir al final el tamafo de las matrices.

# data
r = cOx(dt/dx)
R = r**2

print(°’\n R = %s, L/c = %s \n’%(R,xmax/c0))

# u matrix

uctcs = np.zeros([len(t),len(x)])

ucn = np.zeros([len(t),len(x)])

uha = np.zeros([len(t),len(x)])

print (°\n Shape of uctcs: %s, ucn: %s, uha: %s \n’\
% (np.shape (uctcs) ,np.shape(ucn) ,np.shape (uha)))

# v matrix
vha = np.zeros([len(t),len(x)])
print (’\n Shape of vha: (¥s,%s) \n’%(np.shape(vha)))

Define uno posteriormente las condiciones iniciales, posicién y velocidad inicial para el tiempo ¢ = 0 en cada una de
las matrices definidas anteriormente uctct[0,:], ucn[0, :], uhal0,:] y vhal[O0, :] en cada punto de la discretizacion
para la posicién inicial p(2) = 2(2 — z) y la velocidad inicial ¥ (z) = 0:
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# initial position

ip = [(2-x[1]1)*(x[i]) for i in range(n)]
uctcs[0,:] = ip

ucn[0,:] = ip

uhal0,:] ip

# initial velocity
iv = [0 for k in range(n)]
vhal[0,:] = iv

Uno implementa el esquema CTCS

A

u

donde

ar=7%| la.=21-7%)| y |a, =72

primero resuelve uno para k = 0 donde emplea uno la matriz vha como ¥ junto con la condicién en la frontera izquierda
y derecha.

# central time central space

#k=0

uctcs[1,1:-1] = R*xuctcs[0,0:-2] + 2*x(1-R)*uctcs[0,1:-1] + R*uctcs[0,2:]1 \
- (uctcs[0,1:-1]- dt*vhal0,1:-11)

uctcs[1,0] = -(t[1])**2

uctcs[1,-1] = -(t[1])**2

Para k = 1,...,m — 2 repite uno el procedimiento hasta el pentltimo elemento & = m — 2 pues es cuando
k+1=m—241=m—1, es decir, el dltimo elemento. Notar que el lado derecho del esquema en ambos casos contiene
los elementos ay, a. y a, ya premultiplicados.

#k=1,...,m-2

for k in range(l,len(t)-1):
uctcs[k+1,1:-1] = R*uctcs[k,0:-2] + 2*x(1-R)*uctcs[k,1:-1] + R*uctcs[k,2:] - uctcs[k-1,1:-1]
uctcs[k+1,0] = -(t[k+1])*%2
uctcs [k+1,-1] = -(t[k+1])**2

Para el algoritmo Crank Nicolson tiene uno

con

1 1 1 1
ae= 5" ar=—3r*| vy |be=35r"| [be=-(1+r7)] b =350

Por ser un método implicito la implementacion del algoritmo es ligeramente distinta a la del CTCS. Por tanto
comienza uno creando las matrices A y B con la funcién definida para ello matrixmaker,

# matrix maker
def makematrix(a,iz,ce,de):
newmatrix = np.zeros([a,a])
for i in range(1l,a):
newmatrix[i,i-1]
newmatrix[i-1,i]
for i in range(a):
newmatrix[i,i] = ce
return newmatrix

iz
de

con las respectivas entradas tridiagonales definidas y la matriz identidad
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# crank nicolson

# matrix A

acni, acnc, acnd = -0.5%R, 1 + R, -0.5*R
Acn = makematrix(n,acni,acnc,acnd)

# matrix B

bcni, becnc, bend = 0.5%R, -(1+R), 0.5%R
Bcn = makematrix(n,bcni,bcnc,bcnd)

# matrix I (identity)

Icn = makematrix(n,0,1,0)

para el paso k = 0 tiene uno

u' = A7 ((B+2Dy — AtBY)

lo cual estd ya especificado en la implementacion junto con las condiciones de frontera.

# k=0

ucn[1,:] = np.linalg.solve(Acn, (Ben+2xIcn) .dot(ucn[0,:]1)-dt*(Bcn.dot(vhal0,:]1)) )
ucn[1,0] = -(t[1])*x*2

ucn[1,-1] = -(t[1])*x*2

Como

uno tiene que solucionar un sistema de la forma Az = b en cada paso importa uno de linalg el resolvedor

solve predeterminado por python, uno puede especificar qué tipo de algoritmo usar para resolver/descomponer A,

sin embargo aqui emplea uno el algoritmo predeterminado. Para k= 1,...,m — 2 retoma uno el algoritmo inicial.
#k=1,...,m2
for k in range(1l,len(t)-1):

rhsucn = np.zeros(len(x))

rhsucn[0] = -(t[k])=**2

rhsucn[-1] = -(t[k])**2

rhsucn[1:-1] = bcni*ucnl[k-1,0:-2] + becnc*ucnl[k-1,1:-1] + bend*ucn[k-1,2:]1 + 2%ucnlk,1:-1]
ucn[k+1,:] = np.linalg.solve(Acn,rhsucn)

ucn[k+1,0]
ucn[k+1,-1] = -(t[k+1])*x2

- (£ [k+11) %*2

Finalmente implementa uno el esquema propuesto por Herrera

con

Auk+l :@k -‘r—AtQk

aC:1+7T ar = y bg:*T‘

1 1 1 1 2 1
ag=——=r? 2 ——r? 2l |be=1— 272 2
6 3 6 3

definiendo las matrices A y B como Aha y Bha respectivamente

asi como

con

# herrera’s algorithm

# matrix A

ahai, ahac, ahad = -(1/6)*R, 1 + (1/3)*R, -(1/6)*R
Aha = makematrix(n,ahai,ahac,ahad)

# matrix B

bhai, bhac, bhad = (1/3)*R, 1 - (2/3)*R, (1/3)*R
Bha = makematrix(n,bhai,bhac,bhad)

,Uk-i-l — Aiﬂk+1 _’_@k _ QQk
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definiendo C' como Cha

# matrix C
chai, chac, chad = -0.5%(1/dt)*R, (1/dt)*(R-3), -0.5%(1/dt)*R
Cha = makematrix(m,chai,chac,chad)

de cédlculos anteriores tiene uno

U

l:A—l

(By + Aty)

v

1:31471

(Be+ Aty) +Cp —2¢

At=

para k = 0, por tanto

# k=0
uhall,:] = np.linalg.solve(Aha,Bha.dot(uhal[0,:])+dt*vhal0,:])
uhal1,0] = -(t[1])*x*2

uhal1l,-1] = -(t[1])**2

vhal1l,:] = (3/dt)*uhal[l,:] + Cha.dot(uhal0,:]) - 2*vhal0,:]

mientras que para k =1,...,m — 2 tiene uno

#k=1,...,m2

for k in range(1l,len(t)-1):
rhsuha = np.zeros([len(x)])
rhsuhal[0] = -(t[k])**2
rhsuha[-1] = -(t[k])**2

uhal[k+1,:] = np.linalg.solve(Aha,rhsuha)
uha[k+1,0] = -(t[k+1])**2
uha[k+1,-1] = -(t[k+1])**2

rhsvha = np.zeros([len(x)])

rhsvha[1:-1] = (3/dt)*uhalk+1,1:-1] - 2%vhal[k,1:-1] + chai*uhalk,0:-2] \
+ chac*uhal[k,1:-1] + chad*uhalk,2:]

vhalk+1,:] = rhsvha

rhsuha[1:-1] = bhai*uhalk,0:-2] + bhac*uhalk,1:-1] + bhad*uhalk,2:] + dt*vhalk,1:-1]

Para este caso obtiene uno como output:

X = [0,2], n = 501, dx = 0.004
T = [0,2.0], m = 5001, dt = 0.0004
R = 0.010000000000000002, L/c = 2.0

Shape of uctcs: (5001, 501), ucn: (5001, 501), uha: (5001, 501)

Shape of vha: (5001,501)

donde puede uno observar que r% < 1.
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6.5. Visualizacién de resultados: problema 1

CTCS: Ax = 0.0040, At=0.0004, 7 =0.0100 CM: Ax =0.0040, At= 0.0004, © =0.0100 H: Ax = 0.0040, At = 0.0004, r* =0.0100
1 1 1
o o o
-1y -1y -1y
2 3 2 3 3 5
=3 -3 =3
—4 —4 —4
20 20 20
00 1(}5 0.0 1015 0.0 1&5
0510 05 t 0510 05 t E’51(] 05 ot
x %0 00 x ¥ ap 00 « a0 00
Figura 6.1: Condicién inicial ¢(z) = 2(2 — z) color rojo, y condicién de frontera izquierda u(0,t) = —t* y derecha
u(2,t) = —t2 color verde.

En estas subsecciones siguientes presenta uno resultados visualizables relacionados a cada problema planteado, en
particular visualiza uno las superficies y las tomas de animaciones de solucién para distintos t’s. Asi, recordando el
problema

Utt = Uga O<ax<2, t>0
u(z,0)=22—-2z) 0<z<2

ug(x,0) =0 0<z<2

u(0,t) = —t2 t>0

u(2,t) = —t2 t>0

tiene uno los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera respectivamente en Figura 6.1 cuyos datos en los encabezados
corresponden a los datos de salida del programa

X = [0,2], n = 501, dx = 0.004
T = [0,2.0], m = 5001, dt = 0.0004
R = 0.010000000000000002, L/c = 2.0

Shape of uctcs: (5001, 501), ucn: (5001, 501), uha: (5001, 501)

Shape of vha: (5001,501)

6.5.1. Tomas de animacién

Uno puede observar la animacién para tiempos t; distintos en las graficas siguientes en el plano x,u. En Figura 6.2
tiene uno la captura de animacién para tiempo tog44 = 1.1 (con redondeo en la mdquina) y en Figura 6.3 para tiempo
t4491 ~ 1.8 (de nuevo con redondeo en la maquina). Empleando la solucién en las regiones

N: -t*%2 - x**%2 + 2%x
S: -t*%2 - x*k*%2 + 2%x
O: -t**%x2 - x**2 + 2%x
W: -t*x*2 - x**%x2 + 2%x

en la funcién implementada obtiene uno la comparacion de solucién exacta (linea azul) con solucién numérica (puntos
rojos).
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uix, tzaee =1.1)

Crank Nicolson

AN

crcs
11 14
0] . . 0
/ . —
\ —
_1 4 ';' _1 4
E
K]
_2 4 ‘5_ _2 4
3
-3 -3
—a 4
-05 00 05 10 15 20 25 05

Uix, tanas = 1.1)

Herrera

-7

-3

e

o

-

N

—0.5

0o 05 10

15

20 25

~ 1.1 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.

CTCs Crank Nicolson Herrera
11 14 1
0] 0 o
&) & &
T W .
5 % 5
§ § K
£ 72 JUTS = 2 PR = ] e
E] o ‘-\ =] - =] o -
3 / “ -3 / -3 / \\
-4 -4 | -1
05 0o 05 18 15 20 25 05 00 05 10 15 20 25 05 00 ©5 10 15 20 25
X X X

Figura 6.3: Toma de animacién en t4491 ~ 1.8 para esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.

6.5.2.

Para calcular el error involucrado en cada tiempo t; toma uno la diferencia de la solucién exacta y la numérica
sobre la discretizacién de xz y toma uno la norma dos, en otras palabras,

Error

n—1

error(ty) = [exacta(z;, t) — numérica(z;, )]

<
I
=)

lo cual proporciona para este caso

Error en problema 1

0.175
— CICs

—— Crank Micolson
—— Herrera

0150 A

0125

0.100 4

0.075 A

error{t)

0.050 4

0.025

0.000

Figura 6.4: Error para esquema CTCS, Crank Nicolson y Herrera.
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6.6. Visualizaciéon de resultados: problema 2

CTCS: Ax = 0.0060, At=0.0003, /* =0.0100 CN: Ax =0.0060, At= 00003, 7 =0.0100 H: &x = 0.0060, At = 0.0003, r* =0.0100

ulx,
ulx, §

Figura 6.5: Condicién inicial ¢(x) = sin(rx) color rojo, y condicién de frontera izquierda u(0,t) = 3 y derecha
u(3,t) = t3 color verde.

Para el problema dos

Uy = dUyy O<ax<3, t>0
u(z,0) =sin(rz) 0<z<3

ug(x,0) =0 0<z<3

u(0,t) =13 t>0

w(3,t) =13 t>0

tiene uno las gréficas en Figura 6.5 para los esquema CTCS, Crank Nicolson y Herrera respectivamente, con datos de
salida,

X = [0,3], n =501, dx = 0.006

T = [0,1.5], m = 5001, dt = 0.0003

R = 0.009999999999999998, L/c = 1.5

Shape of uctcs: (5001, 501), ucn: (5001, 501), uha: (5001, 501)

Shape of vha: (5001,501)

6.6.1. Tomas de animacion

Uno captura la pantalla para distintos tiempos en la animaciéon. En Figura 6.6 tiene uno la toma para toss7 ~ 0.7
(redondeo de la maquina) mientras que en Figura 6.7 tiene uno captura en t4505 =~ 1.4 (de nuevo por redondeo de la
méquina). Empleando la solucién en las regiones

N: 2kt**3 - Okt**2/2 + 3xtxx**2/2 - 9*t*x/2 + 27*t/4

- Oxx*x2/8 + 27*x/8 - sin(2*pi*t - pi*x)/2 + sin(2*pixt + pi*x)/2 - 27/8
S: sin(pi*x)*cos(2*pix*t)

W: (2%t - x)*x3/8 - sin(pi* (2%t - x))/2 + sin(pi*(2*t + x))/2

0: (2%t + x - 3)**3/8 - sin(pi*(2*t - x))/2 + sin(pi*(2*t + x))/2

obtiene uno la comparacién de la solucién exacta (linea azul) con la solucién numérica (puntos rojos).
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(X, tzzez =0.7)

CrTcs

Crank Nicolson

ulx, 2=z =0.7)

N N

UK, tezr =0.7)

Herrera

SN

Figura 6.6: Toma de animacién en tyo57 =~ 0.7 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.

(%, tamzs =1.4)

CTcs

Crank Nicolson

L(x, tanzs = 1.4)
=

A ]

"a. “;
\J“m/

UK, tamzs = 1.4)

Herrera

\ .
\ /

/
/

\
NS

Figura 6.7: Toma de animacién en t4505 =~ 1.4 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.

6.6.2.

Error

Error en problema 2

012

0.10 A

0.08 A

0.06
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— (ICS
—— Crank Micolson
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Figura 6.8: Error para los esquema CTCS, Crank Nicolson y Herrera.
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6.7. Visualizacién de resultados: problema 3

CTCS: Ax = 0.0040, At=0.0001, /* =0.0100 CN:Ax =0.0040, At = 00001, 77 =0.0100 H: Ax = 0.0040, At = 0.0001, r* =0.0100

ulx, £

04 0.4 04
0.0 0.0 0.0
0319 02 ¢ 0510 02 ¢ 05 140 02 ¢
x L% ag 00 x 20 00 15 50 00

Figura 6.9: Condicién inicial p(x) = 2%(2 — x) color rojo, y condicién de frontera izquierda u(0,t) = 18t* y derecha
u(2,t) = —36t2 color verde.

En el tercer problema

Ut = Mgy 0<z<2, t>0
u(x,0)=2%2—-2) 0<z<2
ug(2,0) =0 0<z<?2
u(0,t) = 182 t>0
w(2,t) = —36t2 t>0

tiene uno las gréficas en Figura 6.9 correspondientes a los datos de salida

X = [0,2], n = 501, dx = 0.004
T = [0,0.6666666666666666], m = 5001, dt = 0.0001333333333333333
R = 0.009999999999999995, L/c = 0.6666666666666666

Shape of uctcs: (5001, 501), ucn: (5001, 501), uha: (5001, 501)

Shape of vha: (5001,501)

6.7.1. Tomas de animacion

Para distintos tiempos ¢; tiene uno las siguientes capturas de pantalla. En Figura 6.10 observa uno momento
t3146 ~ 0.4 por otro lado puede uno apreciar en Figura 6.11 para t3780 ~ 0.5 (redondeo de maquina). Empleando

N: -27%t**k2%x + 18*t**2 - x**3 + 2kx**2
S: -27*t**2%x + 18%t**2 - x**3 + 2*x**2
W: -27*t**k2%x + 18*t**2 - x**3 + 2kx**2
0: -27*t**x2%x + 18%t*x*2 - X*k*3 + 2%x**2

obtiene uno comparacién de la solucién exacta (azul) y la solucién numérica (puntos rojos.)
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Figura 6.10: Toma de animacion en t3146 ~ 0.4 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.

CTcs

Crank Nicolson

Ui, tazs =0.5)

-10 4

-15 4

5 \\
i 0
(=1
I
=
3
_]_ﬂ_
=15 4
-
05 00 05

u(x, tszen =0.5)

Herrera
5 4
D 4
_5 4
_]_0 4
15
05 0o 05 10 15 20 25
X

Figura 6.11: Toma de animacion en t37g9 ~ 0.5 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.

6.7.2. Error

Figura 6.12: Error para los esquema CTCS, Crank Nicolson y Herrera.
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6.8. Visualizacién de resultados: problema 4

CTCS: Ax = 0.0020, At=0.0001, /£ =0.0100 CN: &x =0.0020, At= 00001, /2 =0.0100 H: Ax = 0.0020, At=0.0001, r# =0.0100
3 3
2 Y
1 1 .
0 3 0D 3
-1 -1
-2 -2
28 36
0.0 S?D? 0.0 5?0?
0.2 0.2
%0645 0808 ' 0406y 0308 ‘
x H1o x N

Figura 6.13: Condicién inicial ¢(z) = z sin(mz) color rojo, y condicién de frontera izquierda u(0,t) = 167t y derecha
u(1,t) = —16mt? + 4t color verde.

Del cuarto problema

Ut = 16Uz, O<z<l, t>0
u(z,0) =xsin(rz) O0<z<l1
ug(xz,0) = 4dx 0<z<l1

u(0,t) = 167t? t>0
u(l,t) = —16mt2 +4t t>0

tiene uno las grificas en Figura 6.13 con los datos de salida

X [0,1], n = 501, dx = 0.002

—
|

= [0,0.25], m = 5001, dt = 5e-05

R = 0.010000000000000002, L/c = 0.25

Shape of uctcs: (5001, 501), ucn: (5001, 501), uha: (5001, 501)

Shape of vha: (5001,501)

6.8.1. Tomas de animacion

Empleando

N: -16*%pikt*x + 4xtxx - 2*t*ksin(4*pixt - pi*x)
- 2%txsin(4*pixt + pi*x) + 8*pi*t + x*sin(4*pixt - pi*x)/2
- x*sin(4*pixt + pi*x)/2 + 2*pixx + sin(4*pixt + pi*x) - pi

S: 4xt*xx + (2%t - x/2)*sin(pix(4xt - x)) + (2%t + x/2)*sin(pi*(4*t + x))
0: 4xt + x + (2%t - x/2)*sin(pi*(4*t - x))
+ (4%t + x + 1)*(4*%t - x + 1)/4 + (-2%t - x/2 + 1)*sin(pi*(4*t + x))

+ (4%t + x - 3)*x(4*xt + x - 1)/4 - pix(4*t + x - 1)**2 - 1
W: (-2%t + x/2)*sin(pi*x(4*xt - x)) + (2%t + x/2)*sin(pi*(4*t + x))
- (4xt - x)**2/4 + pi*x(4*t - x)**2 + (4*t + x)**x2/4

obtiene uno la comparacién de la solucién exacta (linea azul) con la solucién numérica (puntos rojos). En Figura
6.14 tiene uno la toma de animacién para teg16 ~ 0.1 (redondeo de méquina) y en Figura 6.15 tiene uno la toma de
animacion para el tiempo t4320 ~ 0.2 (redondeo de la maquina).

81



Capitulo 6, Seccién 6.8

Imre Delgado

6.8.2.

CTCs Crank Nicolson
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Figura 6.14: Toma de animacion en to416 =~ 0.1 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.
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Figura 6.15: Toma de animacién en t4329 ~ 0.2 para esquemas CTCS,
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Figura 6.16: Error para los esquema CTCS, Crank Nicolson y Herrera.
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6.9. Visualizaciéon de resultados: problema 5

CTCS: Ax = 0.0040, At=0.0004, # =0.0100 CN: Ax =10.0040, At = 00004, /2 =0.0100 H: Ax = 0.0040, At = 0.0004, r# =0.0100

10 _ 10 _ 10 -
0 5 03 03
=10 =10 =10
20 20 20
0o 10 0.0 10 0.0 10
g E : 005 : 0 05 :
x]_o 15 2o 0005 t X]_o 15 o &00.5 t Xl_(] 15 o 0005 t
Figura 6.17: Condicién inicial p(x) = 2(2 — x)? color rojo, y condicién de frontera izquierda u(0,t) = —4t? y derecha
u(2,t) = 2t% + 4t color verde.
Para el problema cinco
Upt = Ugy 0<z<?2, t>0
w(x,0)=2(2—-12)? 0<z<2
ug(x,0) = 22 O<zr<2

u(0,t) = —4¢> t>0
w(2,t) =2t2+4t t>0

tiene uno las gréaficas en Figura 6.17 para el esquema CTCS, Crank Nicolson y Herrera respectivamente con los datos
de salida

X = [0,2], n = 501, dx = 0.004
T = [0,2.0], m = 5001, dt = 0.0004
R = 0.010000000000000002, L/c = 2.0

Shape of uctcs: (5001, 501), ucn: (5001, 501), uha: (5001, 501)

Shape of vha: (5001,501)

6.9.1. Tomas de animacion

Empleando
N: -t*%3/3 + 3xt**2%x - 2%xt*x*x2 — thkxk*x2 + 4xt*x - 4xt + x**3 - 2xx*xx2 + 8/3
S: t*%3/3 + 3ktkk2kx - 4xtk*2 + tRXk*k2 + x*k*k3 - Lkxk*k2 + 4xx
0: 2%t**2%x - kt**2 + 4ktkx - 4xt + kx*k*x3/3 - 2*x*k*2 + 8/3
Wi dkt**2%x - 4xtkk2 + 4*kx*%3/3 - 4dxxk*k2 + 4*x

obtiene uno la comparacién de la solucién exacta (linea azul) y la solucién numeérica (linea roja). En la Figura 6.18
para toggg ~ 0.8 tiene uno la captura de pantalla mientras que en la Figura 6.19 tiene uno la toma para t3ggz ~ 1.6.
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Figura 6.18: Toma de animacion en togg9 ~ 0.8 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.
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Figura 6.19: Toma de animacion en t3ggo ~ 1.6 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.

6.9.2. EFError
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Figura 6.20: Error para los esquema CTCS, Crank Nicolson y Herrera
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6.10. Visualizacion de resultados: problema 6

CTCS: Ax = 0.0080, At=0.0003, ¥ =0.0100 CN: &x =0.00B0, At = 00003, 7 =0.0100 H: Ax = 0.00B0, At = 0.0003, r¥ =0.0100

50 50 50

40 a0 a

0 3 0 3 0 3

05 05 05
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0 0 0

25 '}gﬁs b
L b 0 1}'
Rt 2 2
Figura 6.21: Condicién inicial p(x) = 2(2 — x)? color rojo, y condicién de frontera izquierda u(0,t) = —4t? y derecha
w(2,t) = 2t% + 4t color verde.
Para el problema seis
Ut = Mgy O<z<4, t>0

u(z,0) =zsin(rx) 0<z <4
u(z,0)=z(zx—4) O<z<4
u(0,t) = 9mt? t>0
w(2,t) = 9rt? t>0
tiene uno las grificas en Figura 6.21 para los esquema CTCS, Crank Nicolson y Herrera respectivamente con datos de

salida

X = [0,4], n = 501, dx = 0.008

T = [0,1.3333333333333333], m = 5001, dt = 0.0002666666666666666

R = 0.009999999999999995, L/c = 1.3333333333333333

Shape of uctcs: (5001, 501), ucn: (5001, 501), uha: (5001, 501)

Shape of vha: (5001,501)

6.10.1. Tomas de animacion

Empleando

N: -3%t**3 + 12%t**2 + 18*pikt**2 - trx*k*2 + 4xt*x
- 3xt*sin(pi* (3%t - x))/2 - 3*t*sin(pi*(3xt + x))/2 - 24*pi*t - 16%t
+ 4*xxx*k2/3 + 2xpixx**2 + x*sin(pix(3xt - x))/2 - x*sin(pi*(3*t + x))/2
- 8*pi*x - 16%x/3 + 4*xsin(pi*(3*t + x)) + 64/9 + 16%pi
S: 3xktk*3 + trxxk*2 - 4xtkx + 3kt*ksin(3xpikt)*cos(pi*x) + x*sin(pi*x)*cos(3*pi*t)
0: -3%t**k2kx + 12kE*k*2 + Okpixt**2 + 4dxt*x
+ B*pik*txx - 3xt*sin(pi*x)*cos(3*pi*t) - 24*pixt - 16%t - x**3/9
+ 4*xxx*2/3 + pikx**2 - x*sin(3xpixt)*cos(pi*x) - 8*pixx - 16%x/3
+ 4*xsin(pi* (3%t + x)) + 64/9 + 16%pi
W: 3*t#*x2kx + O*pikt*k*2 - Gkpixtxx - 4*kt*kx + 3*t*sin(pi*x)*cos(3*pixt)
+ x**%3/9 + pikxx**2 + x*sin(3*pixt)*cos(pi*x)

obtiene uno la comparacién de la solucién exacta (linea azul) y la solucién numérica (linea roja). En la Figura 6.22
tiene uno la captura de pantalla para t3;73 ~ 0.8 mientras que en la Figura 6.23 tiene uno para t4708 ~ 1.3.
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Figura 6.22: Toma de animacion en t3173 ~ 0.8 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.
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Figura 6.23: Toma de animacion en t4728 ~ 1.3 para los esquemas CTCS, Crank Nicolson y Herrera.

6.10.2. Error
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Figura 6.24: Error para esquema CTCS, Crank Nicolson y Herrera
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6.11. Sobre el error y tiempo calculado

6.11.1. Error

Considerando el hecho, de que el esquema numérico propuesto por Herrera es un esquema compuesto por un
esquema implicito por parte de la posicién y un esquema explicito por parte de la velocidad, es natural pensar que
su comportamiento debe contener ambos rasgos. En las grificas de error de los seis problemas puede uno notar que
el error propagado por el algoritmo propuesto yace en efecto entre ambas propagaciones, lo cual proporciona un buen
criterio de comparacion.

6.11.2. Tiempo calculado

A continuacién incluye uno una tabla con informacion respecto a el tiempo empleado por la méquina por problema
para calcular la solucién numérica mediante los métodos CTCS, Crank Nicolson y propuesto por Herrera en ese orden
de manera consecutiva, tiempo grédficos proporciona el tiempo requerido para generar superficies solucién, de igual
forma consecutivamente y finalmente tiempo animacion el tiempo requerido al llamar la animacién de manera anéloga
a las formas anteriores.

| Problema # | Tiempo cémputo [s] | Tiempo grficos [s] | Tiempo animacién [s] ||

1 106.198 12.481 2.204
2 113.490 11.200 2.868
3 104.861 13.969 2.557
4 111.457 12.388 3.843
5 137.529 13.835 2.909
6 124.627 14.104 4.552

6.12. Cdédigo visualizaciones, animaciones y error

6.12.1. Visualizacion

Uno presenta el cédigo tinicamente para el primer problema, en el cual puede uno cambiar los datos de entrada
para cualquier otro que cumpla las condiciones de compatibilidad.

# surfaces
%matplotlib inline
fig, ax = plt.subplots(ncols=3,nrows=1,figsize=(12,3))

# parameters
fz = 9

linw = 2

alf = 0.6
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# [0]
ax[0]
ax[0]
ax [0]
r~{2}
ax[0]
ax[0]
ax[0]
ax [0]
ax [0]
# surf
X,T =
ax[0].
# init
ax[0].
# left
ax[0].

CTCS

.set_axis_off()

= fig.add_subplot(1,3,1,projection=’3d’)

.set_title(r’CTCS: $ \Delta x = %0.4f, \Delta t = %0.4f,

= %0.4f $’> (dx,dt,R),fontsize=fz)

.set_xlabel(r’$x$’,fontsize=Ffz)
.set_ylabel(r’$t$’,fontsize=£z)
.set_zlabel(r’$ul\left(x,t\right)$’,fontsize=£fz)
.view_init(elev=30,azim=-60)

.grid(False)

ace

np.meshgrid(x,t)

plot_surface(X,T,uctcs,color="b’,alpha=alf)

ial position

plot(x,t[0]*np.ones(len(x)) ,uctcs[0,:],color="r’,1s="-",1lw=1linw)
boundary

plot (x[0]*np.ones(len(t)),t,uctcs[:,0],color="g’,1s=’-’,1lw=1inw)

# right boundary
ax[0] .plot (x[-1]*np.ones(len(t)),t,uctcs[:,-1],color="g’,1s=’-,1lw=1linw)

# [1]
ax[1]
ax[1]
ax[1]
r~{2}
ax[1]
ax[1]
ax[1]
ax[1]
ax[1]
# sur
X,T =
ax[1]
# ini
ax[1]
# lef
ax[1]

ax[1]

Crank Nicolson

.set_axis_off()

= fig.add_subplot(1,3,2,projection="3d’)

.set_title(r’CN: $ \Delta x = %0.4f, \Delta t =J0.4f,

= %0.4f $°%(dx,dt,R),fontsize=fz)
.set_xlabel(r’$x$’,fontsize=fz)

.set_ylabel(r’$t$’,fontsize=£fz)
.set_zlabel(r’$ul\left(x,t\right)$’,fontsize=£fz)

.view_init (elev=30,azim=-60)

.grid(False)
face

np.meshgrid(x,t)

.plot_surface(X,T,ucn,color="b’,alpha=alf)
tial position

.plot (x,t[0]*np.ones(len(x)),ucn[0,:],color="r’,1s="-’,1lw=1linw)
t boundary

.plot (x[0]*np.ones(len(t)),t,ucn[:,0],color="g’,1s="-’,lw=1linw)

# right boundary

.plot (x[-1]#*np.ones(len(t)),t,ucnl:,-1],color="g’,1s=’-’,lw=1linw)
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# [2] Herrera

ax[2] .set_axis_off()

ax[2] = fig.add_subplot(1,3,3,projection=’3d’)

ax[2] .set_title(r’H: $ \Delta x = %0.4f, \Delta t = %0.4f,
r~{2} = %0.4f $’%(dx,dt,R),fontsize=fz)

ax[2] .set_xlabel(r’$x$’,fontsize=£fz)

ax[2] .set_ylabel(r’$t$’,fontsize=£fz)

ax[2] .set_zlabel(r’$ul\left(x,t\right)$’,fontsize=£z)
ax[2] .view_init(elev=30,azim=-60)

ax[2] .grid(False)

# surface

X,T = np.meshgrid(x,t)

ax[2] .plot_surface(X,T,uha,color="b’,alpha=alf)

# initial position

ax[2] .plot (x,t[0]*np.ones(len(x)),uhal0,:],color="r’,1s="-’,1lw=1linw)
# left boundary
ax[2] .plot(x[0] *np.ones(len(t)),t,uhal:,0],color="g’,1s=’-’,1lw=1linw)

# right boundary
ax[2] .plot (x[-1]*np.ones(len(t)),t,uhal:,-1],color="g’,1s=’-’,lw=1linw)

plt.savefig(’ctcscnhpl3d.png’)

# obtain axes
ymin,ymax = ax[1].get_zlim3d()

plt.tight_layout(pad=0.5, w_pad=0.2, h_pad=0.2)
plt.show()

6.12.2. Animaciones

En las animaciones utiliza uno generadores para mejorar el rendimiento del programa. Andlogamente al cédigo en
las visualizaciones presenta uno aqui el c6digo dnicamente para el primer problema, el cual puede cambiar uno para
cualquier otro que cumpla condiciones de compatibilidad.

# X vs u and X vs u animation
%matplotlib notebook

# figure
fig, ax = plt.subplots(ncols=3,nrows=1,figsize=(12,4))

# parameters

fz = 10

linw = 2

alf = 0.6
# [0] CTCS

ax[0] .set_axis_off ()

ax[0] = fig.add_subplot(1,3,1)

ax[0] .set_x1im([-0.5,L+0.5])

ax[0] .set_ylim([ymin-0.5,ymax+0.5])

ax[0] .grid(’off’)

ax[0] .set_xlabel(r’$x$’,fontsize=£fz)

# ax[0] .set_ylabel(r’$ul\left(x,t_{0F\right)$’,fontsize=£fz)
ax[0] .set_title(r’CTCS’,fontsize=fz)

# initial position

ax[0] .plot (x,uctcs[0,:],color="r’,1lw="2’,alpha=0.1)
# last computation

ax[0] .plot (x,uctcs[-1,:],color="b’,1w=’2’,alpha=0.1)
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# [1] Crank Nicolson

ax[1] .set_axis_off()

ax[1] = fig.add_subplot(1,3,2)

ax[1] .set_x1im([-0.5,L+0.5])

ax[1] .set_ylim([ymin-0.5,ymax+0.5])

ax[1] .grid(’off?)

ax[1] .set_xlabel(r’$x$’,fontsize=£fz)

# ax[1].set_ylabel(r’$ul\left(x,t_{0F\right)$’,fontsize=£fz)
ax[1] .set_title(r’Crank Nicolson’,fontsize=fz)

# initial position

ax[1] .plot(x,ucn[0,:],color="r’,1w=2’ ,alpha=0.1)
# last computation

ax[1] .plot(x,ucn[-1,:],color="b’,1lw=’2’,alpha=0.1)

# [2] Herrera

ax[2] .set_axis_off ()

ax[2] = fig.add_subplot(1,3,3)

ax[2] .set_x1im([-0.5,L+0.5])

ax[2] .set_ylim([ymin-0.5,ymax+0.5])

ax[2] .grid(Poff?)

ax[2] .set_xlabel(r’$x$’,fontsize=£fz)

# ax[2] .set_ylabel(r’$ul\left(x,t_{0F\right)$’,fontsize=£fz)
ax[2] .set_title(r’Herrera’,fontsize=fz)

# initial position

ax[2] .plot(x,uhal0,:],color="r’,1w=’2’,alpha=0.1)
# last computation

ax[2] .plot (x,uha[-1,:],color="b’,1lw=2,alpha=0.1)

# solution in regions
def fun(x,t,k,c,L):
u = np.zeros(len(x))

# oo
# oben links: x-c*t[k] <= 0

# unten links: x-c*t[k] >= 0

# oben rechts: x+c*t[k] >= L
# unten rechts: x+c*t[k] <= L
# oo

# N: ol & or

# S: ul & ur

# 0: or & ul

# W: ol & ur

# oo

# N

conl = (x-cxt[k] <= 0) & (x+cxt[k] >= L)

ulconl] = -1.0%t[k]**2 1.0*x[con1]**2 + 2.0*x[coni]
# S

con2 = (x-cxt[k] >= 0) & (x+cxt[k] <= L)

ulcon2] = -1.0xt[k]**2 1.0*x[con2] **2 + 2.0*x[con2]
#0

con3 = (x+cxt[k] >= L) & (x-cxt[k] >= 0)

ulcon3d] = -1.0%t[k]**2 1.0*x[con3]**2 + 2.0*x[con3]
# W

cond = (x-cxt[k] <= 0) & (x+c*t[k] <= L)

ulcond] = -1.0xt[k]**2 - 1.0*x[cond]**2 + 2.0%*x[con4]
return u
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# exact solution
UU = [fun(np.asarray(x),np.asarray(t),k,cO,L) for k in range(m)]

# exact solution lines

linedctcs, = ax[0].plot([],[],1s=’-’,c=’b’,alpha=0.5)
linedcn, = ax[1].plot([],[],1s="-’,c=’b’,alpha=0.5)
linedh, = ax[2].plot([],[],1s=’-’,c=’b’,alpha=0.5)

# nummeric solution lines

linectcs, = ax[0].plot([],[],1s=":7,c="r’,1lw=3)
linecn, = ax[1].plot([],[],1s=’:,c="r’,1lu=3)
lineh, = ax[2].plot([],[],1s=’:?,c="r’,1lw=3)

# initial function
def init():
# [0] CTCS
linectcs.set_data([],[1)
linedctcs.set_data([1,[1)
ax[0] .set_ylabel(r’$ul\left(x,t_{0}\right)$’,fontsize=£fz)
# [1] Crank Nicolson
linecn.set_data([],[])
linedcn.set_data([1,[])
ax[1] .set_ylabel(r’$ul\left(x,t_{0}\right)$’,fontsize=£z)
# [2] Herrera
lineh.set_data([],[])
linedh.set_data([],[])
ax[2] .set_ylabel(r’$ul\left (x,t_{0}\right)$’,fontsize=£z)
return

# my generator
def mygen(step=0):
while step < m:
step += 1
yield x, uctcs[step,:], ucn[step,:], uhalstep,:], UU[step], step

# function that runs generator
def run(mygen):
# [0] CTCS
linectcs.set_data(mygen[0] ,mygen[1])
linedctcs.set_data(mygen[0] ,mygen[4])
ax[0] .set_ylabel(r’$ u(x,t_{{Vs}} = %0.1f )$’%(mygen[5],t[mygen[5]]),fontsize=£z)
# [1] Crank Nicolson
linecn.set_data(mygen[0] ,mygen[2])
linedcn.set_data(mygen[0] ,mygen[4])
ax[1] .set_ylabel(r’$ u(x,t_{{Vs}} = %0.1£)$’% (mygen[5],t[mygen[5]]) ,fontsize=£fz)
# [2] Herrera
lineh.set_data(mygen[0] ,mygen[3])
linedh.set_data(mygen[0] ,mygen[4])
ax[2] .set_ylabel(r’$ u(x,t_{{Vs}} = %0.1£)$°% (mygen[5],t [mygen([5]]),fontsize=£fz)
return

# display animation
myanimation = ani.FuncAnimation(fig,run,mygen,init_func=init,interval=1,repeat=True,blit=False)

plt.tight_layout(pad=0.5, w_pad=0.2, h_pad=0.2)
plt.show()
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6.12.3. Error

%matplotlib inline
fig, ax = plt.subplots()

# parameters

fz = 11
linw = 2
alf = 0.6

# error function
def fferror(i):
dctcse = UU[i]-uctcs(i,:]
dcne = UU[i]-ucnli,:]
dhae = UU[i]-uhali,:]
return np.linalg.norm(dctcse), np.linalg.norm(dcne), np.linalg.norm(dhae)

# figure

ax.set_axis_off ()

ax = fig.add_subplot(1,1,1)

ax.grid(’off’)
ax.set_xlabel(r’$t_{k}$’,fontsize=£fz)
ax.set_ylabel(r’error$(t_{k})$’,fontsize=£fz)
ax.set_title(r’Error en problema 6’,fontsize=fz)

# for i =0

ax.plot (t[0],fferror(0) [0] ,marker=’0’,color=’blue’,ms=0.1,label=>CTCS’)
ax.plot(t[0],fferror(0) [1] ,marker=’0’,color=’red’,ms=0.1,label=’Crank Nicolson’)
ax.plot(t[0],fferror(0) [2] ,marker=’0’,color="green’,ms=0.1,label="Herrera’)

# for k=1,..,-1

for i in range(1l,len(t)):
ax.plot(t[i],fferror(i) [0] ,marker=’0’,color=’blue’,ms=0.1)
ax.plot(t[i],fferror(i) [1] ,marker=’0’,color="red’ ,ms=0.1)
ax.plot(t[i],fferror(i) [2] ,marker=’0’,color="green’,ms=0.1)

ax.legend()
plt.savefig(’ctcscnhplerror.png’)
plt.show()
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

7.1.

Conclusiones

Tras la implementacion y la comparacion de los esquemas CTCS, Crank Nicolson y el propuesto por Herrera
concluye uno tres resultados importantes

un esquema numérico compuesto por un método implicito junto con un método explicito proporciona un método
condicionado, en otras palabras,

incondicionalmente estable + condicionalmente estable =— condicionalmente estable

el esquema propuesto por Herrera permite una ligera flexibilidad en el nimero de condicién respecto al esquema
CTCS

el esquema propuesto por Herrera trabaja con la posicién u(z,t) junto con la velocudad v(x,t) proporcionando
resultados independientes para cada una, a comparacién de los esquemas CTCS y Crank Nicolson.

Precisando el primer punto, retomando el esquema propuesto por Herrera

1 1 1 1 2 1
6r2uf+11 +(1+ §r2)u§?+1 ~ 6T2uﬁ'11 = 3r2u§ 1+ 0-3 Huk + Br uf, g + Atof
. 3 11 1 11
wth = Euf“ 2AL" - 1+E(r — 3 _§ET2u§+1_2”f

tiene uno una recursién formada por un esquema implicito

1 1 1 1 2
2 e (U Sr?)ul T = e = etk (- Sl +

G 3 6 "t T 3" 3 37 e+ At

mismo que no tiene restriccién en cuanto a r y un esquema explicito

3 11
AR AP o el 1 S

1 11
AN 5 AL —(r 2_ 3)u’-“ - f—rgufﬂ — 0k

At tO2AE

cuyo lado derecho asemeja el esquema CTCS, conduciendo a restringir  independientemente del primer esquema. En
cuanto al segundo punto retomando el esquema CTCS

k+1 2k k 2k k—1
u; = rfu; 1+2(1—r)i+rui+1—ui

tiene uno las condiciones

At At
reres =c— < 1 Y  THerrera = CH— <\/§
Azx Ax

de esta forma

2 2
rcTcs < THerrera

lo cual permite maniobrar con mayor libertad distintos valores para At, Az y ¢ en caso de requerirlo. Finalmente,
respecto al tercer punto, el esquema Herrera tiene una ventaja sobre el esquema Crank Nicolson y CTCS. En éstos
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la velocidad inicial u:(z,0) = ¢(x) sélo es considerada como un dato inicial obteniendo la posicién u(x,t) mediante
iteraciones, una vez terminados los cdlculos numéricos no es posible obtener en los datos de salida el valor aproximado
de la velocidad v(z,t) ni en el esquema Crank Nicolson ni en el CTCS, mientras que con el método propuesto por
Herrera obtiene uno informacién de la velocidad en caso de requerirla para el mismo dominio espacial y temporal
especificados anteriormente.

7.2. Perspectivas

Uno de los fines de esta tesis es servir de prototipo para plantear trabajo futuro, permitiendo extender el empleo,
la utilidad y mejora del algoritmo propuesto. Con esto en mente, propone uno como primer enfoque:

s Generalizacién a méds dimensiones. Desde luego, un primer punto de partida es obtener un algoritmo para
la ecuacién de onda lineal en dos y tres dimensiones donde pueda uno comparar su efectividad, ventajas y
desventajas en caso de haberlas y posteriormente con la misma motivacién inicial puede uno agregar términos
no lineales, velocidad dependiente de la posicién, del tiempo, de ambas o bien en forma no lineal.

= Implementaciones con métodos generales. Uno puede considerar el desarrollo de diferencias finitas generaliza-
das para problemas mas sofisticadas o bien siguiendo este mismo esquema con el método de volumen finito.

= Aplicaciones Otro punto importante es el drea de aplicacién. Recordando la mayor tolerancia del nimero CFL
en el esquema propuesto a comparacién de otros esquemas y considerando la velocidad como dato de salida
calculado puede uno considerar resolver problemas donde los datos puedan ser variados.

= Exportacién a otros lenguajes de programacién. Esto es bédsico y necesario para la distribucién, superviven-
cia y adaptacién del algoritmo en todos los puntos anteriormente citados, pues permite un mayor alcance y
disponibilidad del mismo en una amplia cantidad de programas de cémputo en los que puede ser incorporado.
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