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Resumen

El surgimiento de la Mecanica Cudantica y la existencia de una equivalencia categorica en-
tre C*-algebras conmutativas con unidad y espacios topologicos Hausdorff y compactos son el
punto de partida para la creaciéon de la Geometria No-Conmutativa o Geometria Cuantica. En
esta area de las mateméticas se estudian los equivalentes algebraicos de conceptos topolégicos y
geométricos (que resultan ser parte del Algebra Conmutativa) para luego trasladarlos al Algebra
No-Conmutativa y desarrollarlos.

El proposito de este trabajo de tesis es mostrar los conceptos necesarios para el entendimiento
de la Geometria No-Conmutativa y aplicarlo en un caso especial, la esfera cudntica. En particular,
se mostrara lo que parece la manera més natural de generalizar el Calculo Diferencial en el marco
de la Geometria No-Conmutativa. En este texto se entenderd por esfera cudntica a las matrices
de 2 x 2 con coeficientes complejos y durante el desarrollo del mismo se darén justificaciones del
por qué llamar esfera cudntica a este espacio.
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Capitulo 1

Preambulo

Con el nacimiento de la Mecanica Cuantica durante el primer cuarto del siglo XX se cambi¢ la
metodologia con la que se estudiaba a la naturaleza [7]. Uno de estos cambios es usar operadores
sobre un espacio de Hilbert que representen magnitudes observables. Algunos de estos operadores
satisfacen ciertas relaciones de conmutacién. Por ejemplo, si ¢ es el operador de posiciéon y p es
el operador de momento en la direccién ¢, entonces se cumple [7]

@p - pq = ih1d,
donde Id es el operador identidad. Esto sugiri6 el estudio de dlgebras no-conmutativas, lo cual dio
origen a una nueva area de las matematicas llamada Geometria No-Conmutativa o Geometria

Cuéntica [5], [31]. Hoy en dia, al &lgebra libre generada por un conjunto de dos letras {x,y}
moédulo el ideal generado por la relacion’

Ty — xY = g\

donde ¢ € C y A es la palabra vacia, se le conoce como el plano cudntico y es quizd, el primer
ejemplo de un espacio cuéntico.

Posteriormente en 1943, I. M. Gelfand y M. A. Naimark establecieron un teorema (conocido
como el teorema de Gelfand-Naimark) que muestra una equivalencia entre la categoria de C*-
algebras conmutativas con unidad y la categoria de espacios topologicos Hausdorff y compactos
[2], [27], [35]. Al estudiar el equivalente algebraico de otras propiedades topologicas y geométricas
se observo que todas estan en el campo del Algebra Conmutativa. Lo anterior sugiri6 una ma-
nera natural de generalizar dichos conceptos simplemente usando 4lgebras no-conmutativas, lo
cual termino por estructurar a la Geometria No-Conmutativa. Este marco tedrico presenta una
combinacién de la Geometria Diferencial, el Algebra No-Conmutativa y el Analisis Funcional.
Cuando sea conveniente, se usard el término no-conmutativo y el término cuantico como sin6-
nimos. Asimismo, se usara el termino cldsico para referirse a la Geometria y la Topologia habitual.

'En la literatura es comtn encontrar la definicién del plano cudntico como el algebra libre generada por dos
letras modulo el ideal dado por la relacién xy = qyz con ¢ € C [31].
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Vale la pena mencionar el trabajo de E. Prugovecki [23]; quien considera a la geometria cuan-
tica como cuantizacién usando métodos geometro-estocasticos; que es asociar un haz de Hilbert
a un haz principal.

Una aplicacion realmente interesante y prometedora de la Geometria No-Conmutativa es,
como su origen sugiere, en la fisica, especificamente en la fisica méas alld del Modelo Estandar
pues se cree que tiene el potencial de resolver el problema de unificaciéon de las interacciones
fundamentales asi como describir el espacio-tiempo a la escala de la longitud de Planck. Esto
muestra una de las tantas razones por las cuales estudiar esta (relativamente) nueva y promete-
dora area de las matemaéticas.

El propésito de este trabajo de tesis es mostrar la generalizaciéon de los conceptos clasicos
de espacio, punto, simetria, medida de probabilidad, campo vectorial, haz vectorial y formas dife-
renciales al &mbito cudntico. Ademas, se dard un ejemplo detallado de esta generalizacion sobre
un espacio en particular, la esfera cuantica. En este texto se entenderd por esfera cudntica al
espacio de matrices de 2 x 2 con coeficientes sobre C con su estructura de C*-dlgebra dada por la
norma-operador. Para este fin se empezara haciendo una revision de los conceptos basicos de C*-
algebras con unidad llegando a la demostracion del teorema de Gelfand-Naimark (Capitulo 2),
ya que esto es la base de la Geometria No-Conmutativa. Acto seguido se presentarid una manera
de generalizar los conceptos antes mencionados al &mbito cuéntico (Capitulo 3). Finalmente, se
definird a la esfera cudntica y se mostraran dichos conceptos sobre este espacio (Capitulo 4). El
apéndice A proporciona un estudio general de la teoria de elementos positivos en C*-algebras con
unidad (ttil e importante para el desarrollo de la teoria). Mientras que el apéndice B esta basado
en mostrar la notaciéon de Dirac ya que como se vera en las secciones 4.3 y 4.4, ésta es méas amena.

Cabe mencionar que en la literatura existen varios espacios que reciben el nombre de es-
fera cudntica [6], por ejemplo, en 1987 Podles dio una de las definiciones mas aceptadas [22].
Durante el desarrollo de este trabajo se justificaréd el por qué llamar esfera cudntica a las matri-
ces de 2 x 2 con coeficientes sobre C con su estructura de C*-algebra dada por la norma-operador.

A grosso modo, se dice que un espacio es cuéntico si es no-conmutativo. Como se vera a lo
largo de este texto, esto se traduce en ciertos fendmenos cudnticos como no tener puntos.

Uno de los problemas de la Geometria No-Conmutativa es que un concepto clésico puede
tener varias formas de ser generalizado al caso cuéntico. Por ejemplo, se observara en el Capitulo
3 que el concepto de punto se puede generalizar como caracteres o como ideales bilaterales maxi-
males o como estados puros y la teoria cambia dependiendo de la generalizacion que se usa (en el
caso concreto de la esfera cudntica, se verd en el Capitulo 4 que ésta no tiene puntos si se piensa
a los puntos como caracteres o como ideales bilaterales maximales y tiene puntos parametrizados
por la esfera clésica si se piensa a los puntos como estados puros). Otro ejemplo de este problema
es la Geometria Diferencial. En particular, este trabajo se centrard en lo que parece la mane-
ra mas natural de generalizar el Célculo Diferencial en el marco de la Geometria No-Conmutativa.
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Se dara por hecho que el lector tiene conocimientos bésicos de Algebra Lineal y Moderna [15],
[26], Anélisis Matematico y Funcional [27], [28], Topologia General [20] y Geometria Diferencial
[8], [17], [18]. Ademaés, siempre se estara considerando que los productos interiores de los espacios
vectoriales utilizados son lineal-conjugados en la primera coordenada y lineales en la segunda
coordenada. Dado que durante todo el trabajo se usard la notaciéon de Dirac, los productos
interiores se denotaran por (—|—), en vez de las notaciones usuales (—, —) o (—, —).



Capitulo 2
C*-Algebras

Las C*-algebras son los espacios en los cuales se realiza la Geometria No-Conmutativa, como
se veré en el proximo capitulo. Es por esa razén que es indispensable empezar este trabajo dando
una vision general de este concepto. Si el lector requiere méas detalles, se pueden consultar las
siguientes referencias 2], [3], [4], [21], [24], [25], [35] y [36]-

2.1. Algebras de Banach

El concepto de algebra asociativa es uno de los mas importantes en el estudio de estructuras
algebraicas. La siguiente definicién trata sobre este concepto. Aunque no es la forma méas general
de definir un &lgebra asociativa |26], esta definicién es suficiente para los propositos de este
trabajo.

Definicioén 2.1.1. (Algebra asociativa) Sea A un K-espacio vectorial (K =R o C). Decimos que
A es un dlgebra asociativa si estd dotada de un producto de vectores que satisface para toda a, b,
c € A y para toda A € K

1. Asociatividad: (ab)c = a(bc).

2. Distributividad izquierda: a(b+ ¢) = ab + ac.

3. Distributividad derecha: (a 4+ b)c = ac + be.

4. Mab) = (Aa)b = a(Ab).

Si la multiplicacion es conmutativa, se dice que el dlgebra es conmutativa.

Los polinomios con coeficientes en un anillo son ejemplos sencillos de algebras asociativas.
En este texto, siempre se usaran algebras asociativas por lo cual se omitira la palabra asociativa
al hacer referencia a un algebra asociativa.
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Definicion 2.1.2. (Algebra con unidad) Un dlgebra con unidad (o unital) es una dupla (A, 1),
donde A es un dlgebra y 1 es un elemento de A tal que al = la = a para todo a € A. Al elemento
1 se le suele denominar como el 1 del algebra.

Es facil probar que en toda algebra con unidad el elemento 1 es tnico. Ademés, salvo que se
especifique lo contrario, siempre se supondré que el espacio es no-nulo y el producto de vectores
no es el trivial, por lo que 1 # 0.

Definiciéon 2.1.3. (Morfismo de dlgebras) Sean A, B dos dlgebras (sobre el mismo campo K).
Un morfismo de dlgebras entre A y B es una transformacion

f:A— B
tal que
1. f es lineal;
2. f es multiplicativa.

Si (A, 14) y (B, 1) son dos dlgebras con unidad y f es un morfismo de dlgebras entre A y B,
entonces decimos que f es un morfismo unital o unitario si ademds satisface f(14) = 1p.

A partir de este momento y hasta el final de este trabajo, solo se consideraran algebras con
unidad.

2.1.1. Algebras de Banach con unidad

Definicion 2.1.4. (Algebra de Banach con unidad). Sea (A, 1) un dlgebra con unidad. Se dice
que A es un dlgebra de Banach con unidad si existe || || una norma en A tal que (A,|| ||) es un
espacio de Banach y ademds se satisface

[ladl| < [all|[0]]-
para toda a, b € A. Se denotard a un dlgebra de Banach con unidad mediante el triplete (A, 1, || |]).

Proposicion 2.1.5. Sea (A, 1,]| ||) un algebra de Banach con unidad. Entonces todas las ope-
raciones algebraicas en A son continuas.

Demostracion. Notese que
|lzy — abl| < |lzy — x| + [|zb — ab|| < |[[| [[y — bl + ||z — al[ [[b]],

de donde es facil concluir que la multiplicacion A x A — A es una transformacién continua. La
prueba de que la suma y la multiplicaciéon por escalar son operaciones continuas se sigue de las
propiedades de la norma. |

El ejemplo més facil de un algebra de Banach con unidad es (K, 1,]| |). Otro ejemplo es
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Ejemplo 2.1.6. Sea (X, 7) en espacio topologico Hausdorff y compacto. Considérese
C(X):={f: X — K| f escontinua}

Es claro que con la suma, la multiplicacion por escalares, la multiplicacion estandar (como X es
Hausdorff y compacto, la imagen de cada f € C(X) esta acotada [20], por lo que estas operaciones
estan bien definidas) y 1 = 1(z), (C(X), 1(x)) es un algebra conmutativa con unidad sobre K.
Maés aan, con la norma definida como

||flloe = sup{[f(z)
zeX

2

(C(X),1(z),]| ||so) es un algebra de Banach conmutativa con unidad |27].

Proposicion 2.1.7. Sea (A, 1,]|| ||) un é4lgebra de Banach con unidad. Entonces existe una
norma || ||; en A equivalente a || || tal que (A, 1,]|| ||1) es también un algebra de Banach con
unidad y ||1][; = 1.

Demostracion. Considérese

L:A— EndK(A)
a+— Lg,

donde L, es el operador lineal dado por

L,:A— A
b+— ab.

Se puede observar que L es una transformacion lineal y si L, = L, entonces a = al =
Lo(1) = Ly (1) =d'l = d, por lo cual L es inyectiva. Ademas si se considera la norma-operador
en Endg(A) [27],

| Tlop = sup {|[T'(a)]l},
[lall=1
se tiene L, es un operador acotado para cada a € A ya que ||Ly(b)|| < ||al|||b]| para toda a, b €
A. Definase

Ili:4A—R
a = |[Lallop-

Por construccion || ||; es una norma en A que satisface ||a||; < ||a|| para toda a € A. Mas

aun, si b= entonces

[

||al|
T = l|ab|| < sup {|lab|| } = sup {||La(D)||} = || Lallop = llal|1,
[I2]] bl|=1 bl|=1
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de donde se sigue que m < |la||1 < ||a|| y por lo tanto, || ||1 v || || son normas equivalentes en A.

Por otro lado la norma-operador satisface ||T17%||op < ||T1||op ||T2]]op [27] y ast

llablli = |[Labllop = [|LaLp|lop < [|Lallop [[Lollop = [lall1][bl]1;

por lo cual (A, 1, ]| ||1) es también un algebra de Banach con unidad que satistace ||1||; = ||L1]| =
1. |
Observacion. Por la proposiciéon anterior, dada (A, 1, ]| ||) un 4lgebra de Banach con unidad,
sin perdida de generalidad siempre se asumira que ||1|| = 1.

Definicion 2.1.8. (Morfismo unitario de dlgebras de Banach) Sean (A,14,]| ||4), (B, 1g,]| ||B)
dos dlgebras de Banach con unidad. Un morfismo unitario de dlgebras de Banach entre (A, 14,
| la) v (B,1p,]|| ||B) es un morfismo de dlgebras unitario f que ademds es continuo.

Un resultado comun en cualquier libro de anéalisis funcional es el hecho de que una transfor-
macion entre espacios de Banach es lineal y continua si y solo si es lineal y acotada |27], por lo
cual, todos los morfismos entre algebras de Banach también son acotados.

Observacion. Claramente, las dlgebras (con unidad) con sus morfismos (unitarios) y las algebras
de Banach con unidad con sus morfismos forman categorias pequenas, las cuales se denotaran
por Algy (Alglk) y BanAlgly, respectivamente.

En la siguiente seccién se definird la categoria C*-algebras. Para ello, es necesario estudiar
algunos conceptos basicos en la teoria de dlgebras de Banach.

Lema 2.1.9. Sea (A, 1,]|| ||) un dlgebra de Banach con unidad. Si a € A es tal que ||a]| < 1,
entonces 1 — a es un elemento invertible de A.

Demostracion. Considérese S, = 1 +a+a® + -+ +a" Como ||a|| < 1, S,, es una serie absolu-
oo

tamente convergente, por lo cual la sucesion {5, }>2, converge a E a®. Ademas
k=0

(1—a)S, =8l —a)=1-a"""

y como {a"}2°, converge a 0 (ya que ||a|| < 1), tomando el limite en ambos lados de la expresion

anterior se tiene que
oo o
(1 —a) (Zak) = (Zak> (1-a)=1,
k=0 k=0

i.e., 1 — a es un elmento invertible de A [36]. |
o0

Bajo una notacién mas estéandar, Z a® = (1-a)
k=0

-1
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Proposicion 2.1.10. Sea (A, 1,]|| ||) un algebra de Banach con unidad. Entonces el conjunto
Inv(A) :={a € A| a es invertible} es abierto en A.

Demostracion. Sea a € A. Entonces para toda b € A, a — b = a(1 — a~'b). Para alguna b que
cumpla ||b]] < [la=Y||7!, se obtiene ||a=1b|| < 1 y por el lema anterior se concluye que 1 — a~'b
€ Inv(A) y como la multiplicacién de elementos invertibles es otra vez un elemento invertible, se
sigue que a — b € Inv(A). Asi, se ha mostrado que la bola con centro en a de radio |ja~!||7! esta
completamente contenida en Inv(A) y por lo tanto, Inv(A) es un abierto en A [27]. |

Definicion 2.1.11. (El resolvente y el espectro de un elemento) Sea (A, 1,|| ||a) un dlgebra de
Banach con unidad y a € A. Se define el resolvente de a como

pla) ={AeK|Al —ae€Inv(4)}.
Se define el espectro de a como
o(a) ==K —p(a).

Definiciéon 2.1.12. (El radio espectral de un elemento) Sea (A, 1,|| ||) un dlgebra de Banach
con unidad. Dado a € A, el radio espectral de a se define como

r(a) :=sup{|A| | A € o(a)}.

El siguiente teorema es uno de los més importantes en la teoria de algebras de Banach pues
da una caracterizacion del radio espectral en términos de la norma.

Teorema 2.1.13. Sea (A, 1,|| ||) un dlgebra de Banach sobre C con unidad y a € A. Entonces

1. o(a) es no-vacio y compacto.
2. r(a) = lim ||a®||% = inf ||a"||*.
k—o0 k>1
Demostracion. 1. Definase

f:pla) — Inv(A)
Ai— (A —a)7h

Entonces f es holomorfa en p(a). En efecto, tomando h tal que ||f(A)h|| < 1 se tiene que

lim (A4 B) — () = Jim 5 (A —a+p1)~ — (AL = 0) ™) =

lfm % (L + FR) ! — 1) F(A) = lim ~ <<Z(—f(A)h)’“> f(A)> = —f(V*

h—0 h—0 h
k=1
Lo anterior muestra que f es una transformacion holomorfa. De esta manera, si p(a) = C,
entonces f seria acotada ya que si 2||a|| < |Al,

| < .t 1
“ AL =all T A= lal] T lal

(V]
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Por el teorema de Liouville, f seria constante lo cual es una contradiccién. Lo anterior
implica que p(a) # C y por lo tanto, o(a) es no-vacio.

Por otro lado, considérese A € C tal que ||a|| < |A|. Entonces |[[A"1a|| < 1 y por el Lema
2.1.9 se tiene que A\(1 — A7la) = A1 — a € Inv(A), i.e., A ¢ o(a). Lo anterior implica que
o(a) estd acotado. Mas aun, r(a) < ||a||. Ademas, si se define
g:C— A
A— Al —a,
entonces g es continua y asi p(a) = g~ !(Inv(A)) es abierto (pues Inv(A) es abierto por la

Proposicion 2.1.10); de donde se sigue que o(a) es cerrado. De esta manera, hemos probado
que o(a) es acotado y cerrado y al ser un subconjunto de C, se obtiene que o(a) es compacto.

2. Notese que si A € C tal que ||a|| < |A| se obtiene
) = (1 —a) = = L3 (%)
A A A

La convergencia de la serie anterior es uniforme en circulos I'} centrados en el origen de

radio > ||a|| y debido a que / MFdX es 2mi si k es —1 y 0 en otro caso, se tiene [36]
r

1
ak:,/ MfN)dx k=0,1,2---
2mi Jr1

Como r(a) < |A| implica que A € p(a), se tiene que si 7, ' > r(a), entonces I'} y '}, son

circulos homotopicos en p(a) y asi, la ecuacion anterior se satisface para toda r > r(a).

Sea M(r) = {\néul( [|£(N)]|. Por la ecuaciéon anterior, ||a”|| < r"**M(r) para r > r(a). De
erl

esta manera se obtiene )
lim sup ||a*||% < r,
k

de donde se sigue
’ ki L
limsup ||a”||* < r(a).
k

Tomando A € o(a),

()\kll — ak) = (Al —a)N 114 N2g .- 4 aF )
(N1 4 M2 4o 4 0P )M — @),
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por lo cual A* € o(a¥), de lo contrario (AF~11 + --- 4+ a*~1)(\*1 — a*)~! serfa el inverso
de (A1 — a). De esta forma, si A\ € o(a) se tiene que |\*| < r(a¥) < ||a¥||. En particular,
A < HakH% Lo anterior implica r(a) < Igfl ||ak|\% y se deduce que

limsup [|a¥||* < r(a) < inf ||a®||* < lminf ||a¥||*.
k k>1 k

Por lo tanto r(a) = lim ||a®||x = nf lla®|[* [36].
—00 >

Corolario 2.1.13.1. Para toda a € A, r(a) < ||a||.

Teorema 2.1.14. (de Gelfand-Mazur) Sea (A, 1,]|| ||) un dlgebra de Banach sobre C con unidad.
Si todo elemento no-nulo de A es invertible, entonces (A, 1, || ||) es isométricamente isomorfo a

€151

Demostracion. En este caso se tiene que Inv(A) = A—{0}. Ademés, el teorema anterior asegura
que o(a) # 0 para toda a € A. De esta forma se tiene que para cada a € A,

ola)={ANeC|Al—a=0} ={AeC| Al =a} ={\.},

para una unica A\, € C que satisface \;1 = a. Lo anterior muestra que A = {\1 | A € C} =C1
y el teorema se sigue. |

Proposicion 2.1.15. Sea (A4, 1, || ||) un algebra de Banach conmutativa sobre C con unidad. Si
I es un ideal maximal de A, entonces I es cerrado.

Demostracion. Debido a que un punto x es punto limite de un conjunto si y solo si existe una
sucesion del conjunto que converge a z, se sigue que I es un ideal. Supéngase que existe a € I
invertible. Como I no contiene elementos invertibles, entonces a es un punto limite de I. Dado
que Inv(A) es un abierto (véase Proposicion 2.1.10), existe € > 0 tal que Be(a) C Inv(A) y como
a es punto limite de A, existe b # a con b € B¢(a) tal que b € I, lo cual es una contradiccion.
Por lo anterior I no contiene elementos invertibles y se tiene que I es un ideal propio. Como I
es maximal, se concluye I = I [27]. |

Como corolario del teorema de Gelfand-Mazur y de la proposicién anterior, tenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 2.1.15.1. Sea (A, 1, || ||) un dlgebra de Banach conmutativa sobre C con unidad. Si

I es un ideal mazimal en A, entonces (7, [1],]| [l1) es isométricamente isomorfo a (C,1,]||),

donde

A
Iz % — [0,00)

[a] — fnf{lla + ][}
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A
Demostracion. Dado que I es cerrado (por la proposicion anterior), es facil probar que (7, 1,1 1)

A
es un algebra de Banach con unidad [27]. Dada 0 # [a] € T debido a que I es un ideal maximal

A = (a) + 1 y se sigue que existe b € A tal que ba + I = 1, por lo cual [a] es invertible. Asi, por

el Teorema de Gelfand-Mazur, (7, [1],]| ||7) es isométricamente isomorfo a (C,1,] |). |

Ahora se proseguird a enunciar el teorema de Banach-Alaoglu. Se puede encontrar una prueba
de este teorema en [27]. Como se vera méas adelante, este teorema es de gran utilidad aunque
primero se necesita la siguiente definicion.

Definicion 2.1.16. (Topologia *-débil) Sea (A, T) un espacio vectorial topoldgico sobre los com-
plejos. Se define la topologia x-débil (que se denotard por Ts«_gsni1) sobre el espacio dual A* (las
formas lineales y continuas de A) como la topologia mds gruesa que hace continuas a todas las
funciones de la forma

T,: A" — C
¢ — é(a),

Teorema 2.1.17. (de Banach-Alaoglu). Sea (A, T) un espacio vectorial topoldgico sobre los com-
plejos. Entonces la bola unitaria cerrada Sy en A* es compacta con respecto a Tye_débil-

2.1.2. El Espectro del Algebra

Un espectro es un espacio geométrico que se construye de alguna otra propiedad que a primera
vista no tiene una obvia interpretacién geométrica. Por ejemplo en la geometria algebraica existe
el espectro de Grothendieck (los ideales primos de un anillo conmutativo) [29]. A continuacién
se definira el espectro de un algebra de Banach.

Definicion 2.1.18. (Caracter y el espectro de A) Sea (A, 1,]|| ||) un dlgebra de Banach con
unidad sobre C. Un caracter de A es un funcional

k:A—C
que es lineal, multiplicativo y no-cero. Se define el espectro de A como
Q(A) :={k: A— C| Kk es un caracter}.

El siguiente teorema muestra una caracterizaciéon de los caracteres de un algebra de Banach
con unidad.

Teorema 2.1.19. Sea (A, 1,]|| ||) un dlgebra de Banach con unidad sobre C y supdngase que
existe k € Q(A). Entonces

1. k(1) =1 y para todo a € A invertible, k(a) # 0.
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3. k es un morfismo de dlgebras de Banach con unidad (véase Definicion 2.1.8).
4. Si el dlgebra es conmutativa, entonces Q(A) # 0 y la transformacidn
k +— Ker(k)

es una biyeccion entre Q(A) e Ideal(A), el espacio de todos los ideales maximales de A.
Demostracion. 1. Como (1) = k(1?) = k(1)k(1), se sigue que x(1) € {0,1}. Si x(1) = 0,
entonces para toda a € A se tiene que x(a) = k(la) = k(1)k(a) = 0, que implicaria k = 0,
lo cual es una contradiccion y por lo tanto (1) = 1.
Por otro lado, si a es un elemento invertible de A, se tiene que
1= k(1) = k(aa™t) = k(a)s(a™t),
por lo cual k(a™!) = k(a)~! y k(a) # 0.

2. Sea a € A tal que [|a|]| = 1. Dada A € C tal que |\| > 1, por el Lema 2.1.9, se sabe que
1 — A 'a es invertible y por la parte 1 de este teorema se sigue que

1 — X tk(a) = k(1 — A "ta) #0,

por lo cual k(a) # \. Si |x(a)| > |A|, entonces 1 — x(a)"'a es invertible y por lo anterior
se obtendria que k(a) # k(a), que es una clara contradiccion. De esta manera se tiene que

|k(a)] < |A|, para toda A € C que cumpla |A| > 1y debido a que ||k(1)]| = ||1|| =1,
Sup {lx(a)]} = 1.
al|l=1

3. Se sigue de la definiciéon de caracter, de la parte 1 y 2 de este teorema y del hecho de
que toda transformacion entre espacios de Banach que es lineal y acotada es continua (y
viceversa) [27].

4. Si A es simple, entonces todo elemento no-nulo debe ser invertible y por el teorema de
Gelfand-Mazur (véase Teorema 2.1.14) A es isomorfo a C, por lo cual si existen caracteres.
Si A no es simple, dado I un ideal propio de A, como A es conmutativo y tiene unidad,
usando el lema de Zorn es facil probar que exite un ideal maximal que contiene a I. Usando
el Corolario 2.1.13.1 y por el caso anterior, existe un caracter.

Por otra parte, sea k € Q(A). Claramente Ker(k) es un ideal propio de A. Como dim¢(C) =
1, Ker(x) es un subespacio de codimension 1, por lo que es un ideal maximal. Considérese

K : Q(A) — Ideal(A)
k — Ker(k).
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Si k1, ko son dos elementos de 2(A) tales que Ker(r1) = Ker(kz), entonces por la parte 1
de este teorema, para cada a € A, a — rka(a)l € Ker(x1). Esto implica que x1(a) = ka(a),
por lo que K1 = Ko y asi, K es una transformacion inyectiva. Considérese ahora I un

ideal maximal de A. Por el Corolario 2.1.15.1, (7, [1],| ||1) es isométricamente isomorfo a

(C,1,] |) mediante alguna transformacion f. Denotando por

A
TiA— —
I
a la proyeccion candnica, se sigue que k = f o7 es un caracter y satisface Ker(x) = I. Asi,

K es suprayectiva y por lo tanto una biyeccién.
|

Observacion. Notese que por el teorema anterior, en el caso de dlgebras de Banach conmutativas
con unidad se puede definir el espectro del dlgebra como Ideal(A).

Teorema 2.1.20. Sea (A, 1,]| ||) un dlgebra de Banach con unidad sobre C. Entonces Q(A) es
un subespacio Hausdorff y compacto con respecto a Ty_qeni (véase Definicion 2.1.16).

Demostracion. El teorema es trivial si Q(A) = 0. Si Q(A) # 0, el teorema anterior muestra que
Q(A) C Sy, donde Sy es la bola unitaria cerrada en A*. Por el teorema de Banach-Alaoglu (véase
Teorema 2.1.17), S4 es compacto y Hausdorff, por lo cual para demostrar el teorema basta ver
que Q(A) es cerrado con respecto a Ti_debil. Sea {¢;}jes una red! en Q(A). Entonces

lim (25 e (25
jeJ J ’
para algin ¢ € Sy4. Por definicion de 7y _gepil,

a) =1lim¢,(a

#(a) = lim 6 (a)

para toda a € A y por la proposicion 2.1.5 se sigue que ¢ es un caracter, i.e., ¢ € Q(A) y por lo
tanto, Q2(A) es cerrado. [

2.2. (*-Algebras y la Dualidad de Gelfand-Naimark

El motivo de esta seccion es introducir las nociones bésicas de la teoria de C*-algebras asi
como demostrar el teorema de Gelfand-Naimark, el cual es fundamental en la Geometria No-
Conmutativa, tal y como se verd en este capitulo. Para este fin, se empezara definiendo otro tipo
especial de algebra.

'Dado (X, 7) un espacio topolégico y un conjunto .JJ # () con un preorden (con una relacion reflexiva y transitiva)
tal que cualquier subconjunto finito esta acotado superiormente, una red es una transformacion f: J — X. La
imagen de j € J bajo f se suele denotar como z; y a f se le suele denotar como {z;};cs. Un subconjunto B de
X es cerrado si y solo si toda red en B convergente tiene limite en B.
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2.2.1. (*-Aalgebras con unidad

Definicion 2.2.1. (x-Algebra con unidad) Un %-dlgebra con unidad es un triplete (A, 1, %), donde
(A, 1) es un dlgebra con unidad sobre C y * es una involucion conjugada-lineal

x: A— A
ar—a*

que satisface (ab)* = b*a* para todo a, b € A.

En un x-éalgebra con unidad, como (ab)* = b*a*, por la unicidad de 1 es facil verificar 1* = 1.
El ejemplo maés facil de un x-algebra con unidad es C con * el complejo conjugado. Otro ejemplo
son las matrices cuadradas con coeficientes en C con * el transpuesto conjugado.

Definicion 2.2.2. (x-morfismo unitario) Sean (A,14,%4), (B, 1p,*p) dos x-dlgebras con uni-
dad. Un x-morfismo unitario entre (A, La,x4) y (B, 1p,*p) es un morfismo de dlgebras unitario
| que ademds satisface f(a*) = f(a)".

Ahora ya es posible dar la definicién de C*-dlgebras.

Definicion 2.2.3. (C*-dlgebra con unidad) Un C*-dlgebra con unidad es una cuarteta (A, 1, || ||,
%), donde (A, 1,|| ||) es un dlgebra de Banach con unidad y (A, 1,%) es un x-dlgebra con unidad
tal que para toda a € A se satisface

lla*al| = [lal|*.

De la definicion anterior se puede concluir que ||a|| = ||a*||. En efecto, si a = 0, entonces
a = a*. Supéngase que a # 0. Por un lado ||a||* = ||a*a|| < ||a*||||al|, por lo cual ||a|| < ||a*]|
y por otro lado, como #* es una involucién ||a*||? = |[a**a*|| = ||aa*|| < ||a||||a*]|, por lo cual
lla*|| < ||a|| y por lo tanto ||a|| = [|a*||. También es facil ver que la operacion * es continua ya
que es una isometria.

El primer ejemplo de un C*-alegbra con unidad es (C,1,| |, *) con * el complejo conjugado.
Otro ejemplo no tan trivial es

Ejemplo 2.2.4. Sea (H,(—|—)) un C-espacio de Hilbert. Considérese
B(H):={T :H — M| eslineal y continuo}.

Entonces (B(H),idy, || ||op) es un éalgebra de Banach, donde || ||op es la norma-operador [27].
Maés ann, si se define

x: B(H) — B(H)
T—T",
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donde T es el operador dual se obtiene que (B(H),idy, *) es un x-dlgebra. Por otro lado

17113, = sup {[[T()|*} = sup {(T(a), T(a))} = sup {(a,T"(T(a)))}

llal|=1 llall=1 |lal|=1
< sup {[la[[|[T*(T(a))[[} = sup {[|T*(T(a)|[} = [[T"T]lop-
[la||=1 |a||=1
En conclusion, ||T||(2)p = ||T*T||op y por lo tanto, (B(H),ids;, || ||lop,*) es un C*-algebra con

unidad.

Es importante mencionar que el ejemplo anterior es, en general, un dlgebra no-conmutativa.
El ejemplo 2.2.5 muestra un C*-algebra no-conmutativa con unidad y el ejemplo 2.2.6 muestra
un C*-algebra conmutativa con unidad.

Ejemplo 2.2.5. Si H = C" y (—|—) es el producto interior estandar, entonces B(H) = M,,(C)
y por lo tanto, (My(C),Idy, || ||op, *) es un C*-algebra no-conmutativa con unidad.

Ejemplo 2.2.6. Sea (X, 7) en espacio topologico Hausdorff y compacto. En el Ejemplo 2.1.6 se
observo que (C(X),1(z),|| ||sc) s un algebra de Banach conmutativa con unidad. Mas aun, si

x: C(X) — C(X)
fr—=1

donde f* : X — C esta definida por f*(z) = f(x)*, entonces es facil observar que (C'(X), 1(x), *)
es un x-algebra conmutativa con unidad. Ademas, dada f € C(X),

1f115% = sup{|f (@)} = sup{ f*(x) f(2) } = || flloo-
zeX zeX

Por lo tanto (C(X),1(x), || ||, *) es un C*-algebra conmutativa con unidad.

Definicion 2.2.7. (Elementos distinguidos) Sea (A, 1, || ||,*) un C*-dlgebra con unidad y a €
A. Se dice que

1. a es hermitiano o autoadjunto si a = a*.

2. a es positivo si existe b € A hermitiano tal que a = b*. La notacién a > 0 se usard para
indicar que a es un elemento positivo.

3. a es normal si aa® = a*a.
4. a es unitario si aa® = a*a = 1.

Notese que para la definicion anterior es suficiente con pedir un *-algebra.

Ahora se proseguira a generalizar el Teorema 2.1.13 para C*-algebras con unidad, pero para
ello, primero es necesario el siguiente lema:
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Lema 2.2.8. Sea (A, 1,]| ||,*) un C*-dlgebra con unidad y sea a € A. Si a es hermitiano,
entonces ||a|| = r(a), donde r(a) es el radio espectral de a (véase Definicion 2.1.10).
Demostracion. Como a* = a, entonces es facil probar por inducciéon que ||a?*|| = ||a||?* y por el
Teorema 2.1.13
y k¢ ’ 2k || 55 y
r(a) = lim [la"|[% = lim [[a™"|[>F = lm [[a]| = ||a]].
k—oo k—o0 k—o0
[ |
Teorema 2.2.9. Sea (A, 1,]| ||, *) un C*-dlgebra con unidad. Entonces para toda a € A,
lal| = v/r(a*a).

Demostracion. Para toda a € A, a*a es hermitiano y se sigue del lema anterior que
2
r(a*a) = |la*al| = ||al|".
Por lo tanto ||a|| = y/r(a*a). [
También podemos caracterizar el espectro de los elementos de un C*-algebra con unidad:

Proposicion 2.2.10. Sea (A, 1,]|| ||, *) un C*-algebra con unidad y a € A. Entonces

—_

. o(a*) = o(a)* (véase Definicion 2.1.11).

2. Sia € Inv(A) (véase Definicion 2.1.10), o(a™!) = o(a)~ L.

3. Si a es unitario, o(a) C S' C C, donde S! es la circunferencia unitaria.
4. Si a es hermitiano, o(a) C R.

Demostracion. 1. Notese A € o(a*) <= A1l —a* no es invertible <= A\*1 — a no es invertible
<= N €o(a) <= X €oa(a)’.

2. Como a € Inv(A) se tiene que 0 ¢ o(a) y 0 ¢ o(a)~!. Ademés, dado que para toda A # 0
M-—a=-daAl—ab) y Xl -at=-2"ta"1(M -0a),

1

se sigue que A1 — a es inverible si y solo si A™'1 — a~! es invertible.

3. Dado que a es unitario,
k kyx Kk «\k k * \k
la®|I* = [|(@")*a*|| = [|(a*)*a"|| = |l(a*a)*|| = [11]] = 1,
se sigue que ||a|| = 1y por el Teorema 2.1.13
r(a) = lim [|a¥||% = 1.
k—oo

Por lo tanto o(a) = {\ € C | [\| < 1}. Ademés por el punto 1 y 2 de esta proposicion se
sabe que o(a) = o(a*)* = o(a™1)* = o(a)* ' y se concluye que o(a) C S! C C.
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4. Sea A € R tal que A™! > |[|a||. Asf | —iA7!| > [|a| y se obtiene que 1 +iXa = iA(a —iA~11)
es invertible (por el Lema 2.1.9). Si se define

u:= (1 —iXa)(1 +iXa) "1,
se tiene que
= (1 +iha) (1 —ida)* = (1 +iXa)* (1 —ida)* = (1 —ida) " (1 + iXa)

y se verifica facilmente u*u = uu™ = 1, i.e., u es un elemento unitario. Por el punto 3 de
esta proposicion o(u) C S! C C. Pero dado que |(1 — i p)(1+idp) " =1 <= p € R, si
p € C—R, entonces (1 —iAp)(1+iAu) 11 — u es invertible (por el punto anterior de esta
proposicion). Més ain, como

(1—idw) (143 ) 1 —u = (L +idp) 71 —idp) (1 +ida) — (143 ) (1 —iXa)] (1 +ira) !

= 2iIN(1 4 ip) " (@ — pl) (1 +ira) ",

se concluye que p € p(a) siempre que pp € C — R y por lo tanto o(a) C R (recuérdese que
o(a) es compacto, véase Teorema 2.1.13) [3].
|

Como ejemplo, para (M, (C),Id,,|| ||,*) el espectro de cualquier elemento es justo la colec-
cién de sus eigenvalores y el radio espectral es la norma mas grande que toman los eigenvalores.

Los elementos positivos de un C*-algebra con unidad juegan un papel importante en la
teoria y se usaran en el siguiente capitulo. No obstante, el estudio de estos elementos se escapa
del proposito de este capitulo, por lo cual el desarrollo de esta parte de la teoria se presenta en
el apéndice A.

Definicion 2.2.11. (Morfismo unitario de C*-dlgebras) Sean (A, 14, || ||a,*4), (B, 15,]|| ||B,*B)
dos C*-dlgebras con unidad. Un morfismo unitario de C*-dlgebras entre (A,1a,]|| ||a,%4) ¥
(B,1B,|| ||B:*B) es un *-morfismo unitario.

Observacion. Claramente, las x-4lgebras con unidad con *-morfismos unitarios y las C*-4lgebras
con unidad con sus morfismos unitarios forman categorias pequenas y éstas se denotaran por
xAlgl y C*Algl respectivamente. Ademas, se denotara a la categoria de C*-algebras conmuta-
tivas con unidad como C*AlgConl.

Los morfismos siempre son transformaciones? que preservan la estructura adicional definida
en los conjuntos. A primera vista, la definicién anterior no preserva toda la estructura de las
C*-algebras. Para esto, se necesitaria pedir que los morfimos entre C*-algebras también sean
continuos.

2Cuando se tienen categorias pequeiias
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Proposicion 2.2.12. Sean (A, 14, || ||a,*4), (B,15,]| ||B,*5) dos C*-édlgebras con unidad. En-
tonces cualquier #-morfismo unitario f : A — B es continuo.

Demostracion. Sea a € Ay A € o(f(a)) (véase teorema 2.1.12). Entonces a no es invertible,
por lo cual o(f(a)) € o(a). Se sigue que r(f(a)) < r(a) y por el Teorema 2.2.9 se deduce
l|f(a)|lz < |lal]|a para toda a € A. Asi, dada € > 0, si ||a — b||4 < § = € se tiene que

1f(a) = f®)Iz = [f(a=Dd)llp < [la—0blla <e€
y por lo tanto f es continua. |

Observacion. Si f : A — B es inyectiva, la inversa estd definida en la imagen y cumple

llalla =11/~ (f(@)lla < [If ()|, por lo cual ||al|4 = ||f(a)||p para toda a € A, i.e., f es una
isometria con su imagen.

2.2.2. La Dualidad de Gelfand-Naimark

En el Ejemplo 2.2.6 se observo que (C(X),1(x), || ||co,*) es un C*-algebra conmutativa con
unidad. El teorema de Gelfand-Naimark establece que toda C*-algebra conmutativa con unidad
es isométricamente isomorfa a (C(X),1(z), || ||oo, *), para algin espacio topologico Hausdorff y
compacto (X, 7). Esto induce una relacion entre C*-algebras conmutativas con unidad y espa-
cios topologicos Hausdorff y compactos que es funtorial. A este resultado se le conoce como la
dualidad de Gelfand-Naimark.

Primero se mostrara una propiedad adicional de los caracteres (véase Definicion 2.1.18) de
C*-algebras con unidad y posteriormente se dard una caracterizacion de ellos en algebras del
tipo (C'(X), 1(x), || ||eos *) con (X, 7) un espacio topologico Hausdorff y compacto.

Proposicion 2.2.13. Sea (A4, 1,]|| ||,*) un C*-algebra con unidad y sea x un caracter de A.
Entonces k es un morfismo de *-dlgebras con unidad

Demostracion. Como k(1) = k(12) = k(1)k(1), se sigue que (1) € {0,1}. Si k(1) = 0, entonces
para toda a € A se tiene que k(a) = k(la) = k(1)k(a) = 0 que implicaria k = 0, lo cual es una
contradiccion. Por lo anterior, k(1) = 1.

Por otra parte, sea a € A un elemento hermitiano. Supéngase que a — k(a)1 es un elemento
invertible de A. Entonces existe b € A tal que (a — k(a)l) -b =b- (a — k(a)l) = 1. De esta
manera se tiene que 1 = k(1) = k((a—k(a)l)-b) = k((a—k(a)l)) k(b)) = (k(a) —k(a))x(b) = 0,
lo cual es una contradicciéon, por lo que a — k(a)l no es un elemento invertible y se deduce x(a)
€ o(a). Como a es hermitiano, por la Proposicion 2.2.10 se obtiene que x(a) € R y se sigue
k(a)* = k(a™). Si a es un elemento cualquiera de A, entonces notese

a+a* a—a*

s T
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donde
a+a*\" a+a
2 2
y
a—a*\"  a—a
2i 2
Asi, un célculo directo muestra que k(a)* = k(a*) y por lo tanto, k es un morfismo de x-dlgebras
con unidad. |

Corolario 2.2.13.1. En un C*-dlgebra con unidad, todo caracter es un x-morfismo unitario
(morfismo unitario de C*-dlgebras) hacia (C,1,] |, *).

Lema 2.2.14. Considérese (C(X),1(z), || ||oo, *) (véase el Ejemplo 2.2.6). Entonces I, = {f €
A | f(x) = 0} es un ideal mazimal y todo ideal mazimal I de C(X) es de la forma I, para un
unico x € X.

Demostracion. Sea = € X. Es claro que I, es un ideal propio de C'(X). Sea J un ideal de C(X)
tal que I, C J. Como I, # J, existe f € J tal que f(z) # 0. Como f es continua, se puede
encontrar una vecindad abierta U de x tal que f(U) no contiene a {0}. Entonces {z} y X — U
son dos cerrados disjuntos y por el Lema de Urysohn [20] (todo espacio compacto y Hausdorff
es normal [20]) existe g € C(X) tal que g(x) =0y g(X —U) = 1. Lo anterior implica que g €
I, C J y por lo cual

he=|f+g* € J,

donde h(x) > 0 para todo x € X. Entonces para toda a € C(X) se tiene a = h% € J, de donde

se sigue que J = C(X) y por lo tanto I, es un ideal maximal.

Por otro lado, sea J un ideal maximal de C'(X). Supongase que J # I, para todo x € X.
Entonces para cada x € X existe f, € J tal que f,(x) # 0. Como f, es continua, existe una
vecindad abierta U, de x tal que f,(U,) no contiene a {0}. Por lo anterior {U, | * € X} es
una cubierta de X y por compacidad, existen z1, ..., z, € X tales que {U,,}?_; sigue siendo una
cubierta abierta. Entonces

g= Z|fx1|2 € J
i=1

Ademés g(z) > 0 para todo x € X. Por un argumento similar al del parrafo anterior, se obtiene
que J = C(X), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto debe existir x € X que satisface J = I,.

Si J =1, =1, cony # x, como el espacio es Hausdorff existen vecindades abiertas U, y U,
de z y y respectivamente tales que U, NU, = (). Como {z} y X — U, son dos cerrados disjuntos,
por el Lema de Urysohn existe g € A tal que g(z) =0y ¢g(X —U;) =1. Perog € I, y g ¢ I,
lo cual es una contradicciéon. De esta manera se concluye que x = y y por lo tanto x es el tinico
punto de X que satisface J = I,. |
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El lema anterior prueba que existe una correspondencia biyectiva entre puntos del espacio X
e ideales maximales de C'(X). Ademas junto con el Teorema 2.1.19 deberia existir una biyeccion
entre X y Q(C(X)). Sin embargo sera util mostrar explicitamente dicha correspondencia.

Proposicion 2.2.15. Sea (C(X),1(z), || ||, *). Entonces X esta en biyeccion con Q(C(X)).
Demostracion. Sea x € X y considérese
ky: C(X) — C

Es realmente facil verificar que k; € Q(C(X)). Por otra parte dado x € Q(C(X)), definase

I ={feC(X)|r(f)=0}. Es claro que I es un ideal de C'(X). Ademas, para toda f € C(X)
se tiene que

flx)—=kr(f) L(x) € I (2.1)

Sea J otro ideal de C'(X) tal que I C J. Entonces existe f € J tal que k(f) # 0 y por la ecuacion
anterior f(x)—k(f)-1(x) € J, de donde sigue que 1(x) € J y por lo cual J = C(X). Lo anterior
muestra que I es un ideal maximal. Por el lema anterior existe un tnico £ € X tal que I = I;.
Como la ecuacion (2.1) se satisface para toda f € C(X), se tiene f(z) — x(f)-1(Z) =0y por lo
tanto k(f) = f(&) para toda f € C(X), i.e., kK = Kz. Lo anterior muestra que la transformacion

F:X — QX))

T — Ky
es biyectiva. |
Por la proposicion anterior a los caracteres de C'(X) se les denotard por ky.

Teorema 2.2.16. (de Gelfand-Kolmogoroff) Sean (X, 7x), (Y, Ty) dos espacios topoldgicos Haus-
dorffs y compactos. Entonces (C(X),1(z), || |lco,*x) ¥ (C(Y),1(y), || |loos*y) son isométrica-
mente isomorfos como C*-dlgebras conmutativas con unidad si y solo si (X, 7x) es homeomorfo
a (Y, 7y).

Demostracion. Supongase que (C(X),1(x), || |loos*x) ¥ (C(Y),1(y), ]| ||oo, *y) son isométrica-
mente isomorfos como C*-algebras conmutativas con unidad y sea F' tal isomorfismo isométrico.
Es facil probar que dado k, € Q(C(Y)), kyo F € Q(C(X)). Asi k, o F' = Kk, para algin z € X.
Considérese

GK:Y — X

yr— .

Notese que dada f € C(X),
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por lo cual F o f = foGK. Se sigue que para toda f € C(X), f o GK es continua. Como X
es Hausdorff y compacto, la topologia 7x coincide con la topologia 7,_qe¢pi generada por C(X)
[27] y por la propiedad universal de la topologia *-débil [4], se concluye que GK es continua. De
igual manera F~! induce a GK ! y ésta es continua por los mismos argumentos. Por lo tanto
(X, 7x) es homeomorfo a (Y, 7y).

La proposicién reciproca es trivial. |

Definicion 2.2.17. (La transformada de Gelfand) Sea (A, 1,|| ||, *) un C*-dlgebra con unidad.
Por el Teorema 2.1.20 se sabe que QU (A) es un espacio Hausdorff y compacto, por lo cual, es posible
considerar la C*-dlgebra conmutativa con unidad (C(2(A)), 1(z),]| ||co,*). La transformacion

r: A— C(Q(A))
a+— T'(a),
donde
I'(a): Q(A) — C
Kk +— k(a)
recibe el nombre de la transformada de Gelfand.
Es importante observar que I'(a) si es una funcién continua en Q(A) por definicion de 7y _gapil-

Teorema 2.2.18. (de Gelfand-Naimark) Sea (A, 1,|| ||, *) un C*-dlgebra conmutativa con uni-
dad. Entonces la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico de C*-dlgebras conmu-
tativas con unidad.

Demostracion. Se sigue de las propiedades de los caracteres que I' es un morfismo unitario de
C*-algebras conmutativas. Ademas, si k1 # ko, entonces existe a € A tal que k1(a) # ka(a) y
asi I'(a)(k1) # T'(a)(k2), por lo cual T'(A) separa puntos.

Sean a1, az € A tales que I'(a1) = I'(az). Entonces para todo k € Q(A)
r(ar) = T(a1)(r) = T(az)(x) = r(a2)

y dado que T'(A) separa puntos se sigue a; = ag y por lo tanto I' es inyectiva. Méas aun, por la
observacion abajo de la Proposiciéon 2.2.12 se sigue que I' es una isometria con su imagen.

Finalmente, si {¢;};cs es una red en I'(A) convergente, entonces existe ¢ € C(€2(A)) tal que
h’mJ ¢j = ¢. Ademas se sigue que {¢;};cs es una red de Cauchy. Como I es inyectiva existe una
j€

red de Cauchy {a;} es en A tal que I'(a;) = ¢; (pues I es inyectiva e isométrica) y debido a que

A es completo existe a € A tal que 1‘1’151 a;j = a. De esta manera, dado k € Q(A), por la definicién
j€

de T._gabil

$() = 1oy 6, ) = lfma x(a) = (a),
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pues k es continua (véase el corolario anterior y la Proposicion 2.2.12). Asi ¢ € I'(A) y por lo
tanto I'(A) es cerrado. Se sigue que I'(A) es un C*-subalgebra de C'(£2(A)) que contiene una
funciéon constante no-cero (1(x)) y separa puntos. Por el teorema Stone-Weierstrass [4] I'(A)
es densa en C(Q(A)) y por lo cual I'(A) = I'(A) = C(Q2(A)). Lo anterior muestra que I' es
suprayectiva y se obtiene que I' es un isomorfismo isométrico. |

Para concluir con esta secciéon y este capitulo se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.2.19. La categoria de espacios topoldgicos Hausdorff y compactos es (contravarian-
temente) equivalente a la categoria de C*-dlgebras conmutativas con unidad.

Demostracion. Se denotard por TopHC a la categoria de espacios topoldgicos Hausdorff y com-
pactos. Dado un morfismo en TopHC, g : X — Y, es posible definir

o, : C(Y) — C(X)
fr—24(f)=fog.

Es realmente ficil verificar que ®, es un *-morfismo unitario, por lo que es un morfismo unitario
de C*-algebras conmutativas (véase Definicion 2.2.11). De esta manera se puede definir un funtor
contravariante

F : TopHC — C*AlgConl
que en objetos esta definido como
F((X,7)) = (C(X), 1), || lloc, *)

y en morfimos como

F(g) = ®4.
Dado un morfismo en AlgConl, f: A — B, definase

U Q(B) — Q(A)
KRB —— \Iff(I{B) = KB © f

Es claro que la imagen de ¥ si es 2(A). Dado U un abierto en 2(A), por definicion de 7, _gebil
(véase Definicion 2.1.16) existe a € A y V abierto de C tal que T, 1(V) N Q(A) = U. Asi

kp € V'(U) <= kp € T, (V)N Q(B)

y se obtiene que \IIJTI(U ) es un abierto. De esta manera se concluye que ¥y es una transformacion
continua. Con lo anterior es posible definir un funtor contravariante

F~1:C*AlgConl — TopHC
que en objetos esté definido como (véase Teorema 2.1.20)

FHAL ], %) = (A, Teaevn)
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y en morfimos como

Notese que dados (A, 14,]|| ||a,*4) v (B,1B,]|| ||B,*B) dos objetos en C*AlgConl y f un
morfismo entre ellos, por el teorema de Gelfand-Naimark (véase el teorema anterior)

FE(A L lax0) 2 F(F1(B, 15,1 |5, #5))

N ; M

(A’HA’” ||A7*A) ¥ (37137” HBv*B)

donde I' 4 y I'g son las transformadas de Gelfand de (A, 14, ]| ||a,*4) y de (B, 1g,]|| ||B,*B), res-
pectivamente. De esta forma, los funtores FoF !, idcAlgcont (el funtor identidad en C*AlgConl)
son naturalmente isomorfos mediante la transformacién natural

NT : FoF ' — ide+algcont

definida por N7y ,, =T4.

[l 1la%a)

Por otra parte el teorema de Gelfand-Naimark también muestra que (C(X), 1(x), || ||oc, *) €s
isométricamente isomorfo a (C(Q(C(X))),1(z),]|| ||, *) para cada (X, ) elemento de TopHC.
Por el teorema de Gelfand-Kolmogoroff (véase Teorema 2.2.19) se sigue que (X, 7) es homeomorfo
a (QC(X)), Tu—devir) y asi

F(F(9))

FHF((X, %)) FHF(Y, 7)) s
KGXl O iKGY
(X, 7x) (Y, 7y)

g

donde (X, 7x), (Y, 7y) son objetos de TopHC, g es un morfimos entre ellos y KGx, KGy son
los homeomorfismos obtenidos del teorema de Gelfand-Kolmogoroff que cumplen

(QUC(X)), Te—aeri) = (X, 7x) vy (UC(Y)), Ta—aevir) = (Y, 1v),

respectivamente. De esta manera los funtores F 1o F e idoprc (el funtor identidad en TopHC)
son naturalmente isomorfos mediante la transformacion natural

NT : F ' o F — idropc

definida por NT(x ;) = KGx. Por lo tanto la categoria TopHC es contravariantemente equiva-
lente a la categoria C*AlgConl. n



Capitulo 3

Introduccion a la Geometria
No-Conmutativa

Durante este capitulo se dard un diccionario entre algunos términos topologicos/geométricos
y términos algebraicos. Ademés siempre se pensara que el conjunto X estd dotado con una
topologia 7 que lo convierte en un espacio Hausdorff y compacto.

3.1. Espacio (Hausdorff y compacto) «+— C*-algebra conmutativa
con unidad

En la Seccién 2.2. se observo que los espacios Hausdorff y compactos estan en una relacion
biunivoca con C*-algebras conmutativas con unidad. De esta forma, se dice que un espacio es
cuantico cuando se esté usando C*-algebras no-conmutativas con unidad'. Una version
mas general del teorema de Gelfand-Naimark muestra que existe una relaciéon biunivoca entre
espacios Hausdorff localmente compactos y C*-algebras conmutativas (en general, sin unidad, a
menos que el espacio también sea compacto) [2], [27|. En este caso el algebra C'(X) consiste de
funciones continuas tales que para cada e > 0 existe un compacto K de X tal que |f(z)] < €
siempre que z ¢ K. De igual manera se consideran espacios cuénticos como C*-algebras no-
conmutativas (en general, sin unidad). En este texto solo se ocupara el caso compacto.

3.2. Punto <— Caracter (o Ideal Bilateral Maximal)

En la Definicién 2.1.8 se present6 la definicién de un caracter de un &lgebra de Banach;
mientras que en el Corolario 2.2.13.1 se muestra una caracterizacion de ellos para C*-algebras
con unidad. Ademas el Teorema 2.2.18 permite dar una primera reinterpretacion del concepto de
punto en un espacio ((X,7) Hausdorff y compacto) como un caracter de (C(X),1(z),]| /oo, *)
(véase Ejemplo 2.2.6). Por lo anterior se puede generalizar el concepto de punto al caso cuantico

!La existencia del espacio cuantico estara implicita.

24
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como un caracter del algebra no-conmutativa. Mas atn, se dice que el espacio cuantico no
tiene puntos si el dlgebra no posee caracteres. Notese que por el Lema 2.2.14 también es posible
generalizar el concepto de punto como un ideal bilateral maximal.

3.3. Simetria «— Automorfismo

El concepto de simetria es uno de los mas importantes en la geometria. Una posible inter-
pretacion algebraica de este concepto es (como se aprecia en los cursos de Geometria Analitica)
como un automorfismo del espacio. No es sorpresa que en el caso cuantico se pueda definir una
simetria de la siguiente manera.

Definicion 3.3.1. (Simetria) Sea (A,1) un dlgebra ((A,1,%) un x—dlgebra) con unidad. Se
define una simetria (x—simetria) de A como un automorfismo de dlgebras (x-automorfismo de
dalgebras) con unidad.

Ademas existe un conjunto especial de simetrias.

Definicion 3.3.2. (Simetria interna) Sea (A, 1) un dlgebra asociativa con unidad. Se define una
simetria interna como un automorfismo de dlgebras con unidad, f, dado por

fg:A— A
ar— gag_l.
donde g es un elemento fijo e invertible de A.

Otra forma de generalizar el concepto de simetria es por medio de la accion de un grupo (el
grupo de simetrias) sobre un espacio. En el caso cuantico también se puede recrear esto, pero
usando acciones de un grupo cudntico sobre un espacio cuantico. Dicho camino no se presentara
aqui pero si el lector requiere més detalles puede leer la siguiente referencia [31], [37].

3.4. Medida de Probabilidad +— Estado

En esta seccién se generalizara el concepto de medida de probabilidad usando una segunda
version del Teorema de Riesz (para ver la version original, véase el Teorema B.0.1 del apéndice
B). Casi todas las demostraciones de esta seccion estan basadas en [32].

Definicion 3.4.1. (Estado) Sea (A, 1, %) una *-dlgebra con unidad. Un estado es un funcional
lineal positivo y normalizado (o unitario), i.e., un estado es una funcion lineal

s:A—C

que satisface s(a) > 0 para todo a > 0, (véase Definicion 2.2.7) y s(1) = 1. Se denotard por
S(A) al conjunto de todos los estados sobre A.
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El conjunto S(A) tiene muchas propiedades que a continuacion se exploraran.

Definicion 3.4.2. (Combinacion lineal convexa) Sean vi, ..., v, vectores en un espacio vectorial
V. Una conbinacion lineal convexa de vy, ...,v, es una suma

E d’iv’ia
1<n

tal que cada d; cumple 0 < d; <1 y satisfacen > d; = 1.

1<n

Definicion 3.4.3. (Conjunto convezo) Se dice que un subconjunto S de un espacio vectorial V
es convexo si para cada x, y € S, Ax + (1 — ANy € S para todo X € [0,1].

Proposicion 3.4.4. S(A) es un conjunto convexo.

Demostracion. Sean s1 y s estados de A. Considérese el funcional As; + (1 — A)s2. Entonces
para a, b € Ay J escalar

(As1+(1—=X)s2)(a+0b) = As1(a+0b)+(1—N)sa(a+b) = (As1+(1—X)s2)(a)+0(As1+(1—=N)s2)(b),
por lo cual As; + (1 — \)sg es lineal. Ademas

(As1+ (1= N)s2)(1) = Asp (1) + (1 — N)sa(1) = A+ (1 — \) = 1.

Se sigue que As; + (1 — A)sa es normalizado. Por altimo (As; + (1 — \)s2)(a) es positivo para
cada a > 0, por la positividad de cada estado s; (i = 1, 2). Se sigue que As; + (1 — \)sy es un
estado y por lo tanto S(A) es un conjunto convexo. |

Proposicion 3.4.5. Sea (A, 1,]| ||,*) un C*-dlgebra con unidad y sea s € S(A). Entonces
S(A) C A*, donde A* denota al espacio dual de A (las funciones lineales y continuas de A) con
la norma-operador.

Demostracion. Supongase que M := sup{|s(a)| | [|a|]| = 1y a > 0} es infinito. Entonces existe
{a;}ien tal que [s(a;)| > 2%, con a; > 0y |la;|]| = 1 para toda i. De esta forma el elemento
oo

a= Z 27%q; existe y es también es un elemento positivo (véase la Proposicion A.0.3 del apéndice
i=1
A). También se tiene que 1 < |s(27%a;)| para toda i y se sigue

n < Z s(27 %) = s (Z 2_iai> < s(a),
i=1 i=1

i.e.,, n < s(a) para toda n € N, lo cual es una contradiccion. Por lo anterior M es finito.
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Por otro lado, sea a € A con ||a|]| = 1. Por la Proposicién A.0.9 del apéndice A existen ao,
3
ai, as y az elementos positivos de A tales que a = Zi”an v |lan]] < llal| = 1. Asi
n=0
3 3
|s(a)] = |s(D _i"an)| = Zz s(an)| < Z l|an]|s (H H) 4AM.
n=0 =0 n

Esto muestra que sup{|s(a)| | ||a|| = 1} es finito. Lo anterior prueba que s es un operador lineal
y acotado, por lo que s es lineal y continuo |27]. Por lo tanto s € A* y S(A) C A*. |

Antes de proseguir a caracterizar un poco méas a los estados, es necesario el siguiente lema.

Lema 3.4.6. Sea (A, 1,]| ||,*) un C*-dlgebra con unidad y sea s € S(A). Entonces la transfor-
macion
(—]=)pre : AxA—C
(a,b) — s(a™b)

es un pre-producto interno y para toda a, b € A, |s(a*b)| < s(a*a)'/?s(b*b)1/2.

Demostracion. Es claro que (—|—)pre es lineal-conjugada en la primera coordenada y lineal en
la segunda. Un célculo directo muestra que

3
(bla)pre = Y _ i"{a + i*bla + i*B)pre
k=0

y asi se obtiene s(a*b) = (a|b)pre = (bla)],, = s(b*a). Ademas, dado que a*a es siempre un
elemento positivo (véase la Proposicion A.0.6 del apéndice A), (ala)pre > 0 para toda a € Ay
por lo tanto (—|—)pre €s un pre-producto interno. La desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue
satisfaciendo (la demostracion es exactamente igual que en el caso de un producto interior [15])

y se sigue |s(a*b)| < s(a*a)/2s(b*b)*/? para toda a, b € A. [
Una primera consecuencia del lema anterior es la mostrada a continuacion.

Proposicion 3.4.7. Sea (A, 1,][| ||,*) un C*-algebra con unidad y sea s € S(A). Entonces
s(a*) = s(a)* para toda a € A.

Demostracion. Por el lema 3.4.6 s(a*) = s(a*1) = s(1*a) = s(1la) = s(a). [

Proposicién 3.4.8. Supongase que (H,(—|—)) es un C-espacio de Hilbert y (A, idy, || ||op, *)
un C*-subéalgebra con unidad de (B(H),idy, || ||op, *) (véase Ejemplo 2.2.4). Sea s : A — C un
funcional lineal y acotado tal que s(idy) = 1. Entonces s es positivo (y por lo tanto un estado)
si y solo si ||s||op = 1.
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Demostracion. Supoéngase que s positivo. Dada f € A tal que ||f||op = 1, por el lema 3.4.6

()P = Is(idpf)? < s(idzgida) s(f*f) < s(idzo)lIsllopll£* fllop = [Illop-

Asi
Isllap = sup {Is(F)I*} < llsllop
[1fllop=1
y se sigue ||s||op < 1. Obsérvese que 1 = ||1|| = |s(idy)| < ||$||op ¥ por lo tanto ||s||op = 1.

Reciprocamente, supéngase que ||s||op = 1. Sea f € A un elemento hermitiano (véase Defi-
nicion 2.2.7) y sea n € Z. Debido a que s(f) € C, se puede escribir s(f) = x + iy, con z, y € R.
Ademés, si ¢ = ||f?||op, entonces

s(f +inidy)* < [|s|2]1f + inidyl|2, = [|(f + inidy)*(f +inidy)|lep =

1(f = inida)(f +inidy)llop = |If? + nidullop < [[2[lop + n?[lidslop = ¢+ n?.
Més aun
ls(f +inidy)|®> = |s(f) +ins(idy) > = |z +iy +in|* =2+ (y +n)* = 22 + y* + 2yn + n?

y por lo cual 2 + y? 4 2yn 4+ n? < ¢ + n?. De esta manera se tiene 2yn < ¢ — 22 — y%. Si y # 0,
entonces para toda n € Z
c— a2 —y?
n<———J
< %
lo cual es una contradiccion. Lo anterior muestra que y = 0 y por lo tanto s(f) = x, i.e. s(f) €

R para toda f € A hermitiana.

f
[1£llop

entonces g también lo es. Hay que resaltar que ||g||op = 1 y tomando x € H se tiene

Sea f € A un elemento positivo. Si f # 0, definase g = . Como f es hermitiano,
0 < |z — llgllopll|* < [l2]1* =[] lg(2)| < (=, @) — (2, g(2)) = (2, (idn — g)x).

Se sigue que idy — g es positivo (véase el Ejemplo A.0.2 en el apéndice A). Ademas, debido a
que 0 < idy — g < idy, se satisface ||idy — gllop < 1 (véase la Proposicién A.0.8 en el apéndice
A). De esta forma

1—s(g) = s(idw) — s(g) = s(idy — g) < [s(idw — g)| < lIsllop|lids — gllop < 1.

De lo anterior se deduce 0 < ||f|lops(g) = s(f) y por lo cual 0 < s(f). Dado que s es lineal,
0 < 5(0) y por lo tanto se puede concluir que s es un funcional positivo (y por ende un estado). W

El teorema de Banach-Alaoglu (véase Teorema 2.1.17) permite demostrar la siguiente propo-
sicion.
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Proposicion 3.4.9. Sea (A, 1,]| ||, *) una C*-élgebra con unidad. Entonces S(A) C A* es un
espacio compacto y Hausdorff con la topologia 7._gepi; (véase Definicion 2.1.16).

Demostracion. Sea {f;};cs unared de estados que convergen a f € A*. Por definicion de 7,_gepir
se tiene

#(a) = 1im £;(a)

jedJ
para cada a € A. Entonces f(1) = Limjfj(]l) =1y sia >0, entonces f(a) = ll/I{]lfj(a) >0,
JE je
ya que cada f; es un estado (véase la Proposicion A.0.3 del apéndice A). Por lo anterior f €
S(A) y se obtiene que S(A) es un subconjunto cerrado de (A*, Tu_gepir). Ademas, por definicion

S(A) C Sa y por el teorema de Banach-Alaoglu S(A) es un subconjunto cerrado de un conjunto
compacto, por lo cual es compacto con respecto a Ty _gepii-

Por otro lado, sean f, g € S(A) tal que f # g. Entonces existe a € A tales que f(a) # g(a),
por lo cual |f(a) — g(a)] > 0. Sea 6 = |f(a) — g(a)| y considérese Uy = B%(f) NS(A) y
Uy = B% (9)NS(A). Entonces Uy y U, son vecindades abiertas de f y g en S(A), respectivamente.
Sih € Ur NUy, se tiene

b b
|f(a) = g(a)| < |f(a) = h(a)| +|9(a) = h(a)| < 5 + 5 =0,
lo cual es una contradiccion. Se sigue que Uy N U, = () y por lo tanto S(A) es Hausdorff. |

Ahora, se definirdn un conjunto especial de estados.

Definicion 3.4.10. (Elemento extremal) S un conjunto convezo. Un elemento e € S es extremal
sieZAx+ (1—Ny para A € (0,1), x, y € S. En otras palabras, e es extremal cuando no es un
punto interior en el segmento entre x y y.

Con todo lo anterior se tiene la siguiente definicién.

Definicion 3.4.11. (Estado puro) Sea (A, 1, x) un *-dlgebra con unidad. Un estado puro de A es
un elemento extremal de S(A). Al conjunto de estados extremales los denotaremos por Ext(A).

Teorema 3.4.12. (de Krein-Milman) Sea E un subconjunto compacto y convero de un espacio
localmente convezo X . Entonces E = cl(conv(Ext(E))), es decir, E es la clausura topoldgica del
cubriente convezo de los elementos extremales de E. [28]

De acuerdo con el teorema de Krein-Milman, S(A) coincide con la cerradura en 7,_ g del
cubriente convexo de los elementos extremales de A.

Los siguientes dos teoremas son importantes en la teoria de estados en C*-dlgebras [19], [21].



3. Introduccién a la Geometria No-Conmutativa 30

Teorema 3.4.13. (de Gelfand-Naimark-Segal) Sea (A, 1,]|| ||,*) un C*-dlgebra con unidad y
sea s € S(A). Entonces existe una *-representacion © de A en (B(H),ids, || ||op, *), para algin
C-espacio de Hilbert (H,(—|—)) con un vector & € H normalizado que satisface

s(a) = (m(a)¢,€)

para toda a € A. Ademds, si s es un estado puro la x-representacion w es irreducible y satisface
que w(A) = Cidy, donde

7(A) :={f€B(H)| fog=go f para toda g € T(A)}.

Teorema 3.4.14. (Riesz-Markov-Kakutani o sequnda version del teorema de representacion
Riesz) Para cada funcional lineal y positivo ¢ de (C(X),1(z),]|| ||oo, *) existe una tinica medida
de Borel reqular v sobre X tal que

o(f) = / f(z) dps(z)
X

para todo f € C(X). Ademds ||¢||op €s la variacion total de p.
Ahora se caracterizara a los estados puros de (C(X), 1(x), || ||co, *)-

Teorema 3.4.15. Considérese (C(X), 1(x),|| ||oo, *). Entonces los caracteres (véase Definicion
2.1.18 y la Proposicion 2.2.15) son estados puros y viceversa.

Demostracion. Sea k, € Q(C(X)). Por definicién y por la Proposiciéon 2.2.13, k, es un funcional
lineal y normalizado. Sea f € A un elemento positivo. Entonces f = gg*, para algin g € C(X)
(véase la Proposicion A.0.6) y kz(f) = kz(g9*) = g(x)g*(z) = |g(x)|> > 0, por lo que K, es
positivo. Esto prueba que k, es un estado.

Por otro lado, sean A € [0,1] y ¢, ¢ estados tales que k, = A¢+ (1 — A\)b. Entonces como Ky
es un caracter, para toda f € A se debe cumplir (Mg + (1 — \))(f2) = (Ao(f) + (1 — M (f))?,
lo cual pasa si y solo si Ad¢ =00 (1 — A)Y = 0, lo que implica que A = 0 o A = 1. Lo anterior
muestra que ¢ = Kk, 0 ¥ = K y por lo tanto k, es un estado puro.

Sea s € S(C(X)) un estado puro. Entonces s es lineal y no-cero, por lo que solo falta probar
que es multiplicativo. Sea (7, H, &) la correspondiente #-representacion obtenida por el teorema
de Gelfand-Naimark-Segal. Como (C(X), 1(x), || ||ec, *) es conmutativa y s es un estado puro se
tiene

7(A) C 7(A) = Cidy.
De esta manera para toda f, g € C(X) n(f) = Nidy y 7(g) = pidy para A, u € C. Asi

s(fg) = (m(f9)€,&) = (m(/)m(9)&, &) = A" = (A, ) (g, &) = (w(f)E ) (m(9)€, &) = s(f)s(g)-

Por lo tanto s es un caracter. [ |
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El Teorema 3.4.15 muestra que en el caso clasico hay una biyeccién entre estados puros y
caracteres, lo que justifica reinterpretar el concepto de punto en X ahora como un estado puro
de C(X). Por esto, también se puede pensar a un punto en el caso cuantico como un estado
puro del algebra (aunque en este caso, podria haber estados puros aunque no haya caracteres o
solo haya un ideal bilateral maximal, como se vera en el proximo capitulo). Ademéas es posible
decir que si un espacio cuantico no tiene estados puros, entonces no tiene puntos. Por el teorema
3.4.14, los estados de C(X) se corresponden con medidas cuya variacion total es 1, es decir
medidas de probabilidad. Los estados puros de C(X) (caracteres k, por el teorema 3.4.15) dan
medidas que localizan completamente a x, es decir, medidas del tipo delta de Dirac (o medidas
puras o no mezcladas). Los estados no puros corresponden a distribuciones mezcladas. Por lo
anterior se puede pensar a una medida de probabilidad en el caso cuantico como un estado.

3.5. Calculo Diferencial

En esta seccién se vera el equivalente algebraico de algunos conceptos del Célculo Diferencial.
Siempre se considerard a M™ como una variedad suave, compacta de dimensién n y el C*-algebra
conmutativa con unidad que se usara es (C>*(M), 1(z),|| ||co,*), donde C*(M) :={f : M —
C | f es suave}.

3.5.1. Campo Vectorial «— Derivacién del Algebra

Un resultado bésico de Geometria Diferencial es que [18], [34]

T(TMc) := T(TM Q) C) = Der(C®(M)),
R

donde Der(C*®(M)) = {D : C®°(M) — C*>(M) | D es lineal y satisface la regla de Leibniz}.
Asi, se identificara al conjunto de derivaciones de C*°(M) en C°°(M) con los campos vecto-
riales de la complexificacion del haz tangente. Con esto, se puede generalizar el concepto de
campo vectorial al caso cuantico como derivaciones del algebra. Hay que destacar que
tanto I'(T'M¢) como Der(C°(M)) forman un C°°(M)-moédulo izquierdo (de hecho, finitamente
generado y proyectivo como se veré en la siguiente secciéon) y més aun, forman un x-algebra de
Lie sobre C con la operacion? * dada por

D*=xo0Dox

y el corchete de Lie estandar en ambos casos.

A los elementos D € Der(C*°(M)) que satisfacen D* = D, se les llama derivaciones her-
mitianas o reales (una derivacion imaginaria D es una derivacion que satisface D* = —D). El
conjunto

Dergr(C*(M)) ={D € Der(C*>(M)) | D es hermitiana }

*Esta definicion automaticamente hace D* € Der(C*(M)), (D*)* = D, (D1D2)* = D3;D} y [D1,D2]* =
[D7, D3] € Der(C*(M)), siempre que D, Dy, D2 € Der(C*(M)).
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es un *-subdlgebra de Lie real de Der(C*°(M)) (ya que [Dy, D2]* € Derg(C>°(M)) si Dy, Dy €
Derg(C*(M))). Mas atn

Der(C™(M)) = Derg(C(M)) @D i Derg(C™(M))

(justo como la descomposicion mostrada en la demostracion de la Proposicion 2.2.13). De igual
manera se tiene que I'(T'M) = Derg(C*>°(M)), i.e., los campos vectoriales reales son derivaciones
hermitianas y viceversa.

Sea (A, 1,]|| ||, *) un C*-algebra con unidad. Entonces a = (4, [—, —]) es un édlgebra de Lie
sobre C con el corchete estandar ([a, b] := ab — ba, para toda a, b € A). Considérese el x-algebra
de Lie (Der(A),[—,—]), donde

Der(A) :={D: A — A| D es lineal y satisface la regla de Leibniz};

[Dy, D3] := Dy o Dy — Dy o Dy, paratoda Dy, Dy € Der(A);
D*=xo0Dox.

De igual manera, las derivaciones hermitianas, Derg(A), son un x-subélgebra real de Der(A).

Definicion 3.5.1. (Derivaciones internas) Sea (A, 1,]| ||, *) un C*-dlgebra con unidad. Defini-
mos el conjunto de las derivaciones internas de A en A como

InDer(A) = {D, € Der(A) | Dy(b) = [a,b] para toda b € A y para alguna a € A}.
Proposicion 3.5.2. Si D,, Dy € InDer(A), entonces
[Da, Dy] = Dy .-
Ademas D) = D_,»
Demostracion. Dada ¢ € A se tiene
[Da, Dy)(c) = (Do © Dy)(c) = (Dy 0 Da)(c) = [a, [b, c]] = [b, [a, c]] = [[a, ], ¢] = Dpa)(c),

donde la penultima igualdad es por la identidad de Jacobi en a. Lo anterior muestra que
[Da, Do] = Diq -

Por otra parte, obsérvese que para toda c € A,

D} (c) = (x0 Dgox)(c) = [a,c*]* =ca* —a*c=[—a",c] = D_4(c)
y por lo tanto D} = D_g-. |

Corolario 3.5.2.1. D, es hermitiana si y solo si Dy = D_ g~
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Se sigue de la primera parte de la proposicién anterior que InDer(A) forma un *-subalgebra?
de Der(A).

Notese que InDer(C*°(M)) = 0 pues C*>°(M) es conmutativa.

Definicion 3.5.3. (Transformacion exponencial) Sea (A, 1,]| ||, *) un C*-dlgebra con unidad y
D € Der(A). Se define la transformacion exponencial como

el A — A

DF(a
o Y 2

k
keNy

Como D es lineal, se sigue que e? es lineal. Ademas para toda a, b € A

eP (ab) = Z D*(ab) = ab+ D(a)b+ aD(b) + 1[D?(a)b +2D(a)D(b) + aD?*(b)] + - - -
keNp ! 2

= (a+ D(@) + 3D%(a) +-)(b+ D(B) + S DX(B) +---) = e (@)e”(b),

D b

por lo que e” es multiplicativa. Dado que* e%e® = e si y solo si [a,b] = 0 y como [D, —D] = 0,

se obtiene que
ePe™P =0 =idy = e = e Pe?,

por lo cual e” es invertible y se concluye que e es una simetria de A (véase Definicién 3.3.1).

Para D € Derg(A) se tiene que e” preserva * (como D = D*, entonces D(a*) = D(a)*, por
definicion de D*) y se obtiene que e” es una *-simetria de A. Mas atin, si D = D, para alguna
a € A, entonces

oD (b) = b+ [a,b] + %[a, (a, )] 4 -+ = e%be 0.

Por lo anterior, e”e una simetria interna® de A (véase Definicién 3.3.2). Ademas, si D, €

Derg(A), entonces ePe es una *-simetria que también es interna.

3.5.2. Haz Vectorial +— Médulo izquierdo Proyectivo Finitamente Generado

En 1962 Richard Swan probo6 que existe una equivalencia entre haces vectoriales de una va-
riedad suave y Modulos izquierdos (o derechos, o bimddulos) proyectivos finitamente generados,
aunque Jean-Pierre Serre en 1955 ya habia probado un teorema similar para variedades alge-
braicas. El motivo de esta subseccién es demostrar el enunciado de Serre. Para esto es necesario
primero probar los siguientes lemas.

3De hecho, las derivaciones internas forman un ideal pues si D € Der(A) y D, € InDer(A), entonces, directa-
mente se puede comprobar que [D, D,](b) = Dp(a)(b) para todo b € A, por lo cual [D, D,] = Dp(q)-

“Si [a,b] # 0, entonces e”e’ = ¢**T* donde z es una suma de polinomios racionales en a y b.

’De aqui el nombre de derivacion interna.
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Lema 3.5.4. Sean (; = (ViM, M, Vi, 1), (o = (VaM, M, Vs, ) dos C-haces vectoriales de di-
mension finita. Entonces I'(Hom(Vi M,V Ms)) es candnicamente isomorfo a Hom(I'(ViM),T'(VaM))
como C°°(M)-mddulos.

Demostracion. Para cada seccion s € I'(Hom (Vi M,V My)), considérese la transformacion
O, : T(ViM) — T(VaM)
dada como
O(0) : M — VoM
p— s(p)(a(p))

para cada o € I'(VM;). La diferenciabilidad de s y o implican la difrenciabilidad de ®(o).
Ademas el hecho de que sean secciones implican que ®4(0) es una seccion también, por lo que
®, estéd bien definida. De esta manera se obtiene

® : T(Hom (Vi M, VaM)) —s Hom(D(Vi M), T'(VaM))

s+ ®g

Es facil notar que ® es un morfismo inyectivo de C°°(M)-modulos.

Por otra parte, sea
¢ :T(ViM) — T (Vo M)

morfismo de C°°(M)-moédulos. Considérese sy € I'(Hom(V1 M, VoM)) definido como

s(p) : VipM — Vo, M
vp — ¢(0)(p),
para cada p € M, donde o € I'(V1 M) satisface o(p) = v, (con Vip M = Wi_l(p)). Notese que para
probar que s, estd bien definido basta con probar que si o(p) = 0, entonces ¢(o)(p) = 0. Sea
(x1, ---, X&) una base local de V1 M definida sobre algun abierto U. Tomando g € C*°(M) con

soporte en U y tal que g(p) = 1 [34] es posible definir X; := gx; y extendiendo por 0 a M — U
se obtiene una secciéon global. De esta manera deben existir f© € C°(M) que satisfacen

k
go = Z X;.
=1

Debido a que o(p) = 0 se debe cumplir que f*(p) = 0 para i = 1,...k. Asi

k
(¢o)(p) = g(p)(#(c))(p) = (9¢(0))(p) = ¢(90)(p) = ¢ (Z f%) (p)
=1
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k k
= (Fi(X))(p) = F(p)o(Xi)(p) = 0.
1=1 i=1

Esta construccion muestra que dada ¢ € Hom(I'(ViM),['(VaM)), ®(s4) = @5, = ¢, por lo cual
® es suprayectiva y por lo tanto, un isomorfismo de C*°(M)-modulos. |

Corolario 3.5.4.1. Sean (1 = (ViM, M, V1, m), (o = (VoaM, M, Vs, m9) dos C-haces vectoriales
de dimension finita. Entonces (1 es isomorfo a (2 como C-haces vectoriales si y solo si T'(VAM)
es isomorfo a T'(VaM) como C°°(M)-mddulos.

Lema 3.5.5. Sea ¢(; = (ViM, M, Vi, m1) un C-haz vectorial de dimension finita. Entonces existe
Co = (VaM, M, Vy,ma) un haz vectorial trivial complejo de dimension finita y un epimorfismo de
haces f: (o — (3.

Demostracion. Para cada p € M, sea (Up, ®p) una trivializacion local de haz vectorial de (;
alrededor de p. Entonces existe {s}, ..., s;} base de T'(7; ' (U,)). Sea 1) € C°°(M) una transforma-
cion gelatina (bump function en ingles) tal que ¢ > 0, ¥(V),) =1y Suppt C Uy, con V), C U,
abierto [34]. Si se define s; = ¢ s}, s; € T(ViM) y {s1,...,5;} es una base de I'(m; *(V})). Como
{V, | p € M} es una cubierta abierta de M, por compacidad, existen pi,...,p, € M tales que
{V}, }i_, sigue siendo una cubierta abierta de M. Por lo anterior, si k = I, las secciones s1, ..., s
€ I'(ViM) son tales que {s;(p)}¥_; generan a V;,M (la fibra de p en Vi M) para cada p € M.

Considérese el haz trivial complejo (2 = (VoM = M x C¥, M, Va, 79 = proy,,). Si {e;}¥_; es
la base canénica de C*, entonces las secciones §; : M — VoM dadas por 3;(p) = (p,e;) forman
una base de I'(VoM). De esta manera la transformacion

F:T(V,M)— T(ViM)
S —> 8;
induce un epimorfismo lineal f, : V1, M — V5, M en las fibras. Definase

VoM — ViM

(p,v1) > fp(v1).

La diferenciabilidad de f y su conmutatividad con las proyecciones de los haces se sigue del hecho
de que se tiene una base local de las secciones para cada p € M. Ademés por construccion, f es
suprayectiva y por lo tanto es un epimorfismo de haces vectoriales complejos [33]. |

Teorema 3.5.6. (de Serre-Swan) Si ( = (VM,M,V, ) un C-haz vectorial de dimension finita,
(VM) es un C°°(M)-mddulo izquierdo proyectivo y finitamente generado. Mds atin, si I' es

un C°(M)-mddulo izquierdo proyectivo y finitamente generado, entonces existe un tnico haz
vectorial complejo (salvo isomorfismos) ( = (VM, M, V,x) tal que T = T(VM).
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Demostracion. Es claro que I'(VM) es un C°°(M)-modulo izquierdo. Ademéds, en el primer
parrafo en la demostracion del lema anterior se probé que I'(V M) es finitamente generado, por
lo cual solo falta probar que I'(V M) es proyectivo. Por el lema 3.5.5, existe (o = (VoaM, M, Vo, m2)
un haz trivial vectorial complejo de dimensién finita y un epimorfismo de haces f : (s — (.
Entonces n = (Ker(f) = f~1(0), M, V, 72| ker(f)) €s un subhaz vectorial de (2 y claramente

CQ :C@%

donde @ es la suma de Whitney. Se sigue que I'(Vo M) = T'(V M) @ I'(Ker(f)), como C*°(M)-
modulos izquierdos. Dado que (2 es un haz trivial, se obtiene que I'(VoM) es un C°°(M)-mo6dulo
izquierdo finitamente generado y libre (véase la demostracion del lema anterior). Por lo tanto
I'(VM) es un C°°(M)-modulo izquierdo proyectivo y finitamente generado.

Por otro lado, sea I' un C°°(M)-modulo proyectivo y finitamente generado. Entonces I' es
un sumando directo de algin C°°(M)-moédulo libre G. Por lo anterior, existe un endomorfismo
idempotente F' : G — G tal que Im(F) = I', como C*°(M )-mo6dulos izquierdos. Pensando a
G como un C-espacio vectorial (con dicha estructura heredada de su estructura de C*°(M)-
modulo), considérese el haz trivial complejo (o = (GM = M x G, M, G, w3 = proj,,). Entonces
se tiene que I'(GM) = G como C°°(M)-moédulos izquierdos, por lo que se identificaran estos
espacios. Por lo anterior, se tiene que

F:T(GM) — T'(GM),

tal que Im(F') =I'. Notemos que F' induce un epimorfismo lineal f, : G,M — G, M en las fibras.
Definase

VM = | Im(f,)

peEM

y se le puede dar a este conjunto la estructura diferenciable que hace a

F:GM — VM
(pax) = fp(w)
suave. De esta forma (V M, M,Im(fp), ) es un haz vectorial complejo, donde m(x) = p si €

Im( fp) y satisface I'(V M) = IT" como C*°(M )-moédulos izquierdos. Finalmente el Corolario 3.5.4.1
muestra que el haz vectorial es tnico, salvo isomorfismos [33]. n

Observacion. El teorema anterior (y los lemas) valen también para K = R.

El teorema de Serre-Swan justifica reinterpretar el concepto de C-haz vectorial de dimension
finita como C°°(M)-moédulos izquierdos proyectivos y finitamente generados. Gracias a esto, se
puede generalizar el concepto de haz vectorial al caso cuantico como un médulo izquierdo
proyectivo y finitamente generado.
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3.5.3. Formas diferenciales <— Subalgebra Graduada °*(M)
Sea (g, [—, —]) un algebra de Lie sobre C y sea
p:9—ol(V)

una representacion de g en V' (p es un morfismo de algebras de Lie, donde gl(V') son los endomor-
fismos de V' con el corchete estandar). Considérese el C-espacio vectorial de k-formas evaluadas
en g con valores en V|

k
Qk(ﬂ? V) = /\g>k ® V,

donde aqui g* denota al espacio dual. Notese que Q°(g,V) = V y definase la transformacion

lineal
dk : Qk(ga V) — QkJrl (gv V)
a—s d*a

dada por

k .

dka('an ,.’Ek) - Z(_l)lp(xl) (04(350, cey L,y ,.Z'k)) +
=0 (3.1)
Z (=1)" o[z, Zj], X0y ooy Biy ooy Tjy ooy T
0<i<j<k

donde z; significa que hay que quitar ese término. Esta transformacion satisface [17]
dk+l(041 A 062) = dl(a1> N ag + (—l)lal A dk(ag),

donde | = grado(ay) y k = grado(as) (la regla de Leibniz graduada). Por ejemplo, para toda v
€V, dv € Q'(g,V) esta definida por

dv:g—V
z — p(z)(v)

y para toda a € Q'(g, V), d'a € Q%(g, V) esta dada por

dla:gxg—V

(20, 21) = p(zo)a(x1) — p(z1)a(20) — (20, 21])-

Se puede probar directamente que d**! o d* =0 [17]. Ademés, a

Q'(g, V) = @ Qk(g7v)

keNg
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se le puede dar estructura de algebra con unidad graduada mediante

a- B(x1, ..., opq) = A B(w1, .0, Tpqr) =

Z Sgn(a) a(xa(l)) HX) xa(k)) ’ B(xa(kJrl)? SX) $o(k+l))7
[O’]Esk+l\SkXSl

donde S), es el grupo simétrico de orden p, sgn(o) es el signo de la permutacién o y o € Qk(g, V),
BeeV).

Definicién 3.5.7. (La cohomologia de Chevalley-FEilenberg) Se define la cohomologia de Chevalley-
FEilenberg de (g,[—, —]) con coeficientes en la representacion V' como la cohomologia del complejo
diferencial (Q°(g,V),d):

Ker(d*)

HEp(g,V) = Tm(dF 1)’

Observacion. (Célculo de la cohomologia de Chevalley-Eilenberg para dimensiones bajas). Para
un élgebra de Lie (g, [—, —]) cualquiera y una representacién cualquiera p de g, se tiene que

H2p(g,V)=V9:={v eV |p(x)v =0 para todo z € g}

Der(g, V)
1 — )P
HCE(Q? V) - InDer(g, V)p?
donde
Der(g,V), :={D :g9 — V| D es lineal y D([zg,z1]) = p(xo)D(z1) — p(x1)D(z0)}
e

InDer(g,V), :={D € Der(g,V), | D(x) = p(x)v para alguna v € V fija}.

Es importante recordar que se define

T* Mg := |_| T:Mc y /\T*MC = |_| /\T;MC.
pEM peEM

Mas atn, existe una correspondencia biunivoca canénica entre las secciones a € I'( /\k T*Mc) =:
QF(M) y las transformaciones k-multilineales y alternantes

a:D(TMc) x ... x T'(TMc) — C°(M)
(X1, ..., X) — a(Xy, ..., Xg): M — C
P ozp(le,...,ka).

Estas transformaciones también son C°°(M)-multilineales, en el sentido de que para toda f €
C>°(M) se tiene que (X1, ..., (fX}), e, Xg) = fa( X1,y oory Xopy ooy Xi).
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Es posible darle a Q*(M) := @Qk(M) estructura de x-algebra con unidad mediante la
derivada exterior, el producto cuna (l:cle formas diferencial® y
w0 QF (M) — QF(M)
o — o,
dada por a* (X1, ..., Xi) = (a(X7, ..., X}))".
Considérese el complejo de Chevalley-Eilenberg
(€2%(a, A),d)

donde a = (I'(TMc), [—, —]) = (Der(C*°(M)), [—, —]) (con el corchete estandar correspondiente)
y se esta pensando en la representacion estandar’ de a en el espacio vectorial y A = C*°(M).
Entonces para cada k, se tiene que

QF(M) = spana{day A--- Nday | a; € A} C QF(a, A),

i.e., Q°(M) se puede obtener como un subélgebra de 2°(a, A). Con lo anterior, se puede genera-
lizar el concepto de formas diferenciales al caso cuantico como elementos de un complejo
de Chevalley-Eilenberg para un C*-dlgebra no-conmutativa con unidad.

5Definidos de igual manera que la diferencial d* y el producto para obtener el complejo de Chevalley-Eilenberg
[17].
"La representacion estandar esta dada por
p : Der(C™ (M) — gl(C™ (M)
Dv+— D.



Capitulo 4

La Esfera Cuantica

En este capitulo, A = M>(C) (las matrices de 2 por 2 con entradas en los complejos). Por
comodidad y cuando sea necesario, se usard la notacion de Dirac (véase el apéndice B). En
las siguientes secciones se definird a la esfera cudntica y se darén justificaciones a este nombre.
Ademads, se mostraran los conceptos desarrollados en el capitulo anterior en la esfera cuantica.

4.1. El espacio cuantico QS?

Definicion 4.1.1. (La esfera cudntica) Se define a la esfera cudntica como el C*-dlgebra no-
conmutativa con unidad dada por QS? = (A,1ds, || ||op, *) (véase Ejemplo 2.2.5)

Por lo visto en la Seccion 3.1, QS? es un espacio cuéntico.

4.2. Puntos de QS?

Se sabe que dimc(A) = 4 y claramente el conjunto 8 = {Idg, 01, 02,03}, donde

(01 (0 i (10
=\ 10) 227\ o) 27 o -1 )

es un conjunto linealmente independiente, por lo que 5 es una base (ordenada) de A. A las
matrices o1, 09, 03 se les conoce como las matrices de Pauli. Un célculo rdpido muestra que
afzIdg parai=1,2,3y

0109 = —0901 = 103, 0903 = —0309 = 101 y 0301 = —0103 = 109. (4.1)
Proposicion 4.2.1. QS? no tiene caracteres (véase Definicion 2.1.18).

Demostracion. Supoéngase que A tiene un caracter y sea k tal caracter. Por la ec. (4.1), se tiene
que k(o1)k(o2) = ik(o3) = —k(0o2)k(01), por lo cual k(o1)k(02) = —k(02)k(01). Més ain, se
sabe que k(oj) € C para j = 1, 2, 3 y como C es conmutativo, se obtiene que k(o1)k(02) =

40
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—k(01)k(02), es decir k(o1) = 0 0 kK(o2) = 0. Sin pérdida de generalidad, supéngase que k(o1) =
0. Como k(o1)k(01) = k(0?) = k(Id2) = 1, se sigue que k(01) =1 0 k(01) = —1, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, QS? no tiene caracteres. |

Segtn lo visto en la Seccion 3.2, lo anterior nos muestra que QS? no tiene puntos. Ademas,
es facil notar que los tnicos ideales bilaterales de A son los triviales, por lo cual considerando
puntos como ideales bilaterales maximales, QS? no tiene puntos.

4.3. Simetrias de QS?

En esta seccion se observara que el grupo de x-simetrias (véase Definicion 3.3.1) de QS? es
isomorfo (como grupos) al grupo de simetrias de la esfera cldsica S?, i.e, el grupo de simetrias
de QS? es isomorfo a SO(3). Esta es una razon para llamar a QS? la esfera cudntica.

Se comenzara estudiando las simetrias para posteriormente estudiar sus x-simetrias.

Proposiciéon 4.3.1. Toda simetria de QS* es una simetria interna f, (véase Definicion 3.3.2),
para algun elemento invertible g de A.

Demostracion. Sea F una simetria de QS? y sean |v), |y) € C? vectores no-cero. Entones |v)(y|
es un elemento no-cero de A. Como F es inyectiva existe |z) € C? tal que F(|v)(y|)|z) # 0.
Definase

g:C? — C?
) — F(|z){y])|2).
g es lineal ya que F es lineal, por lo cual se puede considerar a g como elemento de A escribiendo

a g como matriz en la base canénica de C2. M4s atin, g # 0 ya que g|v) # 0. Para todoa € Ay
para todo |z) € C2, se tiene que

galr) = glax) = F(laz){y|)|z) = F(a- [z)(y])[2) = F(a)F(lz)(y])|z) = F(a)glz),

lo cual implica que ga = F(a)g para todo a € A. Sea |u) € C2. Como glv) # 0y F es suprayectiva
existe b € A tal que F(b)g|lv) = |u) = gb|v). Por lo anterior, se tiene que g es suprayectiva y se
sigue que g es un elemento invertible de A. Como ga = F'(a)g, se tiene que

F(a) = gag™
para todo a € A. Por lo tanto F' es una simetria interna y es de la forma F' = f,. |
. o GL(2,C)
Teorema 4.3.2. Si Aut(A) ={F : A — A| F es una simetria}, entonces Aut(A) = o

(como grupos), donde C* := C — {0} y se estd considerando a C* con su estructura de grupo
multiplicativo.
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Demostracion. Se sabe que Aut(A) es un grupo con la composicion. Considérese el mapeo
f:GL(2,C) — Aut(A)

g — fg:A—>A

ar—» gag_l.

Es claro que f es un morfismo de grupos. Ademds, por la proposicién anterior se tiene que f es

suprayectiva. Sea g € Ker(f). Entonces f(g) = f, = Ida, por lo que para a € A gag~! = a, lo
cual implica que ga = ag. Lo anterior muestra que

g € Z(A\{0} ={gecAlag=gaVaec A} \{0} = {Aldy | A € C\ {0}}

y es facil ver que si g € Z(A) \ {0}, entonces g € Ker(f). Por lo anterior Ker(f) = Z(A) \

{0}. Identificando a Ker(f) con C* visto como grupo multiplicativo, por el primer teorema de
GL(2,C
isomorfismos de grupos se concluye que Aut(A) = é:*’) |
Todavia es posible caracterizar mas al grupo Aut(A).
SL(2,C)

{17 _1}

considerando a {1, —1} como grupo multiplicativo y M(2) es el grupo de transformaciones de
Mobius de C en C [16].

Proposicion 4.3.3. Aut(A) = y Aut(A) = M(2) (como grupos), donde se esta

Demostracion. Considérese la transformacion

GL(2,C
T:SL(22,C) — ((C*’)
g — gl
B . GL(2,C)
Es calro que T es un morfismo de grupos. Méas atun, T es suprayectivo ya que dado [g] € Y

det(g) det(g)

Sea g € Ker(T'). Entoneces T'(g) = [g] = [Idz], lo cual implica que g = Alds, para algin A € C*.
Dado que g tiene determinante 1, se sigue A = £1, i.e, g € {Ide, —Id2}. Ademas, es facil verificar
que si g € {Idg, —Ids2}, entonces g € Ker(T). Por lo anteior

~ 9 eSLEC) vy T <9> = [q].

Ker(T) = {Idg, —Idg}.
Identificando a Ker(T') con {1,—1} visto como grupo multiplicativo, por el primer teorema de

isomorfismos de grupos se obtiene que

SL(2,C) _, GL(2,C)
{1,-1y C*
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y por el teorema anterior

SL(2,C
Por otra parte
M(2) = {M :C—C|M(z)= ij:s, donde a,b,c,d € Cy ad—bc;éO}

que tiene estructura de grupo con la composicion. Considérese la transformacion dada por
S:GL(2,C) — M(2)
g — Sg :C—C

az+b
cz+d’

sig= < Z Z > Es laborioso pero facil verificar S es un morfismo de grupos y es claro que S

es suprayectiva. Sea g € Ker(S). Entonces S(g) = S, = idc, por lo cual g = Aldg, con A € C*,
ie, g € Z(A)\ {0} y es facil ver que si g € Z(A) \ {0}, entonces g € Ker(S). Por lo anteior
Ker(S) = Z(A) \ {0}. Identificando a Z(A) con C* y por el primer teorema de isomorfismos de

L(2
grupos obtenemos que T*’ = M(2) y por el teorema anterior Aut(A) = M(2). |
En resumen, el Teorema 4.3.2 y la Proposicién 4.3.3 muestran que
GL(2,C)  SL(2,C)
Aut(A) = = = M(2).

Ahora se analizaréan las x-simetrias.
Proposicion 4.3.4. Toda *-simetria F' de A es una simetria interna f, para algin g € A unitario.

Demostracion. Supoéngase que F' es una *-simetria de A. Entonces por la Proposicion 4.3.1, existe
g € A invertible tal que F' = f;. El Teorema 4.3.2 muestra que tal g es tinica salvo una constante.
Como f; es una *-simetria, para toda a € A se satisface f;(a*) = (f;(a))* lo cual implica que
Garg™ = (gag™")* = (371)*a"g" = (5*)"'a*", por lo que para todo a* € A, §*ga* = a*§*g,
ie., §*ga = ag*g para todo a € A. Lo anterior muestra que §*g € Z(A)\ {0} ={g € A|ag =
gaVae A} \ {0} = {A\d2 | A € C*}. Como §*g es un elemento positivo (véase la Proposicion
A.0.7 del apéndice A), §*G = Ady con A € R”? (véase el Ejemplo A.0.2 del apéndice A). Entonces
g = Ag~1 v por lo cual § = (§°)° = (\g™1)* = MG~ 1)* = A@") L. Si g = %(g*rl, se sigue

que gt =gty F=f, u

Teorema 4.3.5. Si Aut(QS?) := {F : A — A | F es una x-simetria}, entonces Aut(QS?) =
U(2)

o (como grupos).
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Demostracion. Claramente Aut(QS2) es un grupo con la composicién. Considérese la transfor-
macion
f:U(2) — Aut(QS?)
g — fq:A— A
a— gag®.
De manera analoga al teorema 4.3.2 se prueba que f es un morfismo de grupos suprayectivo cuyo
U2
kernel es U(1). El primer teorema de isomorfismos de grupos asegura que Aut(QS?) = U8 |
Por otra parte se tiene la siguiente proposicién.
SU(2)
{17 _1} .

Proposicién 4.3.6. Aut(QS?) =

Demostracion. Definase

T:SU(2)—>58;

g [g].

De manera anéloga a la primera parte de la Proposicion 4.3.3 se prueba que 7' es un morfismo

de grupos suprayectivo cuyo kernel es {1,—1}. El primer teorema de isomorfismos de grupos

U2 SU (2 SU(2
asegura que UE1; = 5 (1)} y por lo tanto Aut(QSQ) = 0 (1)} [

Antes de seguir con el analisis de Aut(QS?), es necesario hacer un paréntesis para introducir
U(2)
{L _1} '

el anillo de los cuaterniones ya que con ellos se podra identificar méas facilmente al grupo

Definicion 4.3.7. (Cuaterniones) Sea H = R @ R3. Definase

+ : H x H—H
(a,a), (0,)) —> (a -+ b,a+D).

H x H-—H
((a,a), (b, b)) — (ab—a@-b,ab+ba +a x b).
Se define el anillo de los cuaterniones como (H,+,-).

Cabe mencionar que el anillo de los cuaterniones es un anillo con divisién pero no es conmu-
tativo. Es comiin denotar

H:={a+ib+jc+kd|a,b,c,deR}
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y pedir que ¢, j, k cumplan las relaciones

Por lo anterior, {1,4, j, k} es una base para H. Otra forma de definir el anillo de los cuaterniones

es considerar i = —ioy, j = —ioy y k = —ios (no hay que confundirse entre el cuaternion ¢ y el
. S . a —b T
ndimero imaginario i) y definir a H como { < b g > | a,b € (C}, con la suma y multiplicacion

estdndar de matrices. Las dos definiciones son equivalentes ya que

gb:a—i-ial—i-jag—i—kagM(a_ws _al_a2>,

—ia1+as a-+tas

es una biyeccién que preserva la suma y la multiplicacién. Sea ¢ un cuaterniéon. Es facil verificar
que la norma al cuadrado de ¢ como vector es igual al determinante de ¢ como matriz. Mas atn

l|6- || = ||#]] - ||#)]]. Considérese
*x : H —H
(a’ﬂa) — (aa _a)‘

La transformaciéon * y la multiplicaciéon por un escalar real le dan a H estructura de *x-dlgebra
asociativa con unidad (véase la Definicion 2.2.1). La biyeccion del parrafo anterior también
preserva, esta estructura. Se usaran las 3 formas de escribir a los cuaterniones indiscriminadamente
segun convenga.

Definicion 4.3.8. (Cuaternion imaginario) Se define un cuaternion imaginario como un un
elemento ¢ € H tal que ¢* = —¢.

Los cuaterniones imaginarios estan en biyecciéon canoénica con R3. Hay que destacar que

sve ={(§ )tk +pr =1}

es un subconjunto de los cuaterniones.
Teorema 4.3.9. Aut(QS?) 2 SO(3) como grupos.

Demostracion. Por la definiciéon anterior se puede considerar al conjunto de los cuaterniones
imaginarios como R3. Sea
f:8U((2) — SO(3)
¢ — fy:R>— R?
— *

T+—>¢-T-¢".

Para cada ¢, fy esta bien definida ya que (¢-T-¢*)* = —¢-T-¢*, i.e., ¢-T-¢* es un cuaternion
imaginario, por lo que si es un elemento de R3. Un tedioso calculo muestra que para cada ¢, fo
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preserva la norma de T y que el determinante de su matriz asociada es positivo, por lo que fy €
SO(3), i.e., f esta bien definida. Ademas, es claro que f es un morfismo de grupos.

Por otra parte, dado un elemento £ € SO(3), por el teorema de rotacion de Euler, existe un
vector unitario m = (ng, ny,n.) € R3 y un angulo 6 tal que £ es una rotaciéon por 6 con respecto
a la recta determinada por m. Si

= CO0S B sen 5 n = cos B 1sen B Ny J8€en B Ny sen B Ny,

entonces ¢ € SU(2) y por la formula de rotacién de Rodrigues es posible verificar que fg = &.
Por lo anterior, f es un morfismo de grupos suprayectivo. Si ¢ € Ker(f), entonces f, = idgs,
por lo cual ¢ -T - ¢* = T i.e. ¢ -T = T¢ para todo T € R3. Esto muestra que ¢ € Z(H) =
{(1,0),—(1,0)} y es facil notar que si ¢ € Z(H), entonces ¢ € Ker(f). Por lo anterior se tiene
que Ker(f) = Z(H) = {(1,0), —(1,0)}. Idenficando a Ker(f) con {1, —1} y por el primer teorema

U
{L _1}
Aut(QS?) = SO(3). u

de isomorfismos de grupos se obtiene que >~ SO(3) y por la Proposicion 4.3.6 se concluye

4.4. Estados de QS?

En esta seccion se revisaran los estados de la esfera cuantica (véase Definicion 3.4.1).

Es posible definir un producto escalar en A de la forma
(ar]az) 4 = tr(ajaz)

Por el teorema de representacion de Riesz (véase el Teorema B.1 del apéndice B), para cada
funcional lineal p : A — C existe una tinica matriz p € A tal que:

pla) = (pla)a = tx(5"a)

Proposicion 4.4.1. Sea p(—) = (p|—)a = tr(p*—) un funcional lineal de A. Entonces p es un
estado si y s6lo si p es un elemento positivo y de traza 1.

Demostracion. Sea p es un estado. Entonces

1= p(ldy) = (pllda)a = tr(5") = tx(p)",

lo cual implica que tr(p) = 1.

Sea |v) = (v1,v2) € C? y considérese

[ viv vivr ) |12 vim
T vty wive ) T vt a2 )
102 2U2 102 2
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Entonces a es un elemento positivo de A (ya que es hermitiano y sus eigenvalores, i.e. su espectro,
son 0y |v1]? + |ve|?, véase el Teorema A.0.1 del apéndice A) y se tiene que p(a) > 0. Pero

pla) =z * + 2Z3v501 + 250{va + 23 |vaf* = (pvlv)c2,

tomando a (—|—)c2 como el producto escalar esténdar en C? y

N Z1 22
P\ oz )
Lo anterior muestra que {pv|v)c2 > 0 para todo v € C? y por el Ejemplo A.0.2 del apéndice A

se concluye que p es positivo.

Reciprocamente, sea p € A un elemento positivo de traza 1. Por el teorema espectral |15], el
Teorema A.0.1 del apéndice A y el Ejemplo B.0.8 del apéndice B

2
p=_ pilzi)zil;
i=1
con p; > 0, para alguna base ortonormal {|z;)}2_; de C2. Considérese el funcional p dado por

pla) = (pla)a = tr(p*a).
Es claro que p es lineal y ademas se satisface p(Ida) = tr(p) = 1. Sea

2

a=Y aylz)(z| € A

1,j=1

un elemento positivo. Entonces a;; > 0 (pues a = b*b, para algin b € A, por la Proposicion A.0.7
del apéndice A). De esta forma

2
pla) = tr(pa) = Zpiaii >0,
i=1

por lo cual p es un estado [32]. [

Observacién. (Caracterizacion de estados de QS?) En la Seccion 4.2 se observo que 8 =
{Idg2, 01, 02,03} es una base de A, donde o1, 02 y o3 son las matrices de Pauli. Como la traza de
las matrices de Pauli es 0, todas los estados de A tienen la forma

L1 1 1+2 z—ay
p—2(Id2+x01+y02+z03)—2<J:Jrl,y 1—, ),

donde z,y, z € R. Esto es debido a que p es de traza 1 y tiene que ser autoadjunta. Se sigue del
Ejemplo A.0.10 del apéndice A que

2 4y? 2 <1
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Teorema 4.4.2. Sea s(—) = (§|]—)a = tr(8*—) un funcional lineal de A. Entonces s es un estado
puro si y solo si 8 = |€)(¢| para |€) € C? con ||£]| = 1.

Demostracion. Sea s un estado puro (entonces § es un elemento positivo y de traza 1 por la
proposiciéon anterior). Supéngase que no existe |£) € C? con ||¢]] = 1 tal que § # |£)(£]. Puesto
que las diadas son una base de A (véase Proposicion B.0.4 del apéndice B), por el teorema
espectral y la Proposicién B.0.6 del apéndice B existen 1, ¢ € C? con ||| = ||¢|| = 1 tales que

8= M[Y) (W] + A2|8) (9],

donde A1, A2 son los eigenvalores de §, por lo que son mayores o iguales a 0 y A1 + A2 = 1 ya que
tr(s) = 1. Si se define

py(a) = tx(|P) (Pl -a) v pgla) = tr(|9)(d] - a),

entonces py, y pg son estados de A ya que [1) (1| y |¢)(¢| son proyectores ortogonales, por lo que
son autoadjuntos y sus eigenvalores son 0 y 1 (véase la Proposicion B.0.7 del apéndice B), i.e.,
son elementos positivos de A (véase el Teorema A.0.1 del apéndice A) y son de traza 1 (la suma
de los eigenvalores es 1). Ademas se satisface

5 = A1py + A2pg,

lo cual es una contradiccién ya que s es un estado puro. Por lo anterior existe |¢) € C? con
Il =1 tal que & = [€)(¢] con || = 1.

Reciprocamente, si el estado s dado por s(a) = (|€)(£||a)a = tr(|€)(£]-a) no fuera un elemento
extremal, podriamos escribir a s como una combinacién convexa de estados. Sin embargo, esto
no es posible ya que |€)(£| es parte de una base ortonormal y de existir tal combinacion se tendria
una contradiccion entre la independencia lineal de |£)(£] en dicha base y los coeficientes de la
combinacién convexa. |

Observacion. (Carecterizacion de los estados puros de QS?) Por la Proposiciéon 4.4.2 y la ob-
servacion anterior se puede concluir que los estados puros de QS? se caracterizan por matrices

3_1 I+2 -1y
2\ x+iy 1—2z )7

cumplen |[s||3 = tr(s*s) = tr(ss) = tr(s?) = tr(|€)(¢]) = 1, i.e.,

. 1 (14 2)2 + 22 + o2 * 1
— a2 — _ 1 2., .2, 2
L =817 = 4tr<< * (1—2)%+ 2%+ ¢? 2(1 SHT Ay,

Por lo tanto un estado s es puro si y solo si
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A_1<1—|—z T —iy
§=3 .
r4+iy 1—=z

) y se satisface la relacion 22 + 32 + 22 = 1.

En otras palabras, los estados puros de QS? estan parametrizados por los puntos de S2.

Seguin el anélisis e interpretaciones mostradas en la Seccién 3.4, si se piensa a los puntos como
estados puros, los puntos de QS? son S? y ésta es otra razon para llamar a QS? la esfera cudntica.

Dado que los estados de QS? estan en biyeccién con las matrices positivas, estos conjuntos
se identificaran. Asf se obtiene la siguiente definicion.

Definicion 4.4.3. (Amplitud de probabilidad y probabilidad de transicién) Si ) y ¢ son vectores
tales que ||¢|] = ||o]| = 1, entonces al mimero complejo (p|p)c2 se le llama la amplitud de
probabilidad de que el estado |¢) (1| pase al estado |¢){¢|. Ademds, al nimero real no-negativo
|(1|¢)c2|? se le llama la probabilidad de transicion del estado 1)) (1| al estado |p) (|-

Notese que para [¢), |¢) € C? de norma 1, si {|i)}?_; denota a la base estandar de C2,
entonces

[\

() (Wll@) () a = tr([ ) (lId) () = (WIhea tr([)(]) = (ld)ce Y (ilv)cz(Bli)ce,

=1

2 2

pero (Y|¢)r = (dlv)ce = Tda (Plv))ez = D [i)(il[(Ble)c2 = Y (ilt))c2(¢li)c2, por lo cual

=1 =1
() (@ll[o){(dl)a = [(W])cz .

La igualdad anterior muestra la consistencia entre (—|—)4 y (—|—)c2. La definicién anterior
junto con la igualdad anterior estian en resonancia con el comentario final de la Seccién 3.4, los
estados se corresponden con medidas de probabilidad.

Ejemplo 4.4.4. Sean 1 = (ng, ny,n.), m = (mg, my, m;) € S2. Ahora se calcularé la probabi-
lidad de pasar del estado asociado a 7 al estado asociado a m. Para

1 . 1
§ = §(Id2 +ngo1 +nyos +n.03) Yy S = §(Id2 + myo1 + myos + m,o3)
los estados asociados a m y M, se tiene que

1
tr(8182) = Ztr [((Id2 + nzo1 + nyoa + ny03)(Id2 + meo1 + myos + m.o3)] =

o1 YN 0
§(l+n-m)—§(1+cos(9))—cos 0)~1 T

donde 6 es el angulo entre m y m.



4. La Esfera Cuéantica 50

4.5. Geometria Diferencial en QS?

En esta seccién se dard una primera generalizacion de algunos conceptos de la Geometria
Diferencial simplemente copiando lo hecho en la Secciéon 3.5 pero usando a A [9], [10], [11].
Esta podria parecer la generalizacion méas natural del Calculo Diferencial al caso cuantico; sin
embargo, para grupos cudnticos se puede realizar una generalizacién méas adecuada [12], [13],
[14], |37]. Ambas generalizaciones cubren el caso clasico. Aun bajo la idea de generalizacion que
se presentard, existen varios cdlculos diferenciales dados mediante algebras A, A-bimodulos I' y

una transformacion lineal d que va de A a I' que cumple la regla de Leibniz y para todo w € T’
n

satisface w = Zakd(bk) con (no necesariamente unicos) ax, by € A [31] [37]. En las siguientes
k=1

subsecciones se presentara el cilculo de De Rham.
4.5.1. Derivaciones de QS?
En la seccién 3.5.1 se mostré una algebraizacion del concepto de campo vectorial mediante

derivaciones del algebra conmutativa C*°(M).

Por otra parte, es claro que a := (A, [—, —]) es un algebra de Lie sobre C, donde [a, b] = ab—bc.
Consideremos el conjunto de derivaciones de QS? y el conjunto de derivaciones internas:

Der(A) ={D: A— A| D eslineal y D(ab) = D(a)b+ aD(b) para todo a,b € A}

InDer(A) := {D, € Der(A) | Dy(b) = [a,b] para toda b € A y para alguna a € A}.

Entonces Der(A) es un -algebra de Lie definiendo D* = %o Dox. A Der(A) se le puede considerar
como el andlogo cudntico de campos vectoriales complejos sobre la esfera cudntica.

Proposicion 4.5.1. Der(A) = InDer(A).

Demostracion. Sea D, € InDer(A). Un calculo directo muestra que Dg(cb) = Dy(c)b + ¢Dq(b)
para todo ¢, b € A, por lo cual D, € Der(A) e InDer(A) C Der(A).

Por otra parte, sea D € Der(A). Considérese la base de A, 5 = {Ida,01,09,03} (donde o7,
o9 y o3 son las matrices de Pauli). Como para cualesquiera dos elementos a, b € A se tiene
D(ab) = D(a)b+ aD(b), se sigue que D(Idy) = 0, lo cual implica que 0 = D(Id2) = D(U?) =
D(oj)oj+0;D(0j), i.e., para cada j, D(0;) es una matriz que anticonmuta con o;. Por lo anterior

pen=( 4 ) pen=(32 ). pew=( ),

donde a;, b; € C. Dado que o102 = 103 = —o201 y D es una derivacion, se sigue que tb; = ba,
as + bs = —2a; y taz — itbs = —2as. De esta manera, si x, y, z, w € C son tales que a1 =y — z,
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by =w —x, by =i(w — x), ag = i(y + z) y consideramos

=(22),
z w
entonces D = D,. Se sigue que Der(A) C InDer(A) y por lo tanto Der(A) = InDer(A). [

Por la proposicién anterior, para cada D € Der(A), existe a € A tal que D = D,,. Esta es
una primera diferencia con el caso clésico en el cual, no hay derivaciones internas pues se esta
trabajando sobre un algebra conmutativa (véase Seccion 3.5.1). Otra diferencia con el caso clasico
es que Der(A) NO es un A-modulo. En efecto, sea D, € Der(A) y b € A. Entonces Dy(01) debe
anticonmutar con 0. Si bD,, fuera una derivacion, bD,(o1) también deberia anticonmutar con oy
pero en general esto no sucede, i.e., bD, ¢ Der(A). Sin embargo, Der(A) si es un Z(A)-moédulo
izquierdo libre, donde Z(A) es el centro de A (Der(A) es un espacio vectorial ya que Z(A) = C).
Por lo analizado en la seccion 3.5.1, se puede pensar a Der(A)r como el andlogo cuantico de
campos vectoriales reales sobre la esfera cuantica.

Teorema 4.5.2. Der(A) =5l(2,C) :={a € A | tr(a) =0} como dlgebras de Lie sobre C.

Demostracion. De la prueba de la Proposicion 4.5.2 se puede concluir que

0 0 0 0
[Dalp = 8 i(z 0— w) e xg —i(_yy—:_zj ’ (4.2)
0 y—2z i(y+2) 0

donde 8 = {Ida, 01,09, 03}. Considérese el conjunto de las matrices de Pauli {01, 09,03}, el cual
es una base del C-espacio vectorial sl(2,C). Entonces

0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0 2 0 0 —-2¢ 0
[‘Dﬂl]ﬁ - 00 0 —9 ) [DUQ]ﬁ - 0 0 0 0 ) [DU3]B - 0 2 0 0
002 0 0 -2 0 0 00 00

Es claro que {[Dy,]s}?_; son 3 matrices linealmente independientes entre si y debido a que
Dig, =0, B es base de A y Der(A) = InDer(A), se sigue que {[Dy,]s}3_; generan a Der(A). Por
lo anterior, el conjunto v := {h1, ha, h3} con h; = D,, es una base de Der(A) y dimc(Der(A)) =
3 = dimc(sl(2, C)). Como [Dg, Dy] = D,y para cualesquiera derivaciones internas Dg, Dy (véase
Proposicion 3.5.2), se sigue que el conjunto ~ satisface

(hey hs] = 2i€l hy,

donde r, s, t € {1,2,3} y €., es el tensor de Levi-Civita (i.e, satisfacen las mismas relaciones
mostradas en la ec. (4.1) de la Seccion 4.2). Asi, la transformacion C-lineal que asigna h; a o;
para ¢ =1, 2, 3 es también un isomorfismo de algebras de Lie. |
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Proposicion 4.5.3. (sl(2,C),[—, —]) es un élgebra de Lie (con el corchete estdndar) simple

Demostracion. Supongase que existe V' un ideal no-trivial de sl(2,C) y sea aj01 + ago2 + azos
un elemento no nulo de V. Si a; = ay = 0, entonces o3 € V y dado que [03,01] = 2io9,
[03,09] = 2i07, se sigue o1, 02 € V, i.e., V =5sl(2,C), lo cual es una contradicciéon. Lo anterior
implica que a1 # 0 0 ag # 0. Sin pérdida de generalidad, supéngase que a; # 0. Entonces

[01,[02,a101 + a202 + azos]] = 4iayo1,
por lo que o1 € V' y como [02,01] = —2i03, [03,01] = 2i09, se obtiene que V = s((2,C), lo cual
es una contradiccion. Lo anterior prueba que sl(2, C) no tiene ideales no-triviales y por lo tanto,
es un algebra de Lie simple. |
Corolario 4.5.3.1. (Der(A),[—,—]) es un dlgebra de Lie simple.

Teorema 4.5.4. Der(A)r = su(2) := {a € A | a* = —a y tr(a) = 0} como dlgebras de Lie
sobre R.

Demostracion. En general para cualquier algebra de Lie (B, [—, —]) se satisface InDer(B)r =
InDer(B) N Der(B)r = {Dy € InDer(B) | D, = D_+} (véase Corolario 3.5.2.1). Para la esfera
cuantica, por la Proposicién 4.5.1

Der(A)gr = {D, € Der(A) | Dy = D_g+}.

Si Dg = D_g4+, entonces [Dg)g = [D_q+]g y por la ec. (4.2)

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 i(w—x) -y+z | | O 0 i(—w* 4+ z*) z =y
0 i(z—w) 0 —ily+z) | | 0 i(—z*+w*) 0 i(z*+y")
0 y—=z ily+2) 0 0 =24y —i(z*+yY) 0

De la igualdad anterior se puede obtener que Re(x) = Re(w), Re(z) = —Re(y) e Im(z) = Im(y),
donde Re(c), Im(c) denotan la parte real e imaginaria de un ntumero complejo ¢, respectivamente.
De esta forma se concluye que si D, € Der(A)g, entonces

0 0 0 0

(D] = 0 0 i(Im(w) — Im(x)) —2Re(y)
alp 0 i(Im(z) — Im(w)) 0  2Im(y)

0 2Re(y) —QIm(y) 0

Claramente se identifican en [Dg]s 3 grados de libertad reales (dimg(Der(A)r) = 3). Ademas,
usando solo escalares reales, {io1,i09,i03} es una base de su(2) y {iy1,iv2,4y3} es una base
Der(A)g. Mas aun, las dos bases satisfacen las mismas reglas de conmutacion. Asi, la transfor-
macién R-lineal que asigna ih; a io; para j = 1, 2, 3 es también un isomorfismo de dlgebras de
Lie. [
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Como para cualquier algebra de Lie (B, [—, —]),
Der(B) = Der(B)r @ i Der(B)g,
por los dos teoremas anteriores se obtiene el siguiente corolario.
Corolario 4.5.4.1. sl(2,C) = su(2) @iﬁu(Q)

Por lo mostrado en la Seccion 3.5.1., se puede pensar a Der(A)g como el analogo cuantico de
campos vectoriales reales sobre la esfera cuantica.

Observacion. Sea D, € Der(A). Entonces se sabe que el operador ePs (véase Definicion 3.5.3)

es una simetria internal, donde e”e(b) = e®be™?, para toda b € A. Sea [y una simetria de A.

Para a = Ln(g) (una matriz tiene logaritmo si y solo si es invertible), se tiene que e’ = g, 1.e.,

para la esfera cuantica, todas las simetrias son ezxponenciacion de campos vectoriales.
4.5.2. A-médulos izquierdos finitamente generados

En la Subsecciéon 3.5.2 se mostrd que las secciones de un haz vectorial sobre una variedad
suave compacta M se corresponden con C*°(M)-moédulos izquierdos finitamente generados. En
esta seccion se caracterizaran los A-modulos izquierdos finitamente generados.

Antes de empezar con el andlisis, es importante recordar que si I' es un R-moédulo izquierdo,
entonces los siguientes enunciados son equivalentes [26]

1. T es la suma directa de R-mddulos izquierdos simples.
2. Todo R-submoédulo izquierdo simple de I' es un sumando directo de I'.

3. T es la suma (no necesariamente directa) de una familia de R-submodulos izquierdos sim-
ples.

Definicion 4.5.5. Un R-mddulo izquierdo que satisfaga cualquiera de los 8 enunciados anteriores
es llamado un mddulo semisimple.

Proposicion 4.5.6. A es un A-moédulo izquierdo semisimple.

Demostracion. Considérese

w-foeata (20 s s facaras (0 1)),

Supodngase que B; es un A-submoédulo izquierdo propio no-trivial de A;. Entonces existe b; €
B; con b; # 0 y existe un elemento no-nulo b; € A; tal que b; ¢ B;. Es facil encontrar (aunque

'El hecho de que todas las simetrias en la esfera cuantica son internas esta en resonancia con el hecho de que
todas las derivaciones son internas.
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hay que cubrir todos los casos) a; € A tal que a;b; = IA)Z-, lo cual es una contradiccion (con i = 1,
2). Lo anterior muestra que A; y Ag son A-submoédulos izquierdos simples de A y se tiene que

A:Al@Ag.

Por lo tanto A es un A-moédulo izquierdo semisimple. |

Proposicion 4.5.7. Salvo isomorfismos, A7 es el tnico A-mdédulo izquierdo simple.

Demostracion. Si N es un A-mddulo izquierdo simple, entonces N = Ax para cada x € N. Dado
que A=A, @ Ao, se tiene que

N = Alx@Agaz

y claramente A1 = Ay como A-moédulos izquierdos, se sigue N = Aj. |

Con proposicion anterior se puede demostrar el teorema 4.5.8
Teorema 4.5.8. Si ' es un A-mddulo izquierdo (no-cero), entonces I' es semisimple.
Demostracion. Sea I' un A-modulo izquierdo no-trivial. Entonces

I=>" Ay,

pell

donde A es el A-submoédulo izquierdo generado por 3. Como A = A @AQ, se tiene que

Ay = Aﬂ/)@AQl/J, donde A9 y Astp son A-submodulos izquierdos simples de I', por lo cual,
I" es la suma de A-submodulos izquierdos simples y por lo tanto I' es un A-moédulo izquierdo
semisimple. |

Antes de caracterizar a los A-mddulos finitamente generados es necesario el siguiente lema.
Lema 4.5.9. Si M es un R-mddulo finitamente generado tal que
V=Y,
i€l
donde M; es un R-submddulo de M, entonces M es una suma finita de submodulos.

Demostracion. Como M = Z M;, entonces las inclusiones M; — M generan un epimorfismo
i€l
¢: P M — M.
i€l

Sea {x1, ...,z } un conjunto de R-generadores de M. Sea y; € @ M; tal que ¢(y;) = ;. y; tiene
el
solo un numero finito de entradas no cero. Considérese

J ={j €1| algtn y; tiene una coordenada no-cero en j} C I.

Entonces J es finito y M = ZMj. |
jeJ



4. La Esfera Cuéantica 55

Teorema 4.5.10. Sea I' un A-mddulo izquierdo finitamente generado. Entonces existen n € N

n
tal que I' = @Fi, donde I'; es un A-submddulo simple de I.
=1

Demostracion. Como I' es semisimple (véase Teorema 4.5.8) y por lema anterior,

r=>T,

jeJ

donde J es un conjunto finito y I'; es un A-submoédulo simple de I'. Considérese I C J tal que
Z I'; es una suma directa, i.e.,

iel

I'; ﬂ Z I; = {0}
jel j#i
para cada i € I. Ordenando estos subconjuntos I con la inclusién y aplicando el Lema de Zorn se
obtiene un subconjunto maximal I con esta propiedad. Si I = J el teorema se sigue. Supongase
que I # Jyseal’ = Z [;. Parai € J—1,T; NI es un A-submodulo de T';, el cual es simple,
el

porlocual T;NTY =T; o T;NTY = {0}. Si I'; NI = {0}, entonces IV +T; es una suma directa, lo
que contradice la maximalidad de I. Lo anterior implica que I'; NIV = T; y se sigue que I'; C I".
De esta forma se obtiene que I' = I". |

Corolario 4.5.10.1. Sea I' un A-mddulo izquierdo finitamente generado. Entonces I' = AY

(véase Proposicion 4.5.7) como A-mdédulos para alguna n € N.

Con el Teorema 4.5.8 finalmente se puede dar una caracterizaciéon de los A-modulos proyec-
tivos.

Teorema 4.5.11. Todo A-mddulo izquierdo es proyectivo.

Demostracion. Sea T un A-modulo izquierdo. El caso I' = 0 es claro. Sea I'' un A-modulo izquierdo
no-trivial. Considérese
0—I1—Iy—TI3—0

una suceciéon exacta corta de A-modulos izquierdos con I'y no-trivial. Por el Teorema 4.5.8, se
tiene que I'y es semisimple. También se sabe que la sucesion se escinde si y solo si I'y es un
sumando directo [26], pero como la sucesion es exacta, I'; es un A-submddulo izquierdo de T'o
y por lo tanto I'; es un sumando directo de I'y (véase Definicion 4.5.5). Se concluye que toda
sucesion exacta corta de A-modulos izquierdos se escinde. En particular, toda sucesion exacta
corta de A-modulos izquierdos de la forma

0—I1—Iy—IT—70

se escinde y por lo tanto, I' es un moédulo proyectivo. |
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El Teorema 4.5.11 muestra que todo A-mddulo izquierdo es proyectivo, en particular, los fini-
tamente generados. Por otro lado, el Corolario 4.5.10.1 da una caracterizacion de los A-médulos
izquierdos finitamente generados. Estos modulos se pueden pensar como el andlogo cudntico
de los haces vectoriales de dimension finita sobre la esfera cuantica.

4.5.3. Q°(QS?

En el caso clésico, las formas diferenciales se pueden ver como transformaciones multilineales,
alternatnes y C°°(M)-lineales (véase la Subseccion 3.5.3) pues Der(C*°(M)) es un C*(M)-
modulo. En general, esto no sucede, como en el caso de la esfera cuantica donde Der(A) NO forma
un A-moédulo izquierdo. Esta es la razon por la cual hay que generalizar el concepto de formas
diferencial como un subdalgebra de Chevalley-Eilenberg y no como transformaciones multilineales
alternantes A-lineales. Primero que nada, se va a caracterizar por completo el algebra gradudada
Q*(Der(A), A), donde esta tomando la representacion estandar de Der(A) en A. Para ello, se
necesitaran los siguientes resultados.

Teorema 4.5.12. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita n. Entonces el conjunto
k

Ry = {ej; Nej, Ao+~ Nej, |0 <1 <--- < jr <n} es base de /\V, donde {e;j}}_; es base
ordenada de V.

k
Demostracion. Sea vy A--- Avg € /\ V. Considérese M € My, (K) tal que su i-ésimo renglon

n
es el vector (M;, ..., Mi,), donde M;; son escalares que satisfacen v; = g M;je;. Entonces
Jj=1

n n n
Ul/\"'/\vk:ZMljlejl/\“‘/\ E Myj, €5, = Z My, - Myj,ej N+ Nej,.
=1 Jr=1 J1sesJe=1

Noétese que en el dltimo término de la expresiéon anterior, se tiene una suma sobre todas las
posibles combinaciones de indices ji, ..., jx con j; € {1,...,n}. Ademés, si en una combinacion
de indices ji,...,j; hay dos indices con el mismo valor, entonces ej, A --- Aej, = 0 (pues son
antisimeétricas), por lo cual, s6lo las combinaciones de indices ji, ..., ji en las que todos los indices
son distintos entre si forman sumandos distintos de 0 en dltimo término de la expresién anterior,
i.e, s6lo contribuyen las combinaciones que son permutaciones de k elementos y como ej; A--- A
ej, = 0 (pues son antisimétricas) entonces

(A ARRRAN Z Myj, - Myj, e N+ Nej, =

JiseensJk=1

Z Z sgn(0)Mig(jy) *+* Mio(jy€n N Nejy | =

0<j1<+<jx<n \oESy
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o det(Mj,, e A Aey,
0<j1 <<jr<n

donde Mj, ., € My(K) cuya i-ésima columna es la j;-ésima columna de M. Dado que todo
k

elemento en /\ V' es combinacion lineal de elementos de la forma vy A - -+ A vg, se sigue que el
k
conjunto Ry genera a /\ V. Supdngase ahora que

0= Z )‘jh-n,jkejl N Nej, = Z Arer,
0<j1<-<jp<n 1

donde se ha definido Ar := Aj, i, v er :=e; A---Nej, si L = {j1,....,56} € {1,...,n} tal

que 0 < j1 < -+ < jg <n. Paral = {j1,....,7k} C{1,..,n}tal que 0 < 51 < -+ < Jx < m,

considérese

fVE—R

v det(M5, 5.);

donde v = (v, ..., vg). Claramente f es multilineal y alternante. Asi, por la propiedad universal
k

de /\V (la cual es inducida por la propiedad universal del producto tensorial pero solo para

transformaciones multilineales y alternantes), se tiene

vk AL

|
N 131 7; lineal
4 v

R

Obsérvese que Tj(ey) = 1si I = I (como conjunto ordenado) y Ti(er) = 0si I # I (como
conjunto ordenado). Por lo anterior

0="T;0)_Arer) =Y ANTi(Arer) = Aj
1 1

La arbitrariedad de I implica que A; = 0 para todo I, por lo cual Ry es linealmente independiente
k

y por lo tanto, R es base de /\ V. |

k
Proposicién 4.5.13. dimg (/\ V) = ( Z > .
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Demostracion. Como ej, ) A €j o N--- Nej 0 = sgn(o)e; Aea A -+ A e, donde o es una
permutacion de 1,....k en ji,...,jx y solo tenemos n elementos para escoger (los n elementos
de {e;}7_,), entonces la cardinalidad de Ry, es el nimero de subconjuntos de k elementos (cada
subconjunto de k elementos es un término de la base) del conjunto {e; }?:1 sin repeticiones. Por

k
lo tanto dimg (/\V) :<Z) |

Ademas, hay que considerar los siguientes lemas

Lema 4.5.14. (Primer Lema de Whitehead) Sea g un dlgebra de Lie semisimple sobre un campo
de caracteristica 0. Si p: g — gl(V) es una representacion de g con V un K-espacio vectorial de
dimension finita, entonces Hlp(g,V) =0 (véase Definicion 3.5.7) [30].

Lema 4.5.15. (Segundo Lema de Whitehead) Sea g un dlgebra de Lie semisimple sobre un campo
de caracteristica 0. Si p: g — gl(V') es una representacion de g con V un K-espacio vectorial de
dimension finita, entonces HZ (g, V) =0 [30].

k
Por definicion, QF(Der(A), A) = /\Der(A)*@A, donde aqui Der(A)* denota al espacio
dual. Ademas, se sabe que v = {hq, ha, hg} es base de Der(A) (véase Teorema 4.5.2). Sea v* =
{h',h2,h%} la base dual de 7. Para k = 0, QF(Der(A),A) = A, cuya base es § = {og :=
Idy, 01,09,03}. Por el Teorema 4.5.12, para 1 < k < 3 el conjunto Rk = {R; ® JZ‘}?:O =
{(WrA- AR¥) @0y |1 <41 < < i, <3}5,, donde la transformacion (A7 A -+ A hI*) @ o;
esta dada por

(R7UA - AB*) @ 0y : Der(A) x - -+ x Der(A) — A
hit(Dgy,) -+ h*(Dg,)
(Dgy 5 - -, Dgq,) —> det :

04,

hjl(Dak) hjk(Dak)

es base de QF(Der(A), A). Ademas se sigue de la Proposicion 4.5.13, dimc(QF(Der(A), A)) =

(1)

Por otro lado, considérese la diferencial d del complejo (Q°*(Der(A), A), d) (véase la ec. (3.1)).
Entonces para cada a € A se tiene que

d’a : Der(A) — A
Dy — Dy(a) = [b,al;
para cada a € Q' (Der(A), A), d'a € Q?(Der(A), A) esta dada por (usando la Proposiciéon 3.5.2)
d'a : Der(A) x Der(A) — A
( Do Dy ) —la,(Dy)] = [b;@(Da)] = (Diq))-
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y para cada a € Q?(Der(A), A), d*>a € Q3(Der(A), A) esté definida por (usando la Proposicion
3.5.2)
d?a : Der(A) x Der(A) x Der(A) — A
( DC 5 DOL 5 Db ) — [aaa(vaDC)] - [baa(DCwDC)] + [Caa(DCHDb)]
- a(D[a,b}> DC]) + a(D[a,c] ) Db) - a(D[b,c]7Da)'
Ademas (véase la observacion abajo de la Definiciéon 3.5.7),
HQp(Der(A), A) = AP — {4 € A| Dy(a) = [b,a] = 0 para todo b € A} = Z(A) = C
y por el Corolario 4.5.3.1 y los lemas de Whitehead se tiene que
Hb s (Der(A), A) = HEy;(Der(A), A) = 0.

Se sigue de la definicion de los espacios de cohomologia (véase Definicion 3.5.7) que Ker(d?) =
Im(d') y Ker(d') = Im(d®). Mas atin, dado que HZ(Der(A), A) = Ker(d’) = C, se obtiene que
dimc(Im(d°)) = 3 ya que dimg(A) = 4. De esta manera

dimc (H2 z(Der(A), A)) = dime(Q3(Der(A), A)) — dime (Im(d?)) =

dime (3 (Der(A), A)) — dime(Q%(Der(A), A)) + dime (2 (Der(A), A)) — dime(Im(d°))
=4-12+12-3=1,

por lo cual
H p(Der(A), A) = C.

De esta caracterizacion de los espacios de cohomologia se puede concluir dimc(Ker(d!)) = 3,
dimc(Im(d')) = 9 = dimg (Ker(d?)) y dime(Im(d?)) = 3.

Hay que recordar que en la Seccion 3.5.3 se observd que el dlgebra de formas diferenciales se
puede obtener considerando el subélgebra generada por spanc{agdai A---Nday, | a; € C*°(M)}.

Definicién 4.5.16. (Formas diferenciales en QS?) Se define el espacio de formas formas dife-

3
renciales en la esfera cudntica como Q°*(QS?) := @Qk(QSQ), donde Q°(QS?) := A, Q'(QS?) :=
k=0
spana{da | a € A} = spans{Im(d°)} y para k > 1, QF(QS?) := spans{wi A - Awp | w; €
Q1(QS?)).

3
Como dimg(Im(d°)) = 3 se tiene que {doy,dos,dos}, donde dos = 2i Z ) h' @ oy, es una
t=1
base de Im(d?). Un calculo directo muestra que salvo para la matriz identidad y la matriz 0, a do;
¢ Tm(d°) para i = 1, 2, 3 con a € A. Por lo anterior (y como dimg(A) = 4), dime(Q'(QS?)) =
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dimg (spana{Im(d®)}) = 3 -4 = 12 = dim¢(Q!(Der(4), A)), i.e., QH(QS?) = QY (Der(A), A) y
por construccion, se tiene que Q°(QS?) = Q°*(Der(A), A). Esta es una diferencia con el caso
clasico: el algebra de formas diferenciales coincide con todo el algebra de Chevalley-Eilenberg
de las derivaciones. Mas aun, la cohomologia de De Rham de A es igual a la cohomologia de
Chevaley-Eilenberg de Der(A), por lo cual, ya se han calculado las dimensiones de las formas
diferenciales exactas y cerradas en cada caso. Otra diferencia con el caso clasico es que, en general,
ordogs(hy) # dos(ht) o, (la multiplicacion por elementos de A a la derecha y a la izquierda esté
relacionada mediante la regla de Leibniz).
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Elementos Positivos de un C*-algebra
con unidad

Teorema A.0.1. Sea (A, 1,]| ||, *) un C*-dlgebra con unidad y sea a € A. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes

1. a >0 (véase Definicion 2.2.7).

2. a es hermitiano y o(a) C R=? (véase Definicion 2.1.11).

3. a es hermitiano y |[t1 — a|| <t para toda t € R tal que ||a|| < t.
4. a es hermitiano y ||t1 — a|| <t para alguna t € R tal que ||a|| < t.

Demostracion. Se empezard probando que el primer enunciado es equivalente al segundo. Es
claro que si a es positivo entonces a es hermitinano. Notese que para toda A € C y para toda b
€ A,

AL —b% = —(b— VAL)(b+ VAL)

por lo que A € o(b?) si y solo si VA € a(b) 0 =V € a(b), ie., o(b?) = o(b)?. Dado que a es
positivo, existe b hermitiano tal que a = b%. De esta forma o(a) = o(b*) = o(b)? y como o(b) C R
(por la Proposicién 2.2.10) se concluye que o(a) C R0 (recuérdese que o(a) es compacto, véase
Teorema 2.1.13).

Reciprocamente, sea a un elemento hermitiano con o(a) C R=°. Tomando (span 4(a), 1, || ||, *)
el C*-subalgebra con unidad generado por {1,a}, es claro que ésta es conmutativa y por el teo-
rema de Gelfand-Naimark (véase Teorema 2.2.18) es isométricamente isomorfa a

(C(Q(spany(a))), 1(x), |] [loos *)-

Notese que I'(a) = I'(a*) = I'(a)*, por lo que I'(a) es real-valuada. Si existiera x € )(span4(a))
tal que I'(a)(k) = k(a) < 0, entonces k(a) ¢ o(a) y se tiene que x(a)l(x) — I'(a) es invertible.
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Pero (k(a)l(z) —T'(a))(k) = 0 lo cual es una contradiccion. Lo anterior muestra que I'(a) es una

1/2 a1 elemento en

1/22

funcion no-negativa y es posible definir la funcion F(a)l/ 2 Denotando por a
span 4 (a) asociada a F(a)l/2 (por medio de la transformada de Gelfand) se obtiene que a =a.
Ademias dado que T'(a)/? es no-negativa I'(a)/? = F(a)l/g* = D(a'/?") y debido a que T es in-
yectiva al/2" = a!/2, i.e., al/2 es hermitiano y por lo tanto a > 0.

Ahora se proseguira a probar que el segundo enunciado es equivalente al cuarto. Como a es
hermitiano, por lo Proposicion 2.2.10 se sabe que o(a) C R. Ademas, por el Lema 2.2.8 se sigue
que o(a) C [—||al|,||a]|]. Considérese

fi 1 R—R
r—t—ux,

para alguna t € R que cumpla ||a|| < ¢. Esta funcion es continua, monotona y decreciente en
[—llall,]|al|], por lo que tomando su restriccion en o(a) (el cual es compacto por el Teorema
2.1.13)

I ftlo(a)lloe = fe(inf{c(a)}).
Notese que para ||a|| <,
A€o(tl —a) < (t—A)1 —a es invertible <= t — X € o(a) <= fi(\) € o(a),
por lo cual fi(o(a)) = o(fi(a)) = o(tl — a) y se sigue que
ftlo(@lloo = fe(inf{o(a)}) = mf{fi(o(a))} = inf{o(t1 — a)} = [[t1 — all,

donde la ultima igualdad es debido al Lema 2.2.8 (y la definiciéon del radio espectral de un
elemento). Ademés, notese que fi(z) < ¢ si y solo si 0 < z. De esta manera se tiene que
(recuérdese que o(a) es compacto, véase Teorema 2.1.13)

o(a) CcRZY = 0 < inf{o(a)} < fi(inf{o(a)}) <t <= ||t1 —al| < t.

Hay que mencionar que la demostracién anterior también muestra que el segundo enunciado es
equivalente al tercer enunciado [3], [24]. |

Ejemplo A.0.2. Considérese la C*-dlegbra con unidad del ejemplo 2.2.4, (B(H),id, || ||op, *)-
Entonces T € B(H) es positivo si y solo si (z,T(z)) > 0 para toda x € H. En efecto, si T = U?
para U € B(#) hermitiano, entonces

(@, T(2)) = (2,U*(2)) = (U(z),U(z)) = 0.
Si para toda = € H se tiene que 0 < (z,7T(x)), entonces

(,T(x)) — (z, T"(2)) = (2, T(x)) - (T(x),2) =0
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y se sigue de la unicidad el operador adjunto que T = T*, i.e., T es hermitiano. Ademads si A €
R, entonces para toda x € ‘H

M| = (e, z) < (T + Xidy) (), 2) < [|(T + Nidz) ()| ||

Asi, si x # 0,
M|l < (T + Xidy) ()]

Para 0 < X se tiene que 0 < |[(T 4 Aidy)(x)|| siempre que ||z|| # 0, i.e., (T 4+ Xidy)(x) # 0 si
l|z|| # 0 y se sigue que T+ Xidy es inyectiva. Como

(Im(T + Nidy)) " = (Ker(T + Xidy))* = Ker(T + Xidy) = 0,
se obtiene que Im(7T + Aidy) es denso en (H, (—|—)) [1]. Méas aun, el inverso de T+ \idy esta

acotado ya que

(T + Nidz) "1 ()] < %H(TJr Xiday) o (T + Nidy) ™' ()| = HAH

De esta manera se obtiene que 1"+ Xidy es invertible en (B(H),idy, || ||op, *) por lo cual —\ #
o(T) y se concluye que o(T) C R=". El teorema anterior muestra que entonces T es positivo [1].

Proposiciéon A.0.3. Sea (A,1,]| ||,*) un C*-algebra con unidad. Si se define A" := {a € A |
a > 0}, entonces AT es cerrado. Ademés, si a, b € A", entonces a +b € AT.

Demostracion. Sea {a;}jcs una red en A" convergente a un elemento a. De esta forma también
se tiene que {||a;||}jes converge a ||a||. Para alguna t € R tal que ||a;|| <t para toda j € J, por
el teorema anterior se sigue que

111 —ajl| <t

para toda 7 € J y se sigue que

[t1 — a|| = lim ||t1 — a;]| < t.
Jj€J
Por el Teorema A.0.1 se obtiene que a > 0 y por lo tanto A™ es cerrado.

Por otro lado, sean a, b € A" y ¢t = ||a|| + ||b]|, que evidentemente es mayor que ||a + b]|.
Obsérvese que

111 = (a+0)[| = [[(llal|1 = a) + ([[b[|T = )| < [[(lla[|T = a)[[ +[[(|[6l|L = )| < [|al| + [[b]] = ¢

(donde en la ultima desigualdad se ha usado el teorema anterior). De esta manera por el Teorema
A.0.1 se concluye que a +b € AT [24], [25]. [ |

Lema A.0.4. Sea (A, 1, || ||, *) un C*-dlgebra con unidad. Entonces para toda a, b € A se tiene
que o(ab) — {0} = o(ba) — {0}.
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Demostracion. Sea A € C — {0} y considerese x = A711 + A71b(A1 — ab) ~la. Entonces
z(AL —ba) = A1 + A7 (AL — ab) ta)(AL — ba) = 1 — A" tba + A 1b(\ — ab) "t (\a — aba) =

1—XA"1ba+ 21\ —ab) ™' (A —ab)a =1 — A tba + A" tba = 1.

De manera anéloga se prueba que (A1 — ba)z = 1. Lo anterior muestra que A1 — ab es invertible
si y solo si Al — ba también es invertible y el lema se sigue [25]. [

Lema A.0.5. Sea (A, 1,|| ||,*) un C*-dlgebra con unidad y a un elemento hermitiano. Entonces
eristen a™, a= € A elementos positivos tales que a = a™ —a~ yata” = 0.

Demostracion. Como a es hermitiano, considerando (spany(a),1,|| ||, *) el C*-subalgebra con
unidad generado por {1,a}, es claro que ésta es conmutativa y por el teorema de Gelfand-
Naimark (véase Teorema 2.2.18) es isométricamente isomorfa a (C(Q(span4(a))), 1(x), || ||oc, *)-
Ademas a? es un elemento positivo. De la misma manera que en la prueba del Teorema A.0.1,

1
defininase |a| := a?? ot = i(la\ +a)ya” := =(Ja] —a). Claramente a = a* —a~ y ata™ = 0.

5
Por definicién
T(ja]) = T(a®)"/? = T(a)*"* = |T(a)].

Asi, T'(Ja|) es no-negativa y es posible definir un elemento b € span4(a) tal que I'(b) = I'(|a|)
sea hermitiano y satisfaga b = |a| (de la misma manera que en la prueba del Teorema A.0.1);
por lo cual |a] > 0. Como

1/2
)

Pa*) = 5(P@|+T(@) v T(a*) = 3(Pa)] - T(a),

se sigue que I'(a™) y T'(a~) son no-negativas y por un procedimiento anélogo se obtiene que
at>0ya >0]21]. [

Con los lemas anteriores es posible demostrar una ultima caracterizaciéon de los elementos
positivos.

Proposicion A.0.6. Sea (A, 1,]| ||, *) un C*-algebra con unidad. Entonces
At ={a*a|a € A}.

Demostracion. Sea a € AT. Entonces existe b € A hermitiano tal que a = b? = bb = b*b.

Supoéngase que existe d € A tal que —d*d € A*. Por el Lema A.0.4 se sabe que o(—d*d)—{0} =
o(—dd*) — {0}, por lo cual —dd* € A". Tomando b, ¢ € A elementos hermitianos tales que
d = b+ ic (justo como en la demostracion de la Proposicion 2.2.13), se tiene

d*d + dd* = 2b* + 2¢2,

por lo cual d*d = 2b>+2c? —dd* > 0, debido a la Proposicién A.0.3. Dado que o(x) = —o(z) para
toda z € A, se sigue o(d*d) = RZONR= = {0} y por el Lema 2.2.8 ||d||? = ||d*d|| = r(d*d) = 0.
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Asi ||d])?> = 0 y se concluye que d = 0.

Sea a € A. Como b = a*a es un elemento hermitiano, por el Lema A.0.5, se puede escribir a
b como b=b"—b", donde b+, b~ € A son elementos positivos y bb~ = 0. Si se define d = ab™,
entonces

—d*d=—b"a*ab” = —b (b" —b )b =b"" € A"

y por lo desarrollado anteriormente se tiene que 0 = d = b=>. Por lo tanto b~ = 0 y a*a = b*
[21]. |

Es obvio que si 0 < ), entonces Aa € AT siempre que a € A™. Por esto y por la proposiciéon
anterior al conjunto A" se le suele llamar como el cono positivo.

Definicion A.0.7. (Orden parcial en AY) Sea (A, 1, || ||, *) un C*-dlgebra con unidad. En A" :=
{a € A|a >0} se puede definir un orden parcial dado por a <b siy solo si 0 < b—a.

Proposiciéon A.0.8. Sea (A,1,]| ||,*) un C*-algebra con unidad. Si a, b € AT tal que a < b,
entonces [[a| < [[b]| y [|al[T <{b[[1.

Demostracion. Por el teorema de Gelfand-Naimark (véase Teorema 2.2.18), el C*-subalgebra
conmutativa con unidad generado por {1,b}, (span4(b), L, || ||, *) es isométricamente isomorfa a
(C(Q(spany(b))), 1(x), || ||so, *). Entonces por el Teorema 2.1.19 se sabe que ||k||oc = 1 y como
[16]] = |IT'(b)]|c0, se sigue que |[|b]|1(z) — '(b) = T'(||b||1 — b) es no-negativa y por un argumento
analogo al mostrado en la demostracion del Teorema A.0.1 se obtiene 0 < ||b||1 — b. Se sigue que
a < ||b||1. Aplicando el mismo argumento pero ahora sobre el C*-subalgebra conmutativa con
unidad generado por {1,a} se obtiene que (||b]| — ||a|])1(z) = (||b]| — ||a||)T(1) es una funcion
no-negativa y por lo tanto ||a|| < |[b|| y ||a]|1 < |]b]|1 [21]. |

Proposicion A.0.9. Sea (A,1,]| ||,*) un C*-algebra con unidad. Entonces para toda a € A
existen ag, a1, as, a3 € AT tales que
3
Zikak =aq
k=0

y llar|l < |lall.
Demostracion. Dada a € A, se tiene que

a+a* a—a*
a = 5 +1 %

at+a* a-—a*
dond
onde 5 y 57

son hermitianos. Por el Lema A.0.5 existen ag, a1, as, az3 € A tales que

a+a* a—a*
=ag—a
2 0T a2 Y Ty

= aj; — as.
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3
Se sigue que a = Zikak. Finalmente, notese que r(ag) < r(a) y por el Lema 2.2.8 se obtiene
k=0
[lak|| < r(a) < |la]|. Por lo tanto ||ag|| < ||all- |

Para finalizar este apéndice se dard una caracterizaciéon de las matrices de 2 por 2 con coefi-
cientes complejos (véase Ejemplo 2.2.5).

Ejemplo A.0.10. Sea a € My(C) positiva. Por la Proposicion A.0.6 a = b*b para alguna b €

M (C). Entonces
< i o )
a = k 9y

donde a1, aqs € RZ0. Si p(t) denota al polinomio caracteristico de a, entonces
p(t) = (a1 — t)(as — t) — |az|* = % — (a1 + a)t + araq — |ag|*.

Maés aun, por el Teorema A.0.1 los eigenvalores de a (i.e., el espectro de a) deben ser positivos,
por lo cual

(a1 + aq) £ \/(al + a4)? — 4(araq — |az|?)

0<
- 2

y se tiene que

—(a1 + a4) < j:\/(a,l + a4)2 — 4(@1@4 — ’CLQP).

Cuando la raiz es positiva, la condicién anterior se cumple trivialmente. Cuando la raiz es negativa
se obtiene la condicion
0 < aras — |ag|?

0 equivalentemente
|las|? < ayaa.
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Notaciéon de Dirac y Proyectores

Teorema B.0.1. (Teorema de representacion de Riesz). Sea (H,{—|—)) un C-espacio de Hilbert
y sea H* su espacio dual (funciones lineales y continuas). Si f € H*, entonces existe un unico v
€ H tal que f(u) = (v|u) para todo u € H [28].

El teorema anterior justifica la notacion de Dirac: Sea (H, (—|—)) un C-espacio de Hilbert y
sea H* su espacio dual. A los elementos v € H se les denota como |v) y a los elementos f € H*
se les denota como (v|, donde v es el tnico vector de H tal que f(u) = (v|u) para todo u € H.

Proposicién B.0.2. Sea (H, (—|—)) un C-espacio de Hilbert y sean A € C, v, u € H. Entonces
[Av 4+ u) = Av) + |u) vy (Av + u| = Av| + (u]

Demostracion. Se sigue de formulacion de la notacion de Dirac y del teorema de representacion
de Riesz. |

Definicion B.0.3. (Diada) Sea (H, (—|—)) un C-espacio de Hilbert. Dados |v) € H y (u| € H*,
se define una diada como la transformacion

[o)(u|: H — H
jw) — (uw)|v).

Es claro que la transformacion anterior es lineal y continua (y por lo tanto acotada).

Proposicion B.0.4. Sea (H, (—|—)) un C-espacio de Hilbert separable y sea {|v;) }ic4 una base
de Schauder! ortonormal de H. Entonces {|v;)(v;|}ijea es una base de Schauder para B(H)
(véase Ejemplo 2.2.4). En particular idy = Z |vi) (vil.

€A

Una base de Schauder de un espacio de Banach B es un conjunto numerable {b;};ca que es linealmente
independiente y para b € B existen escalares {\; }ica tales que

b= Aibs.

i€EA

Si dimk (B) < oo, entonces las bases de Schauder son de cardinalidad finita.

67
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Demostracion. Sean {\;j}i jca tales que Z Aij|vi)(vj| = 0. Entonces, para cada r
1,jEA

0=0Jv;) = Z Aijlvi) (vj])|vp) = Z Xij(vjlve) vs) = Z)\MUZ

i,jEA i,jEA €A

Como {|v;) }ica es un conjunto linealmente independiente, se tiene que A\; = 0, lo cual implica
que \;; = 0 para todo 4, j € A. Por lo tanto {|v;)(vj|}ijea es un conjunto linealmente indepen-
diente en B(H).

Sea T € B(H) y sea |w) € H. Como {|v;) }ica es base ortonormal de H, se tiene que

[w) = (vilw)]v;).

€A

Ademés |Tv;) = Z a;j|v;), para a;; € C. Por lo anterior |[Tw) = Z a;j(vi|w)|v;). Considérese
ijeA ijeA
la transformacién f de H en H dada por

flwy = { > ailoi(v;] | [w),

i,jEA

la cual es lineal y continua, por lo tanto, acotada. Es claro que |fw) = Z a;j(vi|lw)|v;), por
i,jEA
lo cual |fw) = |Tw). Como |w) fue arbitrario, se tiene que f = T, de donde se sigue que
{lvi){vj]}ijea es un conjunto generador de B(H). Por lo tanto, {|v;)(vj|}ijca es base de B(H).
Asimismo, se sigue de la definicién de diada que idy = Z |vi) (i [
i€A
Notese que por formulacion de la notacion de Dirac, si T € B(H), entonces T'(v) = T|v) =
|Tv) y (Tu| = (u|T™, donde T™ : H — H es el operador adjunto de T". Ademas (|v)(u|)* = |u)(v|.

Definicion B.0.5. (Proyector) Sea (H,(—|—)) un C-espacio de Hilbert. Se dice que P € B(H)
es un proyector si P = P?. Si ademds P* = P, entonces se dice que P es un proyector ortogonal.
Finalmente, P es un proyector minimo si es un proyector ortogonal y dime¢(Im(P)) = 1.

Hay que observar que si P es un proyector, entonces H = Im(P) @ Ker(P). En efecto, como
P = P2, entonces Im(P) N Ker(P) y para todo |v) € H, |[v) = P|v) + (idgy; — P)|v). Un proyector
P proyecta el espacio H en Im(P).

Proposicion B.0.6. Sea (H,(—|—)) un C-espacio de Hilbert. Entonces |v)(u| es proyector or-
togonal si y solo si |u) = |v) y ||v]| = 1.
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Demostracion. Es claro que si ||[v|| = 1, entonces P = |v)(v| es un proyector ortogonal.

Supoéngase que |v){u| es un proyector ortogonal. Entonces (|v)(u])? = |v){u]| lo que implica
que

(ulv)v) (ul = [v){ul,

por lo cual (u|v) = 1. Ademas, como (|v)(u|)* = |v)(ul, se tiene que |u)(v| = |v)(ul, i.e., para
todo |w) € H (v|w)|u) = (u|w)|v). Esto muestra que |u) = |v) y se sigue |[v|| = 1. [

Cabe mencionar que si (V, (—|—)) es un C-espacio vectorial de dimension finita n, entonces V'
es un espacio de Hilbert, por lo cual se puede usar la notacién de Dirac. Sea T : V — V lineal.
Si en alguna base de V', T es de la forma

aip -+ Qip
anl1 ' Qnn
n n
entonces tr(7") = Z ai; = Z(leW, donde {|i)}!"_, representa a la base estandar.
i=1 i=1

Proposicion B.0.7. Si P es un proyector, entonces sus unicos posibles eigenvalores son 0 y 1.
Demostracion. Sea |x) un eigenvector de P con eigenvalor A. Entonces

Az) = Plz) = P?|z) = AP|z) = \?|z)
y dado que |z) # 0 se sigue A = A2. Por lo tanto A € {0,1}. [ |
Ejemplo B.0.8. Sea V = C? y sea P un proyector ortogonal. Entonces dime(Im(P)) = 1. Dado

0 # v € Im(P), considérese 0 = ﬁ Entonces P = [0)(0].
v
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