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Introduccion

Una digréafica D consta de un conjunto finito no vacio de objetos, llamados vértices,
y de un conjunto de pares ordenados de distintos elementos de los vértices de D, a estos
elementos se les llama flechas o arcos de D. Un subconjunto importante de los vértices
de D es el nicleo, por sus multiples aplicaciones en teoria de juegos, en dominaciéon y
en teorfa de decisiones. Un nicleo N de una digrafica D es un subconjunto del conjunto
de los vértices de D tal que cumple las siguientes condiciones:

= No existen flechas entre los elementos de NNV,

= Para cualquier vértice x fuera de N, existe al menos un vértice y en N tal que
(z,y) esta en el conjunto de las flechas de D.

El concepto de nucleo fue introducido por Von-Neumann y Morgenstern en [10] a partir
de un problema dado en la teoria de juegos.

De este concepto surge la idea de nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas,
la cual consiste en tomar una digrafica D m-coloreada por flechas y tomar un subcon-
junto de los vértices de dicha digrafica, llamemos N a dicho subconjunto, el cual debe
cumplir con las siguientes condiciones:

= Decimos que N es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocro-
maticas si para cualquier par de vértices en N no existe una trayectoria dirigida
monocromatica entre ellos.

= Decimos que N es un conjunto absorbente por trayectorias dirigidas monocroma-
ticas si para cualquier vértice x fuera de N existe un vértice y en N tal que existe
una zy-trayectoria dirigida monocromatica en D.

Se empezo6 a estudiar la existencia de nucleo por trayectorias dirigidas monocromati-
cas en los torneos, donde surgieron varias preguntas sobre cudndo este tipo de digréficas
poseen un nucleo por trayectorias dirigidas monocrométicas.

Sands, Sauer y Woodrow demostraron en [9] que toda digrafica 2-coloreada tiene
un nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, asi en particular se tiene que
todo torneo 2-coloreado tiene un nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas y
proponen el siguiente problema:

St T es un torneo 3-coloreado que no tiene Cs. ;T debe de tener nicleo por trayec-
torias dirigidas monocromdticas?
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Shen Minggang demostré en [5| que si un torneo esta m-coloreado y no tiene a Cj
ni a 73, entonces tiene un nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. También
demostré que este resultado es lo mejor posible para m > 5.

Para m = 3 la pregunta hecha por Sands, Sauer y Woodrow sigue abierta.

Para el caso m = 4 Hortensia Galeana Sanchez y Rocio Rojas dieron en [4] un con-
traejemplo, es decir, encontraron una digrafica 4-coloreada que cumple con no contener
a ('3 pero que no tiene un nucleo por trayectorias dirigidas monocrométicas.

También demuestran para m = 3 en [7| que un torneo, el cual no tenga a Cs3 y en
cada vértice el niimero de colores que incidan en él sea a lo mas dos, entonces el torneo
tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocrométicas. También demuestran que
si a un torneo m-coloreado, con m > 4, se le pide la condiciéon que a todo vértice le
inciden a lo més dos colores, entonces éste tiene un nicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

Al encontrar algunas condiciones para estas digraficas era natural que alguien se
hiciera la pregunta ;qué pasaria si a un torneo se le borra una flecha?, esta pregunta
la hacen Hortensia Galeana Sanchez y Rocio Rojas Monroy al final del capitulo 3 en
[7], a esta digrafica le llaman cuasitorneo. Hortensia Galeana Sanchez demuestra en 2]
que si en un cuasitorneo todo ciclo de longitud a lo més cuatro es cuasimonocromatico,
entonces tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocrométicas. También Hortensia
Galeana junto con José de Jests Garcia Ruvalcaba demuestran en [3] que si un cuasi-
torneo m-coloreado no tiene a C'3 ni a T3 , entonces éste tiene un nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas.

Laura Pastrana Ramirez y Maria del Rocio Sanchez Lopez se dan cuenta en [6]
que si a un cuasitorneo m-coloreado, con m > 4 y p > 4 se pide la condicién que en
todo vértice incidan a lo mas dos colores, entonces éste no contiene a T3 ni a C3. Con
esto demuestran que todo cuasitorneo, donde el ntimero de colores que inciden en sus
vértices es a lo mas dos, tiene un niicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. De
igual manera Hortensia Galeana Sanchez y José de Jestis Garcia Ruvalcaba dan otras
condiciones en [3] para que un cuasitorneo tenga un nicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

De igual manera Laura Pastrana Ramirez y Maria del Rocio Sanchez Loépez, al final
del capitulo 3 de [6] se preguntan ;qué pasaria si a un torneo se le borran n flechas, con
n > 27.

En esta tesis trabajaremos sobre esta pregunta para n = 2 (a un torneo al cual se le
borran dos flechas se le llama cuasicuasitorneo), es decir, buscaremos condiciones con
las cuales podemos asegurar que un cuasicuasitorneo tenga un nicleo por trayecto-
rias dirigidas monocromaticas, ademas presentaremos algunos de los resultados antes
mencionados.

En el capitulo 1 daremos las definiciones bésicas que se usarédn a lo largo de este
trabajo, también se proporcionaran algunos resultados previos que seran de utilidad
para los capitulos siguientes.

En el capitulo 2 estudiaremos algunos de los resultados antes mencionados sobre
torneos y cuasitorneos para saber cudndo podemos asegurar que éstos tienen ntcleo
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por trayectorias dirigidas monocromaticas, respectivamente.

En el capitulo 3 veremos algunas condiciones para poder asegurar que un cuasicuasi-
torneo tenga nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas utilizando un resultado
que afirma que una digrafica m-coloreada tiene un nucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas si y sélo si la cerradura de esta digréafica tiene ntcleo.

Veremos que si la pregunta hecha por Sands, Sauer y Woodrow para cuasicuasi-
torneos se cumple, es decir, si D es un cuasicuasitorneo 3-coloreado que no tiene Cs,
entonces ;D debe tener nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas?.

También veremos si el resultado dado por Shen Minggang se cumple para cuasicua-
sitorneos, es decir, si D es un cuasicuasitorneo m-coloreado tal que no contiene a T3 ni
a C3, sentonces D tiene un nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas?.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos las definiciones y algunos resultados bésicos de la
teoria de graficas. Estos conceptos nos seran de utilidad para el resto de la tesis.

1.1. Conceptos basicos

1.1.1. Graficas

Una grafica G = (V(G), A(G)) es una pareja ordenada, donde V(G) es un conjunto
finito de objetos, no vacio y A(G) es un conjunto de pares no ordenados de elementos
de V(G). Los elementos de V(G) reciben el nombre de vértices y los de A(G) el de
aristas.

{u,v} C V(G), decimos que u es adyacente a v y que a = (u,v) € A(G) incide
en uyenuv,yuyvsonextremos de la arista a.

El grado de u en V(G), denotado por §(u), es el nimero de vértices adyacentes a
u.

Un camino C' = (ug,uy, us, ..., u,) en G es una sucesion de vértices tal que u; es
adyacente a u;;1 para todo i € {0,1,...,n — 1}. La longitud del camino C es n, y se
denota como ¢(C') = n. Un camino cerrado es un camino donde el vértice inicial y el
final son iguales.

Un paseo P en GG es un camino que no repite aristas y una trayectoria 7' es un
camino que no repite vértices.

Un ciclo es un camino cerrado con longitud mayor o igual a 3, tal que inicamente
se repite el vértice inicial y final.

Sea u € V(G), denotamos por N(u) a los vecinos de u, es decir, N(u) = {v €
V(G) : wadyacenteav}.

Sea S C V(G), denotamos por N(S) a los vecinos de S, es decir, N(S) = {u €
V(G) : uwadyacenteas, s € S}.

Decimos que S C V(G) es un conjunto independiente si u no es adyacente a
v, para todo {u,v} C S. Decimos que S es un conjunto dominante si para todo

7
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u € V(G)\ S existe v € S tal que v es adyacente a u (ver figura 1.1). Un vértice domina
a todos sus vecinos y a él mismo.

En la figura 1.1 se muestra un ejemplo de como se representa una grafica GG, donde
V(G) = {a,b,v,u,w} y AG) = {(a,v), (a,w), (b,u), (b,w), (v,w), (v,u), (u,w)}, en
la cual se utilizan puntos para representar a los vértices y segmentos de recta para
caracterizar a las aristas.

Figura 1.1: S = {a, b} es un conjunto dominante e independiente. Por otro lado 6(w) =
4.

1.1.2. Digraficas

Una digrafica D = (V(D), F(D)) es una pareja ordenada donde V(D) es un conjun-
to finito de objetos, no vacio y A(D) es un conjunto de parejas ordenadas de elementos
distintos de V(D). Los elementos de V(D) reciben el nombre de vértices y los de A(D)
el de flechas o arcos.

Una multidigrafica es una digrafica la cual contiene flechas multiples, es decir,
pueden existir mas de una flecha uniendo dos vértices.

D es una digrafica transitiva si para cada tercia de vértices distintos u, v, w, de los
cuales se tiene que (u,v) € F(D) y (v,w) € F(D), también se tiene que (u,w) € F(D).

Diremos que dos vértices u y v de D son adyacentes si existe una flecha entre ellos.

Se dice que (z,y) € F(D) es una flecha simétrica si (y,x) también esta en las
flechas de D. (z,y) € F(D) es una flecha asimetrica si (y,x) ¢ F(D).

Sea A C V(D) distinto del vacio, una Az — flecha es tal que (a,z) € F(D), con
a€ Ayx € V(D). UnaxA— flecha es tal que (x,a) € F(D),dondea € Ay x € V(D).
Una AB-flecha es una flecha (a,b) € F(D) tal quea € Ay b€ B, con AC V(D) y
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B C V(D).

Sea v € V (D), denotamos por N~ (v) a los vecinos interiores de v donde N~ (v) =
{u e V(D) : (u,v) € F(D)} y a los vecinos exteriores como N*(v) = {u € V(D) :
(v,u) € F(D)}.

El grado de un vértice v, denotado por §(v), en D esta dado por

d(v) =6%(v) + (v)

donde 0% (v) = |[NT(v)| es el exgrado de vy 6~ (v) = |[N~(v)| es el ingrado de v
(ver figura 1.2).

A un vértice de ingrado cero le llamaremos fuente mientras que a un vértice de
exgrado cero le llamaremos pozo (ver figura 1.2).

A una digréafica la representamos con puntos, los cuales juegan el papel de los
vértices, y con flechas, las cuales representan las adyacencias, en la figura 1.2 pode-
mos ver la representacion de una digrafica D, donde V(D) = {uy, us, us, uy, us, ug} y
A(D) = {(u1, u3), (uz,u3), (u2, us), (ua, u), (us, us), (us, ua), (s, ur), (us, uz), (us, ua)}.

up

)

Us

us

Uy

Figura 1.2: 67 (uy) = 1, § (u4) = 2, ug es pozo y ug es fuente.

Existen varios tipos de digraficas, a continuacién mencionaremos algunas:

Dadas dos digraficas D y Dy, se dice que D; es una subdigrafica de D si V(D;) C
V(D) y F(Dy) C F(D). Se denota por D; C D.

Sea D una digrafica, una digrafica D; es una subdigrafica inducida de D si
D, C Dy F(D;) es maximo por contencion, para S C V(D) la subdigrafica inducida
por S, denotada por D[S], es la subdigrafica inducida de D que tiene V(DI[S]) = S.

Una digrafica Dy es una subdigrafica generadora de D si D; C D y ademas
V(D,) = V(D).
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La parte simétrica de una digrafica D, denotada por Sim(D), es una subdigrafica
generadora de D, tal que sus flechas son las flechas simétricas de D.

La parte asimétrica de una digréafica D, denotada por Asim(D), es una subdigra-
fica generadora de D, tal que sus flechas son las flechas asimétricas de D.

Una digrafica D es completa si (u,v) € F(D)y (v,u) € F(D) para todo u y v en
V(D), ver figura 1.3 a, es decir, Sim(D) = D para todo {u,v} C V(D).

Una digrafica D es semicompleta si (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D) para todo u y
ven V(D), ver figura 1.3 b.

Uy
a o \ b. v1l< ilvz
v
>. U, 4 V3

Figura 1.3: a) Digrafica completa, b) Digrafica semicompleta.

® =
us

Un torneo T es una digrafica semicompleta tal que si (u,v) € F(T), entonces
(v,u) ¢ F(T), ver figura 1.4 T.

Un cuasitorneo es una digrafica que resulta de la supresion de una flecha (x,y) de
algun torneo T, ver figura 1.4 T — (vy, v3).

Un cuasicuasitorneo es una digrafica que resulta de la supresion de una flecha
(u,v) de algin cuasitorneo D, ver figura 1.4 T — {(vy, v1), (v3,v1)}.

T: T— (vyyvg): T—{(vysv1), (vg,v1) } ¢
Vlj v Vi Vo Vi Yz
)
‘
W v W v W W

Figura 1.4: Torneo, cuasitorneo y cuasicuasitorneo.

Un camino dirigido C' = (v, vq,...,v,) en D es una sucesion de vértices tal que
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(vi,vi41) € F(D) para todo i € {0,1,...,n — 1}. Ademés decimos que C es un camino
dirigido de longitud n, y lo denotamos por ¢(C) = n.

Un paseo dirigido es un camino dirigido que no repite flechas y una trayectoria
dirigida es un camino dirigido que no repite vértices.

Llamaremos camino cerrado dirigido a un camino dirigido que comienza y ter-
mina en el mismo vértice. Un ciclo dirigido es un camino cerrado dirigido, de longitud
mayor o igual a 2, que no repite vértices salvo el primero y el ultimo.

Un ciclo asimétrico es un ciclo dirigido tal que no tiene flechas simétricas.

La distancia entre dos vértices u y v, denotada como d(u,v), es:

d(u,v) = min{l(T) : T esunauv — trayectoria dirigida}.

Notemos que no necesariamente se tiene que d(u,v) = d(v, u).

1.2. Nncleos

Sea D una digrafica, decimos que S es un conjunto independiente si u no es
adyacente a v para todo par de vértices u 'y v en S C V(D).

Decimos que S C V(D) es un conjunto absorbente si para todo u € V(D) \ S
existe v € S tal que (u,v) € F(D).

Sea N C V(D) decimos que N es niicleo de D si:

= N es independiente y

= N es absorbente.
Decimos que S C V(D) es un semintcleo de D si:

= S es independiente y

» Si existe una Sx — flecha, entonces existe una xS — flecha (semiabsorbente).
Un conjunto @ C V(D) es cuasinicleo si:

= () es independiente y

» para todo u € V(D) \ Q existe ¢ € @Q tal que d(u,q) < 2 (cuasiabsorbente).

Decimos que D es nucleo per fecta si toda subdigrafica inducida de D tiene nicleo.

En la siguiente figura se muestra una digrafica D que tiene ntucleo y cuasintcleo.
N = {us,us} es nicleo de D pues {(u3, us), (us,u3)} € F(D), es decir, N es un conjunto
independiente, y {(u1, u3), (u2, us), (us, us), (ug, ug) } C F(D), es decir, N es un conjunto
absorbente. Por lo tanto N es un ntucleo de D.

Q) = {us} es un cuasinicleo de D pues es un conjunto independiente y como
{(uy,u3), (ug, u3), (us,uz)} € F(D) y (ug,ur,us), (ug, uz,us) son trayectorias de lon-
gitud dos de uy v ug a us, entonces tenemos que () es cuasiabsorbente. Por lo tanto ()
es cuasintcleo.
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Figura 1.5: N = {us,u4} es nucleo, @ = {u3} es cuasinicleo.

Hay que notar que no todas las digraficas tienen ntcleo. En la figura 1.6 se muestra
una digrafica sin nucleo.

Veamos porque no tiene nucleo:

Como todos los vértices son adyacentes, si D tuviera nicleo este constaria de un s6lo
vértice. Ademéas como todos los vértices tienen el mismo exgrado e ingrado, podemos
tomar cualquier vértice, consideremos a u como elemento de nuestro ntucleo N. u absorbe
a w pero no absorbe a v. Por lo tanto el ciclo dirigido de longitud 3 no tiene niticleo,
esta es la tnica digrafica de orden 3 que no tiene ntcleo.

Figura 1.6: Ciclo de longitud 3.

La siguiente digrafica de orden 3 si tiene nicleo. N = {a3} es nicleo pues absorbe
a aj y as, y es independiente.
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Figura 1.7: Digrafica transitiva de orden 3.

La digrafica mostrada en la figura 1.6 es el ciclo de orden 3 y la digrafica mostrada
en la figura 1.7 es la digrafica transitiva de orden 3 .
A continuacion veremos un resultado que relaciona a nucleos con semintcleos.

Teorema 1. (Victor Neumann) Si para toda subdigrdfica H inducida de D, H tiene
seminiicleo distinto del vacio, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Haremos la demostracion por contradiccion. Supongamos que D no tie-
ne nucleo. Por hipétesis tenemos que D tiene un semintcleo distinto del vacio. Asi,
tomemos S un semintucleo, distinto del vacio, maximo por contenciéon de D. Definamos
Q = {z € V(D) : no existe unazS — flecha}, como D no tiene niicleo sabemos que
Q es distinto del vacio. Consideremos D’ la digrafica inducida por (). Por hipotesis
sabemos que D’ tiene un semintucleo S’ distinto del vacio.

Afirmacion. S U S’ es un semintcleo en D. Para esto mostraremos que S U S’ es
independiente y es semiabsorbente.

1. SUS’ es independiente. Sabemos que S y .S’ son independientes. No existe ninguna
S’S — flecha, ya que S’ C @ y por construccion de D'. Dado que S es seminticleo de D
y 5" C @) tenemos que no existe ninguna SS’ — flecha, pues si existiera una tendriamos
que también existe una S’S — flecha. Por lo tanto S U S’ es independiente.

2. SUS’ es semiabsorbente. Supongamos que existe un = € V(D) tal que existe una
(SUS")x — flecha, digamos (y,z) donde y € SUS’. Six € V(D'), entonces y esta en 5,
pues como S es semintcleo de D esto implicaria que deberia existir una xS — flecha,
lo cual no puede pasar por definicién de D’, asi tenemos que existe un z en S’ tal que
(x,2) € F(D') C F(D). Sixz ¢ V(D') entonces existe una z en S tal que (z,2) € F(D).
Por lo tanto S U S’ es semiabsorbente.

Asi tenemos que S U S’ es un semintcleo de D, lo cual es una contradiccion pues S
era maximo. Por lo tanto D tiene ntcleo. O]

A continuacién veremos algunas condiciones, con relacion a ciclos dirigidos, que debe
cumplir una digrafica para poder asegurar que ésta tiene nicleo.

Teorema 2. Si D es una digrdfica tal que cada ciclo dirigido tiene al menos una flecha
simétrica, entonces D tiene nicleo.
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Demostracion. Haremos nuestra demostraciéon por contradiccion. Supongamos que D
no tiene nicleo, asi por la contrapositiva del teorema 1 tenemos que existe H una
subdigréfica inducida de D que no tiene un semintcleo distinto del vacio. Sea u €
V(H), sabemos que {u} no es un seminicleo de H, entonces existe u; € V(H) tal que
(u,u1) € F(H) y (ui,u) ¢ F(H). Como {u;} no es semintcleo, entonces existe un
uy € V(H), con uy # u, tal que (uy,us) € F(H) y (ug,uy) ¢ F(H). Seguimos con esta
construccion de us, y como H es finita tenemos que existen los primeros j, k tales que
u; = ug, entonces ¢ = (uj, 41, ..., u, = u;) es un ciclo dirigido sin flechas simétricas
en H, pero este también estd en D, lo que contradice nuestra hipotesis de teorema. Por
lo tanto D tiene nicleo. O

1.2.1. Nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas

Una digrafica D es m — coloreada por flechas, por simplificlaciéon m-coloreada,
si sus flechas estan coloreadas con m colores.

Denotaremos con C3 a los ciclos de longitud tres y con T3 a los torneos transitivos
de orden tres, coloreados con 3 colores.

Uz

Figura 1.8: C3 y T5.

Decimos que una trayectoria dirigida es monocromatica (tdm) si sus flechas
tienen asignado el mismo color. De igual manera un ciclo y un camino dirigidos son
monocromaticos si todas sus flechas tienen asignados el mismo color.

Un ciclo es cuasitmonocromatico si tiene a los méas una flecha de un color distinto
a las demés.

Teorema 3. Sea D una digrifica m-coloreada. Todo uv-camino dirigido monocromdtico
en D contiene una uv-tdm.

Demostracion. Sean D una digrafica m-coloreada y 8 = (u = xg, 21, ...,v = x,) un uv-
camino dirigido monocromatico en D. Haremos la demostracion por induccion sobre n,
“B) =n.

Base inductiva. ¢(8) = 1.

Entonces (x¢, ;) también es una uv-tdm.
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Hipotesis de induccion.

Supongamos que todo uv-camino dirigido monocromatico de longitud menor que n
contiene una uv-tdm.

Paso inductivo.

Sea = (u = xg, 1, ...,v = T,) un uv-camino dirigido monocromético de longitud

Caso 1. 3 es una uv-tdm.

Caso 2. Existen {7,7} C {1,...,n} tal que x; = x;. Supongamos sin pérdida de
generalidad que ¢ < j, tomemos ' = (v = zg, 21, ..., T; = T;, Tjt1, ..., Tn, = V) €l cual es
un uv-camino dirigido monocromatico de longitud menor que n. Asi, por hipotesis de
induccién tenemos que ' contiene una uv-tdm, digamos 7. Como T' C ' C 3 tenemos
que [ contiene una uv-tdm.

Por lo tanto, todo uv-camino dirigido monocromatico en D contiene una uv-tdm. [J

Sea D una digrafica m-coloreada, decimos que N C V(D) es un niacleo por tra-
yectorias dirigidas monocromaticas (NTDM) si:

» para todo {x, y} C N no existe una zy -tdm, es decir, es independiente por tdm
y

» para todo x € V(D) \ N existe algin y € N tal que existe una zy-tdm, es decir,
es absorbente por tdm.

Figura 1.9: N = {v3,v4} es un NTDM de D.

En la figura 1.9 tenemos una digrafica D con un NTDM. N = {wvy,v4} es nicleo por
tdm de D. Veamos que N es independiente por tdm, observemos que a vy sblo le salen
flechas de color 1 y a vy s6lo le entran flechas de color 3 y 4, por lo tanto no hay tdm de
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vy & vy, también observemos que a vy solo le salen flechas de color 3 y a vy sélo le entran
flechas de color 1, es decir, no hay tdm de v; a v9. Por lo tanto IV es independiente por
tdm.

Ahora veamos que N es absorbente por tdm, podemos notar que {(vq,v), (v3,v4),
(vs,v4)} € F(D) y (vg,vs,v4) €s una vgvy-tdm, asi tenemos que N absorbe por tdm a
todo w € V(D) — N.

Por lo tanto N es un NTDM de D.

v, 2 _15
1 4
Vo 2 Vg
3 4
vy 1 g Va

Figura 1.10: D no tiene NTDM.

En la figura 1.10 tenemos una digrafica D sin NTDM, veamos el porque no tiene
NTDM. Supongamos que si, observemos que el vértice vg es un pozo, por lo tanto
debe de estar contenido en el niicleo. Como wvg esta entonces los vértices vs y vy no
pueden estar; notemos que los vértices vy, v y v3 no son absorbidos por el vértice vg
por trayectorias dirigidas monocromaticas. Observemos que los vértices vy, v y v3 estan
en un ciclo de longitud tres 3-coloreado, el cual es el torneo de menor orden que no
tiene NTDM, pues si tomamos el vértice v; este absorbe al vértice v3 pero a v, no lo
absorbe nadie y no lo podemos poner en el nicleo pues (v, v7) esta en las flechas de la
digrafica. Por lo tanto la digrafica de la figura 1.10 no tiene NTDM.

Si D es una digrafica m-coloreada entonces la cerradura de D, denotada por C(D),
es una multidigrafica tal que:

= V(C(D)) =V(D)y
» F(C(D)) = {(u,v)de colori:si existe unauv — tdmde coloricontenida en D}.

Es inmediato, por la definicion de la cerradura, que toda vu-tdm, donde u € N*(v),
se preserva en C(D), dicho de otro modo, toda (v,u) € F(D) de color i se preserva en

C(D).
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En la figura 1.11 se muestra un ejemplo de la cerradura de una digrafica D.

Figura 1.11: Cerradura de D.

Observacion 1. i) Si D es una digrafica m-coloreada y en C'(D) hay una uv-tdm, enton-
ces en D existe un uv-camino dirigido monocromatico, lo que implica por el teorema 3
que en D existe una uv-tdm.

ii) Si D es una digrafica m-coloreada y v = (uy, us, ..., u, = uy) es un ciclo dirigido
monocromatico en D, entonces en C(D) 7 es un ciclo simétrico, es decir, todas sus
flechas son simétricas, ésto se debe a que para cada {u;,u;1} € V(y) se tiene una
u;11u;-tdm. También observemos que si v en D tiene s6lo una flecha de distinto color,
digamos (uq,uz), entonces tenemos que (ug, ug, ..., U,_1, U1) €s una usui-tdm, de lo cual
se obtiene que (ug,u;) € F(C(D)), es decir, ~y tiene una flecha simétrica en C(D).

Con la definicién de cerradura se pueden relacionar los conceptos de niicleo y niucleo
por trayectorias dirigidas monocromaéticas, lo cual nos servira para demostrar que una
digrafica m-coloreada tiene NTDM.

Teorema 4. Sea D una digrdfica m-coloreada. D tiene NTDM si y solo si C(D) tiene
nicleo. De hecho, N es NTDM de D si y sdlo si N es nicleo de C(D).

Demostracion. =]Sea N un NTDM de D. Sabemos que V(D) = V(C(D)). Por de-
mostrar que N es nicleo en C(D).

1. Por demostrar que N es un conjunto absorbente en C'(D). Sea x € V(C(D))\N =
V(D)\ N, como N es un NTDM en D entonces existe y € N tal que existe una zy-tdm.
Por lo tanto en C'(D) existe la flecha (z,y), por definicion de C(D). Por lo tanto N es
absorbente.

2. Por demostrar que N es un conjunto independiente en C(D). Sea {z,y} C N,
como N es un NTDM en D entonces no existe una zy-tdm ni una yz-tdm en D. Por
lo tanto (z,y) ¢ F(C(D))y (y,z) ¢ F(C(D)). Por lo tanto N es independiente. Por lo
tanto N es nicleo en C'(D).

<] Sea N un nucleo en C(D). Por demostrar que N es un NTDM en D.
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1. Por demostrar que N es un conjunto absorbente por tdm en D. Sea z € V(D) \
N = V(C(D)) \ N, como N es un nucleo en C(D) entonces existe y € N tal que
(x,y) € F(C(D)) lo cual implica (por definicion de C(D)) que existe una xy-tdm en
D. Por lo tanto N es aborbente por tdm.

2. Por demostrar que N es un conjunto independiente por tdm en D. Sea {z,y} C N,
como N es un nucleo en C(D) entonces (z,y) ¢ F(C(D)) vy (y,x) ¢ F(C(D)) lo cual
implica que en D no existe una xry-tdm ni una yz-tdm. Por lo tanto N es independiente.

Por lo tanto N es un NTDM en D. O

Lema 1. Si D es una digrdfica m-coloreada, C(D) su cerradura, S C V(C(D)) = V(D)
y BCV(C(D)[S)]), entonces C(D)[S][B] = C(D)[B], es decir, la digrifica inducida por
B en la digrifica inducida por S en C(D) es igual a la digrifica inducida por B en
C(D).

Demostracion. Como V(C(D)[S][B]) = V(C(D)[B]), entonces solo basta probar que
F(C(D)[S]|B]) = F(C(D)[B]). Lo demostraremos por doble contencion.

i) F(C(D)[S][B]) € F(C(D)[B]). Sea a € F(C(D)[S][B]). Por definicion de sub-
digrafica inducida tenemos que si a € F(C(D)[S][B]), entonces a € F(C(D)[S]), asi
como C(D) [S] es una subdigrafica inducida de C'(D) se tiene que a € F(C(D)). Como
B C V(C(D)[S]) = S C V(C(D)), entonces B C V(C(D)). Entonces C (D) [B] es
una subdigrafica inducida de C(D), y como los vértices de a estan en B, se tiene que
a € F(C(D)[B]).

ii) F(C(D)[B]) € F(C(D)[S][B]). Sea a € F(C(D)[B]). Por definicién de subdigra-
fica inducida tenemos que si a € F(C(D)[B]), entonces a € F(C(D)), y como B C S,
entonces a € F(C(D)[S]). Asi se tiene que C(D)[S][B] es una subdigrafica inducida
de C(D)[S]. Por lo tanto, a € F(C(D)[S][B]).

Por lo tanto, F'(C'(D)[S][B]) = F(C(D)[B]). Con todo lo anterior hemos demostrado
que C(D)[S][B] = C(D)[B]. .



Capitulo 2

Torneos y cuasitorneos m-coloreados

2.1. Introduccién

En este capitulo estudiaremos a los torneos, cuasitorneos m-coloreados y algunas
condiciones que se deben cumplir para que éstos tengan ntucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

2.2. Torneos m-coloreados

Sands, Sauer y Woodrow demostraron en [9] que toda digrafica 2-coloreada tiene
NTDM y en particular probaron que todo torneo 2-coloreado tiene NTDM. Ahi también
proponen la siguiente pregunta:

Si T es un torneo 3-coloreado que no tiene C3. ;T debe tener nicleo por trayectorias
dirigidas monocromdticas?

Shen Minggang en [5| retoma el trabajo hecho por Sands, Sauer y Woodrow y
demuestra lo siguiente:

Si T es un torneo m-coloreado tal que no contiene a T3 ni C3, entonces T tiene un
NTDM.

A continuacion demostraremos el resultado encontrado por Shen Minggang, pero no
lo demostraremos como lo hizo en [5], si no que utilizaremos los teoremas 2 y 4.

Teorema 5. [5] Sea T un torneo m-coloreado tal que no contiene a T ni a C3, entonces
T tiene un NTDM.

Demostracion. Sea T" un torneo con las hipotesis del teorema. Para demostrar que 7'
tiene un NTDM usaremos el resultado del teorema 4, es decir, mostraremos que C(7")
tiene nucleo. Para esto mostraremos que todo ciclo dirigido de C(T') tiene al menos una
flecha simétrica.

Heremos la demostracion por contradiccion, es decir, supongamos que en C'(T') existe
al menos un ciclo dirigido asimétrico. Sea v = (ug, u1, ..., u, = ug) un ciclo dirigido
asimétrico de longitud minima en C(T"). Probaremos algunas afirmaciones.

19
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Afirmaciéon 1. y C T.

Como 7 es un ciclo dirigido asimétrico en C(T") tenemos que para cada i € {0,...,n}
existe una u;u;1-tdm en 7'y no existe una u;,1u;-tdm en 7. Como T es un torneo,
sabemos que debe existir una flecha entre u; y u;11, pero por la anterior sabemos que en
particular (u;41,u;) ¢ F(T') para toda ¢ € {0,...,n}, asi tenemos que (u;, u;1) € F(T)
para toda i € {0,...,n}. Por lo tanto v C T.

Afirmaciéon 2. Si u; y u; son vértices no consecutivos en v, se tiene que (u;, u;) €
F(C(T)) y (uj,u;) € F(C(T)).

Dado que T es un torneo, tenemos que (u;, u;) € F(T') o (u;,u;) € F(T). Suponga-
mos sin pérdida de generalidad que (u;,u;) € F(T') donde ¢ < j. Por construccion de la
cerradura de 7" tenemos que (u;, u;) € F(C(T")). Supongamos que (u;,u;) ¢ F(C(T)),
asi tenemos que (u;, uj, w1, ..., u;) s un ciclo asimétrico en la cerradura de 7' con menor
longitud que la de 7, lo cual contradice la eleccion de . Por lo tanto (u;, u;) € F(C(T)).

Afirmacién 3. v no es un ciclo dirigido monocromético.

Supongamos por contradiccion que 7 es monocromatico. Asi tenemos que (uyq, us, ...,
Un, Up) €8 una ujup-tdm lo cual implica que (u1,ugp) € F(C(T)) lo que contradice que ~y
es un ciclo asimétrico en C'(7T'). Por lo tanto v no es monocromatico.

Como v no es un ciclo monocrématico implica que existe al menos un cambio de
color.

Supongamos sin pérdida de generalidad que (u;, u;11) es de color 1y (uiy1,uir2) €s
de color 2.

Afirmacion 4. (u;,0,u;) ¢ F(T).

Supongamos lo contrario, es decir, que (u; 49, u;) € F(T'). Asi tenemos que (u;, Uit 1, Uiy2,
u;) es un ciclo de longitud 3. Por hipotesis se tiene que es a lo més 2-coloreado, por lo
tanto (u;42,u;) es de color 1 o de color 2.

Si (uig2,u;) es de color 1 tenemos que (u;yo, U;, Uijt1) €S UNa U ou;11-tdm y por lo
tanto (w0, uip1) € F(C(T)), lo que es una contradiccion, pues 7 es asimétrico.

Si (uiy2,u;) es de color 2, entonces (w41, Uiya, u;) €8 una u;1u;~tdm y por lo tanto
(uit1,u;) € F(C(T)), lo que contradice que 7 es asimétrico.

Asi tenemos que (u;ji2,u;) ¢ F(T). Por lo tanto (u;, u;r2) € F(T), pues T es un
torneo.

Afirmaciéon 5. Existe una u; su;-tdm en T' de longitud al menos 2.

De la afirmacion (4) tenemos que (u;, u;12) € F(T) por lo tanto existe al menos otro
vértice en 7 distinto de {u;, u;11,u;10}. De la afirmacion (2) tenemos que (u;yo,u;) €
F(C(T)), es decir, existe una u; ou;-tdm en 7', y como (u; 42, u;) ¢ F(T) la longitud es
mayor o igual a 2.

Sea p = (ujre = V1,02, ..., Uy, = u;) Una U ou-tdm de longitud m > 2.

Afirmacién 6. p no es de color 1.

Supongamos lo contrario, es decir, p es de color 1, entonces (u;1o = v1,vg, ..., u; =
U, Uir1) €8 una u;ou;ir1-tdm en Ty por lo tanto (ujo2,u;41) € F(C(T)), lo que
contradice al hecho de que v es asimétrico.

Afirmacién 7. p no es de color 2.
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Supongamos lo contrario, es decir, p es de color 2, entonces (u;11, Uiya = V1, V2, .oy Uy
= u;) es una u;1u;-tdm en Ty por lo tanto (u;1,u;) € F(C(T)), contradiciendo al
hecho de que 7 es asimétrico.

Asi, de las afimaciones (6) y (7) tenemos que p es de un color distinto al 1 y al 2,
digamos que es de color 3.

Afirmaciéon 8. Para cada j € {1,...,m}, donde {(p) = m, la flecha entre u; 41 y v;
no es de color 3.

Demostremos esto por contradiccion, entonces existe una [ € {1,...,m} tal que la
flecha entre u; 1 y v; es de color 3. De ésto tenemos 2 casos:

1. Si (ujy1,v) € F(T), entonces (wiy1, vy, V11, ..., U;) €8 una u;41u;-tdm en 7"y por
lo tanto (u;41,u;) € F(C(T)), lo que es una contradiccion, pues v es asimétrico.

2. Si (v, uip1) € F(T), entonces (Ujyg = U1, Vg, ..., Uy, Uj1) €8 UNA UjpoUir1-tdm en T
y por lo tanto (u; o, u;1) € F(C(T)), lo cual contradice al hecho de que 7y es asimétrico.

Afirmacién 9. La flecha entre u;,; v v; es de color 2 para toda 1 <[ < m.

Esta afirmacion se probaréd por inducciéon sobre .

Base inductiva: [ = 2. Tomando la subdigréfica de T inducida por {u;y1, vy, v}
obtenemos un torneo de orden 3, el cual por hipétesis esta 2-coloreado. Por lo tanto la
flecha entre w;,1 y vo debe ser de color 2 o 3. Por la afirmacion (8) sabemos que no es
de color 3, por lo tanto debe ser de color 2.

Hipotesis de induccion: Para toda ¢ < [ la flecha entre u;.1 y v; es de color 2.

Mostraremos que la flecha entre w; 1 y v; también es de color 2. Tomemos la sub-
digrafica de T inducida por {u;y1,v_1,v;}, con esta obtenemos un torneo de orden 3,
el cual por hipétesis esté 2-coloreado. Por hipotesis de induccion sabemos que la flecha
entre u;, 1 y v;_1 es de color 2 y por la afirmaciéon anterior tenemos que la flecha entre
u;+1 y v; no puede ser de color 3, y sabemos que la flecha entre v;_; y v; es de color 3.
Por lo tanto la flecha entre w; 1 y v; tiene que ser de color 2.

De esta afirmacion se sigue que la subdigrafica de T inducida por {w; i1, Vym_1, U} €8
un torneo de orden tres 3-coloreado, lo cual contradice a las hipotesis del teorema. Por
lo tanto todo ciclo dirigido en la cerradura de T tiene al menos una flecha simétrica, lo

cual implica por el teorema 2 que C'(T") tiene un NTDM. Por lo tanto, por el teorema
4 T tiene un NTDM. ]

Para continuar definiremos lo siguiente:

Sea T un torneo m-coloreado y v € V(T'), denotamos por ((v) al conjunto de
colores asignados a las flechas que inciden en el vértice v, como ¢~ (v) al conjunto
de colores asignados a la vecindad interior de v, y por (*(v) al conjunto de colores
asignados a la vecindad exterior de v.

Shen Minggang también muestra que para m > 5 no necesariamente se cumple que
un torneo tiene un NTDM, si solo se le pide al torneo no contener a C3 pero si a Ty,
dando un ejemplo (ver figura 2.1) de un torneo 5-coloreado de orden 5 que no contiene
a C3 pero que no tiene NTDM.

Veamos porque el torneo T de la figura 2.1 no tiene un NTDM N. Como T es un
torneo, entonces si tuviese un NTDM, éste constaria de s6lo un vértice. Veamos porque
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no tiene NTDM:

Si u; € N, entonces u; ¢ N pues u; adyacente u;, para i € {2,3,4,5}. Notemos
que u; no absorbe a us, pues (uj,us) € F(T) y no existe en T' una usu;-tdm, pues
CH(us) N ¢ (ur) = {2,4} N {1,5} = 0. Por lo tanto u; ¢ N.

Como u; ¢ N, entonces ug € N, pues (ug,uy,us) es una tdm, uy € N o us € N.
Pero u3 no absorbe a us por tdm, pues (uz,us) € F(T) y no existe una uguy-tdm, ya
que (T (uz) N ¢ (uz) = {2,5} N {3,4} = 0. Por lo tanto uz ¢ N.

uy4 1o absorbe a ug por tdm, pues (us,uys) € F(T) y no existe una uguy-tdm, ya que
CH(us) N ¢ (ug) = {1,4} N {2,3} = 0. Por lo tanto uy ¢ N.

us ¢ N pues no absorbe a uy pues (us, uq) € F(T') y no existe una uqus-tdm, ya que
Ct(ug) N ¢ (us) = {3,5} N {1,2} = 0.

De esto tenemos que no hay forma de absorber a uy, por lo tanto 7" no tiene NTDM.

Figura 2.1: T torneo 5 coloreado que no tiene NTDM.

También probo6 en [5] que no es posible solo omitir la condicion de que 7' no contenga
a T3 dando un torneo 4-coloreado, el cual no contiene a T3 pero si a C3 y que no tiene
NTDM. Para la pregunta hecha por Sands, Sauer y Woodrow deja abierto el caso
cuando m =3y m = 4.

Para el caso m = 3 la pregunta sigue abierta y para m = 4 Hortensia Galeana
Sanchez y Rocio Rojas Monroy dan un contraejemplo (ver figura 2.2) en [4].

Veamos porque el torneo T' de la figura 2.2 no tiene un NTDM N. Si T tuviese un
NTDM, éste constaria de un so6lo vértice, pues T es torneo. Analicemos porque 1" no
tiene NTDM:

Siu; € N, entonces u; ¢ N, parai € {2,3,4,5,6}, pues u; adyacente u;. Podemos
observar que ¢t (ug) N ¢ (u1) = {2,4} N{1,3} =0, por lo que no existe una uyu;-tdm,
es decir, u; no absorbe a uy por tdm. Por lo tanto u; ¢ N.

Como u; ¢ N, entonces us € N, ug € N ouy € N, pues (ug, us, uy) es una uuy-tdm,
o us € N. Pero:
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ug & N, pues (T (uz) N¢ (ug) = {1,4} N{2,3} = 0, es decir, us no absorbe a uz por
tdm.

ug ¢ N, pues no abosorbe por tdm a us. Como (T (us) N ¢~ (u3) = {3,4} N {2,4} =
{4}, observemos que la tnica flecha que sale de us de color 4 es (us,ug) y de ug solo
salen los colores 1 y 2, por lo tanto no existe una usugz-tdm.

uy ¢ N, pues no abosrbe por tdm a ug. Como ¢t (ug) N¢™ (ug) = {1,2}N{3,4} =0,
entonces no existe una uguy-tdm.

us ¢ N, pues no abosrbe por tdm a uy. Como ¢t (us)N¢™ (us) = {2,3}N{1,4} = {4},
entonces no existe una uyus-tdm.

Por lo tanto T" no tiene NTDM.

Figura 2.2: T torneo 4-coloreado que no tiene NTDM, H. Galeana y R. Rojas.

En [7] Hortensia Galeana Sanchez y Rocio Rojas Monroy demuestran el caso m = 3
para ciertas coloraciones. La condicién que le anaden al problema de Sands, Sauer y
Woodrow es la siguiente:

Para cada vértice v enT" el numero de colores que aparecen en las flechas que inciden
env es alomds 2.

Con esta condicion demuestran que 1" tiene NTDM.

En la figura 2.2 observamos que ((u4) = {2, 3,4}.

Dado un torneo 1" m-coloreado, decimos que un vértice v de T tiene vecindad a lo
mas bicolor si |((v)] < 2.

A continuacién enunciaremos y demostraremos el resultado mencionado anterior-
mente:
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Teorema 6. [7] Sea T un torneo 3-coloreado sin C3 tal que cada vértice de T tiene
vecindad a lo mds bicolor, entonces C(T') tiene nicleo y por lo tanto T' tiene un NTDM.

Demostracion. Sea T un torneo tal que cumple con las condiciones del teorema. Supon-
gamos que 1" esta coloreado con los colores 1, 2 y 3. Para empezar probaremos algunas
afirmaciones.

Denotaremos con (r(v) al conjunto de colores asignados a las flechas que inciden en
venT.Y con (ory(v) al conjunto de colores asignados a las flechas que inciden en v
en C(T).

Afirmacion 1. Todo vértice v de C(T) tiene a lo méas vecindad bicolor.

Sea v € V(C(T)). Tenemos los siguientes casos:

- Si en el vértice v sélo inciden flechas de color a en T, con a € {1,2,3}, entonces
todas las tdm que pasan por v deben ser de color a y por definicién de cerradura
tendriamos que todas las flechas que inciden en v son de color a en C(T).

- Si en el vértice v inciden flechas de color a y ben T, con a € {1,2,3} y b € {1, 2,3},
entonces todas las tdm que pasan por v deben ser de color a o b, asi por definicién de
cerradura tendriamos que todas las flechas que inciden en v son de color a 0 b en C(T)).

Por lo tanto, se tiene que | (c(r)(v) |< 2 para todo v en V(C(T)).

Afirmacién 2. (r(v) = (¢(r)(v) para todo v en C(T).

Sea v € V(C(T)) = V(T). Por definicién de cerradura tenemos que Nj (v) C
Ny (v) y NS (v) C NZS(T) (v). Ahora, supongamos lo contrario, es decir, supongamos
que existe a € (o) (v) tal que a € (r(v), para alguna a € {1,2,3}. Como a € (c(r)(v),
entonces existe w € C(T') tal que la flecha entre w y v tiene color a en C(T'), por
definicion de cerradura tenemos que en 71 existe una tdm entre w y v de color a, por
lo que se tiene que en T incide una flecha de color a en v, pero ésto no puede suceder
pues supusimos que a ¢ (r(v). Por lo tanto (r(v) = (o(r)(v) para todo v en C(T').

Demostradas estas afirmaciones, procederemos a demostrar que todo ciclo dirigido
en C(T) tiene al menos una flecha simétrica.

Sea 7 un ciclo dirigido en C(T). De esto tenemos dos casos:

Caso 1. v no es un ciclo dirigido en 7.

Sabemos que existe (u,v) € F(7v) tal que (u,v) € F(C(T))y (u,v) ¢ F(T), asi, dado
que T es torneo, tenemos que (v, u) € F(T), de lo que se obtiene que (v,u) € F(C(T)).
Por lo tanto tenemos que (v,u) € F(C(T)) y (u,v) € F(C(T)), lo que implica que =y
tiene al menos una flecha simétrica en C(7T).

Caso 2. v es un ciclo dirigido en T.

Demostraremos este caso por inducciéon sobre la longitud de ~.

Antes de empezar es necesario introducir la siguiente notacion, la cual utilizaremos
a lo largo de la prueba.

-u—»*vsi (u,v) € F(T) y es de color a.

- u —v si en C(T) existe alguna flecha de uw a v con color a.

- u -»*v sien C(T) no hay flechas de u a v de color a.

-u="vsiu—"vyen C(T) todas las flechas de u a v son de color a.
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Base inductiva. ¢(y) = 3. Los tunicos ciclos de longitud 3 que cumplen con las
hipotesis del teorema son vy = (ug, u1, Uz, ug) donde las flechas (ug, u1), (uz,ug) son de
color a y la flecha (uy,us) es de color b, y 2 = (vo, v1, v, vg) donde las flechas (vg, v1),
(v1,v2) y (va,vp) son de color a, ver figura 2.3.

T up 2 Vi

Uy us Vo V2

Figura 2.3: v1 y 72.

Asi en v, tenemos que (us,ug,u;) es una usui-tdm de color a en 7' por lo tanto
tenemos que (ug, uy) € F(C(T)), asi tenemos una flecha simétrica en v, en C(7T'). 75 es
un ciclo dirigido monocromatico, por lo tanto en C'(T') todas sus flechas son simétricas.

Hipotesis de induccion. Supongamos que 4 es un ciclo dirigido tal que /(7)) < n+1,
entonces 7' contiene al menos una flecha simétrica en C(7T').

Paso inductivo.

Sea v = (ug, U1, ..., Uy, ug) un ciclo dirigido de longitud n + 1 y supongamos que en
C(T'), v no tiene flechas simétricas.

De esto tenemos las siguientes afirmaciones:

1. v esta al menos 2-coloreado.

Sabemos, por la observacion 1 de la seccion 1.2.1, que todo ciclo dirigido mono-
cromatico en T es un ciclo dirigido simétrico en C(T'), por lo tanto v no puede ser
monocromatico.

2. Para cualquier par de vértices no consecutivos u y v de 7, (u,v) es una flecha
simétrica en C(T').

Sean u y v dos vértices no consecutivos de v, entonces u = u; y v = u; para algin
{i,j} € {0,1,...,n} con i # j. Supongamos sin pérdida de generalidad que i < j.
Entonces tenemos los siguientes casos:

- (u,v) € F(T).

Si tomamos a v’ = (v =, v, u; = u) U (u,v), tenemos que 7 es un ciclo dirigido en
T de longitud menor que n + 1, asi tenemos por hipotesis de induccion que ~' tiene al
menos una flecha simétrica en C(7T) y como en 7 no hay flechas simétricas esto implica
que (u,v) es una flecha simétrica en C(7T).

- (v,u) € F(T).

Si tomamos a 7' = (u = w;,y,u; = v) U (v, u), tenemos que 7' es un ciclo dirigido
en T de longitud menor que n + 1, asi por hipotesis de induccién tenemos que ' debe
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tener al menos una flecha simétrica y como en v no hay ninguna flecha simétrica en
C(T) tenemos que (v,u) € C(T) es una flecha simétrica en C(7T).

3. Si para algtin i € {0,1,....,n}, ;-1 =% u; y u; —° u;q con a # b, entonces
Uir1 =% Ui ¥ U1 = U1 con ¢ # a y ¢ # b, las sumas tomadas modulo n + 1.

Sea i € {1,2,...,n} tal que cumpla las hipotesis de la afirmacion. Por (2) tenemos
que (u;_1,u;41) es una flecha simétrica en C(7T)).

- (tig1,ui—1) € F(C(T)) tiene color a.

Como (u;—1,u;) € F(C(T)) tiene color a, entonces tenemos que (w1, Ui—1,U;) €S
una u;u;-tdm de color a, lo que implica que (u;41,u;) € F(C(T)) tiene color a, por
lo tanto (u;, u;11) es una flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

- (tig1,u—1) € F(C(T)) tiene color b.

Como (u;,u;r1) € F(C(T)) tiene color b, entonces tenemos que (u;, Uiy1, Ui—1) €S
una u;u;—1-tdm de color b, asi tenemos que (u;,u;—1) € F(C(T)) es de color b, esto
implica que (u;_1,u;) es una flecha simétrica de v en C(T'), lo cual no puede suceder.

Por lo tanto u;y1 = u;—1 con ¢ # a'y ¢ # b. Asi se tiene que ((u;—1) = {a,c} y
C(uipr) = {b,c}.

Como ((u;11) = {b, c}, entonces la flecha (u;_1, u;41) tiene color b 6 ¢, ya que tenemos
que para todo v € V(T') su vecindad es a lo mas bicolor. Si (u;_1,u;11) tiene color b,
entonces ((u;_1) = {a,b, ¢} lo cual no puede suceder pues | ((u;—1) |[<2,a#cyb#ec.
Asi tenemos que (u;_1,u;41) tiene color ¢. Por lo tanto w; ;1 = ;1.

Por (1) tenemos que en T existen dos flechas consecutivas en v con diferente color.
Asi tenemos las siguientes observaciones:

i) Por lo anteror supongamos sin pérdida de generalidad que u,, —' ug y ug —2 u;.

i) w, =3 u y up =3 uy,.

Como {(un,up), (ag,a1)} € F(T), tenemos que {(uy,up), (ug,u1)} € F(C(T)), por
(3) tenemos que parai=n+1,b =1y a =2 se cumple que u, = u; y u; =3 u,.

Asi tenemos por (ii) lo siguiente:

i) C(u,) = {1,3}

iv) ¢(uo) = {1,2}

v) C(u1) = {3,2}

Como ((u;) = {3,2}, entonces u; —2 uy 6 u; —»3 uy, pues nuestros vértices tienen
vecindades a lo més bicolores.

Caso a. uy —° us.

Sea jo = min{j = 2,3,...,n: u; »> uj; con la suma tomada modulon + 1}. Como
C(ug) = {1,2}, entonces u,, -3 ug, por lo que j, existe. Ahora para este caso tenemos
las siguientes afirmaciones.

l.a) u; =% w4 para toda i € {1,2,...,j0 — 1} y uj, - u;, ;1. Esto se debe a la
eleccion de jp.

2.a) u; =3 u; paracadal <i < j < jo. Por (1.a) tenemos que (u;, Uiy1, Uit2, -, Uj—1,
u;) es una tdm de color 3, por lo que (u;, u;) € F(C(T)) tiene color 3.

3.a) j, < n—2. Supongamos por contradiccion que n—2 < jo, es decir, n—1 < jg. Por
(2.a) tenemos que u; —3 u,_; y por (ii) tenemos que u, =3 uy, entonces (ty,, Uy, U,_1)
es una u,u,_1-tdm de color 3 y por lo tanto tenemos que (up, u,—1) € F(C(T)) de color
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3. Asi tenemos que (u,_1,u,) es una flecha simétrica de v en C(T'), lo cual no puede
suceder. Por lo tanto jo < n — 2.

4.a) ujo+1 ="' wu,. Por (iii) tenemos que ((u,) = {1, 3}, entonces uj, 41 —' u, 0
Ujo+1 —> Up. Si wjor1 = u,, entonces por (ii) tenemos que (u,,u;) tiene color 3 en
C(T) y por (2.a) tenemos que (uy,u;,) tiene color 3. Por lo tanto (w41, Un, U1, uj,) €s
una uj,+1u;,-tdm de color 3, por lo tanto (w;,+1,u;,) € F(C(T)) es de color 3 y es una
flecha simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder. Por lo tanto w;,+1 =" u,.

5.a) ug =2 uj,. Por (iv) tenemos que ((ug) = {1,2}, entonces ug —' uj, 0 ug —*
uj,. Asi, si ug ="' uy,, entonces por (4.a) tenemos que (uj,41,u,) € F(C(T)) tiene
color 1 y por (i) tenemos que (u,,ug) € F(T) tiene color 1, por lo que tenemos que
(Wjot1, Un, Ug, Uj,) €S UNA Uj,+1Uj-tdm de color 1, por lo que se tiene que (wj,41,u),) €
F(C(T)) es de color 1. Por lo tanto (u;,+1,u;,) es una flecha simétrica de v en C(T),
lo cual no puede suceder. Por lo tanto ug =2 uj,.

6.a) ug ="' uy. Por (i) tenemos que (ug, u;) € F(T) tiene color 2 y por la suposicion
inicial de este caso tenemos que (u1,uz) € F(T') tiene color 3. Por lo tanto, para i = 1,
a =2y b= 3 tenemos que por (5) ug =" us.

7.a) jo > 3. Por (l.a) tenemos que (uj,—1,u;) € F(C(T)) tiene color 3 y por
(5.a) tenemos que la flecha (ug,uj,) € F(C(T)) es de color 2, por lo que se tiene que
C(u;y) = {2,3}. Por (6.a) tenemos que 1 € ((uz), por lo tanto u;, # us y asi se tiene
que jo > 3.

8.a) ((uj,+1) = {1,2}. Sabemos, por (7.a), que ((uj,) = {2,3} y por (1.a) tenemos
que la flecha (ujy, uj11) € F(C(T)) no tiene color 3, entonces u;, =2 uj 41 y por (4.a)
tenemos que 1 € ((uj,41), por lo que se tiene que ((u;o+1) = {1,2}.

9.a) us ="' uj,41. Por (6.a) tenemos que (ug,uz) € F(C(T)) tiene color 1 y por
la suposicién inicial tenemos que (uy,ug) € F(T) tiene el color 3, entonces ((uy) =
{1,3}, y por (8.a) tenemos que ((ujo+1) = {1,2}, por lo que uy ="' w41, ya que
C(wjo+1) N ¢(uz) = {1} y la vecindad de cada vértice es a lo més bicolor.

Tenemos que (ug, uz) € F(C(T)) tiene color 1 por (6.a), por (9.a) la flecha (uz, wj,+1)
en C(T) tiene color 1y por altimo (uj,11,u,) € F(C(T)) tiene color 1 por (4.a), con lo
cual obtenemos (ug, U2, Ujy+1,u,) una tdm de color 1, asi tenemos que (u,,up) es una
flecha simétrica de v en C(T'), lo cual no puede suceder.

Por lo tanto, u; —2 us no puede suceder.

Caso b. u; —2 us.

Sea jo = min{j =2,3,...,n—1:u; »* uj1}. Por (iii) tenemos que ((u,) = {1, 3},
por lo que u,_; -2 w, y por lo tanto j, existe. Ahora consideremos las siguientes
afirmaciones:

1.b) u; =% u; para cada i € {0,1,...,50 — 1} v uj, »* uj,+1. Esto se da por la
eleccion de jp.

2.b) u; =% u; para cada 1 <i < j < j,.

Por (1.b) tenemos que (u;, Wiy1, Uit2, ..., uj—1,u;) es una tdm de color 2, de lo cual
tenemos que (u;, u;) € F(C(T)) es de color 2.

Por (v) tenemos que ((u;) = {2, 3}, entonces consideremos los siguientes subcasos.
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Subcaso b.1. jo > 3. Para este subcaso tenemos las siguientes afirmaciones.

1.b.1. ¢(u;) = {1,2} parai € {jo—1,jo} Seai € {jo — 1, jo}. Por (iv) tenemos que
C(ug) = {1,2}, entonces u; —' ug 0 u; —2 uy.

Si u; —? ug, entonces por (2.b) tenemos que (uy,u;) € F(C(T)) tiene color 2, por
lo que (ug,u;,up) es una tdm de color 2, Por lo tanto (u,ug) es de color 2 en C(T),
asi tenemos que (ug, u;) es una flecha simétrica en C'(7'), lo cual no puede suceder. Por
lo tanto u; =" ug, por lo que 1 € {(u;) y por (1.b) tenemos que (u;_1,u;) € F(C(T))
tiene color 2, lo que implica que ((u;) = {1, 2}.

2.b.1. uj, ="' uj,41. Por (1.b.1) sabemos que ((u;,) = {1,2} y por (1.b) tenemos
que uj, »2 wjo41, entonces wj, ="' w41

3.b.1 uj,—1 = uj,+1. Por (1.b) tenemos que wj,—1 —* uj, y por (2.b.1) ujy =1 wj,41.
Por lo tanto, para i = jg, a = 2 y b =1 tenemos que por (5) wj,_1 = wj,11.

Asi, por (3.b.1) se tiene que 3 € ((uj,—1), pero por (1.b.1) tenfamos que ((uj,—1) €
{1,2}.

Por lo tanto, jo > 3.

Subcaso b.2. jo = 2. Para este subcaso tenemos las siguientes afirmaciones.

1.b.2. uy - uz, ug =3 uz, uz =2 uy y ((u3z) = {1,3}. Como j = 2, tenemos que
uy 2 ug, por (1.b).

Sea a € {1, 3} tal que uy —° uz. Por la suposicion del caso b tenemos que u; —»2 s,
luego para i = 2 se tiene por (5) que u; = uz y ug =°u; con ¢ # ay c # 2, por (v)
tenemos que ((u1) = {2, 3}, lo que implica que ¢ € {2,3} y como ¢ # 2, entonces ¢ = 3.

Ahora, como uy -2 us, entonces a € {1,3}. Si a = 3, entonces (us,us,u1) es una
tdm de color 3 y por lo tanto tenemos que (ug, us) es una flecha simétrica de v en C(7T),
lo cual no puede suceder. Por lo tanto, a = 1.

Asi tenemos que uy —! ug, uy =3 us, us =3 uy y ((usz) = {1,3}.

2.b.2. n > 4.

Supongamos que n = 3. Por (1.b.2) tenemos que u; =3 uz y uz =3 u; y como T es
torneo tenemos que (uy,us) € F(T) o (ug,uy) € F(T).

- Si (u1,u3) € F(T), entonces por (i) tenemos que (us,ug) € F(T) tiene color 1y
(ug,u1) € F(T) tiene color 2, lo que implica que (uy, us, ug,u1) es un Cs en T, lo cual
no puede pasar por la hipotesis del teorema.

- Si (us,u;) € F(T), entonces por la suposicion inicial del caso b tenemos que
(ur,us) € F(T) tiene color 2, y por (1.b.2) tenemos que (ug,uz) € F(T) tiene color 1,
lo que implica que (uy,us, uz, uy) es un C3 en T', lo cual no puede pasar por las hipotesis
del teorema.

Por lo tanto tenemos que n > 4. Ahora por (1.b.2) tenemos que ((u3) = {1,3}, de
lo cual se tiene que ug —»' uy 0 uz =3 uy.

- Si ug —3 uy, entonces por la suposicion del caso b tenemos que la flecha (uy, us) €
F(T') tiene color 2 y por (1.b.2) tenemos que (ug,u3) € F(T') tiene color 1, asi tenemos
tres flechas consecutivas de v con distinto color, por lo que la prueba se reduce al caso
a. Por lo tanto, podemos suponer que:

3.b.2. us —»1 Uyg.-
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4.b.2. u, ="' uy. Por la suposicion del caso b tenemos que (u1,us) € F(T) tiene
color 2 y por (1.b.2) la flecha (ug,u3) € F(T) tiene color 1, por lo que se tiene que
C(uz) = {1,2}, por (iii) tenemos que ¢(u,) = {1, 3}, lo que implica que u,, ="' us, pues
C(u2) N ¢(u,) = {1} y sabemos que todo vértice tiene vecindad a lo mas bicolor.

5.b.2. n > 5. Si n = 4, entonces por (3.b.2) tenemos que la flecha (us,uys) € F(T)
tiene color 1y por (4.b.2) tenemos que (u4, ug) € F(T) tiene color 1, por lo que se tiene
que (ug, ug,us) es una tdm de color 1, asi tenemos que (ug, u3) es una flecha simétrica
de v en C(T), lo cual no puede suceder. Por lo tanto, n > 5.

6.b.2. uy =3 u,. Por (iii) tenemos que ((u,) = {1,3}, por lo que uy —' u, o
g —> Uy Si uy —' u,, entonces por (3.b.2) tenemos que la flecha (us, uy) € F(T) tiene
color 1, por lo que tenemos que (us, uy, up, u2) es una tdm de color 1, asi tenemos que
(us,us) € F(C(T)) es de color 1, y ademés tenemos que (usg, u3) es una flecha simétrica
de v en C(T), lo cual no puede suceder. Por lo tanto tenemos que uy = u,.

Finalmente, por (6.b.2) tenemos que (u4,u,) € F(C(T)) tiene color 3, por (ii) se
tiene que (u,,u;) € F(C(T)) tiene color 3y por (1.b.2) tenemos que (u1,u3) € F(C(T))
tiene color 3, por lo que tenemos que (uy, Uy, u1, u3) es una tdm de color 3, lo que implica
que (ug,u3) € F(C(T)) es de color 3. Por lo tanto tenemos que (us,u4) es una flecha
simétrica de v en C(T), lo cual no puede suceder.

Asi concluimos que jg < 2 0 jo > 2. Por lo tanto no puede pasar que u; —
lo anterior, tenemos que v tiene al menos una flecha simétrica en C(7T').

Por lo tanto, tenemos que todo ciclo dirigido de C'(T") tiene al menos una flecha
simétrica, lo que implica, por el teorema 2 que C(T') tiene un nicleo, asi por el teorema
4 tenemos que 1" tiene un NTDM. O

2 uy. Por

Hortensia Galeana Sanchez y Rocio Rojas Monroy en [7] se dieron cuenta, que si
a un torneo 1" m-coloreado con m > 4 le piden la condicién de que todo vértice de T’
tenga a lo mas vecindad bicolor, entonces T no contiene a T ni a C3, y por consiguiente
T tiene NTDM. De ésto tenemos el siguiente lema.

Lema 2. Si T es un torneo m-coloreado con m > 4, tal que cada v en V(T) tiene a
lo mds vecindad bicolor, entonces T no contiene T3 ni C3. Ademds bajo esta hipdtesis
tenemos que existe un color que pertenece a todas las vecindades.

Demostracion. Sea T un torneo m-coloreado que cumple con las hipotesis del lema.
Primero hagamos la siguiente observacion:

Observaciéon: Para cualquier par de vértices u y v de T tenemos que, como 7" es un
torneo, existe una flecha entre u y v, asi tenemos que el color de esta flecha pertenece
tanto a ((v) como a ((u), es decir, ((u) N ¢(v) # 0.

Ahora suponganmos por contradiccion que para {u,v,w} C V(T) se tiene que
D [{u,v,w}] es T3 o C3. Supongamos sin pérdida de generalidad que la flecha entre u
y v es de color 1, la flecha entre v y w de color 2 y la flecha entre w y u de color 3. De
esto tenemos que ((u) = {1,3}, {(v) = {1,2} y ((w) = {2,3}. Como m > 4, entonces
existe z € V(T) tal que 4 € ((z), por la observacion tenemos que ((x) N {(v) # Oy



30 CAPITULO 2. TORNEOS Y CUASITORNEOS M-COLOREADOS

C(z) N {(u) # O, por lo que concluimos que 1 € {(z), por lo tanto ((x) = {1,4}, de ésto
tenemos que ((x) N ¢(w) = 0, lo cual no puede suceder por la observacion anterior.

Por lo tanto, tenemos que T no contiene a T5 ni a C35.

Ahora probaremos que existe un color que pertenece a todas las vecindades, para
ésto consideremos 2 vértices u y v en V(T') tales que ((v) # ((u). Por la observacion
tenemos que ((v) N¢(u) # 0, supongamos sin pérdida de generalidad que ((u) = {1,2}
y ¢(v) = {1,3}.

Asi mostraremos que 1 € ((z) para cada z en V(7).

Supongamos por contradiccion que existe un w € V(T) tal que 1 ¢ ((w). Asi,
como ((w) N ¢(u) # 0y ¢((w) N{(v) # 0, tenemos que ((w) = {2,3}. Como m > 4,
sabemos que existe un € V(T') tal que 4 € ((z) y por la observacion tenemos que
C(z)N¢(u) # 0y ((v)N¢(x) # 0, entonces tenemos que ((z) = {1,4}, lo que implica
que ((z) N ¢(w) =0, lo cual no puede pasar por la observacion.

Por lo tanto, tenemos que el color 1 pertenece a toda vecindad. O

Por los resultados anteriores tenemos el siguiente teorema:

Teorema 7. Si T es un torneo m-coloreado con m > 4, tal que para todo v en V(T)
se tiene que | ((v) |< 2, entonces T' tiene NTDM.

Demostracion. Sea T' un torneo tal que cumple con las hipotesis del teorema. Como T’
cumple con las hipotesis del lema 2, entonces T' no contiene ni a T5 ni a C3, asi por el
teorema 5 podemos concluir que 7" tiene NTDM. O

Notemos que al teorema 6 no le podemos quitar la hipotesis de que 7' no contenga
a C3, ya que T no necesariamente tiene NTDM, como ejemplo podemos tomar a C3 el
cual tiene vecindades bicolores y ya vimos que no tiene NTDM.

También observemos que si eliminamos la hipotesis de las vecindades a lo més
bicolores tenemos el problema propuesto por Sands, Sauer y Woodrow en [9)].

Si al teorema 7 le cambiamos a T la hipotesis de las vecindades a lo mas bicolores,
por vecindades a lo mas tricolores, puede pasar que T no tenga NTDM, por ejemplo
consideremos el torneo 7' de la figura 2.2 el cual tiene a lo mas vecindades tricolores, y
ya vimos que no tiene NTDM.

Por lo tanto, el resultado dado por el teorema 7 es lo mejor posible.

Notemos que el teorema 6 es independiente del teorema 5. Veamos esto:

Existen torneos 3-coloreados que satisfacen las hipotesis del teorema 6, pero no las
del teorema 5. Por ejemplo si tomamos a T3, claramente satisface las hipotesis del
teorema 6 pero no las del teorema 5.

También veamos que el teorema 5 es independiente del teorema 6, por ejemplo
tomemos el torneo T transitivo de orden cuatro 3-coloreado como se muestra en la
figura 2.4. Podemos observar que las vecindades son a lo mas tricolores y T no contiene
a C3 y ningtin torneo transitivo de orden 3 es Tj. Asi, T satisface las hipotesis del
teorema 5 pero no las del teorema 6.
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Figura 2.4: Torneo T' 3-coloreado con vecindades a lo mas tricolor.

En [1] Hortensia Galeana Sanchez demostro6 que en todo torneo 7' m-coloreado donde
todo ciclo de longitud a lo mas 4 es cuasimonocromatico, se tiene que C'(7) es nicleo
perfecta. El teorema es el siguiente:

Teorema 8. [1] Sea T un torneo m-coloreado. Si cada ciclo dirigido de longitud a lo

mds 4 es monocromdtico, entonces C(T) es nicleo perfecta, y en particular, T tiene un
NTDM.

2.3. Cuasitorneos m-coloreados

En la secciéon anterior vimos algunas condiciones para que los torneos tengan NTDM,
Hortensia Galeana Sanchez y José de Jesus Garcia en [3] se dieron cuenta que si a un
cuasitorneo D se le pide la condiciéon de que no contenga T3 ni C3, entonces D tiene
NTDM, més atn, C(D) es nucleo perfecta, el cual es el resultado equivalente al obtenido
por Shen Minggang para torneos m-coloreados.

En [8] Laura Pastrana Ramirez y Maria del Rocio Sénchez Lopez se hacen las
siguientes preguntas:

St a un torneo m-coloreado le quitamos una flecha, ;la nueva digrifica m-coloreada
tendra NTDM bajo las condiciones dadas para un torneo?, sserd cierta la pregunta
de Sands, Sauer y Woodrow ([9]) aplicada a un cuasitorneo?, ;todos los cuasitorneos
tienen NTDM?

De las cuales no todas tiene una respuesta afirmativa.

Para demostrar el resultado dado por Hortensia Galeana Sénchez y José de Jesus
Garcia, es necesario mencionar los siguientes resultado previos.

El siguiente resultado fue dado por Hortensia Galeana Sanchez en [2].

Teorema 9. [2/ Sea D un cuasitorneo m-coloreado. Si para cada subdigrdfica inducida
H, donde H es un torneo, de D se cumple que H tiene NTDM, entonces se tiene por
lo menos una de las siguientes afirmaciones:
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1. D tiene NTDM.
2. Existe un ciclo dirigido v C Asim(C(D)) tal que {z,y} C V(v), donde x yy son
los dos 1inicos vértices no adyacentes en D.

Demostracion. Supongamos que D no tiene NTDM, entonces probaremos 2. Recorde-
mos que los tnicos vértices no adyacentes son x y y.

Primero definamos un orden en V(D) como sigue:

Por hipotesis tenemos que D — {x} tiene un vértice, digamos wy, tal que {wp} es
NTDM de D — {x}. Si existiera una zwo-tdm en D, entonces {wy} serfa NTDM de D,
por lo tanto no existe ninguna zwg-tdm en D. Si {z,wy} es independiente por tdm en
D tenemos que wg = y y {z,we} es NTDM de D, contradiciendo nuestra suposicion.
Asi tenemos que {z,wp} no puede ser independiente por tdm, es decir, debe existir una
woz-tdm, por lo que (wg, ) € Asim(C(D)).

Como D — {z,wp} es una subdigréafica semicompleta de D tenemos que existe un
vértice, digamos wy, tal que {w;} es NTDM de D — {z,wo}. Tenemos que existe una
wiwo-tdm pues {wy} es NTDM de D — {z}. Continuando por este camino podemos
dar un orden a los vértices de D — {z} de tal manera que {wy} es NTDM de D —
{z, wo,wy,...,w,_1}. A esto lo llamamos un w-orden de D — {x} y un vértice precede a
otro si aparece antes en el w-orden, es decir, wy_; precede a wy.

Si {x} absorbe a todo elemento de D — {z} por tdm, entonces {z} es un NTDM
de D, lo cual no puede pasar. Asi tenemos que existe un vértice en D — {z,wy} que
no es absorbido por z. Elegimos el menor natural k, en el w-orden, tal que para wy
no existe ninguna wiz-tdm D. Notemos que por nuestra eleccion de k todo vértice w
predecesor de wy es absorbido por x, es decir, para cada ¢ con 0 < i < k se tiene una
w;z-tdm en D. Si {z, wy} es un conjunto independiente por tdm en D, entonces {x, wy}
es NTDM de D, pues x absorbe a los w-predecesores de wy y wy absorbe a los vértices
restantes. De esto tenemos que (z,wy) € Asim(C(D)). Hacemos wy = ug. Debe existir
un vértice en el w-orden el cual no es absorbido por wug, de lo contrario {ug} seria NTDM
de D, y este vértice debe w-preceder a wuy en el w-orden, ya que {wy} es NTDM de
D — {z,wq, ..., wg_1}. Elegimos en menor ¢ tal que cumple con la propiedad anterior,
es decir, no existe una wyup-tdm en D y sea wy, = u;. Notemos que por definicion del
w-orden se sigue que hay una ugu;-tdm por lo que (upuy) € Asim(C(D)).

Podemos continuar de manera similar para definir us, us, ..., etcétera. Llamamos a
esto el u-orden y notemos que no necesariamente incluye todos los vértices de D — {x}.
Debe existir un primer vértice en el u-orden tal que no absorbe a x, pues w; no absorbe
a x, para 0 < i < k. Sea m el menor nimero natural tal que no existe alguna zu,,-tdm
en D. Asi tenemos el ciclo dirigido asimétrico v = (x, ug, U1, ..., U, ) C Asim(C(D)).

Por construccion tenemos lo siguiente:

1. x absorbe a cada vértice de v excepto a uy,

2. u; absorbe cada vértice en v excepto u; 411, con 0 <i<my

3. u,, absorbe a cada vértice de vy excepto x.

Por contruccion = € V(v). Finalmente probaremos que y € V(v). Si y ¢ V(7),
entonces la subdigrafica de D inducida por V (), es decir, D [V ()], es una subdigrafica
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inducida propia semicompleta de D y por hipotesis esto implica que existe un vértice
z € V(y) tal que {z} es NTDM de D[V (v)], lo que implica que {z} es un conjunto
absorbente por tdm de D [V (7)], con lo que llegamos a una contradiccion, pues por (1),
(2) y (3) sabemos que no hay un vértice en v tal que este absorba a cada vértice en .
Asi tenemos que y € V(7y). Por lo tanto {z,y} C V(y). O

El siguiente resultado fue dado por Hortensia Galeana Sanchez y José de Jestus
Garcia en [3].

Teorema 10. [3/ Sea D un cuasitorneo m-coloreado. Si D no contiene a Ty ni a Cf,
entonces C(D) no contiene ningin ciclo dirigido asimétrico v tal que:

1. {z,y} CV(v), con x yy los tinicos vértices no adyacentes de D, y

2. entre cualquier par de vértices no consecutivos de vy existen flechas simétricas.

Asi, con estos 2 teoremas podemos demostrar el resultado obtenido por Hortensia
Galeana Sanchez y José de Jests Garcia en [3].

Teorema 11. [3/ Sea D un cuasitorneo m-coloreado. Si D no contiene a C3 ni T3,
entonces C'(D) tiene nicleo.

Demostracion. Sea D un cuasitorneo m-coloreado sin C ni T5. Como D no contiene a
C3 ni a T, entonces en particular toda subdigrafica completa H de D no tiene C3 ni
T3, por lo que se tiene, por el teorema 5, que H tiene NTDM y por consiguiente C'(H)
tiene ntucleo, asi tenemos que se cumple 1 o 2 del teorema 9, pero como D no contiene
C3 ni T3 tenemos por el teorema 10 que C(D) no contiene un ciclo v C Asim(D) en el
cual {z,y} C V(v), donde x y y son los tinicos dos vértices no adyacentes en D, por lo
tanto concluimos, por el teorema 9, que C(D) tiene nicleo. n

Hacen notar, en [3], que al teorema 11 no se le puede pedir menos, es decir, no
basta con que D no tenga C3 o que D no contenga T3 y dan dos cuasitorneos Dy y Do,
respectivamente, (figura 2.5 y figura 2.6) para mostrar esto.



34 CAPITULO 2. TORNEOS Y CUASITORNEOS M-COLOREADOS

Figura 2.5: Dy cuasitorneo 5-coloreado sin Cj.

Primero notemos, en Dy, que los tnicos ciclos dirigidos de longitud 3 son los si-
gUienteS3 (u67 Uy, Ug, u6>7 (U5, Uy, Ug, u5>7 (U/5, Uy, ug, u5)7 (U’67 Uz, Ug, U6)7 (U57 U2, Uy, U5)7
(ug, uz, us, uz), (ue, us, us, ug) y (ug, us, Uy, ug), los cuales no son C. También notemos
que nuestros dos tinicos vértices no adyacentes u; y us forman un conjunto indepen-
diente por tdm. Ahora veamos que D; no tiene NTDM.

Supongamos que D; tiene un NTDM N:

Si u; € N, como u; adyacente u;, entonces u; ¢ N para i € {3,4,5,6}. Pero u;
no absorbe a ug por tdm, pues N*(u3) = {y,b} y N~ (uy) = {w,r}, entonces u; no es
NTDM de D;. Como {uy,us} es un conjunto independiente por tdm entonces {u;, us}

podrian estar contenidos en N, pero us no absorbe a us por tdm, pues N*(u3) = {y, b}
y N~ (ug) = {w,r}. Por lo tanto uy ¢ N, us ¢ Ny {us,us} € N.

Como u; ¢ N, entonces ug € N 0 ug€N. Pero ug ¢ N, pues uz no absorbe a uy por
tdm, ya que (" (ug) N ¢ (ug) = {g,w} N {r,b} =0.

Entonces uy € N, pues absorbe a u; y a uz por tdm. Pero us no absorbe a us por
tdm, pues (*(us) N ¢ (uq) = {r,y} N {b, g} = 0.

Entonces us € N, pues absorbe a uy, ug y ug por tdm. Pero us ¢ N, pues no absorbe
a ug por tdm, pues (T (ug) N ¢ (us) = {b,w} N{g,y} = 0.

ug ¢ N pues no absorbe a u; por tdm, pues (*(u1) N ¢ (ug) = {r,g} N{y,w} = 0.

De esto tenemos que no es posible absorber a ;.

Por lo tanto D; no tiene NTDM, por lo que C(D) no tiene ntcleo.
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Figura 2.6: D, cuasitorneo 3-coloreado sin 73.

Veamos que Dy no tiene NTDM.

Si uy; € N, entonces u; ¢ N pues u; adyacente a u;, para ¢ € {2,3,4}. Pero u; no
absorbe a uy por tdm, pues (T (u2) N ¢ (ug) = {2} N {1} = 0.

Podemos observar que ni u3 ni ug absorben a uy, pues ¢*(up)N¢ (uz) = {3}N{2} =0
y ¢H(un) N (ua) = {13 N {2} = 0.

Asi tenemos que no hay forma de absorber a u;.

Por lo tanto Dy no tiene NTDM y por consiguiente C'(D3) no tiene nicleo.

Con respecto a la pregunta de Sands, Sauer y Woodrow aplicada a un cuasitorneo
m-coloreado Laura Pastrana Ramirez y Maria Rocio Sanchez Lopez en [8] dan un
cuasitorneo 3-coloreado (figura 2.7) sin C3 y que no tiene NTDM.

Figura 2.7: Cuasitorneo D 3-coloreado sin Cj.
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Veamos porque no tiene NTDM. Notemos que nuestro NTDM solo puede constar
de un vértice de D, pues {vy, v4} no es independiente por tdm, ya que (v, v3,v4) €s una
v904-tdm de color 2.

Siv; € N, entonces v; ¢ N, pues vy adyacente v;, para i = 2,3, 4. Pero v; no absorbe
a vy por tdm, pues (T (v2) N ¢ (v1) = {2} N{3,1} = 0.

Podemos observar que ni vz ni vy absorben a vy, pues (T (v;)N¢ (v3) = {1}N{2} =0
y (o) N (va) = {1} N {2} = 0.

De esto tenemos que no hay forma de absorber a v;.

Por lo tanto D no tiene NTDM.

En [2] Hortensia Galeana Sanchez demuestra con ayuda del teorema 9 lo siguiente:

Teorema 12. [2] Sea D un cuasitorneo m-coloreado. Si cada ciclo dirigido de longitud
a lo mds 4 es cuasimonocromdtico, entonces D tiene un NTDM.

Demostracion. Para demostrar este teorema procederemos por inducciéon sobre n =
V(D).

Como cualquier digrafica con uno o dos vértices tiene NTDM, tenemos que para
n =1y n =2 la proposiciéon es inmediata.

Supongamos que cada cuasitorneo D’ m-coloreado con |V (D’)| < n y donde todo
ciclo dirigido de longitud a lo mas cuatro es cuasimonocromatico tiene un NTDM.

Sea D un cuasitorneo que cumple con las hipétesis del teorema con |V (D)| = n.

Vamos a proceder por contradiccion para probar que D tiene un NTDM. Suponga-
mos que D no tiene un NTDM. Notemos que toda subdigrafica inducida propia de D,
que sea un torneo, todo ciclo de longitud a lo mas cuatro es cuasimonocromatico, asi
tenemos por el teorema 8 que toda subdigrafica propia inducida de D tiene un NTDM
y asi por el teorema 9 tenemos que, como D no tiene un NTDM, existe un ciclo diri-
gido v C Asim(C(D)) tal que {z,y} C V(v), donde z y y son los tinicos vértices no
adyacentes de D.

Probaremos varias propiedades de .

1. v no es monocromatico.

Por lo observacion 1 tenemos que todo ciclo dirigido monocromético tiene flechas
simétricas y esto no puede suceder pues v C Asim(C(D)).

2.Si{z,2;} CV(y)talqueyj ¢ {i—1,i+1}, entonces {(z;, 2;), (2;,2:)} € F(C(D)).

Veamos que (z,u;) es una flecha simétrica en C(D) para toda 0 < i <n — 1. Como
los vértices uy, us, ..., u, estan antes que ug en el w-orden, entonces estos son absorbidos
por {z} en C(D), es decir, (u;,x) € F(C(D)) para toda ¢ € {1,2,...,n} y ademas
como uy, es el primer vértice tal que (z,u,) € F(C(D)), entonces (x, u;) pertenece a las
flechas de C'(D) para toda 0 <1i < n — 1. Por lo tanto (z,u;) es una flecha simétrica en
C(D) para toda 0 <i <n — 1.

Ahora veamos que (u;, u;) es una flecha simétrica en C'(D). Sean u; y u; dos vértices
no consecutivos de vy, supongamos que ¢ < j. Como u; esta antes que u; en el w-orden,
entonces (u;,u;) € F(C(D)), luego u; y u; no son consecutivos por lo que i +1 < j,
por lo tanto tenemos que u; estd antes que u; 41 en el w-orden y por la eleccion de u;4q
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concluimos que (uj,u;) € F(C(D)). Por lo tanto, (u;,u;) es una flecha simétrica en
C(D).

3. Los tinicos cambios de color de v se dan en x y en y.

Supongamos por contradiccion que z; € V() \ {z,y} donde c(29,21) = rojo y
¢(z1, z9) = azul. De esto tenemos lo siguiente:

Supongamos por contradiccion que (29, z9) € F (D), entonces 7 = (20, 21, 22, 20) €S
un ciclo dirigido de longitud tres contenido en D. Por hipdtesis tenemos que ¢(zz, 29) =
rojo o ¢(z2,20) = azul. Si ¢(z2,29) = rojo, entonces (22, 20, 21) €8 una z9z;-tdm, asi
tenemos que (22, 21) € F(C(D)) lo que contradice que v C Asim(C(D)). Si ¢(z2, 20) =
azul, entonces (21, 22, z9) es una z;2zp-tdm, asi tenemos que (21, z0) € F(C(D)) lo que
contradice que v C Asim(C(D)). Por lo tanto (22, 20) ¢ F(D).

Tenemos que (22, 29) ¢ F(D), pero por (2) tenemos que (22, z0) € F(C(D)), es decir,
existe una zozo-tdm en D. Sea o = (29 = 0,1, ...,p = 2¢) dicha trayectoria, ver figura
2.8, donde p > 2.

7

T

ZO‘ 22

Figura 2.8: Cambio de color de 7.

3.2. a no es de color azul.

Si «v es de color azul, entonces tenemos que (z1, 22, @, 29) €s una z;zp-tdm en D, por
lo que (21, 20) € F(C(D)), lo cual no puede pasar pues v C Asim(C(D)).

3.3. a no es de color rojo.

Si « es de color rojo, entonces tenemos que (22, @, 2o, 21) €s una 2921-tdm en D, por
lo que (29,21) € F(C(D)), lo cual no puede pasar pues v C Asim(C(D)).

De (3.2) y (3.3) tenemos que « es de un color distinto al rojo y azul, digamos negro.

3.4. Para cada i > 0 tal que 2i < p se tiene que (21,2¢) € F(D).

Procederemos por contradiccion.

Supongamos que existe i > 0 tal que 20 < py (z1,2i) ¢ F(D). Sea 2iy = min{2i| (21, 2i) ¢
F(D), 0 < 2i < p}, donde 2iy — 2 > 0. Por la hipotesis z; ¢ {x,y} y por la definicion
de D tenemos que (21, 2ig — 2) € F(D), (21,2i0) ¢ F(D) y (2ip,21) € F(D).

Sea ﬁ = (21, 2ip — 2,2ig — 1, 2ig, z1), el cual es un ciclo dirigido de longitud cuatro
contenido en D, ver figura 2.9, en el cual las flechas (2ig — 2,2y — 1) y (2ig — 1, 2ip) son
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de color negro, por hipoétesis del teorema tenemos que ﬁ es cuasimonocromatico por
lo que una de las flechas (z1, 2ig — 2) o (2ig, 21) es de color negro.

Si ¢(z1,2ip — 2) = negro, entonces (z1,2ig — 2, @, 2p) es una z;2o-tdm, por lo tanto
tenemos que (z1,z9) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)). Si
¢(21g, z1) = negro, entonces (zo = 0, a, 2ig, 1) es una zz;-tdm, ver figura 2.9, por lo
tanto tenemos que (29, 21) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)).

Figura 2.9: Ciclo de longitud 4 en D.

Con esto continuamos con la demostracion de la propiedad (3) de v, analizando los
casos cuando p es par e impar.

Caso a: p es par. Como p es par tenemos que p — 2 también es par, y como p > 2,
entonces p — 2 > 0. Por la proposicion (3.4) tenemos que (z1,p — 2) € F(D), entonces
ﬁ = (21,p —2,p— 1,p = 20,21) es un ciclo dirigido de longitud cuatro contenido en
D con las flechas (p —2,p — 1) y (p — 1,p) de color negro, como ¢(p = zp,21) = rojo
y ﬁ debe ser cuasimonocromaético, se tiene que ¢(z1,p — 2) = negro. De esto se tiene
que (z1,p —2,p — 1,p = 2p) es una z;zp-tdm, ver figura 2.10, por lo cual se tiene que
(21, 20) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues 7 C Asim(C(D)).



2.3. CUASITORNEOS M-COLOREADOS 39

31

Figura 2.10: Caso a.

Caso b: p es impar. Primero mostraremos algunas proposiciones:

3.5. Si p es impar, entonces para cada ¢ > 0, tal que 1 < 2i 4+ 1 < p, se tiene que
(20 +1,2) € F(D).

Asumamos por contradiccion que existe i > 0 tal que (20 + 1,21) ¢ F(D) y sea
2i0+1 = max{2i+1]| (2i+1,21) ¢ F(D), 1 < 2i+1 < p}. Comop = 20y (20, 21) € F(D)
se tiene que 2i9+ 1 < p.

Como z1 # 'y 21 # y, y por la definiciéon de D tenemos que z; es adyacente a todos
los vértices de D — {2 }. Asi tenemos que {(2i0+3, 21), (21, 2ip+1)} C F(D). De ésto se
tiene que ﬁ) = (z1,2i0+1, 2ip+2, 2ip+3, z1) es un ciclo dirigido de longitud cuatro en D
por lo que se tiene que ﬁ es cuasimonocromético, en el cual ¢(2ig + 1, 2iy + 2) = negro
y ¢(2ig+ 2, 2ip+3) = negro. De esto se tiene que ¢(z1, 2ig+1) = negro o ¢(2ig+3,21) =
negro.

Si ¢(z1, 2ig + 1) = negro, entonces (z1, 2ig+ 1, a, p = zo) es una z;2p-tdm, por lo que
(z1,20) € F(C(D)), lo cual no puede pasar pues 7 C Asim(C(D)). Si ¢(2ig + 3,21) =
negro, entonces (zo = 0,21y + 3,21) es una z9z;-tdm, ver figura 2.11, por lo que
(29,21) € F(C(D)), lo cual no puede pasar pues v C Asim(C(D)).
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Figura 2.11: Caso b.3.5.

3.6. Si p es impar, entonces (1,2;) € F(D) es azul.

De la proposicion (3.5) tenemos que (1, z;) € F(D). Como 74 = (21,20 = 0,1, z1) es
un ciclo de longitud tres en D tenemos que es cuasimonocromatico, dado que ¢(z1, 22) =
azul y c(z9,1) = megro, se tiene que c(1,z1) = azul o ¢(1,z1) = negro. Si ¢(1,z) =
negro, entonces (z2 = 0,1, z1) es una z,z;-tdm, por lo que (29, 21) € F(C(D)), ver figura
2.12, lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)). Por lo tanto ¢(1, z1) = azul.

Figura 2.12: Caso b.3.6.

3.7. Si p es impar, entonces (z1,p — 1) € F(D) es roja.

Como p es impar, entonces p — 1 es par y por la proposicion (3.4) tenemos que
(p—1,21) € F(D). De ésto se tiene que 7 = (z1,p—1,p = 20, 21) es un ciclo dirigido de
longitud tres en D, por lo cual % tiene que ser cuasimonocromatico. Ya que ¢(zg, z1) =
rojoy ¢(p — 1,p) = negro, se tiene que c¢(z1,p — 1) = rojo o ¢(z1,p — 1) = negro. Si
¢(z1,p— 1) = negro, entonces (z1,p — 1,p = 2p) es una z; zp-tdm, ver figura 2.13, por lo
que (z1,29) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)). Por lo tanto
c(z1,p — 1) = rojo.
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Figura 2.13: Caso b.3.7.

3.8. {(L,p),(p, )} N F(D) = 0.

Si (1,p) € F(D), entonces tenemos que Vo= (1,p = 20,21,22 = 0,1) es un ciclo
dirigido de longitud cuatro en D donde ¢(p = zg,21) = r0jo, ¢(z1,20 = 0) = azul y
¢(1,p) = negro, es decir, 74 no es cuasimonocroméatico, ver figura 2.14 a, lo cual no
puede suceder.

Si (p,1) € F(D), entonces tenemos que 75 = (p = z,1,21,p — 1,p) es un ciclo
dirigido de longitud cuatrp en D donde ¢(1,2;) = azul (por la proposicién (3.6)),
c(z1,p — 1) = roja (por la proposicion (3.7)) y ¢(1,p) = negro, es decir, i no es
cuasimonocromético, ver figura 2.14 b, lo cual contradice la hipotesis del teorema.

a: b:

Figura 2.14: Caso b.3.8.

3.9. {(0,p— 1), (p— 1,0)} N F(D) = 0.
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Si (0,p — 1) € F(D), entonces v = (0,p — 1,p, 21,0 = 29) es un ciclo dirigido de
longitud cuatro en D donde ¢(p — 1,p = 2z9) = negro, c(p,z1) = rojoy c(z1,0 = z3) =
azul, es decir, ﬁ no es cuasimonocromético, ver figura 2.15 b, lo que contradice la
hipotesis del teorema.

Si (p—1,0) € F(D), entonces v = (p—1,0,1,21,p — 1) es un ciclo dirigido de
longitud cuatro en D donde ¢(0 = 25, 1) = negro, ¢(1,21) = azul y ¢(z1,p — 1) = rojo,
es decir, %) no es cuasimonocromatico, ver figura 2.15 b, lo que contradice la hipotesis
del teorema.

Figura 2.15: Caso b.3.9.

Asi, por la proposicion (3.8) y la definicion de D tenemos que {1,p} = {z,y}, vy
de la proposicion (3.9) y la definicion de D tenemos que {0,p — 1} = {z,y}. Entonces
{1,p} = {0,p — 1}, lo que es imposible pues p > 2. Asi, hemos probado la proposicion
(3), es decir, los tinicos cambios de color en 7y estan en x y en y.

Supongamos que (x,7,y) es de color azul y que (y, 7, x) es de color rojo.

4. vCD.

Como v C Asim(C(D)) y D se obtiene de borrar una flecha a un torneo 7', es
suficiente probar que z y y no son consecutivos en 7.

Supongamos por contradiccion que x y y son vértices consecutivos en v, asi supon-
gamos sin pérdida de generalidad que x = 1y y = 2 donde v = (1,2,...,¢,1). De la
proposicion (3) tenemos que (2,3, ...,¢, 1) es una 21-tdm contenida en D, por lo cual se
tiene que (2,1) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)).

5. ¢(v) > 5, donde v = (1,2, ...,q, 1).

Supongamos por contradiccion que ¢(y) < 4, entonces vy es cuasimonocromético,
asumamos que (2,3,4,1) es una 21-tdm por lo que tenemos que (2,1) € F(C(D)), lo
cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)).
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Para continuar denotaremos lo siguiente: {(y) = ¢, l(z,v,y) = p, v = (z =
¢.1,..,p—1,p=1y,..,q—1,q) y asumiremos sin pérdida de generalidad que ¢(z,v,y) <

((y, v, x)-
6. (¢ —1i,1) € F(D) para cada i, donde 1 <7 <p—1.
Procederemos por induccion sobre 1.
6.1. Parai =1, (¢ —1,1) € F(D).

Supongamos por contradiccion que (¢ —1,1) ¢ F(D). Como {g—1,1}N{z,y} =0,
pues v C Dy p > 2, la definicion de D implica que (1, — 1) € F(D). Asi tenemos
(1,g—1,¢,1) un ciclo dirigido de longitud tres contenido en D, por lo que tiene que ser
cuasimonocromético. Tenemos que ¢(1,¢—1) = azul o ¢(1,q—1) = rojo. Sic(l,q—1) =
azul, entonces (g, 1,¢—1) es una gq— 1-tdm, lo cual implica que (¢,q—1) € F(C(D)), lo
cual no puede suceder. Si ¢(1,q—1) = rojo, entonces (1,q—1, ¢) es una 1g-tdm, lo cual
implica que (1, q) € F(C(D)), lo cual no puede suceder. Por lo tanto (¢ —1,1) € F(D).

6.2. Supongamos que (¢ —i,i) € F(D).
6.3. Probaremos que (¢ — (i +1),i+1) € F(D) cuando 1 <i+1<p—1.

Supongamos por contradiccion que (¢— (i+1),i+1) ¢ F(D)con1 <i+1<p—1.
Como 1 <i+1<p—1yl(z,7y,y) <L(y,~,z) tenemos que {qg—(i+1),i+1}N{z,y} = 0.
Por definicion de D tenemos que (i+1,¢g— (i+1)) € F(D) y por hipotesis de induccion
tenemos que (¢ — 4,i) € F(D), entonces 75 = (i + 1,q — (i + 1),q — i,3,i + 1) es
un ciclo dirigido de longitud cuatro en D, ver figura 2.16, por lo que se tiene que es
cuasimonocromatico. Como ¢(q — (i + 1), + 1) = rojo y ¢(i,i + 1) = azul tenemos
que ¢(i +1,g — (i + 1)) = rojoy c(q —i,i) = rojoo c(i +1,q — (i + 1)) = azul
y ¢(q —i,i) = azul. Sic(i+ 1,q — (i + 1)) = rojo y ¢(q — i,i) = rojo, entonces
(i+1,q—(i+1),q—1,7) es una i+1li-tdm, por lo que (i+1,7) € F(C(D)), lo cual no puede
suceder pues v C Asim(C(D)). Sic(i+1,q—(i+1)) = azul y c¢(q—1,1) = azul, entonces
(g—i,1,i4+1,q—(i+1)) es una g—iq— (i+1)-tdm, por que (¢—1i,q—(i+1)) € F(C(D)),
lo cual no puede pasar pues v C Asim(C(D)).
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v:
1 i . 1+ 1 p—1
—_—— - >_ ________ >_ - -
a a
r =4q
y=rp
.
.
A« i ! <
q—1 q—i q—(i+1) ptl
Figura 2.16:

7.(p—i,p+i) e F(D) paracadai, 1 <i<p—1.

Procederemos por induccion sobre 1.

7.1. Para i = 1, probaremos que (p — 1,p+ 1) € F(D).

Supongamos por contradiccion que (p — 1,p+ 1) ¢ F(D). Como {p — 1,p+ 1} N
{z,y} = 0, pues = y y no son vértices consecutivos en v, y por la definiciéon de D tenemos
que (p+1,p—1) € F(D). Asi tenemos que 7 = (p—1,p,p+1,p—1) es un ciclo dirigido
de longitud tres en D, por lo que % es cuasimonocromatico. Como ¢(p,p + 1) = rojo
y ¢(p — 1,p) = azul, tenemos que c(p + 1,p — 1) = rojo o ¢c(p+ 1,p — 1) = azul.
Si ¢e(p+ 1,p — 1) = rojo, entonces (p,p + 1,p — 1) es una pp — 1-tdm, por lo que
tenemos que (p,p— 1) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)). Si
c(p+1,p—1) =azul, entonces (p+ 1,p— 1,p) es una p + 1p-tdm, por lo que tenemos
que (p+1,p) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)).

7.2. Supongamos que (p —i,p+1) € F(D) parai, 1 <i<p-—1.

7.3. Probaremos que (p — (i+1),p+ (i+1)) € F(D),cuando 1 <i+1<p—1.

Supongamos por contradiccion que (p—(i+1),p+(i+1)) ¢ F(D),1 <i+1<p—1.
Como {p—(i+1),p+ (i+1)} Nn{z,y} = 0 se sigue de la definicion de D que (p+ (i +
1),p—(i+1)) € F(D). Asi tenemos que 74 = (p+(i+1), p—(i+1),p—i, p+i, p+(i+1))
es un ciclo dirigido de longitud cuatro en D, ver figura 2.17, por lo que tiene que ser
cuasimonocromatico. Como ¢(p — (i +1),p — i) = azul y ¢(p+1i,p — (i + 1)) = rojo,
entonces ¢(p—i,p+1i) =rojoy c(p+(i+1),p—(i+1)) =rojoo c(p—1i,p+1i) = azul
yelp+(i+1),p—(i+1)) =azul. Sic(p—i,p+i) =azul y c(p+ (i+1),p—(i+1)) =
azul, entonces (p+ (i +1),p— (i +1),p —i,p+1i) es una p + (i + 1)p + i-tdm, por
lo cual se tiene que (p+ (i + 1),p +14) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues
v C Asim(C(D)). Sic(p—i,p+1i) =rojoy c(p+ (i +1),p— (i+ 1)) = rojo, entonces
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(p—i,p+i,p+(i+1),p—(i+1)) es una p—ip — (i + 1)-tdm, por lo cual se tiene que
(p—i,p—(i+1)) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)).

v
1 p—(i+1) p—i p—1
_———_— >_ ________ >_ _ -
! a
a a
q=x
pP=y
r r
r [
e G ) UL SR
g—1 p+(i41) p+1 p+1

Figura 2.17:

8.(p—1,p+2) € F(D).

Supongamos por contradiccion que (p — 1,p + 2) ¢ F(D). De (5) tenemos que
{p—1Lp+2}n{z,y} = 0y la definicion de D implica que (p + 2,p — 1) € F(D).
Asf tenemos que 7; = (p+2,p — 1,p,p+ 1,p 4+ 2) es un ciclo dirigido de longitud
cuatro en D, por lo que ﬂ) debe ser cuasimonocroméatico. Como ¢(p,p + 1) = rojo,
cp+1,p+2) =rojoy c(p—1,p) = azul, entonces c(p + 2,p — 1) = rojo, con lo que
tenemos que (p,p+ 1,p+2,p — 1) es una pp — 1-tdm, lo que implica que (p,p — 1) €
F(C(D)), lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)).

9. (p—i—1,p+i) € F(D) para cada i, donde 1 <7 <p— 2.

Procederemos por induccion sobre .

9.1. Para ¢ = 1 tenemos que (p — 2,p — 1) € F(D). Supongamos por contradicciéon
que (p—2,p+1) ¢ F(D), por la proposicion (5) y la suposicion de que £(x,7v,y) <
0(y,~,x), tenemos que {p — 2,p+ 1} N {x,y} = (. De la definicién de D se sigue que
(p+1,p—2) € F(D) y asi v = (p+1,p—2,p—1,p,p+ 1) es un ciclo de longitud
cuatro en D, por lo cual tiene que ser cuasimonocromético. Como ¢(p—2,p—1) = azul,
c¢(p—1,p) = azul y c(p,p+ 1) = rojo, tenemos que ¢(p + 1,p — 2) = azul. De esto se
sigue que (p+1,p—2,p—1,p) es una p + Ip-tdm, por lo cual (p+ 1,p) € F(C(D)), lo
cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)).

9.2. Supongamos que (p —i — 1,p+1i) € F(D).

9.3. Probaremos que (p—(i+1)—1,p+(i+1)) € F(D), cuando 1 <i+1 <p—1.

Supongamos por contradiccion que (p — (i +1) — 1L,p+ (i + 1)) ¢ F(D). Por la
proposicion (5) y el hecho de que 1 <i+1 < p—1, tenemos que {p—(i+1)—1,p+ (i +
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)}n{z,y} = 0. Asi, por la definicion de D tenemos que (p+(i+1),p—(i+1)—1) € F(D)
y por hipoétesis de induccion tenemos que(p —i — 1,p + i) € F(D). De esto se tiene
que 7 =(p+(i+1),p—(G+1)—1,p—(i+1),p+i,p+ (i+1)) es un ciclo dirigido
de longitud cuatro en D, ver figura 2.18, por lo que tiene que ser cuasimonocromatico.
Como c¢(p+i,p+(i+1)) =rojoyeclp—(i+1)—1,p— (i + 1)) = azul se tiene que
c(p—(i+1),p+i) = rojoy c(p+(i+1),p—(i+1)—1) = rojoo c(p—(i+1),p+i) = azul y
c(p+(i+1),p—(i+1)—1) = azul. Si c¢(p—(i+1), p+i) = rojoy c(p+(i+1), p—(i+1)—1) =
rojo, entonces (p—i—1,p+1,p+(i+1),p—(i+1)—1)esunap—(i+1)p—(i+1)—1-
tdm, por lo que (p—(i+1),p—(i+1)—1) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues
v C Asim(C(D)). Sic(p—(i+1),p+i)=azul y c(p+ (i +1),p—(i+1) — 1) = azul,
entonces (p+ (i +1),p—(i+1)—1,p—i—1,p+1i) es una p+ (i + 1)p + i-tdm, por lo
que (p+ (i +1),p+1) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues v C Asim(C(D)).

v
1 p—(i+1)—-1 p—(i+1) p—1
_———_— >_ ________ ). _—— -
i a
a a
T —=4q y—=r
r r
“r—¥
_____< ______ ' ____< _____
q—1 p+(i+1) p+i p+1
Figura 2.18:

Como p = £(x,v,y) < {(y,v,x), entonces £(z,7,y) < 1.

Si p = 1, entonces al aplicar (6) parai =2 —1 =p—1 tenemos que (£ +1,2 1) €
F(D), es decir, (p+1,p—1) € F(D) lo que contradice la proposicion (7), (p—i,p+1) €
F(D), para i = 1.

Sip= q;zl, entonces, 2p =q—1=>2p+2=q—14+2=>p+2=q—p+1=
p+2=qg—(p—1)y laproposicion (6) implica que (p+ 2,p — 1) € F(D), tomando
i =p — 1, lo que contradice la proposicion (8), (p — 1,p+ 1) € F(D).

Por lo tanto p < q;21_

10. Para cada i, con 1 <1i < p—1, existe j(i) € (y,7,z) tal que (p—1,j(i)) € F(D)
es de color rojoy p+1i < j(i) < q— (p—1).

Procederemos por induccion sobre 1.



2.3. CUASITORNEOS M-COLOREADOS 47

10.1. Para i = 1.

Sea j(1) =min{K,p+2 < K <q|(K,p—1) € F(D)} — 2, j(1) esta bien definida
pues, (¢— (p—1),p—1) € F(D), esto se sigue de (6) tomandoi =p—1,yq¢—(p—1) >
p + 2, esto se sigue del supuesto p < %. Claramente p + 2 < min{K,p+2 < K <
gl(K,p—1) e F(D)} <q—(p—1).

Asl,p+1—-1=p<j1)<qg-(p-1yp+1<j1)<qg—(p—1).

Como (p — 1,p+ 1) € F(D), esto por la proposicién (7) tomando i = 1, y (p —
lI,p+2) € F(D), por la proposicion (8), se tiene de la definicion de j(1) que {(p —
1 (1), (p — 1,3(1) + 1), (1) + 2,p— 1)} € F(D).

Asi tenemos que 75 = (5(1)+2,p—1,5(1),5(1) +1,5(1) +2) es un ciclo dirigido de
longitud cuatro en D, donde ¢(j(1),j(1) 4+ 1) =rojoy c(5(1) +1,5(1) +2) = rojo, por
la hipotesis del teorema tenemos que ¢(j(1) +2,p — 1) = rojo o ¢(p — 1,j(1)) = rojo.
Sice(j(1)+2,p— 1) = rojo, entonces (p,p+1,...,5(1),7(1) +2,p — 1) es una pp — 1-
tdm, ver figura 2.19, por lo que (p,p — 1) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues
v C Asim(C(D)). Por lo tanto ¢(p — 1,5(1)) = rojo.

Figura 2.19:

10.2. Sea i, donde 1 < ¢ < p — 1 y supongamos que existe j(i) en (y,7,x) tal que
(p—1i,j(i)) € F(D) esrojay p+i <j(i) <q— (p—1).

10.3. Asumiendo que 1 < i+ 1 < p — 1, mostraremos la existencia de j(i + 1), el
cual cumpla las propiedades deseadas.

Sea j(i+1) = min{K en (y,v,2)|p+(i+1)+1 < Ky (K,p—(i+1)) € F(D)} —2.

Se sigue de (6) que (¢— (p—(i+1)),p—(i+1)) € F(D),como 1 <i+1<p—1
tenemos que 1 < p—(i+1) < p—1, y nuestra suposicion p < % implica que p+(i+1) <
q—(p—(i+1)). De ahi, j(i+1) esta bien definida y p+(i+1) < j(i+1) < ¢—(p—(i+1)).

Dado que (p—(i+1),p+ (i + 1)) € F(D), ésto se sigue de la proposicion (6) y del
hechodeque 1 <i+1<p—1,y(p—(i+1),p+ (i+1)—1) € F(D), esto se sigue de
la proposicion (9) y del hecho 1 <i+41 < p— 1. La definiciéon de j(i + 1) y la hipotesis
de induccion implican que {(p — (i +1),j(i 4+ 2)), (j(i + 1)+ 2,p— (i + 1))} C F(D).
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De esto tenemos que 74 = (p— (i4+1),j(i+1),j(i+1)+1,5(i+1)+2,p— (i + 1))
es un ciclo dirigido de longitud 4 en D. Para continuar con la demostracion de (10)
necesitamos las siguientes afirmaciones:

i) Sea zen (ma%y)_{%y} tal que z+1len ($777y)_{x7y} Siien (y,’}/,l'), (i72) S
F(D)yi—1=#y,entonces (i — 1,2+ 1) € F(D).

Supongamos por contradiccion que (i—1, z+1) ¢ F(D). Como {i—1, z+1}N{x,y} =
0 se tiene de la definicion de D que (z+1,i—1) € F(D). Asi, 74 = (2+1,i—1,4,2,2+1)
es un ciclo dirigido de longitud cuatro en D, ver figura 2.20, donde ¢(i — 1,7) = rojo y
¢(z, 241) = azul, como 7; debe ser cuasimonocromatico, entonces ¢(z+1,i—1) = rojo
y c(i,z) = rojoo c(z+1,i —1) = azul y c(i,z) = azul. Si ¢(z+1,i — 1) = azul y
(i, z) = azul, entonces (i, z, z+1,i—1) es una ii— 1-tdm, por lo que (i,i—1) € F(C(D)),
lo cual no puede pasar pues v C Asim(C(D)). Si c¢(z+1,i—1) =rojoy c(i, z) = rojo,
entonces (z + 1,4 — 1,4, 2) es una z + 1z-tdm, por lo que (z + 1, 2) € F(C(D)), lo cual
no puede pasar pues 7 C Asim(C(D)).

1 z a  z+1 p—1
SRk Ahieh GuE—— e Ay
a a
T —dq y—=r
r r
---e---_..—,l(---e---
g1 i rooi- 1 p+1
Figura 2.20:

ii) Si K estd en (y,v,z),donde K > p+(i+1)+1,i> 1y (K,p—(i+1)) € F(D),
entonces K — 1 esta en (y,v,2),donde K —1>p+(i+1)y (K—1,p—1i) € F(D). Lo
anterior es consecuencia directa de i).

iii) j(i) < j(i+1) — 1.
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v, 2 _‘15
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Figura 2.21: D no tiene NTDM.

Sea Ko = min{K en (y,7v,2) | K >p+(i—1)+1y (K,p—(i+1)) € F(D)}, de
ii) se sigue que Ko — len (y,7,2), Ko—1>p+1iy (Ko —1,p—1i) € F(D). De ésto
se tiene que Ky — 1 > min{K en (y,v,2) | K >p+ (i+ 1)y (K,p—1i) € F(D)}, y asi
K —1-22>j4(i), es decir, j(i + 1) — 1 > j(7).

Volvamos a fijarnos en 74 = (p— (i4+1),j(i4+1),j(i4+1)+1,j(i +1)+2,p— (i+1)).

Las flechas (j(i+1),7(i+1)4+ 1)y (j(i+1)+1,j(i+ 1)+ 2) son de color rojo, por
hipotesis del teorema tenemos que ﬁ debe ser cuasimonocromaético, lo que implica que
cp—(i+1),5(i+ 1)) =rojooc(ji+1)+2,p—(i+ 1)) = rojo.

Sic(j(i+1)+2,p—(i+1)) =rojo, entonces:

(p—i,7(9),5()+1, ..., 5(i+1), 7 (i+1)+1, j(i+1)+2,p—(i+1)) es una (p—i)(p—(i+1))-
tdm, lo que implica que (p —i,p — (i + 1)) € F(C(D)), lo cual no puede suceder pues
v C Asim(C(D)).

Por lo tanto c(p — (i + 1), (i + 1)) = rojo.

Para finalizar la demostracion de este teorema apliquemos (10) a i = p — 1. Para
i = p— 1 la proposicion (10) afirma que existe j(p — 1) en (y,~, z) tal que (p — (p —
1),j(p — 1)) € F(D) y es de color rojo. Asi tenemos que (1,j(p — 1)) € F(D) es de
color rojo. Asi, (1,j(p—1),j(p—1)+1,j(p — 1)+ 2,...,) es una lz-tdm, por lo que
(1,2 = q) € F(D), lo cual contradice el hecho de que v C Asim(C(D)).

Asi tenemos en cada caso una contradiccion, por lo tanto nuestra suposicion es falsa,
es decir, D tiene un NTDM. ]

Hortensia Galeana Sénchez y Rocio Rojas Monroy al final del capitulo 3 de [7] se
hacen la siguiente pregunta y la dejan abierta:
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Sea D un cuasitorneo m-coloreado, si D no contiene C y todo vértice tiene vecindad
a lo mds bicolor, entonces ;D tiene NTDM?

Para m = 3 se tiene el contraejemplo de la figura 2.7 y para m > 4 Laura Pastrana
Ramirez y Maria del Rocio Sanchez Lopez demuestran que si D es un cuasitorneo, el
cual no contiene a C3 ni a Tj y todo vértice de D tiene a lo mas vecindad bicolor,
entonces D tiene NTDM, mas atn, demuestran que C(D) es nicleo perfecta.

Teorema 13. Sea D un cuasitorneo m-coloreado. Si D no contiene a Ty ni a C3,
entonces C(D) es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea D un cuasitorneo m-coloreado sin T3 ni C3. Sean x y y los tnicos
dos vértices no adyacentes de D. Asi, consideremos los siguientes casos:

Caso 1. {x,y} es un conjunto independiente en C'(D).

Sea S C V(D) = V(C(D)) un subconjunto no vacio de vértices. Por demostrar que
C(D) [S] tiene nucleo.

Como D [S] es un torneo o le falta la flecha (z,y), entonces, como D [S] no tiene C5
ni 73, por los teoremas 5 y 11 tenemos que C(D [S]) tiene ntucleo.

Sea B un nucleo de C(D [S]). Demostraremos que B es un nucleo de C(D) [S].

Veamos que B es un conjunto absorbente en C(D)[S]. Como B es niicleo de
C(D[5]), entonces B es NTDM en D [S].

Sea v € V(C(D)[S]) \ B. Demostraremos que existe la vB-flecha en C(D) [S].

Como V(C(D)[S]) = V(DI[S]) = V(C(DIS])) y B es nucleo por tdm de D [5],
entonces existe una vB-tdm en D [S], entonces existe una vB — tdm en D [S], y por
definicion de D [S] tenemos que esta tdm también esta en D, por lo que en C(D) existe
la v B-flecha. De esto se tiene que existe la vB-flecha en C'(D) [S]. Por lo tanto B es un
conjunto absorbente en C'(D) [S].

Podemos afirmar que B consta solo de 1 o 2 vértices, ya que no hay mas conjuntos
independientes en C'(D [S]) con mas de tres vértices. Asi consideremos los siguientes
subcasos.

SUBCASO 1.1. B tiene un vértice.

Dado que B consta de un sélo vértice, entonces B es independiente, y ya vimos que
B es un conjunto absorbente en C'(D) [S], por lo tanto concluimos que B es nucleo en
C(D) 9]

SUBCASO 1.2. B tiene dos vértices.

Como z y y son los tnicos vértices no adyacente en D, entonces para todo {u,v} C
V(D) con {u,v} # {x,y} se tiene que u es adyacente a v en D. Dado que B es NTDM de
D [S] y {z,y} es un conjunto independiente en C'(D), entonces se tiene que B = {x,y}.

Finalmente tenemos que B es un conjunto independiente en C'(D) [S], ya que por el
lema 1 tenemos que C(D) [S][B] = C(D)[B] y B es conjunto independiente en C'(D).

Por lo tanto, B es nucleo en C(D) [S].

Caso 2. {z,y} no es un conjunto independiente en C(D).

Para este caso supondremos que C'(D) no es nucleo perfecta, es decir, C'(D) no tiene
nucleo, asi tenemos que C(D) tiene al menos un ciclo dirigido asimétrico, esto por la
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contrapositiva del teorema 2. Como {z, y} no es un conjunto independiente, eso implica
que z es adyacente a y, por lo que tenemos que C'(D) es una digrafica completa.

Sea v = (vg, V1, ..., Un, Vg) un ciclo dirigido asimétrico de longitud minima en C'(D).

Afirmacion 1. Si u y v son dos vértices no consecutivos de 7 entonces la flecha
(u,v) € C(D) es simética.

Supongamos lo contrario, es decir, que existe v; y v; , con 7 < j, en 7y dos vértices no
consecutivos tal que la flecha entre ellos no es simétrica. Si (v, v;) € F(C(D)), entonces
tenemos que (v;,v;,7,v;) es un ciclo asimétrico en C'(D) de longitud menor que 7, lo
cual no puede suceder. Si (vj,v;) € F(C(D)), entonces tenemos que (v;,v;,7y,v;) €s un
ciclo asimétrico en C'(D) de longitud menor que 7, lo cual no puede suceder. Por lo
tanto, para todo par de vértices u y v de 7 se tiene que (u,v) € F(C(D)) es simétrica.

Afirmacion 2. {z,y} C V(7).

Supongamos lo contrario, asf tenemos que D [V (7)] es un torneo sin C3 ni T3, y
por el teorema 5 se tiene que D [V ()] tiene NTDM y por lo tanto C'(D [V (7)]) tiene
nicleo, y por el caso (1) tendriamos que este niicleo también lo es de C(D) [V (v)], lo
que implica que « tiene una flecha simétrica, lo cual no puede suceder.

Asi, se ha demostrado que C(D) contiene un ciclo dirigido asimétrico v tal que
entre cualquier par de vértices no consecutivos del ciclo existen flechas simétricas y
{z,y} C V(7), lo cual contradice el teorema 10.

Por lo tanto, D es niicleo perfecta. O

También demuestran que si D es un cuasitorneo conm > 4y p > 4 tal que | ((v) |< 2
para cada v en los vértices de D, entonces D no contiene T3 ni C3. Con esto demuestran
que la cerradura de D es nucleo perfecta.

Lema 3. Si D es un cuasitorneo m-coloreado con m > 4 y p > 4, tal que para cada v
en V(D) |¢(v)| < 2, entonces D no contiene a T3 ni a Cs.

Demostracion. Sea D un cuasitorneo m-coloreado con las hipotesis del lema. Sean x y
y los dos tinicos vértices no adyacentes en D.

Observacion 1. Para cualquier par de vértices adyacentes u y v de D, se cumple que
C(u) N ¢(v) # 0; esto es, porque existe una flecha entre estos dos vértices, de la cual su
color debe pertenecer tanto a ((v) como a ((u).

Demostraremos el lema por contradiccion, es decir, supondemos que existe {u,v,
w} € V(D) tal que D [{u,v,w}] es T3 o C3. Supongamos que la flecha entre u y v es de
color 1, la flecha entre v y w es de color 2 y la flecha entre w y u es de color 3. Por la
hipotesis se concluye que:

C(u) ={1,3}, C(v) = {1,2} y ((w) = {2,3}.

Sea z € V(D) tal que 4 € ((z), 4 existe pues m > 4.

Caso 1. z ¢ {z,y}.

Por la observacion se tiene que ((w) N ¢(z) # 0y
concluye que ((z) = {3,4}. Por lo tanto, ((v)N((z) =
observacion 1.

Caso 2. z € {z,y}.

C(z) N ¢(u) # B, por lo que se
(0, lo cual no puede pasar por la
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Supongamos sin pérdida de generalidad que z = x.

Subcaso 2.a. y & {u,v, w}.

Que y ¢ {u,v,w} implica que z = = es adyacente a los vértices u, v, w. Por la
observacion tenemos que ((x) N ¢(u) # 0y ¢(x) N¢(v) # B, por lo que ((z) = {1,4}.
Por lo tanto ((z) N ¢(w) = 0, lo que no puede suceder por la observacion 1.

Subcaso 2.b. y € {u,v,w}.

Sea h € V(D) tal que la flecha entre h y z tiene color 4. Como 4 € ((h), entonces
h#w, h#uyh+#wv.

Siv=uy.

Como ((h) N ¢(u) # 0y ¢(h) N¢(w) # O, entonces tenemos que 3 € ((h). Por lo
tanto ((h) = {3, 4}, de lo cual tenemos que ((h) N ¢(v) = 0, lo que no puede pasar por
la observacion 1.

Siu=y.

Por la observacion tenemos que ((h) N ¢(w) # 0y ¢(h) N ¢(v) # O, por lo que
se concluye que 2 € ((h). Asi tenemos que ((h) = {2,4}, de lo que se obtiene que
C(h) N ¢(u) =0, que cual no puede suceder por la observacion 1.

Siw=y.

Como ¢((h) N ¢(u) # 0y ((h) N {(v) # 0, entonces tenemos que ¢(h) = {1,4}, por
lo que tendriamos que ((h) N ¢{(w) = 0, lo cual no puede suceder por la observacion 1.

Por lo tanto D no contiene a T3 ni a C3. O

Teorema 14. Si D es un cuasitorneo m-coloreado, con m > 4 y p > 4, tal que para
toda v € V(D) | ((v) |< 2, entonces C(D) es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea D un cuasitorneo con las hipétesis del teorema, como D cumple
con las hipétesis del lema 3, entonces D no contiene a T3 ni a C. Por lo tanto, por el
teorema 13 tenemos que C'(D) es nucleo perfecta. ]

Laura Pastrana Ramirez y Maria del Rocio Sanchez Lopez al final de [8] hacen la
siguiente pregunta y la dejan abierta:

St a un torneo m-coloreado le quitamos n flechas, conn > 2, ;La nueva digrdfica m-
coloreada tendrd NTDM bajo las mismas condiciones vistas para torneos m-coloreados?.

En el siguiente capitulo trabajaremos el caso para n = 2.



Capitulo 3

Cuasicuasitorneos m-coloreados

En el capitulo anterior vimos algunas condiciones que deben cumplir los cuasitorneos
para que tengan NTDM. En este capitulo responderemos a una de las preguntas hechas
por Laura Pastrana Ramirez y Maria del Rocio Sanchez Lopez en [§], mencionada al
final del capitulo anterior, la cual es:

St a un torneo m-coloreado le quitamos n flechas, conn > 2, ;La nueva digrdfica m-
coloreada tendra NTDM bajo las mismas condiciones vistas para torneos m-coloreados?.

En este capitulo veremos condiciones para el caso n = 2.

También podriamos preguntarnos, ;sera cierta la pregunta hecha por Sands, Sauer
y Woodrow para cuasicuasitorneos?, es decir, si D es un cuasicuasitorneo 3-coloreado
que no contiene a C3 ;D tiene un NTDM?, jsera cierto el resultado dado por Shen
Minggang aplicado a cuasicuasitorneos?, es decir, si 1" es un torneo m-coloreado tal que
no contiene a C3 ni a T3, entonces ;T tiene NTDM?, jlos cuasicuasitorneos tendran
NTDM bajo las condiciones vistas en el capitulo anterior?, entre otras.

Mostraremos que no todas las respuestas a estas preguntas son afirmativas.

3.1. Cuasicuasitorneo 3-coloreado sin C}

Para la pregunta hecha por Sands, Sauer y Woodrow:

Si D es un cuasicuasitorneo 3-coloreado que no contiene a C, entonces 4D tiene un
NTDM?, tenemos que la respuesta es negativa pues encontramos un cuasicuasitorneo
D 3-coloreado sin C3 que no tiene un NTDM (ver figura 3.1). Veamos que D no tiene
un NTDM.

Primero notemos que el unico ciclo de longitud 3 en D es v = (vq,v3,v4,v1) y estéa
2-coloreado.

Ahora supongamos que D tiene un NTDM N:

Si v; € N, como v; adyacente v;, entonces v; ¢ N para i € {2,3,4,5}, pero v; no
absorbe a vy por una tdm, pues N T (vg) = {v3} donde (*(vy) = {1} y (T (v3) = {2}, asi
tenemos que v; ¢ N.

23
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Como v; ¢ N, entonces v € N o vg3 € N pues {(v1,v2), (v1,v3)} € F(D) y no
existen tdm de vy a v; con i € {4,5}.

Sivg € N esto implica que v; ¢ N, pues vy adyacente v;, parai € {1,3,5}. Podemos
observar que vy no absorbe a vz bajo una tdm, pues (" (v3) N ¢ (v2) = {2} N {3} = 0,
entonces v, deberia estar en N, pero (vy, vs, v2) es una vyvo-tdm. Por lo tanto vy ¢ N
y {UQ, U4} g N.

Si vz € N, entonces v; ¢ N pues vg adyacente v;, para i € {1,2,4}. Observemos
que v3 no absorbe a vy por alguna tdm, pues (" (vy) N ¢ (v3) = {2,3} N {1} = 0,
entonces vy deberia estar en N, pero (vs, vy, v3) es una vsvs-tdm. Por lo tanto vz ¢ N
y {vs,v5} € N.

Por lo tanto D no tiene un NTDM, pues v; no puede ser absorbido por un conjunto
independiente por tdm.

Por lo tanto el cuasicuasitorneo 3-coloreado sin C de la figura 3.1 no tiene NTDM.

Figura 3.1: Cuasicuasitorneo D 3-coloreado sin Cj.

3.2. Cuasicuasitorneo m-coloreado sin C; ni T}

Para el teorema (5) dado por Shen Minggang aplicado en cuasicuasitorneos, también
tenemos que es falso. En la figura 3.2 se muestra un cuasicuasitorneo D sin C% ni T3
que no tiene NTDM.

Observemos que el tnico ciclo de longitud tres contenido en D es y = (vy, vy, v5,v1) y
esté 2-coloreado, los torneos transitivos de longitud tres contenidos en D son D[{vs, v1,v2}],
D [{v1,v3,v4}] v D [{v1,v9,v3}], lo cuales estan 2-coloreados.

Veamos que D no tiene NTDM. Supongamos que si:

Si v; € N, entonces v; ¢ N pues v; adyacente v;, para i = 2,3,4,5. Pero v; no
absorbe a vy bajo una tdm, pues (*(v2) N ¢ (v1) = {3} N {1} = 0. Por lo tanto v; ¢ N
y v; € N, para alguna ¢ = 2,3, 4.
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Si vy € N, entonces v; ¢ N pues v; adyacente vg, para i = 1,3,5. Podemos observar
que vy no absorbe a v3 bajo una tdm, pues (*(v3)N¢™ (ve) = {4}N{1,2} = 0, entonces vy
deberia estar en N, pero (vy, vs, v2) es una v vs-tdm. Por lo tanto vy ¢ N y {vq,v4} C N.

Si vz € N, entonces v; ¢ N pues v; adyacente vs, para i = 1,2,4. Podemos observar
que v no absorbe a vy bajo una tdm, pues ¢t (v4)N¢™ (v3) = {2}N{1,3} = 0, entonces vs
deberia estar en N, pero (vs, v1,v3) es una vsvs-tdm. Por lo tanto vs ¢ N y {vs,v5} C N.
Observemos que vz no absorbe a v pues (T(v) N (vs) = {1} N {2} =0, por lo tanto
no hay una tdm de v; a vs.

Si vy € N, entonces v; ¢ N pues v; adyacente vy, para i = 1,3,5. Podemos observar
que v4 no absorbe a vy bajo una tdm, pues (*(v2) N ¢ (vy) = {3} N{1,4} =0 y ya
vimos que v, tampoco esta en N. Por lo tanto vy ¢ N.

Asi, no hay forma de absorber a v;.

Por lo tanto D no tiene NTDM.

Figura 3.2: Casicasitorneo D sin C3 ni T3.

3.3. Vecindades a lo mas bicolor en cuasicuasitorneos

Con el ejemplo anterior tenemos que no todo cuasicuasitorneo sin Cy ni T3 tiene
NTDM, en [8] Laura Pastrana Ramirez y Maria del Rocio Sanchez Lopez vieron que
si a un cuasitorneo D le piden la condicién de que todo vértice de D tenga a lo méas
vecindad bicolor, entonces D no contiene a Cj ni a T; 3. Asi, ellas demuestran que si
se tiene un cuasitorneo tal que para todo v € V(T) | ¢((v) |< 2 y no contiene a C3
ni T3, entonces T tiene un NTDM, teorema 14. De esto podemos preguntar jsi a un
cuasicuasitorneo se le piden las condiciones anteriores, tendremos resultados similares?
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3.3.1. Cuasicuasitorneos sin C’g’ ni Tg’

Si a un cuasicuasitorneo se le pide que todos sus vértices tengan vecindades bicolor
esto no implica que no contenga a C3 o a T5.

En la figura 3.3 mostramos un cuasicuasitorneo D en el cual todos sus vértices tienen
vecindad a lo més bicolor y contiene a C3 = (uy, uy, us, uy).

Figura 3.3: Cuasicuasitorneo D con vecindad a lo mas bicolor y Cj.

En la figura 3.4 tenemos un cuasicuasitorneo D en el cual todos sus vértices tienen
vecindad a lo més bicolor y contiene a T = D [{ug, u3,us} y T5 = D [{uy, ug, ug}].
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Figura 3.4: Cuasicuasitorneo D con vecindad a lo méas bicolor y T5.

En la figura 3.5 tenemos un cuasicuasitorneo D en el cual todos sus vértices tienen
vecindad a lo més bicolor y contiene a C§ = (u1, uz, us,u1) y a Ty = D [{uy, uq, us}].

u, 1 ug

Uy

Figura 3.5: Cuasicuasitorneo D con vecindad a lo méas bicolor, C5 y T5.
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3.3.2. Cuasicuasitorneo con C3

También nos podemos preguntar si el hecho de que un cuasicuasitorneo contenga a
C3 y sus vértices tengan vecindad bicolor este tiene o no un NTDM.

En la figura 3.3 tenemos un cuasicuasitorneo D con vecindad a lo mas bicolor, el
cual contiene a C3 = (uy, uyg, us, u1) y tiene NTDM. N = {uy} es un NTDM.

En la figura 3.6 tenemos un cuasicuasitorneo D con C§ = (uy, ug, us, u1) y vecindad
a lo méas bicolor que no tiene NTDM. Supongamos que si:

Si u; € N, entonces u; ¢ N pues u; adyacente u;, para ¢ = 2,5. Podemos observar
que u; no absorbe a uy bajo una tdm, pues (*(ug) N ¢ (uy) = {3} N {1} = 0. Tenemos
que uz 0 uy pueden estar en N pues u; no adyacente a uz y u; no adyacente uy,
tampoco hay tdm de u; a ug, dado que (*(uy) N ¢ (uz) = {2} N {4} = 0 ni de uy
a uy, pues N~ (uy) = (. Tampoco hay alguna tdm de uz a u; ni de uy a ug, ya que
CHuz) NC (u) ={3}N{1} =0y (T(ug) N ¢ (u1) = {3,4} N {1} = 0. Pero tenemos
que ni uz ni uy absorben a uy bajo ninguna tdm, pues (*(ug) N¢ (u3z) = {3} N{4} =0
y N~ (ug) = (). Asi tenemos que us ¢ N, u3 ¢ N, us ¢ N, {ur,us} C Ny {us,us} C N.

Como u; ¢ N, entonces us € N, asi u; ¢ N para i = 1,3,4,5 pues uy adyacente
u;. Podemos observar que uy no absorbe a us bajo una tdm, pues (" (us) N (™ (uz) =
{1} n{2,3} = 0. Por lo tanto us ¢ N. us no absorbe a u; bajo una tdm, pues (" (u;) N
¢ (us) = {2} N {3} = 0.

Por lo tanto D no tiene NTDM.

u 3
5 us

Figura 3.6: Cuasicuasitorneo con vecindad bicolor y Cs.

3.3.3. Cuasicuasitorneo con T}

Nos podemos preguntar si el hecho de que un cuasicuasitorneo contenga a T3 y sus
vértices tengan vecindad bicolor este tenga o no un NTDM.
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En la figura 3.4 tenemos un cuasicuasitorneo D, el cual contiene a Ty = D [{us, u3, us}]
v aTi = D[{uy,us,us}] y tiene NTDM. N = {uy,us} es un NTDM.

En la figura 3.7 tenemos un cuasicuasitorneo D con T5 = D [{uy, us, us}] y vecindad
a lo méas bicolor que no tiene NTDM. Supongamos que si:

Si u; € N, entonces u; ¢ N para i = 2,3,5 pues u; adyacente ug, u; adyacente
us y (us, ug,uq) es una uzui-tdm. Podemos observar que u; no absorbe a us bajo una
tdm pues (T (us) N ¢ (uy) = {3} N {2} = 0, si uy también estd en N tenemos que este
tampoco absorbe a us pues N~ (uy) = 0. Como (uz, uz,u;) es una ugu;-tdm tenemos
que {uy,uz} € N. Por lo tanto uy ¢ N, {uy,us} C Ny {us,us} C N.

Como u; ¢ N, entonces us € N esto implica que u; ¢ N para i = 1,2, 3,4 pues us
adyacente u;. Podemos observar que us no absorbe a ug por tdm, pues (" (u3)N¢ (us) =
{2} N {1,3} = 0. Por lo tanto us ¢ N.

Asi tenemos que nadie absorbe a u; y u; ¢ N.

Por lo tanto D no tiene NTDM.

Figura 3.7: Casicasitorneo con vecindad bicolor y T5.

3.3.4. Cuasicuasitorneo con C3 y T3

También nos podemos preguntar si el hecho de que un cuasicuasitorneo contenga a
C3 y T3, y sus vértices tengan vecindad bicolor este tenga o no un NTDM.

En la figura 3.5 tenemos un cuasicuasitorneo D con vecindad bicolor, el cual contiene
a C3 = (u,ug,us,u1) y Ty = D[{uy,uq,us}] y tiene NTDM. N = {uj,us} es un
NTDM.

En la figura 3.8 tenemos un cuasicuasitorneo D que contiene a C’g’ = (ug, us, ug us)
v T3 = D [{uy,us,us}] y tiene vecindad a los més bicolor sin NTDM.
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Supongamos que D tiene NTDM:

Si uy € N, entonces u; ¢ N, ya que u; adyacente w;, para i = 2,4,5. Observemos
que u; no absorbe a uy bajo una tdm, pues (" (ug) N ¢(u1) = {4} N {1} = 0, entonces
tenemos que ug € N, pero observemos que uz no absorbe a uy bajo una tdm, pues
CH(ug) N ¢ (ug) = {2} N {3,4} = 0. Tenemos que u; tampoco absorbe a u4 bajo una
tdm, pues (T (us)NC (ug) = {2}N{1} = 0. Por lo tanto uy ¢ N, uz ¢ Ny {uj,us} C N.
Entonces us € N o ug € N.

Si ug € N, entonces u; ¢ N pues us adyacente u;, para i = 1,3,4. Observemos que
ug no absorbe a us bajo una tdm, pues (*(us) N ¢~ (u2) = {1,3} N {2} = 0, entonces
us € N, pero tenemos que us no absorbe a wus bajo una tdm, pues N~ (uz) = 0, y
también podemos observar que uy no absorbe a uz bajo una tdm, pues (*(u3)N¢ (ug) =
{3} N {2} = 0. Por lo tanto tenemos que us ¢ N, us ¢ N y {ug,us} C N.

Si ugy € N, entonces u; ¢ N pues uy adyacente u;, para i = 1,2, 3,5. Observemos
que uy no absorbe a uy bajo una tdm, pues ¢t (uz) N ¢~ (ug) = {4} N {2,3} = 0. Por lo
tanto uy ¢ N.

Asi tenemos que no hay forma de absorber a u;.

Por lo tanto D no tiene NTDM.

Figura 3.8: Cuasicuasitorneo D con C3 y T5.

3.4. NTDM en cuasicuasitorneos

Con lo anterior hemos visto que no todo cuasicuasitorneo con vecindad a lo méas
bicolor tiene un NTDM.
Entonces nos podemos preguntar, jcuédndo un cuasicuasitorneo tiene NTDM?, en
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esta seccion veremos que condiciones le podemos pedir a un cuasicuasitorneo para poder
asegurar un NTDM en éste.

Retomamos la pregunta hecha por Shen Minggang y la aplicamos a cuasicuasitor-
neos, es decir, tratamos de demostrar que si un cuasicuasitorneo D no contiene a C% ni
a T3, entonces D tiene un NTDM, por lo visto en la seccion (3.2) tenemos que no basta
perdirle esta condicion, le agregamos la condicién de que todo vértice tenga vecindad a
lo méas bicolor, pero vimos en la seccion (3.3) que esto tampoco es suficiente.

Por lo que decidimos usar las técnicas vistas en el capitulo 2, primero veremos bajo
que condiciones en C'(D) cada ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica, lo cual

implica que C'(D) tiene niicleo (Teorema 2). Por el teorema 4 veremos que D tiene un
NTDM.

Observamos que las condiciones para que todo ciclo dirigido de C'(D) tenga una
flecha simétrica son las siguientes: que D no contenga a C3 ni a Tj, todo vértice tenga
vecindad a lo mas bicolor, que D no tenga como subdigraficas inducidas a:

_>

» (4 2-coloreado como en la figura 3.9 ay b,
_>

= (y 3-coloreado como en la figura 3.9 e,

= los cuasitorneos coloreados como en la figura 3.9 c y d,

y tal que todo ciclo dirigido contenido en C'(D) con longitud mayor o igual a 5 tenga
al menos 3 cambios de color.

: 1 : H
a do CH b bO 1 bl c WO 1 Wl
A
2 1 2 2 2 ! 1
- a
as 5 2 b3 1 b2 W, 5 w,
d: Ug 1 ‘ul e: Vo 1 L
A A
2 2 1 2 2
/
u, 2 Yz vy 3 v,

Figura 3.9: Digraficas no permitidas.

Observacion 2. Para cualquier par de vértices adyacentes v y v de un casicuasitorneo
D, se cumple que ((v) N ¢(u) # 0; esto es, porque existe una flecha entre estos dos
vértices, entonces el color de esta flecha pertenece tanto a ((v) como a ((u).
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Nota. Denotaremos por Ty para referirnos a C3 o Ty.
Antes de comenzar con el teorema veamos que significa lo de los 3 cambios de color.

Observacion 3. Diremos que un ciclo tiene un cambio de color si existe un vértice del
ciclo tal que sus dos flechas que inciden son de colores distintos. Asi decimos que en un
ciclo hay al menos tres cambios de color si hay tres vértices en los cuales sus dos flechas
incidentes son de distintos colores. De esto hay tres formas de acomodar tres cambios
de color.

Para ejemplificar observemos la figura 3.10.

En la figura 3.10 a tenemos el ciclo v, = (21, z9, ..., Ty_1, , = 1), donde tenemos
tres cambios de color de forma disjunta. Estos cambios de color se dan en los vértices
Ty, Tit1y Tjy1,donde i #1, 7 #1, j#4i,d#gyh#k.

En la figura 3.10 b tenemos el ciclo o = (uy, ug, ..., Um—1, Uy = uy), donde tenemos
dos cambios de color continuos y uno disjunto. Estos cambios de color se dan en los
vértices ug, u3 y uj41, donde j #3y h # g.

En la figura 3.10 ¢ tenemos el ciclo v3 = (vy,v2, ..., U1, v, = v1), donde tenemos
tres cambios de color continuos. Estos cambios de color se dan en los vértices vy, v3 v

Vyq.
a: X2 2 X3 X b: U 2 uy c:
1 - d 1//7\
- -
- - - A\
/ X; - 2
X i+1
1 Uy
up
Xj+2 Y,
h
k
u,
TR 2 kou,

9 1

Xi+2 Vi

Figura 3.10: Tres cambios de color.

Teorema 15. 5@ D es un cuasicuasitorneo m-coloreado con m > 4, p > 5 y que cumple
lo siguiente:

1. | ¢(v) |< 2 para todo v en los vértices de D,

2. no contiene como subdigrdfica a T3 ni a C3,

3. no contiene como subdigrdfica inducidas a las digrdficas de la figura 3.9, y

4. todo ciclo dirigido v en C(D) de longitud mayor o igual a 5 tiene al menos 3
cambios de color,

entonces en C(D) todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica.

Demostracion. Sea D un cuasicuasitorneo que cumple con las hipotesis del teorema.
Demostraremos este teorema por contradicciéon. Tomemos la cerradura de D y supon-
gamos que existe al menos un ciclo dirigido en C'(D) tal que no tiene flechas simétricas.
Sea v = (vg, V1, ..., Un, = vp) un ciclo dirigido asimétrico de longitud minima en C'(D).
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Primero demostraremos si v C D o v C D, entonces tenemos un cambio de color en
D y la flecha entre el vértice inicial y el vértice final de la trayectoria formada por este
cambio de color estd en D.

Después veremos que este hecho nos lleva a una contradiccion.

Asi tenemos las siguientes afirmaciones:

Afirmacion 1. {(y) > 5.

De esta afirmacion tenemos dos casos, cuando v C D y cuando v C D.

CasoI. v C D.

Para este caso tenemos las siguientes afirmaciones:

Si £(y) = 3, entonces como v C Dy por hip6tesis D no contiene ni T3 ni C, tenemos
que v estd a lo més 2-coloreado. Por lo que v tiene al menos una flecha simétrica, lo
cual no puede pasar. Por lo tanto ¢(y) > 3.

Denotaremos al color de una flecha por ¢(v;, v;) = k, donde k es el color asignado a
dicha flecha.

Si () = 4, entonces denotemos a v como 7y = (vg, v1, V2, v3,vp), asi tenemos lo
siguiente:

Caso A. Si v esta 1-coloreado, entonces tenemos que 7y tiene flechas simétricas, lo
cual no puede suceder.

Caso B. Si v esta 2-coloreado, entonces los posibles casos se muestran en la figura
3.11.

Si v esta coloreado como en la figura 3.11 a tenemos una flecha simétrica, lo cual
no puede suceder. Para los casos b y ¢ analicemos si la subdigrafica inducida por el
conjunto {vg, v1,vs2,v3} €s un torneo, un cuasitorneo o un cuasicuasitorneo.

a b: c
Vo 1 v, Vo 1 vy Vo 1 vy
\ / L AN s AN s
N / N 7/ \ /
2 A4 N 7 N/
X 2 2 x 1 2 X 2
7 N\ /N /N
/ AN s/ \ s/ AN
/ N s/ N s N
V3 2 vy V3 2 vy V3 1 v,
Figura 3.11:

Caso B.1. D [{vg, v1,v2,v3}] es un torneo.

Fijémonos en la flecha que esta entre los vértices vy y v3, llamémosla q.

Subcaso B.1.1. vy esta coloreado como en la figura 3.11 b. Como D no contiene a Tj,
entonces ¢(q) =1 0 ¢(q) = 2.
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Si ¢(q) = 1, entonces si (vy,v3) € F(D) tenemos que (vs,vg) € F(C(D)) es una
flecha simétrica en 7, lo cual no puede suceder pues 7y es asimétrico. Si (vs,v1) € F(D),
entonces (vg, v3) € F(C(D)) es una flecha simétrica en , lo cual no puede suceder pues
7 es asimétrico.

Si ¢(q) = 2, entonces si (vy,v3) € F(D) tenemos que (vg,v1) € F(C(D)) es una
flecha simétrica en +, lo cual no puede suceder pues v es asimétrico. Si (v3,vy) € F(D),
entonces (vy,v9) € F(C(D)) es una flecha simétrica en +, lo cual no puede suceder pues
7 es asimétrico.

Subcaso B.1.2. v esta coloreado como en la figura 3.11 ¢. Como D no contiene a Tj,
entonces ¢(q) =10 ¢(q) = 2.

Si ¢(q) = 1, entonces si (vy,v3) € F(D) tenemos que (vg,v3) € F(C(D)) es una
flecha simétrica en -, lo cual no puede suceder pues ~y es asimétrico. Si (vs,v1) € F(D),
entonces (vy,v2) € F(C(D)) es una flecha simétrica en , lo cual no puede suceder pues
7 es asimétrico.

Si ¢(q) = 2, entonces si (vy,v3) € F(D) tenemos que (vg,v1) € F(C(D)) es una
flecha simétrica en v, lo cual no puede suceder pues 7 es asimétrico. Si (vs,v1) € F(D),
entonces (vg, v3) € F(C(D)) es una flecha simétrica en v, lo cual no puede suceder pues
7 es asimétrico.

Por lo tanto este caso no es posible.

Caso B.2. D [{vg,v1,v9,v3}] €s un cuasitorneo, es decir, solo una flecha entre los
vértices no consecutivos de vy estd en D.

Si la flecha que esta en D es la flecha entre los vértices vy y v3, entonces tenemos el
mismo anéalisis que en el caso (B.1).

Veamos que sucede si la flecha que esta en D es la flecha entre los vértices vg y vs.

Subcaso B.2.1. y esta coloreado como en la figura 3.11 b. Tenemos que ¢(vg, ve) # 1
y ¢(va,v9) # 2, por la hipotesis (3) del teorema. Entonces:

Si c(vg,v2) = 2, tenemos que (vg,v3) € F(C(D)), lo cual no puede suceder. Si
(v2,v9) = 1, tenemos que (vy,v1) € F(C(D)), lo cual no puede suceder.

Subcaso B.2.2. vy estéa coloreado como en la figura 3.11 c¢. Tenemos lo siguiente:

Llamemos s a la flecha entre vy y vo. Como ((vg) = ((v2) tenemos que ¢(s) =1 o
c(s) = 2.

Sic(s) =1y (vo,v2) € F(D) tenemos que (vg,v3) € F(C(D)), lo cual no puede
pasar. Si (vq,v9) € F(D) tenemos que (ve,v1) € F(C(D)), lo cual no puede suceder,
pues v es asimétrico.

Sic(s) =2y (vo,v9) € F(D) tenemos que (v3,vy) € F(C(D)), lo cual no puede
pasar. Si (vq,v9) € F(D) tenemos que (vy,vg) € F(C(D)), lo cual no puede suceder,
pues 7y es asimétrico.

Por lo tanto esto no puede pasar.

_I;]stos son los tinicos casos pues por hipétesis D no tiene como subdigréfica inducida
a Cy 2-coloreado como en la figura 3.9 a y b.
Por lo tanto « no esta 2-coloreado.
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Caso C. Si v esta 3-coloreado, entonces supongamos sin pérdida de generalidad
que c(vg,v1) = 1, c(vy,v2) = 2, ¢(vg,v3) = 3y ¢(v3,v9) =@ con i = 1,2,3. Como D es
un cuasicuasitorneo tenemos los siguientes casos.

Caso C.1. D [{vg,v1,v2,v3}] es un torneo (ver figura 3.12).

Fijémonos en la flecha que esta entre los vértices vg y v, llamémosla w.

Subcaso C.1.1. i =1 (ver figura 3.12 (1.1)). Como nuestros vértices tienen vecindad
bicolor y ((ve) = {2,3} entonces el color de ¢(w) # 1, pues de lo contrario tendriamos
que ((v2) = {1,2,3}. Si e¢(w) = 3, entonces tenemos que D [{vg, ve,v1}] = T3 en D,
lo cual no puede ser. Si ¢(w) = 2, tenemos que D [{vg, v2,v3 }] = T3 en D, lo cual no
puede pasar.

Subcaso C.1.2. 1 = 2 (ver figura 3.12 (1.2)). Como ((vg) N (v2) = {2} ¥ {(vg) =
{1,2}, ((v2) = {2,3}, tenemos que c(w) = 2. Si (vg,v9) € F(D), entonces (vs, v, va)
serfa una vsve-tdm lo que implicaria que (vs,ve) € F(C(D)), lo que no puede pasar
pues v es asimétrico. Si (ve, vg) € F(D), entonces (vy, va,vg) seria una vyvp-tdm lo que
implicaria que (vq,v9) € F(C(D)), lo que no puede pasar pues 7y es asimétrico.

Subcaso C.1.3. 1 =3 (ver figura 3.12 (1.3)). Como ((vo) N ((v2) = {3}, esto implica
que c¢(w) = 3. Asi tenemos que D [{vg, v1,v2}] = T3 en D, lo cual no puede suceder.

1.1: 1.2:
Vo 1 U1 Vo 1 V1
1 2 2 2
A \
V3 3 V2 U3 3 V2
1.3:
o 1 U1
A
3 2
U3 3 )

Figura 3.12: Subcasos del caso C.1.

Caso C.2. D [{vg,v1,v9,u3}] es un cuasitorneo, es decir, sélo una flecha entre los
vértices no consecutivos de vy estd en D (ver figura 3.13).

Si la flecha que esta en D es la flecha entre los vértices vy y vs, tenemos el mismo
analisis que en el caso (1). Si la flecha que esta en D es la flecha entre los vértices vy y
v3, llamémosla ¢, tenemos lo siguiente:
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Subcaso C.2.1. i = 1, ver figura 3.13 (2.1). Como ((v;) N ¢{(v3) = {1}, entonces
c(q) = 1.

De esto tenemos que D [{vy,v9,v3}] = T3 en D, lo que no puede pasar.

Subcaso C.2.2. i = 2, ver figura 3.13 (2.2). Como ((v;) N {(v3) = {2}, entonces
c(q) = 2.

Si (v1,v3) € F(D), entonces (v, v3,vg) es una vyvp-tdm lo cual implica que (v1,vy) €
F(C(D)) es simétrica, lo cual no puede pasar. Si (v3,v) € F(D), entonces (vs, vy, vs)
es una vzvp-tdm de lo cual se tendria que (vs,v9) € F(C(D)), lo que no puede pasar.

Subcaso C.2.3. 1 = 3, ver figura 3.13 (2.3).

Como ((v1) = {1,2}, entonces ¢(q) # 3. Asi tenemos que ¢(q) = 1 0 ¢(q) =
c(q) = 1, se tiene que D [{vy,vq,v3}] = T, lo cual no puede suceder. Si ¢(q)
tiene que D [{vg, vy, v3}] = T3, lo cual no puede suceder.

2. Si
2, se

2.1: 2.2:
V) vy Vo [
N N
AN N\
AN N
1 X 2 2 X 2
AN RN
AN AN
Ny N
V3 3 V2 U3 3 U2
2.3:
Vo 1 U1
N
\ .
N
3 X 2
SN
N\
AN
U3 3 U2

Figura 3.13: Subcasos del caso C.2.

Caso C.3. D [{vg,v1,v9,v3}], es decir, las flechas entre los vértices no consecutivos
de v no estan en D (ver la figura 3.14).

Como 7 esté 3-coloreado, donde c(vg, v1) = 1, ¢(v1,v2) = 2, c(ve,v3) = 3y c(v3, 1) =
i con ¢ = 1,2,3. Pero tenemos que ¢ # 2 pues no puede estar 3-coloreado como en la
figura 3.9 e, entonces los tnicos casos posibles son que i =1 07 = 3.

Sii =1 (ver figura 3.14 a), tenemos que (vs,vy) € F(C(D)), donde (vy,vq, v3,v1)
es un ciclo de longitud tres en C'(D). Como v es minimo asimétrico, (vs,v;) debe ser
una flecha simétrica en C(D), asi tenemos que debe existir una v;v3-tdm de longitud
al menos dos en D, llamémosla p. Notemos que si el ¢(p) = 2 o ¢(p) = 3, entonces no
se cumple la condicién de vecindad bicolor en los vértices vs o vy, respectivamente. Si
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c(p) = 1, entonces (v1,v9) € F(C(D)), es decir, v tendria una flecha simétrica, lo cual
no puede pasar.

Sii = 3 (ver figura 3.14 b), tenemos que (vq,v9) € F(C(D)), donde (vy, vy, v2, vp)
es un ciclo de longitud tres en C(D). Como ~y es minimo asimétrico, (vq,vy) debe ser
una flecha simétrica en C(D), asi tenemos que debe existir una vove-tdm de longitud
al menos dos en D, llamémosla p. Notemos que si el ¢(p) = 1 o ¢(p) = 2, entonces no
se cumple la condicién de vecindad bicolor en los vértices vy 0 vg, respectivamente. Si
¢(p) = 3, entonces (vg,v3) € F(C(D)), es decir, 7 tendria una flecha simétrica, lo cual
no puede pasar.

a Vo 1 vy b: ) 1 \Z]
|
1 3
1 - 2 3 2
V3 3 v V3 3 v,

Figura 3.14: v 3-coloreado.

Como los casos A, B y C no son posibles, entonces v no puede estar 3-coloreado.

Caso D. Si v esta 4-coloreado, entonces supongamos sin pérdida de generalidad que
c(vg,v1) =1, ¢(v1,v2) =2, ¢(va,v3) = 3y c(v3,v9) = 4. De esto tenemos tres opciones,
que la subdigrafica inducida por los vértices de v sea un torneo, un cuasitorneo o un
cuasicuasitorneo en D.

Vo 1

Figura 3.15:
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Subcaso D.1. D[{vy,v1,v2,v3}] es un torneo.

Como D[{vg,v1,v2,v3}] es un torneo tenemos que la flecha entre los vértices vy y vq
esta en D, por la observacion 2 tenemos que ((vg) N ((v2) # 0, pero ((vg) N ((vg) =
{1,4} N {2,3} = 0, lo cual es una contradiccion.

Subcaso D.2. D [{vg,v1,v9,v3}] es un cuasitorneo.

Como D [{vg, v1,v2,v3}] €s un cuasicuasitorneo tenemos que la flecha entre los vér-
tices vy y v9 O entre vy y vz esta en D.

Si tenemos la flecha entre los vértices vy y vy es el mismo caso que en el subcaso
(D.1).

Si tenemos la flecha entre los vértices v y vz esta en D, por la observacion 2 tenemos
que ((v1)N¢(v3) # B, pero ((vg)N¢(ve) = {1,2}N{3,4} = 0, lo cual es una contradiccion.

Subcaso D.3. D [{vg,v1,v2,v3}] es un cuasicuasitorneo.

Sabemos por hipétesis del teorema que existe al menos otro vértice v, el cual es
adyacente a todos los vértices de 7 (ver figura 3.15). Por la observacion 2 sabemos que
C(v))NC(v) #0,7=0,1,2,3, y como 7 esta 4-coloreado, entonces ((v) C {1,2,3,4}.
Sabemos que ((vg) = {1, 4}, asi tenemos lo siguiente:

Si la flecha entre vy v v es de color 4, entonces la flecha entre v; y v no puede ser
de color 2, pues de lo contrario se forma un T3, por lo tanto es de color 1. Asi tenemos
que ((v) = {1,4} y ((v2) = {2, 3}, esto implica que ((ve) N ¢(v) = 0, lo cual no puede
pasar por la observaciéon 2.

Si la flecha entre vy y v es de color 1, entonces la flecha entre v; y v puede ser de
color 1 6 2. Sies de color 2, ((v) = {1, 2}, pero ((vs3) = {3,4}, entonces ((vs)N¢(v) =0,
lo cual no puede suceder. Si es de color 1, entonces la flecha entre vy y v es de color 2,
por lo tanto ((v) = {1,2}, y por el caso anterior tenemos que esto no puede pasar.

Asi tenemos que el caso D no es posible, por lo tanto v no puede estar 4-coloreado.

Como todos los casos posibles A, B, C y D nos llevan a una contradicciéon tenemos
que £(7) = 5.

Caso II: v C D.

En este caso, como D es un cuasicuasitorneo, tenemos que una o dos flechas sobre
v no estan contenidas en las flechas de D. Asi tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Una flecha de v no esta en D.

Si £(y) = 3, entonces denotemos v = (vg, v1, vz, Vp).

Sabemos que v puede estar m-coloreado con 1 < m < 3. De esto tenemos lo siguien-
te:

Si 7y esta 1-coloreado tenemos que c¢(vg,v1) = 1, c(ve,v9) = 1y ¢(vy,v2) = 1, de esto
tenemos que (vg, v1,v2) es una vove-tdm en C(D) por lo que debe existir una vyve-tdm
en D, lo cual implica que (vg,v9) € Sim(C(D)), lo cual no puede pasar.

Si v esté 2-coloreado, entonces supongamos sin pérdida de generalidad que ¢(vg, v1) =
1, c(vg,v9) = 1y ¢(vy,v9) = 2. De esto tenemos que (v, vy, v1) es una vevi-tdm en C'(D
por lo que debe existir una vov;-tdm en D, por lo que tenemos que (ve, v1) € Sim(C(D)),
lo cual no puede pasar.
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Si v esta 3-coloreado, entonces supongamos sin pérdida de generalidad que ¢(vg, v1) =
1, ¢(v1,v2) = 2y c(ve,v9) = 3, ver figura 3.16. Como una flecha de v no estéa en D,
entonces supongamos sin pérdida de generalidad que (vg,v1) ¢ F(D), esto implica, por
construccion de la cerradura, que existe p = (by = vg, b1, ..., b, = v1) una vyv1-tdm de
color 1 en D de longitud al menos dos. Notemos que V(p) NV (y) = {vo, v1} pues de lo
contrario (vq,vg) ¥ (v1,v2) serian flechas simétricas en C'(D), lo cual no puede pasar.

Como D es un cuasicuasitorneo y la flecha (vg,v1) ¢ F(D) tenemos dos posibilida-
des: alguna flecha entre b; y v no esta en D o todas las flechas entre b; y vy estdn en
D.

AFIRMACION A. b; es adyacente a vy, para todat=1,2,....7 — 1, en D, ver figura
3.16.

Lo demostraremos por induccién sobre i.

Base de induccién. @ = 1, es decir, mostraremos que la flecha entre v, y by esta en
D.

Supongamos por contradiccion, que la flecha entre vy v by no esta en D, esto implica
que la flecha entre los vértices vy y bs si estd en D, llamémosla ¢q. Como ((ve) = {2, 3},
entonces ¢(q) =2 o ¢(q) = 3.

- Si ¢(q) = 2, entonces notemos lo siguiente, el color de la flecha entre los vértices
Vo ¥ by es de color 1, pues ((vg) N((b2) = {1}. Asi tenemos que D [{vg, ba,v2}] = T3 en
D, lo cual no puede pasar.

- Si ¢(gq) = 3, entonces notemos lo siguiente, el color de la flecha entre los vértices
by v vy es de color 1, pues ((v1) N{(by) = {1}. Asi tenemos que D [{vy, by, v2}] = T3 en
D, lo cual no puede pasar.

Por lo tanto la flecha entre vy y by estd en D.

Hipotesis de induccion. Supongamos que para toda 1 < ¢ < r — 1 la flecha entre vy
y b; esta en D.

Paso inductivo. Demostraremos que la flecha entre vy y b, esta en D.

Supongamos por contradicciéon, que la flecha entre vy y b._1 no estd en D, esto
implica que la flecha entre los vértices vg y b,_o estd en D, llamémosla p. Como ((vy) =
{2,3}, entonces ¢(p) = 2 o ¢(p) = 3.

- Si ¢(p) = 2, entonces notemos lo siguiente, el color de la flecha entre los vértices vy
y by—2 es de color 1, pues ((vg) N((b,—o) = {1}. Asi tenemos que D [{vg, b,—2,v5}] = Ts,
lo cual no puede pasar.

- Si ¢(p) = 3, entonces notemos lo siguiente, el color de la flecha entre los vértices vy
y br—2 es de color 1, pues ((v1) N((b,—o) = {1}. Asi tenemos que D [{vy, b2, v5}] = Ts,
lo cual no puede pasar.

Por lo tanto b; es adyacente a vy, para toda i =1,2,....7r — 1, en D.

Por la afirmacion (A) tenemos que las flechas entre ve y b;, i = 1,2, ...,7 — 1, estan
en D.

Como ((vy) = {2,3} esto implica que el color de las flechas entre vy y b;, con
1=1,2,....,7mt—1,es 20 3.
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Fijémonos en la flecha entre vy y b1. Si el color de esta flecha es de color 2, entonces
D [{vo, b1, v2}] =2 T3 en D, lo que no puede suceder.

Si el color de esta flecha es de color 3, entonces esto implica que todas las flechas
entre vy v b;, © = 1,2,...,7 — 1, son de color 3, pues en caso contrario existe un j €
{1,2,...,7 — 1} minima tal que la flecha entre vy y b; es de color 2, pero asi tendriamos
que D [{vg,bj_1,b;}] = T3 en D, lo cual no puede suceder. Asi tenemos que la flecha
entre vy y b,_1 es de color 3 lo que implica que D [{vg,b,_1,v1}] = Tj, lo cual no es
posible.

Por lo tanto ¢(v) > 4.

Figura 3.16: ¢(~y) = 3.

Si 4(vy) = 4, entonces denotemos v = (vg, v1, Vg, U3, Vg).

Supongamos que (v;,v;11) ¢ F(D) para alguna i = 0,1, 2,3 (mé6dulo 3), esto implica
por construccion de la cerradura de D que existe una v;v;,1-tdm en D, digamos p =
(bo = vy, b1, ..., b = v;11) de longitud al menos dos.

Observacion Li. V() NV (p) = {v;, vis1}.

Supongamos que no, de esto tenemos dos casos:

-v;—1 € V(y) NV (p), por lo que tenemos que existe una v;v;_1-tdm, lo cual implica
que (vi,v;—1) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

- vire € V() NV (p), asi tenemos que (viy2, p, V1) €8 una v;,20;41-tdm, por lo que
(Viy2, viy1) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

Por lo tanto V(v) NV (p) = {vi, vit1}.

Como D es un cuasicuasitorneo, entonces tenemos que al menos una flecha entre los
vértices no consecutivos de v esta en D.

Sabemos que v puede estar m-coloreado con 1 < m < 4. Asi tenemos los siguientes
cuatro casos:

Caso A. 7 esta 1-coloreado. Entonces c(vg,v1) = 1, c(v1,v2) = 1, c(ve,v3) = 1,
c(vs,v9) = 1. Asi tenemos que (v, vy, Vg, v3) €s una vyvs-tdm en C'(D) por lo que debe
existir una vyvs-tdm en D, asi tenemos que (vg,v3) € Sim(C(D)), lo cual no puede
suceder.
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Caso B. 7v esta 2-coloreado. Tenemos tres posibles casos, los cuales se muestran en
la figura 3.17.

b:
a Vo 1 Vi Vo 1 ¢!
2 2 2 1
‘ \
v A\
V3 2 V2 3 2 2
[eH
VO 1 o Vl
2 2
V3 1 Vo

Figura 3.17: y 2-coloreado, ¢(v) = 4.

Subcaso B.1. Si ~y esta 2-coloreado como en la figura 3.17 a, es decir, ¢(vg, v1) = 1,
c(vy,v9) = 2, c(ve,v3) = 2, ¢(vs,v9) = 2, entonces (vy,vq, v3,v) €S Una v3vp-tdm en
C(D), por lo que en D también existe una v3vp-tdm, por lo tanto (vy,vy) € Sim(C(D)),
lo cual no puede pasar.

Subcaso B.2. Si 7 esta 2-coloreado como en la figura 3.17 b, es decir, c¢(vg, v1) = 1,
c(v,v9) = 1, e(vg,v3) = 2, ¢(v3,v9) = 2, entonces como v C D, sabemos que alguna
(vi,vi41) ¢ F(D) (moddulo 3) para alguna ¢ = 0,1,2,3, asi tenemos que existe una
v;v;11-tdm en D, digamos p, de longitud al menos dos. Como V (v) NV (p) = {v;, vit1}
(observacion 1.i) tenemos que (v;_1, v;)U(v;, p, vip1)U(vigr1, ¥, vi—1) es un ciclo de longitud
al menos cinco en C'(D) que tiene dos cambios de color, lo que contradice la hipotesis
(4) del teorema, por lo tanto este caso no puede pasar.

Subcaso B.3. Si v esta 2-coloreado como en la figura 3.17 c, es decir, ¢(vg,v1) = 1,
c(vy,v9) = 2, ¢(ve,v3) = 1, ¢(v3,v9) = 2, entonces:

Si la flecha entre vy v vy esta en D, entonces tenemos que tiene color 1 o 2, de esto
tenemos lo siguiente:

Si (vg,v2) € F(D) y tiene color 1, entonces (vg, v2, v3) €s una vovs-tdm en C(D), por
lo que en D existe una vovs-tdm, asi se tiene que (vs,vy) € Sim(C(D)) y esto no puede
suceder. Si es de color 2, entonces (vs, vy, v2) es una vzve-tdm en C'(D) por lo que en D
también existe una vsve-tdm, asi se tiene que (vs,ve) € Sim(C(D)), lo cual no puede
suceder.
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Si (vg,v9) € F(D) y tiene color 1, entonces (vq, vy, v1) es una vevi-tdm en C(D),
por lo que en D también existe una vov;-tdm, asi tenemos que (v, v1) € Sim(C(D)) y
esto no puede suceder. Si es de color 2, entonces (vy, vg, vg) es una vivg-tdm en C(D),
por lo que en D también existe una vyvg-tdm, asi se tiene que (v, vg) € Sim(C(D)), lo
cual no puede suceder.

Si la flecha entre los vértices vy y v3 estd en D, entonces se demuestra de manera
analoga al caso cuando la flecha entre lo vértices vy y vy estd en D (caso anterior), lo
cual no puede pasar.

Por lo tanto « no esta 2-coloreado.

Caso C. Si vy esta 3-coloreado, entonces hay dos maneras posibles de colorearlo,
como se muestra en la figura 3.18.

Figura 3.18: ¢(y) = 4, 3-coloreado.

Subcaso C.1. Si 7 esté coloreado como en la figura 3.18 a, es decir, c(vg,v1) = 1,
c(vy,v9) = 2, ¢(vq,v3) = 3, ¢(v3,v9) = 1 tenemos lo siguiente:

C.1.1. Si la flecha entre los vértices vy y v9 estd en D, entonces esta tiene que estar
coloreada de color 2 o 3, pues si fuera 1 no se cumplirfa con la condicién de vecindad
bicolor en v,.

Si (vg,ve) € F(D), entonces tenemos lo siguiente:

- Si es de color 2, entonces tenemos que (vg, v2, v3, vg) es un Cy en C(D). Si {(ve, v3),
(vs,v9)} C F(D), entonces D [{vg,vq9,v3}] = C3 en D, lo cual no puede suceder. Si
(vg,v3) & F(D) o (v3,v9) ¢ F(D), entonces existe una vovs-tdm en D o una v3vg-
tdm en D. Supongamos que (vq,vs3) ¢ F(D) (para cuando (vs,vy) ¢ F(D) tenemos
un caso analogo), entonces (vg, v2,v3,v9) es un ciclo de longitud menor que la ¢(vy) en
C(D), por lo tanto debe existir una vovg-tdm en D, llamémosla «, pues las flechas de
~ no son simétricas. Notemos que ¢(a) # 1, pues en caso contrario no se cumpliria
con la condiciéon de vecindad bicolor en as, ¢(a) # 2, de lo contrario tendriamos que
(v1,v9) U (vg, @, vg) €s una v1vp-tdm lo que implica que (v, v1) € Sim(C(D)), lo cual no
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puede suceder, y ¢(a) # 3, de lo contrario no se cumpliria con la condicién de vecindad
bicolor en vy.

- Si es de color 3, tenemos que (vg, v2,v3) es una vous-tdm en C'(D), por lo que en
D también debe existir una vyvs-tdm, asi tenemos que (vg,v3) € Sim(C(D)), lo cual
no puede pasar.

Si (ve,v9) € F(D), entonces tenemos lo siguiente:

- Si es de color 2, tenemos que (vy, va, ) es una v1vg-tdm en C'(D), por lo que en
D también debe existir una vyvg-tdm, asi tenemos que (vg,v,) € Sim(C(D)), lo cual
no puede pasar.

- Si es de color 3, tenemos que (vg, vy, Vg, vg) es un C3 en C(D). Si { (v, v1),(v1,v2)} C
F(D), entonces D [{vg,v1,v2}] = C3 en D, lo cual no puede suceder. Si (vg,v;) ¢ F(D)
o (v1,v9) ¢ F(D), entonces existe una vyv;-tdm en D o una v;va-tdm en D. Supongamos
que (v1,v2) ¢ F(D) (para cuando (vg,v;) ¢ F(D) tenemos un caso anélogo), entonces
(vo, v1,v2,79) es un ciclo con menor longitud que la ¢(v), por lo tanto debe existir
una vove-tdm en D, llamémosla «, pues las flechas de v no son simétricas. Notemos
que c(a) # 1, pues en caso contrario v no cumpliria con la condicién de vecindad
bicolor, ¢(a) # 2, de lo contrario vy no cumpliria con la condicién de vecindad bicolor,
y ¢(a) # 3, de lo contrario (vg, o, v2) U (v, v3) seria una vovs-tdm lo que implica que
(vo,v3) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

C.1.2. Si la flecha entre los vértices vy y v3 esta en D, entonces debe ser de color 1,
por la observacion 2.

- Si (v3,v1) € F(D), tenemos que (vy,v2,v3,v1) es un Cs en C(D). Si {(vy,v2),(ve,
v3)} C F(D) entonces D [{v1,v2,v3}] = C3 en D, lo cual no puede pasar. Si (vi, vg) ¢
F(D) o (ve,v3) ¢ F(D), entonces existe una v1vo-tdm en D o una vevs-tdm en D. Su-
pongamos que (vy,vy) ¢ F(D) (para cuando (v, v3) ¢ F(D) tenemos un caso anélogo),
entonces (v, vq,v3,v;1) es ciclo de longitud menor que la ¢(vy) en C(D), por lo tanto
existe una vivs-tdm en D, llamémosla «, pues las flechas de v no son simétricas. No-
temos que c(a) # 1, pues en caso contrario (vg,v1) U (v1, a, v3) seria una vous-tdm, lo
que implica que (vg,v3) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder, c¢(a) # 2, pues de
lo contrario vz no tendria vecindad bicolor, y c¢(a) # 3, pues en caso contrario v; no
tendria vecindad bicolor.

- Si (v1,v3) € F(D), entonces (vg, vy, v3) es una vyvs-tdm en C(D), lo cual implica
que también existe una vyvs-tdm en D, por lo tanto (vg,v3) € Sim(C(D)), lo cual no
puede suceder

Por lo tanto este caso no es posible.

Subcaso C.2. Si 7y esté 3-coloreado como en la figura 3.18 b, es decir, ¢(vg,v1) = 1,
c(vy,v9) = 2, c(ve,v3) = 3, ¢(v3,v9) = 2, entonces tenemos lo siguiente:

C.2.1. Si la flecha entre los vértices vy y vs estd en D, entonces esta debe ser de
color 2, por la observacion 2.

Si (vo, v2) € F(D), entonces tenemos que (vs, vg, v2) s una vsve-tdm en C'(D), lo que
implica que en D también existe una vsvy —tdm, entonces (vq,v3) € Sim(C(D)), lo cual
no puede suceder. Si (vq,v9) € F(D), tenemos que (v, v2, vg) €s una v1vp-tdm en C'(D),
lo que implica que en D también existe una vvg — tdm, entonces (vg, v1) € Sim(C(D)),



74 CAPITULO 3. CUASICUASITORNEOS M-COLOREADOS

lo cual no puede suceder.

C.2.2. Si la flecha entre los vértices v1 y v3 estda en D, entonces por la observacion
2, debe ser de color 2.

Si (v1,v3) € F(D), tenemos que (v, v3, vg) es una v;vp-tdm en C (D), lo que implica
que en D también existe una vivy — tdm, entonces (vg,v1) € Sim(C(D)), lo cual no
puede suceder. Si (vs,v1) € F(D), tenemos que (vs, vy, v2) es una vzve-tdm en C(D), lo
que implica que en D también existe una vzvy — tdm, entonces (v, v3) € Sim(C(D)),
lo cual no puede suceder.

Por lo tanto, v no esté 3-coloreado.

Caso D. Si v estda 4-coloreado, entonces solo puede ser como en la figura 3.19,
es decir, c(vg,v1) = 1, c(v1,v2) = 2, ¢(va,v3) = 3, ¢(vs,v9) = 4, entonces tenemos lo
siguiente:

Caso D.1. Si la flecha entre los vértices vy y vq estda en D, entonces como la ((vy) =
{1,4} y la {(v2) = {2, 3}, se tiene que ((vo) N ((ve) = 0, lo que no puede pasar por la
observacion 2.

Caso D.2. Si la flecha entre los vértices vy y v3 esta en D, entonces como la ((vy) =
{1,2} y la ((v3) = {4, 3}, se tiene que ((vg) N {(v2) = 0, lo que no puede pasar por la
observacion 2.

Asi tenemos que v no estéa 4-coloreado.

Figura 3.19: ¢(v) =4, v € T 4-coloreado.

Caso 2. Dos flechas de v no estan en D.

Si £(y) = 3, entonces denotemos v = (vg, v1, Vg, Vg).

Tenemos que v puede estar m-coloreado, con 1 < m < 3. De esto tenemos lo
siguiente:

Si v esta 1-coloreado, entonces c(vg,v1) = 1, ¢(v1,v2) = 1, ¢(ve,v9) = 1. De esto
tenemos que (ve,vg,v1) es una vyvi-tdm en C'(D), lo que implica que en D también
debe existir una vyvi-tdm, entonces (ve,v1) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.
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Si v esta 2-coloreado, entonces c(vg,v1) = 1, ¢(v1,v2) = 2, ¢(ve,v9) = 1. De esto
tenemos que (ve,vg,v1) es una vyvi-tdm en C'(D), lo que implica que en D también
debe existir una vyvy, entonces (ve,v1) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

Si v esta 3-coloreado, entonces supongamos sin pérdida de generalidad que c(vg, v1) =
1, ¢(vy,v9) =2y c(va, 1) = 3.

Supongamos sin pérdida de generalidad las flechas que no estan en D son (vg, vq)
y (v2,10), como estas flechas no estdn en D esto implica, por la construccion de la
cerradura de D, que existen p; = (ug = vg,uq,...,u, = v1) una vev;-tdm de color
1 en D, de longitud al menos dos, y po = (wg = v, wy,...,ws = 1) una vevp-tdm
de color 3 en D, de longitud al menos dos. Notemos que V(p1) NV (vy) = {wvo,v1} en
D, pues de lo contrario {(v2,vp), (v1,v2)} C Sim(C(D)), lo cual no puede pasar, y
V(pe) NV () = {v2,v0} en D, pues de lo contrario { (v, v1), (v1,v2)} C Sim(C(D)), lo
cual no puede pasar.

Fijémonos en las flechas entre vy y los u;, i = 1, ..., 7—1 (ver figura 3.20), observemos
que estas flechas no pueden ser de color 1, pues v, no tendria vecindad bicolor. Como
C(ve) = {2,3} esto implica que el color de la flecha entre vo y u;, i =1,....,7 — 1, es 2 0
3.

AFIRMACION A. El color de las flechas entre vy y u;, i =1,....,r — 1, es 2.

Supongamos por contradiccion que existe un j € {1, ...,7—1} minimo tal que el color
de la flecha entre u; y v, es 3, entonces la flecha entre los vértices vy y v;_; es de color
2 y como ((u;) N¢(uj—1) = {1,3} N{2,3} = {1}, tenemos que D [u;_1, uj, vs] = T3 en
D, lo cual no puede pasar, este j existe, pues si j = r — 1 entonces D [u,_1, vy, v] = Tj.
Por lo tanto el color de las flechas entre vs y u;, t = 1,...,7 — 1, son de color 2.

AFIRMACION B. El color de la flecha entre wy_1 y u; es 1.

Notemos que el color de estas flechas no puede ser 3, pues por la afimacion (A) tene-
mos que ((u;) = {1, 2}. Supongamos por contradiccion que es de color 2, asi tendriamos
que D [{uy,vg, ws_1}] = T3, por lo tanto la flecha entre u; y ws_1 es de color 1.

Sabemos que ((w,_1) = {3,1} y ((v2) = {2, 3}, asi tenemos, por la observacion 2,
que el color de la flecha entre ws 1 y vy es 3. Asi tenemos que D [{w;_1,v9,us}] = T3
en D, lo cual no puede pasar.

Por lo tanto £(y) > 3.
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Figura 3.20: Caso II, v 3 coloreado.

Si ¢(y) = 4, entonces denotemos v = (vg, v1, V2, V3, V). Notemos que 7 puede estar
m-coloreado, con 1 < m < 4.

Caso A. Si v esta 1-coloreado, entonces c(vg,v1) = 1, c(vy,v2) = 1, ¢(vg,v3) = 1,
c(vs,vg) = 1, asi tenemos que (vg, v1,v2,v3) es una vovz-tdm en C'(D), lo que implica
que en D también existe una vovs-tdm, entonces (v, v3) € Sim(C(D)), lo cual no puede
pasar.

Caso B. Si v esta 2-coloreado, entonces tenemos lo siguiente:

a b:
Yo 1 Vi Vo 1 Vi
2 2 2 1
A /
V3 2 D c: V3 2 V2
Vo 1 vy
2 2
vy 1 vy

Figura 3.21: v 2-coloreado.
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Caso B.1. Si 7y esta 2-coloreado como en la figura 3.21 a, entonces c¢(vg, v1) = 1,
c(vy,v9) = 2, e(vg,v3) = 2, ¢(vs,v9) = 2, asi tenemos que (vy, vy, V3, V) €s una v;vg-
tdm en C'(D), lo que implica que en D también debe existir una v;vo-tdm, entonces
(v1,v0) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

Nota. Como D es un cuasicuasitorneo y estamos en el caso en el que dos flechas de
v no estan en D, entonces las flechas entre los vértices no consecutivos de v estan en
D.

Caso B.2. Si 7 esta 2-coloreado como en la figura 3.21 b, entonces c(vg,v1) = 1,
c(vy,vg) =1, ¢(ve,v3) = 2, c(vz,vp) = 2.

Sabemos que dos flechas de v no estan en D, digamos (v;,v;41) ¥ (v}, v;4+1) (modulo
3), para alguna i = 0,1,2,3 y para alguna j = 0,1,2,3, i < j, por construccién de la
cerradura tenemos que existe una v;v;1;-tdm en D y una v;v;41-tdm en D, llamémoslas
p1y p2, respectivamente, ambas de longitud al menos dos. De esto tenemos la siguiente
observacion:

Observacion I1.i. Si (v;,v;11) € F(D), entonces la v;v;41-tdm solo intersecta a -y
€N V; Y Vjy1-

Supongamos que no, de esto tenemos lo siguiente:

-vi_1 € V(v)NV(p1), por lo que tenemos que existe una v;v;_1-tdm, lo cual implica
que (v;,v;—1) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

- vire € V(y)NV(p), asi tenemos que (v;12, p1,Vit1) €8 Una v ov;11-tdm, por lo que
(Vit2,vir1) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

Por lo tanto V(y) NV (p1) = {vi, vit1}

Ahora fijémonos en la flecha entre los vértices vy y v3, llamémosla ¢. Donde g puede
ser de color 1, 2 o 3, pues ninguno de estos colores afecta la vecindad bicolor de vy y vs.

Sic(q) =1y (vs3,v1) € F(D), entonces (vs, vy, v7) es una vzve-tdm en C(D), lo que
implica que en D también existe una v3vo-tdm, asi tenemos que (vs, v3) € Sim(C(D)),
lo cual no puede suceder. Si (vq,v3) € F(D), entonces (vg, v1,v3) es una vovs-tdm en
C(D), lo que implica que en D también existe una vovs-tdm, asi tenemos que (vg, v3) €
Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

Sic(q) =2y (vs,v1) € F(D), entonces (vy,v3,v1) es una vovi-tdm en C(D), lo que
implica que en D también existe una vov;-tdm, asi tenemos que (ve, v1) € Sim(C(D)),
lo cual no puede suceder. Si (vi,v3) € F(D), entonces (vq,v3,vp) es una v3vp-tdm en
C(D), lo que implica que en D también existe una v;vg-tdm, asi tenemos que (vy,vy) €
Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

Si ¢(q) = 3, entonces tenemos lo siguiente:

Si {(vg,v1), (vs,v0)} € F(D), entonces D [{vg, v1,v3}] = T, lo cual no puede pasar.

Si (vo,v1) ¢ F(D)y (vs,v9) ¢ F(D), entonces D [{vq, ve,v3}] = T3, lo cual no puede
pasar.

Si (v, v1) ¢ F(D) o (v3,v9) ¢ F(D), tenemos que existe una vyvi-tdm en D y una
v3vp-tdm en D. Supongamos sin pérdida de generalidad que (vg,v1) ¢ F(D), entonces
denotemos por p; = (wg = vg, w1, ..., w, = v1) a la vovy-tdm.
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Fijémonos en las flechas entre v3 y los vértices de p;, notemos que estas flechas son
de color 2 0 3 ya que ((vs3) = {2, 3}.

Afirmamos que el color de las flechas entre v3 y w;, con i = 0,1,...,7 — 1, son de
color 2. En caso contrario existiria una j € {0, 1,...,7 — 1} minima tal que es de color
3, asi tenemos que D [w;_y,w;, v3] = Ts, lo cual no puede suceder.

De esto tenemos que D [{vs, w,_1,v1}] = T3, lo cual no puede suceder.

Por lo tanto este caso no puede suceder.

Caso B.3. Si 7y esta 2-coloreado como en la figura 3.21 ¢, es decir, c(vg,v1) = 1,
c(vy,v9) = 2, c(vg,v3) = 1, ¢(v3,v9) = 2.

Fijémonos en la flecha entre los vértices vy y vy y llamémosla ¢, como ((vy) =
{1,2} = ((vy), entonces el color de g es 1 o 2.

Sic(q) =1y (vg,v2) € F(D), entonces tenemos que (vg, v, v3) €s una vovz-tdm en
C(D), lo que implica que en D también existe una vyvs-tdm, asi se tiene que (vs,vg) €
Sim(C(D)), pero esto no puede suceder. Si (vq,v9) € F(D), entonces tenemos que
(v2, 9, v1) €s una vyvy-tdm en C'(D), lo que implica que en D también existe una vgv;-
tdm, asi se tiene que (vq,ve) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

Sic(q) =2y (vo,v9) € F(D), entonces tenemos que (vs, vg, v2) €s una vsve-tdm en
C(D), lo que implica que en D también existe una vsvo-tdm, asi se tiene que (vq, v3) €
Sim(C(D)), pero esto no puede suceder. Si (va,v9) € F(D), entonces tenemos que
(v1, V9, v9) €s una v1vg-tdm en C'(D), lo que implica que en D también existe una v3vg-
tdm, asi se tiene que (vo,v1) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder.

Por lo tanto v no esta 2-coloreado.

Caso C. Si v esta 3-coloreado, tenemos dos posibilidades, como se muestra en la
figura 3.22.

vy 3 v, Vs 3 vy
Figura 3.22:
Caso C.1. Si v esta coloreado como en la figura 3.22 a, es decir, c¢(vg,v1) = 1,

c(vy,v9) = 2, ¢(vq,v3) = 3, ¢(vs,v9) = 1.

Fijémonos en la flecha entre los vértices v, y v, llamémosla g. Como ((vy) = {1,2}
y ((v3) = {1, 3}, tenemos, por la observacion 2, que ¢(q) = 1 de esto obtenemos que
(vs,v1) € F(D), pues de lo contrario (vg,vy,v3) seria una vyvs-tdm en C'(D), lo que
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implicaria que en D también existe una vyvs-tdm por lo que (vs,vy) € Sim(C(D)), lo
cual no puede pasar.

Asf tenemos que (vy,vq,v3,v;) es un Cs en C(D).

Si {(v1,v2), (v2,v3)} C F(D), entonces D [{v1,v2,v3}] = C3 en D, lo cual no puede
suceder. Si (v1,v2) ¢ F(D) o (va,v3) ¢ F(D), entonces a = (vy, va,v3,v1) es un ciclo de
longitud menor que la ¢(y) en C(D) por lo que (vs,v1) € Sim(C(D)), asi tenemos que
debe exisitir una v v3-tdm en D , llamémosla p. Notemos que ¢(p) # 1, de lo contrario
se tendria que (vs, vg) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder, ¢(p) # 2, de lo contrario
v3 no tendria vecindad bicolor, y ¢(q) # 3, de otro modo v; no tendria vecindad bicolor.

Por lo tanto este caso no puede suceder.

Caso C.2. Si v esta coloreado como en la figura 3.22 b, es decir, c(vg,v1) = 1,
c(vy,v9) = 2, c(vg,v3) = 3, c(v3,v9) = 2.

Fijémonos en la flecha entre los vértices vg y vq, llamémosla g. Como ((vg) = {1,2} y
C(v9) = {2, 3}, entonces, por la observacion 2, tenemos que ¢(q) = 2. Si (vg, v2) € F(D),
entonces (vs, Vg, U2) €s una vzve-tdm en C'(D), lo que implica que en D también debe
existir una vsve-tdm, por lo que (ve,v3) € Sim(C(D)), lo cual no puede suceder. Si
(v2,v9) € F(D), entonces (vy,v2,v9) es una vivp-tdm en C (D), lo que implica que en D
también debe existir una v;vo-tdm, por lo que (vg,v1) € Sim(C(D)), lo cual no puede
suceder.

Por lo tanto v no esta 3-coloreado.

Caso D. Si v esté 4-coloreado, entonces supongamos sin pérdida de generalidad que
c(vo,v1) = 1, c(vy,v9) = 2, c(ve,v3) = 3y c(vs,v9) = 4. Sabemos que las flechas entre
los vértices no adyacentes de vy estan en D, asi fijémonos en la flecha entre los vértices
vo y v2. Tenemos que ((vg) = {1,4} y ((ve) = {2, 3}, asi tenemos que (v,) N¢(va) = 0,
lo cual no puede pasar por la observacion 2.

Por lo tanto v no esta 4-coloreado.

Vg 1 _ Vi
4 2
/ /
V3 3 V2
Figura 3.23:

Como todos los casos posibles A, B, C y D nos llevan a una contradicciéon tenemos
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que () > 5.
Por lo tanto del caso I y II tenemos que £(vy) > 5.

Como £(v) > 5 tenemos por la condicion (4) del teorema que existen en 7 al menos
tres cambios de color, supongamos sin pérdida de generalidad que estos cambios se dan
de la siguiente forma:

L. c(vg,v1) = 1y c(vg,vq) = 2,

2. c(vi,vi11) = d y c(vig1,vi42) =g coni # 0y d# g donde {d,¢g} C {1,2,...,m},

3. ¢(vj,vj41) = h y c(vjt1,vj42) = kcon j #0yj # iy h # k donde {h,k} C
{1,2,...,m}.

De ésto tenemos tres casos (ver figura 3.24),

a)i£lyj#i+1o

b)i=1lyj=i+1o

Q)i=1lyj#i+l.

h ) Vi+2

Figura 3.24: Posibles distribuciones de los cambios de colores.

Nota: Denotaremos por A a la estructura mostrada en la figura 3.25, donde (vy, vg, v3)
es una trayectoria donde se da un cambio de color tal que todas sus flechas estén en D.
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Figura 3.25: A

Afirmacion 2. Existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.

De esto tenemos dos casos, cuando v C D y cuando v C D.

Caso 2.1. vy C D.

Como v C D y D es un cuasicuasitorneo, tenemos la posibilidad de que no haya dos
flechas entre vértices no consecutivos de 7.

Nuestro peor caso seria que faltaran las flechas entre el vértice inicial y el vértice final
de la trayectoria formada por un cambio de color en D. De esto tenemos lo siguiente:

Si v no es adyacente a vy y v; no es adyacente a v;;9, entonces v; es adyacente a
Vit en D.

Si v; no es adyacente a v,4o y v; no es adyacente a v;;o aun tenemos que vy €s
adyacente a vy en D.

Si v no es adyacente a vy y v; no es adyacente a vj;9, entonces v; es adyacente a
Vitg en D.

Por lo tanto existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan contenidas
en D.

Caso 2.II. v C D.

Como v € D y D es un cuasicuasitorneo, tenemos los siguientes casos:

Caso A. Una flecha de v no estéd en D.

Dada la coloraciéon antes mencionada tenemos tres posibles opciones:

Subcaso A.1. Los tres cambios de color se dan de tal manera que ¢ # 0, i # 1,
jF#i+1, j#i+2yj+1#0, ver figura 3.26 a.

Si (vo,v1) € F(D) o (v1,v2) ¢ F(D), entonces como D es un cuasicuasitorneo la
flecha entre los vértices v; y vi42 0 v; ¥ vj42 estd en D. Si la flecha entre los vértices v;
Y Uiy2 Do estd en D, entonces la flecha entre los vértices v; y v;42 estda en D y viceversa.

Para los casos cuando (v, vi41) € F(D) 0 (vig1,vi42) ¢ F(D) y cuando (vj,v41) ¢
F(D) o (vjt1,vj12) ¢ F(D) se sigue un razonamiento analogo al caso anterior.

Asi tenemos que existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.
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Figura 3.26:

Subcaso A.2. Dos cambios de color son consecutivos, es decir, se dan de la forma
i=1yj#i+ 1, ver figura 3.27.

Nuestros posibles casos son:

Caso i: (vo,v1) ¢ F(D),

Caso ii: (v1,vq) ¢ F(D),

Caso iii: (v, v3) ¢ F(D),

Caso iv: (vj,vj41) ¢ F(D)y

Caso v: (vj41,vj12) & F (D).

Figura 3.27:
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Caso i. La flecha que no esta en D es (vg,v1), ver figura 3.27 a, entonces como D
es un cuasicuasitorneo tenemos dos opciones, que D [V ()] sea un cuasitorneo o sea un
cuasicuasitorneo.

Si D[V(v)] es un cuasitorneo, entonces tenemos que todas las flechas entre los
vértices no consecutivos de 7 estan en D y por lo tanto en C(D), asi tenemos que las
flechas entre los vértices vy, vs y los vértices v;, vj;o estan en D, es decir, existe al
menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan contenidas en D.

Si D [V ()] es un cuasicuasitorneo, entonces tenemos que una flecha entre los vértices
no consecutivos de v no esta en D. Si la flecha entre los vértices vy, vo 0 la flecha entre
los vértices vy, v3 no estan en D, entonces la flecha entre los vértices v;, vj19 estd en D,
es decir, existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan contenidas en
D. Si la flecha entre los vértices v, v42 no esta en D, entonces tenemos que la flecha
entre los vértices vy, vs estan en D, es decir, existe al menos un A en C'(D) tal que
todas sus flechas estan contenidas en D.

Caso . La flecha que no esta en D es (v1,vq), ver figura 3.27 b, tenemos los siguientes
casos:

- La flecha entre los vértices v; y vj12 esta en D, con esto podemos asegurar que
existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estéan contenidas en D.

- La flecha entre los vértices v; y v;;2 no esta en D. Como hay un cambio de color
en la trayectoria (vq,vs,v3) tenemos que g # 2.

Observemos que si g # h tenemos que en la trayectoria (vs, vs, ..., v;,vj41) hay otro
cambio de color y la flecha entre el vértice inicial y el vértice final de la trayectoria
formada por este cambio de color debe estar en D, entonces existe al menos un A en
C(D) tal que todas sus flechas estdan en D. De igual manera tenemos que si k # 1,
entonces en la trayectoria (vji1,vj19,...,00,v1) hay otro cambio de color y la flecha
entre el vértice inicial y el vértice final de la trayectoria formada por este cambio de
color debe estar en D, entonces existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas
estan en D.

Nuestro peor caso seria si la trayectoria (v]-+1, Vj42, ..., Vo, vl) es monocromatica de
color 1, es decir, k = 1 y la trayectoria (vs,vs, ..., v;,vj+1) es monocromética de color g,
por lo que g # 1 y g = h. Pues aqui no podemos asegurar un cambio de color. De esto
tenemos la siguiente observacion:

OBSERVACION A. Si la trayectoria (v;41, V42, ..., Up, v1) €s monocromatica de color
1, es decir, k = 1 y la trayectoria (vs,vs,...,vj,vj4+1) es monocromética de color g,
entonces este caso no es posible.

Demostremos esta observacion. Sabemos que las flechas entre los vértices vy, vo v v1,
v3 estan en D, pues D es un cuasicuasitorneo y ya tenemos que las flechas (vy,v7) y la
flecha entre los vértices v; y v;42 no estan en D. Como la trayectoria (v,41, V42, ..., Vo, V1)
es monocromatica de color 1, es decir, & = 1 y la trayectoria (vq,vs,...,v;,vj11) €s
monocromatica de color g, tenemos que g # 1y g = h. Fijémonos en la flecha entre los
vértices vy y v9, llamémosla ¢, como ((vy) = {2, g} se tiene que ¢(q) =2 o ¢(q) = g.

Si ¢(q) = 2, entonces tenemos lo siguiente:

Si (v2,v9) € F(D), entonces (vq, ve, vp) es una v1vp-tdm en C(D), lo que implica que
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en D también existe una vjvp-tdm, asi se tiene que (v, v1) € Sim(C(D)), lo cual no
puede pasar.

Si (vg, v9) € F(D), entonces tenemos que (vg, ve, ..., Ug) es un ciclo dirigido de longi-
tud menor que la £(7), esto implica que (vg, vg, ..., V) debe ser un ciclo dirigido con al me-
nos un flecha simétrica. Como ~ es asimétrico, entonces (vg, v2) € Sim(C(D)), es decir,
existe una vyvg-tdm en D, llamémosla p. ¢(p) # 1, de lo contrario v, no tendria vecindad
bicolor, pues ((v2) ={2,9} y g # 1. c(p) # 2, pues como (v, ve) U (va, p, V) €S un v, vg-
camino dirigido monocromatico en C'(D), entonces en D también debe existir un v;vg-
camino monocromético, el cual contiene una v, vg-tdm, por lo que (vg, v1) € Sim(C(D)),
lo cual no puede pasar. Por tltimo ¢(p) # g, de lo contrario vy no tendria vecindad bi-
color, pues ((vg) = {1,2} y g ¢ {1,2}. Por tanto esto no puede pasar.

Si ¢(q) = g, entonces tenemos lo siguiente:

Si (vg,v9) € F(D), entonces denotemos a la trayectoria entre vy y vg por a = (by =
v1,b1,...,bs = v9), la cual es de color 2. Recordemos que g ¢ {1, 2}.

Observemos que la flecha entre los vértices vy y b;, © = 0,1, ..., s — 1, es de color 1.

Supongamos por contradiccion que existe un & minimo tal que la flecha entre vy y
bi, llamémosla p, no es de color 1. ¢(p) # 2, pues de lo contrario no se cumpliria con
la condicién de vecindad bicolor en vy, entonces ¢(p) = g. Como k es minima tenemos
que la flecha entre vy y b1 es de color 1, como c¢(vg, by) = 1, es decir, k > 1 tenemos
que bg_q existe. Asi tenemos que D [{vg, vg_1,vx}] = T3 en D, lo cual no puede pasar.

Por lo tanto la flecha entre los vértices vy y b;, ¢ = 0,1,...,5s — 1, es de color 1. De
esto tenemos que D [{vg, bs_1,v2}] = T3, en D, lo cual no puede suceder.

Si (vg,v2) € F(D), entonces fijémonos en las flechas entre vy y los vértices de la
trayectoria monocromaética entre vy y v, pues (vy,vy) ¢ F(D), llamémosla o« = (by =
U1, bl, ceey br = ’Ug).

Observemos que la flecha entre los vértices vy y b;, 7 =0,1,...,s — 1, es de color 1.

Supongamos por contradicciéon que existe un & minimo tal que la flecha entre vy y
bk, llamémosla ¢, no es de color 1. ¢(q) # 2, pues de lo contrario no se cumpliria con la
condicion de vecindad bicolor en vy, entonces ¢(q) = g. Como k es minina tenemos que
la flecha entre vy y by es de color 1, como ¢(vg,by) = 1, es decir, k > 1 tenemos que
bi—1 existe. Asi tenemos que D [{vg, vg_1,vx}] = T3 en D, lo cual no puede pasar.

Por lo tanto la flecha entre los vértices vy y b;, ¢ = 0,1,...,5s — 1, es de color 1. De
esto tenemos que D [{vg, bs_1,v2}] = T3, en D, lo cual no puede suceder.

Por lo tanto, este caso no se puede dar.

Caso iii. Si la flecha que no esta en D es (v, v3), entonces se sigue un razonamiento
similar al caso (i).

Caso 1v. La flecha que no esta en D es (vj,v;41), ver figura 3.27 c, entonces como
D es un cuasicuasitorneo tenemos dos opciones, que D [V (7)] sea un cuasitorneo o sea
un cuasicuasitorneo.

Si D[V(y)] es un cuasitorneo, entonces tenemos que todas las flechas entre los
vértices no consecutivos de 7 estan en D y por lo tanto en C(D), asi tenemos que las
flechas entre los vértices vy, vo v los vértices vy, vs estan en D, es decir, existe al menos
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un A en C(D) tal que todas sus flechas estan contenidas en D.

Si D [V (7)] es un cuasicuasitorneo, entonces tenemos que una flecha entre los vértices
no consecutivos de v no esta en D. Si la flecha entre los vértices vg y vo no esté en D,
entonces flecha entre los vértices vy y v3 estd en D, es decir, existe al menos un A en
C(D) tal que todas sus flechas estan contenidas en D. Si la flecha entre los vértices vy
y v3 no esta en D, entonces tenemos que la flecha entre los vértices vy y vy esta en D,
es decir, existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan contenidas en
D.

Caso v. Si la flecha que no esta en D es (vj11,vj42), entonces tenemos un razona-
miento similar al caso anterior.

Asi podemos asegurar que existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas
estan contenidas en D.

Subcaso A.3. Los tres cambios de color son consecutivos, es decir, se dan de la forma
i=1yj=1+1, ver figura 3.28.

Figura 3.28:

Si D [V (7)] es un cuasitorneo, entonces tenemos lo siguiente:

i) Si (vo,v1) ¢ F(D) o (vs,vs) ¢ F(D), entonces tenemos que la flecha entre los
vértices v1 y vz estd en D, es decir, existe al menos un A en C(D) tal que todas sus
flechas estan contenidas en D.

ii) Si (vy,v2) ¢ F(D), entonces tenemos que la flecha entre los vértices vy y vy esté
en D, es decir, existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan contenidas
en D.

iii) Si (v9,v3) ¢ F(D), entonces tenemos que la flecha entre los vértices vy y vy esté
en D, es decir, existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan contenidas
en D.

Por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan contenidas
en D.

Si D [V (7)] es un cuasicuasitorneo, entonces tenemos lo siguiente:
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i) Si la flecha de 7 que no estd en D es (vg,v;), entonces tenemos las siguientes
posibilidades:

- La flecha entre los vértices vy y v2 no esta en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy y v4 esta en D.

- La flecha entre los vértices v; y v3 no estd en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy y v4 esta en D.

- La flecha entre los vértices vs y v4 no estd en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy y v3 esta en D.

Por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan contenidas
en D.

ii) Si la flecha de v que no estd en D es (vq,v3), entonces tenemos las siguientes
posibilidades:

- La flecha entre los vértices vy y v2 no esta en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy v vy esta en D.

- La flecha entre los vértices v; y v3 no esta en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy y v4 esta en D.

- La flecha entre los vértices vy y v4 no estéd en D, para este caso tenemos lo siguiente:

a) Si la trayectoria = (vs,vs,...tp, 1) NO es monocromética, entonces hay un
cambio de color en [ y la flecha entre el vértice inicial y el vértice final de este cambio
de color esté en D, es decir, existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas
estan contenidas en D.

b) Si la trayectoria § = (vs, vy, ...vg,v1) €8 monocromatica, entonces tenemos que
k=1yg ¢ {1,2}. También sabemos que la flecha entre los vértices vy y vy esta en
D, fijémonos en esta flecha y llamémosla ¢q. A la trayectoria entre los vértices vy y v
llamémosla . Asi tenemos que ((v9) = {2, g}, entonces ¢(q) = 2 o ¢(q) = g. Podemos
notar que tenemos el mismo caso que en la observacion (A) del subcaso (A.2 (ii)), y ya
sabemos que este caso no puede pasar.

Por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan contenidas
en D.

iii) Si (vq,v3) ¢ F'(D), entonces tenemos las siguientes posibilidades:

- La flecha entre los vértices v; y v3 no esta en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy y v9 esta en D.

- La flecha entre los vértices vy y v2 no esta en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy y vz esta en D.

- La flecha entre los vértices vy y v4 no estéd en D, para este caso tenemos lo siguiente:

a) Si la trayectoria 5 = (vs,vy,...,00,v1) NO €8 monocromética, entonces hay un
cambio de color en [ y la flecha entre el vértice inicial y el vértice final de este cambio
de color esté en D, es decir, existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas
estan contenidas en D.

b) Si la trayectoria 8 = (vs, vy, ..., Vo, v1) €8 monocromatica, entonces tenemos que
k=1yg¢ {1,2}. También sabemos que la flecha entre los vértices vo y vy esta en
D, fijémonos en esta flecha y llamémosla ¢. Y a la trayectoria entre los vértices vy y v3
llamémosla . Asi tenemos que ((v9) = {2, g}, entonces ¢(q) = 2 o ¢(q) = g. Podemos
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notar que tenemos el mismo caso que en la observacion (A), y ya sabemos que este caso
no puede pasar.

iv) Si (v3,v4) ¢ F (D), entonces tenemos las siguientes posibilidades:

- La flecha entre los vértices vy y v2 no esta en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy y v3 esta en D.

- La flecha entre los vértices v; y v3 no esta en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy y v9 esta en D.

- La flecha entre los vértices v, y v4 no esta en D, pero tenemos que la flecha entre
los vértices vy y vy esta en D.

Por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan contenidas
en D.

Por lo tanto si tenemos los 3 cambios de color de v consecutivos siempre podemos
asegurar que existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan contenidas
en D.

Caso ‘B. Dos flechas de v no estan en D.

Dada la coloraciéon antes mencionada tenemos tres posibles opciones:

Subcaso B.1. Los tres cambios de color se dan de tal manera que ¢ # 0,1, j #
i+ 1,i+2yj+1+#0, ver figura 3.29.

Podemos observar en la figura 3.29 que en este caso tenemos tres A en C(D) y
tenemos que so6lo dos flechas de v no estan en D, asi tenemos que al menos un A de
C(D) tiene todas sus flechas en D.

Por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan contenidas
en D.

V2 Vi
2 d
V1 Visl
1 9
Vo Vit+2
Vi+2 Vi
k h
Vitl
Figura 3.29:

Subcaso B.2. Dos cambios de color son consecutivos, es decir, se dan de la forma
1=1y 7 # i+ 1, ver figura 3.30.
De esto tenemos los siguientes casos:
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Caso i: {(vo,v1), (v1,v2)} € F(D),

Caso ii: {(vg,v1), (v2,v3)} € F(D),

Caso tii: {(vo,v1), (vj,vj41)} € F(D),
Caso iv: {(0077}1)7 (Uj+17vj+2)} f(z F(D)>
Caso v: {(v1,v2), (va,v3)} € F(D),

Caso vi: {(v1,v9), (v,vj41)} € F(D),
Caso vii: {(v1,v2), (vj41,v542)} € F(D),
Caso viii: {(ve,v3), (vj,v;11)} € F(D),
Caso iz: {(v2,03), (vj41,vj12)} € F(D),
Caso x: {(vj,vj41), (Vj41,v42) } £ F(D).

Figura 3.30:

Caso i. Si {(vo,v1), (v1,v2)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices v; y vj42
estd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.

Caso ii. Si {(vo, v1), (v2,v3)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices v; y vj42
estd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.

Caso iii. St {(vo, v1), (v5,vj41)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices vy y vs
estd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.

Caso . Si {(vg, v1), (vj41,vj42)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices vy y
vg esta en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas
estan contenidas en D.

Caso v. Si {(v1,v2), (v2,v3)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices v; y vj42
estd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.

Caso vi. Si {(v1, v2), (vj,vj+1)} € F(D), entonces tenemos los siguientes casos:

- Si las trayectorias (vg, vs, ..., v;, Ujt1) O (Vj41,Vj42, ..., Vg, V1) 1O SON monocromati-
cas, entonces entre lo vértices de éstas hay otro cambio de color, y todas las flechas
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entre los vértices no consecutivos de estas trayectorias estan en D, por lo tanto existe
al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan contenidas en D.

- Si las trayectorias (va, vs, ..., Vj,Vj41) ¥ (Vj41, V)42, ..., Vg, V1) SON monocrométicas,
entonces tenemos que g = h, k =1y h ¢ {1,2}. En este caso no tenemos ni una flecha
entre el vértice inicial y el vértice final de la trayectoria formada por un cambio de
color en D. Podemos observar que tenemos el mismo caso que en la observacion (A)
del subcaso (A.2 (ii)), asi tenemos que este caso no puede suceder.

Caso vii. Si {(v1, va), (Vj41,vj12)} € F(D), entonces tenemos el mismo analisis que
en el caso (vi).

Caso viii. Si {(v2,v3), (vj,v;41)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices vy y
vg estd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas
estdn contenidas en D.

Caso iz. Si {(va,v3), (vj41,vj42)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices vy y
ve estéd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas
estan contenidas en D.

Caso x: Si {(v;,vj41), (Vj+1,vj42)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices vy
y v estd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas
estdn contenidas en D.

Por lo tanto si hay dos cambios de color consecutivos podemos asegurar que existe
al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan contenidas en D.

Subcaso B.3. Tres cambios de color son consecutivos, es decir, se dan de la forma
1=1y 7 =141, ver figura 3.31.

De esto tenemos los siguientes casos:

Caso i: {(vo,v1), (v1,v2)} & F(D

Caso ii: {(vo,v1), (v2,v3)} € F(D

Caso tii: {(vo,v1), (vs,v4)} € F(D

Caso : {(v1,v9), (v2,v3)} € F(D

Caso v: {(v1,v2), (vs,v4)} € F(D

Caso vi: {(va, v3), (v3,v4)} € F(D

V3

Va

Figura 3.31:
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Caso i. Si {(vo,v1), (v1,v2)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices vy y vy
estd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.

Caso . Si {(vo, v1), (va,v3)} € F(D), entonces tenemos lo siguiente:

- Si (vs,v4) U (v4,7,v0) U (v9,v1) no es una trayectoria dirigida monocromatica,
entonces tenemos otro cambio de color y por lo tanto existe al menos un A en C(D)
tal que todas sus flechas estan contenidas en D.

- Si (vs,v4) U (v4,7y,00) U (vg,v1) es una vzv-tdm de color 1. De esto tenemos que
k=1,g¢ {1,2}, como D es un cuasicuasitorneo sabemos que la flecha entre vy y vy
esté en las flechas de D, la cual puede ser de color 2 o g. Si nos fijamos en las flechas
entre vy y los vértices de la vovs-tdm vemos que todas deben ser de color 1, podemos
observar que haciendo un analisis analogo al de la observacidn (A) del subcaso (A.2
(ii)) tenemos que este caso no se puede dar.

Caso iii. Si {(vo,v1), (v3,v4) Q F(D), entonces la flecha entre los vértices vy y v3
estd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.

Caso iv. Si {(v1,v2), (va,v3)} € F(D), entonces tenemos lo siguiente:

- Si la trayectoria (vs, vy, ..., Vg, v1) 1O es monocromatica, entonces tenemos que hay
otro cambio de color en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas
sus flechas estan contenidas en D.

- Si la trayectoria (vs, vy, ..., Vg, v1) €s monocromatica, es decir, k =1y g ¢ {1,2},
entonces tenemos lo siguiente:

Fijémonos en la flecha entre los vértices vy y vs, llamémosla ¢, notemos que ¢(q) =
2 0 c(q) = g pues ((v2) = {2, 9}.

Podemos observar que tenemos el mismo caso que en la observacion (A) del subcaso
(A.2 (ii)), asi tenemos que esto no puede suceder.

Caso v. Si {(v1,v2), (v3,v4)} € F(D), entonces tenemos el mismo analisis que en el
caso (iv).

Caso vi. Si {(v2,v3), (vs,v4)} € F(D), entonces la flecha entre los vértices vy y vs
estd en D y por lo tanto, existe al menos un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.

Por lo tanto si hay tres cambios de color consecutivos podemos asegurar que existe
al menos un A en C(D) tal que todas sus flechas estan contenidas en D si vy C D.

Asi, del caso A y B podemos asegurar un A en C'(D) tal que todas sus flechas estan
contenidas en D.

Por lo tanto del caso (2.I) y del caso (2.11) tenemos que existe un A en C(D) tal
que todas sus flechas estan contenidas en D.

Supongamos sin pérdida de generalidad que la flecha entre los vértices vy y vy esté
en las flechas de D.
Afirmacioén 3. (vy, 1) ¢ F(D).
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Supongamos por contradiccion que (vg,v9) € F(D). Por hipdtesis sabemos que D
no contiene a Ty, entonces c(vg,v9) = 1 0 (v, vg) = 2.

Si (v, v9) = 1, entonces (v, vy, v1) es una v9v1-tdm, por lo que (vy, v1) € Sim(C(D))
lo que es una contradiccion.

Si ¢(vq, vg) = 2, tenemos que (v1, Vg, Vo) €s una v1vp-tdm, entonces (v1,vy) € Sim(C(D)),
lo cual no puede pasar. Por lo tanto (ve,vg) ¢ F(D).

De esta afirmacion se tiene que (vg, v2) € F(D).

Afirmacion 4. Existe una vyvg-tdm de longitud al menos 2.

De la afirmacion (1) tenemos que (vq,v9) ¢ F(D). Si (vg,v2) € F(C(D)) no es
simétrica, entonces (v, ve, Vs, ..., VUp_1,0g) es un ciclo dirigido asimétrico de longitud
menor que la de v, lo cual no puede suceder pues tomamos a v como el ciclo dirigido
asimétrico de longitud minima. Por lo tanto (vq,vy) € F(C(D)), es decir, existe una
vovp-tdm de longitud al menos dos en D, llamémosla p.

Afirmacién 5. p no es de color 1.

Supongamos lo contrario, es decir, p es de color 1. Asi tenemos que (v, p, vo)U(vg, v1)
es una vv;-tdm, de lo cual tenemos que (vo,v1) € F(C(D)) contradiciendo el hecho de
que v es un ciclo asimétrico. Por lo tanto p no es de color 1.

Afirmacion 6. p no es de color 2.

Supongamos lo contrario, es decir, p es de color 2. Entonces (v, v2) U (ve, p,vg) €s
una v1vp-tdm, asi se tiene que (vq,v9) € F(C(D)), lo que contradice que «y es un ciclo
asimétrico. Por lo tanto p no es de color 2.

Asi de las afirmaciones (5) y (6) tenemos que el color de p tiene que ser de un color
distinto a 1 y 2, digamos 3.

Si ¢(vg, v2) = 2, por la conclusion anterior y el hecho de que ¢(vg,v1) = 1, tenemos
que ((vo) = {1,2,3}, lo cual no puede pasar.

Si ¢(vg,v2) = 1, por la conclusion anterior y el hecho de que ¢(vq,v2) = 2, tenemos
que ((ve) = {1,2,3}, lo cual no puede pasar.

Como D no tiene a T3, entonces éstos son los tinicos casos posibles.

Por lo tanto cada ciclo en C'(D) tiene al menos una flecha simétrica. O

Veamos el porque le pedimos a nuestro cuasicuasitorneo las condiciones dadas en el
teorema.

Observacion 4. Si en un cuasicuasitorneo D sus vértices no tienen a lo més vecindad
bicolor, no contiene C§ ni a T3, no contiene como subdigréficas inducidas a las dadas
en la figura 3.9, donde todo ciclo v C C(D) de longitud al menos 5 tenga al menos 3
cambios de color, entonces no podemos asegurar que todo ciclo en C'(D) tiene al menos
una flecha simétrica. En la figura 3.32 tenemos un cuasicuasitorneo que cumple todo lo
anterior y el ciclo v = (vy,ve, v3, V4, v5,v1) C C(D) no tiene flechas simétricas.
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D: Vi C(D): vy
1 2 1 2
Vs V2 Vs V2
\ 2 2
1
1
3 2
4 2 4 3
3
Vg 3 v3 Va 3 V3

Figura 3.32: D no cumple la condicion 1 del teorema 15.

Observacion 5. Si un cuasicuasitorneo D con vecindad a lo més bicolor contiene a T y
a C3, no contiene como subdigréficas inducidas a las dadas en la figura 3.9, donde todo
ciclo v € C(D) de longitud al menos 5 tenga al menos 3 cambios de color, entonces
no podemos asegurar que en C(D) todo ciclo tenga al menos una flecha simétrica.
En la figura 3.33 tenemos un cuasicuasitorneo con vecindad bicolor que contiene a
C3 = (vg,v3,04,v9) ¥ T3 = D [{vg,v1,v2}] que cumple todo lo anterior y el ciclo v =
(vo, V2, V3, V4, 19) € C(D) no tiene flechas simétricas.

C(D): vy

Vg 4 Vi3

Figura 3.33: D no cumple la condicion 2 del teorema 15.

Observacion 6. Si un cuasicuasitorneo D con vecindad a lo mas bicolor, que no contiene
a T3 ni a C3, contiene como subdigrafica inducida al ciclo a de la figura 3.34 (condicion
3 del teorema 15, figura 3.9 a), pero no contiene como subdigréficas inducidas a las
digraficas dadas en la figura 3.9 b, ¢, d y e, donde todo ciclo v C C(D) de longitud
al menos 5 tenga al menos 3 cambios de color, entonces no podemos asegurar que en
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C(D) todo ciclo tenga al menos una flecha simétrica. En la figura 3.34 tenemos un
cuasicuasitorneo D que cumple con todo lo anterior y v = (vg, v2, v3, V4, V) €s isomorfo
al ciclo « de la figura 3.34. Como las flechas entre los vértices de v y {vy, vs, vg, v7} son
de la forma (v;,v;) coni=0,2,3,4y j = 1,5,6,7 y no hay trayectorias dirigidas mono-
cromaticas entre el vértice final y el vértice inicial de las flechas de v, podemos observar
que en C(D) v = (v, v, v3, vy, Vo) se conserva, es decir, no tiene flechas simétricas.

Figura 3.34: D no cumple la condicién 3 del teorema 15. Las flechas de la forma - -- »
son de color 1.

Observacion 7. Si un cuasicuasitorneo D con vecindad a lo mas bicolor, que no contiene
a T3 ni a C3, contiene como subdigrafica inducida al ciclo « de la figura 3.35 (condicion
3 del teorema 15, figura 3.9 b), pero no contiene como subdigraficas inducidas a las
digraficas dadas en la figura 3.9 a, ¢, d y e, donde todo ciclo v C C(D) de longitud
al menos 5 tenga al menos 3 cambios de color, entonces no podemos asegurar que en
C(D) todo ciclo tenga al menos una flecha simétrica. En la figura 3.35 tenemos un
cuasicuasitorneo D que cumple con todo lo anterior y v = (vg, v2, v3, V4, V) €s isomorfo
a « de la figura 3.35. Como no hay trayectorias dirigidas monocromaéticas entre el vértice
inicial y el final de las flechas de v y las flechas entre los vértices de v y {vy, vs, vg, v7}
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son de la forma (v;,v;) coni=0,2,3,4y j =1,5,6,7, podemos observar que en C(D)
v = (vg, Ve, U3, V4, Ug) 1O tiene flechas simétricas.

(84 u; u,
2 2
Uy us

Figura 3.35: D no cumple la condiciéon 3 del teorema 15. Las flechas de la forma - -- »
son de color 1.

Observacion 8. Siun cuasicuasitorneo D con vecindad a lo més bicolor, que no contiene
a T3 ni a C3, contiene como subdigréfica inducida la digrafica D’ dada en la figura 3.36
(condicion 3 del teorema 15, figura 3.9 ¢), pero no contiene como subdigraficas inducidas
a las digraficas dadas en la figura 3.9 a, b, d y e, donde todo ciclo v C C'(D) de longitud
al menos 5 tenga al menos 3 cambios de color, entonces no podemos asegurar que en
C(D) todo ciclo tenga al menos una flecha simétrica. En la figura 3.36 tenemos un
cuasicuasitorneo D que cumple con todo lo anterior y D [{vg, v, v3,v4}] es isomorfo a
D’ de la figura 3.36. Como no hay trayectorias dirigidas monocromaticas entre el vértice
final y el vértice inicial de las flechas del ciclo v = (v, ve, v3, vy, v9) y las flechas entre
los vértices de v y {vi,vs,v6} son de la forma (v;,v;) con i = 0,2,3,4y j = 1,5,6,
podemos observar que en C(D) v = (v, v, U3, 04, Ug) 10 tiene flechas simétricas.
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I.
D" up

Figura 3.36: D no cumple con la condicion 3 del teorema 15. Las flechas de la forma
.-+ p son de color 1.

Observacion 9. Si un cuasicuasitorneo D con vecindad a lo méas bicolor, que no contiene
a T3 ni a C3, contiene como subdigréfica inducida la digrafica D" dada en la figura 3.36
(condicion 3 del teorema 15, figura 3.9 d), pero no contiene como subdigraficas inducidas
a las digraficas dadas en la figura 3.9 a, b, ¢ y e, donde todo ciclo v C C(D) de longitud
al menos 5 tenga al menos 3 cambios de color, entonces no podemos asegurar que en
C(D) todo ciclo tenga al menos una flecha simétrica. En la figura 3.37 tenemos un
cuasicuasitorneo D que cumple con todo lo anterior y D [{vg, v, v3,v4}] es isomorfo a
la digrafica D" de la figura 3.37. Como no hay trayectorias dirigidas monocrométicas
entre el vértice final y el vértice inicial de las flechas del ciclo v = (vg, v2, v3, v4,v9) ¥
las flechas entre los vértices de v y {v1,vs,v6} son de la forma (v;,v;) con i =0,2,3,4
y 7 = 1,5,6, podemos observar que en C(D) v = (vg, vz, vs,v4,09) no tiene flechas
simétricas.
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’l
D" uy

Figura 3.37: D no cumple con la condiciéon 3 del teorema 15. Las flechas de la forma
--- p son de color 1.

Observacion 10. Siun cuasicuasitorneo D con vecindad a lo mas bicolor, que no contiene
a T3 ni a C3, contiene como subdigrafica inducida al ciclo « de la figura 3.36 (condicion
3 del teorema 15, figura 3.9 d), pero no contiene como subdigraficas inducidas a las
digraficas dadas en la figura 3.9 a, b, ¢ y e, donde todo ciclo v C C(D) de longitud
al menos 5 tenga al menos 3 cambios de color, entonces no podemos asegurar que en
C(D) todo ciclo tenga al menos una flecha simétrica. En la figura 3.38 tenemos un
cuasicuasitorneo D que cumple con todo lo anterior y v = (vg, v1, v2, V3, vg) es isomorfo
al ciclo a de la figura 3.36. Como no hay trayectorias dirigidas monocromaticas entre el
vértice final y el vértice inicial de las flechas del ciclo v = (vg, vy, v2,v3,vg) v las flechas
entre los vértices de v y {v,u} son de la forma (v, k) con i = 0,1,2,3 y k = u,v,
podemos observar que en C(D) v = (vg, v1, 2,03, Ug) no tiene flechas simétricas.
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@ Ul 1 o u2 VO 1 o Vl
| 2
2 2 2 ~ 2 2 , ’v
2
\"
uy 3 us 3 3 V> 4

Figura 3.38: v = (ao, a1, ag, ag, ag) 3-coloreado.

Observacion 11. Si en un cuasicuasitorneo D se tiene que C(D) tiene contenido un
ciclo dirigido v con s6lo dos cambios de color y cumpla con las hipotesis 1, 2 y 3 del
teorema 15, no podemos asegurar que todos los ciclos en C(D) tengan al menos una
flecha simétrica. Como podemos observar en la figura 3.39 tenemos un cuasicuasitorneo
donde no hay flechas entre los vértices vy y v, y entre los vértices vy y v, al construir
la cerradura de D tenemos que {(vy, v2), (v, v5)} € F(C(D)), las cuales forman el ciclo
v = (v, va, V3, Vg, U5, Vg, U7, v1) en C(D), el cual sélo tiene 2 cambios de color en C(D)
y no tiene flechas simétricas. Las flechas entre los vértices de v y {vs, ..., v13} son de la
forma (v;,v;) donde i =1,2,...,7y j =8,9,...,13. Asi se tiene que v C C(D) no tiene
ninguna flecha simétrica.
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Figura 3.39: v = (a1, as, as, a4, as, ag, a7, ay). Las flechas de la forma --- » son de color
1.

Teorema 16. Si D es un cuasicuasitorneo m-coloreado con m >4, p >4, | ((v) |< 2
para todo v en los vértices de D, sin T ni C3, y tal que todo ciclo dirigido v en C(D)
de longitud mayor o igual a 5 tenga al menos 3 cambios de color, entonces D tiene un
NTDM.

Demostracion. Notemos que las hipotesis de este teorema cumple con las hipotesis del
teorema 15, por lo tanto sabemos que todo ciclo dirigido en C'(D) tiene al menos una
flecha simétrica, asi por el teorema 2 tenemos que C(D) tiene ntcleo y por el teorema
4 podemos concluir que D tiene un NTDM. O

En base a los teoremas 9 y 12 vistos en el capitulo 2 demostrados por Hortensia
Galeana Séanchez en [2] nos hacemos la pregunta:

Si a un cuasicuasitorneo D m-coloreado le pedimos la condicién de que toda subdi-
grafica propia inducida tenga un NTDM, entonces ;D cumple alguna de las siguientes
condiciones?:

a. D tiene un NTDM,

b. Existe un ciclo v C Asim(C(D)) tal que {w,z,y} C V(y) o {v,w,z,y} C V(v),
donde v y w, x y y son los vértices en D que no son adyacentes, donde z = w o x # w.

Al tratar de demostrar este resultado para cuasicuasitorneos surgio un problema
pues en el teorema 9 dado por Hortensia Galeana Sanchez pide subdigraficas indu-
cidas propias tal que éstas sean torneos, pero en nuestro caso pueden ser torneos y
cuasitorneos, por lo que se generan muchos casos, queda abierto utilizar este resultado
para demostrar bajo estas condiciones que un cuasicuasitorneo tiene NTDM o dar un
contraejemplo.
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Conclusiones

Este trabajo estuvo enfocado principalmente a encontrar condiciones para asegurar
la existencia de nicleos por trayectorias dirigidas monocromaéticas en cuasicuasitorneos.
Para la pregunta hecha por Sands, Sauer y Woodrow en [9] y el resultado dado por Shen
Minggang en [5], aplicados a los cuasicuasitorneos, encontramos ejemplos los cuales nos
dan una respuesta negativa.

Para demostrar cuando un cuasicuasitorneo tiene NTDM nos basamos en el resulta-
do que dice, si en la cerradura de una digrafica todo ciclo v tiene una flecha simétrica,
entonces dicha digrafica tiene niicleo, teorema 2. Como D es un cuasicuasitorneo, es
decir, resulta de quitarle dos flechas a un torneo, al tomar la cerradura no podemos
asegurar que todas las flechas de D estén en ~, lo cual nos generé muchos casos. Ade-
més tuvimos que pedirle cuatro condiciones a nuestro cuasicuasitorneo para asegurar
la existencia de una flecha simétrica en los ciclos de la cerradura.

Hortensia Galeana demuestra en [2| que si en un cuasitorneo D todo ciclo dirigi-
do de longitud a lo méas cuatro es cuasimonocromético, entonces D tiene ntucleo por
trayectorias dirigidas monocromaticas.

Al tratar de mostrar lo analogo a cuasicuasitorneos del teorema 9, no pudimos
seguir avanzando pues no pudimos asegurar que se cumplian con todas las hipotesis.
Por lo tanto queda abierto encontrar una demostraciéon o contraejemplo para el caso
de cuasicuasitorneos bajo la hipotesis de que todo ciclo dirigido de longitud a lo méas
cuatro es cuasimonocromatico.

Para terminar, agregamos las siguientes preguntas para investigaciones futuras:

1. El teorema 15 nos asegura la existencia de flechas simétricas en los ciclos de la
cerradura bajo ciertas condiciones. Encontramos ejemplos de cuasicuasitorneos que no
cumplian algunas de las condiciones, pero éstos tenian niicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas, de ésto podemos preguntamos jcuales condiciones del teorema 15 se
le podran quitar para asegurar la existencia de un nucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas en un cuasicuasitorneo?

2. {Qué condicidn sera necesaria agregar para probar el anidlogo a cuasicuasitorneo
del teorema: Sea D un cuasitorneo m-coloreado. Si cada ciclo dirigido de longitud a lo
mds 4 es cuasimonocromdtico, entonces D tiene un NTDM, dado por Hortensia Galeana
Sanchez?

3. ;Qué sucede si a un torneo se le borran 3 flechas o mas?

101
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