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Introduccion

A lo largo de la historia el ser humano ha expresado su curiosidad sobre los
fenémenos que ocurren a su alrededor, ya sean de tipo social o natural y esto ha
llevado consigo la necesidad de entender la causa de dichos fenémenos, y por
tanto intentar darle una explicacion, lo que ha originado la creacion de varias
disciplinas, disenadas para el estudio de algun aspecto especifico de la naturaleza
o sociedad.

Anteriormente se consideraba que para poder comprender en su totalidad un
objeto o fendmeno era necesario aislarlo de cualquier cosa que pudieron influir
en él, originando con esto que muchas ramas de estudio estuvieran sumamente
separadas por mucho tiempo. Sin embargo, esta idea ha ido cambiando y mu-
chas disciplinas interactian actualmente para entender mejor el funcionamiento
de las cosas y sucesos, tal es el caso de la Biologia y las Matematicas, que crearon
la biologia matemadtica, cuya relacion consiste en la modelizacion de fenémenos
biologicos, mediante el uso de herramientas matemdticas, para de esta manera
intentar explicar el comportamiento del hecho que se estudia e inclusive poder
plantear conjeturas plausibles sobre su comportamiento a futuro, basdndose en las
observaciones realizadas a partir de los datos que se tienen del suceso y la relacion
que existe entre ellos en cuanto a ciertos parametros, como son: el tiempo, lugar
geografico, temperatura, humedad, entre otras, dependiendo del fenémeno que se
esté estudiando, ademds de poder conocer qué tipo de cambios pueden ocurrir en
el sistema, a causa de la modificacion en algin pardmetro.

Algunos ejemplos de los modelos creados por la biologia matemética son:

= En ecologia, partiendo de la observacion de la dindmica de poblaciones,
especificamente la interaccion del tipo depredador-presa, la cual es de gran
importancia, para saber bajo que pardmetros se lleva acabo esta relacion
sin que atente contra la existencia de una poblacion, asi como que factores
ademds de la cantidad de presas y depredadores influyen en la interaccion y
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como lo hacen, que efectos tienen en cada especie, cabe mencionar que esta
interaccion es sobre la cual trata este trabajo.

= En epidemiologia existe el modelo SIR, el cual representa el comportamien-
to que se da durante el brote de una epidemia de una enfermedad contagiosa,
pasando por los estados Susceptible, Infectado y Recuperado, el cual es de
gran ayuda para controlar el brote, como cambian las posibles epidemias
ante un proceso de vacunacion, entre otros aspectos.

Si bien existen diversos modelos, para la interaccion depredador-presa, el ob-
jetivo de esta tesis es analizar el modelo propuesto por Rosenzweig y MacArthur
en 1963, saber por qué surgio, qué pardmetros consideraron y ver en que se parece
y diferencia de los demds modelos.

La interaccién depredador-presa es una de las més estudiadas, quizds la mas
conocida pues inclusive se habla se ella en cuentos infantiles, como son las siete
cabritas y el lobo, los tres cochinitos, y probablemente es la tnica de la cual se
llega a definir en las clases de ciencias naturales de educacidn bésica lo cual ocu-
rre cuando se habla de la cadena alimenticia; sin embargo, no es la tnica relacién
entre especies que existe, razon por la cual el primer capitulo trata sobre las dife-
rentes interacciones entre poblaciones que existen o al menos las més conocidas,
las similitudes y diferencias que hay entre ellas, asi como ejemplos de donde se
puede observar este comportamiento, debido a que ciertas interacciones no son
tan conocidas, no por que se den pocas especies sino porque, generalmente, estas
relaciones pasan inadvertidas, en algunas ocasiones incluso para algunas de las
poblaciones que interactiian en ellas, o son conocidos por otro nombre, pues se
conoce el proceso del que forman parte, mas no se hace énfasis en que también
forma parte de una interaccion entre poblaciones.

Para poder entender el funcionamiento de un modelo es necesario conocer los
elementos que lo conforman, y como se realiza el anélisis de este, ya que debido
a que no todos los sistemas tienen solucion explicita, se mencionaran los factores
a considerar en el estudio del comportamiento de ciertos modelos en el capitulo
dos.

Asi como la interaccion depredador-presa no es la tnica que existe, en los
cursos de ecuaciones diferenciales generalmente el tnico modelo que se estudia
0 que presenta sobre esta interaccion es el de Lotka-Volterra, y si bien la mayoria
de los modelos que reflejan esta interaccion partieron de €1, al momento de ser
desarrollados, tienen modificaciones que los diferencian, por lo que tampoco es
el inico modelo depredador-presa que hay, razén por la cual en el tercer capitulo
se presentardan algunos de estos modelos para conocer en que se diferencian del
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modelo clésico y entre ellos, que otros factores considera cada uno de ellos y asi
ver para qué tipo de poblaciones fue disefiado.

Para entender mejor el modelo de Rosenzweig y MacArthur y en general cual-
quier modelo, no basta con conocer los aspectos matematicos y bioldgicos que lo
conforman, sino también el contexto social bajo el que fue creado, por lo cual es
indispensable conocer el &mbito social, cultural, formacién principal, influencias
directas y principales dreas de interés de cada uno de los autores, que es lo que
se planteard en el cuarto capitulo; de igual manera, se hard referencia a las nuevas
contribuciones que se han realizado tomando como base este modelo, ya que asi
como es importante conocer el origen del modelo, también es importante conocer
aportaciones que se han hecho a partir de éI.

Para el anélisis del modelo de Rosenzweig-MacArthur que se realiza en el
capitulo cinco, se considerara el articulo original del cual se desprende el modelo,
para posteriormente considerar tinicamente el modelo, sin las graficas en las que
se basaron sus creadores Yy, a partir de éste se estudiara la existencia de puntos de
equilibrio, las isoclinas de grado cero, ademés de hacer un anélisis de bifurcacio-
nes, asi como definir cada uno de estos conceptos, y exponer algunos ejemplos
del comportamiento de este modelo mediante la variacién de pardmetros, para ver
como influye cada uno de ellos en el sistema.

En el altimo capitulo se presentardn las conclusiones de este trabajo pero mas
que eso,que he aprendido durante el proceso de elaboracion.
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Capitulo 1

Interacciones entre poblaciones

En la naturaleza existen diversos tipos de interacciones entre poblaciones, las
cuales son necesarias para el crecimiento o equilibrio de la densidad de alguna de
las que interactdan en ella o de ambas, ademads de favorecer a la evolucion de las
especies e inclusive crear nuevas en algunos casos.

Cada una de dichas interacciones tiene caracteristicas especiales, que las dis-
tinguen de las demads, de acuerdo a los efectos que produce una especie en otra,
ya sean beneficios o perjuicios, por eso se dividen en: interacciones positivas e
interacciones negativas.

En la siguiente tabla se muestra el efecto que recibe cada poblacién de su
interaccion con otra, en cada una de estas relaciones, de las cuales se hablara a
detalle mas adelante.

Interaccion Especie A | Especie B
Simbiosis + +
Mutualismo
Comensalismo
Protocooperaciéon
Amensalismo
Parasitismo
Depredacion
Canibalismo
Competencia - -

+
0
+

++ |+ || +]|+]|+
1




6 CAPITULO 1. INTERACCIONES ENTRE POBLACIONES

1.1. Interacciones positivas

En estas interacciones al menos una de las especies obtiene algtn tipo de bene-
ficio de la otra, y puede que la relacion sea solamente momentdnea o permanente,
y ninguna especie es afectada, ni directa, ni indirectamente por su relacion con la
otra especie, es decir, si Unicamente una especie es beneficiada por la relacion, la
otra no presenta dafio alguno, ya sea fisicamente o en su habitat.

1.1.1. Simbiosis

Esta palabra proviene de las raices griegas: syn que significa “con o juntos”, y
biosis que es “vivir’, por lo cual, etimolégicamente simbiosis quiere decir “vivir
juntos” [20].

Originalmente esta interaccion fue definida por el bidlogo, boténico, fitopatolo-
go y mic6logo aleman Albert Bernhard Frank en 1877 [26], como resultado de su
estudio sobre la formacién de los liquenes. El la definié como la relacién que
existe entre dos especies cuando una vive en la otra, que es la definicién que to-
maremos en este caso, pues a lo largo de la historia se han desarrollado otras
definiciones las cuales varian un poco de la original, y en muchos casos incluyen
al mutualismo, parasitismo y comensalismo como relaciones simbidticas, y en la
mayoria la utilizan como sinénimo de mutualismo [12].

La simbiosis es una relacion permanente entre dos especies las cuales son
sumamente dependientes una de la otra, hasta el grado de llegar a fusionarse en
un organismo, compartiendo de esta manera material genético y ocasionando la
creacion de una nueva especie, por lo que la simbiosis desarrolla un papel muy
importante en la evolucion [9].

Este tipo de relacion es benéfica para ambas partes, y consiste en el intercam-
bio de algun tipo de recurso de una especie a otra como parte de un proceso, por
€so es tan importante esta interaccion para las dos especies, pues cada organismo
produce un recurso que la otra necesita para sobrevivir.

Un ejemplo de este comportamiento es el que da origen a los liquenes, donde
cada uno de ellos es resultado de la relacion simbidtica entre un hongo denomi-
nado micobionte, el cual pertenece a las divisiones Ascomycota o Basidiomycota,
y un alga denominada ficobionte, perteneciente a las divisiones Chlorophyta o
Heterokontophyta, donde el hongo le proporciona nutrientes y humedad al alga,
mientras la protege de la radiacion solar; por su parte, el alga le da los carbohidra-
tos que sintetiza mediante la fotosintesis [27].



1.1. INTERACCIONES POSITIVAS 7

1.1.2. Mutualismo

Este término fue empleado por primera vez en 1876 por el zodlogo y pa-
leontélogo belga Pierre-Joseph van Beneden, y lo define como la relacién que
existe entre dos especies donde ambas reciben beneficios de su interaccion con
la otra, lo cual no delimita mucho el comportamiento de esta interaccion, ya que
como podemos darnos cuenta en la tabla anterior no es la tinica interaccion en la
que ocurre esto [36].

Comiinmente suele ser considerado como sinénimo de simbiosis, debido a que
al igual que en dicha relacién ambas especies obtienen un beneficio y su relacion
es tan estrecha que es, en cierta forma, complementaria y necesaria para la super-
vivencia de ambas especies, pero aqui se hara una distincion entre estas interac-
ciones, debido a que consideraremos la definicion de mutualismo que establece
que esta relacion puede no ser permanente como en la simbiosis y producirse s6lo
durante una etapa de sus vidas, otra diferencia es que, a pesar de tener una rela-
cion fundamental, no hay intercambio genético por lo que no se forma una nueva
especie [9].

Las formas en las que se manifiesta esta relacion son:

= Relaciones recurso-servicio: Consiste en el intercambio de alimento por
algun recurso, ya sea proteccion, transporte, hibitat o medio de reproduc-
cion.
Como ocurre en el proceso de polinizacion, que es la relacién que existe
entre las flores de las angiospermas y los insectos polinizadores, como las
abejas, el cual consiste en el intercambio de polen o néctar por parte de las
plantas, como alimento a cambio de que las abejas las ayuden con la dis-
persion del mismo. Es una relacion indispensable para ambas especies, ya
que de no existir, la reproduccion de las plantas se veria gravemente afec-
tada pues Unicamente contarian con la ayuda del viento, ocasionando con
ello que su densidad disminuyera considerablemente, provocando incluso
su extincion, al igual que con los polinizadores, pues al eliminar su fuente
de alimento, moririan [33].

» Relaciones servicio-servicio: Aqui ambas especies brindan un servicio a la
otra.

Tal es el caso de la relacion entre las hormigas Pseudomyrmex y la Acacia
cornigera, donde las hormigas habitan en el interior de las espinas ahueca-
das de la acacia y se alimentan del gluc6geno de sus hojas, obteniendo de
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esta manera casa y comida. Por otro lado las hormigas protegen a la aca-
cia de parésitos y animales que puedan dafarla, por lo cual si esta relacion
llegara a romperse pasaria algo similar a lo que ocurre con las plantas y po-
linizadores, afectando seriamente a la poblacion de hormigas y al arbol que
habitan.

1.1.3. Comensalismo

Esta palabra se deriva de la palabra ’comensal’, que a su vez proviene del latin
cum que significa “juntos” y mensa que es “mesa’”, que quiere decir “compartien-
do la mesa”[14], aunque realmente no se trata de compartir el lugar de comida,
sino de compartir el alimento, debido a que a esta relacion se le dio este nombre
al observar el comportamiento de los animales carrofieros que esperan a que un
animal muera para poder comérselo o que comen los restos de comida que dejan
otros animales que obtienen su alimento mediante la caza. Posteriormente se ge-
neralizé el término y se empled para otras interacciones, ya no especificamente
para las desarrolladas por animales carrofieros.

Al igual que el mutualismo, este término fue utilizado por primera vez por el
zodlogo y paleontologo belga Pierre-Joseph van Beneden en 1976 en relacion a
los animales carrofieros y los pardsitos [36].

A pesar de que en esta interaccion solo una especie es beneficiada, la otra no
es perjudicada en ningun sentido por la poblacién beneficiada.

El comensalismo se divide en:

» Foresis: Un organismo es usado por otro como medio de transporte, gene-
ralmente se trata de especies pequefas que emplean a una mds grande para
cubrir grandes distancias y probablemente ésta ni siquiera se percate que
estd siendo utilizada como transporte, por ejemplo las rémoras que emplean
como medio de transporte a los tiburones.

» Metabiosis o tanatocresia: Consiste en el aprovechamiento de los restos de
un animal muerto, ya sea para protegerse, alimentarse o como herramientas,
tal es el caso del cangrejo ermitaio que utiliza las conchas de los caracoles
para protegerse. Es aqui donde entran los animales carrofieros, pues ellos
emplean los restos de animales muertos como alimento y en ningtin caso
los animales beneficiados ocasionan la muerte o dafian de alguna manera al
animal del cual obtendran el beneficio, mientras éste se encuentre vivo.
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» [nquilinismo: Como el nombre lo indica una especie es inquilina de la otra,
cominmente se da con insectos que viven en las madrigueras o nidos de
diversos roedores y aves, de igual forma como sucede en la foresis la especie
“anfitriona’ no so6lo no es afectada, si no que puede que ni siquiera se de
cuenta de la existencia de sus inquilinos.

1.1.4. Protocooperacion

Ambas poblaciones reciben beneficios de su interaccion, sin embargo; ésta no
s necesaria para su supervivencia, pues cada especie puede obtener los beneficios
que son resultado de esta relacion de alguna otra manera o simplemente realizar
las actividades sin aquellos, ya que en la mayoria de los casos son usados para fa-
cilitar alguna actividad, mas no indispensables para su realizacién, ademads de s6lo
darse por un momento en la vida de ambas especies, nunca de manera permanente,
por lo que también es llamado mutualismo no obligatorio.

Por ejemplo la interaccion entre el cangrejo ermitafo y la anémona aqui, el
cangrejo lleva a la anémona a lugares donde hay alimento fresco y, por su parte, la
anémona lo protege de sus enemigos, pero ambas especies pueden sobrevivir sin
la otra.

1.2. Interacciones negativas

En este tipo de interacciones al menos una especie resulta perjudicada por la
otra, ya sea de forma directa o indirecta y puede que la especie que dafia obtenga
0 no un beneficio de esta relacion.

1.2.1. Amensalismo

En esta relacion, una poblacion causa dafo a otra sin recibir algin beneficio o
dafio, también es llamada ’antagonismo’. Consiste en la produccion de sustancias
toxicas, o en la creacién de condiciones intolerables para la supervivencia de las
otras poblaciones a causa de otra.

En nivel macro ocurre ante la llegada de una nueva especie a un habitat, donde
el crecimiento de ésta hace imposible el desarrollo de alguna otra, por lo cual la
especie dafiada tiene que luchar por su supervivencia; esta relacion es empleada
en ocasiones como un medio de control de plagas [35].
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Tal es el caso del eucalipto; éste segrega ciertas sustancias que afectan e impi-
den el crecimiento de todas las plantas que estén a su alrededor, sin que el propio
eucalipto obtenga algin beneficio.

Pero también se da en los microorganismos, donde encontramos a los anti-
bidticos, que tienen como propdsito dafiar o causar la muerte de alguna bacteria,
pero el no recibe ningtn beneficio; de forma particular a esta interaccion a nivel
microscopico se le conoce como ’antibiosis’.

1.2.2. Parasitismo

Es la interaccién que, como su nombre lo indica, involucra a los parasitos,
€stos son organismos que viven a costa de otra especie, causdndole algtin dafio,
pero sin llegar a matarla.

En general este término se aplica a la relacion en la cual una especie dafia a
otra de forma directa o indirecta al usarla como alimento, medio de reproduccion,
habitat, entre otras.

Un ejemplo de esta interaccion son las plantas del género Rafflesia, que son
plantas pardsitas que se caracterizan por la ausencia de tallo y hojas, inicamente
cuentan con una flor, crecen en las raices de los arboles y es de ahi de donde
obtienen sus nutrientes pero, al obtenerlos, danan al arbol que parasitan.

La especie dafiada, también denominada hospedero o anfitrién, intenta des-
hacerse del parasito, por lo cual, al pasar el tiempo, las nuevas generaciones de
hospederos logran desarrollar mecanismos de defensa para intentar alejar a los
parasitos, tales como lo son la creacion y uso de toxinas, pero también los parasi-
tos poco a poco, dan lugar a generaciones resistentes a las toxinas mediante la
seleccién natural.

Esto ocasiona que la evolucion, tanto del anfitrién como del pardsito, vayan de
la mano en una especie de proceso de adaptacién del pardsito hacia el hospede-
ro, por lo cual, en diversas ocasiones, los pardsitos dependen de una sola especie
de hospedero; mas aun, la transformacion de los pardsitos puede llegar a ser tan
dréstica que no sélo cambian para adaptarse a su anfitrion, sino que pierden carac-
teristicas indispensables para sobrevivir fuera de él, ocasionando asi una relacién
dependiente por parte de los parésitos.

Tal es el caso de ciertas especies protistas sin mitocondrias, debido a un efecto
secundario para poder adaptarse a un modo de vida pardsito, intracelular o anae-
robio [8].

Una forma de dividir a los tipos de parésitos es de acuerdo al lugar que ocupan



1.2. INTERACCIONES NEGATIVAS 11

en el organismo anfitridn y es la siguiente:

» Ectopardsitos: Viven en el exterior de su hospedero, tal es el caso de las
pulgas, piojos y garrapatas.

» Endopardsitos: Se alojan en el interior del anfitrion, como lo hace la Taenia
o solitaria, como se le conoce coloquialmente, que vive en el intestino de su
hospedero.

» Mesopardsitos: Poseen parte de su cuerpo dentro del hospedero y parte fue-
ra, un ejemplo de ellos son los copepodos pennellidae, que tienen la cabeza
introducida en el corazén de su hospedero, que son ciertos peces, y exten-
derse por las arterias hasta las branquias, o perforar la cavidad visceral.

1.2.3. Canibalismo

El asombro sobre este comportamiento viene desde la época del descubrimien-
to de América, pues fue cuando los espafioles observaron que ciertas tribus caribes
acostumbraban comer carne humana, la cual obtenian mediante sacrificios ritua-
les o guerras; a esa practica los nativos la llamaban caniba, razén por la que los
espafoles llamaron a los que la practicaban canibales y a la practica canibalismo
[29].

A pesar de la existencia de pruebas de que este comportamiento también ocu-
rri6 en otras civilizaciones anteriores a esa época y a lo largo del mundo, no tni-
camente en América [16], el asombro fue ocasionado debido a que estas précticas
ya no se realizaban en el viejo mundo en ese momento, y ain no se conocian
los registros de estas practicas, por lo cual para los espafioles era una costumbre
extrafia.

Aunque la causa de este comportamiento es desconocida en casi todas las
culturas en las que se sabe se llegd a practicar, se cree que fue originado por la
escasez de alimento, o algun tipo de estrategia ya sea para sobrevivir o establecer
su superioridad, dentro de una tribu o entre tribus, como incluso se establece en el
mito griego sobre Cronos y sus hijos.

A pesar de que actualmente este comportamiento estd prohibido por la mayoria
de las culturas y religiones en general, se han dado casos en los que las condicio-
nes extremas y la necesidad de supervivencia han ocasionado que esta interaccion
se produzca. Se tiene registro de que éste ha ocurrido en épocas de guerra [19],
o en 1972 cuando los jugadores de rugby uruguayos sobrevivientes de un acci-
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dente aéreo en los Andes en 1972, tuvieron que alimentarse de los cuerpos de las
muertos, para poder sobrevivir, hasta que fueron rescatados.

Salvo estos casos extremos, donde los que cometieron canibalismo fueron
victimas de las circunstancias, cuando se da el canibalismo se considera una con-
ducta criminal, o un desorden psicoldgico y es juzgado y castigado en la mayoria
de las ocasiones.

A pesar de que el término fue originalmente empleado para definir la conducta
que se da cuando un humano se come a otro humano o parte de él, al notar que
esta no es en la unica especie en la que ocurre dicho comportamiento, el término
se ha generalizado de tal forma que actualmente es considerado como el acto en
el cual un individuo se come a otro de su misma especie, ya sea de manera total o
parcial.

Esta accién tanto en humanos como en animales es principalmente una estra-
tegia de supervivencia, pues generalmente se da cuando hay escasez de comida y
los individuos de la especie utilizan como alimento los restos de aquéllos que ya
murieron o sacrifican a los que tienen menos posibilidades de sobrevivir.

En algunas especies ocurre que la hembra se come a sus hijos o a algunos de
ellos poco después de parir, aunque se desconoce la causa de este comportamiento,
se cree que detecta alguna enfermedad o malformacion no visible o que, dadas sus
condiciones alimentarias, sabe que no sobreviviran y opta por comérselos.

También existe el canibalismo sexual, que es aquel que ocurre durante o des-
pués del acto reproductivo y cominmente es la hembra quien mata al macho,
aunque también se da el caso contrario [18], un ejemplo es la mantis religiosa,
en donde la hembra decapita y se come al macho después del acto reproductivo,
también se desconoce la causa de esta accion, aunque se sabe que se da principal-
mente cuando se encuentra en cautiverio.

1.2.4. Competencia

En esta relacion ninguna especie recibe un beneficio de la otra, muy por el
contrario, su existencia le resulta perjudicial de alguna manera, pues aunque pue-
de causar un dafio directo, como en el caso de ciertas abejas tropicales y colibries
debido a que gustan de las mismas flores, las abejas persiguen a los colibries y
les impiden aprovechar el néctar, no necesariamente siempre es asi, pues también
el dafio puede ser indirecto, ya que debido a la limitacion de algun recurso que
ambas especies necesitan, se ven obligadas a competir por €l [4], motivo por el
cual esta interaccion juega un papel importante en el proceso de seleccidon natu-
ral, debido a lo que establece el principio de exclusiéon competitiva [13]. Se sabe
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que dos especies que interactian en una relaciéon de competencia por los mismos
recursos, no pueden coexistir en forma estable si los factores ecoldgicos son cons-
tantes, pues alguno de los competidores siempre dominaré al otro, ocasionando
de esta manera su extinciéon o alguna modificacién evolutiva en la especie o de
comportamiento, llevdndola hacia otro nicho ecolédgico [24].

Existen dos tipos de competencia y son:

» Competencia intraespecifica: Ocurre cuando los miembros de una misma
poblacion, necesitan un mismo recurso, por lo que un individuo dificulta
directamente la obtencion de un recurso para otro, ya sea alimento, vivienda,
apareamiento, ...

Como ocurre con los ciervos cuando quieren aparearse que pelean con sus
astas para conseguir el privilegio de poder aparearse y si bien en este caso
hay un ganador y un perdedor, el ganador generalmente no sale del todo
ileso.

= Competencia interespecifica: Se da entre diferentes especies que comparten
la necesidad por algun recurso en un drea comun, por lo cual cuando el
recurso no es suficiente para abastecer a ambas poblaciones, éstas se ven
afectadas.

Tal es el caso de dos depredadores que compiten por un mismo tipo de presa,
por lo cual la disminucién de presas afecta a ambas especies, pues no sélo
tienen que buscar a la presa, sino ser mds astutos que la otra especie para
poder sobrevivir.

Principio de exclusiéon competitiva

Como mencionamos anteriormente, este principio establece que, si en un mis-
mo hébitat existen dos especies que interactian y compiten por los mismos recur-
sos, no pueden coexistir de manera estable si los factores ecoldgicos son constan-
tes, pues esto ocasionara que una poblacion de los competidores domine a la otra,
causando una disminucidn en la poblacion, llegando con esto inclusive a su ex-
tincién o a una modificacion evolutiva en la especie o llevandola hacia otro nicho
ecologico [24].

Esto parece indicar que ante una interaccién competitiva entre especies serd
inevitable que alguna de ellas llegue a la exclusion, sin embargo, también se ma-
neja la posibilidad que se de una coexistencia entre las especies que compiten,



14 CAPITULO 1. INTERACCIONES ENTRE POBLACIONES

pero para ello es necesario que se cumplan condiciones precisas, que es el equi-
valente a llegar a un punto de equilibrio y permanecer en ese estado, tal como
Hutchinson lo establece: “dos especies que compiten, o coexisten o no lo hacen”.

Durante la década de 1930 se desarrollaron diversos experimentos en los cua-
les se pretendia establecer bajo que condiciones se daba la exclusion y en cuales
no, sin embargo no se obtuvieron resultados contundentes. Algunos de ellos fue-
ron realizados por el bidlogo ruso Geogii Frantsevich Gause, quien cultivé dos
especies de protozoarios, el Paramecium aurelia y el Paramecium caudatum y ob-
servo la exclusion en algunos casos y la coexistencia en otros. Sin embargo estos
experimentos no fueron constantes pues al proporcionar agua fresca diariamente y
mantener un flujo constante de alimentos, Gause observé que Paramecium aurelia
ocasionaba la extincién de su competencia, pero al variar el agua y alimentos, Pa-
ramecium caudatum sobrevivia. Estos experimentos fueron la base del principio
de exclusion competitiva, también llamada Ley de Gause.

A mediados de los cincuenta, George Evelyn Hutchinson y su alumno de doc-
torado, Robert Helmer MacArthur, lograron un gran avance tedrico en cuanto al
establecimiento y fundamentacion de ciertos conceptos importantes para el prin-
cipio de exclusién competitiva, basados en un estudio de campo, el cual llevé a la
formalizacion de la teoria del nicho ecolégico.

Hutchinson represent6 en términos matematicos la idea de que los organismos,
al ocupar un determinado espacio fisico, al estar activos en horarios definidos,
emplear principalmente ciertos recursos, entre otras cosas, establecen un nicho, el
cual es propio de cada especie, lo que ocasiona que la competencia exista en los
lugares que comparten los nichos de cada especie, y es inicamente en €stos donde
se da el principio de exclusién competitiva.

Por su parte R. H. MacArthur en su tesis doctoral, realiz6 un trabajo de campo
en el cual aplicé las ideas del principio de exclusién competitiva, con el fin de
refutarlo, para ello observd cinco especies de warblers (aves también llamadas
cerrojillos o reinitas) las cuales habitan en un bosque de Nueva Inglaterra y son
muy parecidas entre si. Se sabia que estas especies se alimentan de insectos, y
parecia que estas aves eran una clara excepcion para lo que se establecia en el
principio de exclusion competitiva. Después de muchas observaciones tanto de
las aves en si, como de los arboles que frecuentaban, MacArthur observé que
cada una de estas especies pasa la mayor parte del tiempo en zonas diferentes
del arbol, es decir, aunque aparentemente estas aves compartian el mismo nicho
y habian logrado coexistir,contradiciendo la ley, realmente no era asi, pues habia
diferencias, en el lugar especifico que habitaban en los drboles, en su forma de
buscar insectos, lo que ocasionaba que los nichos fueran diferentes, por lo cual
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estas especies no eran competidores entre si. Esto llevo a la idea de que para que
dos especies sean competidoras, sus nichos deben de estar sobrepuestos, pues las
pequeiias diferencias entre ellos son las que ocasionan la coexistencia, logrando
con esto que en lugar de contradecir lo propuesto por Gause, lo fundamenté ain
mas, pues confirmé que para que se dé la exclusion, los competidores tienen que
ser totales, es decir, que tengan las mismas preferencias, sin distincion alguna, ya
sea sobre el lugar especifico donde habitar, el tipo de comida, las horas de caza,
etc.

Consecuencias de la competencia

Considerando los tipos de competencia que mencionamos anteriormente, se
puede analizar qué consecuencias trae cada una a cada especie o al nicho ecoldgi-
co en el que habitan.

= Competencia intraespecifica: Ante la disminucién de recursos el crecimien-
to poblacional se ve afectado, pues la tasa de mortalidad aumenta, mientras
que la de natalidad disminuye, debido a que mientras los recursos sean su-
ficientes no se da una competencia intraespecifica como tal, ya que cada
individuo de la poblacion puede disponer de los recursos que necesita pa-
ra sobrevivir, ocasionando con esto que el crecimiento sea exponencial en
cierta forma pero, ante la limitacién de recursos, la competencia afecta el
crecimiento y se establece una cota superior para el tamafio de la pobla-
cion. Esto es a lo que Verhulst llama la capacidad de carga, que se define
como: el nimero maximo de individuos que puede habitar un mismo lugar
compartiendo los mismos recursos, de tal forma que sean suficientes para
todos, ocasionando con esto que la poblacion llegue a un estado estable y se
mantenga ahi.

Otro efecto a considerar es que, ante la necesidad de competir, se desarro-
llan ciertos cambios morfol6gicos o de comportamiento que ayudan a un
individuo a superar a sus rivales y asi garantizar la obtencion del recurso
deseado, logrando con esto que algunos de estos cambios se hereden a las
generaciones posteriores, favoreciendo asi a la evolucion.

= Competencia interespecifica: En muchos casos, las especies que compiten
seccionan el hébitat, para de esta manera no competir o debido a que se da
el principio de exclusién competitiva y ocasiona que se dé un cambio en
los hébitos de la especie dominada, para que sustituya el recurso por el cual
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competia, e inclusive sufren cambios morfolégicos para especializarse en
algin otro recurso.

Tal es el caso de ciertas especies de roedores que habitan en el mismo lu-
gar, al formar parte de dos poblaciones en competencia estas se adaptan y
en ocasiones presentan cambios en cuanto al tamano, originando que una
especie sea mas grande que la otra, se sabe que este cambio es produc-
to de la competencia, pues al considerar cada especie en un lugar libre de
competencia su tamafio se mantiene, la explicacion para este suceso es una
especializacion, con respecto al alimento, para que de esta manera la es-
pecie de mayor tamafio se alimenta de las semillas mas grandes, mientras
que la otra come de las pequenas, evitando de esta forma la competencia y
logrando coexistir.

En los casos mds extremos, ocurre que una poblacién al verse superada por
otra, se desplaza hacia otro lugar causando asi su extincion local, tal es el
caso de lo observado en los experimentos realizados por Gause.

1.2.5. Depredacion

Es una dindmica poblacional muy importante, debido a que ayuda a mantener
la estabilidad en el ecosistema, pues consiste en que una especie caza a otra pa-
ra obtener alimento, de esta forma la poblacién afectada, también llamada presa
no crece indefinidamente a causa de su encuentro con la poblacién beneficiada,
denominada depredador, la cual depende de la existencia de presas para poder
sobrevivir, por lo que su crecimiento también se ve afectado por la existencia o
ausencia de la presa [17]. Tal es el caso de los lobos y conejos, donde los lobos son
los depredadores que se alimentan de conejos que en este caso vendrian siendo las
presas.

La depredacion juega un rol importante en el proceso de seleccidon natural,
ayudando con ello a la evolucion, debido a que la mayoria de las presas desarro-
Ilan métodos de defensa de los depredadores los cuales van desde ser mas ripidos,
como las aves y gacelas, tipos de camuflaje, como el btiho o el geco, armadu-
ra, como los armadillos y moluscos, e inclusive acumular y sintetizar sustancias
quimicas, ya sean internas, las que originan mal sabor o son t6xicas, o externas,
como la tinta de los pulpos o el mal olor de los zorrillos. Por otro lado los depreda-
dores también van perfeccionando sus formas de cazar, pues €stos se dividen en:
emboscadores, que son aquéllos que se quedan quietos esperando a que la presa se
acerque o que elaboran algin tipo de trampa para que la presa caiga, tal es el caso
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de las arafas, con sus telarafias, los acechadores, estos depredadores observan a
su presa y esperan a que esté lo suficientemente cerca para atacarla, y por ultimo
se encuentran los depredadores activos, que son los que recorren el drea en busca
de su fuente de alimento.

Este tipo de interaccion es de suma importancia para el desarrollo de la vida
en la Tierra, pues asi como muchas especies dependen de esta relacion para poder
sobrevivir, también la ausencia o exceso de ésta puede ocasionar la extincién de
alguna especie. Un ejemplo de esto es lo observado por Richard Paine en los se-
sentas al realizar un experimento que consistia en que dada una comunidad donde
se presentaba la relacion de depredacion, se elimina al depredador mds impor-
tante que, en este caso se trataba de una estrella marina del género Pisaster que
pertenecia a una comunidad de invertebrados marinos de la zona entre marea; se
esperaba que la cantidad de presas aumentara, sin embargo, esto ocasion6 que el
numero de especies existentes en el drea disminuyera dristicamente: de quince
especies a tan solo ocho. Al observar mas detenidamente el comportamiento de
estas especies, se pudo entender que la causa de este comportamiento fue que ante
la existencia de la estrella de mar muchas de las especies que habitaban el area
lograban coexistir, debido a que no existia competencia entre ellas como tal, pues
el depredador principal no lo permitia; entonces, al ser eliminado, estas especies
se volvieron competidores lo cual originé que operara el principio de exclusion
competitiva, llevando de esta manera a ciertas especies hacia otro habitat [31],
razon por la que esta interaccion se estudiard a fondo mas adelante.
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos

Antes de hablar sobre los modelos que se han realizado para comprender la
interaccion depredador-presa, hablaremos sobre sus componentes.

Los sistemas dindmicos son sistema de ecuaciones cuyos parametros varian
respecto a alguna variable, la cual suele ser el tiempo. Estos pueden clasificarse
de diversas maneras, algunas de ellas son:

= Sistemas dindmicos continuos: Son aquellos en los que el tiempo puede
tomar cualquier valor en un rango determinado.

= Sistemas dindmicos discretos: En ellos el tiempo unicamente puede tomar
valores que se encuentren dentro de un conjunto numerable.

= Sistemas dindmicos invariantes en el tiempo: No depende directamente del
tiempo, es decir dos trayectorias que pasen por el mismo punto en diferente
tiempo tendrdn el mismo comportamiento.

» Sistemas dindmicos variantes del tiempo: Su comportamiento depende di-
rectamente del tiempo.

» Sistemas dinamicos lineales: Pueden ser tanto continuos como discretos,
pero en ellos la suma y el producto de las soluciones también es solucion.

» Sistemas dindmicos no lineales: Son aquellos que no satisfacen el principio
de superposicion.

Cuando un sistema no es lineal el encontrar su solucién explicita es una labor
dificil, inclusive hasta imposible, sin embargo suele no ser necesario el obtenerla,
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la mayoria de la ocasiones basta con conocer el comportamiento cualitativo de
las soluciones, es decir, su periodicidad, si existe o no el limite, cuando el tiem-
po tiende a infinito, debido a que estas propiedades son analizadas mediante la
observacion del comportamiento de las soluciones, para de esta manera deducir
caracteristicas importantes, sin la necesidad de realizar calculos analiticos.

Una forma de realizar este andlisis cualitativo es mediante el retrato fase, el
cual consiste en una representacion geométrica de las trayectorias del sistema,
partiendo del ejemplo de un campo vectorial que es una representacion de la dis-
tribucion espacial de vectores en donde a cada punto del plano de le asocia un
vector que es tangencial a la curva que pasa por el punto dado y tiene la misma
direccion, hay que observar que la pendiente de la solucion tiene el mismo valor
en todos sus puntos, a estas trayectorias se les llama isoclinas y se emplea para ob-
tener la estabilidad o periodicidad del sistema. Los espacios fase pueden contener
puntos o ciclos, que atraen o repelen a las trayectorias que pasan cerca de éstos,
los cuales son llamados singularidades y son los que determinan la estabilidad del
sistema.[5][6][32]

2.1. Puntos fijos

Son aquellos en los que las trayectorias del espacio fase son nulas, es decir,
satisfacen % = 0, también llamadas isoclinas cero. El como se comportan las
trayectorias con respecto a estos puntos es lo que de termina la estabilidad del
sistema.

Para determinar la estabilidad de estos puntos es necesario calcular los eigen-
valores A del polinomio caracteristico asociado al sistema y analizar la relacién
que hay entre ellos.

Los puntos de equilibrio pueden ser:

= Nodo estable: Las trayectorias cercanas tienden a €l. Los eigenvalores son
reales, negativos y distintos entre si.

>
L\

.

Figura 2.1: Nodo estable
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= Nodo inestable: Las trayectorias parten de éste punto y divergen. Los eigen-
valores son reales, positivos y diferentes entre ellos.

Figura 2.2: Nodo inestable

= Nodo estrella estable: Las trayectorias se aproximan al punto con la misma
rapidez. Los eigenvalores son reales iguales y negativos.

Figura 2.3: Nodo estrella estable

= Nodo estrella inestable: Las trayectorias divergen de este punto con la mis-
ma rapidez. Los eigenvalores son reales iguales y positivos.

Figura 2.4: Nodo estrella inestable
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= Foco o espiral estable: Todas las trayectorias tienden a él en espiral. Los
eigenvalores son complejos conjugados con parte real negativa.

Figura 2.5: Foco estable

= Foco o espiral inestable: Las trayectorias se alejan de €l en espiral. Los
eigenvalores son complejos conjugados con parte real positiva.

Figura 2.6: Foco inestable

= Centro: Las trayectorias cercanas a este punto forman Orbitas cerradas. es
un punto neutralmente estable, pues ninguna trayectoria entra ni sale. Los

eigenvalores del sistema son imaginarios.

Figura 2.7: Centro
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= Punto silla: Las trayectorias comienzan tendiendo al punto fijo, pero confor-
me se aproximan mds empiezan a diverger. Se trata de un punto inestable.
Los eigenvalores son reales de signo contrario.

Figura 2.8: Punto silla

Existe otra forma de conocer que tipo de punto fijo se tiene, la cual se realiza
mediante el andlisis de la relacién entre la traza y el determinante de la matriz
asociada al sistema, es decir, si consideramos la matriz A que esta asociada al
sistema X = AX, de tal forma que:

A=)

det(A—AI) = A* — (a+d)A — (ad — bc)

de donde

por lo que

(a+d)++/(a+d)*—4(ad — bc)
2

AMo=

obteniendo de esta manera

p=Tr(A)=a+d
q=det(A) = ad — bc
A = (a+d)*—4(ad —bc) = p* —4q

Como p? — 4q determina una parébola en el plano pg, entonces dependiendo
de los signos de p, g, A, serd el signo de la parte real de los valores propios.
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La siguiente tabla resume la relacion entre los valores de p, g y A y los tipos

de puntos fijos.

q P A Tipo de punto
qg>0 p>0 A>0 Nodo inestable
qg>0 p>0 A =0 | Nodo estrella inestable
q>0 p>0 A <O Foco inestable
qg>0 p=0 A <O Centro
q>0 p<0 A>0 Nodo estable
q>0 p<0 A =0 | Nodo estrella estable
qg>0 p<0 A <O Foco estable
g<0|p<0,p>0,p=0|A>0 Punto silla

Si bien los puntos fijos pueden clasificarse de esta manera, también existe otra

clasificaciéon un poco mas general que solo considera si las trayectorias llegan o
salen de dicho punto y los valores de p y ¢, la cual es:

Sumidero: Las trayectorias cercanas a este punto tienden a €l. El valor de ¢
es positivo y el de p negativo. Los focos, nodos y estrellas inestables forman
parte de este conjunto.

Fuente: Las trayectorias parten de éste punto y divergen. Los valores de g y
p son positivos. Los focos, nodos y estrellas estables se encuentran en este
conjunto.

Punto silla: Las trayectorias comienzan tendiendo al punto fijo, pero con-
forme se aproximan a él empiezan a diverger. El valor de ¢ es negativo y no
importa el valor de p, pues se obtiene el mismo resultado.

Centro: Las trayectorias cercanas a este punto forman 6rbitas cerradas. El
valor de ¢ es positivo y el de p es nulo.

El sistema puede tener mds de un punto fijo, por lo que ademdas de conocer

el comportamiento de cada punto fijo es necesario también saber cuantos pun-
tos filos tiene, para comprender mejor el comportamiento general del sistema, no
Unicamente un comportamiento local.
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2.2. Ciclos limite

Ya mencionamos que en un sistema puede haber puntos fijos llamados centros,
alrededor de los cuales se forman 6rbitas cerradas, en las cuales las trayectorias
se mantienen en ella, sin entrar ni salir, pero en los sistemas lineales de dos o mas
ecuaciones puede ocurrir que existan soluciones periddicas de trayectorias que
forman Orbitas no cerradas, que se acercan o alejan en espiral hacia ella cuando el
tiempo tiende a infinito, a estas Orbitas se le conoce como ciclo limite.

Al igual que los puntos fijos, los ciclos limite también se clasifican de acuerdo
a su estabilidad.

» Ciclo estable: Todas las trayectorias cercanas convergen a €él.

0

Figura 2.9: Ciclo limite estable

= Ciclo inestable: Todas las trayectorias cercanas provienen de él.

0

Figura 2.10: Ciclo limite inestable
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(a) (b)

Figura 2.11: Ciclos limite semiestables

= Ciclo semiestable: Algunas trayectorias se alejas y otras se acercan a él.

= Ciclo neutralmente estable: Ocurre cuando las trayectorias no se alejan ni
se acercan.

Para saber si un sistema tiene ciclos limite se emplean el teorema de Poncairé-
Bendixson, el cual enunciaremos mas adelante, o el teorema de Liénard.

2.3. Atractores extranos

Existe otro tipo de comportamiento de las trayectorias de los sistemas, llama-
dos atractores extranos, que son aquellos que tienen geometria fractal, es decir, su
estructura basica, fragmentada o irregular se repite a diferentes escalas.

La geometria que presentan estos atractores hace que sus Orbitas cercanas ten-
gan un movimiento aperiddico y sensible a las condiciones iniciales. En ocasiones
surge un atractor extrafio porque la trayectoria viaja de repulsor a repulsor sin ten-
der a infinito, formando una 6rbita aperiddica, debido a la presencia de diferentes
ciclos limite y puntos fijos tipo silla, o se generan con un proceso de estiramiento
y plegado, cuya iteracion causa que el sistema sea cadtico. En una direccién, los
atractores mantienen su tamafio, mientras que en la otra se encogen.

No hablaremos més a detalle sobre este tipo de comportamiento ya que es muy
extenso y no corresponde a los fines de este trabajo.
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2.4. Bifurcaciones

Anteriormente ya se menciono los tipos de comportamiento que se pueden
presentar en un sistema dindmico, sin embargo este puede depender de los valores
que se le asignen a los parametros, es decir a aquellos valores que formen parte del
sistema dindmico cuyo valor no se altere con el tiempo, ya que puede ocurrir que
un cambio minimo en los valores de los pardmetros ocasione un gran cambio en
la solucién del sistema, a estos cambios se les conoce como bifurcacion. En ella
la caracteristicas como: estabilidad de los puntos fijos, 6rbitas periddicas otros
conjuntos invariantes cambian.

Existen varios tipos de bifurcaciones, algunos de ellos son[5]:

= Bifurcacion tangencial: Ocurre cuando dos puntos de equilibrio desapare-
cen ya que al ir variando el parametro estos puntos se acercan hasta que se
hacen uno e incluso pueden desaparecer o dependiendo de como comience
a variar el pardmetro puede ocurrir el caso contrario.

» Bifurcacion tridente: Partiendo de un unico punto de equilibrio, este se se-
para en tres, de los cuales dos mantienen la misma estabilidad del punto
inicial y el restante tiene estabilidad contraria, esta bifurcacion se divide en:

e Subcritica: Inicia con un punto fijo inestable.

e Supercritica: Comienza con un punto fijo estable

= Bifurcacion de Hopf: Produce la aparicion o desaparicion de un ciclo limite.

Cabe mencionar que las dos primeras pueden darse en sistemas de una o dos
dimensiones, mientras que la de Hopf unicamente ocurre en sistemas bidimensio-
nales.
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Capitulo 3

Depredador-presa

Como se vio en el primer capitulo, en la naturaleza existen diversos tipos de
interacciones entre especies, quizds la mas conocida o, al menos, la mas estudiada
es la de depredador presa. Esta interaccion es de gran importancia para conservar
el equilibrio en el ecosistema, y favorecer a la evolucién, por lo cual es necesario
conocer cOmo ocurre esta interaccion, asi como qué factores influyen en ella para,
de este modo, saber que factores llevan al desarrollo de nuevas especies, a un
ecosistema en equilibrio entre presas y depredadores o ante qué condiciones se
puede dar la extincion, ya sea de la presa o del depredador e inclusive de ambos.

En este capitulo mostraremos algunos de los modelos que han surgido a lo
largo del tiempo, para tratar de representar dicha interaccion, asi como los factores
que fueron considerados en su planteamiento y en qué observaciones se basaron
para establecerlos.

3.1. Modelo clasico depredador-presa

Este modelo es también conocido como el modelo Lotka- Volterra, debido a
que tanto Vito Volterra como Alfred Lotka llegaron a las mismas ecuaciones, en
fechas cercanas, aunque para campos diferentes.

En 1925 el fisico, quimico, matemdtico y estadistico estadounidense Alfred
Lotka propuso este sistema para una reaccion quimica [21].

Por otro lado y de manera independiente, en 1926 el matematico italiano Vito
Volterra propuso el modelo para explicar las oscilaciones en los niveles en la po-
blacién de peces comestibles, para intentar responder la relacién que existia entre
la cantidad de peces comestibles y no comestibles que eran capturados por los

29
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pescadores en el Mar Adriético. [38]

Todo comienza cuando el bidlogo marino italiano Umberto D’ Ancona rea-
lizaba un estudio sobre los cambios poblacionales en las especies de peces que
interactian en el mar Mediterrdneo y como parte de su investigacion consulto los
archivos sobre los porcentajes de captura de distintos puertos del Mediterraneo,
durante la Primera Guerra Mundial. Lo curioso de estos informes es que no sélo
contenian informacion sobre los peces comestibles (presas), sino también sobre
tiburones y mantarrayas (depredadores), lo que dejo ver que durante esa época
la densidad poblacional de estas especies aumentd, tal como se muestra en la si-
guiente tabla

Ano | Porcentaje || Afio | Porcentaje
1914 11.9 1919 27.3
1915 214 1920 16.0
1916 22.1 1921 15.9
1917 21.2 1922 14.8
1918 36.4 1923 10.7

D’ Ancona atribuy6 este comportamiento a que durante esta temporada, debido
a la guerra, los niveles de pesca bajaron por lo que la densidad de peces comes-
tibles incrementd, lo que facilitaba el crecimiento en la poblacién de escualos, lo
cual parecia una explicacién clara y acertada, pero su hipétesis tenia una falla, ya
que s6lo mostraba que la poblacion de escualos aumentaba ante una tasa de pesca
baja, pero no explicaba porqué esto sé6lo era benéfico para los depredadores y no
para las presas, como se muestra a continuacion.

Ano | Porcentaje || Afio | Porcentaje
1914 88.1 1919 72.3
1915 78.6 1920 84.0
1916 77.9 1921 84.1
1917 78.8 1922 85.2
1918 63.4 1923 89.3
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Cuya relacion se puede observar en la siguiente gréafica.

Porcentaje
8

1914 1916 1918 1920 1922

Tiempo

Figura 3.1: Grafica de la relacién entre en porcentaje de captura de peces comestibles,
linea naranja, como de escualos, linea azul, durante la segunda guerra mundial

Esta situacion lo lleva a recurrir a la ayuda de su suegro Vito Volterra, para ver
si era posible establecer un modelo que explicara este comportamiento, pues con
las herramientas biol6gicas no le habia sido posible. [6]

Cabe mencionar que Volterra ademas de su importante labor académica, co-
labor6 en la fuerza aérea italiana desarrollando dirigibles como armas de guerra,
sustituyendo el hidrégeno por helio en las aeronaves, durante la Primera Guerra
Mundial, también tuvo una vida politica bastante activa, fue senador y debido a su
postura contra el fascismo, se negoé a realizar el juramento de lealtad al régimen
de Mussolinni en 1931, razén por la que fue suspendido de todas sus labores en
las instituciones nacionales [11].

Lo primero que hizo Volterra fue separar a las especies en dos grupos de acuer-
do al papel que desempefiaban en la interaccion, es decir, en presas y depredado-
res, para ver su comportamiento en grupo, no como especies aisladas, notando
con esto que; ante la ausencia de depredadores, las presas tienen un crecimiento
exponencial, que es lo que conocemos como ecuaciéon de Malthus, pues supone
que, en el mar, no hay limitaciones de espacio ni de alimento para los peces.

dx
— =ax
dt

Ante la presencia de depredadores la tasa de crecimiento de las presas dismi-
nuye como consecuencia de su encuentro con ellos (—bxy), mientras que la de
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los depredadores aumenta, a causa de estos encuentros (dxy). Por otro lado, dado
que en este modelo se supone que los depredadores tnicamente se alimentan de
este tipo de presas, entonces, ante la ausencia de presas la tasa de crecimiento de
los depredadores disminuye (—cy), por lo que se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones.

d

d—): = ax—bxy
dy

A d
ar cy +axy,

donde:

x es la cantidad de presas.

y es la cantidad de depredadores.

a es la tasa de crecimiento de las presas por unidad de tiempo.

b es la tasa de muerte de las presas a causa de los depredadores por unidad de
tiempo.

d es la tasa de produccion de depredadores por presa consumida por unidad
de tiempo.

c es la tasa de mortalidad de los depredadores en ausencia de las presas por
unidad de tiempo.

Este modelo es muy restrictivo, lo cual limita mucho la posibilidad de encon-
trar un ejemplo que lo satisfaga en su totalidad, tanto por cuestiones del sistema
en si, como por la falta de datos sobre la cantidad de individuos de cada especie,
razon por lo que la mayoria de experimentos que se han realizado para comprobar
su efectividad han sido en laboratorio. Tal es el caso del experimento realizado por
Gause empleando Paramecium aurelia'y Paramecium caudatum, del cual se hablo
en el primer capitulo y como mencionamos, sus conclusiones no favorecieron a
este modelo, pues el cumplir con las condiciones establecidas por €l se llega a la
extincién del Paramecium caudatum después de cierto tiempo. Sin embargo exis-
ten algunos datos que pueden ser considerados para corroborar este modelo, entre
ellos, los mas significativos son los datos acerca de las poblaciones de linces y co-
nejos en los bosques de Canada, gracias a que la compafiia Hudson Bay registré
las capturas de estas especies entre 1800-1900 y se considera que éstas represen-
tan el tamaiio total de dichas poblaciones, siendo estos datos de gran importancia,
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no solo por la abundancia de ellos en un gran periodo de tiempo, sino porque re-
presentan una interaccién de depredacion real, que se ha desarrollado a lo largo
del tiempo, sin causar la extincion de ninguna especie como en el experimento
realizado por Gause.

Al considerar los siguientes datos recolectados el periodo entre 1900 y 1920
por la compaiiia Hudson Bay:

Ano | Conejos | Linces || Afio | Linces | conejos
1900 30 4 1911 | 403 8
1901 | 47.2 6.1 | 1912 | 57 12.3
1902 | 70.2 9.8 || 1913 | 76.6 19.5
1903 | 774 352 || 1914 | 523 45.7
1904 | 36.3 584 || 1915 | 19.5 51.1
1905 | 20.6 41.7 | 1916 | 11.2 29.7
1906 18.1 19 || 1917 | 7.6 15.8
1907 | 21.4 13| 1918 | 14.6 9.7
1908 22 83 | 1920 | 16.2 10.1
1909 | 25.4 9.1 | 1921 | 21.7 8.6
1910 | 27.1 7.1 || 1922 - -

Obtenemos que:

a=04
b=0.018
c=0.8
d=0.023

por lo que al sustituir en el modelo tenemos el siguiente sistema de ecuaciones.

d
d—’; —  0.4x—0.018xy
dy

& _0.8y+0.023
- y +0.023xy

Al considerar los datos anteriores respecto al tiempo, obtenemos la siguiente
grifica 3.2, en la cual se puede observar que tanto la variacion de los linces como
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la de los conejos con respecto al tiempo presenta un comportamiento casi periddi-
co, donde la cresta de la presa es superior a la del depredador y los valles tienen
valores menores en la grafica del depredador que en la de la presa; sin embargo,
no siempre la densidad de los linces se encuentra debajo de la gréfica de la presa,
pero de acuerdo a la grafica la poblacion de los linces rebasa a la de los cone-
jos principalmente cuando ambas poblaciones estdn disminuyendo, pues cuando
ambas crecen la de los conejos suele ser mayor a la de los linces.

80

70

Densidad

1900.0 1902.5 1905.0 1907.5 1910.0 1912.5 1915.0 1917.5 1920.0

Tiempo

Figura 3.2: Grafica del comportamiento de la densidad tanto de los linces, que es la linea
naranja, como de los conejos, la linea azul, respecto al tiempo

Abhora al considerar la gréfica de la interaccion obtenemos:

T
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Figura 3.3: Modelo Lotka-Volterra, con a = 0.4, b = 0.018, d = 0.023 y ¢ = 0.8, el plano
fase muestra que dependiendo de las condiciones iniciales se forman 6rbitas cerradas.
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Como podemos ver en la grafica 3.3 la dindmica de depredacién que existe
entre los linces y conejos crea ciclos, y debido a esto no se ocasiona la extincion
de ninguna de las especies que interactian. En general, en este modelo se obtiene
que a pesar de la gran variacion de las poblaciones que intervienen en esta relacion
se logra que ambas puedan coexistir.

Notemos que, por la construccion del modelo, las poblaciones tanto de presa,
como de depredador, dependen una de la otra, y no es posible dar una solucién
explicita para cada una de ellas, es decir que se tienen que resolver de manera
simultdnea, por lo que se realiza un anélisis cualitativo del sistema, es decir, con-
siderar los puntos de equilibrio, la estabilidad y comportamiento asintético de las
soluciones, basado en observar el comportamiento general del modelo, la que si
bien no da soluciones exactas, si ayuda a conocer el comportamiento a largo plazo,
que es lo que generalmente se requiere en este caso.

3.2. Modelo clasico depredador presa con densode-
pendencia

Antes de comenzar con el planteamiento del modelo es necesario, tener en
cuenta algunas definiciones, que son fundamentales para entender a que se refiere
el modelo.

La densidad de una poblacion es la cantidad de individuos de cierta especie
que habita un drea determinada en un tiempo especifico.

La densodependencia puede definirse como los mecanismos de retroalimen-
tacion ya sea negativa o positiva que atraen a la poblacion hacia cierta densidad,
contribuyendo de este modo a la estabilidad de las poblaciones.

El primero en plantear formalmente el concepto de densodependencia fue Mi-
chel Thomas en 1830, cuando propuso la “ley de poblacion™ la la cual establecia
que la proliferacion de los seres humanos varia inversamente a su cantidad [1].

Afos més tarde, en 1833, el matemdtico Belga Pierre Francois Verhulst, ob-
serva que no es posible que una poblacién aumente indefinidamente, y con base en
esto, cre6 un modelo en donde una poblacidn crece continuamente aproximandose
a un limite superior; el modelo considera que la tasa de reproduccién es propor-
cional a la poblacion existente y a la cantidad de recursos disponibles por lo que,
para cantidades pequefias, se va a presentar un crecimiento exponencial en un
principio, para posteriormente comenzar a frenar su ritmo de crecimiento, crean-
do asi una curva, ya que toma en cuenta que ante mayor cantidad de individuos, la
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competencia por los recursos disponibles aumenta, ocasionando que el crecimien-
to poblacional se vea limitado, creando un nuevo concepto, la capacidad de carga
K, que es un factor limitante, establecido por los limites territoriales y de recursos
que tienen las poblaciones para poder seguir creciendo. El modelo planteado por
Verhulst es el siguiente.

dN N K—-N
(1 =S)N=
o == )N =r(

donde:

r es la tasa de crecimiento por unidad de tiempo.

N es la densidad de la poblacién por unidad de tiempo.

K es la capacidad de carga.

Debido a que los parametros r, K y N, siempre son positivos, el equilibrio
unicamente se da cuando K = N, por otro lado, mientras K > N el resultado de la
ecuacion sera positivo, es decir, la poblacidn crecerd, en caso contrario la densidad
disminuird y en ambos casos tenderd al equilibrio.

Hay que considerar que existen diversos factores que influyen para que una
especie sea llevada hacia cierta densidad, algunos de ellos son la tasa de natalidad
y mortalidad, las cuales no permanecen constantes, Eisenberg llama a esto regula-
cion, definiéndola como la permanencia del nimero de animales de una poblacion
dentro de un rango [10]. Mientras que Begon y Mortimer la definen como la ha-
bilidad de una poblacién para disminuir su tamafio cuando se supera la capacidad
de carga, y de aumentar cuando esta por debajo de ella [4].

Principalmente la causa de este fendmeno es que ciertos recursos, cComo son
el alimento y el espacio se encuentran limitados, ocasionando lo que Nicholson
define como competencia contest y scramble, observando primero que ésta se da
en poblaciones cuya densidad es alta, pues en poblaciones pequeiias los recursos
son suficientes para satisfacer las necesidades de todos sus miembros [28].

» Competencia scramble: Ocurre cuando la capacidad de carga del medio es
sobrepasada, si todos siguieran comiendo de forma equitativa, no podrian
satisfacer sus necesidades y moririan, debido a esto se dejan de producir
crias, para volver al equilibrio.

= Competencia contest: Se da debido a que al sobrepasar la capacidad de car-
ga solo una parte de la poblacion logra obtener los recursos necesarios para
satisfacer sus necesidades aunque sea de forma minima, logrando sobrevi-
vir, mientras que el resto, al no conseguir comida o al menos no la cantidad
minima necesaria.
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La densodependencia se manifiesta en diversos factores y etapas del ciclo de
vida de la especie, como son:

» Mortalidad: En diversas especies, a pesar de que haya gran cantidad de
nacimientos, la cantidad de muertes que ocurren durante cierto momento del
desarrollo de los individuos que conforman la poblacion es lo que origina la
estabilidad en su densidad, debido a que son muy pocas las crias que llegan
ala edad adulta y pueden reproducirse, lo cual también limita el crecimiento
de la poblacién.

» Natalidad: Ante la escasez de recursos las hembras tienen una cantidad
menor de crias, tal como se describe en la competencia scramble.

» Territorialidad: Debido a que las especies estan acostumbradas a cierto tipo
de condiciones, cuando una poblacién sobrepasa la capacidad de carga del
ambiente, aparte de la falta de alimento, muchos individuos se quedan sin
espacio para poder habitar, lo cual genera que tengan que buscar un nuevo
lugar donde establecerse, quedando a merced de depredadores, y quizds sin
las condiciones climéticas favorables para sobrevivir.

Si bien el concepto de densodependencia comenzd para una sola especie, no
hay nada que lo limite a una sola, por lo cual dentro de la interacciéon depredador-
presa se puede ver como afectan estos factores en ambas especies, es decir, como
la cantidad de depredadores depende de las densidad de presas y al revés, pues al
ser las presas un recurso del cual dependen los depredadores, cumple con lo esta-
blecido anteriormente, pero en este caso también se considera como la existencia
de los depredadores influye en la natalidad y mortalidad de las presas, creando asi
una relacion densodependiente de dos especies.

El modelo presa-depredador, con densodependencia tradicional es el siguien-
te:

dx X

i xa(l—f)—w(x)
% = cyp(x) —dy,

donde:
x es la cantidad de presas.
y es la cantidad de depredadores.
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a es la tasa de crecimiento de las presas por unidad de tiempo.

c es la tasa de mortalidad de los depredadores en ausencia de las presas por
unidad de tiempo.

d es la tasa de produccion de depredadores por presa consumida por unidad
de tiempo.

K es la capacidad de carga.

p(x) es la respuesta funcional del depredador.

Este modelo contiene una respuesta funcional como parte de sus variables, lo
que quiere decir que considera el cambio de densidad de las presas atacadas en
una unidad de tiempo por el depredador, cuando la densidad de presas cambia;
existen tres tipos de respuestas funcionales, la cuales fueron propuestas por C. S.
Holling en 1959 y son [15]:

= TIPO I: Describe el aumento lineal de la tasa de ataque del depredador res-
pecto a la densidad de presas y como ésta llega una tasa méxima de depre-
dacion, es decir, cuando el depredador satisface su necesidad de alimento,
en donde permanece constante.

Tasa de consumo

Densidad de la presa

Figura 3.4: Respuesta funcional tipo I, 1a tasa de consumo es lineal y aumenta hasta llegar
a la tasa méxima de depredacion.

» TIPO II: Describe el aumento desacelerado del consumo de presas, hasta
tender asintoticamente a la tasa maxima de consumo de los depredadores,
esto debido a que, ante el incremento del numero de presas, el tiempo de
busqueda que emplea el depredador es menor con respecto al tiempo que
usa cuando la cantidad de presas disminuye, ocasionando que el tiempo de
manipulacién sea mds importante y el grado de depredacion alcance su nivel
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maximo, es decir, que el depredador se encuentre satisfecho con la cantidad
de presas que consumi6 de tal forma que no necesite seguir buscando, hasta

que vuelva a ser requerir comida nuevamente y generalmente esta funcion
gx
x+a

es representada de la siguiente manera: h(x) =

Tasa de consumo

Densidad de la presa

Figura 3.5: Respuesta funcional tipo II, la tasa de consumo de los depredadores aumenta
con la densidad de las presas, la funcién es mondtonamente creciente y tiende a la tasa
mdaxima de depredacion, g, debido a que cuando x — oo, h(x) — g.

» TIPO III: Considera que si la cantidad de presas es bajo, el consumo de esta
por parte del depredador también lo es, debido a que ante la ausencia de pre-
sas al depredador le toma mds tiempo encontrase con una y poder cazarla,
asi como, al aumentar la densidad de presas, el tiempo en el cual el depre-
dador se encuentra con una disminuye, aumentando asi la depredacion, sin
embargo, considera a un depredador generalista, ya que si el nimero de pre-
sas es bajo, busca otras fuentes de alimento, lo que la hace diferente de la
respuesta funcional tipo II, la fu;lcién que mds se usa para representar este

gx

comportamiento es: A(x) = ——.
P (x) x?+a?

Con base en este sistema de ecuaciones, se han planteado otros modelos para
esta interaccion, de acuerdo a diversos pardmetros considerados, no al crear el mo-
delo general, sino al considerar los factores que influyen en la respuesta funcional
a considerar, algunos de ellos son:
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Tasa de consumo

Densidad de la presa

Figura 3.6: Respuesta funcional tipo III, describe un comportamiento similar al de la
respuesta funcional tipo II, también es mon6tonamente creciente, pero tiene un punto de
inflexion.

3.3. Modelo de Leslie-Gower

Fue propuesto en 1945 por Leslie, en este modelo la funcién que representa el
crecimiento de los depredadores es logistica, mientras que la capacidad de carga
de la poblacion depredadora depende de la cantidad de presas [34].

% = a(l —%)x—bxy
dy y

AN B

o c(I=="),

donde:

x es la cantidad de presas.

y es la cantidad de depredadores.

a es la tasa de crecimiento de la presa por unidad de tiempo.

b es la tasa de muerte de la presa causa del depredador por unidad de tiempo.
n es la cantidad inicial de presas.

K es la capacidad de carga.

c es la tasa intrinseca de crecimiento de los depredadores por unidad de tiem-

po.
En este modelo tenemos una respuesta funcional lineal, pues i(x) = gx, y el

crecimiento de presas y depredadores es de tipo logistico, por lo cual la capacidad
de carga de los depredadores es proporcional al de las presas, es decir, K, = nx.
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Dadas las restricciones de este modelo, al igual que en el modelo clésico,
no es frecuente que se encuentren especies que lo satisfagan en su totalidad, por
lo cual en esta ocasién tomaremos un caso hipotético, para conocer el posible
comportamiento de este modelo, para esto consideraremos el siguiente sistema de
ecuaciones.

dx X
2= 2(1=-S)x-3
dt ( 4)x 4
dy y

= = 212

dt (=3

De donde se obtiene la siguiente gréfica:

251

Depredador
n

Figura 3.7: Modelo Leslie-Gower, donde a =2, b=3,n=3, K =4,y c = 2. El plano
fase nos muestra una espiral estable en el punto (0.22,0.614).

Al observar la grifica podemos darnos cuenta que las soluciones tienden al
punto (0.22,0.614) sin importar las condiciones iniciales, es decir, que en algin
momento los depredadores y presas llegan a un equilibrio.
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3.4. Modelo de intercambio de roles en un sistema
depredador presa

Un aspecto que se supone en la mayoria de los modelos depredador-presa, es
que éstos tienen un dnico papel en el modelo y su estatus no cambia, el modelo
que se expone ahora explica que esto no siempre pasa, pues puede darse el caso
en que suceda un intercambio de roles, donde las presas pasan a ser depredadores
y viceversa.

Este fendmeno fue observado por A. Barkai y C.D McQuaid [3], en las costas
del sur de Africa, entre langostas y caracoles marinos, durante un estudio en las is-
las de Marcus y de Malgas, que se encuentran a cuatro kilémetros de distancia, que
a pesar de presentar condiciones similares en la temperatura del agua, turbulencia
y nutrientes, existia una diferencia notable en la especie dominante: mientras que
en la isla Malgas, la poblaciéon dominante eran las langostas; en la isla Marcus,
eran los caracoles marinos, lo que dio origen a una serie de experimentos.

En un principio la dindmica en la isla Malgas consistia en que las langostas
eran depredadores y los caracoles presas, por lo que los experimentos controla-
dos consistieron en la introduccion de caracoles a la isla Malgas, con la idea de
entender qué causaba la diferencia en la biomasa de cada espacio en cada lugar.
Ante la presencia de mds caracoles, las langostas seguian alimentdndose de ellos
y su poblacion iba en aumento; los caracoles sobrevivientes cuya poblacion esta-
ba disminuyendo, comenzaron a atacar a las langostas,con el fin de comérselas,
para que posteriormente volviera a ocurrir la interaccion inicial. El modelo de este
comportamiento fue disefiado por Pedro Miramontes, Faustino Sdnchez Gardufio
y Tatiana T. Marquez-Lago [25].

Basandose en el modelo clasico, se toman otras consideraciones,obteniendo el
siguiente sistema:

d
= = n(C—x)—ql)xy
d
d—f = —cy—ey* +p(x)xy,

donde:

x es la cantidad de presas.

y es la cantidad de depredadores.

r es la tasa de crecimiento de la poblacién de presas por unidad de tiempo.
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g es la tasa de muerte de las presas a causa de los depredadores por unidad de
tiempo.

p es la tasa de produccion de depredadores por presa consumida por unidad
de tiempo.

c es la tasa de mortalidad de los depredadores en ausencia de las presas por
unidad de tiempo.

e es la tasa de competencia intraespecifica de los depredadores por unidad de
tiempo.

? es la capacidad de carga del ambiente de la poblacion de presas por unidad
de tiempo.

P es 1a fraccion de presas que se convierte en depredadores por unidad de
q
tiempo.

14 . .
Un aspecto a tomar en cuenta es que — es un parametro que depende de varia-

bles demograficas, tales como la natalidad y mortalidad de cada especie.

Considerando que debido al intercambio de roles ninguna de las dos especies
es unicamente presa o depredador, sino que su rol depende de la densidad de cada
una de ellas, hay que modificar los parametros para que el modelo sea apropiado,
es decir, considerar ambas especies de igual manera, ya que las dos son tanto
presa, como depredador, obteniendo asi el siguiente sistema.

d
d—): = bx(1—x)—dx(k—x)y
dy
il —ey(1+y)+ fx(k—x)y,

donde todos los pardmetros son positivos y 0 < k < 1 y:

b es la tasa de crecimiento de x por unidad de tiempo.

d es el dano de la especie y, sobre la especie x por unidad de tiempo.
e es la tasa de muerte de la poblacién y por unidad de tiempo.

f es el dafio de la especie x, sobre la especie y por unidad de tiempo.
k es la capacidad de carga.

Para conocer el comportamiento de ese modelo consideraremos los datos que
presenta el articulo “Role reversal in predador-prey interaction”, que es también
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de donde se desprende este modelo, obteniendo el siguiente sistema de ecuacio-
nes:

d
d—); = 4x(1—x)—2x(0.8 —x)y
d
d—f = —y(14y)+36x(0.8—x)y

Cuyo comportamiento se representa en la siguiente grafica.

1
04 0.6 08 1 014 0145 015 0155 016 0185 017 0175 0.18 0562 03584 0565 0568 7 05
Presa-depredador Presa-depredador Presa-depredador

(a) Sumidero y punto si- (b) Espiral con punto (c) Punto silla
lla atractor

Depredador-presa

] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Presa-depredador

(d) Comportamiento general del modelo

Figura 3.8: Modelo intercambio de roles, conb=4,d =2,e =1, f =36y k=0.8, él cual
muestra una espiral con punto atractor en el (1.7,2.6), un sumidero en el (1,0), un punto
silla en (0.585,3.732) y otro punto silla en el origen.

En este caso se observa que hay tres puntos de equilibrio, uno de ellos es el
origen, que es un punto silla, es decir, ambas especies tienden a la extincién pero,
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antes de llegar a ella comienzan a crecer, el siguiente es un sumidero en el punto
(1,0), el siguiente es el (1.7,2.6) que es una espiral con punto atractor, es decir,
si las condiciones iniciales se encuentran cercanas a este punto en algiin momento
llegardn a él, y por ultimo tenemos otro punto silla en (0.585,3.732).

Si bien cada modelo es disenado pensando en que las especies consideradas
cumplan un comportamiento especifico en cierta forma, pues ademads de presentar
una relacion de depredacion, se consideran otros factores, este modelo en parti-
cular es atin maés restrictivo sobre a qué tipo de especies se puede aplicar, debido
a que son muy pocos los casos en los que ocurre un intercambio de roles entre
especies.
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Capitulo 4

El modelo de depredacion de
Rosenzweig y MacArthur

Es presentado en el articulo “Graphical Representation and Stability Condi-
tions of Predator-Prey Interactions”, donde como su nombre lo indica parten del
andlisis de las representaciones graficas de la dindmica depredador-presa, obte-
niendo como resultados principales la isoclina con pendiente cero de la presa, la
cual tiene forma parabdlica y los resultados condicionados a la respuesta funcional
del depredador frente a la presa.

Este es un modelo que considera la densodependencia como factor y también
parte del modelo cldsico, pero en este caso no se considera una tasa de crecimiento
constante de la presa, en lugar de eso se toma un crecimiento per cdpita de la presa,
y la tasa de muerte de las presas a causa de los depredadores es reemplazada por
una respuesta funcional de tipo II, ya que considera como influye la cantidad de
presas en el tiempo que emplea el depredador para cazar y para realizar otras
actividades, obteniendo con esto el siguiente sistema:

dx X
d
= = yctphlx) (42)

Donde:

x es la cantidad de presas.

y es la cantidad de depredadores.

r(1 — %) es la tasa de crecimiento per cdpita de la poblacion de presas por
unidad de tiempo.

47
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K es la densidad méxima de la presa.

h(x) es la respuesta funcional que representa a la presa capturada por depre-
dador por unidad de tiempo.

p es la tasa de produccioén de depredadores por presa consumida por unidad
de tiempo.

c es la tasa de mortalidad de los depredadores en ausencia de las presas por
unidad de tiempo.

Hay que observar que: r,K,c,d > 0, pues de no ser asi el modelo careceria de
sentido.

Este modelo es de gran importancia ya que muestra a la densodependencia
como un factor que influye en la interaccion, ademds de mostrar que ni la tasa
de nacimiento ni la de muerte son constantes, sino que dependen de la densidad
poblacional que existe tanto de presas como de depredadores, razén por la que
este modelo se estudiard mas a detalle en capitulos posteriores.

2.5

Depredador
&

0.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Presa

Figura 4.1: Modelo Rosenzweig-MacArthur, su plano fase se encuentra formado por es-
pirales, que provienen del punto (0.5, 0.4).

Observando el comportamiento de esta grifica se nota que existen al menos
dos puntos de atraccion, los cuales son el origen y el (0.5,0.4), es decir las es-
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pecies tienden a lograr una estabilidad o a su extincion, sin embargo no sabemos
si esto ocurre siempre o bajo qué condiciones se dé este comportamiento, por lo
cual es necesario realizar un andlisis sobre el modelo.

En el capitulo anterior se mencionaron algunos de los modelos depredador-
presa que han surgido a lo largo de la historia. Este capitulo nos muestra el mo-
delo creado por Michael L. Rosenzweig y Robert Helmer MacArthur en 1963,
de una manera un tanto superficial ya que dedicaremos los siguientes capitulos
a su andlisis, cual era el objetivo que se pretendia, asi como en que se basaron
sus creadores para realizarlo y qué experiencia tenia cada uno de ellos sobre este
tema. Para esto no basta con leer el articulo del cual se desprende el modelo y
saber el nombre de los autores, también hay que conocer un poco sobre sus vidas,
en qué campos se desarrollaron, sus principales influencias académicas, si habian
trabajado en temas parecidos antes de este articulo o trabajaron posteriormente,
qué otras aportaciones a la ciencia realizaron, entre otros aspectos. para asi saber
como surge realmente el modelo y qué es lo que los lleva a trabajar juntos y por-
qué sobre ese tema, razon por lo cual en este capitulo daremos una breve resefa
sobre la vida y obra de cada autor.

4.1. Robert Helmer MacArthur

-

Naci6 el 7 de abril de 1930, proveniente de una familia de intelectuales, su pa-
dre John Wood MacArthur fue profesor de genética de la Universidad de Toronto
y el colegio de Malboro en Vermont.
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Fue uno de los fundadores de la biologia evolutiva, que es una rama de la
biologia que se encarga del estudio de los cambios de los seres vivos a través del
tiempo, asi como las relaciones de parentesco entre las especies.

Realiz6 sus estudios de licenciatura en la universidad de Malboro, su maestria
en matemadticas en la Universidad de Brown y su doctorado en matematicas en la
Universidad de Yale en 1957 bajo la direcciéon de George Evelyn Hutchinson, su
tesis doctoral fue el trabajo de campo sobre el que hablamos anteriormente, con €l
pretendia establecer bajo qué condiciones no se cumple el principio de exclusion
competitiva, pero en lugar de eso, lo sustenté mds, debido a su gran interés por
las aves, también tomo clases de ornitologia en la universidad de Oxford, bajo el
mando de David Lack entre 1957 - 1958.

Fue profesor en la Universidad de Pensylvania y en la Universidad de Prince-
ton.

En 1955 escribi6 un articulo que era realmente una propuesta sobre una forma
de medir la estabilidad de una comunidad, tomando informacién tedrica.

En 1957 publicé el modelo “broken - stick” sobre la abundancia relativa de
especies de aves, aunque mds tarde el mismo refuté la hipdtesis, esto no demerita
su contribucién, pues afronta un problema central de una comunidad ecoldgica.

En 1958 realiz6 un andlisis de la division del nicho en currucas, por lo cual
recibi6 un premio de la Ecological Society of America.

En la década de los sesenta realiz6 diversas investigaciones tanto con colegas
como con alumnos, sobre diversos temas aunque tomando como tema central la
diversidad de especies.

El y sus compaiieros analizaron la evolucién de los parametros demogréficos,
estableciendo la correlacion ambiental de diversas aves, formulando y principal-
mente resolviendo el problema de embalaje de especies, uno de sus trabajos mas
influyentes fue “The theory of island biogeography” en 1957, escrito con E. D.
Wilson, creando con ello la teoria de equilibrio de especies. En esta teoria ex-
ploré las muchas ramificaciones de un balance del nimero de especies en islas y
en islas habitada; cualquier hébitat nitidamente demarcado para insectos menores,
tales como un lago, un arbol en medio del bosque, etcétera.

Junto con Richard Levins, Richard Lewontin y Leigh Van Velen, en la década
de los sesenta escribi6 bajo el seudénimo de Isadore Nabi, con el cual pretendia
crear un enfoque unificado de la biologia evolutiva,basdndose en la obra de Nico-
las Bourbaki, que es el seudonimo con el cual se conocia a un grupo de matemati-
cos del siglo XX, que tenian como objetivo fundamentar todas las matematicas en
la teoria de conjuntos, que si bien no lograron su objetivo, su trabajo condujo al
descubrimiento de varios conceptos y terminologias todavia usados, e influy6 en
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las ramas modernas de la matematica.

Muri6 el 1 de Noviembre de 1972, de cancer de rinén [39].

Publicé alrededor de 57 articulos entre 1955 y 1974, de los cuales 29 fueron
en solitario y los restantes en colaboracion; entre sus principales colaboradores
destacan:

» Richard Levins: Ademas de ser la persona con la que R. H. MacArthur
colaboro en mds articulos, fue un destacado ec6logo, matemético, filésofo
de la biologia, activista politico y profesor en Harvard School of Public
Health.

En sus ultimos afios de vida desarroll6 actividad académica en la aplicacion
de la ecologia a la agricultura, especialmente en los paises en desarrollo; a
lo largo de su carrera abarcé el estudio de diversos temas y fue conocido por
su capacidad para establecer conexiones entre temas aparentemente ajenos,
como son la biologia y teoria politica, describi6 el tema en el que se enfoco
como “mirar el todo”.

» Peter H. Klopfer: Zo6logo Aleman cuya area de investigacion es el com-
portamiento animal y la ecologia del comportamiento, y fue fundamental
en los inicios del centro de primates en Duke.

» George Evelyn Hutchinson: Colega y Mentor de MacArthur, fue un zodlo-
go, ecologo, limndlogo, y botanico inglés, conocido por sus estudios de los
lagos de agua dulce, considerado el padre de la limnologia estadounidense
y de la ecologia moderna. Trabajo en Yale por cuarenta y tres afios, que es
durante este tiempo que conoce a MacArthur.

Sus dreas de interés eran extensas pues no solo incluian a las ciencias , sino
también a las artes y humanidades, se caracterizaba por conocer sobre casi
cualquier &mbito, toda su vida estuvo rodeado de intelectuales, incluyendo
a lo hijos de Darwin.

n J. W. MacArthur: Ademas de haber sido su padre, fue uno de sus principales
colaboradores, fue profesor de genética de la Universidad de Toronto y el
colegio de Malboro en Vermont.

s H. S. Horn: Es historiador natural y ecologista, profesor emérito en el De-
partamento de Ecologia y Biologia Evolutiva de la Universidad de Prin-
ceton. Ha trabajado en una amplia variedad de temas como: la estructura
geométrica de los bosques, patrones de sucesion forestal, dispersion edlica
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de semillas, patrones espaciales de la competencia, comportamiento social
de las mariposas, entre otros.

En la siguiente tabla se muestra la cantidad de articulos realizados con sus
principales colaboradores.

Nombre Num. art
R. Levins 4
P. Klopfer

G. E.Hutchinson
J. W. MacArthur
D. MacArthur
H. S. Horn

DN DO DN D] W

Si bien sus temas de interés fueron muchos y muy variados, presento un gran
gusto por la ecologia poblacional a lo largo de su carrera.

4.2. Michael L. Rosenzweig

Naci6 en 1941, es un ec6logo de la Universidad de Arizona conocido por
haber creado el concepto de Ecologia de Reconciliacion, una rama de la biologia
cuyo campo de estudio es el acomodo de especies silvestres en lugares habitados
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o remodelados por el humano, ya que plantea que las reservas naturales no son
suficientes para conservar la biodiversidad a causa del drea que realmente necesita
cada especie.

Hizo su doctorado en zoologia en la Universidad de Pensilvania en 1966, bajo
la direccion de Robert H. MacArthur.

Ha publicado varios libros sobre los origenes y la conservacion de la diversi-
dad de especies.

Ha sido profesor en la universidades de Arizona, Ben-Gurion, Wisconsin,
Nuevo México, SUNY-Albania y Bucknell.

En 2008 recibi6 el Eminent Ecologist Award por la Ecological Society of Ame-
rica. Ademads de el premio de ensefianza profesional, en 2001 por lo Universidad
de Arizona; premio al ecologista estadistico distinguido en 1998, por la sociedad
ecoldgica internacional; premio ecologista eminente, por la Universidad de estatal
de Michigan en 1992.

Entre sus principales ramas sobre las que ha publicado se encuentran:

RAMA Num. art Afos
Ecologia en mamiferos desérticos 18 1969 - 1986
Aspectos ambientales y politicas publicas 12 1972 - 2000
Diversidad de especies 25 1975 - 2001
Seleccion 6ptima del habitat densodependiente 27 1974 - 2000
Dinamica de depredacion 15 1963 - 1998

Su trabajo en ecologia en mamiferos del desierto comenzé como un estudio
sobre las relaciones ecoldgicas que tienen los mamiferos en el desierto, descu-
briendo con esto que tanto sus interacciones, como su diversidad dependen de las
ligeras diferencias entre los hébitat.

En aspectos ambientales y politicas publicas sus contribuciones abordan temas
de interés publico e intentan aplicar los resultados de la investigacion ecoldgica,
tanto para animales de ganaderia, como para la conservacion de la diversidad de
especies.

Por otro lado en diversidad de especies mediante la teoria matemdtica explica
por qué en los tropicos existe una gran cantidad de especies, ademds de predecir
varios patrones de diversidad respecto al drea, los cuales han demostrado tener
precision, tanto con lo obtenido desde el momento que fue creado, como con los
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registros que aparecen en examenes fosiles. Ha contribuido a la forma de estimar
la diversidad y tasa de extincion.

En seleccion 6ptima del hébitat densodependiente, considera que las especies
no se encuentran aisladas y que existen diversos factores que influyen en su com-
portamiento, iniciando asi el estudio de la coevolucion de nichos ecoldgicos.

Fue en el drea de dindmica de depredacién que comenzd su trabajo, justamente
con el articulo “Graphical Representation and Stability Conditions of Predador-
Prey Interactions” como parte de su tesis doctoral y como se puede apreciar en
la tabla, durante esta €poca solo se dedico a la dindmica de depredacion. Ademas
de los logros realizados con este articulo, en el cual destaca el inicio del uso del
andlisis de isoclinas y de estabilidad en ecologia, por su parte, Rosenzweig ha
realizado experimentos para confirmar lo establecido en este articulo, junto con
Z. Abramsky, que es uno de sus principales colaboradores, usando buhos y una
especie de roedores, llamados jerbos; Por otro lado también ha examinado la cues-
tién de la coevolucion entre los depredadores y las presas, prediciendo con esto
que ninguno superard al otro en su carrera evolutiva.

Es claro que parte de su trabajo aparte de los avances que genera en cada
area en la que ha incursionado, han sido realizados también con fines de ayudar
a la conservacion de especie, evitando asi una extincién masiva, e inclusive junto
con Z. Abramsky , intenta crear una iniciativa ecoldgica que produzca un cambio
radical en las estrategias de conservacion actual.

4.3. Modelo de Rosenzweig y MacArthur actualmen-
te

Asi como es importante conocer el origen del modelo, también lo es saber si a
partir de este se han realizado nuevas aportaciones, pues como vimos en el capitulo
anterior los modelos de depredacion son técnicamente un tipo de evolucion del
modelo de Lotka-Volterra, por lo cual se expondran los resultados obtenidos a
partir de algunos de los modelos creados a partir de modificaciones del modelo de
Rosenzweig-MacArthur.

= Impacto tedrico de la pérdida de hébitat y la depredacion generalista en
ciclos depredador-presa [37].

Se presenta en un articulo con este nombre en el cual empleando los datos
de los linces y conejos de los bosques de Canad4, usando reaccién-difusion
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y tomando el modelo de Rosenzweig-MacArthur para estudiar los impac-
tos de la amortiguacion relativa y conjunta en la depredacion generalista y
la pérdida de hébitat en los ciclos de depredacion, llegando asi a descubrir
que la depredacion generalista tiene fuertes efectos estabilizadores y puede
representar una amenaza para la persistencia de depredadores especializa-
dos, ya que la pérdida de hébitat también ocasiona la pérdida de ciclos. Sus
principales resultados son:

e La depredacidn generalista es una fuerza estabilizadora, debido a que
los depredadores generalistas son bastante sensibles a altas densida-
des de presas y reducen de la capacidad de carga de las presas. A su
vez, al disminuir la cantidad de presas, ocasiona que los depredadores
especializados disminuyan. En ambos casos la densidad minima en
los ciclos aumenta con la pérdida de habitat, pero también observan
un rango de cambios en el ciclo a medida que aumenta la pérdida de
hébitat.

e Existe una relacion positiva entre la pérdida de hébitat y la tasa general
de depredacion, la cual puede tener un fuerte impacto amortiguador,
con incursiones de frontera por generalistas que causa, una pérdida de
ciclo. Por otro lado, las tasas de depredacion elevadas en la frontera
del parche y en el centro tienen poco efecto en el tamafio del parche
grande, cuando los animales permanecen en el parche, o cuando la
densidad de presa se concentra en los centros de parche.

» Formacion de patrones espacio-temporal en el modelo de Rosenzweig-MacArthur:
Efecto de las interacciones no locales[2]:

En este articulo se establece que el modelo de reaccidn-difusiéon con la
cinética de reaccion tipo Rosenzweig-MacArthur en una interaccion de de-
predacion no produce patrones de Turing, pero si algunos patrones que no
son de Turing, sin embargo al agregar las interacciones no locales al modelo
es posible encontrar dichos patrones.

Con el modelo espacial-temporal Rosenzweig-MacArthur con consumo no
local de recursos se obtuvieron las condiciones analiticas para el surgimien-
to de soluciones estacionarias que no son homogéneas en el espacio. Las
cuales proporcionan el conjunto de umbrales discretos para el rango de con-
sumo no local responsable de la formacion del patrén de retroalimentacion,
y el tamafio de parche estatico se reduce. La reduccidn significativa en el
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rango de interaccidn no local es responsable de la desaparicion de los pa-
trones estacionarios. Pues ante el aumento de la tasa de consumo de presas
por los depredadores, el depredador se mueve hacia un lugar donde la presa
sea abundante. Esta dispersion conduce a la aparicion de patrones oscila-
torios en el espacio y el tiempo, y finalmente da como resultado un patrén
de onda de desplazamiento, una onda de desplazamiento modulada o un
comportamiento cadtico.

= Doble efecto de Allee sobre la presa en un modelo depredador-presa modi-
ficado de Rosenzweig-MacArthur [23]: Se trata de un sistema topoldgica-
mente equivalente al original, en el cual existe una curva determinada por la
variedad inestable del punto de equilibrio semi trivial. Luego, hay trayecto-
rias cerca de esta curva, que pueden tener diferentes limites para los mismos
parametros, ya que son muy sensibles a las condiciones iniciales. Entonces,
para un conjunto fijo de pardmetros, puede ocurrir: extincion de ambas po-
blaciones, la coexistencia para ciertos tamanos poblacionales u oscilaciones
de ambas poblaciones. Ademas, existen restricciones de parametros para las
cuales la existencia de un punto de equilibrio interior asintéticamente local
es estable o la existencia de al menos un ciclo limite estable generado por
la bifurcaciéon de Hopf. Las poblaciones con fuertes efectos Allee pueden
extinguirse a niveles mas bajos de mortalidad por depredacion; también,
cuando la mortalidad por depredacion aumenta y los efectos més débiles de
Allee pueden llevar a la poblacion a la extincion.



Capitulo 5

Analisis del modelo de Rosenzweig y
MacArthur

A lo largo de su carrera, tanto Michael L. Rosenzweig como Robert Helmer
MacArthur mostraron gran interés por la ecologia de poblaciones, pues aparte
del articulo que da origen a este modelo cada uno publicé varios articulos por
separado sobre esta rama, tanto de forma individual como en colaboraciones con
diversos investigadores, como se vio en el capitulo anterior.

A lo largo de este trabajo se han mencionado algunos detalles sobre este mo-
delo, con la finalidad de dar un panorama mds amplio sobre los elementos que lo
conforman de una manera tedrica, pero es necesario comprender su desarrollo en
términos matematicos, por lo que este capitulo trata sobre cual era la idea que ori-
gind el articulo del que surgié y un andlisis del modelo; qué pardmetros fueron los
que consideraron para crearlo, para asi comprender el porqué de las gréficas que
presentan Rosenzweig y MacArthur, para una vez comprendido su origen analizar
el modelo, conocer sus puntos de equilibrio, qué forma tienen sus isoclinas, que
tipo de comportamiento o comportamientos presenta y que parametros influyen
principalmente en su comportamiento.

5.1. Planteamiento y motivacion

Este modelo surge con la intencion de responder con base en la generaliza-
cion, es decir, sin considerar casos especificos de depredacion, inicamente consi-
derando la relacion que existe entre los pardmetros y las gréificas resultantes de la
interaccion, las siguientes preguntas:

57
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= ;Contribuye la interaccion a la estabilidad observada de las comunidades
naturales?

= ;En qué direccion, cerca o lejos de una interaccion estable la fuerza de la
seleccion natural impulsa al depredador a su presa? [22]

En este articulo Rosenzweig y MacArthur realizan un anélisis del comporta-
miento de las graficas, de la interaccién depredador-presa, considerando diversos
parametros. Comienzan mostrando una grafica en la cual toma como ejes la po-
blacién de la presa (x) y del depredador (y), tomando en cuenta que cada punto
de la grafica representa un estado Unico en la interaccién, con respecto a la re-
lacién entre las densidades de cada poblacion, creando a partir de cada punto el
campo vectorial, que es una representacion de la distribucion espacial de vectores,
donde a cada punto del espacio se le asocia un vector, el cual es tangencial a la
curva que pasa por el punto dado y tiene la misma direccion, por lo que en este
caso la posicion del vector indica si la poblacion se mantiene, crece o disminuye,
mientras las flechas sean paralelas a un eje indicaran que la densidad se mantiene,
ya sea de presas o depredadores, respectivamente, y al conectar los puntos en los
que la poblacién se mantuvo constante obtuvieron la isoclina cero de presa y la
isoclina cero del depredador, la cual es llamada asi pues se encuentra formada por
los vectores cuya pendiente es cero.

Partiendo de estas isoclinas Rosenzweig y MacArthur realizaron deducciones
sobre la estabilidad de la interaccion, tomaron en cuenta que existe un conjunto
no numerable donde la derivada es cero, es decir donde la poblacidn se mantiene
en equilibrio, debido a que por ser un modelo continuo, para que la direccion de
una trayectoria, la cual en este caso hace referencia al tamafio de la poblacion,
cambie de creciente a decreciente o al contrario, tiene que pasar por un punto
de equilibrio pues de no ser asi podria aumentar a infinito, lo cual es imposible
debido a las limitaciones geogréaficas, o se extingue, pues siempre se encontraria
creciendo o disminuyendo.

Rosenzweig y MacArthur observaron que la isoclina del depredador general-
mente tiene una pendiente positiva, debido a que mientras mds presas existan, la
poblacién de los depredadores aumenta, mientras no rebasen su propia capacidad
de carga k; pues las presas son suficientes para que cada depredador obtenga la
tasa requerida, lo cual favorece su supervivencia y su tasa de reproduccion y como
es de suponerse cuando la densidad de la presa baja, la del depredador también lo
hace, pues necesita de ella para poder sobrevivir, y al no poder cazar lo suficiente
para poder satisfacer su apetito, su tasa de mortalidad aumenta, y la de natalidad
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disminuye, ya que se considera que es su tnica fuente de alimento es este tipo de
presa.

Densidad del
depredador

Densidad de la presa

Figura 5.1: Forma hipotética de la isoclina del depredador, el campo vectorial indica
el comportamiento de la densidad del depredador, cuando las flechas que lo conforman
sefalan hacia arriba la poblacién aumenta, en caso contrario disminuye.

Mientras que en ausencia de depredadores, las presas al igual que en el modelo
de Verhulst, tienen como densidad médxima de la poblacion la capacidad de carga
K, ya que se adecuaran a los pardmetros establecidos en este modelo, que son la
tasa de reproduccion es proporcional a la densidad de la poblacién y a la cantidad
de recursos disponibles.

Por otro lado al considera la existencia de los depredadores si su poblacion es
baja la densidad de presas contintia creciendo, en caso contrario disminuye, por
lo cual la cantidad minima que se puede mantener aumenta, es decir, el nimero
minimo de presas que debe existir para que ésta no se extinga ante la presencia de
los depredadores, es mayor a la que es necesaria ante la ausencia de ellos,llamado
a este numero Fy y la densidad méxima mantenible disminuye, es decir, el nimero
maximo de presas que puede llegar a existir es menor ante la presencia de de-
predadores, debido a que la presencia de depredadores disminuye la eficiencia
reproductiva de la presa, ahora si la densidad de la presa se encontraba entre los
puntos (Py,0) y (K,0) la poblacion crecerd, en caso contrario disminuird, por lo
cual, si se encuentra antes del punto (Py,0) se extinguird y si se encuentran des-
pués de (K,0) disminuira debido a que sobrepasa la poblacién maxima permitida
por el hdbitat. Ocasionando con esto que la isoclina de la presa tenga una parte de
pendiente negativa.
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Las presas
“— disminuyen

Densidad del
depredador

Densidad de la presa

Figura 5.2: Forma hipotética de la isoclina de la presa, el campo de direcciones indica el
comportamiento de la densidad de la presa.

Al considerar tanto las isoclinas cero de la presa como la del depredador, Ro-
senzweig y MacArthur observaron que se podia dividir en la gréfica en cuatro
regiones, a las que llamaron, A, B, C, D, donde en cada una de ellas la relacién
entre la densidad de presas y la de depredadores cambia facilitando de esta forma
su andlisis:

En la region A ambas especies aumentan.

En la region B el depredador aumenta y la presa disminuye.

en la region C ambas especies disminuyen.

En la regién D el depredador disminuye y la presa aumenta.

donde la isoclina de la presa y del depredador son las presentadas anterior-
mente.

En base a las observaciones planteadas este articulo establece que se pueden
presentar tres tipos de escenarios de el comportamiento general de ambas pobla-
ciones, que son:

= [os vectores forman una espiral estable, también puede ser llamada sumi-
dero, estos forman oscilaciones amortiguadas que tienden a un punto de
equilibrio en el que tanto la densidad de la presa, como la del depredador se
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mantienen estacionarias, biol6gicamente representan el caso de un depreda-
dor que tiene que esperar a que la densidad de su presa se encuentra cerca de
su capacidad de carga para atacarla. La figura 5.3 muestra como los vectores
van formando una espiral que se dirige hacia el punto de interseccion de la
isoclina de la presa con la isoclina del depredador, el cual posteriormente
veremos que es un punto de equilibrio.

Densidad del
depredador

Densidad de la presa

Figura 5.3: Espiral estable

= Los vectores forman una espiral inestable, también conocida como punto
fuente, crean una oscilaciones de amplitud creciente hasta alcanzar un ciclo
limite,que seria el caso de un depredador que caza sin importar la densidad
de la presa, este depredador al consumir rdpidamente a la presa ocasionara
que en poco tiempo se quede sin alimento, al no darle oportunidad a la
presa de reproducirse, afectando asi también a su poblacién. La figura 5.4
muestra como los vectores van formando una espiral que parte del punto de
interseccion entre la isoclina de la presa y la del depredador, posteriormente
veremos que esta forma una Orbita.

» [os vectores forman una Orbita cerrada, también llamada centro, es decir,
son oscilaciones de estabilidad neutra, pues las isoclinas del depredador se
cruzan con la de la presa formando una 6rbita cerrada, a este punto se le
llama densidad de rendimiento 6ptimo de la poblacién de presa, como lo
muestra la figura 5.5.

Una vez conociendo los posibles comportamientos del modelo es necesario
comprender que da origen a este comportamiento, no s6lo biolégicamente, lo cual
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Densidad del
depredador

Densidad de la presa

Figura 5.4: Espiral

/A

C B8

Densidad del
depredador

Densidad de la presa

Figura 5.5: Orbita cerrada

ya se menciond, sino también matematicamente, ademds que a pesar de haber
visto los posibles escenarios planteados para este modelo, surgen las siguientes
preguntas:

= ;Que relacion existe entre los pardmetros para que se dé cada caso?
= Una vez que se conocen estos casos ;Unicamente ocurre uno de ellos en ca-

da interaccion? ;Se pueden presentar dos o los tres casos en una interaccion
con los mismos pardmetros, s6lo cambiando las condiciones iniciales? [22]

La siguiente seccion se dedica a resolver estas preguntas.
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5.2. Analisis del sistema

En esta seccion analizaremos el modelo de depredacion de Rosenzweig-MacArthur
formulado en la seccién 4.1, y para que el lector lo tenga presente dicho modelo
lo reescribiremos a continuacion.

dx X
il rx(1 =) = yh(x)
Y= (et ph()

donde:
x es la cantidad de presas.
y es la cantidad de depredadores.

X o . .
r(1 — =) es la tasa de crecimiento per cdpita de la poblacion de presas por

unidad de tiempo.

K es la densidad méxima de la presa.

h(x) es la presa capturada por depredador por unidad de tiempo.

p es la tasa de produccién de depredadores por presa consumida por unidad
de tiempo.

c es la tasa de mortalidad de los depredadores en ausencia de las presas por
unidad de tiempo.

Observaciones:

r,K,c,p > 0 pues en caso contrario las ecuaciones no tendrian sentido.

Este modelo considera que después de un tiempo 7 lo suficientemente gran-
de, un depredador mata un promedio de N presas de una poblacién de x, por lo
tanto h(x) = 1%/ que como podemos ver se trata de una respuesta funcional de ti-
po II, pues cuando la cantidad de presas aumenta el depredador tarda menos en
buscarlas, por lo cual hay que considerar también el tiempo que el depredador no
se encuentra cazando, 7, ademds que hay que notar que al igual que el tiempo, el
espacio que recorre para encontrar una presa también disminuye o aumenta de-
pendiendo de la cantidad de presas. Llamemos s a la tasa de las unidades de area
de busqueda de presas, por unidad de tiempo, es decir, el drea que recorre en busca
de alimento durante una unidad de tiempo.

Partiendo de estas observaciones, las cuales fueron realizadas por Smith [30],
consideremos lo siguiente:
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El tiempo que utiliza el depredador en buscar presas es T — N7, esto lo hace
en un drea de s(T — N7), lo que lleva a que los encuentros con la presa sean
xs(T — N7), pues este depende de la cantidad de presas disponibles, de donde se
obtiene que la cantidad de presas que mata un depredador en cierto tiempo es

N =xs(T —N7)
por lo que

N(1—xsT)
xs

T =

Ahora al sustituir obtenemos que:

h( ) N N Nxs Xxs
X)) = — = = =
T NO—x1)  N(1—xs7) 1—2xs57)

Xs

Al sustituir esto en las ecuaciones iniciales 4.1, tenemos:

dx by SXy

= 1— =)= 5.1

a ~ U T G-
dy SXy

=z — 5.2

dt cy+p1 —XST (5-2)

Después de realizar los cambios de variables

y seleccionar X, Y, tales que:

n 57X =1

m Y =dX
d

M= —
r
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a partir de 5.1 obtenemos el siguiente sistema:

dx X mxy

A 1-2)— .
dt ( k) 14+x (5-3)
dy mxy

- = — . 54
dt yE 14+x >-4)

Notemos que el sistema anterior es continuamente diferenciable en una vecin-
dad O = {(x,y) | x,y > 0}, lo que indica por el teorema de existencia y unicidad
que la solucidn a los problemas con condiciones iniciales existen y son unicas,
ademds de que éstas permanecen en el primer cuadrante, debido a que las ecua-
ciones que conforman este sistema son de la forma:

% = xP(x,y)
d
d_i} - xQ(x,y)

Como ambas ecuaciones son exactas, es posible obtener el factor integran-
te de cada una, considerando (x(z),y(t)) como la solucién, obtenemos p(r) =

P(x(1),y(t)) y q(t) = Q(x(t),y(t)), entonces obtenemos:

x(t) = efolp(S)dsx(o)
W) = eliatisyo)

De esta manera si x(0) =0 y y(0) = 0, entonces x(1) =0 y y(¢t) = 0 para
toda ¢, lo que implica que Q es invariante, es decir que todas las trayectorias que
comienzan en €l, se mantienen dentro. Y ocurre lo mismo para P.

Dado que las soluciones del sistema se encuentran acotadas, probaremos lo
siguiente:

Lema 1 Existe Ry > 0 tal que para toda R > Ry, el tridngulo derecho T (R) con
lados x =0, y =0y x4y = R es invariante positiva.

Veamos que no hay soluciones fuera del tridngulo 7'(R) y que la hipotenusa
x+y = R del tridngulo.

T (x(0) () =X (1) +Y (1) <0
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si x(t) +y(r) = R, esto es equivalente a x' +y" < 0 si x+y = R, entonces
PR 1 X
x4y =x(1 —z)—cy:x(l —%)—C(R—x) =F(x),0<x<R.
El méximo de la funcién parabdlica F(x) cuando 0 < x, obtenido del conjunto
i X

k
donde la derivada es cero, el cual satisface: x = 5(1 + ¢) entonces

F(x)<F@F) = #(1— z) —cR+cx

=2
= X—%—CR—}—CX
1,k k
= —Z(E(l+c))2—cR—i-(§(1—i—c))(l+c)<0

si R es lo suficientemente grande.

5.2.1. Puntos de equilibrio e isoclinas de grado cero

Los puntos de equilibrio de un sistema en general son singularidades del cam-
po vectorial para los cuales se cumple que x'(1) =0y y'(r) = 0, lo que quiere
decir que en el campo vectorial que determina la direccion de las trayectorias en
el espacio fase es nulo en estos puntos y entonces los eigenvalores del polinomio
caracteristico asociado al sistema determinan la forma en la que interactian las
trayectorias con el punto de equilibrio.

En este sistema los puntos de equilibrio estdn dados por las ecuaciones 5.1,
igualadas a cero, es decir:

X my B
(=7 =132) = 0 (5.5)
mx
(-t =0 (5.6)

Esto indica que los puntos de equilibrio son el punto trivial, (0,0) y el punto
semitrivial, (k,0).

Pero observemos qué ocurre en estos puntos, en el caso trivial ambas poblacio-
nes se extinguen debido a que este punto indica que las dos especies se quedaron
sin representantes, mientras que en el caso semitrivial lo poblacién del depredador
es inexistente y como K es la capacidad de carga de la presa, por lo que ante la
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ausencia de depredadores la poblacion de la presa crece siguiendo el modelo de
Verhulst, por lo que al alcanzar e inclusive rebasar su limite ocasiona que el habi-
tat ya no sea capaz de mantenerla originando que también se extinga, ain ante la
ausencia de depredadores, siendo mas estrictos en cuanto a la definiciéon de una
interaccion depredador-presa, podemos observar que en estos puntos ni siquiera
se da una interaccién de este tipo, pues en el punto trivial no existe poblacién
alguna y en el semitrivial s6lo se encuentra la presa, y ante la ausencia del depre-
dador no se puede dar dicha interaccion, por lo que es necesario verificar si hay
puntos de coexistencia de equilibrio, es decir, donde tanto la poblacion de la presa
como la del depredador tengan representantes, garantizando asi que se dard una
interacciéon como tal.

Para ver si existen puntos de coexistencia de equilibrio consideraremos el caso
donde los factores distintos de x y y en el sistema son positivos, mientras que la
derivada es cero, es decir, puntos (¥, ) tal que X, y > 0 y satisfacen las ecuaciones
5.5, que son:

X my

1-Z— =0 5.7

k 1+x S
mx

— =0 5.8

“itx (5-8)

Por lo que los puntos de coexistencia de equilibrio se dan cuando
¢ = {5 y siguiendo el razonamiento anterior, tenemos que

x mxy
k l1+Xx
mxy

entonces

X B mxy
14+x
mxy
1+x

por transitividad cy = x(1 — %) también se debe de cumplir.
mk_

Pero para que esto ocurra {7

> ¢ debido a que:
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mk k
" Tk i = ¢, en cuyo caso ¢y = k(1 — %) = 0 pero esto no puede pasar pues
c,y>0.
mk k
= Tk < ¢, en cuyo caso ¢y < k(1 — %) = 0 pero esto no puede pasar pues
)7 > 0.
mk k
= 1Tk > ¢, en cuyo caso ¢y > k(1 — %) = 0 que es la unica opcién pues
¢,y >0.

Hagamos X de tal forma que se cumpla lo anterior, para esto hay que ponerlo
m

C C
. . . me o m(ze)
en términos de ¢ y m, partiendo de c, se tiene que ¢ = — = — — = T <
c
m—c

—C

3

c

entonces x =
m-—c

Al hacer la matriz jacobiana J, con respecto al punto de equilibrio (k,0), donde
en las ecuaciones principales sustituimos x por k, obteniendo de esta manera:

De donde se obtiene el polinomio caracteristico

k mk
J—Ih = A2 A (=5 D+ (- Le)=0
+A( 1+k+c—|— )+ ( 1+k+c)

porlo que A = {7 +k —c, de estamanera V = (—{; +k, 1 +k) es un vector propio
del sistema.

Entonces el conjunto inestable W (k,0) es tangente a este vector en el punto
(k,0), es decir, es tangente a la linea y = M(x — k) cuya pendiente es:

I+k

M=—(14+4)—=

La matriz Jacobiana de (%,¥) es
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.z _ mx .
Pero como ya se establecid que ¢ = 1+x tenemos que:

Cuyo polinomio caracteristico es:
X my my
PRI e

Esto indica que tiene un determinante positivo el cual inicamente depende de
la traza.

J—IA=2A*—A(1-2

(5.9)

=

i my (4 i1 b

Tr=1-2-——"—>=1-2-—-—"2>—"2"=1-2-— —(1—2)

kK (1+x)? ko (1+x)? k  (1+x%) k

Si multiplicamos de ambos lados por 1 4 X obtenemos
; ; ¥ 222 2% k-1

1+6)Tr=(1-2-)1+x)—(1—7)=k—-— — = —(——— 5.10
(1+0Tr=(1-2) (149~ (1-7) =F-7 - == (-5 —x) (5.10
Como k y x son valores positivos, 2% siempre tendra valores positivos,pero

falta ver que es lo que ocurre con el factor (% — X), en donde consideraremos

tres casos:

k—1
Sik>——
» Si¥ 5
k—1
Six < ——
» Six 5
k—1
SiX=——
» Sik 5
Como vimos anteriormente, X = mc_c, de donde mc_ - > k;zl, por lo cual al
despejar obtenemos que k < th, por lo que podemos ver al factor kK como un

parametro de bifurcacion, esto indica que la estabilidad del punto (%,y) cambia,

originando que cuando k < %—J_“i es una fuente, en caso contrario es un sumidero y
sik= "m’—fi entonces es un punto a partir del cual se forman érbitas cerradas, como

veremos a continuacion
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5.2.2. Bifurcaciones

Anteriormente ya se menciond que k es un parametro de bifurcacion, y que una
bifurcacion es el cambio cualitativo que ocurre en las soluciones al cambiar los
valores de ciertos pardmetros, que en este caso es k, asi que observemos que ocurre
con el modelo de depredador-presa de Rosenzweig y MacArthur al modificar el
valor de k.

Veamos que cuando x' = 0 la isoclina de grado cero esta formada por x = 0

y la pardbola my = (1 —7)(1 +x), debido a que, x' = x — )‘72 — 1% = 0, de donde
x—3 =12, entonces (1 —¢)(1+x) = my. Hay que notar que cuando x = k o
x = —1 la parabola se anula, es decir, cruza al eje x en estos puntos, y tiene su eje

de simetria en x = %

Por otro lado cuando y’ = 0 la isoclina de grado cero esta formada por y = 0
C

. _ c - = .
y la linea vertical x = ¥ = ——, por lo que (%,y) cuando la linea x =
m—c m—c
se encuentra del lado derecho de la pardbola, éste serd un sumidero y en caso
contrario una fuente, como se menciond anteriormente.
. L d k+1
La derivada de la isoclina de grado cero en el punto x = k es, d—y =
X m
Como el conjunto inestable W*(k,0) del punto silla con respecto a la isoclina
de grado cero de X' = 0 en la pardbola que se intersecta con el eje x en el punto
1+K
Comparandolo con la derivada de la isoclina de grado cero, ésta tiene una pen-
diente menor, lo que afirma que la rama de W*(k,0) con y > 0 se encuentra por

encima de la isoclina de grado cero.

silla. mientras que la pendiente de la tangente a W*(k,0) es M = —(1+A)

k—1
Casol:x<T

Ya sabemos que en este caso el punto de equilibrio (%,7) es un punto fuente,
ahora veremos qué ocurre con las soluciones mas alld de este punto.

Primero recordemos el Teorema de Poncairé-Bendixson que establece lo si-
guiente:

Teorema 1 (Poncairé-Bendixson) Sea R un subconjunto cerrado y acotado del

) . dx ) }
plano que no contiene puntos fijos; 7 = f(x) un campo vectorial continuamente

diferenciable en un conjunto abierto contenido en R, con C una trayectoria con-
finada en R, entonces C es una orbita cerrada, o gira en espiral hacia una orbita
cerrada o a un punto fijo cuando t — oo.
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En cualquier caso, R contiene una orbita cerrada [17].

Como sabemos que el punto (¥, ) es una fuente inestable y entonces no puede
pertenecer a un conjunto limite de cualquier otra solucion aparte de si misma. La
inestabilidad miltiple W* = W*(k,0) del punto silla (k,0), es de gran importancia.

0.8F

0.6F

Depredador

-15 - =05 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Presa

c . _ —1
, es decir, cuando x < ,conk =3,
m—c

m =3, c =1, en este caso, como se menciono en la seccién anterior el punto donde se
intersectan las isoclinas se encuentra a la izquierda de la gréafica.

Figura 5.6: Isoclinas de grado cero con k >

Las isoclinas de grado cero parten a Q en 4 secciones, [, 11, 111, IV, las que
van en orden contrario a las manecillas del reloj.

Aqui el punto silla inestable marca la separacion de las secciones, en la seccion
I y en la seccion IV las isoclinas son crecientes, mientras que en las secciones /1
y 111 las isoclinas decrecen, las soluciones que parten del punto de interseccion
entre la parabola y le linea vertical se alejan.

Por lo cual el miiltiple inestable W* cruza la isoclina cero de la presa, des-
pués la del depredador, nuevamente cruza la de la presa, para volver a cruzar la
del depredador, creando con esto una curva cerrada que divide al plano en dos
componentes conexas ajenas, una al interior de la curva, que serd R, y otra en el
exterior, es decir una curva de Jordan que consiste en esta porcién de W* junto con
la porcion de la isoclina cero de la presa que la conecta con el punto silla (k,0) y
haciendo que la componente acotada creada por la curva de Jordan sea compacta,
positivamente invariante y que su Gnico punto de equilibrio sea (¥.5)
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Por el teorema de Poincaré-Bendixson, para cada p € R? diferente a (%.5),
el conjunto de limites omega de la trayectoria a través de p debe ser una Orbita
periddica en R, al igual que las soluciones que parten del punto de equilibrio (k,0)
también se alejan, es decir, en ambos casos convergen al mismo ciclo limite.

Depredador
o o o e P
O S SO S N

=)

TN

N

\
0

5 @ ™ N

[

Depredador

(a) Soluciones dentro del ciclo limite

]

05 1

Presa

15 2 25 3

(b) Soluciones fuera del ciclo limite

Figura 5.7: Comportamiento general de las soluciones del modelo depredador-presa de
Rosenzweig-MacArthur, con k = 3, m = 3, ¢ = 1, donde se satisface lo establecido por
este caso y como se pude observar efectivamente las soluciones tienden al ciclo limite, ya
sea que empiecen dentro o fuera de éste, y también cuenta con una espiral inestable, que

es el punto de coexistencia de equilibrio

k—1

Caso2: x > ——
aso 2: x 5

En este caso el punto (%,y) es un sumidero, y no se forman 6rbitas periddicas,
mas atn toda solucioén que inicia en Q converge al punto de equilibrio positivo,
para ello consideremos el Criterio de Dulac-Bendixson

Criterio 1 (Dulac-Bendixson) Dadas tres funciones f(x,y), g(x,y) y h(x,y) con
primera derivada parcial continua en un dominio simplemente conexo,D € R?

I(fh)

d(gh)

tales que

ox

_|_

entonces el sistema

dy

no tiene orbitas periddicas en D.

/

X
/

y

f(x,y)
g(x,

no es idénticamente cero, y no cambia de signo en D,



5.2. ANALISIS DEL SISTEMA 73

Notemos que en este caso s6lo tenemos dos funciones, por lo cual A(x,y) =1,
lo que nos permite usar el Criterio de Bendixson para destacar la existencia de
Orbitas periddicas: Sea f = (f,g): D — R? donde D es una regién invariante
y f es de clase C!, es decir, que sus derivadas parciales son continuas,tal que la
divergencia de f no es idénticamente cero, div(f) := % + %i) =0, y no cambia
de signo en D, entonces el sistema

/

X = f(x)
Y =glx,
no tiene Orbitas periddicas en D.

Por el teorema de Poincaré-Bendixson, sabemos que para cada p en el primer
cuadrante Q abierto,que es donde esta definida la ecuacidn, el conjunto de limites
omega de p debe contener un equilibrio, por lo cual si el conjunto de limites de
omega contiene el sumidero (¥, ), entonces no puede contener ningtin otro punto.

Por otro lado si el conjunto de limites omega no contiene al sumidero (,y),
esto indica que contiene el punto silla (k,0) y ningtin otro equilibrio.

En caso de que el limites omega de las trayectorias sea el punto silla, o el pun-
to silla junto con un conjunto no vacio de trayectorias homociclicas, cada uno de
cuyos conjuntos de limites alfa y omega es el punto silla. El conjunto de limites
omega no puede ser el punto silla, pues de ser asi perteneceria al colector estable
de (k,0) que es el eje x. El conjunto de limites omega no puede contener una 6rbi-
ta homociclica cuyo conjunto de limites alfa y omega es el punto silla de dicha
oOrbita, el junto con el punto silla, constituye una curva de Jordan cerrada, es decir
una curva cerrada simple del plano que lo divide en dos componentes conexas
ajenas que tienen a dicha curva como frontera comun. Una de estas componentes
se encuentra dentro del interior de la curva, por lo cual estd acotada, la otra com-
ponente se localiza en el exterior de la curva, lo que origina que no se encuentre
acotada, lo cual no es permitido en el criterio de Dulac.

Por lo tanto, tenemos que el conjunto de limites omega de cada punto p en el
primer cuadrante abierto Q debe ser (X, ).

Para ver si existen puntos de coexistencia de equilibrio, es decir, aquellos en
los que la suma sea cero, pero ninguno de las poblaciones sea nula, considerare-
mos lo siguiente:

d d

k—1 2x 14x
ag(x,y)Jra—yg(x,y) =y

g el

2x k—1 _
?(T—x)—i—oc(m—c)(x—x)

i +m))

= ¥ N
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El término cuadratico entre paréntesis tiene su valor médximo en el punto

. k—1+ak(m—c)
X=X =
4 4

Si se tomaa o > 0 de tal manera que k— 1 < x* < X, por lo cual ambos términos
entre paréntesis son negativos, haciendo que el valor méximo sea negativo.

0 0
En consecuencia, a—g(x, y)+ a—g(x, y) < 0 para puntos en Q con x > 0y,
X y

segun el criterio de Dulac, no puede haber 6rbita periddica o bucle homociclico.
en esta region.

0.8f
0.6

0.4}

Depredador
[ ]

S

Presa

. . Cc . _
Figura 5.8: Isoclinas de grado cero con k < , es decir, cuando x > ,conk =23,

m
m =3, c = 1.8, en este caso la interseccidon de las isoclinas se encuentra al lado derecho
de la pardbola

Por otro lado al considerar que tiene un punto de equilibrio, es importante
saber qué ocurre con €l, en este caso, al considerar el punto (¥, ), correspondiente
a la coexistencia de equilibrio, como lo unico que afecta es el valor de la traza,
debido a que el determinante es positivo en cualquier caso, podemos notar que se
trata de un sumidero, es decir, sin importar las condiciones iniciales, el proceso
de la interaccion ocasionara que en algin momento la densidad poblacional de las
especie llegue a €l.
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Depredador

0.5f

Presa

Figura 5.9: Comportamiento general de las soluciones del modelo depredador-presa de
Rosenzweig-MacArthur, con k = 3, m = 3, ¢ = 1.8, donde se satisface lo establecido por
este caso y como se puede observar, efectivamente las soluciones tienden al punto de
equilibrio que se encuentra en (1.5, 0.416).

k—1
Caso3: %= ——
aso X )

En este caso s6lo hay que observar que se forman centros que tienen como
referencia el punto de equilibrio (X, y) debido a que el determinante es positivo 5.9,
mientras que traza es cero, entonces por lo que definimos en el segundo capitulo
sabemos que cuando se presentan estas condiciones se forman centros.

0.395

0.39 - )
e ™~
0.385
y /"\\

0.38

(/Q\/ \w
N

Depredador

0.37

0.365

0.355

Figura 5.10: Centros como soluciones, con k =2, m = 3, ¢ = 1, donde el punto de equili-
brio se encuentra en (0.5, 0.375).
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5.3. Resultados

Baséandonos en el andlisis del sistema que se acaba de realizar podemos esta-
blecer lo siguiente:

Teorema 2 El comportamiento del modelo depredador-presa de Rosenzweig-MacArthur

dx X mxy
o= x(1=2)—

dt ( k) I+x
dy mxy

dr y+1+x'

cambia dependiendo del valor que se le asigne al pardmetro k y la relacion que
este tenga con el valor de X, el cual depende directamente de los pardmetros m y

¢, pues X = -, de donde los posibles comportamientos son:

n Sik< el punto de equilibrio (X,y) es un punto fuente, y las solucio-

nes tienden un ciclo limite tanto si parten de el punto de equilibrio, o si
provienen de fuera del ciclo, es decir, se tiene un ciclo estable.

= Si x> el punto (X,y) es un sumidero, al cual convergen todas las

posibles soluciones, ya que no se forman orbitas periddicas.

n Six= las soluciones forman orbitas cerradas, centros, que tienen

como origen el punto de equilibrio (X,5¥).

5.4. Reproduccion de resultados

Una vez que ya se realiz6 el andlisis del sistema, que se conocen sus puntos
de equilibrio, isoclinas de grado cero, entre otros factores, es conveniente verificar
que las respuestas obtenidas mediante el estudio del modelo sean correctas, para
ello variaremos los parametros en el modelo de Rosenzweig-MacArthur, para ver
el comportamiento de cada uno de ello. Para realizar este proceso nos apoyaremos
del programa pplane.
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5.4.1. Simulaciones numéricas

La simulacién numérica es una herramienta eficaz en el estudio de dindmi-
cas correspondientes a las dreas de fisica, ingenieria, economia, biologia, entre
otras, que emplean ecuaciones no lineales que no pueden ser reproducidas en el
laboratorio, ya que son de gran utilidad para la determinacion de soluciones y la
prediccion del comportamiento de las mismas, sin recurrir a la experimentacion.
Una simulacion numérica consiste en la representacion grifica de aproximaciones
de las curvas solucién de un modelo matematico.

Volviendo al modelo de Rosenzweig-MacArthur, que esta expresado de la si-
guiente manera:

dx X mxy

— = 1—-)— 5.11
dt ( k) 14+x ( )
dy mxy

- = — 5.12
dt yE I14+x ( )

De donde los parametros a variar son:

= m es la tasa de produccion de depredadores por presa consumida entre la
tasa de crecimiento de la poblacion de presas por unidad de tiempo.

= k es la densidad maxima de la presa por la tasa de las unidades de area de
bisqueda de presas, por unidad de tiempo, por el tiempo que el depredador
emplea en realizar otras actividades.

= ¢ es la tasa de mortalidad de los depredadores en ausencia de las presas por
unidad de tiempo.

Partiremos de los siguientes valores que empleamos anteriormente para ejem-
plificar el caso 1, es decir, los siguientes valores.
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Parametro &

Como ya mencionamos se trata de la densidad méxima de la presa por la tasa
de las unidades de area de bisqueda de presas, por unidad de tiempo, por el tiempo
que el depredador emplea en realizar otras actividades, sin embargo esto suena
un poco confuso, lo que este parametro representa es la densidad de presas que
existen en el area que el depredador pueda cubrir antes de saciar sus apetito, pues
cuando este ha sido cubierto €l es libre de realizar diversas actividades ajenas
a la caceria, entonces, si la cantidad de presas es abundante el depredador no
empleard demasiado tiempo en encontrar la cantidad de presas suficientes para
quedar satisfecho, por el contrario si la densidad es escasa, el depredador recorrera
grandes distancias para poder alimentarse, usando asi la mayor parte de su tiempo
en buscar alimento.

n k:l

0.9r

0.8r

0.7

061

051

Depredador

04r

03¢ (‘ ==

02r
01y

0 0.2 0.4 0.6 n.e 1
Presa

Figura 5.11: Comportamiento general de las soluciones mediante la variacion del pardme-
tro k, cuando k =1

Como podemos ver en este caso las soluciones tienden al punto de equili-
brio, cuyos valores son positivos, esto indica que al variar este parimetro

k—1
y dejar fijos los otros se llega al Caso 2: X > —— , que ya fue explicado,

lo que es equivalente a decir que sean cuales sean las condiciones iniciales,
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tanto la densidad de presas como de depredadores tienden a llegar a la den-
sidad que establece el punto de equilibrio positivo (¥,¥) respectivamente.

Comprobemos que los pardmetros satisfacen las condiciones del caso 2.

Sean

e m=3

o k=1

o c=1

. __k—1
entonces tenemos que verificar que: X > —
1 k—1 1-1 .

Tenemos que X = 5y que T =5 = 0 lo cual satisface el caso 2.

m k=2

Iniciemos sin verificar cual es la relacion que existe entre los parametros,
y basémonos solamente en el comportamiento de la grifica 5.15para esta-
blecer a que caso corresponde, aqui podemos observar que existe un ciclo
limite, para el cual vemos que las soluciones que tienen como valores ini-
ciales aquéllos que se encuentran fuera de éste se acercan a él, por lo que
podria parecer que se trata de una interaccion cuyos parametros satisfacen

la condicidn establecida en el caso 1: x > %, por otro lado las soluciones

cuyas condiciones iniciales se encuentran dento de él forman otros ciclos
, es decir, no se acercan siquiera al ciclo limite, pero tampoco al punto de
k—1

decir, mas que un punto de equilibrio dependiendo de las condiciones inicia-

les estos forman un centro, en el cual la interaccion se queda dando vueltas.

equilibrio, esto indica que los pardmetros satisfacen caso 3: X = , €s

Ahora veamos que efectivamente los parametros en esta ocasion satisfacen

k—1
las condiciones del caso 3, es decir, que: X = 5
Sean
e m=3
o k=2

e c=1
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T T T T T T T T
1.2 1 0.395

———
0.39 T \
1 /"‘“_" T
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(a) Soluciones fuera del ciclo limite (b) Soluciones dentro del ciclo limite

Figura 5.12: Comportamiento general de las soluciones mediante la variacién del parame-
tro k, tomando k =2

1 1
Sabemos que X = L, de donde se sigue que X = —— = —, por otro lado
1 o m-—c 3—1 2
% = % =3 lo cual satisface el caso 3.
m k=4

Aqui ocurren tres cosas: como podemos ver se forma un ciclo limite, por lo
cual los parametros deben de satisfacer ya sea el caso 1 o el caso 3, veamos
que aquellas condiciones iniciales que se encuentran fuera y lo suficiente-
mente alejadas del ciclo limite, no tienden al ciclo limite, sino al punto de
equilibrio trivial, que es el (0, 0), es decir, que bajo estos pardmetros algunas
de las condiciones iniciales podrian llevar a ambas especies a la extincion,
y de acuerdo a la grafica 5.13 la primera a la que le ocurriria esto seria a las
presas, y como consecuencia ante la falta de alimento posteriormente a los
depredadores.

Por otro lado cuando las condiciones iniciales son cercanas al ciclo limite
y se encuentran fuera de €, el comportamiento serd el esperado tanto para
el caso 1, que es que en algin momento llegardn a dicho ciclo, por lo que
para establecer a qué caso pertenecen es necesario ver qué ocurre con las
condiciones iniciales que se encuentran dentro del ciclo limite, y como ve-
mos estas parten del punto fuente, para llegar a la 6rbita, lo que indica que
efectivamente los pardmetros satisfacen las condiciones del caso 1.
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(c) Soluciones dentro de la orbita cerrada

Figura 5.13: Comportamiento general de las soluciones mediante la variacién del parame-
tro k, tomando k = 4

Ahora veamos que efectivamente los parametros establecidos satisfacen las
condiciones del caso 1.

Sean
e m=3
e k=4
e c=1

: k—1
entonces tenemos que verificar que: X < 5
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1 k—1 4-1 3
Tenemos que X = 5y que ) lo cual satisface el caso 1.

Parametro m

Representa la tasa de produccion de depredadores por presa consumida entre la
tasa de crecimiento de la poblacién de presas, es decir, como afecta al crecimiento
de la poblacién de de la presa el consumo por parte del depredador, la cual es una
parte de suma importancia, pues si la depredacion llega a sobrepasar la capacidad
de la presa para reproducirse y asi mantener a su poblacidn, la tasa de crecimiento
de la presa no alcanzaria para lograr preservar su especie.

= m=1.9

Depredador

0.5r

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Presa

Figura 5.14: Comportamiento general de las soluciones mediante la variacién del parame-
tro m, cuando m = 1.9

Como podemos ver en este caso las soluciones tienden al punto de equili-
brio, esto se debe a que al variar este pardmetro y dejar fijos los otros se
llega al caso 2.

Sean
e m=1.9
e k=3

e c=1
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83

entonces tenemos que verificar que: X > ——.

Tenemos que x =

191 9 9

1 1 10

0 10

1
1+ ) > 1 lo que propone el caso 2.

n m:2

0.8
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(a) Soluciones fuera del ciclo limite

0.685

0.665

0.66 \

0.655

0.85

k—1
2
k—1 3-1 1 ent
ue = — = entonces
A 3 > >
0.68 o -
0.675 // // \\\

ol (/\ N
/

(b) Soluciones dentro del ciclo limite

Figura 5.15: Comportamiento general de las soluciones mediante la variacion del parame-

tro m, tomando m = 2

Veamos que cuando las soluciones que tienen valores iniciales que se en-
cuentran fuera del ciclo limite, se acercan a €l, pero las que se encuentran
dentro de él forman otros ciclos , por lo cual no se acercan siquiera al ciclo
limite, esto indica que se trata del caso 3.

Sean
o m=2
e k=3
e c=1

. k—1
entonces tenemos que verificar que: X = —



84CAPITULO 5. ANALISIS DEL MODELO DE ROSENZWEIG Y MACARTHUR

k—1 3-1

Tenemos que X = 1, y que ;=5 = 1 cumpliendo asi lo establecido

en el caso 3.

mm=4

(a) Soluciones fuera de la (b) Soluciones fuera de la
orbita cerrada que tienden al orbita cerrada que tienden a
punto de equilibrio trivial ella
1.8
1.6
1.4
L o12f
[s]
e
- 1
Y
o 0.8
[a)

=2
@

=
'S

o
[

N
0 0.5 1 1.5
Presa

o

2.5

Mk

(c) Soluciones dentro de la 6rbita cerrada

Figura 5.16: Comportamiento general de las soluciones mediante la variacion del parame-
tro m, tomando m =4

Aqui ocurren tres cosas: si las condiciones iniciales se encuentran fuera y
lo suficientemente alejadas del ciclo limite, éstas no tienden al ciclo limite,
sino al punto de equilibrio trivial, que es el (0,0), es decir, que ambas es-
pecies llegan a la extincion, siendo la presa la primera en perecer, ya que la
grifica 5.16 muestra que las soluciones comienzan a tender al eje y, lo que
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bioldgicamente equivale a que el consumo por parte del depredador supera
la capacidad de reproduccién de la presa, por lo cual se extingue y ante su
ausencia el depredador se queda sin alimento, por lo cual también muere.

Por otro lado, cuando las condiciones iniciales son cercanas al ciclo limite,
tanto por fuera como por dentro, el comportamiento sera el esperado, cuan-
do estan por fuera comenzaran a acercarse al ciclo limite, hasta que en algin
momento llegardn a dicha 6rbita, de igual manera para las condiciones ini-
ciales que se encuentran dentro de él, pues éstas parten del punto fuente,
para llegar a la 6rbita, formando parte del caso 1.

Sean

e m=4

e k=3

e c=1

) _ k-1
entonces tenemos que verificar que: X < —
Sustituyendo los valores de los pardmetros en ambos lados de la desigualdad
1 1 k—1 3-1

tenemos que X = 13 y que — =5 = 1 cumpliendo asi lo

1
establecido en el caso 1, es decir, 3 < 1.

Parametro c

Tasa de mortalidad de los depredadores ante la ausencia de las presas, es evi-
dente que si el depredador no consigue alimentarse en algiin momento, esto oca-
sionard su muerte, sin importar otros factores, como son, edad, sexo...

mc=1.5

Observemos que las soluciones que tienen valores iniciales que se encuen-
tran fuera del ciclo limite, se acercan a él, como lo establece el caso 1, pero
las que se encuentran dento de €l forman otros ciclos, que es lo que ocurre
en el caso 3, por lo cual no se acercan siquiera al ciclo limite, pero tampoco
al punto de equilibrio.

Veamos que ocurre con los pardmetros:

Sean
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Figura 5.17: Comportamiento general de las soluciones mediante la variacion del pardme-
tro ¢, tomando ¢ = 1.5

e m=3
e k=3
e c=15
3
Tenemosque)?:ﬁzl,yque ;1 :%zl,esdecir,)f:k_Tl
2

efectivamente es el caso 3.

] C:2

Aqui las soluciones tienden al punto de equilibrio y es el unico comporta-
miento que se da, por lo cual se debe tratar del caso 2.

Sean
e m=3
e k=3
=2
_ 2 k—1 3-—1 .
Tenemos que X = 35 2,y que1 ;=5 = 1, que efectivamente

cumple con el caso 2, pues ¥ > 5
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Figura 5.18: Comportamiento general de las soluciones mediante la variacién del parame-
troc,conc =2

mc=1

Volviendo al ejemplo inicial, debido a que, a pesar de que ya se habia pre-
sentado su gréfica, no se realizé un andlisis sobre qué condiciones cumplen
los parametros en este caso. Como ya hemos visto, parece cumplir con todo
lo establecido por el caso 1, y al igual que en los ejemplos anteriores, donde
se presentd este caso, existe una parte en la que las soluciones tienden al
punto de equilibrio trivial, mientras que las demads tienden al ciclo limite,
sin importar si se encuentran dentro o fuera de €él, por lo que es momento de

verificarlo.
Sean
e m=3
e k=3
e c=1
TenemosqueX:Lzl,yE:E:I,porlocual,i<k_—l,
3—-1 2 2 2 2

justo el caso 1.

Como se pudo apreciar todo lo que establece la seccién anterior se cumple,
si bien se menciond que el pardmetro de bifurcacion es k y lo que importa para
que el comportamiento de las soluciones cambie es el cambio de dicho pardmetro
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Figura 5.19: Comportamiento general de las soluciones mediante la variacién del parame-
tro ¢, cuando ¢ =1

y aunque en esta ocasion se variaron cada uno de los pardmetros del sistema, k
influye en la relacién que guarda con cada una de ellos al variarlos, pues es lo que
le daba sentido a las desigualdades o igualdades en su caso y éstas, a su vez, lo
que originaba cada uno de los comportamientos.



Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo es exponer el modelo depredador-presa
de Rosenzweig-MacArthur desde su origen, para lo cual se da una breve pero
clara explicacién sobre el contenido del articulo original, haciendo posteriormente
un andlisis del modelo con base en el articulo escrito por Hal L. Smith de la
Universidad Estatal de Arizona, que fue el que dio origen a este trabajo, pero
mas adn, también se explica en qué consiste la interaccion depredador-presa y en
qué se diferencia de las demds interacciones, asi como un poco de la historia de
Rosenzweig y MacArthur.

El primer capitulo se establece cada una de las interacciones que existen entre
poblaciones o al menos de las mas conocidas, intentando ser lo mas explicita so-
bre en qué consiste cada una, debido a que al momento de investigarlas me percaté
de que para algunas de ellas existen diversas definiciones y que muchas veces en
lugar de enriquecerlas las hace formar parte de otra interaccién, tomdndola como
una variacién o, caso contrario, la definicion es tan ambigua que termina absor-
biendo a otras. Para lograr esto me basé principalmente en las diferencias que
existen entre ellas y que s6lo en algunos textos los expresan, pero a mi parecer
es importante conocer en que consiste cada interaccion no tnicamente para poder
reconocerla, sino para saber cudl es su funcion en la naturaleza, pues algunas de
ellas contribuyen a la evolucion de las especies, a su extincion, o a su superviven-
cia, entre otras cosas.

Si bien la finalidad de este capitulo es entender en qué consiste la interaccion
depredador-presa y cudles son sus diferencias con las demads, mientras leia para
este capitulo me parecid interesante que una de las interacciones sobre las que hay
mas informacion es el canibalismo, siendo que muy pocas veces se habla de él,
pues a pesar de ser una interaccion natural, en la sociedad es considerada en cierta

89
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forma tabu, sin embargo hay una gran variedad de articulos tanto biol6gicos como
psicoldgicos que intentan explicar este comportamiento.

El leer sobre la historia del principio de exclusiéon competitiva fue muy in-
teresante, pues en la carrera solo lo definen, pero el entender en qué se basaron
tanto G.F. Gause, E.G. Hutchinson y R. H. MacArthur, para establecerlo y fun-
damentarlo, pues me hizo pensar en cudntos avances se han realizado intentando
demostrar lo contrario, y lo importante que es la interdisciplina, pues si bien en
las asignaturas por separado se pueden realizar grandes cosas, en el momento en
que los conocimientos sobre alguna de ellas apoyan a otra crea cosas interesantes,
por lo cudl deberia de considerarse la opcion de impartir materias con un temario
interdisciplinario con més frecuencia, y en la mayoria de los niveles educativos,
pues al ver las asignaturas por separado, sin notar esas colaboraciones que exis-
ten entre ellas crea cierta apatia hacia algunas materias, sin dejar ver los posibles
avances que se pueden realizar si se realiza trabajo interdisciplinario.

En el transcurso de la realizacion de este trabajo hubo cosas que parecian
ser muy obvias, ya que son conceptos y procedimientos que se realizan constante-
mente a lo largo de la carrera, pero durante el proceso resultaron no ser tan obvios,
pues en ocasiones hasta la definicidn parecia no estar tan clara, por lo cual el se-
gundo capitulo trata sobre algunos conceptos preliminares de sistemas dindmicos,
para comprender mejor el trabajo.

El tercer capitulo presenta a algunos de los modelos que se han realizado a
lo largo de la historia para comprender el comportamiento de esta interaccion,
considerando diversos factores, lo interesante aqui es que, si bien podemos ver
cada modelo como un tipo de evolucion del modelo disefiado por Lotka y Vol-
terra, es impresionante el ver como cada uno de ellos estd disefiado para ciertas
poblaciones, tal es el caso del modelo de intercambio de roles pues en la mayoria
de las interacciones depredador-presa, el depredador inicamente juega ese rol, al
igual que la presa, que sélo es presa, claro en su interaccidon con este depreda-
dor en especifico, pues puede ser depredador de alguna otra especie, pero lo que
este modelo presenta es que la presa puede convertirse en depredador de su de-
predador y viceversa, por lo que este modelo no se puede aplicar a cualquiera dos
poblaciones que presenten esta interaccion.

En cuanto a los modelos con densodependencia, su aplicacion depende del
comportamiento del depredador ante la densidad de la presa, es decir, de la res-
puesta funcional que considere cada uno, para su realizacion, sin embargo para
comprender estos modelos es fundamental entender el concepto de densodepen-
dencia y sus componentes, que debo confesar fue una de los temas que mas llam6
mi atencién durante la carrera, pues me resulta fascinante cudntos factores influ-
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yen para que una poblacion pueda mantener una densidad semi constante, ya que
no se trata s6lo de uno nace uno muere, sino de como va cambiando la tasa de na-
talidad y de mortalidad a lo largo de este proceso y qué eventos interfieren en cada
una de ellas, y esto para solamente una poblacién, por lo cual para una interaccion
depredador presa se volvi6 algo atin mas interesante, pues ya depende de la tasa
de natalidad y de mortalidad de dos especies que se encuentran relacionadas, por
esta razon es que parte de este trabajo presenta las definiciones principales para
entender en que consiste la densodependencia, asi como la historia de la creacion
de dicho concepto y sus variantes.

Si consideramos lo visto en la interaccidon de competencia, principalmente lo
referente al principio de exclusion competitiva y las consecuencias de la compe-
tencia intraespecifica, con la competencia contest y scramble que forman parte de
los factores que influyen en la densodependencia, se puede ver la estrecha relacion
que existe entre esta competencia y la densodependencia, y es asi como a partir
de estas definiciones, se llega al modelo de Rosenzweig-MacArthur.

Como se puede notar, ademés de comprender cada uno de los conceptos que
forman parte del modelo depredador-presa de Rosenzweig-MacArthur, también
se ha mencionado parte de la historia de estos conceptos, por lo que asi como es
importante la historia de estos conceptos, también lo es la historia de los creadores
de este modelo, de los cuales Robert Helmer MacArthur a pesar de haber muerto
a temprana edad tuvo una vida muy productiva, pues tuvo incursién en muchos
ambitos, y colaboré con diversos investigadores, ademds de haber sido él, quien en
su tesis doctoral, contribuy6 a fundamentar el principio de exclusién competitiva,
pues fue €l quien observo que para que se dé la coexistencia de competidores, estos
deben de tener ciertas diferencias en su nicho, es decir, que en los competidores
totales, que son aquéllos que comparten el nicho completamente son en los que se
puede aplicar este principio, pues son las ligeras diferencias en los nichos las que
benefician la coexistencia.

Asi como el modelo de Lotka, el modelo de Rosenzweig y MacArthur, a partir
de su creacion ha sido empleado para diversos fines, en algunos de ellos inclusive
se le han realizado modificaciones, para que se adapte mejor al fendmeno que se
estd estudiando, debido a que en cada modificacién se consideran nuevos parame-
tros, y en cierta forma es un modelo nuevo, no tnicamente renovado, lo que hace
notar que existen muchas posibilidades para utilizar una herramienta matemaética
0, viéndolo de otra forma se puede ver como un tipo de drbol genealdgico, que
partiria del modelo de Malthus, posteriormente Verhulst, Lotka-Volterra, despren-
diéndose de €l los modelos: intercambio de roles, densodependencia, y a su vez
de éste el modelo de Leslie y el modelo de Rosenzweig-MacArthur, llegando a las
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variaciones del modelo de Rosenzweig-MacArthur, entre las cuales se encuentran:
Perdida de hébitat, formacién de patrones espacio temporales en interacciones no
locales y por tultimo el modelo que considera el doble efecto de Allee sobre la
presa, siendo cada uno de ellos de gran importancia y mostrando que a partir de
cada modelo se pueden crear nuevos, si se realizan las consideraciones correctas,
para que este funcione.

El motivo para crear nuevos modelos no es porque los anteriores no funcionen,
si no que el fendmeno que se desea estudiar necesita datos mas precisos y los
modelos existentes no logran obtenerlos, por lo que es necesario crear un modelo
que se adapte mejor a la situacion, ya que siempre hay que tener en cuenta que
el modelo no serd igual a la realidad, pues esto resultaria imposible, debido a la
cantidad de pardmetros que se tendrian que consideran, por lo que al elaborar
un modelo hay que tener claro que es lo que se desea saber, para establecer que
parametros serdan considerados, y asi poder obtener los datos deseados.

En el caso del modelo de Rosenzweig-MacArthur se consideran, especies con
rol fijo, es decir, que Unicamente es presa o depredador, lo que lo hace diferen-
te del modelo de intercambio de roles, ademds de tomar en cuenta la capacidad
de carga, lo que lo hace un modelo con densodependencia, diferencidndolo del
modelo de Lotka-Volterra, por otro lado mientras que el modelo de Leslie-Gower
presenta una respuesta funcional tipo I, Rosenzweig y MacArthur emplean un res-
puesta funcional de tipo II, ya que consideran que el depredador que utiliza menos
tiempo para cazar, cuando hay mas presas. En este caso se tomaron como base los
modelos de Lotka-Volterra, Verhulst y el modelo clasico depredador-presa con
densodependencia, para establecer el comportamiento que iba a surgir en la inter-
accion al modificar la relacidn que existe entre los pardmetros.

Una vez que se han presentado los conceptos necesarios para entender las ba-
ses del modelo, como fue que surgieron y qué se esta haciendo con dicho modelo
actualmente, en el quinto capitulo se exponen las observaciones que realizaron
Rosenzweig y MacArthur en el articulo “Graphical Representation and Stability
Conditions of Predador-Prey Interactions”, en el cual consideran a la densidad
de la presa como el eje x y al eje y como la del depredador, para de esta manera
establecer qué tipo de relacion existe entre el comportamiento de la densidad de la
presay del depredador cuando estos interactdan, logrando de esta manera trazar la
isoclina cero tanto de la presa, como del depredador, las cuales son una pardbola 'y
una linea casi paralela al eje y, respectivamente. Al considerar la interaccion entre
las dos curvas se puede dividir la grafica en cuatro secciones y con base en el com-
portamiento de las densidades en cada una de ellas se estima el comportamiento
general de las orbitas y el tipo de equilibrios que se presentan.
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Al realizar un anélisis del sistema, se encontré que inicialmente este sistema
solo tenia como puntos de equilibrio al trivial, (0,0) y al semi-trivial (k,0), sin
embargo tiene un punto de coexistencia de equilibrio, (,y), que es aquel en don-
de se cruzan las isoclinas de grado cero, y dependiendo de las condiciones del
parametro k y su relacion con los otros pardmetros, que influyen en el punto (%, 5),
es lo que define el comportamiento de la interaccion arrojando nuevamente tres
casos: un sumidero, un punto fuente y centros, que es lo mismo que establece,
Rosenzweig y MacArthur en su articulo.

Si bien el trabajo trata sobre como influya la variacion de los parametros en el
comportamiento del modelo, hay que notar que no basta con la modificacién de
un parametro, para que el comportamiento cambie totalmente, sino que hay que
cambiar la relacidn que existe entre los pardmetros, pues es ésta la que realmente
influye para que se de un cambio considerable en comportamiento del sistema, ya
que si solo se cambia el valor de un pardmetro, sin afectar a la relacion que guarda
con los otros, el comportamiento no se altera significativamente.

El andlisis permite conocer mds cosas sobre el funcionamiento del sistema
pues en el caso de la fuente al cual se le llamo caso 1, no s6lo son 6rbitas que sa-
len a partir de este punto, sino que conforme van alejandose del punto de equilibrio
forman un ciclo limite y que es lo que posteriormente se observo en las simulacio-
nes numéricas, lo interesante de esta parte ademds de comprobar de cierta manera
que todo el analisis anterior es correcto fue observar como el comportamiento de
la interaccién si va més alla de lo esperado dados los resultados del andlisis, pues
si bien en el caso 2 todas las soluciones tienden al punto de equilibrio, en el ca-
so 1 comienzan a suceder mas cosas, efectivamente todas las Orbitas que salen
del punto de equilibrio tienden al un ciclo limite pero, como es posible observar
en las graficas, algunas soluciones que se encuentran fuera del ciclo limite tam-
bién tienden a él, y las otras al punto de equilibrio trivial, lo cual es entendible,
pues al recordar lo expuesto sobre densodependencia, se dijo que las poblaciones
tienden a regresar a su estabilidad y podemos ver al ciclo limite como esta esta-
bilidad, pues hablamos de dos poblaciones, no s6lo de una que fue para la que
definimos estabilidad, donde se trataba de la capacidad de carga, y justo al con-
siderar la capacidad de carga, al volver a considerar a las especies por separado,
si los depredadores sobrepasan la capacidad de carga,logrando eliminar a la pre-
sa, al quedarse sin alimento ellos también pereceran, es decir, llegaran al punto
de equilibrio trivial, de igual forma en el caso 2 todas las soluciones tienden al
punto de equilibrio, sin embargo en el caso 3 ocurre que el comportamiento de
centros es un comportamiento en cierta forma local, pues conforme las soluciones
se van alejando del punto de equilibrio, los ciclos comienzan a desaparecer y ocu-
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rre lo mismo que en el caso 1, que las soluciones comienzan a tender a un ciclo
limite,pero solamente de afuera hacia adentro, pues dentro de este ciclo limite es
donde se encuentran los centros, razon por la cual sabemos que las condiciones
iniciales también juegan un papel muy importante en este sistema.
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