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Capitulo 1

Introduccion

De manera introductoria se dardn conceptos bésicos de lo que es el Producto
Interno Bruto (PIB), asi como una descripcién de la economia y desarrollo histérico

de los dos paises en estudio, China y Jap6n.

Se sabe que una vez anunciada la sede del pais anfitrién tendrd una ganancia
econdmica, es por eso que muchos paises luchan por ser sede de los juegos
olimpicos, aunque el PIB de Japdn fue devaluado en el momento de su candidatura
en 2012, esto puede ser una estrategia econdmica adoptada por las complicaciones
bancarias.

Para organizar el evento Beijing, China 2008 tuvo que invertir 40,000 millones
de ddlares en reparacion y reconstruccion de instalaciones histdricas y una politica
de reduccién de contaminacion en el aire y agua, para no perjudicar a los atletas;
dichas medidas trajeron complicaciones econdmicas. Se generaron empleos en el
sector de la construccién, ademds del voluntariado resultando en un 18 % de la
poblacién participando en el evento. En consecuencia a la candidatura de China, el
turismo desde 2003 a 2008 incremento a 22 millones de turistas extranjeros, por lo
que los ingresos incrementaron en un total de 1,001 millones de ddlares. Por otra
parte, mejoraron las relaciones de China con Japén, rival mds antiguo del pafs, lo
cual se vio reflejado en volumen de transacciones entre ambos llegando a los 266
mil millones de délares en 2008.

El crecimiento excepcional del PIB chino durante la celebracién de los juegos
fue del 13 % por lo que se esperaria que Japon se viera igualmente beneficiado por
la entrada de capital, inversiones y turismo por parte del extranjero, aumentando
asf su PIB.
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Se planea utilizar el PIB de China y Japdn para poder:

Ajustar un modelo numérico univariado en el PIB de Jap6n.

Ajustar un modelo numérico multivariado entre el PIB de China y Japén.

Pronosticar el comportamiento del PIB.

Plantear una medida de acuerdo al prondstico.

Con esto se planea obtener un modelo que pueda describir la dependencia en
el tiempo en las observaciones, asi como la dependencia entre ellas, para el caso
multivariado. De haber dicha dependencia, se pueden simular escenarios a futuro
para asi tomar decisiones sobre la economia nipona.

En el capitulo uno se plantean las definiciones del PIB y lo que éste representa
en la economia de cualquier pafs, asi como una breve explicacion histérica del PIB
de Japo6n y China.

El capitulo dos trata sobre la serie de tiempo para el caso univariado,
exponiendo las herramientas utilizadas para el modelado en series de tiempo
univariadas y el ajuste de modelos ARIMA(p,d,q).

Mientras, en el capitulo tres se habla sobre las series de tiempo para el caso
multivariado, siendo similar que el caso univariado, pero marcando las diferencias
que hay entre estos dos métodos de modelado en series de tiempo. Definiendo el
modelo VARMA(p,q) para el ajuste de el modelo, nos enfocaremos mds en los
modelos del tipo VAR(p) debido a lo dificil que puede resultar un ajuste en series
de tiempo de un VARMA(p.q).

Posteriormente, en el siguiente capitulo se empleardn los métodos univariado
en el PIB de Japdn, y el multivariado con la relacion que llegue a existir entre China
y Japén. Con esto se pronosticard el comportamiento del PIB de Jap6én durante los
siguientes 10 afios.

Para finalizar, en las conclusiones se comparardn los dos métodos de modelado
y se observardn las diferencias que hay entre un método y el otro, ademds se
analizardn medidas que deba tomar Japén para los juegos olimpicos y el impacto
que tendrd si no estd debidamente preparado.
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1.1. Producto Interno Bruto

Antes de dar una definiciéon del Producto Interno Bruto (PIB) es necesario
resaltar la manera en que éste es calculado, para asi después dar una definicién

mas clara.

El Producto Interno Bruto tiene dos maneras de ser medido, uno es de acuerdo
al enfoque de ingreso mientras que el otro es al enfoque de gasto, cualquiera que
sea el método elegido se debe llegar al mismo resultado.

La medicién con enfoque al ingreso se enfoca en los salarios, ingresos y
utilidades ganados en un pafs incluyendo a los extranjeros. El cdlculo estd dividido

en cuatro partes, que son:

Ingreso nacional.

Depreciacion.

Impuestos indirectos menos subsidios.

Pagos de factores netos al resto del mundo.

La medicién con enfoque al gasto se enfoca en los gastos hechos por los agentes
de cualquier pais que lo integran que son familias, empresas, gobierno y los demas
paises. Para calcular el gasto se suman diversos gastos que efectdan los agentes,

estos son:

= Consumo.

= Inversion.

Gasto de gobierno.

Importaciones netas.

Cabe mencionar que el Producto Nacional Bruto (PNB), aunque se calcula
considerando todo lo producido en un pais, bienes y servicios, es distinto al PIB,
pues el PNB toma en consideracién s6lo a los ciudadanos nacionales, aunque
estén en el extranjero y el PIB considera a todo residente en el pais, extranjero

o ciudadano nacional.
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1.1.1. Definicién y tipos de PIB

Ya que se expuso la metodologia para calcular el PIB podria entenderse mejor
la siguiente definicion del PIB:

Producto Interno Bruto (PIB): es el calculo del valor monetario de los bienes
y servicios finales procedentes de la actividad econdmica de una nacién en un
periodo de un afio producido por los ciudadanos de un pais, més la produccion de
extranjeros que se realiza dentro del pais. (Ana Luisa Graue Russek; 2013, pdgina
433 [4]).

Una vez definido el PIB, se definen los tipos que existen dependiendo del precio
de mercado el cual se toma en cuenta para el calculo del PIB, éstos se clasifican

como sigue:
= PIB Nominal: Es la produccidn de bienes y servicios a precio de ese periodo
del mercado.
= PIB Real: Es la produccidn de bienes y servicios constantes o de un afio fijo.
Los datos tomados en el PIB real muestran un mejor entendimiento sobre

el crecimiento de una economia en cualquier pais, atin sabiendo esto, los datos
empleados son el PIB nominal.
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1.2. Japon

Japo6n es un pais conformado por varias islas, con un gran sistema montafloso
que conforma mds del 60% del territorio careciendo de recursos naturales, pero
con recursos humanos. Japon estd situado al este de Asia, con una superficie de
377,000 km?, cuenta con una poblacién de 127,000,000 de habitantes, el cual tiene
una alta densidad poblacional de 336 habitantes por km?”. La ubicacién geografica
es mostrada en la Figura 1.1.

La capital es Tokio y su moneda el Yen japonés. Japén es uno de los paises con
menor tasa de desempleo, con sélo el 2.8 %.

Algunos rasgos en la economia japonesa serian los siguientes:
= En la agricultura se enfoca més en la autosuficiencia en el consumo de arroz,
mientras que en el resto de productos depende de importaciones.

= En la ganaderia producen localmente cierto tipo de carne como la carne
kobe, dependiendo de las importaciones de paises como Argentina o Estados
Unidos.

= En la pesca, debido a sus tradiciones, son los primeros consumidores de
pescado, desarrollando las piscifactorias para cubrir la demanda.

= En la energia, Japdén es el mayor consumidor de petréleo, por lo que debe
importar casi la totalidad que consume.

= En laindustria elaboran productos complejos y tecnolégicamente complejos,
representando un 25 % del PIB del pais.

= [os servicios en Japon representa un 73 % de la economia, el cual se enfoca
en el sector bancario y telecomunicaciones.

Japén es la tercera economia del mundo por volumen de PIB.

1.2.1. Antecedentes historicos de la economia japonesa (1960-2015)

En este periodo ocurrieron dos grandes acontecimientos a nivel econdmico en
Japdn, uno de ellos seria el "milagro japonés"que va del afio 1960 hasta el afio de
1980 que podria interpretarse como un crecimiento sostenido del Producto Interno
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Figura 1.1: Ubicacién geografica de Japon, Fuente:d-maps

Bruto, debido a una tasa de crecimiento econémico acelerado en comparacién a los
demds paises desarrollados de un 9 % anual.

Las principales razones del crecimiento japonés se muestran a continuacion :
= El capital ayud6 al crecimiento de sus tasas al 9% anual y a la reduccién en
los costes de produccidn.

» El conocimiento ayud6 a desarrollar la tecnologia, la organizacion
empresarial y capacidad de gestion, importantes en paises desarrollados.

» El crecimiento de la produccién permiti6 la expansion en el mercado.
= Aumento de horas laborales y plazas, disminuyendo el desempleo.

= Mejora en la asignacion de los recursos, asignando trabajadores
independientes a pequefias empresas.

= Aumentando el nivel educativo, para que asi se pudiera adaptar a las nuevas
tecnologias.



1.2. JAPON 7

» Se redujo las barreras internacionales al comercio, permitiendo un
crecimiento econémico.

El siguiente acontecimiento econdémico es la llamada "burbuja econémica"que
va del afio 1980 hasta el afio de 1990. Esto ocurri6é debido a una desregulacién
bancaria, ocasionando la liberacion del sistema financiero, permitiendo la
diversificacion financiera, la competencia bancaria y al aumento de préstamos a
pequeiias y medianas empresas, por lo que también aumentaba el riesgo bancario.
Cuando exploté la burbuja en 1990, una gran cantidad de préstamos se volvieron
impagables.

Después de estallar la burbuja, Japén ha sufrido crisis econémicas a través de
los afios, por lo que tomé medidas para hacer frente, como ejemplo:

Desregulacién de la economia.

Ampliacién de acceso al mercado japonés.

Disminucién del tipo de interés.

Aumento del gasto publico.

Cabe mencionar que el 11 de marzo de 2011 en Japén ocurrid un terremoto que
fue acompafiado por un tsunami, lo que detuvo y frend la economia nipona de ese
ano, aun se sufre las consecuencias de esta catastrofe natural al analizar el avance
en su PIB desde aquel afio, en el cual sigue una tendencia a la baja.



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.3. China

La Republica Popular China, o China para abreviar, cuenta con una poblacion
de 1,314,000,000 de habitantes, siendo un cuarto de la poblacién mundial, en
un territorio de 9,600,000 km? siendo una doceava parte del territorio mundial.
China es uno de los paises més extensos del mundo, dividiendo el territorio en 22
provincias, 5 regiones auténomas y cuatro municipalidades dependientes de Pekin;
con una densidad poblacional de 140 habitantes por km?.

El clima y relieve limitan las 4reas cultivables, aunque el subsuelo guarda
grandes recursos naturales. La ubicacién geografica es mostrada en la Figura 1.2.

La capital es Pekin y su moneda es el Yuan chino. Es el pais con menor indice

de analfabetas, contado s6lo con el 9 % de la poblacion.

Las principales fuentes de ingreso econémico chino serfan:

Agricultura.

Industria.

Construccion.

Servicios.

Cabe recalcar que el pafs es auto-suficiente en abastecerse en cereales, por lo
que no depende de importaciones, aunque en productos como la carne necesita
importar esta clase de alimentos, ya que no son capaces de abastecer la demanda
que tiene el pueblo chino.

China es la segunda economia del mundo por debajo de Estados Unidos, como
se muestra en el Cuadro 1.1 en el cual se muestran las primeras cinco economias
mundiales, ademds se puede observar el lugar que ocupa Japon, como se menciond

en el apartado anterior.

China tiene comercio informal, como consecuencia a la gran cantidad de
despidos que hubo, por esa razén el PIB no refleja en su totalidad la produccién

total del pais, aumentando un 17 %.
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Figura 1.2: Ubicacién geogréfica de China, Fuente:d-maps

1.3.1. Antecedentes historicos de la economia china (1960-2015)

Para el afio de 1960 China surge una nueva politica a consecuencia de los “afios
negros ”  (1959-1961) en la cual se implementan las siguientes medidas:

= Tratar de restaurar la agricultura.

= Potenciar los estimulos materiales.

= Desarrollar la educacion cientifica y técnica.

’ Puesto ‘ Pais PIB
1 Estados Unidos | 18,036,648.00
2 China 11,064,664.79
3 Japo6n 4,383,076.30
4 Alemania 3,363,446.82
5 Reino Unido 2,861,090.73

Cuadro 1.1: Ranking de Economias Mundiales 2015 en millones. Fuente: Banco
Mundial
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= Enfocarse mds en aspectos cualitativos que cuantitativos en la valuacién

productiva.

Con dichas medidas, para el afio de 1966 China disolvié la deuda que tenia con

la Unidn Soviética.

La Revolucién cultural va del afio de 1966-1970, cuyo lider Mao Tse Tung,
intentd depurar el Partido de burgueses, llevando a violentos conflictos provocando
después una crisis econdmica llamada ”Gran Salto Adelante ”, desde 1970 hasta

1978 pierde la organizacién econdémica central.

Debido al Gran Salto Adelante y a la Revolucién cultural, las ambiciones de la
sociedad requeria un plan que movilizara los recursos y los asignara a los sectores
mds necesitados. Por esta razén se mantuvieron los principios de organizacién
planificada de la economia, las reformas utilizadas fueron las siguientes:

= Asignacidn de recursos financieros (inversiones).

Asignacién de materiales (productos semiterminados y bienes de equipo).

Asignacion humana (mano de obra) en las empresas industriales.

Sin autonomia en la toma de decisiones.

Entrega de beneficios integros al Estado.

Debido al éxito de las reformas en la agricultura en 1984, el Comité Central del
Partido promulga un sistema mixto en el cual coexisten planificacién y mercado,
evitando con ello el choque de una liberacién repentina de precios, aunque viene
de multiples fugas de un circuito a otro.

Debido a la caida de la URSS en 1991, en China, los conservadores se
convencen en que el poder descansa en el desarrollo econémico, mejorando el nivel

de vida de la poblacion, apoyando a los reformistas.



Capitulo 2

Series de tiempo

En este capitulo definiremos las series de tiempo para el caso univariado, asi
como sus propiedades. Definiremos estacionalidad, autocorrelacién y el proceso
de ruido blanco, el cual es importante en el proceso de verificacién de un modelo
adecuado. Ya que el modelo, utilizado para el control, explicacién o prondstico del
evento en observacion necesita ser confiable. Se utilizardn estas caracteristicas para

verificar que sea confiable.

Esto es necesario para poder generalizar el modelo y llevarlo al caso
multivariado que es el caso donde se utiliza mds de una serie de tiempo.

2.1. Definicion de series de tiempo

Una serie de tiempo es una serie de observaciones X;, que son registradas
a través de un periodo de tiempo ¢, ordenadas de acuerdo al momento en que

ocurrieron.

Las series de tiempo se dividen en dos tipos Tiempo Discreto, siendo las
observaciones indexadas en un conjunto numerable ¢, mientras que a Tiempo
Continuo las observaciones son guardadas en un intervalo de tiempo continuo.

El principal objetivo en el andlisis de una Serie de Tiempo es proponer
un modelo probabilista hipotético que represente el comportamiento de las
observaciones para elegir la familia adecuada estimando los parametros que se
encuentran en el modelo que se propone.

En las observaciones registradas puede que se encuentre la presencia de

11
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componentes no estacionarios, como tendencia, estacionalidad, etc., por lo que es
necesario quitarselos ya que no se desea que se confunda con tendencia a largo
plazo. Esto es util para el andlisis de observaciones como el movimiento de los
precios en la bolsa, comportamiento en las ventas, etc., que al ser ajustadas para
obtener un modelo, se pretende que la simulacién tenga un bajo nivel de error.

Se puede ver un ejemplo de una serie de tiempo en la Figura 2.1 que registra
el movimiento del indice bursitil Dow Jones Industrial diario del periodo de
31/07/2017 al 27/10/2017.

Dow Jones Industrial

Indicadores
30 40 50 80
1 1 1

20

10

0 5 10 15 20 25 30

Tiempo

Figura 2.1: Serie de Tiempo correspondiente al indicador Dow Jones Industrial
(DIJI) del 31/07/2017 al 27/10/2017. Fuente: Yahoo Finanzas

Modelo de Serie de Tiempo: Un modelo para una serie de tiempo es una
especificacién de distribucidén conjunta del vector aleatorio de una secuencia de
variables aleatorias X ,...,X;, de ahi que puede ser denotado como un proceso

estocastico:

{X;; teT}, 2.1

paracadan € {1,2,...} tomamos 71, ...,t, € T. Cabe mencionar que habrd un abuso

de notacién puesto que se emplea el término series de tiempo para referirnos a los
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datos y al proceso ajustado con las observaciones realizadas.

Un proceso {X; } es estacionario de segundo orden, también se le conoce como
débilmente estacionario, si para cada n € {1,2,...} para cualquier 71,1,....,t, €T y
para todo 7 tal que T+41t,T+1,...,T+1, €T se tiene que los momentos de orden
uno y dos del vector X;,, ..., X;, son iguales a los del vector X;, ;z,...,X; 7, €s decir:

a ) E[X;] = u. Esto quiere decir que la esperanza no depende del tiempo.

b ) Cov[X;,X;11| = V- Esto significa que la covarianza entre las dos variables es
independiente al tiempo ¢ para cada £, por lo que s6lo depende de la distancia
o retraso entre los tiempos.

Estacionariedad Fuerte: Un proceso estocdstico [X;;¢ € T] se llama
estacionario fuerte si para todo n > 1 para cualquier #,,#,...,t, € T y para 7 tal
que T+1,T+1,...,T+1, € T, la distribucién conjunta del vector (Xi,,...,X;, ) es
igual a la funcién de distribucién conjunta del vector (X;,+¢, ..., X, +7), s decir:

E| seeestn (Xl ’ 7Xn) = F}1+’L‘,‘..Jn+T(X17 7Xn) (22)

Modelos con tendencia: Es una funcién de cambio en relacién al tiempo con
respecto a la media de la serie de tiempo denotada de la forma m, en el modelo:

X, =m+Y, (2.3)

con Y; un proceso estacionario al tiempo f¢, X; una serie estacionaria no
necesariamente estacionaria y E[Y;] =0

En el ajuste del método de regresion por minimos cuadrados, la m, asociada a
una tendencia cuadratica se define como:

m; = a0+a1t+a2t2 2.4)

Mientras que la tendencia lineal se define como:

m, = ag+agt (2.5)

Ambas pertenecientes a una familia paramétrica de {a;}? , de la forma:
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m; = Zaiti (2.6)
i=0

Modelos con estacionalidad: La estacionalidad es un movimiento periédico s;
en el tiempo ¢ con periodo d, tal que s;_4 = s;, la estacionalidad puede ser por dia,
mes o afos. Dicho movimiento se denota en la serie de tiempo del modelo como:

X =s+Y, (2.7)
Un posible ajuste para s; seria una Suma Armdnica dada por:

k
st =ao+ Y (ajcos(Ajt) +bjsin(Ajt)) (2.8)
=1

Ilamando al método como Regresiéon Arménica.

De lo anterior podremos denotar al Modelo de descomposicién cldsica como:

Xi=m+s:+Y; (2.9

Donde Y; es el componente del ruido aleatorio del modelo.

Estas propiedades son ejemplificadas en la Figura 2.2, en la cual podemos
observar el movimiento del indicador Dow Jones a través de los dias y un
movimiento errdtico, ademds de no ser estacionaria en la serie de tiempo.

Para poder manejar los datos de una manera adecuada asi como obtener
una serie estacionaria se requiere eliminar la tendencia y estacionalidad de la
serie. Dichos métodos se veran mds adelante para la construcciéon de un modelo
apropiado.

2.2. Funcion de Autocovarianza, Autocorrelacion vy
Autocorrelacion Parcial

Para comenzar a explicar la funcién de autocorrelacién, primero definiremos la
funcién de autocovarianza, (ACVF por sus siglas en inglés), yy para una serie de
tiempo estacionaria [X;,7 € Z] con su valor de retraso 4, de la siguiente manera:
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Descomposicion de series de tiempo aditivas

observed

trend

seasonal

40 5 0 04 02 00 02 04 10 30 50 010 30 S0

random

Time

Figura 2.2: Serie de Tiempo correspondiente al indicador Dow Jones Industrial
de 31/07/2017 a 27/10/2017, se muestran de arriba a abajo: los datos observados,
el componente de tendencia, el componente de estacionalidad y el componente
aleatorio. Fuente: Yahoo Finanzas

Yx (h) = Cov(Xin, X;) = E[(X; — x (1)) (Xen — Mx (t + 1))Vt € Z,h € N (2.10)

donde px (1) = IE(X;) es la media del parametro X;.

Debido a que X; se define como estacionaria de segundo orden, la yx (%) no
depende del tiempo ¢. Se puede notar que Yx(h) = yx(—h), indicando que la
sucesion de autocovarianzas es simétrica con respecto al origen .

Debido a que las observaciones son obtenidas en serie cabe la posibilidad
que haya cierta correlacion, esta puede ser representada con la Funciéon de
Autocorrelacion, ACF por sus siglas en inglés, calculada como:

h
px(h) = === = Corr(X,1n, X;). (2.11)

Cabe mencionar que Yx(0) = Cov(X;,X;) = Var(X,), V.

Para comenzar, se utiliza la funcién de autocorrelacion muestral de los datos,
en la cual se estimardn los valores de la ACF, para posibles modelos estacionarios
de una serie de tiempo, de la siguiente manera:
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Estimacion de la funcion de autocovarianza

n—|h|
y(h) :=n"" Z (Xpppp —X) (% — %), —n<h<n (2.12)

t=1

Estimacion de la funcion de autocorrelacion

p(h) = —n<h<n (2.13)

Dow Jones industrial

1.0

08

ACF
04

0z
|

00

-0.2

Figura 2.3: Estimacion de la Funcién de Autocorrelacion para el indicador Dow
Jones Industrial, mostrando las bandas de confianza +1.96//n

Funcion de Autocorrelacion Parcial Se utiliza para medir la correlacion que
hay entre dos variables Y; y Y;_; el efecto que induce en ellas el conjunto de
variables que intervienen Y;_1,Y;_5,...,Y;_z11. El coeficiente obtenido es conocido
como la autocorrelacion parcial (PACEF, por sus siglas en inglés) con retraso 7Ty es
denotado como ¢;;. Para estimar la PACF se abordard mds adelante.
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2.3. Eliminacion de Tendencia y Estacionalidad

Como podemos notar cierta existencia de tendencia en la serie de tiempo del
Dow Jones Industrial antes mencionada. Para poder eliminar la tendencia existen

diferentes métodos, que se presentaran a continuacion.

Para comenzar se elabora la grafica de los datos con el objetivo de notar la
existencia de tendencia, en caso de haber se utilizard la descomposicion clasica del
modelo, Ecuacién 2.7, con el objetivo de identificar los componentes m,, s, para asi
poder obtener la serie transformada sea estacionaria ;.

Debido a los datos demasiado altos se opta por utilizar la transformacion
logaritmica para asi tener un control sencillo en los datos utilizados, esto
empledandolo antes de cualquier andlisis. Para el ejemplo del DJI, se aplica el
logaritmo natural en la serie debido a que los datos son demasiado grandes
complicando el andlisis en los datos, dando como resultado un cambio en la escala
observada en la Figura 2.3

Dow Jones Industrial

Indicadores

0 5 10 15 20 25 30

Tiempo

Figura 2.4: Logaritmo natural del indice Dow Jones Industrial.

1. Eliminacion de tendencia en ausencia de estacionalidad
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Con ausencia de estacionalidad, el modelo de la Ecuacion 2.9 seria de la
siguiente forma

Xt:mt+Y[’ Z‘ZI,...,I’Z (214)

Dénde E(Y;) =0

Un método muy usual para eliminar la tendencia es por medio de diferencias,
en vez de quitar la tendencia por un método de suavizamiento en los datos.
Para ello se define el operador V de la siguiente manera :

VX[ :Xt _thl — (1 _B)Xt (215)

Donde B es el operador de retraso

BX, =X, (2.16)

De esto se tiene que B/ (X;) = X;_ j que implica la siguiente relacion

VI(X)=(1-B)X,, j=>1 (2.17)

Aplicando el operador a una tendencia lineal m, = at + 3 se obtiene una
funcién constante, esto quiere decir que se elimina la tendencia.

Vm, = m;—m;_
B+ot—(B+a(r—1))
= o

Ahora usando el operador en una tendencia cuadritica X; = ont* + oyt + o
VX, = o foui+op—(op(t—1) 4o (t—1)+ o)

= 2mpt+0— 0

Como se puede observar, ain no se elimina la tendencia en la serie, debido
a que se conserva en el término 2. Para poder eliminarlo, se debe volver
utilizar el operador V como se muestra a continuacion:

V23X,

V2t + oy — )
= 2opt+ 04— 0p— (2062(t — 1) + 0o — Otz)

= 2062
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Como ejemplo, si X; = m, +Y; donde m, = ):’;:0 c jtj con Y; estacionario con
media cero y se aplica V¥ se obtiene como resultado :

VX, = klep + VFY, (2.18)

siendo un proceso estacionario con media k!cy, esto sugiere la posibilidad
de dada una secuencia de datos x;, al aplicar el operador V repetidas veces
hasta encontrar el posible modelo de un proceso estacionario. Aunque en la
practica es poco comun utilizar una diferencia mayor d=2 para eliminar la
tendencia.

2. Eliminacion de Tendencia y Estacionalidad

Utilizando el Modelo de descomposicion cldsica como sigue:
X,:m,—l—st—l-Yt, tzl,...,n (219)

donde E[Y;| =0, 500 =5y 27:1 s; = 0, se intentard quitar su tendencia y
estacionalidad con el siguiente método.

Esta técnica de eliminacion utiliza el método de diferencia con
estacionalidad, similar al que usamos para la tendencia de la estacionalidad.
Se utiliza un retraso o lag -d, con el operador V,; , que no debe ser confundido
con V¢ = (1 — B) antes descrito en el primer método. El operador es
definido de la siguiente manera:

ViX, =X, —X_qg = (1 —BHX, (2.20)

Aplicando el operador V; a la Ecuacién 2.25 donde s; tiene periodos -d
tenemos que:

VaXe =mi—my_g+Y =Y, 4

La cual nos indica la descomposicién de la diferencia de V,X; en una
componente de tendencia (m; — m;_;) y un término de ruido (¥; — Y;_4). La
tendencia m; — m;_, puede ser eliminada mediante el operador V/.

Un ejemplo de la eliminacién de la tendencia en los datos del PIB como se
muestra en la Figura 2.4 donde se utiliz6 una d=1 y una j=1 en el operador
\%
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Dow Jones Industrial

10 15 20 25 30
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Figura 2.5: Serie diferenciada [V{V'X;,t = 1,...,64] derivada del Dow Jones

Industrial [X;,t = 1,...,64]

2.4. Ruido Blanco

El ruido blanco es una sucesioén X; de variables aleatorias no correlacionadas,

que cumple con las siguientes propiedades:

1. BE(X,)=0

2. Var(X,) = 0% Wt

Dicho proceso serd indicado por la notacion:

{X;} ~WN(0,5?). (2.21)

La sucesion de autocovarianzas del ruido blanco es :

0 sih#0
Cov(Xt,XHh):{ s (2.22)

o sih=0

X
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Ruido Blanco (0,1) Simulado

0 50 100 150 200 250 300

Figura 2.6: Simulacién de 300 datos distribuidos como WN(0,1)

Un ejemplo claro sobre cdmo se comporta una sucesion de variables aleatorias

siendo Ruido Blanco se muestra en la Figura 2.5.

La sucesion de las autocorrelaciones (ACF) de un ruido blanco estd dada por:

0 sih#0
(h) =
px(h) {1 sih=0

Proceso Lineal Causal: Una serie de tiempo {X;} es un proceso lineal causal

si podemos escribirlo como:

Xi=)Y veg,; Wt (2.23)

|=—o0

Con & ~ WN(0,02) y y; es una serie de constantes, con Z |yi| < oo, para

[=—o0

suponer la varianza de {X; } constante; si |y;| = 0 para i < 0, se dice que el proceso
es causal, es decir, el proceso al no depende de los valores futuros de & al tiempo ¢
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2.5. Modelos Autoregresivos AR

2.5.1. Modelo AR(1) Autorregresivo de primer orden

Asumimos que {X;} es una serie estacionaria que satisface:

X,:u+¢1Xt_1+8t t:0,:|:1,

Donde {& ~ WN(0,6?%) , |¢1] < 1y & no tiene relacién con X;, s < ¢, al
utilizar el proceso centrado ¥; = X, — i tendremos como resultado:

E(Y,) =0

Para encontrar la funcién de Autocorrelaciéon de Y; multiplicamos cada lado por
X;_.7T > 0, teniendo:

'}/Y(T) = COV(YHYF‘E)
= Cov(¢1Y;_1,Y; 1) +Cov(&,Y, )
= ¢iw(t—1)

= o/w(0)

Observamos que ¥(7) = y(—7). Usando la definiciéon de la funcion de
autocorrelacion, tenemos que:

pr(t) = w(T) =¢l 7=0,+1,...

1w (0)

Se sigue que por la linealidad de la funcién de covarianza en cada argumento y al
no estar relacionado & con Y,_;:

¥(o) = Cov(¥,,Y)
= COV((I)lthl +&, 01X +€t)
= ¢Cov(Yy,Yy) + o
= oiw(0)+o0;
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Al despejar 1a 97 (0) de la ecuacién, obtendremos la varianza del proceso, teniendo

como resultado: 5

G&‘
1- ¢}

Dando un ejemplo de un proceso lineal causal, veremos las propiedades en un

% (0) =
proceso AR(1) como sigue:

Xi = 0 X1+&
= §+0(0Xi2+8&_1)
= &+0&_1 +¢28172

= &+0¢& 1+ (P281—2 +...+ (Pké‘;_k
X, = Z ¢jgt7j
=0

siendp equivalente a escribir el proceso lineal causal de la Ecuacién (2.23), por lo
que un proceso AR(1) es un proceso lineal causal siempre que converja, esto se
requiere para expresar la variable X; en términos de datos pasados, por lo que los
prondsticos serian independientes a datos futuros.

2.5.2. Modelo AR(p)

Sea X; un proceso estacionario de segundo orden, es decir la esperanza E(X; ) =
Wy la covarianza y(h) = Corr(X;4,X;) escrito de la siguiente manera:

X=X+ 0Kt ot 0 Xyt & 9 AOTn=1,p  (224)

con & ~ WN(0,62) y ¢, € R,Vn = 1,...,p a este proceso se le conoce como
Autorregresivo de orden p, esto quiere decir que las observaciones X; dependen
de las observaciones anteriores que se encuentran en la serie.

Se utilizar4 el proceso centrado Y¥; = X; — 4, como consecuencia queda:

Y=0Y, 1 +®Y, 2+..+0,Y ,+& (2.25)

Para poder obtener las autocovarianzas o autocorrelaciones en un proceso
AR(p) se necesitardn las ecuaciones de Yule-Walker. Para poder llegar a ellas
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multiplicamos la Ecuacién (2.21) por Y;_; con 1 < 7 < p para aplicar la Esperanza,
teniendo:

E(YY,—¢) = 0 EY,_1Y—1) + EY, Y 7))+ ...+ (PPE(Yz—thfr) +E(&Y—7)
(2.26)
utilizando que E(Y;) = 0, propiedad supuesta en causalidad, es posible ver la
E(Y;Y,_¢) como:
E(Yzth‘c) = ]E(Ythfr) _E(Yt)]E(Yzfr)
= Cov(YY; 1)

= (1)
Con esto la ecuacion (2.26) puede ser escrita como:

YT —dw(t—1)—...— W (7t —p) =E(&Y—) (2.27)

Al utilizar la definicion de causalidad, que E(gY;—;) = 0, al sustituir en la
ecuacion (2.27), & un proceso de ruido blanco, ademds dividimos entre 1 (0) en

los casos en que 1 < 7 < p, con lo que tendremos las siguientes expresiones:

(t=1  p()—¢1—..—¢p(p—1) =0
(1=2) p(2)—dip(1)—...—9pp(p—2) =0
(t=3) p3)—01p(2)—...—¢pp(p—3) =0
(t=p) plp)—0p(p—1)—..—=¢, =0

Este sistema corresponde a las ecuaciones de Yule-Walker. Mds explicito se puede
expresar de la siguiente manera:

Oc1 +P1902 + P20z + ...+ P10 = P1

f)l(l)n + 002+ P10+ .+ Pr2er = P2 2.28)

Pr-1071 +Pr202 +Pr 303+ ... + P = Pr
Se toman las p conocidas buscando un resultado para las ¢, excepto k = T que son
los valores que interesa obtener, para cualquier proceso estacionario. Si el proceso
es AR(p) causal ,entonces, de acuerdo a las ecuaciones de Yule-Walker, se tiene
que ¢z = @p. Ademas, ¢r = 0 para T > p. Con esto se hablaria de un modelo
AR(p).
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2.6. Modelo de Medias Moviles MA

2.6.1. MA(1) Medias Méviles de primer orden

Considerar la serie definida por la siguiente ecuacion:
Xt:.u—f—gt-l-GlS[,l t:(),:l:17

Donde pt y 0; son constantes reales y el proceso [&] ~ WN (0,62) . Utilizando
el proceso centrado ¥; = X; — i se puede concluir que E[Y;] =0 , E[Y?] =
0> (146%) <o,y

c}(1+0) sit=0
w(t+71)=< 026 siT==+l
0 si|t] > 1

De esto se cumple que es débil estacionaria y {X;} es estacionaria y la funcién

de autocorrelacion de X; es:

1 sit=0
pr(t)=< 6/(1+62%) sit==+l
0 si|t]>1

Concluyendo que el modelo no depende del tiempo y es finito, por lo que el
proceso {¥7} es un proceso estacionario

2.6.2. Modelo MA(q)

Diremos que el proceso X; se llama de promedios mdviles con orden ¢, o
MA(q) por sus siglas en inglés Moving Average si se puede escribir como:

Xl‘ - H. + 8; + 9] 8I—1 + ...+ 9q8,_q (229)
donde Ly 8; j=1,...,q son constantes realesy el proceso {&} es WN(0, 62).

Utilicemos el proceso centrado ¥; = X; — u por lo que tenemos las siguientes

propiedades:
1. Ely;]=0

q
2. Var(Y;) = 62(2 GJZ) ,00=1
=0
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3. Covl[Y;, Y] = Kjibejetj) <§69i8”iﬂ

q q
Cov(Y;,Yii¢] = ZZGjOiE[Eta/‘Stfrfi]
j=0i=0
q-Tq—T

= L) 960

7=0i=0
g ’}/,r

para T = 0,1,2,....q y ¥ = 0 para T > ¢g. Por otro lado la sucesién de
autocorrelacién (ACF) es dada como:

=0 it =0,1,...,q

pr(|zl) = i (2.30)

Concluyendo que el proceso MA(q) es un proceso estacionario ya que al
calcular el primer y segundo momento sus expresiones no dependen del tiempo.

Si se obtuvieran py(1),py(2),..., en algin momento de 7 valen cero y
hablarfamos de un MA(g). En un modelo AR(p) no existe por lo que se emplean
la sucesién de autocorrelaciones parciales (PACF), que nos ayuda a identificar el
modelo AR(p).

2.7. Modelo ARMA(p,q)

Diremos que el proceso X; estacionario es Autorregresivo de Medias Mdviles

(ARMA(p,q) por sus siglas en inglés) si se puede escribir como:

X[ — ¢1X171 T e (PPXt*P = 8[ + 918[71 + "‘ qutfq (231)

en la que & ~ WN(0,62) y los polinomios (1 — ¢1€ —...— ¢,€7) y (1+ 61 +...+
6,€,) no tienen raices en comiin. Una forma més concisa de la ecuacién 2.31 es la

siguiente:
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9(B)X, = (B¢ (232)
donde ¢(.) y 6(.) Son polinomios de grado p y g respectivamente
o(e)=1—gre—...— Ppe?
0(e)=1+061e+...+6,¢?

y B es el operador de retroceso (B'X; = X, j,B/e, = &_;,j =0,£1,...).

Se dice que la serie {X;} es Modelo Autorregresivo de orden p (AR(p)) si
0(g) =1 y Modelo de Medias Méviles de orden g (MA(q)) si ¢(g) = 1.

Una propiedad necesaria del proceso ARMA(p,q) es la causalidad, que nos
permite escribir el proceso X; como una combinacion lineal de los & anteriores.
Un proceso ARMA(p,q) es causal si existen constantes y/; tal que }.7 lyj| <eoy
se puede escribir como:

X = Z Vi&_ Vt. (2.33)
j=0

La causalidad es equivalente a la condicion:

o(e)=1—dre—...— 9’ £0 V|e| <1 (2.34)

La identificacién de un modelo AR(p) y MA(g) en un proceso X; se propone
mediante el cdlculo del ACF y PACFE.

Invertibilidad El proceso X; ARMA(p,q) es invertible si existen constantes
{m;} finitas, tal que, Y7o [7;| < ooy con:

&=y mX._; Vi (2.35)

j=0
La invertibilidad es equivalente a la condicion:
0(e)=1+61+..+6,e7 #0 Ve|<1 (2.36)

esto es equivalente a que las raices del polinomio caracteristico estén fuera del
circulo unitario.
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2.8. Modelo ARIMA

El modelo Autorregresivo Integrado de Medias Mdéviles (ARIMA(p,d, g) por
sus siglas en inglés) es una generalizacién del modelo ARMA(p, g), utilizado en
series de tiempo no estacionarias, las cuales pueden serlo mediante la aplicacion
de diferencias sobre la serie original, dada por:

Y, := (1-B)X, = VX, (2.37)

esta definicion significa que X; satisface la ecuacién de la forma:

¢*(B)X, = ¢(B)(1 —B)'X, = 0(B)g, & ~WN(0,6?).

Donde ¢ (€) y 6(¢) son polinomios de grado p y q, respectivamente, y ¢(€) # 0
para |g| < 1. Si el proceso X; es estacionario y d=0 entonces se reduciria a un
proceso ARMA(p,q).

De manera grifica, en la figura 2.7 suponiendo la serie de tiempo estacionaria,
muestra el orden que le corresponderia a un modelo MA(g) que puede tomar el
orden ¢ los valores de ¢ =0, 1,2,3,4 debido a que salen de las bandas de confianza;
mientras que la figura 2.8 nos estaria indicando el orden del modelo AR(p) con el
orden de valor p = 0,1,2; entretanto el grado de no estacionalidad del modelo
es d = 1. Con esta informacién podria sugerirse un modelo ARIMA(p,d, q). Para
poder seleccionar un modelo se tomaria en consideracion el criterio de informacion
akaike, el cual nos indicaria la calidad del modelo.
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Dow Jones Industrial
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|
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Figura 2.7: Estimacién de la Funcién de Autocorrelaciéon para el Dow Jones
Industrial, mostrando las bandas de confianza +1.96//n

2.9. Prondstico de series de tiempo estacionarias

Ahora consideramos el predecir los valores X, + &, h > 0, de una serie de
tiempo estacionaria con media u y la funcién de autocovarianza y en términos de
los valores {Xn, ..., X1}, hasta el tiempo n. El objetivo es encontrar la combinacién
lineal de 1,X,,X,_1,...,X1, que pronostica X, con error cuadritico medio
minimo. El mejor predictor lineal en términos de 1,X,,...,X; se denotard por
P, X, teniendo la forma:

PX, n=ap+a1 X, +...+a,X.

Solo resta determinar los coeficientes ag,ay,...,a,, al encontrar los valores que

minimizan:

S(ag,ai,...,ay) = EXyn —ao— a1 X, — ...fanX1)2.
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Dow Jones Industrial
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Figura 2.8: Estimacién de la Funcién de Autocorrelacion Parcial para el Dow Jones
Industrial, mostrando las bandas de confianza +1.96//n

Como S es una funcién cuadrética de ag,ay,...,a, y estd limitado debajo del cero,
es claro que hay al meno un valor de ag,ay, ... ,a, que minimiza S y que el minimo
ap,ai,...,a, satisface las ecuaciones:

5S(a07a17' - 7an)
561j

y
Lhan = Yn(h)
donde
an:(alv”"an),? Fﬂ:[,}/(l*])]zndzl
y

Wa(h) = (v(R),y(h+1),....y(h+n—1))'
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Por lo tanto,

PXuin =M+ Y ai(Xoi1-i— 1),
i=1

2.10. Regresion con errores ARMA

En la regresion lineal estdndar, se supone que los errores (o la desviacion de
las observaciones de la funcion de regresion) son independientes e idénticamente
distribuidos. En varias aplicaciones del andlisis de regresion, sin embargo, esta
suposiciéon se rompe, como se puede ver por el andlisis de los residuos de la
regresion ajustada y sus autocorrelaciones de la muestra. A menudo es mas
apropiado suponer que los errores son observaciones de un proceso estacionario
de segundo orden de media cero. Dado que muchas funciones de autocorrelacién
se pueden aproximar mediante la funcién de autocorrelaciéon de un proceso ARMA
(p, q) elegido adecuadamente, por lo que habria de considerar el modelo.

Y =XB+& (2.38)

donde Y = (Y1,...,Y,) es el vector de las observaciones al tiempo = 1,...,n, X es
la matriz de los valores de las variables explicativas al tiempo ¢ (también pueden
corresponder a tendencia), B = (Bi,...,B) es el coeficiente de regresion y el
componente & = (&1, ...,&,)’ corresponde a un proceso ARMA(p,q) con media-cero
causal que satisface:

¢(B)E =0(B)g, & ~WN(0,0%).
el modelo ¥; se crea a partir de la estimacion de tendencia en la serie de tiempo.

Minimos Cuadrados Ordinarios: El estimador de minimos cuadrados
ordinarios (OLS por sus siglas en inglés) de 3 es el valor (BOLS) que minimiza

la suma de cuadrados:

(Y—XB)' (Y —XP) :i (2.39)

igualando a cero la derivada parcial con respecto a la componente 3 y asumiendo
que X’X es no singular, observamos que:

Bors = (X'X)"'X'Y (2.40)
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El estimador OLS maximiza la verosimilitud de las observaciones cuando los
errores &1, ..., &, son independientes e idénticamente distribuidos y Gaussiano. Atin
cuando no cumpla con las condiciones e incluso que X es no aleatoria, el estimador
OLS es insesgado, es decir, E[foLs] = B y segin el teorema de Gauss-Markov es
el estimador lineal insesgado no Gaussiano aleatorio de menor varianza. La matriz

de covarianza del estimador es:

Cov(Bors) = (X'X) ' X'T,X(X'X)"! (2.41)

donde T, = E(EE’') es la matriz de covarianza de & siendo los errores
independientes no Gaussiano en la serie.

Minimos Cuadrados Generalizados: El estimador por minimos cuadrados
generalizados (GLS por sus siglas en inglés) de 3 es el valor que minimiza la suma
ponderada de cuadrados:

(Y —XB)T,' (Y —XB) (2.42)

Diferenciando parcialmente con respecto al componente 3 e igualdndolos a
cero, obtendremos:

Bors = (X'T; 1 X)'X'T; y (2.43)

la matriz de covarianza del estimador GLS es:

Cov(Bors) = (X'T,'X)~! (2.44)

Este resultado indica el estimador OLS es un caso particular del estimador
GLS, ya que también es un estimador lineal de las Y’s insesgado para . Es decir,
para cualquier vector ¢ y cualquier insesgado ﬁ del componente S que es una
funcion lineal de las observaciones Y7, ...,Y,,

Var(c'Bors) < Var(c'B)

Con esto se muestra que el estimador GLS es superior al estimador OLS por
tener menor varianza.

Sea V(¢,0) la matriz 62T, existe la matriz 7(¢, 8) que cumple TT' =V !,
es decir, T es rafz cuadrada de V~!. Entonces multiplicamos cada lado de la
ecuacién (2.38) por T, obteniendo:
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TY =TXB+TE (2.45)

una ecuacion de regresion con el vector de coeficientes f3, el vector de datos TY, la

matriz de datos TX y el vector de error 7'&, este tiltimo con media cero y varianza

o

E(EENT'

= TT,T
— [(Tl)fll—lefl}fl

Cov(TE) = E[(TE)TE)
T

- ]Inxn

asi que puede el estimador de 8 por minimos cuadrados generalizados ser obtenido
usado el estimador OLS a la ecuacién de regresion (2.45), dando como resultado:

Bors = (X'T'TX) "' X'T'TY
el cual es idéntico a estimador ﬁGLS. Simplificando la ecuacién tenemos:
Bors = (X*x*)7'x¥'y* (2.46)

ConX*=TXyY*=TY

2.10.1. Estimacion por maxima verosimilitud

En el caso en el que los pardmetros del modelo ARMA(p,q) donde los
errores son desconocidos, son estimados junto a los coeficientes usando la maxima
verosimilitud Gaussiana:

L(B.9,0.0%) = (27) " (ae, ) exp { - (v - XBYT, (¥ - XB) |

donde I',(¢,0,0?%) es la matriz de covarianza de W = Y — X 3. Por ser {W,}
un proceso ARMA(p,q) con pardmetros (¢,6,02), los estimadores de maxima
verosimilitud ﬁ, 0, 6 son encontrados minimizando:
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((B,9,0)=In(n"'S(B,9,0))+n" iznr,,l (2.47)
t=1

n

donde S(B,¢,0) = Z(W,W,)Z/r,,l, W, es el mejor predictor de W, y r;_1 62 es el

=1

error cuadrético medio.
Un proceso iterativo, propuesto por Cochrane y Orcutt (1949) para el caso
q = 0, ahorra la minimizacién. Se basa en la observacién de que para ¢ y 0
fijos, el valor de B que minimiza [(B,¢,0) es Bars(¢,0), que puede ser calculado
algebraicamente de la ecuacién (2.46) en lugar de buscar numéricamente el valor

minimo.
El proceso es como sigue:
1. Calcular BOLS y el residuo estimado Y; —Xt’[gOLS,t =1,...,n, donde X; es el
vector de variables explicativas en el tiempo .

2. Ajustar un modelo ARMA(p,q) mediante mdxima verosimilitud Gaussiana

para los residuos estimados.

3. Para el modelo ARMA ajustado, calcular el estimador BGLS correspondiente

a la ecuacion (2.46).

4. Calcular los residuos ¥, — X/ ﬁGLS,t =1,...,n y regresar al punto 2, hasta que
el proceso converja.



Capitulo 3

Serie de Tiempo Multivariada

Una serie de tiempo multivariada considera varias series de tiempo de manera
simultdnea, con mayor énfasis en datos dependientes. El estudio del andlisis
estadistico méds complejo se debe a la necesidad de poder responder a las
diversas situaciones que se dan en la vida real, asi como a las decisiones que
a menudo se deben tomar y que se encuentran envueltas en variables multiples
inter-relacionadas.

Cabe mencionar que la dificultad, en comparacién con el andlisis de series
univariados es mayor en estas predicciones, especialmente cuando el nimero de
series a considerar es vasto.

El objetivo del anélisis de series de tiempo multivariadas es el de mejorar la
exactitud de la prediccién y el estudio de la relacién entre variables que serdn
comparadas con las de series univariadas mds adelante.

Como ejemplo se usardn los datos de la poblacién de Espafa y su nivel de
educacion, la cual se muestra en la Figura 3.1 para usarse en futuros ejemplos de
series multivariadas. En ésta podemos observar que a menor educacion la poblacién
aumenta y viceversa, por lo que estdn inversamente relacionadas, concluyendo que
su correlacion seria negativa. Este tipo de andlisis es el que emplearemos para
series multivariadas.

35
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Figura 3.1: Gréfica de la serie de tiempo de la poblacién en Espafia y su nivel de
educacién primaria de 1971 al 2014

3.1. Propiedades de Series de Tiempo Multivariada

Para comenzar nos referiremos a {X;;, ¢ = 0,£1,..},i = 1,...,m, con
E(X?) < oo, la serie de tiempo multivariada X, con m variables aleatorias, donde:

X
X, = : , t=0,%1,... (3.1
Xtm
Definiremos la media como:
Hi
w=EX]=| : (3.2)
Hem

y la matriz de covarianza:
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Y (t+ht) - Vim(t+h,t)

T(t+ht) = , (3.3)

Yt (t+ht) - Yum(t+ht)

donde

Yij(t +h,t) = Cov(Xiin Xr j)

Cabe mencionar que la matriz I'(t 4 h,¢) puede ser escrita como :

Dt +h,t) = B[(X,yp — Hoyn) (X, — 1))

3.1.1. Estacionariedad

Asi como vimos en el caso univariado, {X,} es débilmente estacionario,
también llamado estacionariedad, si cumple:

1. p.(¢) no depende de ¢

2. T'x(t+h,t) no depende de ¢ para cada h

para series estacionarias se usa la siguiente notacidn:

pi=EX]=| : (3.4)

AN
L(h) :=E[Xpp—w) X, —)]= |+ (3.5)

y;lﬂl ey
para la media de la serie empleamos u y para la matriz de autocovarianza con

retraso h, I'(h). Si {X,} es débilmente estacionario, entonces cada serie {X,;} es

estacionaria con funcién de covarianza ;. La funcién )/h’ ,i # j, es la covarianza
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cruzada de dos series {X,;} y {X,;}, cabe sefialar que y;;j no difiere de y}{i por las

propiedades de Covarianza.

La matriz de correlacion es:

R(h)y:=| + . (3.6)

ml mm
ph ph

donde:

i W
pli = h

TG
el denominador depende de las varianzas de los procesos i, j.

Propiedades bdsicas de I'(+):

1. T(h) =T'(—h)

2 1Y <R, dj=1,m

3. yz’) es una funcién de autocovarianza Vi = 1,...,m por ser un proceso

estacionario

n
4.y Y dI(j—ka, >0 vne{l.2,---}ya, - a,€R"
j=lk=1

Demostracion(1):

L(h) = BE[X,,— )X, —u)]
= B[X, — )X, —u)]

Cov(X; 1, X—n1) -+ Cov(Xi1,Xi—nm)
i Cov(Xhm,X,_hJ) COV(Xt,maXt—hm)
_?’l’,’{ ey

= T(-h)
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Demostracion(2):
pi <I1|
ij
"Ii’; <1
%]
,)/h] < [,},(l)l,}/é]]l/z

—1<

La propiedad 4 viene del hecho de que:
- 2
/
B(Y 4 (X, )" 20
Jj=

ademads péi =1 Vi=1,...,m.

3.1.2. Ruido Blanco Multivariado

La definiciéon de ruido blanco multivariado es andloga al ruido blanco
univariado.

Ruido Blanco Multivariado: Sea la serie m-variada {Z, } es ruido blanco con
media 0 y matriz de covarianza ¥ denotandose:

{;} ~ WN(()?EDv (3.7

si {Z,} es estacionaria con vector de media 0 y matriz de covarianza, entonces:

T(h) = { % sih=0, (3.8)
0, otro caso.

Cabe mencionar que I'(0) = E[X,,X/| es la matriz de varianza y covarianza
del proceso al tiempo ¢, por otro lado I'(h) estd conformada por la covarianza
entre las series, adelantada en 4 unidades de tiempo una de otra. Es similar al caso
univariado como se vio en el apartado 2.4.

LLa serie {Z,} es ruido blanco i.i.d con media cero y covarianza ¥ escrita

como:

{2,} ~iid(0,%) (3.9)
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si los vectores aleatorios {Z, } son independientes e idénticamente distribuidos con
media 0 y matriz de covarianza Y.

La serie {X,} es un proceso lineal si puede representarse como:

oo

X,=Y Cz_;, {Z}~WN(©,)3), (3.10)

j:—oc

donde {C;} es una secuencia de matrices m X m cuyos componentes son
absolutamente sumables. Esto nos indicaria lo siguiente:

Y ICi(i,))] <o il=1,...,m.
j:—oo

3.2. Proceso ARMA Multivariado

Asi como vimos en el caso univariado, se podrd definir una clase de
proceso estacionario multivariado {X,} satisfaciendo un conjunto de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes. Se dice que {X,} es un proceso
ARMA(p,q) si {X,} es estacionario y si para cada t,

X~ @ X, e~ ®X, , =Z,+O1Z,_ +..+O,Z,_,, (3.11)

donde {Z,} ~WN(0,Y).

{X,} es un proceso ARMA(p,q) con media u si {X, — u} es un proceso
ARMA(p,q).

Las dimensiones de las @j, y de Ej son de m x m. Por ejemplo en el modelo
AR(1)conm =2,

¥ - X1 = 0aX11+ 021X 12+ 2
=
Xo =X +001Xi—12+Zp

donde X;; es la primer serie y X, la segunda serie al tiempo ¢ y ¢ el coeficiente de
retraso, donde, en forma vectorial y matricial:

X Zi
X, = . Z= ~WN(0,%),
X, <th> Z, (z,2> 0.3
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o o111 P21
o211 P21
La ecuacion (3.11) puede escribirse en forma polinomial como:

D(B)X, = O(B)Z,

donde ®(Z2) =1—®1Z— P 2> —...—D,27,0(Z) =1 - 01 Z— 07> — ... — ®,ZP
e I es la matriz identidad y se usa B, el operador de retraso. En el ejemplo se tiene
que:

X,
X\ [ o 912 X
X o211 021 X2

y para ©®:

y el proceso es de la forma ®(B)X, = @(B)Z, .

Por lo tanto el proceso AR(1) es:
X, =®X,1+7Z, {Z}~WN(0,Y (3.12)

3.2.1. Causalidad e Invertibilidad

Asi como lo hicimos en el proceso univariado, se definird la causalidad
e invertibilidad en el proceso ARMA(p,q) multivariado con la diferencia en
lo coeficientes y;, 7r; son reemplazadas por matrices de m x m ¥;,II;, ambas
absolutamente sumables.
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Causalidad: Un proceso ARMA(p,q) {X,} es causal, o una funcién causal
de {Z,}, si existen matrices {¥;} con componentes absolutamente sumables, que
cumpla:

X = i‘Psz—j Vt,{Zt}NWN(O,X) (3.13)
j=0

por lo que el proceso ARMA(p,q) causal es un proceso lineal en el cual C; = 0 para
Jj < 0. Un proceso ARMA(p,q) es causal si cumple con la condicién:

det(®(z)) #0 Vze C talque |[z] <1 (3.14)

Como ejemplo, en el proceso AR(1):
X, =X 1 +Z, {Z}~WN(03)

se tiene que ®(Z) = I — ®Z, en consecuencia ocurre que det(P(z)) #0 Vz €
C talque |z|] < 1. De lo anterior, notemos que es equivalente a que los valores
propios de @ son en norma, menores a 1.

Las matrices {¥} se encuentran de manera recursiva de las ecuaciones:

¥=0,+) &V¥j j=0,1,.. (3.15)
k=1
donde Wy,0) =1,0; =0 para j > g,P; =0para j > p,y ¥; =0 para j <0.

Para un proceso AR(1) tenemos que:

j=0 ¥ = I

j=1 ¥ = &Y, = P,
j=2 ¥, = ¥, = P2,
j:n \Pn = cI)an—l = (Dn7]237

por lo que en un proceso AR(1) causal X; = ;":0 diz,_ i

Ejemplo: Para un proceso AR(1) bivariado:

0 0.5
X =®Z,_,+2Z, {Z,}~WN(0,) con(b:(o 0 )
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Tenemos que :

(3 %)-(22)

Porlo que ®/ =0 V> 1. Ahora, se tiene que:

0 = det(®—ZI)

“al(3%) (3 0))

o] 2 0.5]
0 -z

= ZlasiqueZ=0<1

43

lo cual indica el proceso causal, ya que los procesos AR(1) son causales cuando

los valores propios son menores que 1. Entonces:
X, =Y ¢z, ;=2,+9Z,_,
j=0

que es también un proceso MA(1), al mismo tiempo que un AR(1).

Invertibilidad: Un proceso ARMA(p,q) {X,} es invertible si existen matrices

{I1;} con componentes absolutamente sumables, tales que:

Z,=Y IX,_; Vi
j=0

un proceso ARMA(p,q) {X,} es invertible si cumple con lo siguiente:

det®(z) #0 VZ e Ctalque|Z| <1

las matrices II; se encuentran recursivamente de las ecuaciones:

I;=—®;— Y Ol j=0,12,..
k=1

(3.16)

(3.17)

(3.18)

donde ) = —II, &®;=0paraj> p,0;=0paraj>qyll;=0para;j<O0.

Se puede aplicar un resultado para procesos lineales que indica que para:
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X, = Z CiZ,;

Jj=—00

la matriz de autocovarianza es I'(h) = Y. 7 Cj44X C; en el cual el proceso {Z, } es
estacionario con media O para inferir que un proceso causal, el cual es un proceso
linealconC; =0 Vj<0yC;=%¥ j>0,esestacionario con media 0 y matrices
de covarianza:

L(h)=Y Wi ¥; h=0,£1,£2,..
j=0

3.2.2. Ecuaciones de Yule-Walker

Se supone un proceso ARMA(p,q) causal:

®(B)X, = 0(B)Z, (3.19)

Similar al caso univariado, cuando se obtuvieron las ecuaciones de
Yule-Walker:

Tk~ Y @T(k—r) = T(k)—®(k—1)—...—®,I(k—p)

q
= Y O0XV¥, , k=012
j=k

En particular en un proceso AR(p)

k=0 T[(0)—®T(—1)—..—®,[(—p) = O ¥,
o sea I'0)— i(bjl“(—j) =X
j=1
o bien T'(0) — &, I7(1) — ... —CIJPF/(]?) =X
Parak=1,....p

q
) 6L ¥ debidoaque; =0
j=k
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y entonces,

T(k)— D T(k—1)—...—®,[(k—p) =0

suponiendo p > 1 tendremos lo siguiente:

k=1  T(1)=®T(0)—d(—1)—...—®,[(1—p) =0
k=2 r(2)— @ I(1)— I 0)—...—d,I[(2—p) =0
k=p T(p)—®T(p—1)—d[(p—2)—..—D,I(0) =0

en forma general:

)4
(i) = Zcbjr(i—j), i=1,...p
j=1

También se tienen ecuaciones para valores k = p+ 1,p+ 2,... en general
para un modelo ARMA(p,q) causal, empleando el mismo proceso de resolver
las ecuaciones de k = 0,1,...,p para obterner I'(0),I'(1),...,I'(p) usando en
caso necesario que I'(—h) = I"'(h) y luego se resuelven de forma recursiva las
ecuaciones de k = p+ 1,p+2,... . Por ejemplo, para I'(0),...,['(p) suponiendo
que Qj Vj, ¢; Vj, ¥; VjyZXsonconocidas, entonces tenemos:

k=(p+1) T(p+1)—2T(p)—PL(p—1)—...—P,['(0) = i LY &
ik

por esa razon:

F(p—i— 1) = i 9]2: ‘P.,-,k—i—cbll“(p) —|—<I>2F(p— 1) =+ ... +CDPF(0>
=k

y asi sucesivamente.

Cabe recalcar que las ecuaciones de k = 1,2, ..., p, forman un sistema de
ecuaciones complejo, debido a que cada ecuacién involucra un sistema de
ecuaciones de m X m, aunque para el proceso causal puede usarse:
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F(h)= Y ¥ ¥,
Jj=0

Al truncarse la serie, se puede llegar a una aproximacion de la matriz de
autocovarianzas.

3.2.3. Estimacion de la media y funciéon de autocovarianza

La estimacién del vector media y la covarianza de una serie de tiempo
multivariado estacionario es importante al momento de describir y modelar la
dependencia de los componentes.

Estimacion de u

Sea {X,} estacionaria con media i, un estimador insesgado de i basado en las
observaciones X, ...,X, es el vector de medias:

la media estimada del vector j-ésimo en la muestra es:

_ 1 &
Xij=- Y X;
i3
y es insesgado porque:

n

) EX]

t=1

E[X,] =

S |-

pero E[X;] = i no depende de ¢, entonces:

EX,|=u

Asi como en el caso univariado, la varianza de cada entrada de X, debe ser
estadisticamente cero. Esto es, si {X,} es estacionaria con media u y funcién de
covarianza I'(-), entonces si n — oo :
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esto es, si la autocovaianza con un lag & tiende a cero en cada serie cuando hay
muchas muestras en cada serie, entonces la suma de la varianza de los promedios
se vuelve cero debido a que las varianzas de la media en cada serie disminuye.

Ademas

nE[(X, —u) —>ZZy,; si i|y;'j|<oo, 1<i<m

o i=i h=—o0 h=—o0

Con un poco de mds suposiciones restrictivas en el proceso {X,} podria
mostrarse que {X, } tiene asociada una distribucién normal para muestras grandes,

pero hacerlo es complicado y poco préctico.

Estimacion de I"(h)

Como en el caso univariado, un estimador de la covarianza

T(h) = (X, — 1) (X, — )] s

Z Xon—X,)X,—X,) para0<h<n-—1
1:

[7(—h) para —n+1<h<0

I'(h) es la matriz de varianza y covarianza muestral para un retraso h. Por

ejemplo en una serie bivariada:

1 XIl an — _
ro) = nt;[(xﬂ)-(an)][(XszZ)—(XnI»XnZ)]

X —X _ _
( o )[Xanl,Xﬂan]

=\ X2 —Xnpn
1 _ 1 _ _
;Z?:1(Xz1 _Xn1)2 ;Z?:1(th —an)(Xzz —an)
- 1 _ _ 1 _
ZZ?zl(le —Xu1) (X2 — Xi2) ;Z?;l(th —Xn2)?

Se denota como 77,'.1]' a cada componente de f(h), i,j=1,2,..., entonces las
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correlaciones cruzadas estimadas son:
)A,ij
h

NI
Py 7@

si i = j, entonces p,’ se reduce a la funcién de autocorrelacién de la serie

i-ésima.

En series multivariadas las series pueden estar correlacionadas entre si. En caso
de que no suceda bastard con modelar cada serie de forma univariada. La siguiente
prueba sirve para comprobar si dos series estacionarias son independientes.

Sea {X,} la serie de tiempo bivariada cuyas componentes son definidas como:

X1 = Z 4Zi-r1, {Zn}~1D(0,0})

k=—o0

Xo= Y, BiZ-k2 {Zp}~1D(0,03)
szoo

donde {Z;1} y {Z»»} son independientes, 0} + |0y| < ooy 02 + |Bi| < eo.

Entonces para todos los enteros 4 y k con h #* k, para n grande el
vector aleatorio formado por las variables aleatorias n'/ 2;3,12 y n'/ 2;322 es
aproximadamente normal bivariado con media 0, varianza Y7, p}lpjzz, y

: o 11,422
covarianza Y5 P Piix_p -

Suponiendo {Z1} y {Z»} son ruido blanco, entonces n'/2p)? es

oo

aproximadamente normal con media 0 y varianza }7._, P}lpfz = P61p§2 =o?

Entonces ﬁ}}z es aproximadamente normal con media O y varianza 1/n y
. : 212 »12 o 11522
ademds la covarianza entre p,” y p,~ es cero pues para Y72 _..p; Pji_, COMO
222 _ P 1 _
k#£h Ptk =0amenos que j = h— k, pero en este caso p,_, = 0y entonces, la

suma vale cero.

Asi que si tenemos ruido blanco p}? es aproximadamente N(0,1/n) . En
general las series {X;; } y {X;2} no son ruido blanco, aunque se podrian aproximar
como ruido blanco a través de filtros.

El filtro de una serie {¥;} en funcién de una serie {X;} es un conjunto {7;} tal
que:
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Y = Z TjXi—

J=—00

= i TiB/X,

J=—00

= T(B)X,

donde T(B) = Y7 _., 7;B/ es un operador.

Sean {X;1} y {X;»} procesos ARMA(p,q) invertibles, obtener

Zi=Y 0%, ;; i=12
j=0

donde Hg-i) se obtiene de acuerdo al teorema de invertibilidad como:

y nizi= %

e S 0!

con ¢’ y ' los polinomios autorregresivos y de promedios méviles de cada serie;
i=1,2.

En la préctica se desconoce X; ; parat < 0y en el modelo tedrico se reemplaza
{Z,;} por los residuos {W;;} obtenidos al ajustar el proceso ARMA(p,q) adecuado.
Estos deben ser ruidos blacos y podemos usar la anterior aproximacién si se

cumplen los supuestos:

1. W;; se escribe en funcién de X; ;;, las cuales queremos obtener y son

independientes.

2. Por ser invertible Z]]ﬂﬂ < oo, bajo el supuesto {X;1} y {Xn}
son independientes, las series {Z;} son independientes, entonces, las

A12

correlaciones p}%, p}*> h+ k para {Z1}y {Z>} son aproximadamente

normales para n grandes e independientes con distribucion N(0, 1 /n).

Asi que puede probarse de forma aproximada independencia entre las series

usando la aproximacién normal y rechazo Hp a un nivel « si:
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Aplicando la regla de decisién, con & = 0.05, [p}?| > 1.96//n.

Si un proceso ARMA(p,q) se ajusta al probar los supuestos, debe suceder que
los gréficos ACF, incluso los cruzados, estén dentro de las bandas de confianza
y cuando las series originales son independientes, no conviene modelarlas
conjuntamente, es decir, la ﬁhu no sale de la banda y lo mismo sucede con ﬁgl

Ejemplo

En el siguiente ejemplo se empleardn los datos de la educacion en Espaiia,
asi como su Poblacién, para hacer notar la posible relacién que exista entre estas

series.

Se puede observar en la Figura 3.2 la dispersion entre las series. Se calcula
la correlacién para saber si existe relacién en los datos, por lo que se obtiene lo
siguiente:

1 —0.6671762
—0.6671762 1

Gréfica de dispersion

36e+07  40e+07  44e+07

Educacion k33

104 106 108 110 112 114

Poblacion

36e407  4.0e+07  4.4e+07
L
Lo

104 106 108 110 112 114

Figura 3.2: Gréfico de dispersion entre la educacion en Espafia y su Poblacion,
respectivamente de 1971 a 2014. Fuente: Banco Mundial

Podemos concluir que estdn inversamente correlacionadas, es decir, al crecer
una decrece la otra y viceversa; esto tiene sentido pues al aumentar la educacién en
un pais se tiene un mejor control natal de la poblacion.
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Como se puede apreciar en la Figura 3.3, vale la pena utilizar esta relacion entre
los datos, confirmando correlacidn inversa e indicando la dependencia necesaria,
permitiendo un andlisis multivariado.

Aunque la correlacion de las series son calculadas en el mismo periodo, es
decir, sin retrazo, mas adelante se calculara la correlacion con retraso usando el

operador diferencia.

Educacién Educacién & Poblacién

05

05 1

05 00

ACF

05 00

0
0

ACF

05 00 05
-05 00 05

Figura 3.3: Gréfico de la funcidn de autocorrelacion entre la educacion en Espaiia
(V1) y suPoblacién (V2) de 1971 a 2014 con una banda de confianza +1. 96n—1/2,
Fuente: Banco Mundial

3.3. Modelado y Prediccion con series de tiempo
multivariadas

3.3.1. Mejores predictores lineales de vectores aleatorios de segundo
orden

Sea {X, = (X;1,...,X;m)’} una serie de tiempo m-variada de segundo orden con
media E[X;] =y y matriz de covarianza m x m dada por:

/ T
E[X;Xj] _H,Ej =I(,J)
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asf como en el caso univariado, se puede obtener la mejor prediccion lineal de un
vector aleatorio Y = (¥1,...,¥,,)’ con segundo momento finito y E[Y] = U, definida

como:

P,(Y)=(PY1,....BY,) (3.20)

donde P,(Y;) es el mejor predictor lineal de la componente Y; de Y, y la constante
1. Se sigue por las propiedades del operador prediccidn que:

PY)=pu~+A(Xy— ) +A2(Xp—1 — Up—1 + ... + AnXy — g 3.21)

para algunas matrices Ay, ...,A,, también:

decimos que dos vectores aleatorios de dimensién m X e Y son ortogonales
(escritos como X L Y), si E[XY'] =0.

Un caso especial es reemplazando Y por X, 1, el mejor predictor lineal X, 11
de X,+1 en términos de X1, ..., X, se obtiene lo siguiente:

. 0 sin=0
Xn+1 = .
Py(Xpt1) sin>1

por lo que podremos escribir:

A

X1 =P Xy +... +P,, X1, n=1,2,...

y por la ecuacién (3.22) tendremos:

E[(X, 11 = Xui1) Ky1-)] = 0. (3.23)

En el caso donde {X, } es estacionario se llega a:

fcpnjr(i—j)zr(i), i=1,..n (3.24)
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3.3.2. Prediccion de un proceso Autorregresivo Multivariado

En el caso de un AR(p), o VAR(p), se tienen las ecuaciones de Yule-Walker,
para un proceso VAR(p) estacionario. A partir de la ecuacién (3.24) se tiene:

i=1  ®uL0)+@pul(—1)+...4+ @, (1—n)= TI(1)
i=2 O (1) +Ppl(0)+...+ P, L(2—n)= TI(2)

i=n  ®OuT(n—1)+®pl(n—2)+...+®,,[(0)= I(n)

Las soluciones de las ecuaciones de Yule-Walker para ®,1,...,P,n es la misma
que en los coeficientes de las ecuaciones de prediccién en la ecuacion (3.24).

Es decir, la metodologia para resolver las ecuaciones de Yule-Walker en
un proceso AR(p) causal, permite obtener ®,;,Pn,...,P,,, asi que P, =
Dy, Py =Dy,..P,, = P,, cabe recalcar que las ecuaciones de Yule-Walker
aplican para k =0,1,2,...,p,p+1,... Como ya se mencioné en el apartado 3.2.2.
se puede resolver k = p+ 1 en adelante de forma recursiva, entonces en la ecuacién
(3.24) se toma ®,; =0de j=p+1,p+2,..., es decir, ,; de las ecuaciones de
prediccién es ®; en las ecuaciones Yule-walker ®,,; = ®; para j =1,2,...,p. La
mejor prediccién lineal, que minimiza la ]E[(X,/H,] —Xpi1) K1 — X1 ], lanorma
del vector ortogonal para X,1 es:

A

X1 =P X+ ... + D0 X1 =91 X,,+ ... —i—CI)an_H_p

por lo que quedaria como :

Xip1 = @1 X+ oo + @p X1 (3.25)

en la parte prictica se estiman ®; Vj

XnJrl = ciDIXn "‘ci)Zanl + ... +qA)an+1fp

Calculamos el mejor predictor lineal en & pasos aplicando el operador P, a
todos los componentes de X}, X>, ..., X, para obtener las recursiones:

PuXorn = cI)1PnX11—4—h—l + ...+ cI)anXn+h—p (3.26)
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estas ecuaciones son sencillas de resolver recursivamente, primero para P,X 1,
después para P, X, ., asi sucesivamente.Si n > p, entonces los predictores del
h-ésimo paso basados en todos los componentes de Xj, —eo < j < n, también
satisfacen (3.26) y por lo tanto son los mismos que los predictores del i-ésimo
paso basado en X1, ..., X),.

3.4. Cointegracion

Como se vio en las series de tiempo univariada no estacionarias, éstas pueden
ser transformadas a estacionarias mediante el uso del operador diferenciaV=1—B

repetidamente.

Si {V9X,} es estacionario para algdn entero positivo d pero {V¢~!X;} es no
estacionario, decimos que {X;} es integrado de orden d, es decir, {X;} ~ I(d).
Muchas veces en macroeconomia, las series de tiempo tienen integracion de orden
1.

Si {X,} es una serie de tiempo m-variada, definimos { VX, } como la serie cuya
j-ésima componente se obtiene aplicando el operador (1 — B)? para el j-ésimo
componente de {X,}, j=1,....,m.

La idea de una serie de tiempo multivariada cointegrada fue introducida por
Granger y desarrollada por Engle y Granger.

Se dice que la serie de tiempo {X;} m-dimensional es integrada de orden d, o
{X,} ~1(d), si d es un entero positivo, {V/X,} es estacionaria, y {V/"'X;} es no
estacionaria. El proceso I(d) de {X;} se dice que es cointegrado con vector de
cointegracion o si o es un vector m X 1 tal que {@'X;} es de orden menor que d.

Ejemplo:

Se emplearan los mismos datos de Espaiia, con la diferencia de que se utilizard
el método de cointegracién de los datos, con lo que se tienen datos estacionarios.

En la Figura 3.4 después de aplicar la diferencia, se observa una concentracion
de los datos en el grifico de dispersiéon y se calcula la siguiente matriz de
correlacion:

Para confirmar la correlacién que hay en la serie, se calcula y se obtiene la
siguiente matriz de correlacion:
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Grafica de dispersion

-3e+05 -le+05 1e+05
I I I

o
oo
.. 3 & so,l o
Educacion ° ot

1e+05
I

° Poblacién

e+d5
1
%
o

-3e+05
I

Figura 3.4: Gréfico de dispersién entre la educacién en Espafia y su Poblacion de

1971 a 2014 . Fuente: Banco Mundial

1 0.009730459
0.009730459 1

De lo anterior, la correlacion de la series se ve alterada, debido al cambié de
signo cercana a cero. Intuyendo que no es necesario un anélisis multivariado en la
serie, ya que no se sabe qué sucede con la otra serie cuando s6lo una tiene retraso.

En la figura 3.5 mostramos la funcién de autocorrelacién y es mds notoria la
independencia entre ambas series, por lo que se recomendaria ajustar por separado,

una serie de tiempo univariada para cada una de ellas.
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Educacién Educacion & Poblacién
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Figura 3.5: Gréfico de la funcién de autocorrelacién entre la educacién en Espaiia
y su Poblacién de 1971 a 2014 con una banda de confianza +1.96/,/n. Fuente:
Banco Mundial



Capitulo 4

Ajuste de modelos de series de
tiempo del PIB

Existen modelos que asumen observaciones independientes, convirtiendo la
dependencia de las observaciones en un impedimento para su andlisis. A pesar de
ello, en los datos obtenidos en cualquier practica en donde el tiempo juega un papel
importante, se llega a una dependencia, por lo que se plantea el uso del andlisis de
series de tiempo. Estos modelos son de gran relevancia por lo siguiente:

= Modelan la tendencia en el comportamiento de las series de tiempo.
= Permiten el prondstico de valores futuros en la serie de tiempo.

= No requieren necesariamente tener informacién de las variables exdgenas
que afectan la serie para su andlisis. Las series pueden ser univariadas o

multivariadas.

Se modelaran los datos del Producto Interno Bruto (PIB) de Japén del afio 1960
al afio 2015 de manera univariada y multivariada en conjunto con el PIB de China
en el mismo periodo de tiempo. Lo anterior debido a que China organiz6 los juegos
olimpicos en 2008.

Como lo explicamos en el capitulo uno, los datos recabados en el Banco

Mundial, corresponden al Producto Interno Bruto Nominal de datos anuales.

Dada su cercania geogréfica (Figura 4.1) e idiosincrasia similar, con una
amistad entre ambos paises, se piensa que ambas series estdn lo suficientemente

57
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relacionadas como para poder pronosticar el comportamiento del PIB, dentro de 10
afios tanto en China como en Japén. Esto con el fin de conocer si es de provecho
organizar los juegos olimpicos que se planean para Jap6n en 2020, debido al
atractivo turistico y la inversién extranjera que implica un evento de tal magnitud.

PACIFICO

Figura 4.1: Ubicacién geogrifica de China y Japén
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4.1. Ajuste univariado del PIB de Japon

En la serie del PIB de Japdn, Figura 4.2 , podemos notar una tendencia a la
baja en los datos en los udltimos afios esto debido al tsunami que ocurrié en 2011
[14] , por lo que claramente notamos que la serie no es estacionaria. Para llegar a
que la serie sea estacionaria se usara la diferencia con distintos retrasos, ademads,
la serie tiene una tendencia exponencial, por lo que conviene utilizar el logaritmo
en los datos.

PIB de Japon

jap
2e+12  3e+12  4de+12  Se+12 Be+12
1 1 1 1

1e+12
1

Oe+00
1

T T T T T
1960 1970 1980 1990 2000 2010

Time

Figura 4.2: Gréfico del Producto Interno Bruto de Japén de 1960-2015. Fuente:
Banco Mundial
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Al emplear el método de diferencia para quitar la estacionalidad en los datos,
comparamos los resultados de manera gréfica, en la Figura 4.3, y resalta que en la
segunda diferencia los datos no presentan tridngulos, rombos o alguna estructura
de algtn tipo, por lo que supondremos ausencia de estacionalidad y, para efectos
del trabajo, homoscedasticidad. Entonces la serie a analizar serd el logaritmo de la

segunda diferencia:

V(X)) = (1-B)*X] conX'=log(X), Wt

PIB Japén

Mm

T T T T T T
1960 1970 1980 1990 2000 2010

difffjap
02 00 02 04

Time

PIB Japon

T T T
1960 1970 1980 1830 2000 2010

dif2iap
03 .04 01 03
L

Time

PIB Japén

dif3ap
04 00
L

1970 1980 1990 2000 2010

Time

Figura 4.3: Gréfico de la serie de tiempo del PIB de Jap6n de 1960-2015,V (X)),
V2(X)), VA(X)).
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En la Figura 4.4 los valores que salen de la banda de confianza en la

ACF y PACEF indican posibles pardmetros del modelo teniendo como resultado,

p=0,1,2,3,4,56,7y q=0,1,2,3,4,5 ,al analizar todos los posibles modelos,

nos fijamos en el criterio Akaike (AIC) para proponer un modelo.

| Modelo AIC | Modelo AIC | Modelo AIC
ARIMA(0,2,0) | -77.97 | ARIMA(1,2,0) | -80.37 | ARIMA(2,2,0) | -81.96
ARIMA(0,2,1) | -88.44 | ARIMA(1,2,1) | -90.05 | ARIMA(2,2,1) | -88.65
ARIMA(0,2,2) | -90.45 | ARIMA(1,2,2) | -88.46 | ARIMA(2,2,2) | -87.55
ARIMA(0,2,3) | -88.46 | ARIMA(1,2,3) | -87.46 | ARIMA(2,2,3) | -91.93
ARIMA(0,2,4) | -86.46 | ARIMA(1,2,4) | -85.89 | ARIMA(2,2,4) | -90.28
ARIMA(0,2,5) | -90.83 | ARIMA(1,2,5) | -90.76 | ARIMA(2,2,5) | -89.76
ARIMA(0,2,6) | -91.36 | ARIMA(1,2,6) | -89.43 | ARIMA(2,2,6) | -88.08
ARIMA(0,2,7) | -89.5 | ARIMA(1,2,7) | -89.77 | ARIMA(2,2,7) | -88.51
Cuadro 4.1: Resumen de resultado AIC en el modelo ARIMA(p,d,q)
| Modelo AIC | Modelo AIC | Modelo AIC
ARIMA (3,2,0) | -82.29 | ARIMA(4,2,0) | -87.55 | ARIMA(5,2,0) | -85.57
ARIMA(3,2,1) | -87.23 | ARIMA(4,2,1) | -86.00 | ARIMA(5,2,1) | -85.33
ARIMA(3,2,2) | -85.45 | ARIMA(4,2,2) | -85.41 | ARIMA(5,2,2) | -83.93
ARIMA(3,2,3) | -89.94 | ARIMA(4,2,3) | -89.90 | ARIMA(5,2,3) | -88.47
ARIMA (3,2,4) | -89.80 | ARIMA(4,2,4) | -88.42 | ARIMA(5,2,4) | -86.52
ARIMA(3,2,5) | -89.78 | ARIMA(4,2,5) | -87.79 | ARIMA(5,2,5) | -86.21
ARIMA(3,2,6) | -86.16 | ARIMA(4,2,6) | -85.78 | ARIMA(5,2,6) | -83.15
ARIMA (3,2,7) | -88.07 | ARIMA(4,2,7) | -84.14 | ARIMA(5,2,7) | -86.16

Cuadro 4.2: Resumen de resultado AIC en el modelo ARIMA(p.d,q)

Con la informacién en los cuadro 4.1 y 4.2 podremos proponer el modelo,
utilizando la informacién AIC, ARIMA(2,2,3). La verificacion del supuesto de
que el residuo es ruido blanco, se obtiene con ayuda de las ACF y PACF de los

residuales en la Figura 4.5. De ésta se observa que los datos obtenidos estan dentro

de las bandas de confianza, lo que nos da seguridad de concluir, de manera gréfica,

que los residuales se comportan como ruido blanco.
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Figura 4.4: Gréfico de la PACF y ACF del PIB de Jap6n,V?(X/)

El modelo ARIMA(2,2,3), de acuerdo al cuadro 4.1, incluyendo los valores de
los pardmetros, queda de la forma:

0(X) =1 —0.4544x +0.6722x2 — 0.8432x%;  V2(X/)

¢(X) =1+0.0956x+0.7205x%; V2(X/)
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ACF de residuos ARIMA(2,2,3)
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Figura 4.5: Gréfico de la PACF y ACF de los residuos del modelo propuesto
ARIMA(2,2,3) del PIB de Jap6n,V2(X/)

Es importante que se converja a una distribucién normal porque de esta parten
otras distribuciones ademads de poder realizar inferencia estadistica, esto es pruebas
de hipétesis e intervalos de confianza. Una forma de ver de manera gréfica si los
datos son normales, es por medio de las graficas del tipo QQ-plot en los residuos.
Como podemos observar en las Figuras 4.6 y 4.7, se supondria que se comporta de
manera normal, més adelante se dardn pruebas formales.
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Figura 4.6: Gréfico de dispersion en recta Normal en los residuos del PIB de un
modelo ARIMA(2,2,3)
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Figura 4.7: Histograma de la Normal en los residuos del PIB de un modelo
ARIMA(2,2,3)
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En la tabla 4.2 se muestran algunas pruebas estadisticas en los datos para poder
decir si los residuos cumplen con varios supuestos estadisticos.

Para probar que los datos se ajustan a una distribucién normal primero
comprobamos la independencia con la prueba L Jung-Box y la prueba
de Box-Pierce mostrada en la Figura 4.8, la cual nos indican que los
residuos son independientes; ahora utilizamos las pruebas Kolmogorov-Smirnov,

Anderson-Darling y Shapiro-Francia, para muestras pequeiias.

La prueba t, bajo el supuesto de que la media u tiene valor cero, obtenemos el

resultado que tiene media u = -0.01683266, siendo estadisticamente cero 0.

Se muestran los resultados de las pruebas en el cédigo R que en su mayoria

cumple con lo que se requeria.

Prueba P-Value | Resultado
Dickey - Fuller 0.01 Se rechaza que la serie no es estacionaria
Ljung-Box 0.8208 Se cumple el supuesto, los residuos son independientes

Kolmogorov-Smirnov | 0.4756

Se cumple el supuesto, es Normal

Anderson-Darling 0.003388

No se cumple el supuesto, no se distribuye Normal

Shapiro-Francia 0.003868

No se cumple el supuesto, no se distribuye Normal

t-test 0.1628

Se cumple el supuesto por lo que tiene media estadisticamente cero

Box-Pierce 0.8256

Se cumple el supuesto, los residuos no estan correlacionados

Cuadro 4.3: Pruebas al modelo final ARIMA(2,2,3)

Residuos estanadarizados

ACF de residuos

Valores p para el estadistico Ljung-Box

Figura 4.8: Andlisis de residuos del modelo ARIMA(2,2,3)




66 CAPITULO 4. AJUSTE DE MODELOS DE SERIES DE TIEMPO DEL PIB

Aunque la muestra no se comporte como una distribucién normal, podremos
pronosticar el comportamiento del PIB de Japén 10 afios a futuro, mostrando en
la Figura 4.9 los datos del PIB con los datos modificados, para regresar la serie
utilizamos la suma inversa conociendo el primer dato de la serie podemos utilizar
este comando (diffinv[]), observamos en la Figura 4.10 una tendencia a la baja en

los datos originales del PIB de Japon.

PIB Japdn 2020
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Figura 4.9: Prediccion en el modelo ARIMA(2,2,3) de las diferencias del logaritmo
en el PIB de Jap6n
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Figura 4.11: Prediccién del modelo ARIMA(2,2,3) del PIB de Japén Ampliado
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4.2. Ajuste de regresion con errores ARMA

Se usardn los datos del logaritmo del Producto Interno Bruto de Japdn, con
la segunda diferencia ya que se vié que es estacionario, y el método de minimos
cuadrados generalizados usado regresion con errores ARMA siendo la variable
explicativa el tiempo o los afios en la que ésta ocurre. Se calcula el ACF y PACF
inicialmente, se muestran en la Figura 4.12.

Se checa los valores propuestos en la PACF Y ACF ajustdndolo directamente
con errores ARMA, tomando el criterio akaike con un valor —104.4819 se propone
el modelo ARIMA(1,2,2) :

0(X)=1-1.50885476, +0.91539816,

0 (X) = 1—0.3129856¢,
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Figura 4.12: ACF y PACF de los residuos en el PIB de Jap6n
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Aplicando el método suguerido por este método aplicamos las pruebas para
comprobar su efectividad, asi como se usaron en el caso anterior.

En la tabla 4.4 se muestran algunas pruebas estadisticas en los datos para poder
decir si los residuos cumplen con varios supuestos estadisticos.

Para probar que los datos se ajustan a una distribucién normal se utilizan las
pruebas Anderson-Darling y Shapiro-Francia para muestras de tamafio menor a
50. Pero en la prueba Lilliefors (parecido a Kolmogorov-Smirnov) se simula una
distribucién Normal utilizando los datos y asi comprobar su distribucién.

Debido a que se distribuye normal se puede emplear la prueba t bajo el supuesto
de que la media u tiene valor cero, con el resultado obtenido podemos concluir que
la media es estadisticamente cero, por lo que se puede afirmar que es ruido blanco
con media cero.

La prueba de Box-Pierce es una prueba relacionada con la Ljung-Box mostrada
en la Figura 4.13, la cual nos indican que los residuos se distribuyen de forma
independiente.

Se muestran los resultados de las pruebas en el cddigo R que en su mayoria
cumple con lo que se requeria.
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Figura 4.13: Prueba Ljung-Box ARIMA(1,2,2) en la serie transformada
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Prueba ‘ P-Value ‘ Resultado

Kolmogorov-Smirnov | 0.5209 | Se cumple el supuesto, se distribuye Normal
Anderson-Darling 0.02519 | No se cumple el supuesto, se rechaza la distribucién Normal
Shapiro-Francia 0.06073 | Se cumple el supuesto, se distribuye Normal

t-test 0.8523 | Se cumple el supuesto con media 0.002

Box-Pierce 0.7564 | Se cumple el supuesto, los datos no estdn correlacionados

Cuadro 4.4: Pruebas al modelo final empleando ajuste con errores ARIMA(1,2,2)

Al predecir la serie, tenemos la Figura 4.14 y al regresar los datos a su serie
original se obtiene la Figura 4.15.

PIB Japén 2020

Ljap
27 28 29
I I

26
1

T T T T T T
1960 1970 1980 1990 2000 2010

Time

Figura 4.14: Prediccién ARIMA(1,2,2) en la seriea de las diferencias del logaritmo
en el PIB de Jap6n
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Prediccion de PIB error ARIMA(1,2,2)
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Figura 4.15: Prediccién del modelo ARIMA(1,2,2) en el PIB de Japén a 10 afios
utilizando la regresién con errores ARMA
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4.3. Ajuste multivariado entre China y Japon

Se toman los datos para convertirlos en series de tiempo y con ello mostrar
las graficas de como se comporta el PIB en la Figura 4.16 de China (X;) y de
Japén (Y;). Cabe mencionar que en el afio 2008, afio en que se llevaron a cabo las
olimpiadas en China, hay un incremento notorio en el PIB de ambos paises. Sin
embargo, hay una decaida en el PIB de Jap6n en 2011, esto debido al terremoto y
tsunami que ocurrid el 11 de marzo de 2011 frenando su economia y estropeando
el crecimiento que estaba teniendo[14].

PIB de China y Japon
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Figura 4.16: Grifico del Producto Interno Bruto de China (X;) y Japén (Y;)de
1960-2015. Fuente: Banco Mundial

Se realizan pruebas de correlacion sobre los datos del PIB de China y
Japon, teniendo como resultado el Cuadro 4.6, la cual nos indica que estan
relacionados inversamente y la correlacion es significativa. Esto se puede notar
con mayor claridad con la grafica de dispersién en la Figura 4.18, se nota que estan
inversamente relacionados.
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Prueba Correlacién | Dos lados Mayor ‘ Inferior ‘
Pearson | 0.6158063 | 4.383x10°%7 | 2.191%x107%7 | 1
Spearman | 0.9457963 | 2.2%¢107!6 2.2%10716 1
Kendall 0.8454545 | 2.2«10°16 2.2%10716 1

Cuadro 4.5: Pruebas de correlacion entre el PIB de China (X;) y Japén (Y;)

China

2e+12 4e+12 Be+12 8e+12 1e+13

Oe+00

Grafica de dispersion entre China y Japén

@00 @

o
o

o

o o oo o ©

o
o
°7 o

o ° °

T T
0e+00 1e+12

T T T
2e+12 3e+12 4e+12

Japén

T T
Se+12 Ge+12

Figura 4.17: Griéfico de dispersion entre el Producto Interno Bruto de China (X;) y
Japén (Y;) de 1960-2015. Fuente: Banco Mundial

Por lo que si conviene realizar un andlisis con los datos de forma multivariada,

cabe mencionar en la correlacion calculada la serie no hay retraso.

Utilizando las transformaciones de logaritmo y la diferencia podremos

convertir ambas series en estacionarias, teniendo en la varianza de Japén un valor

de 0.0135365, mientras que para la varianza en China es un valor de 0.0118343,

la covarianza entre el PIB de ambos paises tiene el valor -0.00183113 y las

correlaciones entre las series transformadas se encuentra en el cuadro 4.7, una vez

transformadas ambas series obtendremos la Figura 4.18 .
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Prueba Correlacién | Dos lados ‘ Mayor ‘ Inferior ‘

Pearson -0.1446754 | 0.2966 0.8517 | 0.1483
Spearman | 0.02923575 | 0.8334 0.4167 | 0.5835
Kendall 0.03563941 | 0.7036 0.3518 | 0.6482

Cuadro 4.6: Pruebas de correlacién entre el PIB de China (X;) y Japén (Y;)

transformada
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Figura 4.18: Gréfico de la serie de tiempo del PIB de China y Japén de 1960-2015.
V2(X!), V2(Y/) respectivamente. Fuente: Banco Mundial

En el Cuadro 4.5 se calcula la correlacion en la serie con lo que se tiene la

1 —0.1446754
—0.1446754 1

confirmando lo que decian las correlaciones y pruebas asociadas, las series estdn

siguiente matriz:

inversamente relacionadas, lo cual hace plausible utilizar un andlisis de tipo

multivariado.

Para saber si conviene modelar simultdneamente el PIB de China y

Japdn, se obtienen las autocorrelaciones y correlaciones cruzadas, asi como las
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autocorrelaciones parciales y autocorrelaciones parciales cruzadas de la Figura
4.19 y Figura 4.20, para emplear el modelo multivariado debe haber valores fuera
de las bandas de confianza para la ACF y PACF entre China, Jap6n y viceversa. En
el caso en donde no salgan de las bandas, no conviene hacer el andlisis puesto que
no estdn relacionadas entre si y convendria mds hacer un andlisis univariado.

Se puede pensar, por los resultados obtenidos, que la economia nipona depende
en gran medida de la economia China.
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Figura 4.19: ACF de la serie de tiempo del PIB de China y Japén de 1960-2015.
V2(X!), V?(Y/) respectivamente. Fuente: Banco Mundial

Para elegir el modelo a emplearse se utiliza el criterio AIC, la estimacién se
basa en minimos cuadrados ordinarios en una regresién multivariada de la forma:

X, =P1 X1 + P2 X 2+ ... + X+ 1

donde las ®; son matrices de n x n y u, = 621, (error aleatorio de tipo esférico de
dimensién 7, en nuestro caso u, es de dimensién 2), donde 6 es un pardmetro que
indica la varianza en cada observacion, mientras que I; es la matriz identidad n X n
al tiempo ¢. Con underlineu, se suele dividir en dos partes, Homocedasticidad y
ausencia de autocorrelacion, esto sucede cuando:

= Homecedasticidad: Esto ocurre cuando los errores u, (t=1,2,...,n) tienen la
misma varianza ¢

Var(u,) =02, t=12,..,n
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Figura 4.20: PACF de la serie de tiempo del PIB de China y Japén de 1960-2015.
V2(X!), V?(Y/) respectivamente. Fuente: Banco Mundial

s Ausencia de autocorrelacion: Las covarianzas (también las correlaciones)
entre cada par de errores son nulas:

Cov(u,u;) =0, i#j i,j=12,.,n

Si ademds se distribuyen normalmente, esto implicaria que los errores son
estocdsticamente independientes y no estin correlacionadas; por lo que los valores
estimados bajo el modelo VAR(2) son de la forma:

X, =91 X 1 +P2 X, 2+u,

o _ [ —0-343933 —0.019109
"7\ —0.008586 —0.453197

( —0.292477 —0.226476 )
D, —

0.148399  —0.096992

—0.006779
Et =
0.002459
En la Figura 4.22 se tienen las ACF y autocorelaciones cruzadas de los residuos
del modelo propuesto VAR(2). Si ninguno de los valores sale de la banda de
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confianza, es decir, son significativamente cero, se tiene un indicativo de un ruido
blanco. En estas series se nota que en ningtn valor sale de las bandas, por lo que
no se estarfan violando los supuestos estadisticos del modelo.
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Figura 4.21: ACF de la serie de tiempo del PIB de China y Japén de 1960-2015.
V2(X!), V?(Y/) respectivamente. Fuente: Banco Mundial

Al obtener las raices en VAR(2) tenemos los siguientes valores:

0.5526553

0.5526553

0.4504635

0.4504635

ya que ninguna es uno, se puede decir que el modelo es estable y no es
necesario utilizar un modelo SVAR.

En la Figura 4.23 se puede ver de forma gréfica la estabilidad en la serie debido
a que los valores no salen de la banda de confianza.
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Empirical fluctuation process
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Figura 4.22: Prueba de estabilidad para el modelo VAR(2).

En el cuadro 4.8 damos las pruebas necesarias para verificar supuestos en el

modelo VAR(2); para una mejor explicacion de cada una de las pruebas revisar la

bibliografia [13] [14].

’ Prueba

‘ p-value ‘ Resultado

ARCH (multivariado)

0.8454

Se acepta la homoscedasticidad , varianza constante

Jarque y Bera

0.4706

Se acepta la distribucién normal

Asimetria 0.835 Se acepta la distribucién normal
Curtosis 0.2032 | Se acepta la distribucién normal
Anderson Darling 0.2658 | Se acepta la distribucién normal
Portmanteau 0.2549 | Se acepta que no estdn autocorrelacionadas

Cuadro 4.7: Pruebas del modelo VAR(2) en el PIB de China y Jap6n

Ahora al calcular las ACF, en la Figura 4.23, y PACF, en la Figura 4.24, los
valores no salen de las bandas de confianza, por lo que podemos concluir que es

ruido blanco.
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Figura 4.23: PACF de la serie de tiempo del PIB de China y Japén de 1960-2015.
V2(X!), V?(Y/) respectivamente. Fuente: Banco Mundial

Como paso final, se hace la prediccion para 10 afios en el PIB de China y Japén,
al mostrar los resultados se muestra el PIB de ambos paises, la grafica se muestra
en la Figura 4.25, aunque estos son los datos transformados. Para poder regresar
a la serie original para el caso de Japon, el cual es el que nos interesa predecir, se
tomarén los 10 datos predichos, asi como su banda de confianza y serdn unidos a la
serie modificada para después ser utilizada con el comando diffinv para regresar a
la serie original, mostrada en la Figura 4.26. Cabe recalcar una tendencia a la baja
por parte del PIB de Japén .
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Figura 4.24: ACF de los residuos del modelo propuesto VAR(2), serie de tiempo
del PIB de China y Japén de 1960-2015. V2(X/), V2(Y/) respectivamente. Fuente:
Banco Mundial
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Figura 4.25: Prediccién de la serie usando el VAR(2).



4.3. AJUSTE MULTIVARIADO ENTRE CHINA Y JAPON

Prediccion de PIB muiltivariado Jap6n 2020
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Figura 4.26: Prediccion en la serie original.
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Capitulo 5

Conclusiones

La serie original en el Producto Interno de China y Jap6n cuenta con 56
registros que se obtiene anualmente desde el afio de 1960, tomando en cuenta la
produccioén de bienes y servicios en cada pais. Cabe mencionar que Japén sufrié
un terremoto en el afio de 2011 por lo que se vio afectado su crecimiento en

comparacién con China, que tuvo un acelerado crecimiento.

Al principio se modelo la serie de Japén como un caso univariado, en la cual
se observaba una serie no estacionaria y crecimiento exponencial, aplicando una
transformacion logaritmica y doble diferencia, con la cual la serie se convertiria en

estacionaria.

Para continuar al calcular y obtener las graficas ACF y PACEF, se pudo proponer
el modelo ARIMA(2,2,3), se mostr6 que la serie de residuos se distribuye normal,
es ruido blanco y con media cero; esto nos permite predecir los datos de Japén a 10
afios en la serie, lo que muestra una tendencia a la baja de su PIB, incluso durante
y después de los juegos olimpicos planeados en 2020.

Después se hace de manera similar al univariado, un ajuste que ahora
se toma en cuenta dos series de tiempo, supuestamente relacionadas, ya que
si no lo estuvieran no tendria caso realizar un andlisis multivariado y seria
mejor analizar cada serie de manera separada, primero se prueba que las series
estén correlacionadas suponiendo que no existe retraso entre ellas. Encontramos
que estdn inversamente correlacionadas, lo que nos permite utilizar el andlisis
multivariado, se utilizd entonces el comando VARselect, el cual devuelve los
criterios de informacién y el error de prediccion final para el incremento secuencial
del orden de retraso en un proceso VAR (p). Estos criterios se basan en el mismo
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tamafio de muestra. De acuerdo a estos, se selecciona un VAR(2) con el criterio
AIC.

Al realizar las pruebas necesarias, se demuestra que los residuos se distribuyen
normal, hay homoscedasticidad y no estdn auto-correlacionadas, lo cual nos
permite predecir los datos de China y Japén 10 afios en la serie. Después se anexan
los datos a la serie modificada y se hace lo mismo que en el caso univariado y
errores ARMA para volver a la serie original, los prondsticos tiene una tendencia
a la baja nuevamente.

Cuando se comparan las predicciones en el PIB de Japdn en el caso univariado
(superior azul), errores ARMA (medio morado) y el multivariado (inferior rojo)
mostrado en la Figura 5.1 notamos que para el caso multivariado tiene una
tendencia a la baja marcada que en el caso univariado y errores ARMA, esto podria
ser ya que en la prediccién se tomé en consideracion el PIB de China, que crecia
alin mas, y al estar inversamente relacionadas, su tendencia a la baja es marcada.

Comparacion prediccion del PIB de Japon
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Figura 5.1: Comparacidn de las prediccion univariada ARIMA(2,2,3), Multivariada
VAR(2) y Errores ARMA(1,2)

Ahora para decidir cudl es el mejor estimador, eso es mds subjetivo, y
podria tomarse como mejor estimador al caso multivariado, pues se estd tomando
en cuenta una relacién que tiene historia entre China y Japén como naciones
geogrificamente cercanas.



84 CAPITULO 5. CONCLUSIONES

En conclusién, el gobierno Japones debe de tomar medidas para que aumente
su PIB y ser més llamativo para las empresas extranjeras con el fin de atraer capital
extranjero y aumentar su PIB y estar preparados para un gasto como lo es llevar
un evento como lo son los juegos olimpicos. Se esperaria que con dicho evento ya
hubiera aumentado su PIB por la difusién que tuvo en los pasados juegos de Brasil
2016 y durante el evento aumente mas como sucedio en los juegos Olimpicos de
China 2008 con Japén.



Apéndice A

Criterio Akaike

El criterio de informacién de Akaike (AIC) es una medida de la calidad relativa
de un modelo estadistico, para un conjunto dado de datos. Como tal, el AIC
proporciona un medio para la seleccién del modelo.

El andlisis de regresiéon estd basado en la estimacién de ecuaciones
generalizadas (EEG), es un método importante para el ajuste de modelos
de regresiéon. El Akaike Information Criterion (AIC) no puede ser aplicado
directamente ya que estd basado en la funcién de maxima verosimilitud, es por eso
que existan criterios disponibles en R como lo son el AICC (Akaike Information
Corrected Criterion) y el BIC (Bayesian Information Criterion), por lo que los
modelos en R para series de tiempo estdn ajustados con base en la funcién de
maxima verosimilitud.

De manera general el AIC es calculado como:

AIC = —2In(L) + 2k.

En donde L es la funcién de verosimilitud y k el nimero de pardmetros del
modelo ajustado. El AIC mide la calidad del ajuste ya que ademads de verificar que
se haya maximizado la verosimilitud supone un castigo por la utilizacién de un
gran nimero de pardmetros, ayudando de esta manera a escoger los modelos que
presenten una menor parametrizacion. Para cada coleccidn de pardmetros fijos, el
maximizar la funcién de verosimilitud equivale a minimizar el AIC. Es por ello
que el procedimiento que se sigue para la eleccién del mejor modelo es encontrar
el que reporte el menor AIC.
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Apéndice B

Codigos en R para el PIB de
Japon caso univariado

A continuacién se escribe el cddigo en R empleado para realizar el andlisis en
el PIB de Japon:

PIB<-read.table("PIB.csv",sep="," header=FALSE)
# Asigna los datos de Japon

japl<-PIB[,1]

# Convierte el PIB a serie de tiempo
jap<-ts(japl, frequency = 1, start = c¢(1960, 1))
# Gréfica el PIB de Japon

plot(jap, main="PIB de Japon")

# Calcula el logaritmo del PIB de Japon
Ljap<-log(jap)

# Calcula la diferencia y retraso
difi2jap<-diff(Ljap, lag = 1, differences = 2)

# Calcula la varianza en los datos

var(difi2jap)

# Grafica la segunda diferencia del logaritmo
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plot(difi2jap, main = "PIB Japén")

# Carga la libreria tseries para la prueba Dickey-Fuller
library(tseries)

adf.test(difi2jap, k=0)

pp-test(difi2jap)

# Gréfica la ACF y PACF del PIB de Japén

# Sugiriendo q=0,1,2,3,4,5 y p=0,1,2,3,4,5,6,7

act(difi2jap, main=". ACF Japon")

pact(difi2jap, main="PACF Japén")

# Calcula el AIC y los valores de las variables

# Con el criterio AIC nos quedamos con el modelo ARIMA(2,2,3)
Jjapard=arima(Ljap,order=c(2,2,3),include.mean= FALSE)

# Calcula los residuos y Grafica ACF y PACF
residuales2=japar4$residuals

par(mfrow=c(2,1))

acf(residuales2, main=".ACF de residuos ARIMA(2,2,3)")
pacf(residuales2, main="PACF de residuos ARIMA(2,2,3)")
par(mfrow=c(1,1))

# Comprobamos la independencia en los residuos
Box.test(residuales2, type = c¢("Ljung-Box"))

# Gréfica el QQ-plot de la Normal en los residuales y su histograma
gqnorm(residuales2,main="Normal residuos")

qqline(residuales2)

hist(residuales2, main= "Histograma de residuos")

# se carga la libreria nortest para hacer la prueba Kolmogorov-Smirnov

library(nortest)



88 APENDICE B. CODIGOS EN R PARA EL PIB DE JAPON CASO UNIVARIADO

# Simula datos normales para compararlos con los residuos
simulados 1=rnorm(1000,mean(residuales2),sd(residuales2))
ks.test(residuales2,simulados1)

# Emplea la prueba Anderson Darling

ad.test(residuales2)

# Emplea la prueba Shapiro-Francia

sf.test(residuales2)

# Emplea la prueba One Sample t Ho:t =0
t.test(residuales2, mu=0)

# Gréfica pruebas L-jung Box

tsdiag(japar4)

# Emplea la prueba Box-Pierce

Box.test(residuales2)

# Predice dentro de diez afios el PIB de Japon
pred2=predict(japar4,interval=".confidence",n.ahead=10)
plot(difi2jap,type="1", main="PIB Japén 2020")
lines(pred2$pred,col=red")
lines(pred2$pred+1.96*pred2$se,col="blue",Ity=3)
lines(pred2$pred-1.96*pred2$se,col="blue",Ity=3)

# Vuelve a la serie original junto con la prediccion y bandas de confianza
pred2=predict(japar4,interval=".confidence",n.ahead=10)
plot(difi2jap,type="1", main="PIB Japon 2020")
lines(pred2$pred,col=red")
lines(pred2$pred+1.96*pred2$se,col="blue",Ity=3)
lines(pred2$pred-1.96*pred2$se,col="blue",Ity=3)

Pred=c(difl2jap,pred2$pred)
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I1=diffinv(Pred, xi = .1886923)

2=ditfinv(1l, xi = 24.51442)

Jap=exp(12)

# Intervalo de confianza
Predl=c(difi2jap,pred2$pred+1.96*pred2$se)
Pred2=c(difi2jap,pred2$pred-1.96*pred2$se)

I1 1=ditfinv(Predl, xi = .1886923)
112=diffinv(Pred2, xi = .1886923)
21=diffinv(I11, xi = 24.51442)

122=diffinv(I12, xi = 24.51442)

Japl=exp(121)

Jap2=exp(122)

JAP<-ts(Jap, frequency = 1, start = c¢(1960, 1))
JAPI<-ts(Japl, frequency = 1, start = c(1960, 1))
JAP2<-ts(Jap2, frequency = 1, start = ¢(1960, 1))
plot(jap, main="Prediccion de PIB")
lines(JAP,col=red")

lines(JAPI,col="blue",Ity=3)
lines(JAP2,col="blue",Ity=3)

lines(jap,col="black")



Apéndice C

Codigos en R para errores
ARMA en el PIB de Japon

A continuacién se escribe el cddigo en R empleado para realizar el andlisis en
el PIB de Japon:

# Se cargan los datos
PIB<-read.table("PIB.csv",sep=",",header=FALSE)
# Asigna los datos de Japon

japl<-PIB[,1]

# Convierte el PIB a serie de tiempo
jap<-ts(japl, frequency = 1, start = ¢(1960, 1))

# Grafica el PIB de Japén

plot(jap, main="PIB de Japén")

# Calcula el logaritmo del PIB de Japén
Ljap<-log(jap)

# Se calcua la segunda diferencia

difi2jap <- diff(Ljap, lag = 1, differences = 2)

# se carga la libreria necesaria para el analisis gls.

library(nlme)
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#se saca la tendencia, para poder usarse en el andlisis gls
tendencialj<-seq(1,length(Ljap))

regresi<-Im(difl2jap tendencialj)

acf(resid(regresi), lag.max=40, main=".ACF de los residuos PIB")
pacf(resid(regresi), lag.max=40, main="PACF de los residuos PIB")
# El método gls nos sugiere un ARIMA(1,2,2)

jpl<-gls(difi2jap~tendencialj,correlation=corARMA (p=1,
g=2),method="ML")

summary(jp1l)

jpl=arima(Ljap,order=c(1,2,2))

Jpl

# Se observa la significancia en las variables para construir el modelo
ARMA(1,2)

# arl Es significativo

liar1=0.9945-1.96%0.0073

Isar1=0.9945+1.96*0.0073

cbind(liarl,Isarl)

# mal Es significativo

liar1=0.5336-1.96%0.1058

Isar1=0.5336+1.96*%0.1058

cbind(liarl,Isarl)

# ma2 Es sognificativo

liar1=0.6074-1.96%0.2584

Isar1=0.6074+1.96*0.2584

cbind(liarl,Isarl)

# Emplea una simulacion para utilizar la prueba Kolmogorov-Smirnov

simulados3=rnorm(1000,mean(resid),sd(resid))
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ks.test(resid,simulados3)

# Emplea la prueba Anderson Darling

ad.test(resid)

# Emplea la prueba Shapiro-Francia

sf.test(resid)

# Emplea la prueba One Sample t Ho:1=0
t.test(resid,mu=0)

# Emplea la prueba Box-Pierce

Box.test(resid)

# Grafica pruebas L-jung Box

tsdiag(jpl)

# Se calcula la prediccion de Japon por 10 afios
Jjpl=arima(Ljap,order=c(1,2,2))
preder=predict(jp1,interval=".confidence",n.ahead=10)
# Se grafican los datos en la serie modificada
plot(Ljap,type="1", main="PIB L Japén 2020")
lines(preder$pred,col=red")
lines(preder$pred+1.96*preder$se,col="blue",Ity=3)
lines(preder$pred-1.96*preder$se,col="blue",Ity=3)
# Se regresa a la serie original y lo grafica
Predl=c(Ljap,preder$pred)
Pred11=c(Ljap,preder$pred+1.96*preder$se)
Pred21=c(Ljap,preder$pred-1.96*preder$se)

japll = exp(Predl)

japlll =exp(Predl1)

jap121 = exp(Pred21)
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JAPI<-ts(japl1, frequency = 1, start = c¢(1960, 1))
JAPI1<-ts(jap111, frequency = 1, start = c(1960, 1))
JAP21<-ts(jap121, frequency = 1, start = ¢(1960, 1))
plot(jap, main="Prediccién de PIB error ARMA(1,2)")
lines(JAP1,col=red")

lines(JAPI11,col="blue",Ity=3)
lines(JAP21,col="blue",Ity=3)

lines(jap, col="black")



Apéndice D

Codigos en R para ajustar un
modelo VAR para el PIB de
China y Japon

A continuacién se escribe el cédigo en R empleado para realizar el andlisis
multivariado en el PIB de China y Japén.

# Lee y asigna los datos recabados en la base de datos del Banco Mundial del
afio 1960-2015

PIB<-read.table("PIB.csv",sep=",",header=FALSE)

# Asigna los datos de china y japon y se toman como serie de tiempo
japl<-PIB[,1]

chnl<-PIB[,2]

jap<-ts(japl, frequency = 1, start = ¢(1960, 1))

chn<-ts(chnl, frequency = 1, start = ¢(1960, 1))

# Grafica los datos del PIB de China y Japon

plot(chn, main = "PIB de China y Japon")

lines(jap,col=red")

# Se analiza graficamente la correlacion en los datos con la grdfica de
dispersion
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pairs(PIB, main="Grdfica de dispersion entre Japon y China")

# Pruebas de Correlacion para ambas colas, derecha e izquierda.
cor.test(jap,chn,method="pearson",alternative = "two.side", conf.level = 0.95)
cor.test(jap,chn,method="pearson",alternative = "g", conf.level = (0.95)
cor.test(jap,chn,method="pearson",alternative = "l", conf.level = 0.95)

cor.test(jap,chn,method="spearman",alternative = "two.side", conf.level =
0.95)

cor.test(jap,chn,method="spearman",alternative = "g", conf.level = 0.95)
cor.test(jap,chn,method="spearman",alternative = "l", conf.level = 0.95)
cor.test(jap,chn,method="kendall",alternative = "two.side", conf.level = 0.95)
cor.test(jap,chn,method="kendall",alternative = "g", conf.level = (0.95)
cor.test(jap,chn,method="kendall",alternative = "l", conf.level = 0.95)

# Transformacion logaritmica y diferencia en los datos del PIB de China y
Japén

# Asi como su varianza

Ljap<-log(jap)

Lchn<-log(chn)

dif2ljap<-diff(Ljap, lag = 1, differences = 2)
dif2Ichn<-ditf(Lchn, lag = 1, differences = 2)
var(dif2ljap)

var(dif2Ichn)

# Grafico de la serie estacionaria
plot(dif2ljap,main="PIB de Japon")
plot(dif2lchn,main="PIB de China")

# Se unen las dos series en una sola tipo data frame, quedando con nombre
dif2ljap y dif2Ichn

dif2LPIB <- data.frame(dif2ljap, dif2Ichn)
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# Cargar el paquete vars que sirve para ajustar modelos multivariados tipo VAR
library(vars)

# Sacar la varianza y correlacion de los datos.

var(dif2LPIB)

cor(dif2LPIB)

# ACF y PACF de la diferencia del logaritmo de China y Japon como un solo
tipo.

acf(dif2LPIB)
pacf(dif2LPIB)

# Para hacer una seleccion del mejor modelo. Nos proporciona 4 criterios: AIC,
BIC (llamado SC) FPE (error de prediccion final) y el criterio de Hannan-Quinn
(HQ). En todos los casos

# se busca minimizar. Pero Se usard el criterio AIC como en el caso univariado
VARselect(dif2LPIB, lag.max=10, type=¢onst")

# Se ajusta un VAR(2), sacando los valores del modelo VAR(2)
VAR2<-VAR(dif2LPIB, p=2, type=const")

summary(VAR2)

# Calcula las ACF de los residuales del modelo propuesto VAR(2)
acf(resid(VAR2),30)

# Las raices son calculadas y menores a 1 por lo que se podria decir que es
estable

roots(VAR2)

# Se grafica la estabilidad
VARZ2.stab<-stability(VAR2)
plot(VAR2.stab)

# Prueba de heteroscedasticidad

VAR2arc<-arch.test(VAR2)
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VARZarc

# Se prueba que se distribuye normal

VARZ2nor<-normality.test(VAR2)

VARZnor

# Se prueba que se distribuye normal

VARZ2ad<-ad.test(VAR2)

VARZ2ad

# Se hace la prueba de que estén autocorrelacionadas
serial.test(VARZ2, type="PT.adjusted")

# El mejor modelo VAR(2) se hace la prediccion 10 afios para Japon 2020
VAR2.pr<-predict(VARZ2, n.ahead = 10, ci = .95)

VAR2.pr

# Grdéfica la prediccion hecha con el modelo VAR(2)
fanchart(VAR2.pr)

plot(VAR2.pr)

# Grdfica de la prediccion en la serie original, con bandas de confianza
# Se concatenan los datos del PIB de Japén con los datos predichos y
# se utiliza el mismo cédigo que en el caso univariado

J-Pre<-c(dif2ljap, -0.022371706, 0.021275118, -0.016660395, -0.003048945,
-0.001761228, -0.006585773, -0.003361282, -0.004359786, -0.004596834,
-0.004102352)

j-Prel<-c(dif2ljap, -0.2404022, -0.2091907, -0.2531482, -0.2440845,
-0.2429600, -0.2479225, -0.2447725, -0.2457808, -0.2460199, -0.2455262)

J-Pre2<-c(dif2ljap,0.1956588, 0.2517409, 0.2198274, 0.2379867, 0.2394375,
0.2347509, 0.2380499,0.2370613, 0.2368262, 0.2373215)

II=diffinv(j.Pre, xi = .1886923)

I =diffinv(j.Prel, xi = .1886923)
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112=diffinv(j.Pre2, xi = .1886923)

II=diffinv(Il, xi = 24.51442)

I1=diffinv(Il1, xi = 24.51442)

112=diffinv(112, xi = 24.51442)

JapM=exp(1l)

JapMI=exp(Il1)

JapM2=exp(112)

JAPM<-ts(JapM, frequency = 1, start = ¢(1960, 1))
JAPM1<-ts(JapM1, frequency = 1, start = ¢(1960, 1))
JAPM2<-ts(JapM?2, frequency = 1, start = ¢(1960, 1))
plot(jap, main="Prediccién de PIB multivariado Japon 2020")
lines(JAPM,col=red")

lines(JAPM 1,col="blue",Ity=3)

lines(JAPM2,col="blue",Ity=3)
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