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Introduccion

La mecanica cuantica es uno de los pilares fundamentales de la fisica contemporanea. Esta
disciplina ha brindado, a lo largo de sus mas de 100 anos de existencia, resultados que
han ayudado a describir y comprender la parte del universo que pertenece a sus dominios,
que actualmente se extienden mas alla del mundo atémico que originalmente pretendia
explicar; cubriendo parte del mundo macroscépico y subatémico [32]. El éxito cientifico,
tecnoldgico e incluso econémico de la mecanica cudntica es simplemente innegable, y puede
observarse a simple vista en aparatos que son producto de sus resultados y predicciones;
tales como los reactores nucleares y los teléfonos celulares.

Sin embargo, a pesar de su gran nimero de éxitos, existen algunas cuestiones en la
mecanica cuantica, tanto fisicas como conceptuales y filoséficas, que atin no han sido satis-
factoriamente resueltas, al menos no para algunos fisicos. Unos cuantos de los misterios sin
resolver de la teoria cuantica son: su caracter indeterminista, ya que sus leyes dindmicas
evolucionan de forma determinista, pero es incapaz de predecir eventos individuales [32];
su acausalidad, cuyo mejor ejemplo reside en las inevitables e irreducibles fluctuaciones
cuanticas [32]; la no localidad, ilustrada en un inicio por el teorema de Einstein-Podolsky-
Rosen y hoy en dia por las desigualdades de Bell [6, 44]; el ser una teoria de observables,
ya que en esta carece de sentido el valor de una variable fisica del sistema hasta que su
medicién haya sido realizada [32]; o el conocido postulado del colapso de la funcién de
onda, ejemplificado por el gato de Schrodinger [25, 32].

Otro problema fundamental de la mecédnica cudntica es el nimero de interpretaciones
fisicas que se le han atribuido a su formalismo. La interpretacién de una teoria asigna un
significado empirico y concreto a los términos en el modelo tedrico [32]. En este sentido,
debido al significado fisico que se le asigna a la funciéon de onda, puede distinguirse entre
dos corrientes principales de interpretacion de la mecénica cuantica: las interpretaciones
de Copenhagen y la estadistica. La interpretacién de Copenhagen, u ortodoxa, postula
que un estado puro proporciona la descripciéon mas completa y exhaustiva posible de un
sistema individual [32]. Por su parte, la interpretacion estadistica, o de ensemble, establece
que la funcion de onda se refiere a un ensamble tedrico de sistemas igualmente preparados
[4, 32]; tal que la descripcion dada por 1 sobre los sistemas individuales que conforman
el ensamble estadistico resulta incompleta y no exhaustiva [32].
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Adicionalmente a estos problemas, existen algunas razones a posteriori para afirmar
que la mecanica cuantica tiene limites de aplicabilidad, incluso dentro de sus dominios.
Ejemplo de esto es la predicciéon mecanocuantica sobre la estabilidad de los estados
energéticos de un sistema, la cual afirma que todos los estados propios del hamiltoniano
son estacionarios, es decir, de vida media infinita, cuando en realidad sucede que solo el
estado base es estable, teniendo los estados excitados vidas medias finitas [25]. Lo anterior
revela que la descripcién del sistema que hace la teoria de Schrodinger es incompleta y
no meramente aproximada. Esta deficiencia de la teoria puede corregirse al introducir,
de manera un tanto ad hoc, el acoplamiento del sistema mecanocuantico con un campo
electromagnético cuantizado. Sin embargo, dicha introducciéon formalmente se escapa de
los métodos usuales de la mecédnica cuantica, siendo usualmente esta la transicién a la
electrodindmica cudntica [25].

La electrodinamica cuantica es, precisamente, la teoria fisica desde la que se obtienen
de manera natural las vidas medias de los estados excitados de los sistemas cuéanticos
[25]. Aunado a estas vidas medias, la electrodindmica cuédntica es capaz de describir otras
correcciones radiativas, nombre genérico dado a las correcciones en las variables dinamicas
originadas por la interaccién del sistema mecanocuantico con el campo de radiacion, como
el corrimiento Lamb y el momento anémalo del electrén [77]. Sin embargo, a pesar de su
gran capacidad predictiva, la electrodinamica cuantica resulta ser una teoria compleja, y
muchas veces poco clara, que hereda los defectos fundamentales de la mecanica cuantica,
suméndole a estos, problemas propios como el de la energia infinita asociada al campo
electromagnético del vacio [28].

La electrodindmica estocastica o EDE, teoria conocida en el mundo angloparlante
como Stochastic FElectrodynamics o SED, es una formulacién alternativa de la mecani-
ca cuantica, en proceso de construccion, que explica la cuantizacion como un fenémeno
emergente, generado por un proceso electromagnético estocastico mas fundamental. Esta
teoria permite esclarecer algunos de los pilares de la teoria cuantica, como el mecanismo
de estabilidad atomica, la naturaleza de las llamadas fluctuaciones cuanticas, el significa-
do de la no localidad cuantica, al menos para distancias de escala molecular, e incluso la
interpretacion fisica de la funcién de onda, dentro de un marco tedrico autoconsistente que
reafirma los principios fundamentales de la ciencia, como son el realismo, la causalidad y
la localidad. La virtud de la EDE, sobre otras formulaciones heterodoxas, es que ofrece
una perspectiva del mundo cuantico desde fuera de él, arribando al formalismo cuantico
desde un cimiento fisico bien definido, obteniéndose, de esta forma, la interpretacion de la
fisica y no la fisica de la interpretacion [32]. Concretamente, la EDE explora la idea de que
el comportamiento cuantico puede ser entendido como una consecuencia de la interaccion
entre la materia y el campo de radiacién de punto cero [28]. Este tratamiento, en el que la
materia y el campo de fondo son considerados como elementos inseparables de un sistema
fisico mas grande, permite que la electrodinamica estocdastica vaya mas alla del dominio
de la mecdnica cudntica de forma autoconsistente [32]. Asi, la EDE brinda los elemen-
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tos necesarios para el estudio de la absorcién y emision de radiacién, y las correcciones
radiativas a la dindmica del subsistema mecdnico que de estas emergen.

El objetivo de esta tesis es deducir la electrodindmica estocastica desde principios fisi-
cos fundamentales, a partir de una revision de sus resultados mas notorios, mostrando que
esta converge a la mecédnica cuantica bajo ciertas condiciones, tal que a partir de ella se
puedan deducir las correcciones radiativas predichas por la electrodindmica cudntica no
relativista para los tiempos de vida atomicos y el corrimiento Lamb. Para esto, se partira
de los fundamentos del electromagnetismo clédsico y la termodinamica, especificamente de
la ecuacion de Abraham-Lorentz y de la ley de Wien para una cavidad radiante, con el
fin de obtener una descripcion estadistica del principio fisico fundamental de la electro-
dindmica estocastica: el campo de radiacién de punto cero. Posteriormente se mostrara
que, utilizando los resultados anteriores junto con un tratamiento estadistico, la EDE se
reduce a la descripcién cuantica al tomar los limites no radiativo y temporal asintético; y
las condiciones de balance energético y ergodicidad. Finalmente, se utilizaran los térmi-
nos radiativos deducidos, que fueron despreciados en el limite no radiativo, para llegar a
expresiones cerradas de las correcciones radiativas mencionadas anteriormente.

Estrictamente hablando, la teoria estudiada en el presente trabajo es conocida como
electrodinamica estocéstica lineal o EDEL; siendo la EDE una teoria pionera que logro
obtener con éxito muchas predicciones cuanticas, que, sin embargo, mostrd con el tiempo
que sus métodos, mas no sus principios, limitaban su capacidad predictiva, brindando
resultados equivocados a problemas no lineales. Habiendo fallado la electrodinamica es-
tocastica en proveer una descripcion correcta del fenémeno cuéntico en general, surge la
EDEL como teorfa alternativa que permite superar las dificultades de su antecesora [97].
A lo largo de la presente tesis, se referira a la electrodindmica estocastica lineal como
simplemente electrodinamica estocastica, aclarando que se trata de la versién moderna
de esta tltima y no a la teoria originalmente conocida como EDE.






Capitulo 1

El campo electromagnético del vacio

Los principios fundamentales del universo
son los dtomos y el vacio;
todo lo demds solo se piensa que existe.

- Democrito -

El campo electromagnético del vacio, campo de radiacién de punto cero o CPC, en inglés
Zero-Point Radiation Field o ZPF, es el nombre asignado a la componente electromagnéti-
ca del conjunto de campos aleatorios de punto cero existentes en ausencia total de materia
[28]. Contrario a la suposicién clésica, la cual afirma que en ausencia de fuentes, i. e., de
cargas y corrientes eléctricas, no existe campo electromagnético, la nociéon de campo de
radiacién de punto cero propone una solucién mas general a las ecuaciones de Maxwell
en el vacio, la cual resulta de la imposicién de condiciones a la frontera mejor adaptadas
para la descripcién de un sistema fisico abierto [10]. En este capitulo se desarrollaran las
propiedades estadisticas del principio fisico fundamental de la electrodinamica estocastica:
el CPC, a partir de resultados del electromagnetismo clasico y la termodinamica.

1.1. Descripcion estadistica del CPC

Una de las principales suposiciones sobre el campo de radiacion de punto cero en el
espacio vacio, es que es altamente desordenado al ser originado por una cantidad inmensa
de fuentes externas. Esto implica que el CPC es altamente incoherente, lo que ayuda
a explicar que sus efectos son esencialmente inobservables a escalas macroscépicas [28].
La condicién anterior, en conjunto con el hecho de que la energia media por modo del
CPC es proporcional a su frecuencia de oscilacién [28], permiten construir una descripcién
estadistica completa del mismo.
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1.1.1. Correlaciones a un punto

Supongase que se efectiia una medicién con un tiempo corto de duracion T, durante el
cual se realiza un promedio temporal de los campos eléctrico y magnético, E(r,t) y B(r, t)
respectivamente, del CPC; debido a la no observabilidad de dichos campos se tiene que
sus promedios temporales deben ser nulos [28], es decir,

1/ E(r,t)dt = 0, l/ B(r,t)dt = 0, (1.1)
T Jo T Jo

donde r denota la posicién, t el tiempo, y T una cantidad grande comparada con los
tiempos atémicos relevantes. En el mismo sentido, puede considerarse que los campos
electromagnéticos son, en cada instante, una realizacién posible de las infinitas realizacio-
nes contenidas en el ensamble estadistico. En este caso, el caracter puramente aleatorio
de estos campos implica que el promedio sobre todas las realizaciones es cero [10, 27],

E(r,t) =0, B(r,t) =0, (1.2)

donde ¢ expresa el promedio de la cantidad ¢ sobre todas las realizaciones posibles de las
variables aleatorias del ensamble.

Un resultado fundamental de la teoria electromagnética clédsica, que se deduce en el
apéndice A, es que, en la norma de Coulomb y en ausencia total de materia, los cam-
pos eléctrico y magnético pueden ser descritos en términos de un unico potencial elec-
tromagnético, el llamado potencial vectorial magnético A(r,t). Aunado a esto, bajo las
condiciones mencionadas, es posible expresar tanto el potencial vectorial magnético como
los campos eléctrico y magnético en términos de sus modos normales de oscilacion, como
se muestra en el apéndice B. Asi, de la ecuacién (B.42) se tiene que el vector potencial
magnético se rescribe, en coordenadas cartesianas, como

£, - o

o Ik T—iwet * — 1K THiwet) <A

A=), 20wV (arae™ "+ ag ye *") & (1.3)
Ko\ Kk

donde k denota el vector de onda, A el indice de polarizacién y w, la frecuencia de
oscilacion asociados a cada modo de oscilacién del campo; V' representa el volumen de la
cavidad en la que se realizo la descomposiciéon en modos normales. Las amplitudes de la
expresion (1.3), representadas como a,  y ay, 5, son consideradas variables aleatorias, de
tal modo que se supone que toda la estocasticidad del vector potencial A proviene del
conjunto de variables {a.x, ay, ,} [28]. Adicionalmente, de la ecuacién (B.22) se tiene que
el promedio de la funcién hamiltoniana #H, », asociada a cada modo, cumple que

Hn,)\ = gn’an,)\|2 = Ena (14>

lo que implica que &, representa la energia media de cada modo de oscilacién, y que la
escala de los coeficientes a,  se ha elegido de tal forma que
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lawa? = 1. (1.5)

Como ya se menciond, una propiedad caracteristica del campo de radiacién de punto
cero, que se deduce en el apéndice C a partir de la ley de Wien para una cavidad radiante,
es que la energia media de cada modo normal del campo es proporcional a su frecuencia
de oscilacién, tal que de la ecuacién (C.24) se tiene que &, = Hw,, donde la constante de
proporcionalidad ¢ posee al valor i/2. Es importante aclarar que, por la forma en la que
se obtiene este resultado en el apéndice C, la presencia de ¢ en los resultados presentados
no conlleva ninguna connotacién cudntica. Asi, la ecuacién (1.3) se rescribe, para el caso
particular del CPC, como

A K- T—iwt * —iK-TtHiwet) A
A= RZ m (an’)\e + an)\e ) e,.. (16)

Anélogamente, de las ecuaciones (B.43) y (B.47), se tiene que los campos eléctrico y
magnético del CPC pueden expresarse, en términos de sus modos normales, como:

dwn

= 5 V an eiwr—iw,@t . CL*H )\e—iwr—i—z‘w,gt) éi; (17)
€0 ’
B = ZZ dwﬂ (a )\eiwr—iwnt —a )\e—m-r—i-iw,et) (R', % é>‘) (1 8)
- K, . .
Y 2¢0c2V o “

Dado que los campos expuestos en las ecuaciones (1.6), (1.7) y (1.8) describen el campo
electromagnético del vacio, sus promedios deben ser iguales a cero, como se mencion6
anteriormente. Por esto, las amplitudes a, y, correspondientes a los diferentes modos del
campo libre, se suponen como estadisticamente independientes [27], de forma que cada
amplitud promedia por separado a cero, es decir,

T = 0, ay =0, (1.9)

asi como el producto de dos amplitudes cualquieras correspondientes a diferentes modos
del campo. Con base en esto, en conjunto con la ecuacién (1.5), se llega a que

Uy 7wt N = O\ Opers s (1.10)
donde ademas se cumplen:
A Ak N = 0, a*n,/\aj;,’/\, = 0. (111)

Adicionalmente, en el limite continuo, V' — oo, utilizando nuevamente la ecuacién (1.5),
se obtiene que las amplitudes aleatorias satisfacen que

:(5)\,\/5(14,—53/). (112)
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Como se menciona al final del apéndice B, existen situaciones en las que es conveniente
describir el potencial vectorial magnético y los campos electromagnéticos en términos del
conjunto de variables candnicas {gx , Pk}, definidas en las ecuaciones (B.49) y (B.50)
como:

o .
Ier =145 (A — ap ); (1.13)
K
— 514 *
Pr = 7(an,,\ + CL,.@,)\). (1.14)

Asi, para el caso del campo electromagnético del vacio es inmediato notar que, de las
ecuaciones (1.9) a (1.11), ambas variables canénicas promedian a cero,

Grx =0, Pex =0, (1.15)
y que no estan correlacionadas,
e AP\ = 0. (116)

De manera anéloga, se tiene que los segundos momentos estadisticos, los cuales coinciden
con las varianzas o2 en este caso por la ecuacién (1.15) [82], estdn dados por:

Piy=Dir—Per =05, = En = Auwy, (1.17)
— S o
GA=Gr—Tar =05, = —5 = —. (1.18)

W_Za Wk
Al tomar el producto directo de las varianzas de las variables canénicas p. ¥ g del
CPC, y al sustituir el valor de la constante &, se llega a que

o2 o2 =gd*=h/4 (1.19)

9, 9,2

El resultado expuesto en la ultima ecuacion muestra explicitamente al CPC fluctuante co-
mo el origen dltimo e irreducible de las llamadas fluctuaciones cuanticas [32]. La magnitud
de este producto esta acotada por debajo debido a la falta de contribuciones térmicas a
las fluctuaciones, es decir, el valor minimo /?/4 es alcanzado tinicamente cuando todas las
fluctuaciones térmicas han sido eliminadas al alcanzar el limite de temperatura cero. La
ecuacion (1.19), obtenida a partir del estudio termodindmico de osciladores arménicos en
equilibrio estadistico con el CPC hecho en el apéndice C, corresponde a las desigualdades
de Heisenberg para el campo de radiacién [25, 32, 97].

1.1.2. Correlaciones a dos puntos

Partiendo de los resultados deducidos en la seccion anterior es posible obtener correla-
ciones a dos puntos que involucren diferentes componentes del campo electromagnético.
Primeramente, usando los resultados de las ecuaciones de la (1.7) a la (1.11), se tiene que
la correlacién de dos puntos del campo eléctrico se puede expresar como
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E;(r,t)Ep (', t) =
AL/ / /
_ Z WrWg ( ZAeA (rt) — g, )\6A(r t)) (am)\le/\(rgt/) — a:/7>\,€1\*(r/7t/)>(é/\)j(ég)k’

2€0V n
K,k AN
A WeeWy! r r _ r *(p! 4! - Y
= 30D Y (e O 4 GG AN ) (81 (&)
0
kA KN

S Dy e N LT ) &),
K, A K )\/ (120>
an (ein-(rfr/)fiw,g(tft’) + efin-(rfr’)+iw,€(t7t’)> Z(éi)j (é2>k;
K A

donde se han definido las funciones A(r,t) y A(r,t) como A(r,t) = ik -t — iwet y
A(r,t) = ik’ - r — iwet, respectivamente. La suma sobre el indice de polarizacién puede
resolverse en términos de deltas de Kronecker [19, 27], de tal forma que, dado que para
un campo electromagnético se tiene que A = 1, 2, se obtiene que

D (@)i(@0k = (ejer + ejeq + ehel) — efel = G — (R); (R (1.21)
A

- 2€0V

Sustituyendo el resultado de la ecuacién (1.21) en (1.20) se tiene que la correlacién a dos
puntos entre componentes del campo eléctrico es

E,(r,t)E(r',t") _eovz“’“ ik — (R);(R)x) cos (K - Ar — w,At) (1.22)

donde se han definido las diferencias Ar=r —1r' y At =t —t'.

Para el caso del campo magnético se procede de la misma forma, de modo que se
arribe a que

Bj(r,t)By(r', t') =

A \Jwew
_ j :j : KWK/ a* eA* b A )\eA(r,t)> (CLH/ X@A(rlvt') —a*, /eA*(r/,t/)) %
26002‘/ K, A ) ’ K ,)\

KA KON
!
x (B x &));(F x &)k
AW A () AW ) | T A(rt)+AS ()
= Ayt /6 +CL a (& X
2602V RADHA RN A
/ )\/ 0

><(;<;><e ); (R x &%)

o, fweo, — /
_ Z Z 2606'2’”"V S Oreper < *(r,t)+A( ) + eA(r,t)-l—A (r 7t)) (I% > éi)j(k > é)‘ )k

KA KON

—% ik Ar—iwe At —ik-Ar+tiwe At - <\ . )
— QEOCQV ;(ﬂn (e +e ) ;(R X en)j(f{, X en)k’ (123)



10 CAPITULO 1. EL CAMPO ELECTROMAGNETICO DEL VACIO

En analogia a la ecuacién (1.21), puede mostrarse que la suma sobre el indice de polari-
zacion de los productos vectoriales anteriores conduce a deltas de Kronecker [19],

> (B x &)k x &)k = 651 — (B);(R)r, (1.24)
A

de forma que la correlacion a dos puntos del campo magnético es

Bj(r,t)By(r',t') = an ik — (R);(R)r) cos (k- Ar — w, At). (1.25)

€0C2V

Por otro lado, la correlacion entre un punto del campo eléctrico y un punto del campo
magnético puede obtenerse de la siguiente forma

Ej(r7 t)Bk<r/a tl) -

2€oCV n
PENAY
A\ S0t . . Y
- Z Z 2602V 5 517 O Okx < AUEDFALD AT t)) (82)1("3 X ezf)k
&4 K (1.26)
_ QEOCV an (em-Ar—iw,@At + 6—in-Ar+iw,¢At) Z(éi)J(k « éi)k
K A

En este caso la suma sobre A conduce a una suma que involucra el simbolo de Levi-Civita,
€jk, v la magnitud de una de las componentes del vector « [19],

D @0k x &)=Y (k). (1.27)
A l

Utilizando la ecuacién (1.27) se llega finalmente a que la correlacién a dos puntos planteada
es

E;(r,t)B(r',t') = aneﬂd k) cos (k- Ar — w,At). (1.28)

Eocv

El hecho de que las expresiones (1.22), (1.25) y (1.28) dependan tunicamente de las
diferencias Ar y At es debido a la homogeneidad y el caracter estacionario de los campos
[28]. Para tener una imagen mas explicita de las correlaciones es conveniente tomar el
limite continuo de las expresiones anteriores. De esta forma se obtiene que

Ac

4m3¢g

I =E(r,t)-E(r',t') = /ncos (k- Ar — w,At) &k (1.29)
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Si se elige, sin pérdida de generalidad, que Ar corra a lo largo del eje z, se tiene que la
ecuacién (1.29) toma la siguiente forma

oA [e'¢) 2m ™
T = ¢ / / / K? cos(kAr cos ) — w,At)sin Odfdidr, (1.30)
Am3eq Jo  Jo  Jo
utilizando el cambio de variable £ = kArcosf — w,.At, tal que d§ = —rkArsinfdl, e
integrando sobre el angulo azimutal 1, se llega a
Ae [e9) KAr—w, At
Ipp = —— 2 d¢ | d 1.31
BE 27T2€0A7’ /0‘ " (/;mAr—w,gAt Cosg g) " ( )
de donde se obtiene, al resolver la integral entre paréntesis, que
d oo
Cpg = m /o K? (sin(kAT — w AL) + sin(kAr + w, At)) dk, (1.32)

ademds, utilizando la ecuacién (B.3), la integral de I',» sobre k puede expresarse como

Aec

T = ——
BE 2m2eg Ar

/000 K2 (sin(k(Ar — cAt)) + sin(k(Ar + cAt))) dk, (1.33)

con c igual a la velocidad de la luz. Notando que se cumple la siguiente igualdad,

o] 2 00
/0 K sin(kAr + a)dk = _dirz /0 sin(kAr + a)dx, (1.34)
con a independiente de Ar, puede rescribirse la ecuacién (1.33) como
Ac d? < :
Tgp = oA A |, (sin(k(Ar — cAt)) + sin(k(Ar + cAt))) dk. (1.35)

Si se definen a = Ar —cAt y b = Ar + cAt, y se expresan los senos como sumas de
exponenciales complejas, se tiene que la parte integral de la ecuacién (1.35) es de la forma

1 o

] = — (eina . e—ma + emb o e—mb) dl‘f/. (136)
2t Jg

Esta integral no esta bien definida en su limite superior, por lo que es necesario garantizar
su convergencia redefiniéndola de la siguiente manera [25],

I = E}:l/_ﬁ% 0 (em(a—o—ze) . e—m(a—zs) + em(b—l—zs) o e—m(b—zz—:)) drk. (137)

Integrando directamente la ecuacién (1.37) se arriba a que:
ei/ﬂz N efimz N einb N efinb ‘oo
a+ic) ila—ig) i(b+ie) i(b—ie) ) lo
1., 1 1 1 1 a+b 2Ar
= —lim = = .
2:=0\a+ic a—ic b+ic b—ic ab Ar? — c2At?

1
[ = —Ilime™* (
24 e—0 i(

(1.38)
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Al sustituir el dltimo resultado de la ecuacién anterior en (1.35) se llega a que la correlacion
vectorial para el campo eléctrico es de la forma

de  d? Ar
g = — 1.39

BE 2o Ar dAr? (Ar2 — CQAtQ) ’ (1.39)
donde, al realizar la doble derivada, se arriba finalmente a que

2dc Ar? 4+ 32 At?
e (Ar?2 — c2At2)3’

FEE’(Arv At) =

(1.40)

para Ar # cAt.

Analogamente, puede mostrarse que la correlacién a dos puntos del campo magnético
estd dada por

29 Ar? + 3cAt?
Ipp (Ar,At) = B(r,t) - B(r/,t') = — 1.41
BB( ) ) ( ) ) ( ) ) WQEOC(ATQ—CQAtQ)?’? ( )
expresion que es valida unicamente para las distancias Ar # cAt. Por otro lado, por la
presencia del simbolo de Levi-Civita y el hecho de que los campos E y B son ortogonales
entre si, ecuaciones (1.7) y (1.8), es inmediato que la correlacién vectorial entre el campo

magnético y el campo eléctrico es nula:

Tpp(Ar, At) = E(r, {) - B(r', ) = 0. (1.42)

Es notable que, tanto en la ecuacién (1.40) como en (1.41), el signo de la covarianza
cambia cuando se pasa de un intervalo tipo espacio, Ar > cAt, a un intervalo tipo tiempo,

Ar < cAt [28].

Si en la ecuacion (1.33) se realiza la evaluacién de la integral hasta un valor de corte
maximo kK., se obtiene que

dc 1 K>
Iep (Ar, At;k.) = g (Ar, A S B
ep (Ar, At; k) ee (A, t)+7T2€0A7’ {(si 28—)005(/{05)

2
+ (é - 22—:) cos(kesy) + :—{ sin(kes—) + :_Qj sin(kesy)|, (1.43)
donde I'gp: (Ar, At) estd dada por la expresion (1.40) y se ha definido sy = Ar + cAt.
Los términos adicionales a I'gp/(Ar, At) en (1.43) oscilan con el nimero de onda k.., de
tal forma que, en general, no representan una contribucién relevante a la covarianza y
pueden ser despreciados [28].

Si uno se ubica sobre el cono de luz, es decir si Ar = cAt, se tiene que la integral de la
ecuacién (1.33) se reduce de tal manera que puede ser rescrita, introduciendo un nimero
de onda de corte k. maximo, como

dAc d?

FEE/<AT, AT’, K)c) = —mm

/ sin(2kAr)dk, (1.44)
0
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cuyo resultado final al realizar el proceso de integracion es

e (1= (1= 2r2Ar%) cos(26.A7) — 2k Arsin(2k.Ar))

e (Ar, Ar; k.) = : 1.45
ee (Ar, Ar; k) 27260 A ( )
Si se analiza el caso particular en que Ar = cAt = 0, se llega a que
Akl

Tpe(0,0; k) = o3 (ke) = (1.46)

Am2ey’

donde ¢%(k.) corresponde a la varianza del campo eléctrico [28]. Andlogamente, se tiene
que la varianza del campo magnético 0%(k.) estd dada por

4
Ak,

4dr2epc

e (0,0 k) = 05(ke) = (1.47)

El coeficiente de correlacion ~y, definido como el cociente entre la correlaciéon y la
varianza, es util para obtener una idea de las distancias y los tiempos en los que los
campos permanecen correlacionados [28]. Por ejemplo, si Ar = 0 y At # 0 se tiene para
ambos campos, de las parejas de ecuaciones (1.40), (1.46) y (1.41), (1.47), que

Lee(0,At)  Tpp/(0,At) 24
/ 0, At; Re) = / O,At; Re) = d = d = s 1.48

v Bt =m0 A6 = T T T g (bt
alternativamente, para el caso en que At = 0y Ar # 0 se obtiene que el coeficiente de
correlacion es

8
’yEE/(AT,O; /{c) = ’}/BB/(AT,O; KC) = —m (149)

Los resultados anteriores muestran que el tiempo de correlacion de los campos es funcion
de su frecuencia més alta y es del orden de w;* y, que de manera similar, la longitud
de correlacién es del orden de x;%. Nétese que tnicamente con la introduccién de un
corte en el niimero de onda es que estas correlaciones estan bien definidas; de manera que
estos resultados solo tienen significado fisico hasta cuando dicho corte esté justificado [28].
La necesidad y justificacién para introducir una frecuencia de corte maxima se analiza
y discute en el apéndice D desde una perspectiva energética para el CPC, partiendo
de la ley de Stefan-Boltzmann. Al analizar el caso en que k. corresponde al nimero de
onda de Compton, m.c/h, nimero de onda de corte que resulta de importancia tanto
en la electrodindmica estocastica como en la electrodindmica cudntica no relativista [28],
se arriba a que tanto la longitud como el tiempo de correlaciéon son muy pequenios en
comparacion con las unidades atémicas, al ser del orden de los inversos de la cuarta
potencia del nimero de onda y la frecuencia de Compton respectivamente [28].

Una expresion de utilidad para futuras deducciones puede hallarse tomando r = r’
directamente en la ecuacién (1.22), tal que

B DB ) = 3 (G5 — ()3 (R)i) cos () (1.50)
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al tomar el limite continuo de la ultima expresion, se llega a que

Ei(r,t)Ey(r,t') = “ /wm(éjk — (&);(R)r) cos (weAt) d*k

3¢

o (1.51)
4 3 & — (R); (R w
/0 w” cos (wAt) /Qﬁ(éJ (R);(R)r)dQddw.

8m3epc?

Dado que el promedio angular de la expresion (&);(R); es 0,,/3 [19, 28, 98], se tiene que
la integral angular anterior es igual a

. 8w
[ = o0 = 57 (1.52)
Utilizando este resultado se tiene que la correlacion es de la forma
Ao, o
E;(r,t)Ey(r,t') = i / w? cos (WAL) dw. (1.53)
3m2egc? J,

Al usar la expresion obtenida en el apéndice C para la densidad de energia espectral del
campo de radiacién de punto cero ug(w) = dw?/m2c3, ecuacién (C.29), y la definicién del
espectro de potencias de dicho campo Ily(w), la cual estd dada por

4
() = 7o), (1.54)
[27, 74], se arriba finalmente a que
Ei(r,t)Ey(r,t') = Ok / g (w) cos(w(t —t'))dw. (1.55)
7T6[) 0

De forma idéntica al desarrollo anterior, puede arribarse a que la correlacién a dos
tiempos del campo magnético esta dada por la expresion siguiente,

0, / h ITo(w) cos(w(t — t'))dw. (1.56)

Amepc? ),

Bj(r,t)By(r,t') =

Para el caso de la correlacién entre componentes del campo eléctrico y magnético se utiliza
el hecho de que el promedio angular de la componente (&); estd dado por 87/3 de su valor
[98]. Por esto, se llega a que dicha correlacién a dos tiempos estd dada por

Ei(r t)By(r, t) =Y (R /0 h Io(w) cos(w(t — t'))dw. (1.57)

4megc

Las transformadas de Fourier de las ecuaciones (1.55), (1.56) y (1.57) son los equiva-
lentes del teorema de Wiener-Khintchine en la electrodindmica estocastica, ya que pro-
porcionan el espectro de potencias en términos de las transformadas de Fourier de las
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correlaciones a dos tiempos de los campos [28, 87, 89]. Dada la definicién de la transfor-
mada de Fourier para el campo eléctrico [2],

- 1 o0 .
By(r,w) = o- / By (r, t)e'dt, (158)

y con la ayuda del teorema de Parseval-Plancherel, también llamado relacién de Parseval
o teorema de Rayleigh [2], en su forma unidimensional

/ (e ()it = 5~ / $(w)€* (w)dw, (1.59)

se obtiene de la ecuacion (1.55) que la correlacién entre componentes de la transformada
de Fourier del campo eléctrico es de la forma siguiente [32, 89],

dllp(w)d(w — W)
477'60 .

Ej(r,w)Er(r,w') = (1.60)
Por otro lado, se tiene de las ecuaciones (1.56) y (1.57) que la correlacién entre las com-
ponentes de Fourier del campo magnético y la correlacién de componentes de los campos
cruzados son:

5ij0(w)(5(w — w’)

Bj(r,w)Bi(r,w') = Incod® ; (1.61)
Ej(r,w)Bi(r,w) =Y Ejkl('%)zﬂzf::o)f(w - W')’ (1.62)

!
respectivamente. Sin embargo, uno de los resultados del apéndice D es que la densidad
de energia del campo de punto cero es divergente, ecuacién (D.6), lo cual hace necesario
introducir una frecuencia de corte maxima con el fin de dar un significado fisico definitivo
a estas correlaciones [28].

1.1.3. Momentos estadisticos de orden superior

Para la construccion de momentos de orden superior al segundo es necesario, en general,
conocer plenamente la distribucién que quiere estudiarse [28]. Una suposicién adicional,
que comunmente se hace en la EDE, y que fue propuesta originalmente por A. Einstein y
L. Hopf en 1910 [43], es que las amplitudes de los modos normales del campo son variables
aleatorias con una distribucién normal, es decir, poseen una distribucién gaussiana [28].
Por lo anterior, se tiene de las ecuaciones (1.15), (1.17) y (1.18) que las densidades de
probabilidad w de p.y ¥ gk pueden expresarse como las siguientes distribuciones:

1 2 2 w 2 2
= —4q /ZUQ = W /291“]' 163
wilds) = e e , (163)
1 1

e P /205 _

Wy(Pr ) = .
p(p ,A) /—27T012) e

¢ P2 (1.64)



16 CAPITULO 1. EL CAMPO ELECTROMAGNETICO DEL VACIO

donde se ha simplificado la notacién como p = p, \ y ¢ = i 1. Dado que py » ¥ ¢\ NO estan
correlacionadas, como se observa en la ecuacién (1.16), la distribucién de probabilidades
en el espacio fase, w,,, puede obtenerse mediante el producto de las ecuaciones (1.63) y
(1.64) [28],

1 (24202 w
Wep(q,p) = 27”&@ (p*+wq®) /260w (1.65)

La expresion deducida es conocida en la teoria cuantica actual como la funcion de Wigner
para los osciladores arménicos [32, 55]. De las ecuaciones (1.65) y (C.24) se tiene que la
densidad de probabilidad de energia para un modo del campo es de la forma [28§],

2 , 1
We,(H) = qu#(qp) = z¢ Mo (1.66)

Dado que las variables aleatorias se han modelado como variables normalmente distri-

buidas, puede demostrarse que dichas distribuciones cumplen con que sus momentos de
orden n estan dados por

00 — 1N i
Fi = 1 / ene-€/20% e _ { (2n — Do si n es par, (1.67)

V2ro? 0 si n es impar,

[82]. Asi, para py\ ¥ ¢w., cualquier nimero n entero positivo dado, cumple respectiva-
mente que:
P2y = (2n — Do = (2n — Dsd"w}; (1.68)

(2n — 1)lld™

n
wl‘n‘/

a2 = (2n— 1o = (1.69)
Como puede observarse de las expresiones anteriores, todos los momentos pares de orden
superior de las variables aleatorias py » ¥ ¢« dependen del valor de sus segundos momen-
tos, 0, y 04, ecuaciones (1.17) y (1.18). Por otro lado, todos los momentos impares son
nulos al tener las variables un valor medio cero, como se expresé6 en la expresién (1.15).
De manera analoga al andlisis hecho para obtener la ecuacién (1.19), puede obtenerse que
el producto de los momentos n-ésimos de las variables candnicas esta dado por

((2n — D)I? B2
4n ’

S0 on 2
pi’f)\ qi?)\ =((2n — D)) og* = (1.70)
recordando que este ultimo resultado es tinicamente valido en el limite de fluctuaciones
atérmicas.

Finalmente, en el apéndice E se presenta y comenta, a manera de complemento del pre-
sente capitulo, un recuento, de tono histérico, del desarrollo del campo electromagnético
del vacio como concepto tedrico que permite explicar fenémenos observables.



Capitulo 2

Interaccion entre la materia y el
campo de radiacion de punto cero

El estado actual de nuestro conocimiento
es siempre provisional y debe haber,
mas alld de lo que se sabe actualmente,
regiones nuevas e inmensas por descubrir.

- Louis de Broglie -

Un resultado importante de la electrodinamica estocastica, obtenido por L. de la Pena
y A. M. Cetto, y posteriormente en conjunto con A. Valdés-Hernandez, es el hecho de
que el campo de radiacién adquiere una distribucion discreta de energia cuando se halla
en equilibrio térmico con la materia y estd en presencia de su componente de punto cero
[16, 29, 34], es decir, el campo de radiacién se cuantiza debido a su interaccién con la
materia en presencia del CPC. Por ello, resulta de interés estudiar la afectacion que sufre
la materia al hallarse en contacto con el campo de radiacién de punto cero.

En el presente capitulo se partird de la ecuacién de movimiento caracteristica de
la electrodinamica estocastica, es decir, aquella que describe el comportamiento de una
particula cargada inmersa en la radiacién generada por su movimiento, en interaccién con
el campo electromagnético del vacio y sujeta a posibles fuerzas externas, que en general
son no lineales, en el limite no relativista. Debido a la naturaleza estocastica propia de
esta ecuacion, se llevara a cabo un tratamiento estadistico con la intencién de hallar una
expresion para la densidad de probabilidad en el espacio fase del sistema. Finalmente, se
mostrard que al reducir la descripcion anterior al espacio de configuracion se arriba, en
la aproximacion no radiativa y bajo la condicién de balance energético para el estado de
minima energia del subsistema mecénico, al régimen cudntico, el cual se halla descrito por
la ecuacién de Schrodinger.
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2.1. La ecuacion de movimiento de la EDE

La ecuaciéon de movimiento que rige el comportamiento de una particula, de masa m
y carga ¢, sujeta a la accién de una fuerza externa F(r), inmersa en un campo elec-
tromagnético, que en el caso especifico de la electrodinamica estocastica corresponde al
campo de radiacién de punto cero, y que considera los efectos radiativos generados por
su aceleracion, en el limite no relativista, es la ecuacién de Abraham-Lorentz [32]. En el
apéndice F se deduce, a partir del formalismo hamiltoniano, la ecuacién de movimiento del
sistema anterior, que en general es aplicable en el limite relativista; sin embargo, debido
a la poca practicidad de esta, se opta por utilizar su limite no relativista correspondiente
a la ecuacién de Abraham-Lorentz, el cual se deduce en el apéndice G.

Asi, la ecuacién de movimiento general de la electrodinamica estocéastica estda dada
por la ecuacién (G.19), la cual puede rescribirse, de manera explicita, como
2 3
m% =F(r) + TTLT% + ¢ E(r,t) + qe% x B(r, 1), (2.1)
donde F(r) se supone conservativa. El término proporcional a la tercera derivada tempo-
ral de la posicién de la ecuacién (2.1), conocido como de reaccién radiativa, modela los
efectos radiativos de la carga en movimiento, actuando como un término de resistencia
al movimiento de esta, tal que la constante de acoplamiento 7 posee unidades de tiempo
y es del orden de 6.274 x 1072* segundos para un electrén. Al final del apéndice G se
discuten y analizan las consecuencias fisicas de considerar el término de reaccion radiati-
va en la dindmica de una particula puntual. Por otro lado, los campos E(r,t) v B(r, ),
provenientes de la fuerza de Lorentz, son las componentes eléctrica y magnética del CPC,
estando, por tanto, descritos por variables estocésticas, ecuaciones (1.7) y (1.8), y tenien-
do promedio cero, ecuaciones (1.1) y (1.2). Es precisamente dicha estocasticidad la que
hace que la ecuacion (2.1) sea, de manera general, analiticamente irresoluble [32].

Es relevante mencionar que, pese a que la ecuacién (2.1) es imposible de resolver
con los métodos matematicos actuales, D. C. Cole y Y. Zou, y mas recientemente T.
M. Nieuwenhuizen y M. T. P. Liska, han logrado resolver numéricamente esta ecuacion
de la EDE para el estado base del atomo de hidrégeno, obteniéndose resultados que se
aproximan a la prediccién de la teorfa de Schrédinger [22, 81], véase la figura 2.1.

Una forma de continuar con el andlisis de la ecuacién (2.1) es mediante la introduccién
de una serie de aproximaciones. Primeramente, desde un inicio se supuso que la particula
cargada realiza un movimiento no relativista, de tal forma que se cumple que 7 < ¢ para
todo tiempo. De las ecuaciones (1.7) y (1.8) se tiene que E = ¢B, resultado que, junto
con el argumento anterior, indica que en el limite no relativista la fuerza magnética es
despreciable en comparacién con la fuerza eléctrica, de tal forma que se tiene que

d*r d’r

Mmooy = F(r) + mrog + ¢.E(r,1). (2.2)
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P(r) (Angstrom")

P(r) (Angstrom™)

Figura 2.1: Densidad radial de probabilidad como funcién del radio. La linea
solida muestra el resultado obtenido a partir de la ecuacién de Schrodinger para el
estado base del hidrégeno, es decir, P(r) = 4mr?|¢o(r)|? = (472 /a3) exp(—2r/ay)
con oy = h?/mee?. Las curvas punteadas muestran los resultados obtenidos por
Cole y Zou mediante simulaciones numéricas a través de promedios temporales de
sus corridas de datos desde un tiempo ¢ = 0 hasta el tiempo promedio indicado:
a) 1.417 x 10712 s; b) 4.500 x 107! s; ¢) 5.705 x 1072 s y d) 7.252 x 1072 s.
Imagen original tomada de [22].
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Adicionalmente, como se discute en el apéndice GG, los modos del campo que son relevantes
para el movimiento de la particula poseen longitudes de onda mayores que las dimensiones
caracteristicas del subsistema mecénico, ecuacién (G.30), de manera que puede suponerse
que, en la regién del espacio ocupada por la particula, el campo eléctrico no varia aprecia-
blemente. Esta simplificacién es conocida como aproximacion de longitud de onda larga
o dipolar eléctrica [16, 27]. Bajo dicha aproximacidn, la dependencia de la posicién del
campo eléctrico puede ser despreciada, tal que la ecuacién (2.2) se reduce a

d’r

T

=F(r)

d’r

+mr—

dt3

+ q.E(1).

(2.3)
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La ecuacién (2.3) es una ecuacion diferencial estocdstica ordinaria de tercer orden para
la posicién de la particula, conocida en el contexto de la EDE como ecuacién de Braffort-
Marshall [30], que puede ser descompuesta en el siguiente sistema de dos ecuaciones
diferenciales para la posicion r y el momento lineal p de la particula cargada:

dr dp d’r

— =p; —=F — E(t). 2.4
mo =P =F()+mr o+ g E() 24)

las cuales son ecuaciones diferenciales de primer orden y se hallan acopladas entre si.

2.2. La ecuacién generalizada de Fokker-Planck

Paralelamente a la descripcién expuesta en la ecuacién (2.4), puede estudiarse el presente
problema mediante la introduccién de la funcion R, que denota la densidad de probabi-
lidad en el espacio fase de la particula cargada. La densidad de probabilidad R satisface
para cada realizacién del campo, que se supone esencialmente inalterado [32], la ecuacion

de continuidad dada por
OR 0

0

ot 87“]' J 8pj bi ( )
donde r; y p; corresponden a las variables de la ecuacién (2.4), y ademads se ha utilizado
la convencién indicial de Einstein [16, 31]. Explicitamente se tiene que la ecuacién (2.5)

se expresa en términos de la ecuacién (2.3) como

68_75 + %T’JR —+ aip](FJ + mTT])R = —qe%Ej (t)R (26)
Las ecuaciones (2.5) y (2.6) representan generalizaciones de la ecuacién de Fokker-Planck,
como se apreciara mas adelante. En mecanica estadistica, se conoce como ecuacion de
Fokker-Planck, o de Kolmogorov [89], a la ecuacién diferencial de segundo orden que
describe la evolucién de la densidad de probabilidad de una particula sujeta a fuerzas de
difusién y deriva, representadas, segin el teorema de Pawula [83], por un ruido blanco, es
decir, por un ruido incorrelacionado y con un espectro de potencias constante [32, 87].

La estocasticidad del campo eléctrico es transmitida a la variable R a través de las
variables r; y p;, de tal manera que la densidad de probabilidad varia con cada realizacién
del campo, es decir, la ecuacién (2.6) puede describir de manera detallada el movimiento
de la particula para una realizacion dada del campo [32]. Sin embargo, las condiciones
especificas de cada realizacién del campo son, en general, desconocidas, de forma que una
trayectoria particular de la ecuacién (2.3) no brinda informacién sobre el comportamiento
global de la particula. Por lo anterior, resulta necesario hacer una descripcion reducida
de un ensamble de sistemas similares que considere todas las realizaciones posibles dadas
las condiciones del problema [16, 31]. Para lograr esto, se define la funcién Q(r, p,t), que
representa el promedio de la densidad de probabilidad sobre todas las realizaciones del
campo, es decir,
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Q(r,p,t) = R(r,p,t). (2.7)

La densidad de probabilidad promedio Q aporta informaciéon de como las particulas del
ensamble estadistico estan distribuidas en la vecindad de un punto (r, p) para todo tiem-
po t [89]. Asi, toda referencia a la realizacién especifica del campo estd ausente en la
descripcion estadistica proporcionada por Q.

Para construir la ecuacién de evolucién de Q se puede proceder mediante el llamado
método de suavizado, conocido en inglés como smoothing method [16, 31, 32]. Si se define
un operador de suavizado ]55, como aquel que actia sobre una funcién fase £(r, p,t) dando
su promedio local, en el espacio fase, sobre todas las realizaciones [32],

entonces la funcion £ puede ser expresada, en términos de dicho operador, como
E=E+0=C+(1- P (2.9)

donde 0¢ denota la componente aleatoria de la funcién €. Asi, la ecuacién (2.9) representa
una descomposicion de & en su valor medio & més su parte fluctuante. Adicionalmente,
es notable que P2§ = P§ £ = Pf de tal forma que P, es un operador de proyeccion
idempotente. Al aplicar el operador de suavizado sobre la densidad de probabilidad se
obtiene la densidad de probabilidad promedio,

PR =0, (2.10)

de tal forma que la densidad de probabilidad puede ser descompuesta como
R=0+009, (2.11)

donde 6Q = (I — P,)R. Al sustituir la ecuacién (2.11) en (2.6) se llega a que

2010 +9Q) + £(Q +5Q) = —aupE,(Q+5Q). 212

9
e 8pj

donde se ha definido el operador L como el operador no aleatorio de Liouville para la
particula [16, 31], que en este caso incluye el término de reaccién radiativa, como

A 1 0 0
= —(F; ). 2.1
L m@rjp]_l_apj( j+mTTy) (2.13)

La ecuacién (2.12) puede ser descompuesta en sus partes no estocastica y fluctuante
al aplicarle los proyectores P y (I — Ps) respectivamente; y al usar el resultado de la
ecuacion (1.2), P;E; = 0, obteniéndose que:

0 0
—P,E;009; 2.14
(5 +£) @ = —agy-Puric (2.14)
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0 4 0 0 -~ -
—+L]0Q=—q—F,Q—q— - P,)E;00. 2.15
(5 +£) 0@ =0 EQ~ay- (i~ PG (2.15)
Al definir el operador ¢ = (9/0t + ﬁ)_l, que corresponde a la funcién de Green del
operador diferencial (0/0t + L), tal que dada una funcién fase £(r, p,t) se obtenga que
t

Gé(r,p.t) = / LD e (e, p, ), (2.16)
[16, 31], donde el operador diferencial e£t=t) actida sobre todas las variables a su derecha,
propagandolas de r(t') y p(t') hacia r(t) y p(t) respectivamente [32], con t' < ¢, siguiendo

un camino totalmente determinista, se tiene, aplicindolo a la ecuacién (2.15), que

10 = ~0.G5 i@~ a0~ P)B60.
o equivalentemente
[TI TG (i - PS)E]-] 50 = 0.0 B)0. (2.17)
Ip; Op;

Al aplicar el operador inverso de la expresién entre paréntesis cuadrados sobre la ecuacion
anterior, se arriba a una expresion para la parte fluctuante de la funcion R,

9
3pj

de tal forma que al sustituir esta tltima expresion en la ecuacién (2.14), se llega a que

-1
0Q = —q. {f[ a2 (i Ps)Ek] G-—E;Q, (2.18)

Opy,

<2+z> o—¢ pp {m o0 i pyE ]1giEQ (2.19)
ot = {4, ap] st Qe 8pk s)Hk 8]31 1= .

La ecuacién (2.19) es la ley de evolucion de la variable promedio Q. Sin embargo, la
forma en la que depende del campo eléctrico y del operador G no la hace practica a la hora
de utilizarla. Una forma mas manejable de esta expresion puede obtenerse recordando el
desarrollo de Taylor de x=! dado por X (1 — )" [2], es decir, mediante un desarrollo
en serie de potencias del operador entre paréntesis cuadrados [26], tal que

R W I = e B ey
(a + E) Q — 7PsEj Z |:_Qega_pk(]l - Ps)Ek:| g_ElQ

. T -0 A . 1" -0 A .
= —(e PSE _eg_H_PsE <_ eg_]I_PSEQ)
qa] ]; q apk( ) k q apl( ) l
o . (2.20)
a R . a f[ R E n—+ Q
PsE' ed 5 — 1
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Para simplificar atin més la ecuacién (2.20) deben tomarse en cuenta algunas propiedades
estadisticas del CPC. Primeramente, se tiene que las variables canénicas del campo poseen
distribuciones simétricas y centradas en cero, de tal forma que, de la ecuacién (1.67), se
obtiene que el promedio del producto de un niimero impar de factores se anula [26],

P.E;(t1)Ej(t2) - - Bj(tans1) PuC = 0. (2.21)

Adicionalmente, si se supone que las distribuciones son gaussianas, ecuaciones (1.63) y
(1.64), se tiene que el promedio del producto de un nimero par de factores es de la
siguiente forma,

P.E;(t)Ej(ta) - -+ Bj(tan) PoC = Y Ejtn) Bj(tw) -+ Ej(tur) Ej(tm) , (2.22)

pares

donde la suma se realiza sobre todos los pares de factores diferentes [26]. Del resultado
expuesto en la ecuacién (2.21) es notable que todos los términos de la ultima igualdad de
la ecuacién (2.20) con n par son nulos, de tal forma que

o R R 2n+1
(at +£) Q= P E; Z {qe (1 Ps)Ek] Q,
que es equivalente a
(gt + £) Q= ¢’ aa P,E; ga kEkZ lqe ai(ﬁ — PS)EI] " Q. (2.23)
n=0
Si se define el operador integrodiferencial de difusién @j (t) como
00 2n

Dy(t) = PE(0G 5 - Exl Dy [qeéa%ﬁ - R)El(t)] 7 (2.24)

[16], se llega a que la ecuacién que describe la evolucién de la densidad de probabilidad
promedio Q de la particula es

0Q 5 O

- TLe= ea =—D;(1)Q. (2.25)
La ecuacién (2.25) es una ecuacién integrodlferenmal, es decir, una ecuacién diferencial de
orden infinito [32], que por la forma del espectro de potencias del CPC, ecuaciones (1.54) y
(C.29), involucra un ruido altamente coloreado, ITp(w) o< w?, tal que no corresponde, como
se mencioné al inicio de la presente seccion, a una verdadera ecuacién de Fokker-Planck,
sino a una generalizacion no markoviana de esta, ya que la derivada temporal de la variable
Q involucra sus valores previos debido a su dependencia del operador G [26], ecuacién
(2.16), siendo precisamente esta memoria responsable de buena parte de su complejidad
[32]. El nimero infinito de términos presentes, provenientes del operador de difusién, en
la ecuacién (2.25) representan el efecto promedio de las multiples dispersiones causadas
por el CPC a la carga, es decir, representan las correcciones radiativas, no relativistas y
de todos los dérdenes, a la dindmica de la particula [26].
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2.2.1. La aproximaciéon markoviana

Cuando la particula cargada y el campo de radiacién comienzan a interactuar, se da un
proceso irreversible de intercambio de energia y momento durante el cual el campo tiene
un efecto aleatorizador y disipador en la dindmica de la particula [16], causado por los
modos de frecuencia méas alta del campo E(¢) en la ecuacién (2.3) [32]. Sin embargo, es
posible explorar la solucién de la ecuacion (2.25) en el limite temporal asintético cuando
dicho intercambio es reversible, y es aplicable la aproximacion markoviana [32].

Primeramente, puede aproximarse la ecuacién (2.25) a primer orden en ¢? mediante la
restriccion de la suma infinita existente en el operador de difusién a tinicamente su primer
sumando. En este sentido, para n = 0, se tiene de la ecuacién (2.24) que el operador D;(t)
se reduce a

K 5 0
_ 4/
o~ L=t

D;(t)Q ~ P,E; (t)%%Ek(t)Q = P,E;(t) / 8—m(Ek(t’)Q(t’))dt’, (2.26)

donde se ha aplicado explicitamente el operador G , ecuacién (2.16). El campo eléctrico
no depende del momento debido a la aproximacién de longitud de onda larga, ecuacion
(2.3), de forma que el operador de difusién puede rescribirse utilizando el resultado (2.22)
y el hecho de que Q y £ son no fluctuantes, como

t)Q = / E;(t)Ex(t')e ﬁ(t‘t')ag—p(:)dt’. (2.27)

Como se mencioné antes, el operador eLt=t) constituye un operador de evolucién, de
forma que puede establecerse la siguiente ley de evolucién

Q(t) = e £ Q(1), (2.28)
utilizando esta tiltima ecuacién y el operador identidad, dado por I = e£(t=t)e=£(=t) (32],
se obtiene que parte del integrando de la ecuacién (2.27) puede expresarse como
e 99() _ <e ) 9 ke t)) (cEe0(1)) = oQ(t) (2.29)
Ipr, 3pk op},

donde pi(t') = p), recordando que pi(t') evoluciona a pg(t) de manera determinista.
Sustituyendo la igualdad anterior en la ecuacién (2.27), se llega a que el operador de
difusion, en esta aproximacién, es

e 0Q)
Ho = / EE) 5 . (2.30)

La ecuacién (1.55) expresa la correlacién entre dos componentes del campo eléctrico
para tiempos diferentes, tal que esta correlacion a dos puntos puede expresarse como

Ok /OO p(w) cos(w(t —t'))dw = —5jkw(t —#)

drey /o dmeg

Ei(t)Ep(t) =

, (2.31)
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donde se ha definido la funcién @ como

w(§) E/ Iy (w) cos(wé)dw. (2.32)
0
Al sustituir la segunda igualdad de la ecuacién (2.31) en (2.30) se tiene que
R Siw (" 009(t) I 09(t)
D. = —¢ ' — — ) —2dt'. 2.
(1) Q o /oo w(t—1t) o dt o /OO w(t—1t) o, dt (2.33)

Por medio de la regla de la cadena, puede arribarse a una expresién para la derivada de
la densidad de probabilidad promedio con respecto a p;(t') en términos de las variables
candnicas evaluadas en el tiempo t, dada por

8Q<r7 b, t) _ 8pk aQ aTk @
o op); Op, -~ Opl; Oy,

(2.34)

Sustituyendo dicha expresién en la segunda igualdad obtenida en la ecuacién (2.33), se
arriba a que

1 g \NOQ [ 1 [ ore N\ 00
Di(1)Q = (47% /_Oow(t—t)apgdt) s <4W€0 /_Oow(t—t)a )ark‘ (2.35)

Si se definen los coeficientes de difusién como:

2 t
q Opr,
DP(t) = —— t—t dt’ 2.
Jk() 47'['60 /Oow( )ap; ’ ( 36)
2 t
T q ark
DY (t) = —< t—t dt’ 2.
)= g [, (237

[18, 32], se obtiene que el operador de difusién puede aproximarse, en el limite markoviano
de la teoria, en términos de dichos coeficientes de la siguiente forma

. 0 0
27y . PP
QED] (t) D]k( )ap + D ( )aqk

(2.38)
Al sustituir la aproximacién markoviana del operador de difusion en la ecuacion (2.25)
se llega a que la ecuacion de evolucion de Q en este limite se reduce a

0Q 1 0 0 0Q 0 0Q
— 4+ —— P F +mTT = DrP —pr_—= 2.39
ot marjij 8p]( Q= Jk(?pk p; Fory, (2.39)
Asi, se tiene que en esta aproximacion markoviana la ecuacién generalizada de Fokker-
Planck ha “olvidado” todos los valores de la funcién O a lo largo de su pasado, y por
tanto se ha reducido a una ecuacion diferencial de segundo orden, convirtiéndose en una
ecuacion de Fokker-Planck auténtica.
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2.2.2. Relaciones entre los valores medios

La ecuacién (2.25) contiene toda la informacién estadistica de la dindmica de la particula,
parte de la cual puede ser extraida en términos de valores medios. El promedio de una
funcién fase £(r, p, t) sobre el espacio fase se define como la integral de dicha funcién, pe-
sada por la funcién de densidad de probabilidad promedio, sobre un elemento de volumen
fase [87], es decir,

= /5(1‘, p,t)Qd*rd’p. (2.40)

Para el caso particular en el que la funcion fase no depende explicitamente del tiempo, se
tiene que la derivada del promedio fase de &(r, p) se puede expresar como

d 0
% = /f(r, p)a—?d?’rd‘gp. (2.41)

Si se multiplica por la izquierda la ecuacién (2.25) por la funcion fase £(r, p) y se integra
toda la ecuacion sobre el espacio fase, se tiene que

D F mrT;)Q 7, Q
Erdp Erdp % By dp. 2.42
/s - /s o /§ (2.42)

Al integrar por partes el lado derecho de la ecuaciéon anterior, la primera integral con
respecto al momento y la segunda con respecto a la posicién, suponiendo que la funcién
¢ es nula en la superficie en el infinito [32] y utilizando la ecuacién (2.41), se obtiene que

%:Q gi>+<ﬂgji>+m7<¢.§_§>—q <§p€ > (2.43)

La ecuacién (2.43) puede revelar de forma més clara su contenido, si se expresa como

Go() o (v) o) o

El primer término del lado derecho de la tltima igualdad, definido como

I

representa las contribuciones no radiativas a d(£)/dt, en contraste con los dos tltimos
términos de la ecuacién (2.43) que generan la reaccién radiativa y la fluctuaciones del
campo respectivamente [32]. Es notable que dichos términos dan origen a las contribucio-
nes radiativas solo si la funcién £ depende del momento. Si por el contrario se tiene que
& = &(r), se tiene que la ecuacién (2.44) se reduce a
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Para ilustrar lo anterior, puede tomarse como ejemplo que § = r;, r;7y, de tal manera que

se obtenga, respectivamente:
d(r; . or; 1
< ]> = <rk J> = —<pj>; (247)

dt ory, m
d(r;ry) . Or; . Ory 1

La informacién expuesta en las ecuaciones (2.47) y (2.48), tomédndose ademés en la ultima
ecuacion que j = k, puede expresarse en forma vectorial como:

d(r)
md(r-r) md{r’)
Ta 2 oa TP (250)

Los efectos causados por los términos radiativos sobre la dinamica promedio de la
particula pueden apreciarse al tomar, en la ecuacion (2.44), & = p;, r;pk, pjpr respectiva-
mente, de tal forma que se arribe a las siguientes ecuaciones:

d{p;)

Db (B) o () — 20D, (251)
d{r; 1 A
—< C‘ijk> = <_p]pk‘ —+ T‘]Fk> +mT <Tj T k> - qz<TjDk>7 (252)
t m
A A A
wipe) _ (piFx + peFy) + m7 (p; T + pi75) — ¢ (i Dr + pDy)- (2.53)

dt

La ecuacién (2.51) exhibe al término —¢?(D;) como una fuerza media efectiva debida a
la difusién, andloga a la fuerza osmdtica en el caso del movimiento browniano [32]. Por
otro lado, al sumarle su parte antisimétrica a la ecuacién (2.52), esta puede expresarse
vectorialmente como

d(L)

= (N) +m7{rx 1) —¢° <r X f)> : (2.54)

donde se han definido los vectores L como el momento angular de la particula y N
como la torca generada por la fuerza externa F sobre dicha particula. La ecuacién (2.54)
muestra que el cambio en el promedio del momento angular depende, ademas de la fuerza
externa, de la interaccion de la particula con el CPC. Alternativamente, si se toma la
forma simétrica de la ecuacion (2.52), j = k, se obtiene en notacién vectorial que

d(r - p)

7 %(pQ) + (@ - F)+mr(r-T) — ¢ <r : ‘i?> . (2.55)
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De manera similar a la tltima ecuacion, si se toma la forma simétrica de la ecuacion
(2.53), entonces se llega a que

1 dp?) 1 o G .
— — “(p-F : ——€< -D>. 9.
om i~ m P E T ) = (P (2.56)
Si se tiene que la funciéon hamiltoniana del sistema es de la forma

2

MW= f—m V), (2.57)

y se nota que, a través de la aplicacion de la regla de la cadena, el primer término a la
derecha de la ecuacién (2.56) puede ser expresado alternativamente como

1 dr 0V(r) dV(r)
—(p-F = (= .7\ (=7 2.58
oeFe) = - (52 Al (2.58)
puede rescribirse dicha ecuacion, en términos del promedio fase de la funcién hamiltoniana,
como e )
q: < A >
—L =7({p-T)—<(p-D). 2.59

7 (p-T)— "~ (P (2.59)
La ecuacion (2.59) muestra que el cambio en la energia media del sistema estd regido
unicamente por los términos radiativos. De manera general, si £ = C(r, p) representa una
integral de movimiento del problema no radiativo, se tiene que la ecuacién (2.45) es nula,
y que por tanto el valor promedio de C' es

d(C) ac\ /o .
ae N _ 2 (Zp Y. 2.
dt mT<T]5Pj> qe<3pj ]> (2.60)

De las ecuaciones obtenidas anteriormente, de (2.47) a (2.60), pueden deducirse ex-
presiones para los valores promedio de las variables dindmicas del sistema en el régimen
en el que (£) adquiere un valor constante, es decir, cuando d(&)/dt = 0. Esto ocurre, en
particular, en situaciones estacionarias [32], en las cuales se tiene de las ecuaciones (2.49)
y (2.50) que:

<p> =0, <I‘ : p> =0, (2'61>
es decir, la nulidad del promedio del momento, y la inexistencia de correlacion entre la
posicién y el momento de la particula al menos a primer orden. Asi mismo, se obtiene de
la forma vectorial de la ecuacion (2.51) que en este régimen se cumple que

(F) = ¢? <i>> —mr (F) (2.62)

La ecuacion anterior implica que, cuando el promedio del momento deja de variar en el
tiempo, la fuerza externa es compensada por los efectos radiativos, en promedio. Anéalo-
gamente, se arriba a que, para el caso estacionario, la ecuacién (2.55) implica que
2
1 1 mT q:

%<p2>+_<r.]5‘>+7<r-'i“>—E<I‘-’b>:0. (2.63)
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En la aproximacién no radiativa, la ecuacién anterior representa el teorema del virial
[52, 69], con promedios fase en lugar de promedios temporales. Por ello, dicha ecuacién
puede entenderse como una generalizacion del teorema del virial, tal que el valor medio
de la energia cinética tiene correcciones radiativas dadas por

(6K) = q; <r : 15> - % (r-F). (2.64)

La ecuacién (2.59) muestra que cuando se cumple que

~

T(p-T) = %2 <p : D>; (2.65)

se tiene que la funcién hamiltoniana deja de variar con respecto al tiempo, convirtiéndose
de esta forma en una constante de movimiento del subsistema mecanico. La ecuacion
(2.65) representa el balance energético existente entre la potencia promedio cedida por la
particula al campo, debido a la reaccién radiativa a lo largo de su trayectoria, y la potencia
media ganada por dicha particula al campo de fondo, almacenada en las fluctuaciones de
momento [18, 27, 32].

Una forma alternativa de la iltima ecuacion puede ser deducida en términos de ex-
presiones de las variables estocasticas al multiplicar escalarmente la segunda ecuacién de
la expresién (2.4) por p, de tal manera que se obtenga que

p-p=p -F+mrp- T +¢p-E(); (2.66)

al usar la regla de derivacién de un producto de vectores, 2(H-H) = d(H-H) /dt = dH?/dt,

dividir entre la masa de la particula, aplicar la regla de la cadena y emplear la expresion

(2.57), se tiene que la tltima ecuacién es equivalente a
dH 1 dp*  dV(r)

bt =Tp- T+

G
dt ~ 2m dt dt p-E(). (2.67)

m
Es notable que el primer término de la dltima igualdad de la ecuacién (2.67) puede ser

descompuesto, utilizando la primera ecuacién de la expresion (2.4) y la regla de derivacién
de un producto escalar entre vectores, como

e T . Td N T .o T dp 9
Tp.r_Ep.p_EE(p.p)—Ep_———mTT, (2.68)

tal que, al sustituir la ultima igualdad de la ecuacién (2.68) en (2.67), se llega a
dHgr
dt
donde se ha definido Hp como la funciéon hamiltoniana mecdnica H mas una correccién
radiativa,

.2 Ge
= - “p.E(t 2.
m7i + —p - E(t), (2.69)
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1 , 7 dp?
=—p°— —— . 2.
Hp=gp” =5 —- + V() (2.70)
Es preciso notar que los primeros dos términos del lado derecho de la ecuacién (2.70)
corresponden a un desarrollo de Taylor de la funcién p? alrededor de 7 = 0, de tal manera

que el hamiltoniano radiativo puede ser rescrito como

Lo,

Hr = Py (t—7)+V(r). (2.71)
Al igual que la solucién no fugaz de la ecuacion de Abraham-Lorentz, dada en la expre-
sién (G.26), la dltima ecuacién predice comportamientos preacelerados [32]. Sin embargo,
como se menciona en el apéndice G, este comportamiento acausal es consecuencia de las
aproximaciones hechas a la teoria con el fin de obtener la ecuacién de Abraham-Lorentz
[14]. Asi, con base en la discusién hecha en dicho apéndice, se puede tomar Hr ~ H
tal que se recupere la causalidad del presente desarrollo, siendo lo anterior valido por la
magnitud despreciable de la preaceleracion, y el hecho de que el promedio de la magnitud
p - p es nulo para movimientos periédicos [32, 69, 71].

Al promediar sobre todas las realizaciones del campo eléctrico, partiendo de la ecuacion
(2.69), con H independiente del tiempo, se arriba a que

mTiZ = %p -E. (2.72)
m

La ecuacion (2.72), que posee la misma informacién fisica que (2.65), muestra de manera
explicita que es a través de las fluctuaciones del momento como el campo de radiacion de
punto cero cede su energia a la particula.

Finalmente, partiendo del promedio fase de la ecuacién (2.39), integrandola por partes
dos veces consecutivas y utilizando la definicién expresada en la ecuacién (2.45), puede
deducirse una expresién para d(¢)/dt en el limite markoviano de la teoria, obteniéndose
que esta es igual a

&) _ [d¢ i 98 w_0°€
dt _<dt wn T\ T Dj’“apjapk
0%¢ o (0D, 0D,
pr 9 J j
+<z>jk 8pj8m>+< - ( ok >> (2.73)

Puede demostrarse, como se hara al final de la subseccién 2.4.4, que esta ecuacién se
reduce, en el limite markoviano, a la siguiente expresion

d<€> _ dg§ ... 0¢ 825 , 826
dt <E>NR +mr < Tj%> + <D§£apj8pk> + <D§k8pjark> : (2.74)

ya que el valor medio que involucra la suma de las derivadas de los coeficientes de difusion
en la ecuacién (2.73) es idénticamente cero [32].
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2.3. Transicién al espacio de configuracion

La mecéanica cudntica actual usualmente se desarrolla en términos de funciones de onda
descritas en el espacio de configuracién [25, 75]. Por ello es importante, con el fin de
establecer contacto entre los desarrollos hechos hasta ahora y la mecénica cuantica, reducir
la descripcion hecha en el espacio fase a un problema en el espacio de configuracién de la
particula. Para realizar dicha transicion al espacio de configuracién, se define la funcién
caracteristica © como la transformada de Fourier de Q 2],

FlQ|(r,z,t) = Q(r,z,t) = / Q(r,p,t)e®*dp. (2.75)

Adicionalmente, el término de reaccién radiativa m7T puede ser aproximado al orden
m4s bajo en 7, o equivalentemente en ¢, al hacer un desarrollo en serie de potencias de
la fuerza externa en la solucién no fugaz de la ecuacion de Abraham-Lorentz alrededor de
& =0 [59, 78], como se muestra en la ecuacién (G.28), de tal forma que tenga que

dF;
mrr; R~ T—, 2.76
de manera que el término de reaccién radiativa puede expresarse alternativamente, utili-
zando la regla de la cadena, como

dF 8F dr, 1 OF;
— Tk _ 77 2.
dt 8rk dt m Ory, P (2.77)

Esta aproximacién es vélida en el limite temporal asintético no radiativo [32], es decir, en
un proceso markoviano no radiativo. Sustituyendo las expresiones (2.76) y (2.77) en (2.39)
y obteniendo la transformada de Fourier de esta tltima ecuacion, mediante la realizacion
de algunas integraciones por partes, se llega a que en el limite markoviano se cumple que

Dm’ag] i F [Df,:grﬂ L (278)

00 i 9’9 . - T 0F0Q
f jka

ot E@rj@zj — ke m 7 ory Ore 0z,

Por otro lado, se define la densidad de probabilidad p(r,t) en el espacio de configuracién
como la siguiente probabilidad marginal,

E/Q(r,p,t)d3p: O(r,0,1). (2.79)

Adicionalmente, se define el promedio local de una funcién genérica £(r,p,t) como la
expresion siguiente

= /1) / £(r,p, 1)Qdp. (2.80)
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Es importante notar que (£), representa una cantidad parcialmente promediada ya que
esta continta dependiendo del vector posicion, de ahi el adjetivo de local. El promedio
total de la funcion &, ecuacion (2.40), esta dado en términos de (&), por

(&) = /<€>rpd3r- (2.81)

La funcién caracteristica Q es también llamada funcién generadora de momentos, ya que
es posible deducir todos los momentos locales de p; a partir de ella [82]. Por ejemplo, el
promedio local de pipip; es [32]:

(2.82)

r s r s r+s 1 8T+S+tQ
(Pipipt), = / Pipip Qd’p = (- )*“( ) »

Q 0202307}

Para realizar la transicién al espacio de configuracion, se realiza un desarrollo en serie
de potencias del término e% en la ecuacién (2.78) alrededor de z = 0 [16, 26, 31], de tal
manera que se obtenga que

0 ) 212
5 (/ Od’p + iz, / Oprd’p — ﬂ / kapzdgp>
22
+ —_ (/ Qp]dp—f-lzk/ngpkdg ) - ﬂ—/ijpkpzd P
F
— iz k] / Qd®p + zjz, F; / Qprd’p — 2 0F, / Opid’p
m Or

0 [ Gty iy (#0222 0y 0Q
+ m o, Opipid’p + iz | F Djkﬁpk +F Djkf)rk
09

— 2z (f{ Dﬁ’]ggQ]Jrf{ Dy == D

La ecuacion anterior puede expresarse en términos de los promedios locales del momento,
a partir de la definicién expresada en la ecuacién (2.80), como

z2=0

L7 O(z*) =0. (2.83)

9% ap@k)r _ a2 Op(prpie 1 Oppy)e 12k Op{pipi)e
ot ot 2 ot m  Or; m  Or;
22 OppippL)r iT2; OF;
_ o o R Rl .
om  or, 12 F5p + 22 pe)e = =55 p o)
T2;2 OF;

. 09 . 0Q
)

— 2z (F[ nggg] +f[ nggQD

z=0

LT O(z*) =0. (2.84)
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Asi, por ejemplo, las primeras tres ecuaciones que pueden obtenerse de la expresién an-
terior, para los términos independientes, lineales y cuadraticos en las componentes de z,

son las siguientes:
p , 1 0p{pj)r

ot m  Orj =0 (2.85)
Ippj)e | 1 Op{pipr)r T OF;
ot + m  Ory Esp m Ory, (Pr)e

; (2.86)

(o )
_ (]—" [Djk | 7 1P| ) ]

Op(pipr)e | 1 Op(pipepi)r OF; OF,
8—th Eé—rfl — (F(pr)e + Fi(pj)r )P+ pooal e > (pepo)s + a—:@jmr p

0 0 0 0

— (7 |por52] + 7 o]+ 7 o pmﬂ 7 nonge|)
La ecuacién (2.85) estd acoplada con (2.86) a través del primer momento de p, de la
misma forma, las ecuaciones (2.86) y (2.87) estan relacionadas via el segundo momento
de p, y asi sucesivamente para el resto de las ecuaciones que pueden ser obtenidas para
cada potencia de z en el desarrollo de la ecuacién (2.78). En ese sentido, las ecuaciones
(2.85), (2.86) y (2.87) son los tres primeros términos de un conjunto infinito de ecuaciones
no lineales acopladas entre si [16, 31].

(2.87)

z=0

La ecuacién (2.85) es una ecuacién de continuidad en el espacio de configuracién que
describe la transferencia de materia [48, 57, 68]. Al definir la densidad local de corriente
J(r,t) como p(p),/m y la velocidad de flujo como

J(r,t) 1

t) = = —(P)r, 2.
vt =S5 o) (2.83)
[32], se tiene que la ecuacién (2.85) es equivalente a
8p 0J;
=0. 2.89
ot "o, or; (2.89)

El vector v(r,t) representa una velocidad media local que describe un promedio sobre un
subensamble de particulas, que para un tiempo t dado estéan localizadas en la vecindad
de r y se mueven con velocidad p/m [32].

La ecuacién (2.86), por otro lado, describe la transferencia de momento lineal local, o
equivalentemente, la evolucién del vector de densidad local de corriente [16, 31|, ya que
al sustituir la definicién de este ultimo y al definir el tensor de densidad local de flujo de
momento lineal como O, = p(p;pi)r/m? [68], se observa que

ot ory, m m O, m gk 3 Jk ry, (2.90)

z=0
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La ecuacién (2.87) describe, consecutivamente, el flujo medio local de energia [32].
Asi, las ecuaciones para mayores potencias de z representan ecuaciones de transporte
adicionales, cada una conteniendo una nueva funcién local de la forma (p"), [26]. Es por
esto que la descripcién en el espacio fase es equivalente a un conjunto infinito de ecuaciones
de transporte en el espacio de configuracion. Sin embargo, para valores pequenos de z, la
ecuacién (2.78) puede ser aproximada a primer orden, de tal modo que la descripcién en
el espacio de configuracién se reduzca tinicamente a las ecuaciones (2.85) y (2.86) [16].

Los primeros dos momentos estadisticos del momento p pueden ser rescritos, en térmi-
nos de la funcién Q, a partir de la ecuacién (2.82) como:

(1089 (Om 9
Vo= —i [ === = — : 291
<pj> ! (Q 8Z]> z=0 ! ( 82]' ) z=0 ( )
1 9?Q 0*1n Q

iPr)r = | = =— e Dk )r- 2.92

Al definir un nuevo conjunto de variables en términos de los vectores r y z como:
Z, =T+ nz; (2.93)
zZ_=r— 3z, (2.94)

y expresar la funcién Q como el siguiente producto de funciones

Q(Z+7 z_, t) = ()0+<Z+7 t)gp, (Z*7 t)X(Z+7 zZ_, t)? (295>

con 7 un parametro real con dimensiones de accién, ain por determinar, y la funcién
X(z4,z_,t) denotando las partes no factorizables en términos de z, y z_ de Q(z,z_,t)
[16, 26, 31], se observa de la ecuacién (2.75) que

Q*(r,z,t) = O(r, —z,1), (2.96)
de forma que:
SOJr(Zi? t) = (Pi (Zi7 t)? (297)
X*<Z+7Z—7t) = X(Z_,Z+,t). (298>
Por la ecuacién (2.97), se tiene que la funcién Q puede ser expresada como
Q(Z-H z_, t) = QO(Z_|., t)gD* (Z—7 t)X<Z+7 z_, t)7 (299>

donde se ha expresado ¢ = . Al expresar la densidad de probabilidad p en términos de
la funciéon compleja ¢ y la funcién y, se obtiene que

p(r,t) = Q(r, 0,t) = @(r,t)p*(r, t)xo(r, 1), (2.100)
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donde se ha definido xo(r, ) como la funcién evaluada x(z,z_,t)|,, —,_, una funcién real,
que puede ser considerada como una constante, al ceder sus posibles dependencias de la
posicién y el tiempo a las funciones p(r,t) y ¢*(r,t) [32]. Si en particular se toma que

Xo(r,t) =1, (2.101)

se tiene, sin pérdida de generalidad, de la ecuacién (2.100), que la densidad de probabilidad
se reduce a

p(r,) = p(r, 1) (r,1). (2.102)
Con base en en las ecuaciones anteriores, de (2.93) a (2.102), se tiene, de los primeros
momentos estadisticos de p, ecuaciones (2.91) y (2.92), que

i) = —ma% In (;(8,?0 + 95, (2.103)

donde se defini6 la componente j-ésima de la funcién vectorial g como

g; =in <8f_j — aij) In pmn? (2.104)
y el elemento jk-ésimo de la dispersién del momento lineal  como
92
Ljk = (pipe)e — (0 (ke = =1 Do, Inp(r,t) + Xj, (2.105)
con la entrada jk-ésima del tensor dada por
Sik = Sy =11 (ajk N aik> (azj N ai) R (2.106)

Puede observarse que las funciones g y  solo dependen de la parte no factorizable de 0,
es decir, estdn inicamente determinadas por la forma de la funcién x(z,,z_,t).

Al sustituir las definiciones y resultados expuestos en las expresiones (2.88), (2.103)

y (2.105) en las ecuaciones (2.85) y (2.86), se obtiene que la descripcién de la dindmica

de la particula en el espacio de configuracion, hasta primer orden en z, esta determinada
por las siguientes ecuaciones:

Op  Opv,

ot 87']' O’ ( 07)

dpu; dpvju,. n* 0 0? 1 0% jp
_r Y el _F
mn ot tm ory, m Ory, p(?rjé?rk np +m ory, iP
= T,ka—gFj (]: {Dpp—ag] +F {DW 8Q})

Tk jkapk gk ark

2.108
e (2108)
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Las ecuaciones anteriores pueden ser expresadas alternativamente, en notacion vectorial,
como:

% + V- (pv) = 0; (2.109)
m% +mp(v-V)v+mv(V-pv) — —V (pHess(In p)) + %V -p —pF
= 7p(v - V)F — (F[(D* - V,)Q] + F (D - V)@ | (2110)

En la ecuacién (2.110) se ha definido el operador hessiano, ICIessjk = §?/0r;0ry, como
un operador tensorial que obtiene la matriz hessiana de la funcion escalar a la que se le
aplica, es decir, la matriz formada por las segundas derivadas de dicha funcién escalar
13],
- %€/ 0z? %€ /00y 0*¢ /0202
Hess (&) = V(VE) = | 0%¢/oydz  9*€/0y*  9°€/0yoz| . (2.111)
0*€)0z0x  0%€/020y  0*¢)0z*

Adicionalmente, se han denotado , DPP y DP" como tensores de segundo orden, a los
cuales se arriba al aplicar el operador gradiente a funciones vectoriales.

Es claro que, en el cuarto término de la izquierda de la ecuacién (2.110), el hessiano del
logaritmo de p puede ser rescrito, en términos de ,/p, mediante la aplicacién consecutiva
de la regla de la cadena y la regla de derivacion de un producto como

Hess(In p) = 2Hess(In /p) = 2V(V In /p) = 2V (V\/\{—) (2.112)

Llegandose a que
. 2 2
Hess(In p) = %HG%(\/_P) - ;(V\/ﬁ)(v\/ﬁ), (2.113)

recordando que en el ultimo término de la expresion anterior se tiene un producto exterior
entre los vectores V,/p. De esta forma, todo el término mencionado, puede ser expresado
de la siguiente manera

V - (pHess(In p)) Vp - Hess(In p)

=V - Hess(In p) +

2v(pv2ﬁf)z v(T) [ —— R

(2.114)

o (TP 4 (VP
=27 () + 29 VTR -
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Finalmente, al aplicar la regla de la cadena para la derivacion en los dos ultimos términos
de la expresion anterior, esta ultima se reduce a

V - (pHess(In p)) B V2/p
; _2V( = ) (2.115)

Aplicando este resultado en la ecuacién (2.110), se obtiene que dicha ecuacién puede
expresarse, al dividirla toda entre p y expresar la fuerza F en términos del gradiente del
potencial V, F = —VV, como

N oy Vv WAy L L
mgr + (v-V) +V<V - \/ﬁ>+mpv p
g (FIIDPP-Vp)Q] + F[(DP - V)Q))

P 2=0

=7(v-V)

. (2.116)

donde, ademads, se ha sustituido la ecuacién (2.109) y se ha utilizado la regla de derivacién
de productos para el término pv en la ecuacién (2.110). Es importante notar que la
ecuacién (2.116) contiene toda la informacion fisica de las ecuaciones (2.109) y (2.110), de
tal forma que esta es la ecuacion diferencial que describe, en el espacio de configuracion,
la dinamica de la particula en interaccion con el CPC bajo la aproximacion propuesta.

Como se menciond con anterioridad, la ecuacién (2.116) es similar, en su forma ma-
tematica, a la ecuacion de conservacion del flujo de momento para un fluido viscoso en
la hidrodindmica cldsica [48, 57, 68], con un tensor de estrés o esfuerzos igual a p /m?.
La diferencia entre ambos sistemas radica en el hecho de que el término proporcional a
(V2 V/P)/+/P es cinético, no disipativo y de origen estocdstico, que se manifiesta como una
caracteristica natural de los sistemas de la EDE [26].

2.4. La ecuacién generalizada de Schrodinger

La ecuacién (2.116) puede rescribirse, utilizando VH? = 2H x (V x H) + 2(H- V)H [2],

de la siguiente manera

2v2
ma—v—k@VUQ—mvx(va)—i—V V—%—ﬁ
o 2 mo\/p

donde se han definido los vectores de fuerza Fy.q v Fs como:

g (FIDPP-Vp)Q] + F[(DP" - V)Q))
P

) = Fraq + FZ; (2117)

Fraa = 7—<V ’ V)

1
Fy=——V.p . (2.119)
mp
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Adicionalmente, la funcién ¢(r,t) puede expresarse, en términos de la ecuacién (2.102),
en su forma polar de la siguiente manera,

o(r,t) = /peSTh, (2.120)

denotando S(r,t) la parte imaginaria de . Sustituyendo el resultado anterior en la ex-
presion para el promedio local del momento, ecuacién (2.103), y utilizando la expresién
para la velocidad media local de la particula, ecuacion (2.88), se obtiene que

t

mv = —inV In ( “i(r’ ) > +g=2mVS(r,t) +g, (2.121)
" (r, 1)

lo que implica, en conjunto con el resultado de que el rotacional de un vector gradiente

es siempre nulo (2], que el rotacional de mv se reduzca a

Vxmv=Vxg. (2.122)

Al sustituir el rotacional de mv y la ecuacién (2.121) en el tercer término de la ecuacion
de movimiento (2.117) se llega a la igualdad siguiente

VM:FradjLFg—g—ijvx (V xg), (2.123)

en la cual se ha definido que

M_zas Lo 2> V2\/p
n@t m\/p

La ecuacién (2.124) es esencialmente, para el caso particular en que M = 0y n = h/2,
la ecuacion del tipo Hamilton-Jacobi de la teoria desarrollada por D. Bohm en 1952, la
cual se deduce a partir de la ecuacién de Schrodinger [8]. Adicionalmente, la ecuacién
mencionada es precisamente una de las ecuaciones fundamentales de la teoria estocéstica
de la mecéanica cuantica, es decir, la contraparte fenomenolégica del presente desarrollo
[18, 28, 32]. Por esto, el desarrollo hecho ofrece una justificacion fisica de los postulados de
la mecanica cuantica estocastica y permite la determinaciéon de parametros libres desde
primeros principios [26].

V. (2.124)

De la ecuacién (2.120) puede obtenerse que In ¢ = (1/2)In p+iS, expresién que al ser
sustituida en la ecuacién (2.109) conduce a
oS  idp iV-v iv-Vop

go__ 19 _ . _v.VS. 2.12
a oot 2 o vV (2.125)

La derivada temporal anterior puede ser rescrita en términos de la ecuacién (2.121) como

o N
9o _ 198 Mgpg L. g al

1
- - ——g- . (212
ot 0Ot m om VS Vo gOg Ve (VS) mg VS. ( 6)
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Al sustituir el tltimo resultado y la expresién (2.121), mv* = (2npVS + g)?/m, en la
ecuacién (2.124) se obtiene que

dp | (=2iV + g)?
8t 2m
2y
m

1
M = —|—=2in 90+Vg0}
¥

2 . 2
{v25+ \/‘_g— (VS)Q-I-%VS-Vp— Vf . (2.127)

Es notable que la expresién ¢~ 1V2p puede escribirse en términos de las funciones S y p,
a partir de la ecuacién (2.120), como

2 V2
Ve VP syt VS Vp - (VS) (2.128)
¥ VP

de tal forma que el segundo paréntesis cuadrado de la expresién (2.127) es nulo. Con base
en lo anterior, se tiene que la ecuacién de movimiento (2.117) se reduce a la siguiente
igualdad,
1 - g
v (;Mgo) — Fraa 1 Fy — 2 v (V ), (2129)

donde se ha definido el operador lineal M como los términos diferenciales y constantes no
nulos de la expresion (2.127), es decir,

- 0  (—2inV +g)?

= ~2in5, + V. (2.130)

2m
La ecuacion (2.129) se conoce como ecuacion generalizada de Schrodinger dentro del for-
malismo de la EDE [32], pues esta se reduce, como se mostrara en la siguiente subseccion,
a la ecuacién de Schrodinger al tomar el limite no radiativo de la teoria.

2.4.1. El régimen no radiativo

Las fuerzas presentes en el lado derecho de la ecuacién (2.129) son las responsables de la
dindmica desarrollada por la particula cargada al estar en interaccién con el CPC, por lo
que es relevante analizar el origen fisico de cada una de ellas por separado.

El primer término del lado derecho de la definicién de F.q, ecuacion (2.118), tiene
un efecto disipativo en el movimiento de la particula originado por la reaccién radiativa
[32]. En ausencia del segundo término de la ecuacién (2.118), el término de reaccién de
radiacion conduciria al decaimiento del sistema a su estado clasico de minima energia. En
este sentido, la reaccion radiativa provocaria, por ejemplo, que el electréon orbital de un
atomo de hidrégeno emita toda su energia cinética en forma de radiacion, precipitandose
al ntcleo, colapsando asi dicho &tomo. Por su parte, el segundo término de F,.q4 €jerce una
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accion permanente y aleatoria sobre el movimiento de la carga originado por las fluctua-
ciones del CPC [32]. En ausencia de la reaccién radiativa, este segundo término conduciria
a un movimiento electrénico erratico e inestable. Ademas, este término involucra efectos
de memoria, ya que en su definicién posee integraciones temporales desde el momento
inicial hasta el tiempo ¢ [32], ecuaciones (2.36) y (2.37).

Como se menciond con anterioridad, son de particular interés aquellas situaciones en
las que la acciéon combinada de las fuerzas disipativas y fluctuantes conducen a una con-
dicién de balance energético, ecuacion (2.65). Bajo estas condiciones todo efecto residual,
proveniente de los términos radiativos, conduce a correcciones menores en la ecuaciéon
(2.129) que pueden ser despreciadas en una primera aproximacion [18]. Es precisamente
esta situacién, conocida como la aproximacién no radiativa [18, 32], la que conduce a una
reduccion de la ecuacién (2.129) dada por

V(éMgp) :Fg—g—f—kvx(ng). (2.131)

Como puede observarse en las ecuaciones (2.104) y (2.106), los términos restantes en el
lado derecho de la ecuacién (2.131) dependen, respectivamente, de la primera y segunda
derivadas de x(z,z_,t) evaluadas en z = 0. Sin embargo, a pesar de que la funcién x es
desconocida, la forma de la ecuacién (2.131) sugiere un significado fisico para los términos
g v . En este sentido, es notable que los términos que dependen explicitamente de g
tienen la estructura de la fuerza de Lorentz, ¢.(E, + v x B,/), indicando que dicho vector
juega el papel de un potencial magnético efectivo [32], dado por

(1, 1) = —qeAyx(1,1), (2.132)

tal que de las ecuaciones (A.46) y (A.47) se tenga que E, = —0A, /0t y que B, = VxA,.
En este sentido, se observa que al sustituir la ecuacién (2.132) en (2.103), se obtiene la
relacién correcta entre el momento mecénico local (p), y el momento canénico local (P),
[52], como puede observarse en la ecuacién (F.11),

plrt)
©*(r,t)

Por otro lado, la estructura de la fuerza Fyx, ecuaciones (2.106) y (2.119), sugiere asignarle
al tensor el rol de un tensor de estrés efectivo trasmitido a través del campo A, [32].
Por los argumentos anteriores, dentro del marco de la aproximacién no radiativa todos
los términos que contengan al vector g o al tensor  pueden ser despreciados de forma
independiente cada uno [32], lo que conduce a que la ecuacién (2.131) se reduzca a

1 - 1 2n?
v (—Mgo) v {— <—2m‘9—¢ /IS v vgoﬂ — 0, (2.134)
® ® at  m

(p)r = —inVin ( > +g=(P)r — ¢ Ay(r,1). (2.133)

de tal forma que, bajo un primer proceso de integracién, se tenga que
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dp 2
- 2@7;8—9: - %v% + Ve = (), (2.135)

donde C(t) es una funcién arbitraria, en general dependiente del tiempo.

Si se supone que la funcién ¢(r,t) es de la forma siguiente
plr, 1) = (r,t)esi | O (2.136)

entonces se obtiene que la densidad de probabilidad estda dada, en términos de las ecua-
ciones (2.102) y (2.136), por

p(r,t) = ¥(r, 1)¢"(r, 1), (2.137)

y que la ecuacién (2.135) se reduce a
2n? 0
_ 22y 4 yy — 0ip 22 (2.138)
m ot

Sin pérdida de generalidad, puede elegirse en la ecuacién (2.136) que la funcién resultante
del proceso de integracién sea nula [18, 32], C(t) = 0, de tal forma que

p(r,t) = Y(r,t). (2.139)

La ecuacién (2.138) tiene precisamente la forma de la ecuacién de Schrodinger para la
amplitud de probabilidad ¢ en términos del ain indeterminado parametro 7.

La funcién de onda ¢ puede ser expresada en su forma polar, también llamada repre-
sentacion de Madelung [72], segin las ecuaciones (2.120) y (2.139), como

P(r,t) = /peSTh. (2.140)

De tal manera que, en la aproximacion no radiativa, se observa que el momento canonico
local coincide con el momento mecénico local, ya que de las ecuaciones (2.141) y (2.140)

se tiene que
: U(r,t)
P)r = —inVin <*—
P 97(e,0)
Adicionalmente, de la ecuacién (2.105), se tiene que la dispersién del momento es

(P*)r = (P); = —0*V?Inp. (2.142)

) =2nVS(r,t) = (P),. (2.141)

Al realizar la aproximacion no radiativa, se tiene que las primeras dos ecuaciones del
conjunto infinito de ecuaciones de transporte obtenibles de la ecuacién (2.78) se convierten
en un sistema independiente de dos ecuaciones no lineales para p(r,t) y v(r,t) comple-
tamente desacoplado del resto de ecuaciones de dicho conjunto infinito [32], el cual estd
dado por:

dp

E +V.-(pv)=0; (2.143)
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2

mf)g;tv +mp(v-V)v+mv(V-pv) — %V - (pHess (In p)) — pF = 0. (2.144)

La forma de ambas ecuaciones, (2.143) y (2.144), es similar a las ecuaciones obtenidas de la
teorfa cinética para un fluido [48], como se mencioné con anterioridad. Sin embargo, para
llevar acabo una analogia hidrodinamica de esta clase se tendria que tratar al término
proporcional a 7%, en la ecuacién (2.144), como un tipo de estrés actuando sobre un
“fluido cudntico”, lo cual resulta en una interpretacion artificial, ya que ningin fluido real

soportaria un estrés de esa forma [18, 32].

Conceptualmente, el término proporcional a 7% no requiere de ninguna interpretacién
adicional en el presente contexto, ya que de acuerdo con las ecuaciones (2.105) y (2.142) es
generado por las correlaciones y fluctuaciones en el momento. Una propiedad importante
de dicho término es su naturaleza no local manifestada a través de su dependencia en la
distribucion de particulas en todo el espacio de configuracién p [16, 18, 31]. Es por esto
que el término proporcional a n? ha de considerarse como un punto clave en la explicacién
de fendmenos tan peculiares como las fluctuaciones y la no localidad cudnticas [32]. Es
precisamente este término, en la forma en la que se halla expuesto en la ecuacién (2.117),
el equivalente al llamado potencial cuantico, deducido por Bohm en su interpretacion de
la teorfa cudntica en términos de variables ocultas [8], denotado por

2n* V2
Vg = 2LV VP (2.145)
mo /P
Esta es la razén de que la presencia del término proporcional a n?, en las ecuaciones de

la dinamica de la particula en el espacio de configuracién, sea un indicativo definitivo de
una desviacion de los comportamientos usuales descritos por la fisica clésica.

2.4.2. Promedios estadisticos y cuanticos

Con la introduccién de la funcién de onda 1 (r, t) en la ecuacién (2.136), es posible rescribir
las definiciones de los promedios estadisticos en términos de esta. De las ecuaciones (2.81)
y (2.141) se tiene que el valor medio del momento es

(v = [ plp)ec’r = ~in [ pVin (%)d?’r ——in [ @V0 - uTe) P (2116)

Al realizar una integracién por partes en el segundo término de la tultima igualdad en la
ecuacion anterior, y suponiendo que p es nula en infinito, se obtiene que

(p) = —2in / VVYdr = / Y pyudir, (2.147)
donde se ha definido el operador diferencial de momento p,, como

p, = —2inV. (2.148)
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De forma similar puede hallarse, de la ecuacion (2.142), que el segundo momento estadisti-
co del vector momento se expresa, en términos de la funcién de onda, como

) = /P<p2>rd37’ = / ((p)f —7*VZ%In p) pd®r = /Qﬂ*ﬁf]wd?’r. (2.149)

Por otro lado, ya que cualquier funcién de la forma £(r,t) coincide con su valor medio
local (&), ecuacién (2.80), se tiene de la ecuacién (2.137) que

(€) = / pE(r, ) dr = / BEG, O, (2.150)

donde r = r. Como resultado, en el presente formalismo los promedios estadisticos (p),
(p?) y (€) coinciden con los promedios definidos por las normas cudnticas usuales,

() E/w*fwd?’r, (2.151)
en términos de un operador é apropiado, asociado a la variable dindmica ¢ [32]. En

particular, si ( = H se tiene, de las ecuaciones (2.138) y (2.148), que los operadores
hamiltoniano y de energia son:

9 ]52 A 2772 2 A
H, = ﬁ +V(r) = —WV + V(r); (2.152)
g, = 2@'17% (2.153)

Como se mostré con anterioridad, en el limite asintotico temporal, dentro del régimen
no radiativo, la dinamica del subsistema mecanico de la particula en interaccion perma-
nente con el campo de punto cero fluctuante estd gobernada por la ecuacién (2.138), es
decir, por una ecuacion tipo Schrodinger, lo que significa que las reglas cuanticas, en
términos del aun desconocido parametro n, que emergen de este tipo de estructura ma-
temédtica son aplicables [32]. Bajo estas circunstancias, las variables dindmicas del sistema
pasan a ser representadas por sus correspondientes operadores cudnticos, los cuales, en
general, no conmutan entre si. y cuyos valores de expectacion son calculados con las he-
rramientas cuanticas usuales. En particular, significa que los paréntesis, o corchetes, de
Poisson cldsicos deben ser remplazados por conmutadores cudnticos [32] de acuerdo con
la siguiente transformacion,

1 -~ -
[E? C]clas — %[&7 C] (2154)

El argumento anterior es de crucial importancia, ya que es en este punto de la teoria donde
se da la transicion de lo clasico a lo cuantico: cuando la ecuacion de Schrodinger opera,
son las reglas asociadas a esta las que toman relevancia. Adicionalmente, la necesidad de
representar a las variables dinamicas mediante operadores una vez alcanzado el régimen
cuantico se muestra en el apéndice H, donde se estudia la descripcién de Heisenberg.
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2.4.3. El limite estacionario

Como se ha mencionado antes, una condicién suficiente para que se cumpla que

d<§>r o
o =0, (2.155)

es que el sistema fisico haya alcanzado un estado estacionario, en el cual 0Q/0t = 0. Si se
cumple esto, entonces la funcién Q es de la forma Q(r, p), de tal manera que la distribucién
marginal p depende tinicamente de la posicién. En esta situacion, la velocidad media local,
ecuacién (2.88), se vuelve independiente del tiempo,

(bl =5 [ PO B)Ep = mv(r). (2156)
p(r)
Si la velocidad media local es independiente del tiempo, se tiene, de la ecuacién (2.141),
que VS(r,t) es también una funcién independiente del tiempo, de tal forma que puede
descomponerse la funcién S como S(r,t) = s(r) + S(t). Asi, de la ecuacién (2.140), la
funcion de onda puede expresarse en este limite como

(1) = /p(r)e SIS = g(r)e SO, (2.157)

donde se ha definido, en la tltima igualdad, la funcién ¢(r) = /p(r)e**®). El aplicar el
operador hamiltoniano H,, a la ultima ecuacién, conduce a que

~ dS
Hopp = =200, (2.158)

tal que al multiplicar la ecuacién anterior, por la izquierda, por el complejo conjugado
de la funcién de onda, ¥*, e integrarla, esta se rescribe, utilizando las ecuaciones (2.57) y

(2.152), como
. 1, as

= V)=E =-2n— 2.159

(Hy) = 5 - 0") + (V) N (2.159)

donde & es la energia, constante, del sistema en su estado estacionario [32]. Mediante la

integracion directa de la ultima igualdad de la ecuacién (2.159), se llega a que
S(t) = —Et (2.160)
TR .

De tal forma que la funcion de onda se expresa, al sustituir este resultado en la ecuacion

(2.157), como

Y(r,t) = p(r)e /2, (2.161)

y que la ecuacién de estacionariedad, obtenida de la ecuacién (2.138), esta dada por

2
- %v% +Vo = Eo. (2.162)
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La ecuacién (2.162) es una ecuacién de valores propios, los cuales representan las posibles
energias £ del sistema en cuestién [32], que posee la misma forma que la ecuacién de
Schrodinger independiente del tiempo, dada en términos del parametro 7. El valor propio
correspondiente a la funcién propia ¢, sera denotado como &,, con n > 0, siendo & la
representacion del valor propio del estado de minima energia. Asi, se tiene que la ecuacién
(2.161) se rescribe como

Un(r,t) = ¢y (r)eEnt/2n, (2.163)

al utilizar la notacién anterior.

2.4.4. Balance energético: la constante de Planck

Como ya se ha mencionado en reiteradas ocasiones, la interaccion entre una particula
cargada y el CPC resulta, en el limite temporal asintético y bajo la aproximaciéon no
radiativa, en una descripcién en el espacio de configuracién regida por una ecuacién de tipo
Schrodinger, ecuacion (2.138), en términos del parametro 7. El valor de este pardmetro,
puede ser deducido mediante la imposicion de la ecuacién de balance energético, ecuacion
(2.65), en el estado base descrito por la ecuacién estacionaria obtenida [32], ecuacién
(2.162). Al suponer que el campo de radiacién se halla en su estado de minima energfa,
con una densidad espectral dada por la ecuacién (C.29), y que el subsistema mecénico se
encuentra en su estado base, & = &, se tiene que la ecuacién de balance energético puede
ser rescrita, en el limite markoviano y estacionario, sustituyendo la funcion arbitraria &
de la ecuacion (2.74) por el hamiltoniano del subsistema mecénico, como

.. OH O*H . O*H
mT< ]8p]> N <D§£3Pjapk>o_<D§kapj37“k>o. (2.164)

Al sustituir explicitamente las ecuaciones de Hamilton en la tltima expresion se llega a
que la condicién de balance se expresa de la siguiente manera

,«aFk 1 8pk 1 1
T(Tpj)g = <D§ka_pj>o - <D§£%>O = (DY), = - (D), (2.165)

De esta forma, la condicién de balance energético se rescribe, en notacion vectorial, en el
limite markoviano de la teoria como

(o) = L (1o, 2166

donde se ha definido la traza del operador de difusién como TrDPP = Eﬂ)%) . Para cal-
cular de manera explicita ambos lados de la igualdad anterior, se aplican los métodos
matematicos usuales, que emergen de la estructura de la ecuacién (2.138). En particular,
de la ecuacion (2. 163) se tiene que, en el limite estacionario, se cumple que

T (t /¢k r,t)r, (v, t)d*r = ei“’mt/gh}';(r)r(bn(r)dgr = ey, (0), (2.167)
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donde se ha definido wg, = (& — &,)/2n. De la ecuacién (2.167) pueden obtenerse, me-
diante derivacién con respecto al tiempo, los elementos de matriz de los operadores p y
T [18, 32|, los cuales estan dados por:

Pin(t) = mign(t) = imwinTin(t); (2.168)
Trn(t) = —iwp Ten(t). (2.169)

Por la forma de los resultados expuestos en las tultimas ecuaciones, es inmediato notar
que para cualquier estado n se cumple que

(T -p)n=(p T), (2.170)

es decir, la forma de ordenar dichos operadores es irrelevante para el calculo de sus valores
medios. Consecuentemente, el lado izquierdo de la ecuacién (2.166) puede expresarse,
alternativamente, como

T(p-T) = TZpOk C T = —m72w§k|r0k|2. (2.171)
K K

Para hallar una expresién alternativa del lado derecho de la expresién (2.166), debe
notarse que las contribuciones dominantes de los coeficientes de difusién, ecuaciones (2.36)
y (2.37), provienen de los tiempos ¢’ cercanos a t, cuando el sistema se halla en el régimen
antes mencionado [32]. Por esto, las variables dindmicas que forman parte de las defi-
niciones de dichos coeficientes deben ser expresadas en términos de sus correspondientes
operadores diferenciales. Para lograr esto, es necesario que las derivadas parciales Opy/ 67p;
y Org/ Jp; sean rescritas, en términos de los paréntesis de Poisson, como:

or’: Op,  Or’ Opy Opr.  Opx
/ s = J 7 — ., — ; 2.172
TPl = G ony o ot ow], o, -
or: or,  Or'; ory, Ory Oy
/ das = J __J_:d_:—, 2.173
[7"], rk] ! 87"2 8p; ap; OT; gl 8p2 ap; ( )

Estas expresiones deben verse como conmutadores al utilizar la regla de transformacién
expresada en la ecuacién (2.154), de tal forma que se tienen las siguientes equivalencias:

Opr L, .
ap/ = [T;ka]clas — _[r;;pk],
J

2in
67“k 1 /
— |7, Tk 2.175

Sustituyendo las expresiones anteriores en las definiciones de los coeficientes de difusion
se obtiene que estos pueden expresarse de la siguiente forma:

(2.174)

- [T;ﬁ Tk]clas —

2 t
q A
DP(t) = —<— w(t — [ pldt’ 2.1

—00
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2 t

q SN

DV(t) = —= — [, " 2.1
) = g / w(t — t')[7, Feldt (2.177)

—00

Asi, la traza del operador de difusién D?Z adquiere una forma integral en términos de
conmutadores, al sustituir la ecuacién (2.176) en (2.166), dada por

D=~ [ a0 o, 2178)

871—6077 —o0

donde al emplear la definicién de la constante 7, la densidad espectral uy(w) y la funcién
w(t—1') de forma explicita, ecuaciones (G.17), (C.29) y (2.32) respectivamente, se obtiene

.
O =~ [ 1), (2.179)
™ 0
donde se ha definido .
I(w) = / cos(w(t — )){[7, pyl)odt" (2.180)

Es importante recordar que la constante &, expresada en la ecuacién (2.179), posee un
valor universal, ya que es la que determina el espectro de equilibrio de la radiacién en el
limite atérmico, al denotar la constante de proporcionalidad entre la energia media de un
modo elemental de oscilacién del campo de radiaciéon a temperatura cero &, y su frecuencia
w, ecuacién (C.24). Como se menciond en el apéndice C, se sabe que la constante 9 posee
unidades de accion y que su valor corresponde a

h

=3 (2.181)

De la ecuacién (2.168), se tiene que el valor medio del conmutador dentro de la integral
I(w) es de la forma

([, D310 = > (Fonbiko — DiokTio) = 20m > wor|rjon|” cos(wor(t — 1)), (2.182)
k k

de manera que
t
I(w) = 2im2w0k|rj0k|2 / cos(w(t —t")) cos(wor(t — t'))dt’. (2.183)
k — 0o

Con el fin de resolver la parte integral de I (w), se rescribe el producto de cosenos, mediante
la identidad 2 cos((£ + ()/2) cos((§ — €)/2) = cos& + cos (, de tal forma que

_ c08((w — wo)(t = 1)) + cos((w + wor) (¢ — 1))
2

cos(w(t —t')) cos(wor(t — ")) , (2.184)



48 CAPITULO 2. INTERACCION ENTRE LA MATERIA Y EL CPC

y se toma el cambio de variable At = ¢ — ¢/, arribandose a que
I(w) =im Zwok’rjok’2 </ [cos(At(w — wor)) + cos(At(w + wor))] dAt) . (2.185)
k 0

Las integrales de la derecha de la ecuacion anterior se identifican con la definicion de la
delta de Dirac, expresada en la ecuacién (G.12), de tal forma que /(w) se reduce a

I(w) = imm Y worlrjorl* (6w — wor) + d(w + wor)) - (2.186)

Sin embargo, dado que para el estado base no existen frecuencias negativas, es decir,
wor > 0, se tiene que el factor w + wp, nunca es nulo, de modo que 6(w + woy) es siempre
nula. Asi, la expresion (2.186) se reduce a

I(w) =imm Z wok|Tjor |0 (w — wor,)- (2.187)
k

Al sustituir la dltima ecuacién en (2.179), se obtiene que

m2rod o0
o = TS wnlriol? [ 68— wordds 2159
k 0

donde al integrar directamente se halla, utilizando notaciéon vectorial, que

m2rod
(TrDPP), = 1 ngk’r0k|2' (2.189)
k

Con base en los resultados de las ecuaciones (2.171) y (2.189), se tiene que la condicién
de balance energético se satisface si se cumple que

o
mr (1 - —> > wirlror)* = 0. (2.190)
d k

Esta igualdad es valida para toda k si el coeficiente de cada uno de los sumandos es nulo,
es decir, si se cumple que
n=dqd. (2.191)

En términos del valor explicito de la constante &, ecuacién (2.181), se tiene que el estado
base del subsistema mecanico cumple con ser un verdadero estado estacionario si se tiene
que el valor del parametro 7 es exactamente igual a i/2 [32]. Con este valor particular de
7, se tiene que la ecuacién (2.138) se convierte en la auténtica ecuacién de Schodinger,

P

h2 2 .
— 5oV Ve =ik (2.192)
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Este resultado permite afirmar que el régimen conocido como cuantico corresponde inequivo-
camente al régimen temporal asintotico y no radiativo, en el cual el subsistema mecanico
es correctamente descrito por la ecuacién de Schrodinger [32]. La afirmacién anterior es
precisamente la razén por la que se considera a la ecuacién (2.129) como una ecuacién ge-
neralizada de Schrédinger, ya que la ecuacién (2.192) es, simplemente, la aproximacién no
radiativa de esta ecuacion. En el mismo sentido, la ecuacién generalizada de Schrodinger
se reduce a ser el caso markoviano de la ecuacion generalizada de Fokker-Planck, ecuacion
(2.25). Aunado a esto, el desarrollo hecho anteriormente muestra que la aproximacion
no radiativa es equivalente a suponer que la funcién Q es completamente factorizable en
términos de las variables z,., es decir, a tomar la funcién x(z,,z_,t) de la ecuacién (2.95)
como idénticamente igual a la unidad.

Por otro lado, los resultados obtenidos permiten afirmar que la condicién de balance
energético, ecuacion (2.166), determina inequivocamente la ecuacién de Schrodinger. Con
base en esto, se puede afirmar que la ecuacion de Schrodinger describe mas que una
particula, describe una particula en interaccion permanente con el CPC en el régimen
reversible en el tiempo, en el cual el campo ha impreso sobre la particula sus fluctuaciones
caracteristicas y sus propiedades tipo onda [18, 32].

Adicionalmente, el hecho de que el valor del parametro n no dependa del problema
especifico, sino unicamente de la naturaleza del campo de punto cero, muestra la ya
conocida validez universal de la ecuacion de Schrédinger [32]. Ademéds de introducir la
constante de Planck de manera natural al desarrollo, el valor especifico de n confirma
la densidad espectral del CPC, vy o< w®, como la tnica distribucién de frecuencias que
conduce a situaciones de equilibrio con el estado base del sistema mecanico, ya que es
esta la que garantiza que las expresiones (2.171) y (2.189) posean la misma estructura
algebraica. Lo anterior puede entenderse como que la condiciéon de balance energético se
cumple, no solo de manera global, sino que término a término, es decir, la particula y el
campo han alcanzado un balance energético detallado [16, 18, 32].

Como pudo notarse, el campo de punto cero es el elemento que mas fuertemente influye
en la dindmica de la particula para tiempos muy cortos. Sin embargo, es también este
campo el que permite al subsistema mecanico alcanzar un régimen de equilibrio, en el cual
el mismo CPC adquiere un papel mas sutil [32]. Ademés, es el CPC lo que determina el
tamano de las fluctuaciones y produce las correcciones radiativas al sistema, lo que permite
explicar la presencia universal de dichas fluctuaciones, asignandoles, ademds, un origen
causal [32]. Finalmente, el desarrollo presentado muestra al CPC como el mecanismo
que permite a los atomos alcanzar y mantener su estabilidad, ya que es este campo el
que suministra la energia que los electrones pierden radiando al hallarse en trayectorias
curvas [32], es decir, el campo de radiacién de punto cero genera al tipo de mecanismo
mencionado en el apéndice E, propuesto originalmente por W. Nernst en 1916. En este
sentido, la EDE resuelve la antigua cuestion sobre la estabilidad atéomica al exhibir el
mecanismo que la cimienta y explica.
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Adicionalmente, utilizando las reglas matematicas que acompanan la ecuacién de
Schrodinger, es decir, el algebra de operadores, es posible demostrar la reduccién he-
cha en la ecuacién (2.73). Partiendo de las expresiones para los coeficientes de difusién en
el limite markoviano de la teorfa, ecuaciones (2.176) y (2.177), se tiene de la regla de trans-
formacion (2.154) que sus derivadas parciales se expresan en términos de conmutadores
de la siguiente manera:

- T
dpr  16meon? w(t =) [, [75, Da]]dt’ (2.193)
a'D?; ¢ t o
or,  16meqn’ / w(t = )75, el Beldt’. (2.194)

Al utilizar las dos 1ltimas expresiones, se tiene que la suma de las derivadas parciales de
los coeficientes de difusién es

ODj D _ @ / t
Opx ory, 16meen? J_oo

w(t —t') { [P, 7, D] + ([, 7], Di] bt (2.195)

Por otro lado, la identidad de Jacobi, vélida tanto para los paréntesis de Poisson como
para los conmutadores, expresa, en particular, que

[25]. Sin embargo, es notable que el segundo término del lado izquierdo de la ecuacién
anterior es nulo, de tal modo que esta conduce a que

P, 75, Drl] = =[Pk, [Pr, 7511 = [[Pa, 73], Dr] = = [[75, ], i) (2.197)

Este resultado implica que la suma expresada en la ecuacién (2.195) es nula, lo que
permite eliminar el ultimo término de la derecha de la ecuacién (2.73), obteniéndose de
esta manera la ecuacién (2.74).

Finalmente, por su importancia como resultado para la electrodinamica estocastica,
en el apéndice H se hace una revision breve del desarrollo hecho desde esta perspectiva
para arribar a la descripcién de Heisenberg de la mecanica cuantica. A pesar de que ambas
descripciones, la de Schrodinger y la de Heisenberg, son matematicamente equivalentes,
el acercamiento realizado desde la EDE muestra como la condicién de ergodicidad es lo
que permite que el sistema converja al régimen cudntico [32].



Capitulo 3

Correcciones radiativas

La fisica moderna nos ha ensenado que la naturaleza
de cualquier sistema no puede ser descubierta
mediante su division en sus partes constituyentes
y el estudio de cada parte por separado,
ya que este método a menudo implica
la pérdida de propiedades importantes del sistema.
Debemos mantener nuestra atencion fija en el todo
y en las interconexiones entre las partes.

- Max Planck -

Las fluctuaciones del campo electromagnético del vacio son, en la actualidad, ampliamente
aceptadas como las responsables de dar origen a algunos fenémenos observables, de gran
importancia fisica, que pertenecen al dominio de la electrodindmica cudntica [32, 77].
Muestra de ello son los tiempos de vida finitos de los estados atomicos excitados, en
donde las fluctuaciones del vacio contribuyen, junto con la reacciéon de radiacion, a las
transiciones esponténeas de dichos estados [77]. Aunado a esto, se ha mostrado que tanto
el efecto Lamb, como las fuerzas de Casimir y de Van der Waals son atribuibles a los
cambios en la energia del CPC debido a la presencia de materia [77].

El analisis de las correcciones radiativas, dentro del marco tedrico tradicional de la
mecdanica cuantica, implica la introduccién ad hoc de un campo electromagnético de ra-
diacion inicialmente cuantizado, incluyendo su componente de vacio; y el uso de métodos
perturbativos para el cdlculo de sus efectos sobre el sistema mecéanico en cuestién [32].
Por el contrario, en la electrodinamica estocastica el campo de radiacién es una parte del
sistema de estudio desde un principio, apareciendo los efectos radiativos explicitamente
en las ecuaciones para las variables dindmicas medias deducidas a lo largo del estudio de
la ecuacién generalizada de Fokker-Planck hecho en el capitulo 2.
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Asi, para hallar la solucién exacta del problema de una particula cargada en interaccién
con el campo de radiacion se debe regresar a la ecuaciéon de movimiento original de la EDE;,
y estudiar la evolucion del sistema particula-campo hasta el régimen cuantico sin hacer
aproximaciones en el proceso. Sin embargo, como ya se dijo antes, resolver este problema
estd mas alld de las posibilidades actuales [32]. Por esto, en este ultimo capitulo se realizard
un acercamiento mas restrictivo al problema en cuestion. Primero, se dejara evolucionar el
sistema completo hasta el régimen cuantico; después, partiendo de las soluciones a orden
cero en T, se calcularan los efectos de los términos radiativos contenidos en las ecuaciones
originales de la subseccion 2.2.2. Especificamente, con este proceso, se estudiaran los
tiempos de vida atémicos finitos y el corrimiento Lamb. Adicionalmente, se analizara la
evolucién del valor medio de una integral de movimiento arbitraria bajo las condiciones
de rompimiento de balance.

3.1. Transiciones radiativas

En el capitulo anterior se establecid que la evolucién temporal del promedio del hamil-
toniano de un sistema formado por una particula, de carga eléctrica ¢. y masa m, en
permanente interaccion con el campo de punto cero, en el limite temporal asintotico y el
régimen markoviano, esta dada por la ecuacién (2.59),

2
W p) - © (D). (3.)
donde el primer término del lado derecho de la ecuacién representa la potencia media
cedida por la particula, debido a su reaccién radiativa, al campo de fondo, mientras que el
segundo término representa la energia media por unidad de tiempo ganada por la particula

al campo a través de las fluctuaciones de momento.

Como se mostré en el capitulo 2, se arribé al régimen cuantico al exigirle al sistema un
balance entre los términos de la ecuacién (3.1), es decir, al pedir que d(#)/dt fuese nula.
Bajo esta condicion se obtuvo que el sistema esta regido por una ecuacién de Schrodinger
escrita en términos de un parametro 7 inicialmente desconocido, dada por la ecuacion
(2.138). Esta ecuacién resulté corresponder a la auténtica ecuacién de Schrodinger al
hallar la relacién entre dicho pardmetro y la constante de Planck, n = h/2, mediante la
imposicién de la condicién de balance energético al estado base de la particula, es decir,

T(p-T), = e <p : 15>0. (3.2)

O m
Este resultado muestra de manera explicita que la ecuaciéon de Schrodinger contiene in-
formacién clave sobre el campo de fondo con el que interactia el subsistema mecanico.
Adicionalmente, dicho resultado indica que la existencia de un balance detallado de energia
para una particula en su estado base se limita a cuando esta se halla en equilibrio con un
campo cuya densidad espectral de energia sea igual a ug, ecuacién (C.29).
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Para el caso general de un estado arbitrario del sistema, representado por la funcién
de onda 1(r,t) = S,c e /", (r); donde los coeficientes ¢, denotan la amplitud de pro-
babilidad con la que las funciones de onda estacionarias ¢, ecuacién (2.163), contribuyen
a 1 [25], que sea solucién de la ecuaciéon de Schrodinger, ecuacién (2.192), se obtiene,
utilizando el resultado de la ecuacién (2.159), que el valor esperado del hamiltoniano del
sistema esta dado por

<H>1/) _ Z Czcnefi(gnfgk)t/h / (bz?:[(bndgr — Zgnczcnefi(gnfgk)t/h / ¢Z¢nd3r
k,n k,

’ | " (33)
== Z gnczcneil(gnigk)t/hékn = Zgn|cn|2
k.mn n

Del tltimo resultado se observa que, bajo las condiciones mencionadas, (H), es indepen-
diente del tiempo, cumpliéndose inmediatamente que

d(H)y

— =0, (3.4)

Sin embargo, contrario a lo esperado, para un estado estacionario ¢,, la ecuacion

T(p- 1), = q% <p : f?>n, (3.5)

no se satisface en general para estados distintos al base [32], es decir, para n # 0. Lo
anterior podria interpretarse como una violacion de la condicién de balance, ecuacion
(3.1), para el n-ésimo estado del sistema. Sin embargo, la aparente paradoja se resuelve al
recordar que la expresion (3.4) es una ecuacién estrictamente mecanocuantica consistente
con la ecuacion de Schrodinger, la cual ha sido deducida en la aproximacion no radiativa;
mientras que los términos presentes en la ecuacién (3.5) representan precisamente aque-
llos términos radiativos que fueron despreciados en la aproximacion mencionada. Como
resultado, cuando la particula o el campo de fondo, o ambos, se hallan en un estado ex-
citado, el balance energético se rompe en general dando lugar a las llamadas transiciones
radiativas, las cuales explican los tiempos de vida finitos de dichos estados [32]. Asi, la
tasa de cambio de energia del sistema no corresponde a d(#), /dt, sino a una correccién
radiativa de esta, denotada como

d<7;t>m o p ) :zn_Q (p- f)>n7 (3.6)

ecuacion que puede expresarse alternativamente en el limite markoviano de la teoria como

d(H)..r
dt

—7{p-T) + % (TYDPP), (3.7)

al utilizar la ecuacién (2.74) y las ecuaciones de Hamilton.
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3.2. Rompimiento del balance energético

Como ya se menciond, existe un balance detallado de energia cuando el sistema, formado
por la particula y el campo de fondo, se halla en su estado base. Por ello, resulta necesario
investigar si existe alguna condicién en la que exista dicho balance para estados excitados
del sistema. Para esto, puede suponerse que, a través de algiin mecanismo, el subsistema
mecanico ha sido transferido a un estado excitado n, manteniendo al campo de fondo en su
estado base, es decir, descrito por la densidad espectral ug. Bajo las condiciones anteriores,
ambos términos en el lado derecho de la ecuacion (3.7) deben ser recalculados. Ya que se
considera que el régimen cuantico ha sido alcanzado, el célculo de dichos términos puede
hacerse con el mismo procedimiento de la subseccién 2.4.4. Asi, se tiene que el término
que representa la potencia media perdida por el subsistema mecénico debido a la reaccion
radiativa estd dado, en analogfa a la ecuacién (2.171), por

T(p- ), =7 (¥ p), =—mr Y wylrul, (3.8)
k

recordando que se ha definido w,;, = (£, —&)/h. Por otro lado, para el término correspon-
diente a la potencia ganada al campo de punto cero, se puede proceder de manera idéntica
al calculo hecho en el capitulo 2, inicamente notando que para frecuencias negativas es la
segunda integral de la ecuacién (2.186) la que contribuye a la suma, tal que dicho término
puede expresarse, de manera compacta, como

1
— (TkDPP) = —mrt Zwikhnklzsign(wnk). (3.9)

m
k

A diferencia de la ecuacién (3.8), esta expresién contiene una combinacién de contri-
buciones positivas y negativas a la potencia media del sistema. Al sustituir las expresiones
deducidas en las dos tultimas ecuaciones en (3.7), se llega a que el cambio temporal de la
energia media del subsistema mecanico es igual a

d{H) - )
<dt> = —mT;wiklrnk\Q(l — sign(wgn)), (3.10)

suma que puede dividirse en dos partes, una para las k > n y otra para las k < n.
El primer caso corresponde a frecuencias positivas, tal que los términos presentes en
la ecuacién (3.10) se anulan entre ellos. El segundo caso implica frecuencias negativas,

obteniéndose que
d(H nrT
<dt> = —2mrt g Wi T (3.11)

k<n

La expresion (3.11) muestra que no puede existir balance energético entre el CPC y una
particula en un estado excitado, es decir, que el estado n no es realmente estacionario [17].
Unicamente para el caso n = 0 se tiene que la ecuacién (3.11) es nula, lo que implica que
solo el estado base de la particula es mantenido por el campo de punto cero [15, 16, 17].
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Aunado a esto, dicha ecuacién muestra que las llamadas transiciones “espontaneas” del
subsistema, las transiciones de un estado n a un estado k£ < n, son inducidas tinicamente
por la presencia del CPC [32]. La potencia perdida en cada transicién, W,x, puede hallarse
al rescribir la potencia total perdida como una suma de contribuciones de las posibles
transiciones, es decir,

d<7;>” = Ek: Wk, (3.12)

donde al comparar con la ecuacién (3.11) se obtiene que
W = —2m7wi, v . (3.13)

Una expresién como la ecuacién (3.11) inicamente tiene sentido en un contexto estadistico.
Para entender su significado se tiene que considerar un ensamble estadistico de sistemas
preparados inicialmente en el mismo estado excitado n, y sujetos a la accién del CPC.
Entonces, de acuerdo con la ecuacién (3.12), los miembros del ensamble tienen una cierta
probabilidad por unidad de tiempo para realizar una transiciéon al estado k de menor
energia, la cual estd determinada por los valores de wy ¥ |k, es decir, por las propiedades
especificas del sistema. Sin embargo, el saber cudl transicién se llevara a cabo en cada
instante es imposible, debido a la naturaleza estadistica de la presente descripcién [32].

Por otro lado, es posible estudiar si existe un campo de fondo, externo o excitado, que
pueda estar en equilibrio con un estado excitado del subsistema mecanico. Para esto, es
conveniente definir la densidad espectral de energia de un campo de fondo excitado como
u(w) = up(w)x(w), donde x(w) > 1 es una funcién par, tal que

d(H)nr
dt

= —mT Z Wit ek 2 (1 — (Wi )sign (wWn ), (3.14)
%

[15, 17, 32]. La 1dltima expresién resulta ser una generalizacién de la ecuacién (3.10) para la
densidad espectral u(w). Esta expresion posee términos con diferentes signos, dependiendo
de si la frecuencia wy,, se refiere a transiciones hacia arriba o hacia abajo. Por esto, no es
posible satisfacer la condicién de balance energético en general [15, 16, 17].

3.2.1. El oscilador armodnico cuantico unidimensional

A pesar de la conclusién anterior, existe un sistema mecanico particular que puede coexis-
tir con el campo de fondo en un estado distinto al base: el oscilador arménico unidimen-
sional [15, 16, 17]. En este caso, todas las frecuencias |w,x| que contribuyen a la suma de la
ecuacion (3.14) poseen el mismo valor, siendo este igual a la frecuencia caracteristica del
oscilador wy. Para este sistema especifico se tiene que las funciones de onda estacionarias
son de la siguiente forma

1/2
B 1 MW —mwow? /2% MW
Gn(r) = (2%\/—%) e Ho (=77 ) (3.15)
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donde H,(z) denota el n-ésimo polinomio de Hermite. La figura 3.1 muestra el compor-
tamiento de ¢, (z) para n = 0,1,2,3. Utilizando la relacién de recurrencia para H,(z),
Hy1(x) =22H,(z) — 2nH,_1(x) [2], y las funciones de onda anteriores se obtiene que

Tk = / Pn(2)z ) (T)dr = ”miwo <5n+1,k\/ n—; o 6n1,k\/§> ; (3.16)

tal que, al elevar al cuadrado la ultima expresion, se llega a que

|Tni|® = 5 [(n+ 1)0ng1k + 10p—1k)- (3.17)
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Figura 3.1: Comportamientos de las funciones de onda correspondientes a los
cuatro estados estacionarios de menor energia del oscilador armoénico cuantico
unidimensional como funciones de la posicién, para el valor mwy/h = 1.

Al sustituir la ecuacién (3.17) en (3.8) se tiene que la potencia cedida por el oscilador al
campo de fondo es igual a

4 9 hrwg
T(pE), = —mrwy Y |au)? = — S (2n+1). (3.18)
k

De manera andloga, al usar la ecuacién (3.17) en el segundo término de la derecha de la
ecuacién (3.14), se arriba a que la potencia ganada por el oscilador al campo de fondo, a
través de sus fluctuaciones, es
1 .
- (DPP) = mrw, Z || 278 (Wi ) SiEN (Wi )
k (3.19)
_ hruwy

= [(n + 1) (Wpt1.0)SI8N(Wht1,0) + ME(Wn—1,,)sig0(Wn—1,0)]
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donde al tomar en cuenta que la funcién :x es par se obtiene que

Ly = P, (3.20)

m 2

Al sustituir las expresiones (3.18) y (3.20) en (3.14) se observa que el balance energético
detallado existe solamente si s, (wg) = 2n+1, es decir, si se tiene que el oscilador arménico,
en su n-ésimo estado excitado, se halla sumergido en un campo de fondo con una densidad
espectral de energia igual a
3 1

u(w) = (2n + Dug(w) = % (n+ 5). (3.21)
Siendo asi, entonces existen tantas absorciones como emisiones por unidad de tiempo,
todas con una frecuencia wy, tales que el valor medio de la energia del oscilador se mantiene
constante [32]. Este resultado no es de sorprender si se considera que el campo posee una
energia por modo normal de hwy(n + 1/2), igual a la energia del oscilador mecanico con
el que se halla en equilibrio. Lo anterior resulta ser el punto central de la distribucion de
Planck y la cuantizacion del campo electromagnético: en principio cada modo normal de
oscilacion del campo puede adquirir cualquier energia, sin embargo, solo aquellos modos
que tengan una energia media igual a hwy(n + 1/2) lograrédn alcanzar el equilibrio con la
materia [15, 16, 17].

3.3. Tiempos de vida atémicos: los coeficientes A
y B de Einstein

En ausencia de un balance energético detallado, el sistema materia-campo experimenta
cambios en la distribucion de la energia media que pueden ser cuantificados utilizando la
ecuacién (3.14). Si se supone un subsistema mecanico, preparado en un estado arbitrario
n, sujeto a la acciéon de un campo de radiaciéon con una densidad espectral arbitraria
u(w) = up(w)sx(w), que pueda ser rescrita en términos de la funcién adimensional 3 como
#(w) = 1 4 &, (w) con la intencién de separar la contribucién proveniente del campo de
fondo adicional,

u(w) = up(w)x(w) = up(w) + uq(w), (3.22)
donde u,(w) = ug(w)sx,(w) [15, 16, 17], entonces, al usar la ecuacién (3.22) en (3.14), se
tiene que el cambio en la energia media del subsistema mecanico es igual a

d(H),,
dt

= —mTZwik|rnk|2[l - (1 + H‘Ca(wnk))Sign(wkn)]
p (3.23)
i DA (%) [ CRES B

A Win >0
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El primer término dentro de los paréntesis cuadrados en la tiltima igualdad, proporcional a
K, Tepresenta las absorciones, es decir, las transiciones en las que el subsistema mecanico
le gana energia al campo de fondo, pasando de un estado energético n a uno k > n. Por
otro lado, el segundo término de la ecuacién (3.23), proporcional a 2 + s, representa las
emisiones o las transiciones en las que el subsistema mecanico le cede energia al campo
de fondo, decayendo a un estado energético k& < n. Es notable, de la ecuacion (3.23), que
solo pueden existir absorciones cuando el campo de fondo esta excitado, lo que implica
que exista una componente externa no nula u, # 0. Esto explica porqué los detectores
6pticos, incluidas las placas fotogréficas, no son activados por el CPC [17], aunado a
esto permite identificar a la componente adicional del campo de fondo con el campo de
radiacién foténico [32]. Paralelamente, las emisiones pueden dividirse en “esponténeas”, en
el sentido bohriano de acausales [76], cuando el sistema se halla en interaccién tinicamente
con el campo de radiacion de punto cero, o estimuladas, en caso de estar interactuando
adicionalmente con el campo representado por %,.

Los coeficientes que aparecen en cada uno de los términos en el lado derecho de la
ecuacién (3.23) determinan las tasas de pérdida y ganancia energética del subsistema
mecanico, razén por la cual deben estar directamente relacionados con los coeficientes
A y B de Einstein para las probabilidades de transicion [32]. El coeficiente A se define
usualmente como aquel que determina la tasa de emisiones espontaneas [40, 41, 77],

d
di < Z[:_l SP = _p Z wnkAnk (324)

k<n

Asi, A, es la probabilidad de que el subsistema mecanico, particularmente el atomo,
realice una transiciéon espontanea de un estado n a un estado de menor energia k por
unidad de tiempo, con una consecuente pérdida de energia dada por fw, [32]. Por otro
lado, el coeficiente BS}' define la tasa de pérdida de energia por transiciones inducidas o
estimuladas por el campo externo [40, 41, 77], tal que

d

dt <H>em md = hzwnk[)’nk ua(wnk) (325)

k<n

Analogamente, el coeficiente B> establece la tasa de ganancia de energfa debido a las
absorciones inducidas por el campo externo [40, 41, 77], de tal manera que

d

dt< abs ind — thkann Ua(Wnk)- (3.26)

k>n

Con base en las definiciones anteriores, los coeficientes B son las probabilidades de tran-
sicién en presencia de un campo foténico con densidad espectral u,(w,i) [32]. La tasa
total de cambio en la energia del sistema puede ser rescrita, en términos de las ecuaciones
(3.24), (3.25) y (3.26), como

d(H),, d

m es d em in d abs in
N S (M e o S () (), (3.27)

nrt dt nt dt nrt
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0 equivalentemente como

Z hw Bkzn Ugq wnk Z hwnk nk T+ Bnk ua(wnk)] (328)

k>n k<n

que puede expresarse de manera compacta de la siguiente manera

H T abs
< t> = hlwnl [ (Birugisa)
k

- (Ank -+ BZI]?UO}KQ)

wkn@] . (3.29)

Al comparar las ecuaciones (3.23) y (3.29), y sustituir la definicién de la constante T,
ecuacion (G.17), se arriba a una expresién para el coeficiente de emision espontanea,

Wgn >0

2,3

A = %unkﬁ (3.30)
Con base en la definicién dada del coeficiente A y la ultima ecuacién, puede establecerse
que la probabilidad por unidad de tiempo de que el sistema decaiga a algin estado de
menor energia, sin importar cudl especificamente, es la suma de los coeficientes A, de
todas las transicién posibles del estado n a algin estado k < n, al ser cada uno de estos
eventos excluyentes entre si. De esta forma, se tiene que el inverso de la suma anterior
representa el tiempo medio que tarda en ocurrir alguna de las transiciones permitidas, es
decir, la vida media del n-ésimo estado excitado [25, 95],

- (ZAnk> - 37T60hc (ank|rnk|> . (3.31)

Por otro lado, al realizar el procedimiento utilizado para la obtencién de la ecuacién (3.30)
y emplear la definicién de la densidad espectral de energia del CPC, ecuaciones (C.29)
y (2.181), pueden hallarse expresiones analiticas para los coeficientes B de la ecuacién
(3.29), resultando que

2
s
Bibs — gem — 36322 Itk |2 = By (3.32)

Los resultados expuestos en las ecuaciones (3.30), (3.31) y (3.32) estdn en total acuerdo
con los respectivos resultados de la electrodindmica cuantica [25, 76, 95], de manera que
estos confirman el papel primordial que juegan la reaccion radiativa y el campo electro-
magnético de fondo en determinar las tasas de transicion entre los estados del sistema y
sus respectivos tiempos de vida.

3.3.1. El decaimiento espontaneo

La emisién, o decaimiento, espontanea ha sido atribuida a dos fenémenos fisicos distintos a
lo largo de su historia. La explicacion mas antigua relaciona dicha emision con la reaccion
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radiativa [76], como lo explica P. A. M. Dirac en su articulo de 1927 sobre la emision y
la absorcién de la radiacién [37]. Posteriormente, las investigaciones sobre el corrimiento
Lamb, como la realizada por T. A. Welton en 1948, condujeron a la idea de que la emision
espontanea podia ser atribuida a las fluctuaciones del campo electromagnético de punto
cero [99]. Sin embargo, con el paso de los anos se fue reconociendo que ambos fenémenos
son necesarios para la explicacién de la radiaciéon espontanea emitida por los dtomos
23, 51, 76]. Para explicar el origen de dicha idea puede recurrirse al cociente entre las
tasas de emision espontanea y estimulada, deducidas anteriormente,
m?:

2:: - W2Z§ = 2ug (Wi )- (3.33)
Dadas las definiciones de los coeficientes A y B, es de esperar que el cociente expresado en
la ecuacién (3.33) corresponda exactamente a la densidad espectral del CPC y no al doble
de esta. El factor 2 en la mencionada ecuacién podria hacer pensar que el campo de punto
cero es el doble de efectivo al inducir transiciones radiativas en comparacion con el resto
de campos electromagnéticos [94]. Sin embargo, la interpretacién correcta de dicho factor,
como ya se menciono, es que son dos fenémenos fisicos independientes los que contribuyen
con igual magnitud uy al decaimiento espontaneo del sistema, por un lado se tienen las
fluctuaciones impresas por el campo en la particula y por el otro la radiacion de Larmor.
El presente contexto permite no solo explicar el resultado expresado en la ecuacién (3.33),
sino que también muestra de manera clara que el hecho de que ambas contribuciones sean
iguales es lo que conduce a un balance exacto entre ellas, garantizando de esta manera la
estabilidad del estado base del sistema [15, 16, 17].

3.3.2. La distribucion de Planck

Finalmente, al seguir el procedimiento usado por Einstein en su publicacién de 1917 sobre
radiacién, en la cual predijo la razén expuesta en la ecuacién (3.33) y la igualdad entre los
coeficientes Bib® y B con base en consideraciones estadisticas [40, 41], es posible arribar
a la distribucion de Planck a partir de los coeficientes A y B obtenidos, suponiendo que
se tiene un sistema de dos estados n y k, con &, — & = hw,, > 0 y poblaciones N,, y
N, respectivamente. Al suponer que dicho sistema se halla en equilibrio térmico a una
temperatura 7', y despreciando todas las posibles degeneraciones inconsecuentes [32], se

tiene que la razon entre las poblaciones de sus estados es
Ny/N,, = eEn=e/ksT (3.34)

Por otro lado, con base en la ecuacién (3.23), se tiene que el nimero de absorciones, tran-
siciones m — n, es proporcional a Ny, (wnk), ¥ que el niimero de emisiones, transiciones
n — k, es proporcional a N,[2 + &, (wni)]. Asi, de la condicién de equilibrio estadistico,
se tiene que

Npka = Np(2 + %,), (3.35)
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donde al despejar &, y sustituir las ecuacién (3.34) se arriba a que

B 2
H{a(wnk) - e(gn,gk)/kBT _ 1

(3.36)
Asi, usando la ecuacién (3.36) en (3.22), se llega a que la densidad espectral de energia

del campo de fondo foténico estd dada por la distribucién de Planck, ecuacién (E.3),

2
Wi Fuop
7-‘-263 ehwnk/kBT _ 1 '

Ua (T, W) = Uo(Wnk)Ea (T, wnk) = (3.37)
Es relevante notar que la ecuacién de equilibrio (3.35) implica un balance detallado de
energia, ya que las emisiones y absorciones individuales conllevan al intercambio de una
misma cantidad de energia, hw,;, entre el subsistema mecanico y el campo de fondo
[17, 32]. Finalmente, al sumar el resultado anterior y la expresién para ug, dada por la
ecuacién (C.29), se obtiene que la densidad espectral de energia del campo de radiacién
total, que interactia con el subsistema mecanico, es igual a

2 [ hwy Fiwn,
(T, k) = o (wnk) + ta(T, W) = 2 ( 4 " ) (3.38)

w23\ 2 ehwn/ksT — 1

tal y como lo anticipé Nernst en 1916.

3.4. Tasas de cambio de otras integrales de
movimiento del subsistema mecanico

En la ultima seccién se estudio la variacién temporal del valor medio de la funcién ha-
miltoniana del sistema (), y sus efectos, cuando no existe un balance detallado entre
el subsistema mecéanico y el campo de fondo; si se sabe que para cada sistema mecanico
cerrado de N grados de libertad existen 2N — 1 integrales de movimiento independientes
[69], de las cuales solo una corresponde a la energia del sistema, entonces es de interés
estudiar cuales son las tasas de cambio para las 2N — 2 variables “conservadas” restantes.
Con este fin, debe recordarse que para cada cantidad dindmica C(r,p) que represente
una integral de movimiento clésica, es decir, una integral de movimiento cuando no existe
interaccién con el campo de radiacion, se cumple que el cambio de su valor medio esta
dado por la ecuacion (2.60), que en notacion vectorial se expresa como

d(C)

dt
Ya que tanto ‘H como C' son constantes de movimiento, entonces sus correspondientes
operadores diferenciales, H y C, conmutan entre si, pues ambos forman parte del conjunto

maximal de operadores conmutativos del sistema, lo que significa que la matriz asociada
a C' es diagonal en la representacién de la energia [25], es decir,

= mr (¥ - V,0) — ¢ <vp0 : i)> . (3.39)
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donde el indice n = (n);, n¢:) se ha definido tal que incluya los niimeros cudnticos corres-
pondientes a los valores propios de ambos operadores [32]. Si se supone que el subsistema
mecanico ha sido preparado en su n-ésimo estado excitado, se tiene, de la ecuacién (3.39),
que la evolucién temporal radiativa, a primer orden en 7, de (C'),, es, en notacién indicial,

igual a
d(C)y /.. 0C , /9C
dt = m7'<7‘]%>n q. <8—pJDj>n (341)

Para realizar el cédlculo de los términos de la derecha de la ecuacion anterior se recurre a
la definicion de los paréntesis de Poisson, y a la relacién entre estos y los conmutadores
cudnticos, expresada en la ecuacién (2.154), tal que

a9C  ar; 9C  or; oC [

=g A A A =1y — 7 42
Opj  OryOpy  Opg Ory 73> Cletas = ih[r]’ cl; (342)
de manera que se llegue a
oC 1. = Tin
(a—p.> = 175, Clue = 75 (Ci = Cu), (3.43)
j

donde 7, estd dado por la componente j-ésima de la ecuacién (2.167). Asi, al utilizar
los resultados de las ecuaciones (2.169) y (3.43) se tiene que

<[7’ “‘J’ > Z'”nk' Co) (W + ) =0, (3.44)

en funcién de la definicién antisimétrica de la frecuencia wy = (&, — &)/h. La ecuacién
(3.44) implica que los operadores 'f”'j y 75, é] conmutan entre si, y que por tanto no existe
ambigiiedad en el ordenamiento de estos. Con base en esto, se tiene que el primer término
de la derecha de la ecuacién (3.39) es

mT
mr (- VpC), = — Z T ke o = ——— D wiilrak*(Cn = Cr). (3.45)
k

Para obtener una expresion explicita del segundo término requerido de la ecuacion
(3.41), se recurre a la expresiéon para el operador de difusién en la aproximacién marko-
viana, en términos de la densidad espectral de energia u(w), dada por la ecuacién (2.33),

oC . q /"O /t ( 0*C )
D) =t u(w cos(w(t —t' dt'dw, 3.46
<6‘p] > g Jy "] OPiOP; /) 40

de la cual, al utilizar la regla de transformacién expresada en (3.42), se tiene que

<§ZD >n - _3503712 /0°° u(w) /t cos(w(t —t')) <[ [ﬂ,éﬂ >n dt' dw. (3.47)

— 00
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El conmutador de la ecuacion anterior puede deducirse de manera analoga a la utilizada
para la obtencién de la ecuacién (3.44), tal que

<[7“§, [@‘»Cﬂ >n => (T;-nk[fj, Clin — [fpé]nk?“;kn)

F (3.48)
=2 [rjul*(Cr — Cn) cos(wi(t — ).

Al sustituir el conmutador hallado, en la expresién integral (3.47), y permitir un posible
campo de fondo adicional al CPC, tal que u(w) = ug(w)x(w), se arriba a que

80 A 26]2
2 - . — _ e ' 2 B
e <8pj Dj>n 3eoh2 ? |7k | “(Cl, — C) X

X /000 uo(w)m(w)/ cos(w(t —t')) cos(wni(t — ")) dt'dw, (3.49)

—00

donde al usar la expresién para ug(w) de la ecuacién (C.29) y al utilizar las ecuaciones
(2.181) y (2.184) se llega, en el limite t — o0, a

2

oC q
2/ Y~ AN _ e r B
B <3Pj D]>n 6meghc’ Xk: |7 jnk]*(Cr — Ch) X

X /000 wa(w) (6 (w — wk) + 6(w + wpr))dw,  (3.50)

que bajo una integracion directa conduce a que el segundo término de la derecha de la
ecuacién (3.41) se pueda expresar, en notacién vectorial, como

2

2 /4y _ Y% 3 2 _ .
02 (D VoC), = oo 2 el Il (Ch = Copmlinasign(ene) .
mr . '
= —? zk: |Wnk:|3|rnk|2(ckz - Cn)*(wnk)&gn(wnk)a
lo que implica que
d{C)pr mT .
Wy _ 117 S lulral(Co = Gl = x(emsignem). (352)

De la ecuacién (3.52) se sigue que si el campo de fondo es el CPC, es decir si &(w) = 1,
y el subsistema mecanico se halla en su estado base, tal que sign(wg,) = 1 para toda wg,,
entonces existe un balance detallado en el valor medio de no solo la energia del sistema
sino de toda integral de movimiento “clésica” de la forma aqui considerada [32].
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Una forma alternativa de la ecuacion (3.52) puede hallarse al rescribir esta de manera
andloga a la ecuacion (3.23), es decir,
d(C),
dt

— (24 &,)

wgn >0

= _% > Wik (Cn = Ci) [(ma) (3.53)

;
Wkn <0:|

tal que el cambio temporal del valor medio de la integral de movimiento C' pueda expre-
sarse en términos de los coeficientes de Einstein, ecuaciones (3.30) y (3.32), como
d{(CYpr
dt

= ) (Cr = Coua(@nk)Brn — > (Co = C)[Ank + tta(wnt) B (3.54)

Win >0 Wrn <0

El primer término de la derecha de la ecuacién anterior representa la tasa de cambio de
la variable C' debido a las transiciones radiativas a un estado de mayor energia. Por su
parte, el segundo término ilustra la tasa de cambio de C' correspondiente a las emisiones
del subsistema mecanico al decaer a un estado de menor energia.

3.5. Correcciones radiativas a la energia: el
corrimiento Lamb

Otra consecuencia de los efectos residuales del campo de radiacién de punto cero es la
generacion de corrimientos en los niveles energéticos atomicos. Este fendmeno, conocido
como corrimiento o efecto Lamb, es de gran relevancia fisica ya que marcé el inicio de la
electrodinamica cuantica moderna al introducir en su explicacion tedrica reglas para el
tratamiento y descarte de divergencias [77].

Para entender el efecto Lamb, debe recordarse que la solucion de la ecuacién de
Schrodinger para el &tomo de hidrégeno arroja que los niveles de energia dependen tnica-
mente del nimero cuantico principal n, estando por tanto estos totalmente degenerados
con respecto al nimero cudntico orbital ¢, [25]. Por otro lado, de la teoria de Dirac se
obtiene que el acoplamiento espin-érbita y las correcciones relativistas resuelven parcial-
mente esta degeneracion entre estados. Sin embargo, aquellos estados que poseen el mismo
numero cuantico n y el mismo nimero cuantico de momento angular total j, como los
niveles 251 /2 ¥ 2p1/2, permanecen degenerados [25, 77], como se observa en el espectro de
energias de estructura fina del hidrégeno,

—1/2
yAe! f

n—(j+1/2)+\/(j+1/2)2—(20‘f)2> |

(3.55)

Enj=mc® |1+ (

donde oy = ¢?/4meghe denota la constante de estructura fina, Z el nimero atémico,
n=1,23,...00,yj+1/2<n |75 77].
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A pesar de la prediccion tedrica anterior, los experimentos realizados durante la década
de 1930 mostraban que las energias de los estados 2515 y 2p;1/2 podian diferir entre si,
aun cuando los datos no fuesen concluyentes [77]. Sin embargo, en 1947, W. E. Lamb
Jr. y R. C. Retherford realizaron experimentos que mostraron de manera convincente
que el nivel 2s;/, se halla cerca de 1000 MHz, o 0.030 cm™!, arriba del nivel 2p1/2 [66],
como se muestra esquematicamente en la figura 3.2. Poco después, Lamb y Retherford
reportaron una medida més precisa de alrededor de 1060 MHz [67]. Es precisamente esta
pequena diferencia de energia lo que se conoce como corrimiento Lamb, y la razén de que
la teorfa de Dirac, que conduce a la ecuacién (3.55), no pueda reproducir este fenémeno
se debe a que esta ignora el acoplamiento existente entre el electron atémico y el campo
electromagnético del vacio [77].

n=3 3s 3p 3d 36[5/2
35 3 D12
=2 2s 2p 2 P 2p3/2
28, 2 P12 28
2 Y%

nel “1
181
a) b) c)

Figura 3.2: Esquema ilustrativo de los niveles de energia del atomo de hidrégeno
para los estados con n = 1,2,3. En a) se muestran los niveles predichos por
la teoria de Schrédinger. En b) se muestran los niveles energéticos al tomar en
cuenta las correcciones relativistas y el acoplamiento espin-érbita. Finalmente,
en ¢) se muestran los resultados experimentales y el efecto Lamb entre los niveles
atémicos 2512 y 2p1/2.

A diferencia de la teoria de Dirac, en la EDE la interaccién entre la particula cargada,
especificamente el electron atémico, y el CPC es la protagonista en el establecimiento
del llamado comportamiento cuantico y, como se ha mostrado en este capitulo, es el
mecanismo detras de las transiciones radiativas. Asi, el corrimiento Lamb puede estudiarse
desde la presente perspectiva. Para esto, se debe recordar que la ecuacién (2.64) expresa
las correcciones radiativas a la energia cinética media del subsistema mecanico, de orden
mas bajo en 7, que para caso del n-ésimo estado cuantico se expresan como
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(5K = =20 (x - ¥),, + q; (r- i>>n. (3.56)

El primer término de la derecha de la tdltima ecuacion estd relacionado con la reaccion de
radiacién y puede mostrarse, expresandolo en términos de las soluciones de la ecuacion
de Schrodinger, ecuaciones (2.163) y (2.167), que es nulo,

2 h3

o k (%nkrnk@)).(wh_%nrkn(w):%zfnm)-mn(w (3.57)

k
mr . . mt /[ dri? mrd .,
=T, = () = .0

por lo que no contribuye al corrimiento energético de los estados estacionarios en promedio
[15, 17, 33]. Es importante notar que, cuando el promedio anterior es calculado en términos
cuanticos, existe una ambigiiedad en el ordenamiento de los operadores, ya que

LT iy = SN @) Fn() = — TS w(0) - (=g 1)
- k k k ( k )

([F,75]), = (7 5), = (Fifs ), = =20 ) wiy|rjenl” # 0, (3.58)
k
y solamente el operador simetrizado
(IA.IA‘)S _ (I‘. r —;— r .r) _ {r,2r}’ (3.59>

donde {f', r} representa el anticonmutador entre los operadores Ty T, posee un valor
medio real y nulo, en concordancia con la ecuacién (3.57) [32]. Por otro lado, puede
mostrarse que la contraparte antisimétrica del operador anterior,

f‘..I-.-_-I..-.f‘) [f" .I-.u]

o ( )
(F-7)" = 5 =5 (3.60)

predice valores medios imaginarios. Para esto, puede obtenerse, de la ecuacion (3.58), que

mr,,. .. IMT
(0K) 5 = —— (T ) = 5 D el wi. (3.61)
k

Al rescribir la ecuacién anterior en términos de (3.30) y (3.31), se arriba a que

A _th _ i

resultado que puede interpretarse como una modificacién en la vida media del estado del
subsistema mecanico causada por el cambio en la energia debido al corrimiento Lamb.
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De esta manera, se tiene que el valor esperado del operador (r - ?)A arroja un numero
imaginario proporcional al inverso del tiempo de vida del correspondiente estado excitado
[33], mientras que el valor medio de (# - T')¥ representa una contribucién al corrimiento
en la energia, siendo en este caso nulo, para el mismo estado [32].

Al sustituir en la ecuacién (3.56) el resultado obtenido en (3.57), se arriba a que la
correccién radiativa a la energia proviene unicamente del acoplamiento entre el dipolo
eléctrico instantaneo del atomo, d = ¢.r, y la componente eléctrica del campo electro-
magnético de fondo [32],

(6K ) q2 <r : i)>n - % <d : i)>n. (3.63)

Para llevar a cabo el calculo explicito de los términos a la derecha de la ultima ecuacion,
se retoma la expresion del operador de difusion en el limite markoviano dado en términos
de coeficientes de difusion, ecuacién (2.38), tal que al integrar primero sobre el espacio
fase e integrar una vez por partes cada término, se tenga que

A 0Q . 0Q
@ (n03) = [ (P52 + Do ) drdy

ODPr oD r.
/<DP£TJQ / a;k JQd3 >d37’+/ (Dp};r]Q / a;k / d3r> p
k K

PP 3 apﬁ?ﬁ 8’1)% 3,73 T 3 T 3,73
= [ DiriQd’r — [ r; s + ar, Qd’rd’p+ | DyriQd’p — | Dj; Qd’rd’p.
(3.64)

Las integrales positivas en la ultima igualdad de la ecuacién anterior son nulas al estar
ambas evaluadas en la superficie en el infinito; de la misma manera, la integral proporcional
a la suma de las derivadas de los coeficientes de difusién es cero de acuerdo con el resultado
de la ecuacién (2.195). Asi, se llega a

(o)~ [oann—— o)

Con base en este resultado y en la ecuacién (2.177) se encuentra que

() =~ [ sle = )5 . (3.66)

dmegh

El conmutador dentro de la expresion integral hallada puede calcularse de manera analoga
a la ecuacion (2.182), obteniéndose que

([, 700 = =20 ) |rjmil” sin(wpn (t — ), (3.67)
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tal que, al sustituir la expresién de w(t — t’') de la ecuacion (2.32), se arriba a

372

2 0 t
q <erj> - % 5 Z ]rjnk|2/ w?’/ cos(w(t —t)) sin(wpy, (t — t))dt' dw. (3.68)
n €pC A 0 —00

La integral sobre t’, puede ser rescrita en términos de At = ¢t — t’. Adicionalmente, al
utilizar las mismas identidades trigonométricas con las que se obtuvo la ecuacién (2.187),
se tiene que la integral se puede expresar como sigue

/ cos(w(t — ")) sin(wpn (t — ¢))dt’ = /000 cos(wAt) sin(wg, At)dAt

—0o0

(3.69)

-2 /O " sin((wen + w)A) + sin((win — ) ADJAL.

Por otro lado, con un procedimiento analogo al empleado en la deduccion de la ecuacion
(1.40), se llega a que la ultima integral es igual a

! /0 " sin((wen + w)AL) + sin((wim — w)ALJAAL = —

_ 2
2 wkn w

(3.70)

Asi, de las ecuaciones (3.65) y (3.70) se llega a que
2 2 3
de < ~ > de 2 w dw
e lr Dy = — n n —_. 3.71
2 J n 67T2€003 ; |,r.7 k| Wk A w’%n _ (,L)Q ( )

De la ecuacion anterior se tiene que la correcciéon radiativa al valor medio de la energia,
en notacion vectorial, es

2 00 Sd
580 = (K s = =23 ey P / Wi (3.72)
k 0

6m2ec3 wi —w?

El efecto Lamb propiamente dicho, también llamado corrimiento Lamb observable, se
deduce al sustraer del corrimiento total de energfa la contribucién de particula libre [32,
77], que se halla representada por la ecuacion (3.72) en el limite de energias electrénicas
continuas, es decir, cuando wyg, es despreciable en comparacion con w en el denominador
de dicha ecuacién [15, 17|, es decir,

2 o) 2 oo
setibre _ __ e Z |I‘lm|2wkn/ wdw — &/ wdw. (3.73)
k 0 0

6m2egc? 4m2egme’

Se arribo a la ultima igualdad al utilizar la llamada regla de la suma de Thomas-Reiche-
Kuhn Y |rg,|2we, = 38/2m [75, 91]. Asi, al tomar la diferencia entre las ecuaciones (3.72)
y (3.73), se obtiene que el efecto Lamb observable para el nivel n-ésimo es

. 1  wdw
0EL = 0E, — 0EM™° = — ) Irkn|2wi’n/0 R (3.74)
P

672€epc3 Wi, — w?
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Para evitar la divergencia logaritmica de la integral anterior, se introduce la regla de corte
usual para procesos no relativistas, es decir, we = mc?/h [15, 17], tal que

m02

hwkn

1
5ES = > renl’wi, In . (3.75)
k

(etae:

Este resultado es idéntico al presentado por H. A. Bethe en 1947 para el corrimiento
Lamb desde los fundamentos de la electrodindmica cuéntica [15, 17, 77]. Adicionalmente,
al realizar el cdlculo numérico de la ecuacién (3.75) para el caso del estado 2s;,, del
hidrégeno, este arroja un valor que concuerda con los resultados experimentales: JES> ~
1040 MHz [7]. Sin embargo, es notable que en el presente desarrollo no se necesité de
ninguna renormalizacién explicita de la masa del electron, adicional a la tomada en la

deduccion de la ecuacién de Abraham-Lorentz, ecuacién (G.19), en el apéndice G.

3.5.1. El significado del efecto Lamb

El resultado expuesto en la ecuacién (3.72) es igual al hallado por E. A. Power en 1966
para el efecto Lamb [77, 85], basdndose en el argumento de R. Feynman de 1961 [46],
desde el marco de la electrodinamica cuantica. De acuerdo con Feynman, la presencia del
atomo genera una débil perturbacién en el campo de fondo cercano, tal que este actia
como un medio refractante [46]. El efecto de esta perturbacion es el cambiar las frecuencias
del campo de fondo en la vecindad del atomo, de w a w/N(w) [32, 85], donde N denota el
indice de refraccion. Asi, el corrimiento en la energia del CPC debido a la presencia del

atomo es . o . |
AE, = = L hw, ~ —= Ny (i) — 1hw,, 3.76
donde el indice de refraccién del medio estd dado en la presente aproximacién por
1 |dkn|2wkn
N(w,) ~ 1 , 3.77
() * 3eghV Z wi —w? (8:77)

(17, 24, 77], donde dg, = gerg, denota el momento dipolar eléctrico de la transicién. Al
sustituir la ecuacién anterior en la tltima igualdad de (3.76), tomar el limite continuo
sobre w,, sumar sobre las polarizaciones e integrar sobre el angulo sélido €., se obtiene
que

1 * widw
k

6m2egc? 0 Wi, —w?

resultado que coincide con la ecuacién (3.72). De igual forma, al sustraer la contribucion
de particula libre, Power llegd, desde esta perspectiva, a una expresién para el corrimiento
Lamb observable idéntica a la ecuacién (3.74) [32, 77, 85].
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Es importante observar que la ausencia del término 72w* en el denominador de la
ecuacién (3.74), proveniente de la reaccién radiativa, es debido a que ha sido despreciado
en el presente cdlculo, ya que este es realizado en el orden més bajo en ¢2. La introduc-
cion de este término es importante para algunas aplicaciones, en particular para deducir
expresiones vélidas para el indice de refraccién en la ecuacién (3.77) [32].

3.5.2. Interpretaciones alternativas

La interpretacion del corrimiento Lamb, como un cambio en los niveles energéticos del
atomo debido a la interaccion de este con el CPC contiguo, esta en linea con el acerca-
miento general de la presente teoria. Este corrimiento es una manifestacién de la influencia
ejercida por la particula en el campo de fondo cercano, que después interactiia de regreso
con la particula [32]. Una manera alternativa de ver esta influencia reciproca es conside-
rando la relacién general entre la polarizabilidad atémica P(w) y el indice de refraccién
del medio afectado por esta [17], que para N(w) =~ 1 cumple con que

N(w) =1+ 27P(w). (3.79)
Al comparar la tltima expresion con la ecuacién (3.77), se obtiene que
1 ’dkn‘ Wkn
P,(w) = , 3.80
() 6meoh wi — w? (3:80)

que corresponde a la férmula de Kramers-Heisenberg [91]. Lo anterior indica que el efecto
Lamb puede ser interpretado como un efecto Stark de segundo orden en ¢°E [17] asociado
al momento dipolar, d(w) = P(w)E, inducido por la componente eléctrica del CPC en el
atomo [32].

Otra forma de rescribir la ecuacién (3.74), comun en los libros y mejor adaptada para
calculos directos, es en términos de la energia de los estados, &, = hw,. Asi, al definir

o EdE

Lok = : 3.81

’ /0 (E &2 &2 (3.81)

se tiene que la ecuacién (3.74) es igual a
§EOPS — T, n o2& —
" 67T26 he3 Z in i = 671'26 hm203 Z [Pral*(E = En)
0:Z, 0 iq*T,
. ;mnp,%n ) (klpln) = — 55 ;w k) - (k|p|n),

(3.82)

donde se utilizé la ecuacion (2.168) y se ha supuesto que Z,; depende tan débilmente
del indice k£ que tal dependencia puede ser ignorada [32]. Adicionalmente, al utilizar que
F = —VV, se llega a que
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) . 9
s _U0Tn Gy by = e :
L W EIE (n|VV-pln) = e — (n|[VV,p]|n)
hq*Z, ) h2T , (3.83)
= “megmza "V VI = “pmegaa v Ve

[17, 32, 77]. El interés en la expresion anterior radica en que permite interpretar la co-
rreccion a la energia como debida a las fluctuaciones del valor del potencial V), resultantes
de las fluctuaciones or de la posicién instantdnea del electrén atémico [17]. Asi, mediante
un desarrollo en serie de potencias, se arriba a que

oV orior, 0%V
V(r+3(r) = V() +0rj5 ~ + JTkar-ark +oe
J J

(3.84)

Suponiendo que las fluctuaciones son esféricamente simétricas en promedio y estadistica-
mente independientes en direcciones ortogonales, tal que ér; = 0y 0r;0r, = (01)20,1/3
[32, 77, 99], se tiene que el promedio, sobre el conjunto de fluctuaciones, de V(r+4(r)) es

or)2Vv?
OrpV7Y

V(r+4(r)) =V(r) + 5

(3.85)
Al escribir el corrimiento energético, ecuacién (3.83), en términos del valor de expectacién
de la desviacion V(r + d0(r)) — V(r) [32], y al despreciar los términos de mayor orden, se
obtiene que

(0

seg = (V) Vi) ) = 0 gy - Mok

2
n 6 n T 1272egm2c? <V V>”' (3.86)

De estas ecuaciones se sigue que el desplazamiento cuadratico medio de la posicién del
electron es

_ h@?T, ¢T.

2m2egm?c3 2m2eghic”
donde Ao representa la longitud de onda de Compton. De la ecuacién (3.87) se tiene
numéricamente que

(0r)? =

(3.87)

—

VO \/ _deIn g1 (3.88)

Ao " 2n2eohic

[32]. Cualitativamente, este resultado esta en acuerdo con la propuesta de Welton de 1948
de identificar al efecto Lamb como una consecuencia de las fluctuaciones en la posicion
del electrén debidas a la interaccién con el CPC [32, 77, 99]. Es relevante observar que las
fluctuaciones que dan origen al corrimiento Lamb son, en promedio, un orden de magnitud
mas pequenas que la longitud de onda de Compton, que es ya por si misma una cantidad
pequena comparada con el radio de Bohr. Asi, este corrimiento resulta ser una correccién
muy pequena de los niveles energéticos del atomo, tan pequena que para ser detectada se
requiere del uso de espectroscopios especialmente refinados [32].
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Es importante notar que si bien en un inicio se considerd al efecto Lamb como una
correccién radiativa a la energia cinética, ecuacién (3.72), la ecuacién (3.83) muestra
este corrimiento como una componente extra de la energia potencial, siendo, en ambos
desarrollos, las fluctuaciones en la posicion del electréon el origen de la correccion. La razon
de esto es que las fluctuaciones dr generan tanto difusion como energia potencial extra.
De esta manera, se tiene que ambas descripciones resultan equivalentes entre si [32].

3.6. Efectos externos en las correcciones radiativas

En las secciones anteriores se ha mostrado que ciertas propiedades basicas del campo de
vacio, como la intensidad de sus fluctuaciones o su distribucion espectral, estan directa-
mente relacionadas con las correcciones radiativas aqui estudiadas. Esto implica que un
cambio en dichas propiedades conduciria, al menos en principio, a una correspondiente
modificacién de las mencionadas correcciones. El campo de fondo puede ser alterado, por
ejemplo, al aumentar la temperatura del sistema, al introducir radiacién externa, o al
introducir materia adicional que altere las condiciones a la frontera del sistema, afectando
asi la distribucién de modos normales del campo [17, 32]. Estas modificaciones conducen
a efectos observables tanto en las vidas medias como en los niveles energéticos atéomicos.

Estos efectos externos o “ambientales” han sido estudiados por mas de siete décadas,
usualmente dentro del marco de la teorfa cuantica [17]; ejemplo de ello son las ideas de E.
M. Purcell de 1946 sobre la emisién espontanea [86]. En el presente trabajo la dependencia
del campo de fondo, asi como de sus modificaciones, ha sido explicita desde el principio,
lo que permite estudiar los efectos externos, antes mencionados, de manera clara.

3.6.1. Correcciones ambientales en los tiempos de vida atémicos

En la ecuacién (3.23) se mostré que las tasas de transiciones estimuladas atémicas son
directamente proporcionales a la distribucion espectral del campo de fondo externo, sin
importar su forma especifica. En el caso particular de que el campo externo en cuestion
sea térmico y se halle a una temperatura T, con ,(w,;) dada por la ecuacién (3.36),
se tiene, partiendo de la ecuacién (3.29), que la tasa de transiciones inducidas del estado
n-ésimo al estado k-ésimo esta dada por

dNnk:
dt

2 3 2
gz lwn|”|rak | 1
= Uo (W) (Wnk) Bin = Trehd T T (3.89)

La ecuacién (3.89) muestra que ningin estado propio del hamiltoniano del sistema es
estable para 7" > 0, y que el campo térmico induce tanto transiciones hacia arriba como
hacia abajo [17, 32]. Para el caso de transiciones hacia abajo, w,, > 0, es notable que
puede rescribirse la ultima ecuacion en términos de A, como sigue
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dNnk
dt

De la dltima expresién se llega a que el efecto del campo térmico en la tasa de decaimiento
es apenas notable a temperatura ambiente, kgT =~ 0.025 eV, ya que para frecuencias
Opticas usuales, el denominador de la ecuacién (3.90) oscila entre =10 y 719 [17, 32].
Para que el campo térmico genere efectos observables en las vidas medias atomicas, T debe
ser del orden de 10* K, temperaturas a las cuales otros efectos serfan dominantes en la
estabilidad atémica, siempre que el 4tomo aun exista [17]. Por otro lado, la simple adicién
de un campo monocromatico de alta intensidad de frecuencia w,, como el producido por
un laser, puede generar efectos observables en las tasas de emision, como es bien sabido.
Este efecto es, de hecho, parte de la base del funcionamiento de un laser [92].

Ank

ohlonkl /kpT _ 1

(3.90)

= U (wnk)}i{a (wnk)Bkn -

Cuando la geometria del sistema o la densidad espectral del campo de fondo son
modificados por la presencia de materiales conductores, tales como placas metalicas o las
paredes de una cavidad, las tasas de transicion son afectadas [17]. Supéngase, por ejemplo,
que el campo modificado es atin isotropico, con una densidad de modos de una frecuencia
dada wyy, que unicamente ha sido reducida por un factor geométrico &, (wnx) < 1. Asi,
de acuerdo con los resultados de la seccion 3.3, las correspondientes tasas de transicion
son reducidas por el mencionado factor, ya que tanto A como u(w,x)B son proporcionales
a la densidad de modos. De esta forma, al encerrar atomos en cavidades de alta calidad
que excluyan los modos del campo apropiados, es posible inhibir las correspondientes
transiciones radiativas [17, 32]. Para un campo anisotrépico, més general, los calculos son
algo més complicados, sin que estos conduzcan a un punto de vista fisico distinto [17].
Los efectos de cavidad han sido estudiados en multiples pruebas experimentales a partir
de las propuestas de D. Kleppner en 1981 y los resultados obtenidos por P. Goy, J. M.
Raimond, M. Gross y S. Haroche en 1983 [53, 62].

En el capitulo 2, se mostré que el campo de fondo juega un papel primordial al de-
terminar la estructura bésica y el comportamiento cudntico del atomo, de acuerdo con la
EDE. Por esto, puede esperarse que una modificacién geométrica de este campo produzca
un impacto en el comportamiento del atomo al nivel mecanocuantico. Para esclarecer lo
anterior, considerese la ecuacién (3.5),

T(p-T), = % <p : 75>n. (3.91)

Es notable que cualquier alteracion en los modos del campo afectara tanto la reaccion
radiativa como el CPC por igual. La razén de esto es que en ambos lados de la tltima
ecuacion el campo entra tnicamente a través de su funcion de correlacion, aproximada
al orden significativo mas bajo [32]. Lo anterior conduce a una importante conclusion,
que las soluciones estacionarias de la ecuacion de Schrodinger, que estan en total acuerdo
con la ecuacion de balance energético, son inmunes a tales modificaciones ambientales del
campo de fondo. Esto puede interpretarse como un signo de la robustez de la descripcion
hecha en términos de los estados estacionarios cudnticos [32].
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3.6.2. Correcciones ambientales en los niveles de energia

En el mismo sentido que en la subseccién 3.6.1, es posible usar las ecuaciones (3.73) y
(3.74) para calcular los cambios en los corrimientos energéticos producidos por la adicién
de un campo de fondo externo. Para este fin, primero debe deducirse el corrimiento &, (u)
producido por el campo total u = ug + u,, siguiendo el mismo procedimiento que condujo
a la ecuacion (3.72). Posteriormente, a la correspondiente contribucién de particula libre
§EPe(y) y el correspondiente corrimiento Lamb observable 62> (u), se les debe sustraer
los corrimientos originales, §E™(ug) y 6" (ug), producidos por el CPC [17, 32]. Asi, se
obtienen los siguientes resultados:

2 %)
A(sglibrey — _ e |2 n/ Ua (W) : .92
(0E™°) Gr2egc® ; T ; o(@) wdw; (3.92)

A(6EP) = — e Zk:\rnky%,m /0 h (“‘l(w)> i (3.93)

672e0c? up(w) ) wi, — w?’

validos para el caso de un campo electromagnético homogéneo. Si, por ejemplo, el cam-
po adicional representa radiaciéon de cuerpo negro a una temperatura 7' > 0, es decir,
si Ug(w,T) = up(w)k,(w,T), con x,(w,T) dada por la ecuacion (3.36), se tiene de la
ecuacién (3.92) que

2 2 poo 27.2
; kpT) £d§ qa:k

A 6ghbre — 4. ( / — eVB T2 3.94
r( ) 2m2eghme?® J, ef—1  12eghmc? ( )

A su vez, la expresion para el cambio en el efecto Lamb observable esta dada por

2 00
obsy _ qe 2 1 wdw

AT(égn ) - 371'26063 ; ’rnk‘ Wkn/o <eﬁw/kBT _ 1) win — .2 . (395)

Los resultados anteriores, ecuaciones (3.94) y (3.95), coinciden con las predicciones tedri-
cas deducidas por P. L. Knight y G. Barton desde la perspectiva de la electrodindmica
cudntica en 1972 [5, 63], siendo los correspondientes corrimientos térmicos observados
experimentalmente por L. Hollberg y J. L. Hall en 1984 [56]. Desde el punto de vista
de la EDE, la interpretacién de estos corrimientos es clara: representan contribuciones
adicionales a la energia cinética impresa a la particula por el campo térmico [32].
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La electrodindmica estocastica es una teoria fisica en proceso de construccion que per-
mite obtener un marco tedrico claro y autoconsistente, desde el cual es posible estudiar
los llamados fenémenos o efectos cuanticos. Como se mostré a lo largo de la presente
tesis, esta teoria permite entender los comportamientos caracteristicos de la mecanica
cuantica, como la estabilidad atémica, el fenémeno de la cuantizacién o las fluctuaciones
cuanticas, mediante una descripcion basada en consideraciones unicamente fisicas, sien-
do su fundamento fisico principal la interacciéon entre un sistema mecdanico y el campo
electromagnético de punto cero o CPC. A continuacién se mencionaran, examinaran y
discutiran brevemente los resultados mas relevantes, obtenidos en los desarrollos hechos
en los capitulos anteriores.

A partir del andlisis estadistico del campo electromagnético del vacio, llevado a cabo
en el capitulo 1, se arribé a que el valor del producto de las varianzas de la posicion y
el momento canoénicos del campo se halla acotado, en el limite atérmico, por la cantidad
h?/4, ecuacién (1.19). Este resultado, correspondiente a las desigualdades de Heisenberg
cuanticas, muestra al CPC como el origen fisico, iltimo e irreducible de las fluctuacio-
nes cuanticas “acausales”, dandose respuesta de esta forma a uno de los misterios mas
grandes de la mecanica cuantica actual. Consecutivamente, se hallé que para que las co-
rrelaciones a dos puntos del CPC posean significado fisico, es necesaria la introducciéon de
la regla de corte, pues se obtuvo que los tiempos y las distancias de correlacion de dicho
campo son dependientes de los inversos de la frecuencia y el nimero de onda méaximos,
respectivamente.

Partiendo de la ecuaciéon de Abraham-Lorentz y de las propiedades estadisticas del
CPC obtenidas, se comenzé el capitulo 2 con la construccién de la ecuacion general de
movimiento de la EDE. Esta ecuacién resulté ser una ecuacion diferencial de naturaleza
estocastica, ecuacién (2.1), cuya estocasticidad proviene de la fuerza de Lorentz experi-
mentada por la particula al hallarse inmersa en el campo de vacio. A través de un estudio
estadistico de esta ecuacién de movimiento, se hallé que esta esta representada, en la des-
cripcién de Fokker-Planck, por una ecuacién generalizada no markoviana, ecuacién (2.25),
dependiente de un operador integrodiferencial de difusion, el cual fisicamente describe el
efecto promedio de las multiples dispersiones causadas por el CPC en la particula.
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La descripcion en el espacio fase brindada por la ecuacién generalizada de Fokker-
Planck obtenida, se reduce inequivocamente a la descripcion cuantica de Schrodinger, en
el espacio de configuracion, al tomar los limites markoviano y no radiativo de la presente
formulacién y al aplicarle la condicién de balance energético, ecuacién (2.65), al estado
base del subsistema mecanico en cuestion. Asi, se mostré que el llamado régimen cuantico
se reduce a ser un caso particular de la electrodinamica estocéstica, tal que la ecuacion
de Schrodinger no sélo describe una particula, sino a una particula en interaccién perma-
nente con el CPC en el régimen reversible en el tiempo, en el cual el campo ha impreso
a la particula sus fluctuaciones y propiedades de onda caracteristicas. Aunado a esto, los
resultados del capitulo 2 muestran al campo de radiacién de punto cero como la enti-
dad fisica que restituye la energia que los electrones radian al orbitar el nicleo atémico,
brindando asi el mecanismo que garantiza la estabilidad del atomo.

En el capitulo 3 se estudi6 el caso en el que el estado del subsistema mecanico no
cumple la condicién de equilibrio (2.65), lo cual sucede, por ejemplo, cuando este no se
halla en su estado base. Bajo esta circunstancia, se hallé que el cambio en el valor medio de
la energia no es nulo, ecuacién (3.11), y que por tanto los estados excitados del subsistema
no son en realidad estacionarios, a diferencia de lo predicho por la teoria de Schrodinger.
De manera analoga, se estudié el caso en el que el campo de vacio esta en un estado
excitado, obteniéndose nuevamente que, en general, no existen estados energéticos estables
del subsistema mecanico distintos al base, ecuacién (3.14). Sin embargo, se encontrd, como
excepcion, que el oscilador armoénico unidimensional posee estados excitados estables en
presencia del campo foténico, lo cual se debe a que la energia media de los osciladores
coincide con la de los modos de oscilacién del campo en el equilibrio, siendo este el
argumento detras de la cuantizacion del campo electromagnético.

Finalmente, a partir de las ecuaciones para la evolucion de los valores medios de la
energia, las constantes de movimiento, y las correcciones de origen radiativo a la energia
cinética, ecuaciones (2.59), (2.60) y (2.64), fue posible estudiar las llamadas correcciones
radiativas del sistema. En primer lugar, se estudiaron las probabilidades de transicién de
un estado energético a otro cuando no existe balance energético detallado. Estas proba-
bilidades, conocidas como coeficientes de Einstein, se estudiaron desde la electrodinamica
estocastica de manera clara y concisa, siendo los resultados idénticos a los predichos desde
el formalismo de la electrodinamica cuéntica. Adicionalmente, este desarrollo permitié ex-
plicar el origen de las emisiones “espontaneas” de N. Bohr, siendo estas generadas por la
interaccién del subsistema mecanico con el CPC, aclarandose la supuesta acausalidad de
dicho fenémeno, y obtener la distribucion de Planck para la densidad espectral de energia
de la radiacion térmica. Andlogamente, se estudié la evolucion del valor medio para toda
integral de movimiento clasica cuando se rompe el balance entre los términos radiativos
del sistema, hallandose que estas tinicamente poseen valores medios constantes cuando se
desprecia la interaccion con el CPC, o cuando el sistema se halla en su estado base, es
decir, cuando el sistema esta en el régimen cuantico.
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La tdltima correccion radiativa que se estudio fue el corrimiento Lamb, este corrimiento
se dedujo mediante las correcciones radiativas a la energia cinética del subsistema mecani-
co. Las expresiones halladas para el efecto Lamb observable resultaron corresponder a las
halladas histéricamente desde la electrodinamica cuantica que permitieron explicar la se-
paracion energética de 1040 MHz entre los estados 2s1/2 y 2p1/2 del dtomo de hidrégeno,
ecuacién (3.75). Las expresiones obtenidas para las correcciones radiativas estudiadas co-
rresponden con las expresiones obtenidas desde la electrodinamica cuantica en su limite no
relativista, siendo, en el caso de la EDE, consecuencias naturales del sistema en estudio,
y obteniéndose estas de una manera autoconsistente con la teoria. Para finalizar el ultimo
capitulo de la tesis, se estudiaron los efectos externos o ambientales que pudieran afectar
el sistema particula-campo, como por ejemplo puede ser el aumento de la temperatura
del sistema, la introduccién de radiaciéon ajena o la modificaciéon de las condiciones a la
frontera del problema. En todos los casos se arribd a expresiones que han sido obtenidas
desde la perspectiva de la electrodinamica cuantica, y mas importante, que han podido
ser comprobadas experimentalmente.

Con base en lo anterior, esta tesis permite concluir que la EDE es una teoria alter-
nativa de la mecéanica cuantica, que si bien ain no resuelve los problemas como la no
localidad o la acausalidad, brinda una explicacién de sus origenes, restableciendo dichos
principios fisicos, al nivel fisico fundamental. La descripcién que se ha realizado corres-
ponde inequivocamente al régimen cuéntico, de tal manera que la hipotesis original de
la electrodinamica estocastica, el que el comportamiento cudntico puede ser entendido
como una consecuencia de la interaccion entre la particula cargada y el campo de punto
cero, resulta ser el trasfondo fisico de la mecéanica cuantica. Finalmente, se mostré que la
EDE tiene la capacidad de describir fenémenos que sobrepasan los limites de la mecanica
cuantica usual, gracias a que los efectos del CPC han sido considerados desde el principio
de la formulacion, arribando correctamente a resultados obtenidos tnicamente desde el
marco tedrico de la electrodinamica cuantica no relativista.






Apéndice A

Principios basicos de la teoria
electromagnética

El electromagnetismo clasico, formulado por J. C. Maxwell a mediados del siglo XIX,
describe de manera condensada los fenémenos eléctricos y magnéticos, es decir, las in-
teracciones del campo electromagnético consigo mismo y con la materia cargada [59];
bajo una sola teoria fundamentada en cuatro ecuaciones diferenciales conocidas como las
ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones consisten en generalizaciones de observaciones
experimentales que detallan la evolucién de los campos eléctrico y magnético [88], E(r,t)
y B(r,t) respectivamente, como funciones del tiempo y de la posicién en presencia de
materia representada por cargas y corrientes eléctricas [59].

La primera ecuacién de Maxwell, conocida como ley de Gauss, expresa la proporcio-
nalidad entre el flujo eléctrico que atraviesa una superficie cerrada y la cantidad de carga
eléctrica encerrada por dicha superficie. La ley de Gauss matematiza el hecho de que las
cargas eléctricas son fuentes y sumideros del campo eléctrico, simbolizando de manera
compacta la ley de Coulomb y el principio de superposicién para este campo [59]. En
forma diferencial, y en el Sistema Internacional de Unidades, la ley de Gauss se escribe
como

1
V-E=—p, (A.1)
€o

donde p. = pe(r,t) representa la densidad de carga eléctrica del sistema a tratar. La
segunda ecuacién, que consiste en el analogo magnético de la ley de Gauss, muestra que
el flujo magnético a través de una superficie cerrada es siempre nulo. Esta ecuacion es
resultado de la falta de evidencia experimental sobre la existencia de cargas magnéticas
[59], también conocidas como monopolos magnéticos. La ley anterior establece que

V-B=0. (A.2)
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La ley de induccién electromagnética de Faraday, o simplemente ley de Faraday, describe
la generaciéon de campos eléctricos como resultado de las variaciones temporales en el
campo magnético. Formalmente, esta ley establece que el cambio en el tiempo del flujo
magnético a través de una espira cerrada es igual a una fuerza electromotriz inducida
sobre la frontera de dicha espira [59]. En su forma diferencial, la ley de Faraday estd dada

por
0B

VXE=—— A3
Finalmente, la ecuacion de Ampere-Maxwell describe la generacién de campos magnéticos
por parte de dos fenémenos fisicos distintos: la existencia de corrientes eléctricas y las
variaciones temporales en el campo eléctrico. La ecuaciéon establece que la integral de
linea del campo magnético sobre una espira cerrada es proporcional a la cantidad de
lineas de corriente eléctrica que atraviesan la superficie generada por la espira, asi como
al cambio temporal del flujo eléctrico sobre la misma [59]. De esta forma, la ecuacién de
Ampere-Maxwell es

OE
V x B = poJe + Ho%ay (A4)

donde €y y o representan la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del vacio
respectivamente, y el vector Jo, = Jo(r, ) denota la densidad de corriente eléctrica.

Adicionalmente a las cuatro ecuaciones anteriores, existe otra ecuacién igualmente
importante para la teoria electromagnética: la ecuacién de continuidad. Esta ecuacion
puede obtenerse tomando la divergencia de la ecuacion de Ampere-Maxwell. La ecuacién
de continuidad describe la conservacion local de la carga eléctrica global [19, 47, 59], en
funcién de las densidades de carga y de corriente presentes en el sistema de estudio. La
ecuacion de continuidad se expresa como

dpe

V'Je—FE

= 0. (A.5)

Las ecuaciones de Maxwell forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
acopladas, a partir del cual pueden hallarse las ecuaciones de evolucion de los campos
eléctrico y magnético. Para el campo eléctrico se tiene, al tomar el rotacional de la ecuacién
(A.3) y utilizar la identidad vectorial V x (V x H) = V(V - H) — V?H [2], que

J(V x B)

. — 2 — —
V(V-E) - V’E g

: (A.6)
Al sustituir las ecuaciones (A.1) y (A.4) en (A.6), se obtiene que la ecuacién de evolucién
del campo eléctrico estd dada por la ecuacion de onda con fuentes siguiente

10°E 1 0Je
V’E — 202 avpe + o5 (A.7)
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donde se utilizé6 que egpy = ¢ 2, siendo ¢ la velocidad de la luz [59]. Andlogamente,

tomando el rotacional de la ecuacion de Ampere-Maxwell y empleando las ecuaciones
(A.2) v (A.3), se llega a que el campo magnético cumple de igual forma con una ecuacién
de onda con fuentes, la cual estda dada por

10°B

2
B_ -2
v c 0t?

= —oV x Je. (A.8)
La ecuacién (A.7) exhibe de manera explicita que el campo eléctrico posee dos compo-
nentes fisicas distintas, generadas por la densidad de carga y la densidad de corriente
respectivamente. Por su parte, la ecuacién (A.8) muestra que la evolucién del campo
magnético inicamente se ve afectada por la densidad de corriente.

A.1. Potenciales electromagnéticos

Una forma alternativa de representar las ecuaciones de Maxwell y con ellas a los campos E
y B, especialmente 1til en la descripcion hamiltoniana de la electrodinamica, es mediante
funciones generadoras conocidas como potenciales. Para construir estos potenciales basta
notar que la ecuacién (A.2) muestra que el campo magnético B es un campo solenoidal
al tener divergencia nula, de modo que es posible definir un campo vectorial A tal que se
tenga que el campo magnético circula alrededor de dicho vector [2], es decir,

B=VxA. (A.9)

El vector A = A(r,t) se conoce como potencial vectorial magnético [59]. Por otro lado,
al sustituir la ecuacién (A.9) en la ley de induccién de Faraday se obtiene que

0A
V x (E + E) =0, (AlO)

donde se observa que el vector dentro del paréntesis de la ecuacién anterior es un campo
vectorial irrotacional, por lo que existe una funcién escalar cuyo gradiente es igual a dicho
vector [2]. Esto define el potencial escalar eléctrico como ® = ®(r,t) [59], tal que

0A
E+—=-Vo. A1l
ot ( )
Aligual que en la ecuacién (A.7), la ecuacién (A.11) muestra que el campo eléctrico posee
dos componentes vectoriales, siendo estas expresadas en términos del potencial escalar ®
y del potencial vectorial A. De esta forma el campo eléctrico se puede expresar como

E=-Vb- . A2
Ve - — (A.12)
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Andlogamente a las ecuaciones de evolucion de los campos eléctrico y magnético,
es posible, partiendo de las ecuaciones (A.9) y (A.12) en conjunto con las ecuaciones
de Maxwell, hallar las ecuaciones de evoluciéon de los potenciales electromagnéticos. Al
sustituir la ecuacién (A.12) en la ley de Gauss y las ecuaciones (A.9) y (A.12) en la
ecuacion de Ampere-Maxwell se arriba a:

oV-A 1
V20 + ov-A) BT ) = ——Pe; (A.13)
€0
1 9’°A 109
V2A—g o _V(v.A+C_2§> = —poJde. (A.14)

A diferencia de las expresiones (A.7) y (A.8), las ecuaciones de evolucién de los potenciales
siguen estando acopladas entre si, lo que las hace un sistema de ecuaciones aparentemente
méas complicado de resolver, sin embargo, la ventaja de resolver un problema en términos
de los potenciales, en lugar de los campos, reside en que cada campo vectorial posee tres
componentes espaciales y una temporal, de forma que sus ecuaciones de evolucion son
formas diferenciales que agrupan cuatro ecuaciones diferenciales escalares. Esto implica
que al resolver un problema en términos de los campos se obtenga un sistema de ocho
ecuaciones diferenciales, mientras que al hacerlo en términos de los potenciales se tiene
un sistema de solo seis ecuaciones, cuatro correspondientes al potencial vectorial y dos al
potencial escalar.

A.2. El teorema de Helmholtz

El teorema de Helmholtz es un resultado del analisis vectorial, muy ttil en el electromag-
netismo, que establece que un campo vectorial H, nulo en infinito y diferenciable, puede
expresarse de manera tnica como la suma de sus partes longitudinal y transversal [2],

H=H+H (A.15)

las cuales pueden escribirse, en términos del campo vectorial original, como:

H — _iv V- H() H(r,)di’)r'- (A.16)
4t Jps v —1/| ’
/ /
H! — LV / VX B b (A.17)
A rs [T — 1|

De las ecuaciones (A.16) y (A.17) es inmediato que HI es irrotacional, V x HIl = 0,
mientras que H* es solenoidal, V- H+ = 0. Las condiciones anteriores son los origenes de
los nombres de las partes longitudinal y transversal del campo respectivamente.
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El par de ecuaciones (A.7) y (A.8) muestra la relacién existente entre los campos
eléctrico y magnético con las densidades de carga y de corriente. Por su parte, las ecua-
ciones (A.9) y (A.12) muestran cémo dichos campos son generados por una pareja de
potenciales. Por otro lado, mediante la aplicacién sistematica del teorema de Helmholtz
es posible establecer para cada componente de cada campo una conexion entre los poten-
ciales y las fuentes de los campos. Lo anterior permitira desacoplar, al menos de manera
parcial, las ecuaciones de evolucién de los potenciales, ecuaciones (A.13) y (A.14).

Para el caso del campo eléctrico se tiene, de la ecuacién (A.16) y la ley de Gauss, que
su parte longitudinal puede expresarse en términos de la densidad de carga como

Bl -_ly md%’:—v( ! / Pe(r’) d3T’>. (A.18)

A Jps r—1 Amey Jgs v — 1|

El término entre paréntesis de la ecuacién (A.18) resulta ser la expresién integral del
potencial instanténeo de Coulomb @, debido a una densidad de carga eléctrica p, [59]. De
esta forma, a través del teorema de Helmholtz, se obtiene que la parte longitudinal del
campo eléctrico es generada exclusivamente por el gradiente del potencial escalar,

El = —Vo. (A.19)

Procediendo de igual manera, se tiene de la ecuacién (A.17) y de la ecuacién de Faraday
que la parte transversal del campo eléctrico estd dada por

gloLlyy [V XE@ 4, 0 (iv x/ B(r) d3r’), (A.20)
R

C 4n gs T — 1| ot \4n s |r— 1/

donde se tiene, de las ecuaciones (A.12) y (A.15), que el término entre paréntesis co-
rresponde al potencial vectorial magnético. Asi la parte transversal del campo eléctrico
corresponde al cambio temporal del potencial vectorial,

0A

Et=-—".
ot

(A.21)

El proceso de la descomposicién de Helmholtz del campo magnético resulta mas simple
en comparacién con el desarrollo del campo eléctrico debido a que la ecuacién (A.2) esta-
blece desde un principio el caracter transversal de este campo, como puede comprobarse
al sustituir dicha ecuacién en (A.16),

plo_ Ly [ YoBE) sy (A.22)

A~ Jgs |r—7T/|

De manera que se tiene, de la ecuacién (A.17) y la ecuacién de Ampere-Maxwell, que la
componente transversal del campo magnético es
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BL:iVx V' x B(r')
A rs T — 1|

Ho Je(r') 5, €opo O / E(') 5,
= — d —_— d .
VX(47T/R3 lr — /| T A Ot Jps |r — 1| "

De la misma manera que en la ecuaciéon (A.20), puede mostrarse utilizando las ecuaciones
(A.9), (A.15) y (A.22) que el término entre paréntesis de la expresion anterior corresponde
a una forma alternativa de expresar el potencial vectorial magnético; por lo que el campo
magnético queda determinado por

d>r’
(A.23)

B*=B=VxA. (A.24)

Al sustituir la ecuacién (A.24) en (A.20) se obtiene que la parte solenoidal del campo
eléctrico es funcién tnicamente de la componente transversal del campo magnético,

0 (1 B (r/
Ei:——-—vX/ “M%’. (A.25)
ot \ 4w rs |r — 1|
Con la intencion de realizar una sustitucién, similar a la tltima, en la dltima igualdad de

la ecuacion (A.23), es notable que para un campo vectorial arbitrario H, nulo en infinito,
se cumple que

H / !/ H /
V x ) d*r' = / vx—mdgr’, (A.26)
ra [T — 1| re T — 1|
[2], de tal forma que para el campo eléctrico se tiene que
O [ B g [ VOB [ ) )

el S T W et e

— v/ X EL<r/) d37,,/ — v % / EL(r,) d37'/.
ge [T =] re [T — 1|

Asi, al utilizar el resultado de la ecuacion (A.27) en la segunda igualdad de (A.23) se
observa explicitamente la dependencia del campo magnético de la componente transversal
del campo eléctrico,

/ e
Bt =V x (@/ ﬂal?’r' + forto O E—(r>d3r’) : (A.28)

A1 Jgs |r — 1| 4 Ot Jgs v — 1/

Como se menciond, el desarrollo anterior, de la ecuacién (A.18) a la ecuacién (A.28),
no solo muestra la conexién entre las fuentes de los campos y los potenciales, sino que
permite también observar qué potencial contribuye a qué componente de los campos.
Especificamente, se hallé que el potencial que contribuye a la parte longitudinal del campo
eléctrico, inica no nula, es el potencial escalar @, el cual es generado debido a la presencia
de la densidad de carga p.. Como consecuencia de esto, en el caso de ausencia de materia,
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los campos carecerian de componentes longitudinales. Por otro lado, también se observa,
de las ecuaciones (A.25) y (A.28), que las componentes transversales de los campos estan
relacionadas entre si, siendo ambas generadas por el potencial vectorial. Adicionalmente,
de estas ultimas ecuaciones, se obtuvieron dos expresiones equivalentes para el potencial
vectorial,

1 1 /
A:—Vx/ BT() (A.29)
47 rs |T — 1|
Lo Je(r') 5, €t 3/ E'(r) 4,
_ o [ dell) gy CoMo O [ BN A
A7t Jgs v — 1| T+47T Ot Jps |r — 1| " (A-30)

las cuales pueden ser deducidas alternativamente al sustituir la ecuacién (A.9) en la ecua-
cién de Ampere-Maxwell, ecuacién (A.4).

A.3. Las transformaciones de norma

Para lograr un mayor desacople entre las ecuaciones de evolucion de los potenciales elec-
tromagnéticos, es posible aprovechar la arbitrariedad con la que estos han sido definidos
[59], ecuaciones (A.9) y (A.12). Con este fin, es notable que la ecuacién (A.9) muestra
que un potencial vectorial magnético de la forma

A =A+V(, (A.31)

genera el mismo campo magnético que el generado tinicamente por el potencial A, bajo el
argumento de que para toda funcién escalar ¢ se cumple que su gradiente es irrotacional [2],
V xV({ = 0. Esto exhibe que el campo magnético B es invariante ante una transformacion
como la expuesta en la ecuacién (A.31). Por otro lado, al sustituir la ecuacién (A.31) en
(A.12), escrita en términos de un potencial escalar arbitrario ¢, se llega a que

ag) HA

oA+ V()

E=-VJd' -
v ot

(A.32)

En la ecuacién (A.32) puede dejarse invariante el campo eléctrico E con una eleccién
apropiada del potencial ®'. Especificamente, al tomar la transformacion

a¢
=0 2, A.33
ot ( )
se concluye que las parejas de potenciales (A’, ®') y (A, ®) generan los mismos campos
electromagnéticos E y B. Las ecuaciones (A.31) y (A.33) forman una transformacién
conocida como transformacién de norma, mientras que la invariancia de las ecuaciones
(A.9) vy (A.12) bajo dicha transformacién se conoce como invariacia de norma [59].
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Una manera de tomar ventaja de esta libertad de norma es hallando una transforma-
cién adecuada que fije el valor de la divergencia del vector potencial A como cero con
la intencién de simplificar las ecuaciones de evolucién de los potenciales. Asi, dado un
potencial vectorial magnético arbitrario se tiene, sin pérdida de generalidad, que

VA =€(rt), (A.34)

con ¢ alguna funcién escalar de la posicién y del tiempo. Al tomar la divergencia de la
transformacion expresada en la ecuacién (A.31) y sustituir (A.34), se obtiene

V-A=V-A'—-V.V(={(r,t)— V. (A.35)

La ecuacién (A.35) muestra que el vector potencial magnético A es solenoidal si y solo si
la funcién ¢ cumple la siguiente ecuacion de Poisson,

V(= €(r,t). (A.36)

El desarrollo hecho, de la ecuacién (A.34) ala (A.36), implica que dado un vector potencial
siempre se puede elegir trabajar con otro vector potencial que genere el mismo campo que
el original pero con divergencia nula. A esta eleccién de potencial se le conoce como norma
de Coulomb o de radiacién, e implica la condicién de transversalidad para el potencial
magnético [19, 59|, expresada vectorialmente como

V.A=0. (A.37)

El tomar la norma de Coulomb implica que, al sustituir la condicién de transversalidad
sobre el potencial magnético en las ecuaciones (A.13) y (A.14), las ecuaciones de evolucién

de los potenciales se reduzcan a:

1
V20 = —%pe; (A.38)

1 02A 1 0Vo

VA - - =— et —=———. A.39
2 Ot? Hode ¢ Ot ( )
La ecuacién (A.38) es una ecuacién de Poisson, cuya solucién, suponiendo que el potencial

eléctrico ® es nulo en infinito, esta dada por

Br, ) = — / per'st) o (A.40)

" dmey Jgs v — 1|

(93], que corresponde, al igual que en la ecuacién (A.18), al potencial instantdneo de

Coulomb debido a la densidad de carga p.. Este es el origen del nombre “Norma de
Coulomb” [59].
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Por otro lado, la inhomogeneidad de la ecuacién de onda para el potencial vectorial,
ecuaciéon (A.39), puede descomponerse, utilizando nuevamente el teorema de Helmholtz,
en una parte longitudinal y una parte transversal. Asi, para el vector densidad de corriente
Je se tiene que

Jo=Jt+ Il (A.41)

La ecuacién (A.19) muestra que los términos dependientes del gradiente del potencial
escalar eléctrico aportan informacién tinicamente a las componentes longitudinales de los
campos electromagnéticos. Por lo anterior, al sustituir en la ecuaciéon de continuidad,
ecuacién (A.5), la ecuacién (A.38) y la densidad de corriente, en sus partes longitudinal

y transversal, se obtiene que
1 0Vo
- —Z =
Hode = 2 ot ' (A42)
tal que al sustituir la ecuacién (A.42) en (A.39), se observa que la fuente que realmente
afecta la ecuacion de onda del vector potencial magnético es la parte transversal de la

densidad de corriente, ,
1 0°A

VA — Z5E —pode
La ecuacién (A.43) muestra el origen de uno de los otros nombres de la norma de Coulomb,
“Norma Transversal”. Una peculiaridad de la norma de Coulomb radica en que la ecua-
cién (A.40) predice que el potencial eléctrico ® se propaga instantdneamente a todo el
espacio, es decir, el potencial eléctrico registra los cambios en la densidad de carga p,
inmediatamente, por minimo que este sea, y sin importar qué tan lejos se dé este cambio
en el espacio [59]. De manera contraria, la ecuacién (A.43) indica que el potencial vectorial
magnético satisface la ecuacién de onda, lo que implica que se propaga a velocidad finita
c. La prediccién que concierne al potencial escalar estd en conflicto con el hecho de que
las perturbaciones electromagnéticas se propagan a velocidades finitas menores o iguales
que la velocidad de la luz. Sin embargo, una primera forma de entender y remediar este
comportamiento, que carece de sentido fisico, es notar que la cantidad fisica mensurable
es el campo y no el potencial, siendo los campos eléctrico y magnético soluciones de ecua-
ciones de onda, ecuaciones (A.7) y (A.8), tal y como lo es el potencial vectorial magnético
[59].

Una situacién en la que la norma de Coulomb es especialmente 1til es en ausencia
de materia cargada, es decir, con densidades de carga eléctrica nulas, p. = 0, y falta de
corrientes eléctricas, Jo = 0, ya que en este limite la ecuacién (A.40) predice un potencial
eléctrico nulo, mientras que la ecuacion (A.43) se reduce a la ecuaciéon de onda homogénea,
como también lo hacen las ecuaciones de evolucién de los campos eléctrico y magnético,

(A.43)

e

® =0, (A.44)

10°A

V2A — S =0 (A.45)
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Como se expuso al final de la seccién anterior del presente apéndice, la condicién & = 0
implica campos electromagnéticos carentes de componentes longitudinales. Aunado a esto,
las componentes transversales de los campos eléctrico y magnético, ecuaciones (A.25) y
(A.28), quedan expresadas por:

OA 10 B (1)

ot 47t Ot (VX/Rs lr — /| T>’ (4.46)
Ry

Bl —vx A= W0l VX/ B () s, r) (A.47)
A Ot rs [T — 1|

El tercer nombre alternativo de la norma de Coulomb, “Norma de Radiacion”, proviene
del hecho de que los campos de radiacién transversales son generados tinicamente por el
vector potencial magnético, como se observa en las ecuaciones (A.46) y (A.47), el cual en
esta norma cumple la condicién de transversalidad [59)].



Apéndice B
Descomposicion en modos normales

Una forma conveniente de rescribir el potencial vectorial magnético es en términos de sus
modos normales de oscilacién a través de una descomposicién espectral de Fourier, ya
que esto permite separar la dependencia temporal en las ecuaciones del potencial. Asi, se
tiene que el vector potencial A se puede expresar como

Aty =Y (Aa@,wa)e*w v AZ(r,wa)ei‘”‘*t> , (B.1)

«

[28, 47, 77]. Siendo asi, se tiene al sustituir la ecuacién (B.1) en (A.45), y utilizando la
ortogonalidad de las funciones exponenciales, que

V2A, +Kk2A, =0, (B.2)
donde se ha definido la frecuencia de oscilacion de cada modo normal como

w2 = Pk2. (B.3)

De igual forma, al sustituir la ecuacién (B.1) en (A.37) se obtiene una condicién de
transversalidad para los modos normales del potencial vectorial magnético,

V-A, =0, (B.4)

asi como los complejos conjugados de las ecuaciones (B.2) y (B.4).

La ecuacion (B.2) es una ecuacién de Helmholtz que, junto con la ecuacién (B.4) y unas
condiciones a la frontera apropiadas, genera un problema hermitiano, también llamado
hermitico, de valores propios, cuya solucién puede ser expresada, de manera general, en
términos de una familia de funciones ortonormales [2],

A, (r,wy) = b, Go(r, wy), (B.5)
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donde G, (r,w,) cumple con las siguientes condiciones:
V3G, + K2G, = 0; (B.6)
V-G, =0, (B.7)

ademas de las condiciones de ortonormalidad propias de cada familia de funciones orto-
normales [2], las cuales se expresan como:

/ Gz : ngST = 6a5; (BS)
|4

/ G- Gidr _/ G. - Gadr = 0. (B.9)
|4 Vv

Los coeficientes b, son caracteristicos de cada problema particular, siendo dependientes,
en general, de la familia de funciones utilizada, la geometria del espacio y las condiciones
a la frontera impuestas.

De esta manera, al sustituir las ecuaciones (B.1) y (B.5) en (A.9) y (A.12), se llega a

que los campos eléctrico y magnético se expresan, en términos de las funciones G, como:

E(r,t) = iZwa (Gabae ™! — GLbLe™e") ; (B.10)

B(r,t) =Y  (bae 'V x G + bV x G, (B.11)

correspondiendo estas expresiones a una primera descomposicion de dichos campos.

B.1. Energia del campo electromagnético

La funcion hamiltoniana del campo electromagnético, que da una medida de la energia
contenida en los campos electromagnéticos, estd expresada en términos de sus componen-
tes eléctrica y magnética como

1 1
H = _/ (EOEQ + —BQ) d°r, (B.12)
2 Jv Ho

[19, 59]. Asi, partiendo de la expresién obtenida en la ecuacién (B.10), se tiene que la
componente eléctrica de la energia electromagnética contenida esta dada por

HE _ Z EOUJ;wﬂ /V (Gabae—z‘wat N G’Zb;ffiwat) . (GﬁbBQ_int _ ngzeiw5t> d3r
(B.13)

7/3
WaW * _—it(wa—w * Sit(wa—w
:2;60 5 0a (babe ") bgh ) = e Y Wl fbal”
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donde se us6 la ortogonalidad de las funciones G, ecuaciones (B.8) y (B.9). Por otro lado,
para la componente magnética es de utilidad notar, partiendo de la identidad vectorial

V- HxE)=E-(VxH)—-H-(VxE) [2], que
(VX Ga) (VXxGE) =Gj- (VX VXG,)+ V- (G xVxGy). (B.14)

Al integrar la ecuacion (B.14) sobre un volumen V' y utilizar el teorema de la divergencia
de Gauss, se arriba a que

(VXG) V x Gy d’r = G (VX V x G)dr + V (G5 X V x Go)d’r
/3 B’ B

/f% )—WﬁG@ﬁr+%(G§xVx(hyﬁdr
v (B.15)
= /—1&/ G - God*r + Glj{ (E x B) - ad?r,
\% oV

donde se han usado las ecuaciones (B.7), (B.10) y (B.11), €; es una constante de pro-
porcionalidad y se ha denotado n como el vector unitario normal a la frontera de V. Al
definir el vector de Poynting, en funcién de los campos eléctrico y magnético, como

1
— “ExB, (B.16)
Ho
[59], y utilizar la condicién de ortogonalidad, ecuacién (B.8), resulta que
/(V X Ggo) - (V x Gh)d’r = K20ap + 82]{ S - nd*r, (B.17)
1%

ov

donde €, es otra constante de proporcionalidad. La integral de superficie de la ecuacion
(B.17) representa la contribucién de la potencia total que fluye fuera del volumen V. Para
el caso particular de ausencia de cargas esta integral converge a cero [28], por lo que se
tiene que

/V(V X Gg) - (V x Gg)dgr = K20ap- (B.18)

Utilizando los resultados anteriores se concluye que la contribuciéon magnética a la funcion
hamiltoniana esta dada por

Hy = 50 Z/ eV X Gg + (€.c.)a) - (bge ™'V x Gg + (c.c.)g) d*r

_ Z * e it(wa—wp) _i_bﬁbzeit(wa*wﬁ)) (B19>

2 2
= _Z’{i|ba| :_szi|ba| :EOZW3|ba|2a
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donde c.c. denota el complejo conjugado del término be !V x G. De esta forma, al
sustituir los resultados de las ecuaciones (B.13) y (B.19) en (B.12) se obtiene que la
energia contenida en el campo electromagnético esta dada por la siguiente expresion

H="Hp+ My =26 > wllbal” (B.20)

Dado que el campo electromagnético se supuso estacionario, al haber sido expresado
en términos de sus modos normales, se tiene que cada modo normal contribuye con un
término constante a la energia del sistema [28]. Esto permite renombrar los coeficientes

b, como
| &
by = Qo | ——, B.21
“ 260&)3 ( )

de tal forma que la contribucién energética de cada modo del campo sea
Heo = Ealaal?, (B.22)

donde puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que &, = £(w,) es la energia asociada
al a-ésimo modo del campo cuando los coeficientes a, se hallan normalizados [28, 77],
|aa|” = 1. De esta forma, sustituyendo las ecuaciones (B.5) y (B.21) en (B.1), se tiene que
el potencial vectorial magnético es

A= Z —2::)2 (Gaaae_“"t + GZaZei“at) , (B.23)

tal que la dependencia en la energia de cada uno de sus modos de oscilacion se ha hecho
explicita.

B.2. Desarrollo en términos de ondas planas

Los desarrollos anteriores, de la ecuacion (B.1) a (B.23), no requirieron hacer ninguna su-
posicién geométrica sobre el espacio fisico, de modo que son validos para cualquier sistema
coordenado en general. Un sistema particularmente importante es el sistema cartesiano,
en el que es posible teselar todo el espacio tridimensional partiendo de un volumen finito,
un paralelepipedo de volumen V' = /,¢,(., con condiciones periédicas en sus fronteras
[28, 77]. Asi, la ecuacién de Helmholtz para las funciones G, ecuacién (B.6), se expresa
en coordenadas cartesianas como
?G, 0*°G, 0°G

4+ Kk2G,=0. B.24
0x? * 0y? * 0722 T o ( )




B.2. DESARROLLO EN TERMINOS DE ONDAS PLANAS 93

Al proponer que la funcién G(r) es de la forma G(z,y, z) = X(2)Y (y)Z(z) y sustituir
n (B.24), se arriba a las tres ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes:

d*X

o

—— trY =0; B.26
0 (5.26)
d*Z

donde la variable x de la ecuacién (B.24) se relaciona con las constantes de separaciéon

Kz, Ky Y K. por medio de
K= \/K2+ K+ K2. (B.28)

Si se denota & = z,y, 2, se tiene que las ecuaciones (B.25), (B.26) y (B.27) son ecuaciones
de tipo oscilador arménico, cuya solucién general es de la forma

Z(€) = Age'et, (B.29)

Aplicando las condiciones a la frontera sobre la solucién general, ecuacién (B.29), se
obtiene como resultado que:

2(8) = E2(E + L)
Aéemgg — Agemggemgzg;
27'('77,5

/{5 = fé

La tltima igualdad de la ecuacién (B.30) es la condicién de periodicidad del sistema. De
esta forma se tiene que la solucién G(r) estd dada por

G(r) = (Awei””)(Ayemyy)(Azemzz) = A,{em'r, (B.31)
donde se ha definido el vector K como

Ng Ny N

K = (/{x, Ry, Kz) =27 (Z, Z, Z) s (B32)

con ng = 0,1,2,3,.... Por otra parte, G debe cumplir con las ecuaciones (B.7) y (B.8),
por lo que al sustituir en la condicién de ortonormalidad se llega a que

lo ply L ‘
/ G*(r d*r —/ / / A* _““ ““) dzdydx
v
N ‘AKP/ / / dZdyd:U - |A”‘2€x€y£z - ‘AK‘QV = 17
o Jo Jo

(B.33)
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lo que fija el valor de la constante de proporcionalidad en

A, = NG (B.34)

Luego, la solucién G(r) se encuentra normalizada al estar expresada de la forma

G(r) = %em'r. (B.35)

Por otro lado, de la condicién de transversalidad se tiene que

1

V. (Géa) = —— (
| .

= — (mxemr(ex -8g) + ikye

JV
1

= i(Ky8x, yly, K,8,) - <—em'rég> =ik G,

VV

por lo que la ecuacién (B.7) implica que

aein-r 5 5 aein-r 5 5 ae'm-r 5 B
5 (éx - €g) + 3y (&y - &) + P (&, - eG)>
in-r(

&y - €g) + ik, (8, - ég)) (B.36)

k-G =0. (B.37)

La ecuacién (B.37) se puede interpretar como que dado el vector k existen dos direccio-
nes ortogonales del vector G, las cuales se identifican como las direcciones de polarizacion
de G [28, 77]. Asi, se tiene que la solucion al problema de valores propios en coordenadas
cartesianas esta dada por

1 .
G(I‘) = Weuﬁ.réé, (B38)

donde A = 1,2 denota el indice de polarizacién. Ademds, se tiene que los vectores & y &)
forman una base ortonormal [2], tales que cumplen que:

k-é) =0; (B.39)
éi . éil = (5)\)\/; (B40)
&L x & = k. (B.41)

Al sustituir la ecuacién (B.38) en (B.23) se obtiene que el potencial vectorial magnético
se descompone en coordenadas cartesianas como

IS o o
A = § K Ik T—iwWet * — 1K THiwet) <A ) B.42
2\ 26wV (e T O )& (B42)
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Analogamente, sustituyendo la ecuacién (B.38) en (B.10) se tiene la expresion para el

campo eléctrico,
. g"i IR T—iwget * —ik-THiwet) A
E=1 E — (ape =t —ay e =) &p. (B.43)
X 2€0V ’
K‘?

Para la parte vectorial del campo magnético es notable, al utilizar notacion indicial, que

oG, gjm 0(e"7E)); , [
G = & = — & | —=e e & B.44
V x Ejkl 73— ar I \/V ark €5 = 1€kl We e, llikej, ( )

lo que en notacioén vectorial se resume en la expresion siguiente,
V x G =ik x G =iG(k x &)). (B.45)

De esta manera, usando los resultados de las ecuaciones (B.11) y anterior, resulta que el
campo magnético es

Ex . s
B = ZZ W (amAem'r_W"t — a,’;/\e_m'r“‘”“t) (KJ X éﬁ) (B46)

Utilizando la ecuacién (B.3) se tiene que el campo magnético se expresa alternativamente

CcOomo
=1 Z \|——— 26062‘/ e, )\emr twet a;)\e—m-r-i-iw,ct) (I?.', X éi) (B47)

Al considerar cada modo normal del campo vectorial como un oscilador armonico
elemental, tratamiento usual tanto en la electrodindmica estocastica como en la electro-
dindmica cuantica [28, 77|, es conveniente definir

Ao (t) = apr(t) = apre =", (B.48)

bl

de tal manera que se pueda introducir un nuevo conjunto de variables candnicas, definidas
como:

o =iy | — (a0 — al); (B.49)

[Ea
Pa = 7(aa + CLZ), (B5O>

[28]. De esta forma, al invertir el sistema de ecuaciones anterior, ecuaciones (B.49) y

(B.50), se obtiene que:
1

2&,

(poz - iwaQa); (B51)

Ay =
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1
a:; = Tga(poz + iwaQa)' (B52)

Luego, al sustituir las ecuaciones (B.21), (B.51) y (B.52) en (B.20) se halla que la funcién
hamiltoniana, en términos de las variables candnicas de los osciladores, es de la forma

2 2.2
Pa + Wad
— Ta ofa B.53
i Z R (B.53)

de manera que para cada modo se tiene que la energia asociada es

2 2

ph | wiq
o= 1o 4 foda B.54
Ho="7+—5 (B.54)

La ecuacién (B.54) muestra que cada modo de oscilacién del campo ha sido representado
como un oscilador armonico independiente de masa unidad, m, = 1, y frecuencia wy,.
Bajo esta suposicién, se tiene, sustituyendo las ecuaciones (B.51) y (B.52) en (B.42), que
el potencial vectorial magnético se expresa como

11 i wuda)e T &
A= S (0 e i)

<\
eK/

_ Z 1 (pa(em-r + e—m-r) N waqa(ein-r _ ein-r))
(% \/W 2 22
1

Anélogamente, de las ecuaciones (B.43) y (B.47) se obtienen los campos eléctrico y
magnético en términos de las variables candnicas,

(B.55)

cos(k - T) 4+ waga sin(k - 1)) &)

Wala COS(K - T) — po sin(k - 1)) &2, (B.56)

1
RN

1
B = Wa(e COS(K - T) — pysin(k - r kxéi. B.57
%%@PV(Q (K1) = pasin(k - 1)) ( ) (B.57)
Las tltimas expresiones deducidas, ecuaciones (B.55), (B.56) y (B.57), son fisicamen-
te equivalentes a las ecuaciones (B.42), (B.43) y (B.47), siendo estas los desarrollos en
términos de ondas planas del potencial vectorial magnético y de los campos eléctrico y
magnético respectivamente.



Apéndice C

La densidad espectral del campo de
radiacion de punto cero

Una de las propiedades més importantes y relevantes del CPC es su densidad espectral de
energia, ya que es a partir de esta tultima de donde se parte para construir muchas de sus
descripciones fisicas. Este espectro puede ser deducido, desde la teoria cuantica moderna,
partiendo del hecho de que la energia minima de un oscilador arménico cuantico es fw /2
[50, 75, 77]. Sin embargo, debido a la importancia tedrica que representa este resultado,
seria insatisfactorio simplemente importarlo de la mecanica cuantica actual. Por ello, es
relevante deducir este espectro de frecuencias de los argumentos més generales posibles.

La aplicacion de la ley de Wien para una cavidad radiante en el limite atérmico, 7' = 0,
y el uso de argumentos de invariancia de Lorentz sobre la densidad espectral de energia
del campo de radiacién, u(T,w), en el mismo limite [9, 73], son dos de los procedimientos
usualmente utilizados por la EDE para la deduccion de la densidad espectral requerida,
que poseen la caracteristica de partir de principios fisicos fundamentales. En el presente
apéndice, se utilizara la primera de estas opciones, ya que ofrece la posibilidad de extraer
mucha informacién fisica adicional del sistema de estudio.

C.1. Termodinamica de un oscilador armonico

Una manera de deducir la ley de Wien, propuesta por T. H. Boyer, es mediante el andlisis
termodinamico de un oscilador armoénico unidimensional de masa unitaria, frecuencia w
y con movimiento no relativista [12], que como se mostré en el apéndice B representa un
modo normal de oscilacién del campo electromagnético. Partiendo de que este sistema
posee un hamiltoniano como el expuesto en la ecuacién (B.54),

2

w2 2
H(g,p) = % + 2q : (C.1)
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se tiene que, al considerar un cambio infinitesimal en alguno de los parametros del os-
cilador, como su frecuencia, la accion del sistema es una invariante a primer orden con
respecto a dicho pardmetro, es decir, es una invariante adiabatica [52].

La accién puede definirse, para un sistema periddico, como el area encerrada por una
6rbita de energia constante £ en su espacio fase [52]. Asi, la accién J se expresa como

1
J = Py j[pdq. (C.2)
T

La ecuacién (C.1) puede despejarse para hallar la ecuacién de la 6rbita formada por el
sistema oscilatorio en el espacio fase, resultando ser una elipse descrita por la relacion

P+ Wi = 2¢, (C.3)

tal que
p(q) = £/2€ — w?¢. (C.4)

Asi, la integral de accién, ecuacién (C.2), puede expresarse, para el caso del oscilador
armonico, como

1 [V
J = —/ V2E — w?q?dg. (C.5)
T J-Vv2E

En la expresion anterior puede hacerse el cambio de variable dado por wg = v2& cosé,
de tal forma que se tenga que dg = —(v/2€ /w) sin &d¢, tal que la accién esté dada por

J = g/W\/l — cos2Esinédé = g/7rSiI12§6i§, (C.6)
Tw Jo W Jo

de manera que se obtenga la siguiente expresion

7-5 (C.7)

w

Asi, se tiene que la accion J permanece constante ante cambios infinitesimales de la
frecuencia y la energia del sistema, de tal manera que

&
d€ = Jdw = ;dw. (C.8)
Por otro lado, el trabajo dWW hecho por el sistema sobre el agente externo que modifica

la frecuencia del oscilador esta dado por el inverso aditivo del cambio en la energfa [12],
al tratarse de un proceso adiabatico, es decir,

aw = —E . (C.9)
w
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Boyer afirma que si se supone que el oscilador armoénico se halla en equilibrio con un
bano térmico a una temperatura 7', entonces, este tendra una energia media £(7T,w) y una
entropia 8(7,w) que dependen tanto de la temperatura 7' como de la frecuencia natural
de oscilacién w [12]. De la primera ley de la termodindmica, se tiene que

dQ = TdS(T,w) = d&(T,w) + dW (T, w), (C.10)

donde al sustituir la ecuacién (C.9) se llega a que
TdS8(T,w) =dE(T,w) — gdw. (C.11)

Considerando cambios infinitesimales en la temperatura del bano térmico y la frecuencia
del oscilador puede rescribirse la ecuacién (C.11) como

a8 08 o€ o€ )
T||=) dT — | dw| === dT — | dw— —dw. C.12
(or), 7+ (&), ] = (5r) 7+ (52) 4o o 00
Ya que la temperatura y la frecuencia de oscilacién son las variables independientes del
sistema en cuestién [12], se tiene que los coeficientes de cada diferencial de dichas variables

deben cumplir con ser cero simultaneamente, de tal forma que se tienen dos ecuaciones
dadas por las siguientes expresiones:

r(2) - (%) ey

T(g_i)f (g_i){g (C.14)

Al tomar la derivada parcial de la ecuacién (C.13) con respecto a la frecuencia del sistema
w se arriba a que
e ’8  0°¢€
OwdT — OwdT’

de la misma manera, derivando parcialmente la expresién (C.14) con respecto a la tem-
peratura se obtiene la ecuacion siguiente

98 9%8 o2E 1 [0E
dw T - ——\37) - 1
<8W)T * 0Tow 0TOow w (8T>w (C.16)
Restando entre si las dos tltimas ecuaciones, se llega a que
08 1 /0&
ow/).. wl\or) - 1
(3W)T w (8T)w (C.17)

Al sustituir la ecuacién (C.14) en (C.17) se arriba a una ecuacién diferencial parcial de
primer orden para la energia del oscilador arménico, dada por

(C.15)
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@_i)T i g (%) - g (C.18)

Si se supone que la energia media del sistema oscilatorio puede expresarse como
E(T,w) = wf(T,w), (C.19)

y se sustituye en la ecuacién (C.18), entonces esta se reduce a una ecuacién diferencial
homogénea para la funcién f(7,w) de la forma

(g_DT * g (%)w =0 (C.20)

Al suponer un problema de Cauchy de la forma f(7,,w), puede hallarse que la solucién
de la ecuacién anterior, utilizando el método de caracteristicas, esta dada por

W

FTw) = £ (%), (C.21)
de modo que al sustituir la ecuacién (C.21) en (C.19) se tiene que la energia media del
oscilador en equilibrio con el bano térmico puede expresarse como

E(T,w) = wf (;) (C.22)

donde f es una funcién arbitraria de la variable w/T. La ecuacién (C.22) exhibe la infor-
macién contenida en la ley de Wien para una cavidad radiante [12, 32].

C.2. La ley de Wien

La ley de Wien para una cavidad radiante fue deducida por W. Wien en 1893 utilizando
argumentos basados unicamente en la electrodindmica cléasica y la termodindmica. Wien
supuso que dentro de una cavidad cilindrica reflectora perfecta, provista de un piston
movil, se hallaba encerrada radiacion, de tal manera que al realizarse una expansion
adiabatica de la misma se obtenia un corrimiento Doppler por parte de las ondas electro-
magnéticas que eran reflejadas por el pistén [49]; esto permitia el intercambio de energia
radiante entre las distintas frecuencias de la radiacién [77]. La ley de Wien fue el primer
paso significativo en el camino para establecer la forma general de la distribucion que rige
el espectro de emision de un cuerpo negro. Sin embargo, la incapacidad de la fisica del
siglo XIX para hallar de forma tedrica la funcién universal f de la ecuacién (C.22) que se
ajustara de manera correcta a los resultados experimentales, senal6 el fracaso definitivo
de la teoria clésica en dicho problema [49].
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Las deducciones usuales de la ley de Wien no garantizan su aplicabilidad en el cero
absoluto [32]. Sin embargo, mediante el uso de argumentos de continuidad que involucran
la condicionante de que el calor especifico de la radiacién, para una frecuencia dada, se
mantenga finito para toda temperatura, puede suponerse que la ley de Wien es aplicable
en el limite de temperatura cero [61]. Equivalentemente, mediante la aplicacién de la
segunda ley de la termodinamica al movimiento cuasiestatico de los dipolos oscilantes de
las paredes de la cavidad que encierra la radiacién, Cole fue capaz de deducir una version
generalizada de la ley de Wien que garantiza su aplicabilidad en el cero absoluto [20, 21].
Bajo estos argumentos, se tiene que la ley de Wien puede expresarse en el limite atérmico
como

Eo(w) = wf(o0), (C.23)

donde f(oo) debe tener un valor finito. La eleccién del valor de la constante anterior
genera un punto de inflexién: por un lado, si se elige que f(co) = 0, entonces se recupera
uno de los resultados de la ley de equiparticion de la energia, es decir, nulo movimiento
en el cero absoluto; alternativamente, si se supone que en el limite del cero absoluto la
funcién de la ley de Wien es constante pero no nula, f(cc) = o, entonces se tiene que en
el limite atérmico ain existen movimientos, y con ellos una energia de punto cero dada
por

&o(w) = dw, (C.24)

obteniéndose de esta forma que la energia media de un oscilador en equilibrio con un bano
térmico a temperatura cero es proporcional a su frecuencia.

Ya que se ha denotado a la densidad espectral del campo electromagnético como
u(T,w), se tiene que u(T,w)dw serd la energia electromagnética por unidad de volumen
de un ancho de banda dw que contiene a w. De igual forma, dado que £(T,w) representa
la energia media de un modo de oscilacién del campo, entonces puede establecerse que

w(T,w) = N(w)&(T,w), (C.25)

donde N (w) es la densidad de estados contenidos en la cavidad, y N(w)dw representa
entonces el numero de modos de oscilacién de frecuencia w por unidad de volumen conte-
nidos en un ancho de banda dw [28]. Es notable que N (w) no depende de la temperatura
y puede ser determinado solamente por consideraciones geométricas [60]. De la ecuacién
(B.32) se tiene que los modos de oscilacion acomodados dentro de una caja, de volumen
¢3, cumplen que

K= o (n2+n. +n?). (C.26)

La ecuacién (C.26) puede interpretarse como el cuadrado de la distancia entre el origen
y un punto en el espacio reciproco cuyos ejes coordenados corresponden a x; = (27/0)n;
con j = z,y,%, y n; enteros, como se observa en la figura C.1. Adicionalmente, de la
ecuaciéon (C.26) se observa que la minima separacién entre dos modos normales es de
27 /¢ de tal forma que un modo normal corresponde en el espacio reciproco a una celda
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tridimensional de volumen (27 /¢)3. Con base en los argumentos anteriores puede deducirse
que la densidad de estados dentro de un cascaréon de radio interior x y radio exterior k+dkx
esta dada por la expresion

2 d3/€ /§Z2 2 T /iQd/i
_2 _ - _ dn 2
Ny = /Q B~ i /0 /0 singdodode = 55, (C27)

donde el factor 2 corresponde a las dos posibles direcciones de polarizacién correspon-
dientes a cada modo normal y €2, representa el dngulo sélido del espacio reciproco [28].

Figura C.1: Interpretacién geométrica de x* = (47%/€*)(n} + n. + n?). Imagen
original tomada de [96]

Al utilizar la ecuacién (B.3), se llega a que la densidad de estados como funcién de la

frecuencia es

w2

N(w) = 2 (C.28)
Es relevante notar que el resultado expresado en la ultima ecuacion es precisamente el
factor, proporcional a la frecuencia al cuadrado, por el que se encuentran multiplicadas
tanto la ley de Planck, ecuacién (E.3), como la ley de Rayleigh-Jeans, ecuacién (E.5),
presentadas en el apéndice E. Finalmente, al utilizar los resultados expresados en las
ecuaciones (C.25) y (C.28), se obtiene que la densidad espectral del campo de radiacion
de punto cero, ug(w), es
_ dw?

m2c3’

(C.29)

uo(w)
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El valor de la constante ¢ debe ser universal ya que determina el espectro de equilibrio
en el cero absoluto, el cual es de cardcter universal de acuerdo con la ley de Kirchhoff
[32]. En la actualidad se sabe que el valor de dicha constante es igual a //2. Sin embargo,
es importante notar que, por la forma en la que han sido deducidos, la presencia de & en
los resultados presentados no aporta ninguna connotacién cudntica [32].






Apéndice D

Contenido energético del campo de
radiacion de punto cero

La ley de Stefan-Boltzmann, propuesta inicialmente por J. Stefan en 1874 y deducida de
la teorfa termodindmica por L. Boltzmann en 1884 [50, 77], propone que la densidad de
energia total radiada por un cuerpo negro ideal es proporcional a la cuarta potencia de
su temperatura [28]:

UT) = /OOOU(T, w)dw = agT*, (D.1)

donde ag representa una constante universal, inicialmente solo conocida empiricamente
28], que puede ser expresada como ag = 4og/c [50], donde og es nombrada actualmente
como constante de Stefan-Boltzmann [87]. Al sustituir la ley de Wien para una cavidad
radiante y la distribucién de modos de Rayleigh-Jeans, ecuaciones (C.22) y (C.28), en la
ley de Stefan-Boltzmann se llega a que

1 g W
si se define el cambio de variables £ = T'/w, de tal manera que dé = —(T/w?)dw, entonces
se tiene que la integral anterior puede expresarse como
= f( 1/ £)
= dé = D.3
o = D3)

de esta ultima ecuacién puede obtenerse una expresion integral para la constante de la

ley de Stefan-Boltzmann,
( 1/5
as = 3 / : (D.4)

Ya que ag es una cantidad finita, entonces la mtegral de la expresién (D.4) debe existir.
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La ley de Stefan-Boltzmann entra en conflicto con los modelos clésicos elementales
del equilibrio entre la materia y la radiacién [77], ya que por si misma es una prueba de
que la energia contenida por la radiacién es finita para una temperatura finita dada. Es
notable, por ejemplo, que si en lugar de sustituir la ley de Wien en la ecuacién (D.1) se
sustituye la ley de Rayleigh-Jeans, entonces se obtiene que la constante ag es proporcional
a una integral fuertemente divergente, problema fisico al que P. Ehrenfest denominé en
1911 como la catastrofe ultravioleta [25],
kgT [ kpT* [ d¢

/ wdw =

7T2C3 W = W ; g — OQ. (D5)

Urs(T) =

De manera analoga a los desarrollos anteriores, puede encontrarse la densidad de energia
total radiada por un cuerpo negro a temperatura cero si se considera como la densidad
espectral de energia a la ecuacién (C.29), de tal forma que se tenga que
% oo
Uy =U(0) = — wdw — 0. D.6

0 ( ) 203 o ( )
Como puede observarse en la tltima expresion, la cantidad U, es infinita y por tanto
viola, al igual que la ley de Rayleigh-Jeans, la ley de Stefan-Boltzmann; sin embargo, esta
divergencia resulta un problema que se escapa actualmente a la fisica clasica [28, 47].

Como se menciona en el apéndice G, para el problema de la correccion electromagnética
de la masa, la divergencia planteada por la ecuacién (D.6) hace necesario introducir un
corte en el limite superior de las frecuencias, la denominada regla de corte. Existen dos
argumentos utilizados por la electrodinamica cuantica, ambos aplicables a la EDE, para
justificar el uso de este corte en el espectro del campo de radiacion de punto cero con la
finalidad de mantener finita la densidad de energia total Uy: el primero de ellos consiste
en la falta de evidencia de que las reglas de la electrodindmica puedan ser aplicables a
frecuencias arbitrariamente altas [47]; el otro argumento es que el espectro, expresado en
la ecuacién (C.29), puede deducirse a partir del requerimiento de ser un invariante de
Lorentz [9, 10], el cual es solamente una aproximacién de un requerimiento mas profundo:
la covariancia general. Es razonable, por lo iltimo, suponer que un espectro que cumpla
con todas las reglas de la relatividad general debe ser integrable, y que el espectro usado
aqui es Uinicamente una aproximacién local a bajas frecuencias del primero [28, 47].

La ecuacién (D.6) es frecuentemente usada como objecién a la existencia de un campo
de punto cero real, y es que un campo con dicha cantidad de energia almacenada implicaria
efectos electromagnéticos y gravitacionales enormes que no se podrian pasar por alto [28].
Para tener una idea de la energia contenida en el CPC puede estimarse la densidad de
energia asociada a una banda de frecuencias especifica, en ese sentido se tiene, de la
ecuacién (D.6), que la densidad de energia total para un intervalo de frecuencias es

Uy(wr, w2) = /wz o (w)do = 2= 1) _ helk; — ky) (D.7)

) 8m2cs 872
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Para la regiéon visible del espectro electromagnético, longitudes de onda entre 400 y 700
nm, la ecuacién (D.7) implica una energfa de alrededor de 22 J/m? equivalente a 137 x 10°
TeV/m? [77]. De la misma forma, para un nimero de onda de corte razonable, como el
propuesto en la ecuacién (G.31), se obtiene, mediante la relacién de masa-energia de
Einstein, una densidad de masa equivalente de m*c®/87?h* que numéricamente es del
orden de 2x 10" kg/m? o de aproximadamente 10* electrones/m? [47]. Por esto, la imagen
prevaleciente hoy en dia del CPC en la electrodinamica cuantica es la de meramente un
campo virtual, que es equivalente a redefinir o renormalizar su energia como cero, que
produce efectos observables [47, 77]. Sin embargo, en un tratamiento totalmente relativista
de la teoria, la energia cero no puede ser definida arbitrariamente [28], de modo que no es
facil escapar de la impresion de que tanto la energia como el problema de su divergencia
son reales y que estos deben ser estudiados a profundidad.

La electrodindamica estocastica propone una respuesta parcial con respecto a los efectos
electromagnéticos del CPC y es que estos no pasan del todo desapercibidos, sino por el
contrario, son sistematicamente observados en forma de las propiedades cudnticas de la
materia [28]. Por otra parte, los efectos gravitacionales de escala césmica que deberian
ser producidos por la gran masa equivalente del campo de punto cero simplemente no se
observan [47]. Muchos mecanismos de compensacién con otros efectos han sido sugeridos
para explicar lo anterior, tales como el enorme estrés asociado [47], las densidades de
masa gravitacional negativa predichas por las teorfas inflacionarias [54], la polarizacién
del vacio [100], etc. Sin embargo, la gran variedad de hipdtesis propuestas solo pone en
evidencia que la solucién correcta para este problema atin es desconocida [28].






Apéndice E

Desarrollo y nociones historicas del
campo electromagnético del vacio

Histéricamente, el campo de radiacion de punto cero vio su nacimiento con la elaboracion
de la segunda teoria de la radiaciéon de cuerpo negro por parte de M. Planck en 1912
[11, 32, 77]. Dicha teoria propone que la energia media de un radiador elemental de
frecuencia natural w, en equilibrio térmico con el campo de radiaciéon a temperatura 7',
estd dada en notacién actual por

hew hew

5(T7W) = 7 + eﬁw/kBT — 1,

(E.1)
donde kp denota la constante de Boltzmann y f la constante de Planck normalizada [84].
La ecuacién (E.1) fue la primera expresién en mostrar una componente de la energia de
origen puramente atérmico, la llamada energia de punto cero [77] o de vacio [47], la cual
se expresa como

So(w)=E0,w) = % (E.2)

La ecuacién (E.2) muestra una ruptura con los resultados de la fisica clasica, especialmente
con los obtenidos de la electrodinamica clasica y el principio de equiparticién de la energia,
es decir, la ley de Rayleigh-Jeans, desarrollada por Lord Rayleigh y J. H. Jeans a principios
del siglo XX [50], en la cual se afirma que todos los movimientos cesan en 7' = 0. La
ecuacién (E.2) exhibe que en el mundo microscépico las fluctuaciones se siguen dando
incluso en el limite del cero absoluto, como se observa en la figura E.1.

Como se mencion6 con anterioridad, la ecuacién (E.1) describe osciladores materiales,
de forma que en la teoria de Planck son estos los que poseen una energia de punto cero &,
y no el campo de radiaciéon. En la teoria de la radiacién de cuerpo negro de 1912, Planck
supuso que la absorcién de radiacion se daba de acuerdo con la teoria clasica, mientras
que era la emision de radiacién la que se daba de forma discontinua por medio de quanta
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de energia, es decir, un oscilador elemental solo podia radiar después de haber absorbido
de forma continua una energia fuw [49, 77, 84]. Es por esto que cuando Planck dedujo una
expresion para la densidad espectral del campo electromagnético esta no presentara una
energia de punto cero. Planck obtuvo que, para el campo de radiacion, se cumplia que

w? hw

1203 ehw/ksT _ 1’

u(T,w) = (E.3)

tal que u(7,w) tiende exponencialmente a cero conforme 7" — 0 [84].
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Figura E.1: Energia de un oscilador elemental en equilibrio con el campo de
radiacién, segun las teorias de Planck, curva continua, y de Rayleigh-Jeans, curva
punteada, como funcién de la temperatura, para los valores hw = 1y kg = 1.
Notese que ambas descripciones convergen al mismo comportamiento en el limite

de altas temperaturas.

Para 1914, Planck estaba convencido de que la energia de punto cero no tendria ningu-
na consecuencia experimental [77]. Sin embargo, para ese momento el concepto de energia
de punto cero habia llamado la atencion y se habia convertido en una de las premisas
principales del trabajo de cientificos notables como Einstein y O. Stern [28].

Las primeras interpretaciones de Einstein sobre los quanta de energia surgieron en
1905 cuando este afirmé, en un articulo sobre la emisién y transformacion de la luz, que
“la radiacion monocromdtica de baja densidad, dentro del rango de validez de la formula
de radiacion de Wien, se comporta termodinamicamente como si consistiera de un nimero
de quanta de energia independientes de magnitud R,fv/N4"[3, 39], donde R, representa
la constante de los gases ideales, N el nimero de Avogadro, v la frecuencia de la luz
y [ es una constante para representar el cociente entre las constantes de Planck y de
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Boltzmann, de tal forma que R,5/N4 = 2mh. Basado en este punto de vista, Einstein
propuso su laureada relacion entre la frecuencia de la radiacién y el potencial de frenado
de los materiales para explicar el efecto fotoeléctrico [39]. En 1906, Einstein argumentd
que la emision y absorcion de energia por un oscilador de Planck cambia en saltos enteros
multiplos de hw, propuesta que puede ser considerada como el comienzo del concepto
de quantum de luz [77], nombrado originalmente en aleméan como lichtquant [3, 39|, que
posteriormente seria renombrado como fotén por G. N. Lewis en 1926 [70].

En un articulo de 1910, Einstein y Hopf estudiaron un modelo simple para representar
el equilibrio térmico entre dipolos eléctricos y radiacién electromagnética [42]. En dicho
trabajo, se hallé que, al permitir interactuar los dipolos con el campo de radiacién, sobre
estos se generaba una fuerza de retardo que hacia disminuir su energia cinética. Por otro
lado, también se encontré que, cuando los osciladores emitian o absorbian radiacién, el
campo actuaba incrementando la energia cinética de los dipolos [77]. La condicién de
equilibrio entre el aumento y la disminucién de energia cinética anteriores condujo a una
ecuacion diferencial de primer orden no lineal que debia ser satisfecha por la densidad de
energia espectral de la radiacion para una temperatura fija 7T,

du(T,w) 3 m2cd
L@ 2
dw wu( w) + Ww3kgT

u*(T,w) = 0, (E.4)

[42]. Einstein y Hopf probaron que si el problema de condiciones iniciales se elegia de tal
forma que u(T,0) = 0, se obtenia una solucién de la forma

w2

que corresponde simplemente a la ley de Rayleigh-Jeans, cuyo comportamiento se com-
para con el del resultado deducido por Planck, ecuacién (E.3), en la figura E.2. Con el
analisis anterior pudo mostrarse de manera clara y concisa que la expresion encontrada
por Rayleigh y Jeans para la radiacién de cuerpo negro es una consecuencia inexorable
del uso de argumentos de la fisica clasica [42, 77].

Tres anos mas tarde, en 1913, Einstein y Stern hallaron una forma de expresar la
ecuacion diferencial para la densidad de energia espectral, ecuacién (E.4), tal que tuviera
una dependencia explicita de la energia media de cada dipolo oscilante [45, 77],

du(T,w) 3 £
LY 2
dw wu( W)+ wkgT

u(T,w) = 0. (E.6)

Einstein y Stern propusieron que la energia media de los osciladores podia expresarse
como una energia de origen térmico mas una componente atérmica dada por Aw, de tal
forma que en la ecuacién (E.6) remplazaron £ por € + fw [77], llegdndose asi a que

dull,w) _ éu(T7 w) +

h
T » kaTu(T,w) + ——u(T,w) =0, (E.7)

kgT
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donde al utilizar la ecuacién (E.5), se arriba a que

du(T,w) 3 mc? 2 hw?
— - ;u(T, w) + A (T,w) + Wu(Tv w) | =0, (E-8)

al tomar, como antes, la condicién inicial dada por u(T',0) = 0 se obtiene que la ecuacién
(E.8) tiene como solucién la expresion (E.3), es decir, el hecho de suponer que los dipolos
oscilantes tienen una energia de punto cero de magnitud Aw en el modelo de Einstein-Hopf
implica que el espectro de radiacién en equilibro sea el de Planck [45].

Densidad espectral u(m)
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Figura E.2: Densidad espectral de energia del campo de radiacion, de acuerdo
con los resultados obtenidos por Planck, curva continua, y por la fisica clasica,
curva punteada, como funcién de la frecuencia, para los valores kgT =1, h =1,
T=1yc=1.

El desarrollo presentado por Einstein y Stern en 1913 propone que la energia de punto
cero de los osciladores materiales es de magnitud hw, siendo el doble de la magnitud ha-
llada por Planck en 1912, ecuacién (E.2). Aun cuando se sabe que la expresién presentada
por Planck es correcta, es interesante analizar como Einstein y Stern pudieron reproducir
el espectro correcto partiendo de una energia de punto cero incorrecta. De acuerdo con la
teoria cudntica moderna, un modo normal de un campo de frecuencia w tiene una energia
de punto cero de magnitud fiw/2, igual a la que tiene un oscilador material [50, 75, 77]. Por
lo anterior, es inmediato notar que la energia de punto cero total de un dipolo oscilante
de frecuencia w, en equilibrio con un modo normal de un campo de la misma frecuencia,
es

go(dipolo) X 5écamp0) = hw/2 + hw/2 = hw. (E.9)
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La ecuacién (E.9) es precisamente la energia de punto cero que Einstein y Stern propu-
sieron. Sin embargo, en el trabajo de 1913 esta energia fue adjudicada tinicamente a los
osciladores materiales [45]. Sin saberlo, Einstein y Stern habian utilizado por primera vez
la energia almacenada en el CPC.

La importancia que Einstein y Stern le adjudicaron a la energia de punto cero como
ente fisico fue de tal magnitud que esta siguié formando parte de sus investigaciones
posteriores ese mismo ano, como fue el caso del articulo sobre el calor especifico del
hidrégeno molecular a bajas temperaturas, de la autorfa de ambos [45], y el articulo de
Stern sobre el calculo de la presién de vapor en los sélidos [77].

En 1914, P. Debye observé que los movimientos térmicos de los dtomos en una red
cristalina producian un difuminado en los patrones de difraccién de rayos X [36]. La teorfa
que explica esta reduccién de la intensidad de los patrones de difraccién, ahora conocida
como efecto Debye-Waller [28], considera que los dtomos de la red cristalina poseen un
movimiento arménico en todas sus direcciones, y que el promedio de este desplazamiento
es proporcional a la energia térmica del sistema, es decir que mw?(r?)/2 = 3kgT/2, de
tal modo que el factor que reduce la intensidad en los patrones es

Fow (T, w) = exp <—K2<T2>> — exp <—K2kBT>, (E.10)

6 2mw?

[77], donde K representa la magnitud de la diferencia entre los vectores de onda incidente
y dispersado. Sin embargo, Debye noté que este difuminado se mantenia incluso cuando
T — 0 [36]. Para corregir el factor de Debye-Waller se debe considerar que, en particular,
cuando T' = 0 existe un dezplazamiento promedio no nulo asociado a la energia de punto
cero, mw*(r?) /2 = 3(hw/2). Asi, se tiene que el promedio de r? es proporcional a la energia
expresada en la ecuacién (E.1), tal que

hK? (1 1
FDw(T, (JJ) = eXp |:— oo (5 + ehw/kB—T_l):| . (Ell)

El resultado anterior reproduce el orden de magnitud correcto para el factor de Debye-
Waller a temperatura cero [77], y converge al factor expresado en la ecuacién (E.10) en el
limite de altas temperaturas, como puede comprobarse en la figura E.3.

Seria hasta 1916 cuando se le asignaria al campo electromagnético una energia de
punto cero, dando lugar de manera formal al CPC. Ese ano, W. Nernst argumenté que
las diferencias entre materia y campo son inadmisibles si ambos sistemas se hallan en
equilibrio estadistico, por estar en contacto térmico, y que por lo tanto la ecuacién (E.1)
es valida para describir la energia media de ambas entidades [11, 64]. Nernst consideraba al
campo de radiacion de punto cero como un campo presente en todo momento y posicion
bajo cualquier circunstancia, de naturaleza electromagnética, de origen desconocido y
con fluctuaciones minimas pero no nulas [28]. El CPC tenia un cardcter tan real para
Nernst que incluso se aventuré a proponer que este podia considerarse como la fuente
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de los potenciales de las interacciones elementales entre las particulas, y hasta como un
reservorio de energfa aprovechable [28].

1.2

—

=
[
.

=
.
T

Factor de Debye-Waller F(T)
=
=)}

2
b2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Temperatura T

Figura E.3: Factor de Debye-Waller, segiin si se considera la energia de punto cero
en conjunto con la energia térmica, curva continua, o solamente la componente
térmica, curva punteada, como funcién de la temperatura, para los valores h = 1,
w=1 K =1, m =1y kg = 1. Es notable para el caso puramente térmico,
que cuando 7" = 0 se tiene que el factor de Debye-Waller es igual a la unidad, es
decir, no predice un difuminado en los patrones de difraccién.

Entre otras ideas que propuso Nernst sobre el CPC, estan que este pudiera ayudar a
explicar la estabilidad atémica mediante el abastecimiento de un mecanismo que compen-
sase la pérdida de energia mediante radiacién por parte de los electrones atomicos, y que
el campo de punto cero es el origen del comportamiento cuantico de la materia [28].

La primera evidencia experimental directa de la energia de punto cero fue hallada en
los espectros de vibraciones moleculares por R. S. Mulliken en 1924 [28, 77]. Mulliken
estudiaba los espectros de las moléculas B1°0O y B0 y cémo, debido a la diferencia
de masas entre los isotopos del boro, los sistemas poseian diferencias en sus frecuencias
de vibracion, que a pesar de ser pequenas podian ser mensurables. Entre sus conclusiones
se encuentran que “si uno supone que los verdaderos valores de los niumeros cudnticos
vibracionales no son n nin’', sino cada uno mds un factor de 1/2... es entonces probable
que el minimo de la energia vibracional de las moléculas de BO sea 1/2 quantum”[80].
Mulliken concluyé lo anterior con base en sus datos espectroscopicos un ano antes de que
W. Heisenberg dedujera la energia de punto cero de un oscilador arménico, de manera
tedrica, utilizando la mecdnica cudntica matricial [77].
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Con el paso de los anos, la idea de un campo de radiacién de punto cero ha hallado
aprobacion entre los fisicos tanto tedricos como experimentales. Muestra de lo anterior,
son los muchos fenémenos que se consideran son causados por la interaccion de la materia
con el CPC, entre los que se hallan las fuerzas de Van der Waals y de Casimir entre cuerpos
macroscopicos, y la vida media de los estados atémicos excitados [28]. Adicionalmente, la
sugerencia hecha por Welton de que se mire al corrimiento Lamb como una consecuencia
de las fluctuaciones generadas en la posicién del electrén por el CPC [99], ha ganado
gran aceptacién. Concretamente, Power mostrd, basandose en una sugerencia hecha por
Feynman [46], que el corrimiento Lamb atémico se puede interpretar como una medida
del cambio en la energia del CPC originado por los efectos dieléctricos de los atomos de
hidrégeno sobre el campo de vacio circundante [85].






Apéndice F

La electrodinamica de una carga
puntual

Para una particula puntual de carga ¢. y masa m, con movimiento no relativista, en
interaccién con el campo de radiacién y algin potencial externo bien comportado Ve (r),
se tiene que la funcion hamiltoniana del sistema esta dada por

H= L (P — qeA) 4 Vet + ! / (€0E2 + iBz> d’r. (F.1)
2m 2 Jv Ho
La ecuacién (F.1) consta de tres partes: la primera representa el término cinético del
sistema, que para el caso de una particula en un campo electromagnético externo consta
de una parte mecanica y una parte electromagnética proporcional al vector potencial
magnético [52],

Mo = 5 (P~ g, AV (F.2)
la segunda parte expresa la interaccién con el potencial externo V.; y finalmente, se
tiene la contribucién energética del campo electromagnético presente [19, 59|, es decir, la
funcién hamiltoniana del campo electromagnético, dada por la ecuacién (B.12).

Como se mostro en el apéndice A, mediante el uso del teorema de Helmholtz es posible
descomponer el campo eléctrico en sus partes longitudinal y transversal, tales que la parte
longitudinal proviene de un potencial escalar, ecuacién (A.19), mientras que la parte
transversal de un potencial vectorial, ecuacién (A.21), de tal forma que

1 1 1
H=—(P—qA)?+ Vo + 2 / EPd3r + = / B+ —B? ) d3r. (F.3)
2m 2 Jy 2 Jy o

La parte longitudinal del campo eléctrico puede rescribirse en términos del potencial ®
utilizando la ecuacién (A.19), la identidad vectorial V - ((V() = (V?¢ + V(- V( [2], el
teorema de la divergencia y la ecuacién de Poisson, ecuacion (A.38), de tal modo que
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i / EP@r =L [ (Vo)2dr = 2 ( / V. (OVD)dir — / <I>V2(I>d3r)
2 Jv 2 2 \Jv v

|4

- %0 < fg (@ve). fid*r — /V @Vzcbd?’r) (F.4)

= 1/ pePdPr — i PE! - nd*r.

2 Jv 2 Jov

La ultima expresion puede reducirse bajo las siguientes consideraciones: si se supone que
lejos de las cargas el campo Ell y el potencial ® se pueden aproximar como de Coulomb, se
tiene que, conforme V' — oo, el campo eléctrico cambia proporcionalmente a 1/r? mientras
que el potencial varfa como 1/r, por otro lado, el elemento de drea de la integral varia como
r? y el de volumen como 3, de forma que la integral de volumen crece proporcionalmente
a 72 mientras que la integral superficial decrece proporcionalmente a 1/r, de manera que
en el limite V' — oo, la integral de superficie tiende a cero. De este modo se obtiene que

€0

1
2 /., Eladr = 5 /R 3 PP, (F.5)

Bajo la suposicién de particulas puntuales, la densidad de carga puede expresarse como

pe(r) = Z Gej0*(r —1;), (F.6)

[59], por lo que sustituyendo la densidad de carga p.(r), ecuacién (F.6), en la ecuacién

(F.5) se arriba a que

o [ pizg, _ L B(r.

2 Joo EVd'r = 5 ;qe]q)(r]), (F.7)
donde el factor 1/2 resulta de no contar dos veces la interaccién entre pares de las particu-
las [59]. Por esto, para una unica particula inmersa en un potencial eléctrico externo @,
resulta que

€ 2
2 EF@r = q.0. (F.8)
2 Jgs
De esta manera se tiene que la contribucién energética expresada en la ecuacién (F.1) se
rescribe como

1 1 1
H=5—(P—qA) +¢P+Veu+ 5 / (eOELQ + —BZ> &r. (F.9)
2m 2 Jrs Ho

Una forma alternativa de expresar la funcion hamiltoniana anterior es en términos
de las variables canodnicas del campo de radiacion, de modo que al sustituir la ecuacion
(B.53) en esta, se llega a que

1 9 p2+w2q2
=— (P -qA @ + Vex e F.1
H=5—(P—qA) +q¢ +Vt+§a 5 (F.10)
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Con base en esto, se tiene una funciéon hamiltoniana con varios conjuntos de variables
conjugadas, siendo estos {r, P} y {qa, pa} para cada «, a partir de la cual pueden obtenerse
las ecuaciones de Hamilton que describan el sistema fisico global en cuestién, particula-
campo. Para la ecuacion de la velocidad asociada a la particula se tiene:

i 8_7-1, ~ P—qA

oP m
La ecuacién anterior muestra las componentes del momento candnico [52]. Con respecto
a la ecuacién de Hamilton para P, utilizando V(H-H) = 2H x (V x H)+2(H - V)H [2],
asi como las ecuaciones (A.9) y (F.11), se arriba a que:

P V6 YV m (P gA) % (V x (P — g.A))

o
—m (P —¢qA)-V)(P—qA) (F.12)
= VD — VWt — 1 x (VX P —qVxA)— (i V)P + ¢ V)A
= _Qevq) - V]/ext =+ Qei‘ X B+ Qe(i' ' V)A

Para cada modo normal del campo electromagnético se tiene un par de ecuaciones de
movimiento asociadas a sus respectivas variables candnicas, dadas por:

. (F.11)

: oH e 0A
ch:_:poc__(P_QeA)'_
8]7@ m 8pa
(F.13)
L eomler)
SRV AT
) OH . 0A
Pa = —5— = —Wada + q—(P — QA) - —
%te " e (F.14)
= —2qu + VZO_V sin(k - 1) (F - &)
Asi, al definir un nuevo par de variables canénicas como:
1
Ca<t) = 25a (pa - iwaQa>; (F15>
R 1 ,
Ca(t) = (pa + ZCL)aqa)7 (F16>

V2E,

[28], puede calcularse la derivada parcial de ¢, (t), asi como la de su complejo conjugado,
con respecto al tiempo en términos de las ecuaciones (F.13) y (F.14),

1

2
1

2&,

(pa - iwada)

Ca =

8"

= (—iwa(pa — iWaqa) + e (F-&,)(cos(k - r) — isin(k - r))) (F.17)

€o

1
g&

= — W Cq + e (r- éa)e_m'r.

vV 25a€0V
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La ultima expresion de la ecuacién (F.17) es una ecuacién diferencial ordinaria que puede
resolverse por integracion directa,

(éa + iwaca)eiwat — L(I‘ . éa)efin-l%iwat’

\/2(€a€ov
d(ca(t)e™e") wat ige /t. .
——— 2 dt = c, (1) = ay + ——— t)- e,
/ o ca(t)e Qo + v ), (r(t') - en)e
. t
st st [0 g, e g

VaEay S

Aqui a,(t) = ane ™" representa la variable canénica del campo de radiacién antes de que
la particula comience su movimiento [19, 28, 77]. Es importante aclarar que las amplitudes
o, difieren de a,, por la contribucién radiada por la particula, con su velocidad como fuente
[28]. De esta forma se obtiene que

7in-r(t/)+iwat’dt/’ (F18)
= aqe

twat

. t
Calt) = aa(t) + —mmle—_etat [ (3(t) - e,)e ") Fint gy (F.19)

vV 25a60V6 0

Al derivar la ecuacién (F.11) con respecto al tiempo y sustituir en ella el resultado
final de la ecuacion (F.12) se halla la siguiente ecuaciéon de movimiento,

2

m% =P - qe% = —¢ VP — Vi + ¢t X B+ ¢.(r-V)A — qe%. (F.20)
La variacién del vector potencial magnético A(r,t) en el tiempo consta de dos compo-
nentes: la originada por la variacion externa del vector potencial y la causada por el
movimiento de la particula cargada. De este modo, al utilizar la regla de la cadena, se
tiene que la derivada temporal total del vector potencial magnético se expresa como una
derivada material dada por

dA(r(t),t) OA droA  OA

i o Taoar — o TEYA (F-21)

Sustituyendo la ultima ecuacién en (F.20) y utilizando (A.21) se obtiene que la fuerza
aplicada al subsistema mecanico es

d*r .
mﬁ =F=—-¢V®—VVy + QeEL + gt X B, (F22)
que es la conocida fuerza de Lorentz para una particula puntual [59], donde los campos E+
y B tienen la particularidad de poseer informacion sobre el movimiento de la particula, mas
la contribucién del potencial externo. Sustituyendo en la ecuacién (F.22) las ecuaciones
(B.56) y (B.57) se arriba que
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d*r e I X (R X&,)
- e @ ex & -
mdt2 —q.V VVt~|—\/€0_V(e+ . )x

3t oS+ 1) = posin( 1)
2€0v ( % x éa)) y

Con base en los resultados anteriores, es posible expresar la fuerza obtenida como

(F.23)

= VP — VW +ige Z

X (ca€™™T — che T

d*r

m@ = Fext + FLorentz + Fauto- (F24>

Al sustituir la ecuacién (F.19) en la expresion final de (F.23) se halla que las fuerzas
definidas en la ecuacién (F.24) son de la siguiente forma:

ext v(QeCI) + Vext) (F25>

K’ x é‘l KT * —iKT
Frorentz = 14, Z \/ 260V ( )) (aae —a.c ), (F26)

Fauto = eov Z <ea +Xe°‘)> 4 (r,1). (F.27)

En la ecuacién (F.27) se define la funcién 9(r,t) como la parte integral resultante de la
suma de ¢, (t) y su complejo conjugado, es decir,

t t
Qe o . . Y ’ L . . I f
(g = (ezmr uuat/ (I'/ X ea)e 1K T +iwat dt/ + eznr zwat/ (I‘, . ea)e 18T +iwat dt,)
0 0

712q (/t ’ ; / ; ’ t ; / ; ’
_ e - éa)e—ue.(r —r)+iwa (t' —t) dt' + / P éa)ezm.(r —r)—iwa (t'—t) dt/)
2v/eoV \Jo ( 0 (

-2 t —ik-(r' —r)+iwa (¢ —t) ik (r' —r)—iwq (t' —t)
_ % (i - &) <e ;6 >dt’ (F.28)
0 0
t
Qe

= — (1 - 8,) cos(wa(t' —t) — k- (r' —1))dt’".

Sustituyendo la tltima igualdad de la ecuacién (F.28) en (F.27) se llega a que la ltima
componente de la fuerza de la ecuacién (F.24) esta dada por

Foauto = _fv ; (éa + m) /0 t(t’"’-ea) cos(wa(t' —t) — k- (' —1))dt’. (F.29)
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La ecuacién (F.25) expresa la fuerza debida al gradiente del potencial escalar eléctrico,
que es equivalente a la fuerza externa ejercida por la componente longitudinal del campo
eléctrico, y las fuerzas externas ajenas al campo electromagnético. Por su parte, la ecuacién
(F.26) representa la fuerza de Lorentz experimentada por la carga puntual debida a la
presencia del campo electromagnético libre. Finalmente, la ecuacién (F.29) expresa la
fuerza autoinducida en la carga debida al campo electromagnético que radia al moverse
en el espacio [28].



Apéndice G
La ecuacion de Abraham-Lorentz

La fuerza expresada en la ecuacién (F.29) al final del apéndice F carece de valor préctico
debido a la complejidad de su estructura. Sin embargo, es usual hacer un par de apro-
ximaciones de forma que se arribe a una expresion mas compacta y tutil. Primeramente,
dado que se supuso que el movimiento de la carga se restringe al limite no relativista, se
cumple que 7 < ¢, por lo que la ecuacién (F.29) queda reducida a

Fauto = -

Z;,jéjéing(f’-éa)cosQua(f——t)——rz-(r/——r))dﬂ. (G.1)

€

La segunda aproximacion, nuevamente fundamentada en el movimiento no relativista de
la particula, reside en el argumento del coseno en el integrando de la ecuacién (G.1), el
cual puede rescribirse y aproximarse como:

walt' 1) =k (' = 1) = walt' — 1) (1 - M) (= 1) (1 - _'1'(“’ - r>) ;

wa(t' — 1) ' —1t)

(Walt' =) — k- (' — 1)) ~ wal(t' — 1), (G.2)

De manera que en este limite se tiene que la ecuacién (G.1) se reduce a

Fauto = -
€

qv > e /< - 8a) cos(wa(t! — 1))d (G:3)

Con el fin de simplificar el proceso de integracién en la ecuacion anterior, puede tomarse
el limite continuo de esta. Para esto, se tiene que la ecuacién (B.30) implica, en el limite
infinitesimal, que

lfm — = —°, (G.4)
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de modo que pueda expresarse el cambio a una estructura continua mediante la siguiente
trasformacion,

S ek &) ar o =5 [ €, 8 ) (), (G.5)

[28]. Utilizando los resultados expresados en la ecuacién (G.5), se obtiene que el limite
continuo de la ecuacién (G.3) es

Fuuto = mo Z | [ e e tyestutn e - ojaras

87T360 Z / / cos(w —1) / RéA(Fé)(f'-éA(n))dQndt’dn.

Ademas, se tiene para un vector cualquiera, independiente de los indices de polarizacion,

que
A K K

[19, 28, 77, 98], por lo que utilizando la ecuacién anterior en la ltima igualdad de (G.6)
se arriba a que

(G.6)

Fauto = / / 1’ cos(w —t))dt'dk. (G.8)
37T2€0

Utilizando la ecuacién (B.3) en (G.8) se llega a que

Fauto = — 37‘(‘2606‘5/ /I‘ cos(w(t' —t))dt' dw. (G.9)

Por otro lado, al sustituir la identidad

w? /OOO ' cos(w(t' —t))dt' = ¥(t) — % /000 ' cos(w(t' —t))dt', (G.10)

en la ecuacién (G.9), se llega a que

Fauto = —Sﬂgic?) (f(t)/ dw — = (/ / cos(w(t' — 1) )dwdt)). (G.11)

Una posible definicion de la delta de Dirac, til en el presente desarrollo, es

(e &)= [ eostele- =1 [Teoslcle-€Nac, (G

—00
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2], donde se usé que el coseno es una funcién par. Por otro lado, puede considerarse a
la delta de Dirac como el limite de una secuencia de funciones par [2], de modo que se
cumpla que

| o=z [ s (G.13)

o0

De esta forma, al utilizar la ecuacién (G.12) y posteriormente (G.13) en la expresién
(G.11) se tiene finalmente que:

q2 o0 d2 t
Fau 0= — e - v Ve /
t e (r(t)/o dw T (/0 ot t)dt))

- _ qzo (f-(t) /Ooo dw — gj—; (r@))) (G.14)

3mlegcd
2 00 2
q q
=——= t d, €T
37r2eoc3r< )/0 Wt 6meyc?
Al expresar la fuerza Fauio como
Fauto = m7T(t) — dmi(t), (G.15)

es posible compararla con la tltima expresién de la ecuacién (G.14), de tal manera que
se hallen las definiciones de las constantes de proporcionalidad propuestas, obteniéndose
que estas son:

2 (e%e]
q
om = —de duw; G.16
m 3%26003/0 Wi ( )
2
q
=< G.17
7 6megme’ ( )

La ecuacién (G.15) muestra que la particula cargada se induce, a través de su propia
radiacion, dos efectos: primero, una correccién electromagnética de dm a la masa de la
carga [79]; y segundo, una fuerza de reaccién proporcional al cambio en el tiempo de la
aceleracion de la particula, conocida como reaccién radiativa, que actiia como un término
de resistencia al movimiento [71]. Al agrupar la fuerza de Lorentz y las fuerzas externas
como

F = Fext + FLorentm (G18>

se tiene que la ecuacién (F.24) se rescribe como

s ) or s

donde se ha redefinido m = (m, + dm) como la masa experimentalmente observable de la
particula cargada [65], consistente en la masa desnuda m, de la carga més la correspon-
diente correccion electromagnética [77].
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A la ecuacién (G.19) se le conoce como ecuacién de Abraham-Lorentz para una particu-
la cargada puntual, con movimiento no relativista, en interaccién con el campo electro-
magnético de radiacién originado por su movimiento en el espacio vacio [28, 77|. Esta
ecuacion de la fisica fue deducida primeramente por M. Abraham en 1904 y posterior-
mente, de forma independiente, por H. A. Lorentz en 1909 en su teoria del electrén
clasico, dentro del modelo de particula extendida, tomando el limite de particula puntual
[1, 28, 71].

G.1. La masa electromagnética y la reaccion
radiativa

La ecuacion de Abraham-Lorentz, tal como se ha expresado en la ecuacién (G.19), posee
dos grandes problemas fundamentales con los principios béasicos de la fisica cldsica al
predecir, por un lado, correcciones infinitas a la masa del sistema, y por el otro, al dar
soluciones cuyas aceleraciones divergen con el tiempo [79]. En ambos casos, se requiere
tener almacenadas inicialmente energias infinitas en el sistema.

El resultado de que la correccién electromagnética a la masa sea una cantidad infinita,
ecuacion (G.16), puede entenderse bajo el siguiente argumento: la energia electrostética
de una particula de radio R y carga ¢. uniformemente distribuida en su superficie, esta
dada por la expresion

o) 2 2
gelec - E_O E2d3T - 27T€0/ ( e ) T2d7ﬂ = fe (GQO)

2 Jgs r \4mer? 8meoR’

[59]. De la equivalencia masa-energia de Einstein, £ = mc?, se llega a que la masa elec-
tromagnética del sistema anterior es

q2
elec — - . G.21
et 8megRc? ( )

Al suponer que la masa electromagnética es igual a la correccién dm, ecuacién (G.16), se
obtiene que el radio correspondiente a la configuracion adoptada, bajo dicha aproximacion,
estd dado por la siguiente igualdad

2 2 00 2
L — / dow = lim 2 (G.22)
0

S8megc? R 3m2egcd w00 3m2encd’

siendo el radio de la particula igual a

R= lfm ——. (G.23)



G.1. LA MASA ELECTROMAGNETICA Y LA REACCION RADIATIVA 127

La ecuacién (G.23) muestra que el hecho de haber obtenido una correccién electromagnéti-
ca infinita a la masa es resultado directo de haber supuesto que la particula cargada es
puntual. Para el caso particular de un electron atéomico este resultado puede ser adjudicado
a dos posibilidades: por un lado, a que actualmente no existe una teoria lo suficientemen-
te refinada para hallar el valor fisico y finito de dm [77]; por el otro, a que el hecho
de considerar al electréon como una particula puntual simplemente significa que su radio
es demasiado pequeno para ser observado, sin que esto implique una falta de estructu-
ra interna [90]. Sin embargo, tomando en cuenta lo expuesto anteriormente, y de forma
préctica, el haber supuesto que m, en la ecuacién (G.19), posee el valor experimental de
la masa de la particula se basa en la no observabilidad fundamental de la masa desnu-
da, elimindndose asi el problema de masas infinitas [65]. El proceso anterior es una de
las primeras suposiciones del programa de renormalizacion actual de la electrodindmica
cuantica moderna [28].

Por otro lado, al resolver la ecuacién de Abraham-Lorentz para la aceleracion de la
particula cargada, suponiendo que la fuerza es funcién tinicamente del tiempo, F = F(t),
se halla como solucién general que

t
i(t) = #(0)e!/™ — L / F(t)e "D/mar'. (G.24)
mt Jo

La ecuacién (G.19) posee la particularidad de ser una ecuacién diferencial de tercer orden
en la posicion, por lo que su solucion general no solo dependera de las condiciones ini-
ciales usuales de la mecanica clasica, sino que depende también de la aceleracién inicial
del sistema. Adicionalmente, la ecuacién (G.24) predice que la aceleracion del sistema,
I'(t), eventualmente crecerd exponencialmente con el tiempo, conduciendo a valores finales
infinitos para la velocidad y la energia; este tipo de soluciones se conocen como soluciones
fugases, o divergentes, de la ecuacién de Abraham-Lorentz [79]. Una forma de evitar la
dificultad anterior es seleccionando una aceleracion inicial que, a pesar de su artificialidad,
conduzca a una aceleracion final nula, #(co) = 0, siendo tal aceleracién la dada por la

expresion

1 o0
#(0) = — / F(t)e t/mdt', (G.25)
mt Jo

[38, 58], de tal forma que al sustituir la condicién inicial, expresada en la dltima ecuacion,

en (G.24) se arriba a que:

1 > , t ,
i(t) = — (/ F(t"e =0/ q4 —/ F(t')e _t)/Tdt’)
0 0

mT
1 [ :
:—/ F(t"e =0/ q4 (G.26)
mT
1 oo
[ Pt
m Jo
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La tltima igualdad de la ecuacién (G.26) predice aceleraciones finitas en todo tiempo para
fuerzas F(t) bien comportadas. Sin embargo, la solucién anterior implica que ¥(¢) dependa
del valor de la fuerza para tiempos futuros en todo tiempo, es decir, la particula anticipa
toda variacién en la fuerza aplicada [79]. Este fendmeno es conocido como preaceleracién
y consiste en una forma de comportamiento acausal [28], como puede observarse en el
ejemplo expuesto en la figura G.1.

1.2
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Figura G.1: Representacién gréfica de la fuerza F'(t) = sin(t), curva continua,
y la correspondiente aceleracion obtenida a partir de la ecuacién de Abraham-
Lorentz, curva punteada. El efecto de la preaceleracion se ha magnificado al
tomar los valores de los pardmetros m =1y 7 = 1.

Nuevamente de manera pragmatica, el tiempo 7 para un electron es del orden de 6.274 x
10~%* segundos, el cual es demasiado pequefio para variaciones realistas de la fuerza apli-
cada [77], de tal modo que al realizar un desarrollo de Taylor de F(t + 7&) alrededor de
7& =0 [59, 78] se tiene de la ecuacién (G.26) que

mr(t): B / £e~8d¢ = if "Bt : (G.27)

n' dtn dt”

La ecuacién (G.27) muestra que, para orden cero en 7, la ecuacién de Abraham-Lorentz
se reduce a la segunda ley de Newton, al haber sido despreciada totalmente la reaccion
radiativa. Por otro lado, al aproximar a primer orden en 7, se obtiene que el término de
reaccién radiativa puede expresarse proporcionalmente a la primera derivada temporal de

la fuerza externa aplicada,
dF(t
mi(t) ~ F(t) + T%. (G.28)
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Numéricamente, 7 puede interpretarse como el tiempo que le toma a la luz recorrer la

distancia
2 2
q 2 q 2R 0s
— e 2 _f ) = G.29

“r 6regme? 3 (47T6()m62) 3 ( )

donde R, es el radio clasico de la particula. De manera general, T representa el tiempo
que le toma a la luz propagarse a través de una particula elemental, de tal modo que no es
de esperarse que la preaceleracién acausal de la ecuacién (G.26) conduzca a consecuencias
o fenémenos observables [77].

G.2. Introduccion de la regla de corte

Una forma de garantizar una correccién electromagnética a la masa finita es mediante
la introduccién de una cota superior o corte en las frecuencias en la ecuacién (G.16).
En 1977, E. J. Moniz y D. H. Sharp dedujeron una ecuacién del tipo Abraham-Lorentz
para una carga clasica extendida, hallando que esta predice comportamientos causales y
correcciones electromagnéticas finitas a la masa [79]. Lo anterior, junto con la expresién
(G.23), permite afirmar que un corte efectivo en las frecuencias es introducido por la
estructura de la particula cargada. Cualitativamente, puede entenderse esta afirmacion
notando que una carga extendida realiza un promedio del campo de radiaciéon a lo largo
de su extension, de tal manera que elimina el efecto de las componentes de longitudes de
onda iguales o menores que el radio de su estructura [28]. De la ecuacién (G.23) puede
observarse, al introducir una frecuencia de corte, que en general el radio de la estructura
es inversamente proporcional a la frecuencia maxima del campo de radiacién,

(G.30)

We X ﬁ,
donde el factor de proporcionalidad es caracteristico de cada distribucién particular de
carga en la particula [28].

La introduccion de un corte en las frecuencias puede entenderse como una consecuen-
cia de la falta de interacciones entre las componentes del campo de radiacién de altas
frecuencias, w > ¢/R, y la particula, de tal forma que las primeras puedan ser desprecia-
das. Las frecuencias anteriores corresponden a intervalos temporales de menor duracion
que R/c, tal que si, usando la ecuacién (G.29), R > ¢7 & R4, es decir, si la particula
se extiende sobre un radio mayor que su radio clasico, entonces todos los efectos no cau-
sales asociados a la ecuacién de Abraham-Lorentz, ecuacién (G.19), desaparecen. En este
sentido, la introduccién de una frecuencia de corte, o equivalentemente de una estructura
a la particula, restablece la causalidad en el desarrollo. La cota superior w,. puede tener
su origen en una combinacion de muchos factores, siendo solo uno de ellos la estructura;
otros pueden ser causados por los efectos dindmicos de la particula [28].
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El corte en las frecuencias, denominado originalmente por Feynman en inglés como The
Cutoff Rule [47], es introducido no porque sea practico o posible, sino porque es necesario
para recuperar la consistencia de la teoria. Para el caso electronico, la carga extendida
puede entenderse como una estructura efectiva originada por las réapidas fluctuaciones
existentes en la posicién de la carga puntual [28]. La explicacién anterior es la usualmente
adoptada en la electrodindmica cudntica [77].

Una frecuencia de corte o maxima comunmente utilizada en la electrodindmica es-
tocéstica es la frecuencia de Compton [28], dada por
2
mce
Wwe = —. (G.31)
h
Para esta frecuencia caracteristica se tiene una correccién electromagnética a la masa
finita, dada por la ecuacién (G.16), de

b = dede___dem (G.32)
3megcd  3mleghc

Para el caso especifico de un electrén, se obtiene que la razon entre la correccion a la masa

correspondiente y su masa es dm,/m. = 3 x 1073, la cual resulta una correccién a la masa

razonable. En este sentido, puede afirmarse que la frecuencia de Compton we resulta ser

una cota superior natural para la presente descripcién no relativista.

Es importante resaltar que la funcién hamiltoniana H, presentada en el apéndice F,
representa una teoria causal, de manera que cualquier descripcion exacta basada en esta
debe preservar dicha causalidad [28]. Por lo anterior, independientemente del mecanis-
mo utilizado para tratar de explicar las anomalidades existentes en los comportamientos
predichos por la ecuacion de Abraham-Lorentz, se debe tener siempre presente que es-
tas dificultades son producidas por las aproximaciones hechas a lo largo del proceso de
deduccién de la ecuacién (G.19), y que no constituyen parte integral de la teorfa [14, 27].



Apéndice H
La descripcion de Heisenberg

Como se mostro a lo largo del capitulo 2, al partir de la ecuacion estocastica de Abraham-
Lorentz, ecuacién (2.3), se puede arribar a la descripcién de Schrodinger de la mecénica
cudntica, representada por la ecuacién (2.192). Esto permite afirmar que el fenémeno de
la cuantizaciéon en la materia surge como una consecuencia de la interaccién entre esta y
el campo de radiacion de punto cero, descartandose asi la idea cominmente aceptada de
que la cuantizacion es una caracteristica o propiedad intrinseca de la materia.

La descripcion de Schrodinger no es la tnica formulacion matematica de la mecénica
cuantica, un ejemplo relevante de lo anterior es la descripcion de Heisenberg, también
conocida como la mecanica cudntica matricial [25]. Sin embargo, como mostraron Dirac,
E. Schrodinger y otros, ambas descripciones son equivalentes entre si [75], siendo al mismo
tiempo mutuamente excluyentes [25], estando ambas conectadas a través de una transfor-
macién matemética [32]. Dicha conexién permite afirmar que si la EDE puede arribar a la
descripcion de Schrodinger, entonces debe ser capaz, bajo un tratamiento alternativo, de
reproducir la descripcién de Heisenberg de la mecanica cuantica. Esta afirmacion ha sido
comprobada de manera exitosa por de la Pena, Cetto y Valdés-Hernandez en una serie de
publicaciones recientes [30, 35, 97]. Por su importancia como resultado de la EDE, y como
un complemento final del capitulo 2, se expondra de manera sintética el desarrollo llevado
a cabo, desde la electrodindmica estocastica, para el arribo a la ecuacion de Heisenberg.

Al igual que al comienzo del capitulo 2, si se considera el sistema mecanico de una
particula de masa m y carga ¢. sujeta a una fuerza externa F(r), que se supone con-
servativa, y en permanente interaccion con el campo de radiacién de punto cero, se tiene
entonces que la ecuacién de movimiento de dicho sistema, en la aproximacion no relativista
y dipolar, es la ecuacién (2.3), que en el caso unidimensional se reduce a

d*x d3x

Mmoo = F(z) + mT— + q.E(t). (H.1)

Al enfocarse tinicamente en las soluciones estacionarias, se tiene que el campo eléctrico



132 APENDICE H. LA DESCRIPCION DE HEISENBERG

E(t) puede ser desarrollado en términos de ondas planas [30, 35, 97], de forma andloga a
la ecuacién (B.1), de tal manera que se exprese como

E(t) = Z E(w;)a(w;)e™t + c.c. = Z E;a;e™m + c.c., (H.2)

wj J

donde se ha introducido la notacién compacta E(w;) = E;. De manera analoga, se tiene
que la solucién z(t) puede descomponerse como una serie de Fourier, mientras que la
fuerza F(x), puede suponerse como una serie de potencias de z, de tal forma que

x(t) = Z Fia;e™’ + c.c., (H.3)
J

F(z(t)) = Z cpx™(t) = Z Fja;e™it + c.c. (H.4)

n=1

Es importante resaltar que los coeficientes F' 5y &,y las frecuencias w;, dependen en gene-
ral, y sobre todo para el caso de fuerzas no lineales, de las amplitudes estocésticas ay del
campo [32], tales que explicitamente deben denotarse como FJ = F(wj7 aj), T; = ¥(wj, a;)
y w;j = w;(a;). Asi, al sustituir las expresiones (H.2), (H.3) y (H.4) en la ecuacién (H.1)
se obtiene que la ecuacién de movimiento se rescribe como

—mwli; = F;— imTwiE; + . F;, (H.5)

donde el indice j corre sobre cada uno de los posibles modos de oscilacion. De la ecuacion
anterior, se tiene que la transformada de Fourier de la solucién z(t) puede expresarse
alternativamente, mediante un despeje directo, como

e E eEN“
fi= =%, (H6)
mw: —itw! + Fj/mi; m A

donde se ha definido A; = A(w;, a;) como

F.
J

Es notable que las contribuciones mas importantes a la solucién x(t) provienen de los
polos de z; [30, 35, 97|, es decir, a aquellas frecuencias que satisfacen que

w? = —F;/mi;. (H.8)

J

Las resonancias a estas frecuencias son extremadamente angostas debido al diminuto
valor de la constante 7 [32, 35, 97]. Adicionalmente, para distintas respuestas se tendra
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un conjunto de frecuencias resonantes distinto, de tal forma que, para hacer esta distincion
evidente, se introduce un indice extra que seniale la elecciéon de la respuesta y la frecuencia
resonante. Asi, se denota la frecuencia como wj;, en lugar de w;. Finalmente, al ser las
frecuencias de la ecuacion (H.8) las mas relevantes para los estados resonantes, se tiene,
sustituyendo la ecuacién (H.6) en el desarrollo de Fourier de z(t), y haciendo explicita la
dependencia de esta a la realizacion del campo introduciendo el indice I, que

(1)
! ~() (1) —iw® qe Ey —iw®
o (1) = 3 ajlage ot = =T ST dhafe (H.9)
J J jk

De la iltima ecuacion puede arribarse a una expresién para el cuadrado de la solucion
x,(cl)(t), a partir de la cual puede obtenerse, en el limite en que t — oo [32], el promedio
de dicha cantidad sobre las realizaciones del campo, dado por

2 2

2 ()

A0 = (4'0) =2 |

Andlogamente, se tiene que el promedio temporal, para un lapso temporal lo suficiente-
mente largo 1 [32], de la expresién para el cuadrado de la solucién x,(cl) (1) es

(o), -3

J

(0

W (H.10)

2 2

0

7O

jk

(H.11)

Es claro que al comparar las expresiones anteriores, en general, estas resultan diferentes. El
promedio sobre las realizaciones del campo es, por construccién, independiente de dichas
realizaciones (1), mientras que el promedio temporal adquiere un valor distinto para cada
realizacién. Esto significa que en general el sistema no es ergddico, ni siquiera en el caso
unidimensional en el cual solo existe una integral de movimiento [32]. Sin embargo, ya
que la particula estd en contacto permanente con el campo de punto cero, es de esperarse
que este ultimo alcance todos los puntos fase accesibles del sistema, es decir, que tenga
un comportamiento ergédico [35]. Esta hipdtesis es el punto esencial de la presente teoria
[97]. El que el sistema sea ergddico conduce a que

2 = . (H.12)
0)

Esta ecuacion implica que tanto wj; como Agl,z no pueden depender de los coeficientes

agk), o equivalentemente de la realizacion caracteristica del campo, debido a su conexion

con T, expuesta en la ecuacién (H.6), siendo dichos coeficientes los responsables de las
estocasticidad asociada a x(t). En este sentido, la ecuacién (H.9) representa un desarrollo

explicito en términos de @gk), es decir, la respuesta mecénica del sistema, a esta altura de



134 APENDICE H. LA DESCRIPCION DE HEISENBERG

su evolucidn, es ya lineal en las componentes estocasticas del campo [35, 97]. Asi, una vez
que se ha alcanzado el régimen estacionario y ergodico, se cumple que

e E; ]
0= B o
: J
J

con w;r y Aji ahora independientes de los coeficientes ag.l,g. El argumento anterior es la
razén por la cual la teoria que emana como un resultado de la condicién de ergodicidad
es llamada Electrodindmica Estocastica Lineal o EDEL [35, 97].

El hecho de que wj;, sea independiente de las realizaciones de campo solo puede cum-
plirse si las amplitudes estocasticas y las frecuencias resonantes satisfacen las siguientes
ecuaciones:

Ak = QQuappr - - Apn) g, (H-14)

Wik = Wy +wr +wppr + -+ Wi, (H.15)

130, 35, 97]. Estos resultados sintetizan la denominada regla de la cadena en el presente
contexto [97]. Adicionalmente, la ecuaciéon (H.15) implica una relacién de la siguiente
forma

Wik = Qj - Qk, (H16)

[30, 35, 97], expresién que conduce a una equivalencia entre los indices k, asociado a un
cierto estado estacionario y por ende a una cierta energia, y j, asociado a los modos de
oscilacién del campo, al correr sobre el mismo conjunto de valores. Lo anterior exhibe la
estrecha relacion existente entre la energia de la particula y las frecuencias relevantes, la
cual tiene como origen la ecuacién (C.24), & = Aw, satisfecha por todos y cada uno de
los modos de oscilacién del campo de radiacién de punto cero [97].

Es notable que la regla de la cadena, ecuaciones (H.14) y (H.15), implica un algebra
matricial, es decir, representa una mecédnica matricial [30, 35]. Al aplicar la regla de la
cadena puede observarse, por ejemplo, que

3 —twipt ~ o~ o~ —i(witwin tw t
E Fla°]jpae™ " = E T LTk Qindnk€ (@jiHwin+wnr) , (H.17)
J iln

de tal modo que se rescriba la transformada de Fourier de 23 como

Flo’]j = Z LT inTnk- (H.18)
In

La ultima expresion coincide con la regla de multiplicacién matricial para las amplitudes
Zjk; esto permite identificar dicha cantidad como el elemento jk-ésimo de la matriz cua-
drada x [97], denotada en adelante como x. Los resultados anteriores permiten rescribir
la ecuacién (H.1), en notacién matricial compacta, como

() - d*x(t) .
dtQ = F(t) + mTW + qe]E(t). (ng)
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Es importante notar que la ecuacién anterior representa mucho mas que una simple res-
critura de la ecuacién de movimiento (H.1). La ecuacién (H.19) ha perdido su naturaleza
estocéstica, sin que esto implique que deje de tener un caracter estadistico, a consecuencia
de la condicién de ergodicidad [35, 97], la cual implica, como se ya menciond, que Zjy, F]k
y wjk sean independientes de las amplitudes estocésticas a;j. La ecuacién (H.19) es por
tanto la ley matematica que describe la dindamica del subsistema mecanico en el régimen
temporal asintético, estacionario y ergédico. Aunado a esto, la ecuacion matricial de mo-
vimiento obtenida resulta ser idéntica a la ecuacion de Heisenberg de la electrodinamica
cuantica no relativista. Por esto se afirma que el régimen adoptado a lo largo del desarro-
llo, temporal asintdtico, estacionario y ergddico, corresponde al llamado régimen cuantico

[30, 35, 97].

Al arribar el sistema al régimen cuantico, los términos en la ecuacién de movimiento
que involucran al campo eléctrico del CPC y a la reaccién radiativa han jugado ya su
papel fundamental al llevar a dicho sistema mecanico a un estado de equilibrio [35]. Por
lo anterior, los dos ultimos términos del lado derecho de la ecuacién (H.19) representan,
en el régimen cuantico, inicamente correcciones radiativas al movimiento, y por tanto
pueden ser despreciados en una primera aproximacion. Esta aproximacién corresponde a
la aproximacién no radiativa del sistema [97], hallandose, de la ecuaciéon (H.19) que:

. dx dp -
b =m—, i F. (H.20)

Las igualdades expuestas en la ecuacién anterior pueden identificarse como las ecua-
ciones de Heisenberg para el movimiento de una particula usuales de la mecanica cuéntica.
Sin embargo, estas ecuaciones han perdido toda referencia de la estocasticidad y del CPC,
de tal forma que se vuelve importante reintroducir, al igual que en la deduccion de la ecua-
cion de Schrodinger, la informacion acerca de la intensidad de las fluctuaciones impresas
por el campo en el subsistema mecanico [35]. Para esto, se recurre al conmutador candnico
[X, p|, cuyos elementos diagonales pueden expresarse, en términos de las ecuaciones (H.13)
y (H.20), en el limite continuo como

_2ig2 [* B(w)E*(w)

X, P|jj = d H.21
[X7]p]]] m 0 ’A(O))‘z waw, ( )

[32, 35], donde al sustituir explicitamente el término E (w)E*(w), que corresponde a la
contribucion, en el limite continuo, de una componente cartesiana del campo a la densidad
espectral de energia [32, 35, 89], ecuacién (1.60),

L 11 Aw?

Blo)Br(w) = lw) _ ) _ dw (1.22)

4reg 3¢ 3m2eycd’

3

se obtiene, mediante un proceso de integracién y aproximando A(w) & w? — itw?® — w?

[32, 35], con w, la frecuencia de resonancia del sistema, que
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o ditd [ Wt .
X, Dl = - /o |A(w)|2dw = 2id. (H.23)
Bajo un proceso de deduccién similar, puede mostrarse que los elementos de matriz no
diagonales del conmutador candnico son nulos [35]. Al combinar los resultados anteriores
y la ecuacién (2.181), se tiene que el conmutador candnico es

[, p] = 2041 = iRl (H.24)

Finalmente, con base en este resultado es posible obtener la ecuacién de evolucién del
operador matricial asociado a una variable dindmica cualquiera A [32, 35, 97|, la cual, al
utilizar el valor explicito de la constante 4 = /2, corresponde a la ecuacién de Heisenberg

ihi— = [A, H], (H.25)

donde H representa el operador hamiltoniano del sistema mecanico. Adicionalmente, el
resultado de la ecuacién (H.24) conduce a que la ecuacién (H.16) se transforme en la regla
de Bohr [32, 97], mostrando de esta forma que las frecuencias de transicién corresponden
a las resonancias en las respuestas del sistema atémico

Wi = = : (H.26)

Las ecuaciones anteriores muestran que cuando el sistema mecanico es ergddico, es-
te converge inequivocamente al régimen cudntico [32, 35, 97]. De forma alternativa, en
el desarrollo hecho en el capitulo 2, se hall6 que cuando el sistema alcanza el balance
energético, este converge de igual manera al régimen cuéntico [32]. Ya que estos requisitos
distintos convergen a resultados equivalentes, las descripciones de Heisenberg y Schrodin-
ger, entonces estos deben estar intimamente relacionados.

Asi, es notable que cuando el régimen ergddico, no radiativo, es alcanzado, el balance
energético se satisface, ya que las soluciones estacionarias se encuentran caracterizadas
por una energia fija. Analogamente, cuando se tiene una érbita estacionaria, en presencia
del CPC, se entiende que la particula ha visitado todos los puntos fase disponibles en
la superficie de energia constante del estado estacionario, dando origen, de esta forma,
a un comportamiento ergédico [32]. Esto muestra de manera clara la equivalencia fisica,
ademas de la matematica, entre las descripciones de la mecanica cuantica.
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