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Jiménez
Ramı́rez

5. Datos del sinodal 3
Dra.
Mirna
Villavicencio
Torres

6. Datos del sinodal 4
Dr.
Jaime
Avendaño
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2.4.3. El ĺımite estacionario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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nalmente, en c) se muestran los resultados experimentales y el efecto Lamb
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Introducción

La mecánica cuántica es uno de los pilares fundamentales de la f́ısica contemporánea. Esta
disciplina ha brindado, a lo largo de sus más de 100 años de existencia, resultados que
han ayudado a describir y comprender la parte del universo que pertenece a sus dominios,
que actualmente se extienden más allá del mundo atómico que originalmente pretend́ıa
explicar; cubriendo parte del mundo macroscópico y subatómico [32]. El éxito cient́ıfico,
tecnológico e incluso económico de la mecánica cuántica es simplemente innegable, y puede
observarse a simple vista en aparatos que son producto de sus resultados y predicciones;
tales como los reactores nucleares y los teléfonos celulares.

Sin embargo, a pesar de su gran número de éxitos, existen algunas cuestiones en la
mecánica cuántica, tanto f́ısicas como conceptuales y filosóficas, que aún no han sido satis-
factoriamente resueltas, al menos no para algunos f́ısicos. Unos cuantos de los misterios sin
resolver de la teoŕıa cuántica son: su carácter indeterminista, ya que sus leyes dinámicas
evolucionan de forma determinista, pero es incapaz de predecir eventos individuales [32];
su acausalidad, cuyo mejor ejemplo reside en las inevitables e irreducibles fluctuaciones
cuánticas [32]; la no localidad, ilustrada en un inicio por el teorema de Einstein-Podolsky-
Rosen y hoy en d́ıa por las desigualdades de Bell [6, 44]; el ser una teoŕıa de observables,
ya que en esta carece de sentido el valor de una variable f́ısica del sistema hasta que su
medición haya sido realizada [32]; o el conocido postulado del colapso de la función de
onda, ejemplificado por el gato de Schrödinger [25, 32].

Otro problema fundamental de la mecánica cuántica es el número de interpretaciones
f́ısicas que se le han atribuido a su formalismo. La interpretación de una teoŕıa asigna un
significado emṕırico y concreto a los términos en el modelo teórico [32]. En este sentido,
debido al significado f́ısico que se le asigna a la función de onda, puede distinguirse entre
dos corrientes principales de interpretación de la mecánica cuántica: las interpretaciones
de Copenhagen y la estad́ıstica. La interpretación de Copenhagen, u ortodoxa, postula
que un estado puro proporciona la descripción más completa y exhaustiva posible de un
sistema individual [32]. Por su parte, la interpretación estad́ıstica, o de ensemble, establece
que la función de onda se refiere a un ensamble teórico de sistemas igualmente preparados
[4, 32]; tal que la descripción dada por ψ sobre los sistemas individuales que conforman
el ensamble estad́ıstico resulta incompleta y no exhaustiva [32].



2 INTRODUCCIÓN

Adicionalmente a estos problemas, existen algunas razones a posteriori para afirmar
que la mecánica cuántica tiene ĺımites de aplicabilidad, incluso dentro de sus dominios.
Ejemplo de esto es la predicción mecanocuántica sobre la estabilidad de los estados
energéticos de un sistema, la cual afirma que todos los estados propios del hamiltoniano
son estacionarios, es decir, de vida media infinita, cuando en realidad sucede que solo el
estado base es estable, teniendo los estados excitados vidas medias finitas [25]. Lo anterior
revela que la descripción del sistema que hace la teoŕıa de Schrödinger es incompleta y
no meramente aproximada. Esta deficiencia de la teoŕıa puede corregirse al introducir,
de manera un tanto ad hoc, el acoplamiento del sistema mecanocuántico con un campo
electromagnético cuantizado. Sin embargo, dicha introducción formalmente se escapa de
los métodos usuales de la mecánica cuántica, siendo usualmente esta la transición a la
electrodinámica cuántica [25].

La electrodinámica cuántica es, precisamente, la teoŕıa f́ısica desde la que se obtienen
de manera natural las vidas medias de los estados excitados de los sistemas cuánticos
[25]. Aunado a estas vidas medias, la electrodinámica cuántica es capaz de describir otras
correcciones radiativas, nombre genérico dado a las correcciones en las variables dinámicas
originadas por la interacción del sistema mecanocuántico con el campo de radiación, como
el corrimiento Lamb y el momento anómalo del electrón [77]. Sin embargo, a pesar de su
gran capacidad predictiva, la electrodinámica cuántica resulta ser una teoŕıa compleja, y
muchas veces poco clara, que hereda los defectos fundamentales de la mecánica cuántica,
sumándole a estos, problemas propios como el de la enerǵıa infinita asociada al campo
electromagnético del vaćıo [28].

La electrodinámica estocástica o EDE, teoŕıa conocida en el mundo angloparlante
como Stochastic Electrodynamics o SED, es una formulación alternativa de la mecáni-
ca cuántica, en proceso de construcción, que explica la cuantización como un fenómeno
emergente, generado por un proceso electromagnético estocástico más fundamental. Esta
teoŕıa permite esclarecer algunos de los pilares de la teoŕıa cuántica, como el mecanismo
de estabilidad atómica, la naturaleza de las llamadas fluctuaciones cuánticas, el significa-
do de la no localidad cuántica, al menos para distancias de escala molecular, e incluso la
interpretación f́ısica de la función de onda, dentro de un marco teórico autoconsistente que
reafirma los principios fundamentales de la ciencia, como son el realismo, la causalidad y
la localidad. La virtud de la EDE, sobre otras formulaciones heterodoxas, es que ofrece
una perspectiva del mundo cuántico desde fuera de él, arribando al formalismo cuántico
desde un cimiento f́ısico bien definido, obteniéndose, de esta forma, la interpretación de la
f́ısica y no la f́ısica de la interpretación [32]. Concretamente, la EDE explora la idea de que
el comportamiento cuántico puede ser entendido como una consecuencia de la interacción
entre la materia y el campo de radiación de punto cero [28]. Este tratamiento, en el que la
materia y el campo de fondo son considerados como elementos inseparables de un sistema
f́ısico más grande, permite que la electrodinámica estocástica vaya más allá del dominio
de la mecánica cuántica de forma autoconsistente [32]. Aśı, la EDE brinda los elemen-
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tos necesarios para el estudio de la absorción y emisión de radiación, y las correcciones
radiativas a la dinámica del subsistema mecánico que de estas emergen.

El objetivo de esta tesis es deducir la electrodinámica estocástica desde principios f́ısi-
cos fundamentales, a partir de una revisión de sus resultados más notorios, mostrando que
esta converge a la mecánica cuántica bajo ciertas condiciones, tal que a partir de ella se
puedan deducir las correcciones radiativas predichas por la electrodinámica cuántica no
relativista para los tiempos de vida atómicos y el corrimiento Lamb. Para esto, se partirá
de los fundamentos del electromagnetismo clásico y la termodinámica, espećıficamente de
la ecuación de Abraham-Lorentz y de la ley de Wien para una cavidad radiante, con el
fin de obtener una descripción estad́ıstica del principio f́ısico fundamental de la electro-
dinámica estocástica: el campo de radiación de punto cero. Posteriormente se mostrará
que, utilizando los resultados anteriores junto con un tratamiento estad́ıstico, la EDE se
reduce a la descripción cuántica al tomar los ĺımites no radiativo y temporal asintótico; y
las condiciones de balance energético y ergodicidad. Finalmente, se utilizarán los térmi-
nos radiativos deducidos, que fueron despreciados en el ĺımite no radiativo, para llegar a
expresiones cerradas de las correcciones radiativas mencionadas anteriormente.

Estrictamente hablando, la teoŕıa estudiada en el presente trabajo es conocida como
electrodinámica estocástica lineal o EDEL; siendo la EDE una teoŕıa pionera que logró
obtener con éxito muchas predicciones cuánticas, que, sin embargo, mostró con el tiempo
que sus métodos, más no sus principios, limitaban su capacidad predictiva, brindando
resultados equivocados a problemas no lineales. Habiendo fallado la electrodinámica es-
tocástica en proveer una descripción correcta del fenómeno cuántico en general, surge la
EDEL como teoŕıa alternativa que permite superar las dificultades de su antecesora [97].
A lo largo de la presente tesis, se referirá a la electrodinámica estocástica lineal como
simplemente electrodinámica estocástica, aclarando que se trata de la versión moderna
de esta última y no a la teoŕıa originalmente conocida como EDE.





Caṕıtulo 1

El campo electromagnético del vaćıo

Los principios fundamentales del universo
son los átomos y el vaćıo;

todo lo demás solo se piensa que existe.

- Demócrito -

El campo electromagnético del vaćıo, campo de radiación de punto cero o CPC, en inglés
Zero-Point Radiation Field o ZPF, es el nombre asignado a la componente electromagnéti-
ca del conjunto de campos aleatorios de punto cero existentes en ausencia total de materia
[28]. Contrario a la suposición clásica, la cual afirma que en ausencia de fuentes, i. e., de
cargas y corrientes eléctricas, no existe campo electromagnético, la noción de campo de
radiación de punto cero propone una solución más general a las ecuaciones de Maxwell
en el vaćıo, la cual resulta de la imposición de condiciones a la frontera mejor adaptadas
para la descripción de un sistema f́ısico abierto [10]. En este caṕıtulo se desarrollarán las
propiedades estad́ısticas del principio f́ısico fundamental de la electrodinámica estocástica:
el CPC, a partir de resultados del electromagnetismo clásico y la termodinámica.

1.1. Descripción estad́ıstica del CPC

Una de las principales suposiciones sobre el campo de radiación de punto cero en el
espacio vaćıo, es que es altamente desordenado al ser originado por una cantidad inmensa
de fuentes externas. Esto implica que el CPC es altamente incoherente, lo que ayuda
a explicar que sus efectos son esencialmente inobservables a escalas macroscópicas [28].
La condición anterior, en conjunto con el hecho de que la enerǵıa media por modo del
CPC es proporcional a su frecuencia de oscilación [28], permiten construir una descripción
estad́ıstica completa del mismo.



6 CAPÍTULO 1. EL CAMPO ELECTROMAGNÉTICO DEL VACÍO

1.1.1. Correlaciones a un punto

Supóngase que se efectúa una medición con un tiempo corto de duración t, durante el
cual se realiza un promedio temporal de los campos eléctrico y magnético, E(r, t) y B(r, t)
respectivamente, del CPC; debido a la no observabilidad de dichos campos se tiene que
sus promedios temporales deben ser nulos [28], es decir,

1

t

∫ t

0

E(r, t)dt = 0,
1

t

∫ t

0

B(r, t)dt = 0, (1.1)

donde r denota la posición, t el tiempo, y t una cantidad grande comparada con los
tiempos atómicos relevantes. En el mismo sentido, puede considerarse que los campos
electromagnéticos son, en cada instante, una realización posible de las infinitas realizacio-
nes contenidas en el ensamble estad́ıstico. En este caso, el carácter puramente aleatorio
de estos campos implica que el promedio sobre todas las realizaciones es cero [10, 27],

E(r, t) = 0, B(r, t) = 0, (1.2)

donde ζ expresa el promedio de la cantidad ζ sobre todas las realizaciones posibles de las
variables aleatorias del ensamble.

Un resultado fundamental de la teoŕıa electromagnética clásica, que se deduce en el
apéndice A, es que, en la norma de Coulomb y en ausencia total de materia, los cam-
pos eléctrico y magnético pueden ser descritos en términos de un único potencial elec-
tromagnético, el llamado potencial vectorial magnético A(r, t). Aunado a esto, bajo las
condiciones mencionadas, es posible expresar tanto el potencial vectorial magnético como
los campos eléctrico y magnético en términos de sus modos normales de oscilación, como
se muestra en el apéndice B. Aśı, de la ecuación (B.42) se tiene que el vector potencial
magnético se rescribe, en coordenadas cartesianas, como

A =
∑
κ,λ

√
Eκ

2ε0ω2
κV

(
aκ,λe

iκ·r−iωκt + a∗κ,λe
−iκ·r+iωκt

)
ěλκ, (1.3)

donde κ denota el vector de onda, λ el ı́ndice de polarización y ωκ la frecuencia de
oscilación asociados a cada modo de oscilación del campo; V representa el volumen de la
cavidad en la que se realizó la descomposición en modos normales. Las amplitudes de la
expresión (1.3), representadas como aκ,λ y a∗κ,λ, son consideradas variables aleatorias, de
tal modo que se supone que toda la estocasticidad del vector potencial A proviene del
conjunto de variables {aκ,λ, a∗κ,λ} [28]. Adicionalmente, de la ecuación (B.22) se tiene que
el promedio de la función hamiltoniana Hκ,λ, asociada a cada modo, cumple que

Hκ,λ = Eκ|aκ,λ|2 = Eκ, (1.4)

lo que implica que Eκ representa la enerǵıa media de cada modo de oscilación, y que la
escala de los coeficientes aκ,λ se ha elegido de tal forma que
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|aκ,λ|2 = 1. (1.5)

Como ya se mencionó, una propiedad caracteŕıstica del campo de radiación de punto
cero, que se deduce en el apéndice C a partir de la ley de Wien para una cavidad radiante,
es que la enerǵıa media de cada modo normal del campo es proporcional a su frecuencia
de oscilación, tal que de la ecuación (C.24) se tiene que Eκ = Aωκ, donde la constante de
proporcionalidad A posee al valor ~/2. Es importante aclarar que, por la forma en la que
se obtiene este resultado en el apéndice C, la presencia de A en los resultados presentados
no conlleva ninguna connotación cuántica. Aśı, la ecuación (1.3) se rescribe, para el caso
particular del CPC, como

A =
∑
κ,λ

√
A

2ε0ωκV

(
aκ,λe

iκ·r−iωκt + a∗κ,λe
−iκ·r+iωκt

)
ěλκ. (1.6)

Análogamente, de las ecuaciones (B.43) y (B.47), se tiene que los campos eléctrico y
magnético del CPC pueden expresarse, en términos de sus modos normales, como:

E = i
∑
κ,λ

√
Aωκ

2ε0V

(
aκ,λe

iκ·r−iωκt − a∗κ,λe−iκ·r+iωκt
)
ěλκ; (1.7)

B = i
∑
κ,λ

√
Aωκ

2ε0c2V

(
aκ,λe

iκ·r−iωκt − a∗κ,λe−iκ·r+iωκt
)

(κ̌× ěλκ). (1.8)

Dado que los campos expuestos en las ecuaciones (1.6), (1.7) y (1.8) describen el campo
electromagnético del vaćıo, sus promedios deben ser iguales a cero, como se mencionó
anteriormente. Por esto, las amplitudes aκ,λ, correspondientes a los diferentes modos del
campo libre, se suponen como estad́ısticamente independientes [27], de forma que cada
amplitud promedia por separado a cero, es decir,

aκ,λ = 0, a∗κ,λ = 0, (1.9)

aśı como el producto de dos amplitudes cualquieras correspondientes a diferentes modos
del campo. Con base en esto, en conjunto con la ecuación (1.5), se llega a que

a∗κ,λaκ′,λ′ = δλλ′δκκ′ , (1.10)

donde además se cumplen:

aκ,λaκ′,λ′ = 0; a∗κ,λa
∗
κ′,λ′ = 0. (1.11)

Adicionalmente, en el ĺımite continuo, V →∞, utilizando nuevamente la ecuación (1.5),
se obtiene que las amplitudes aleatorias satisfacen que

a∗λ(κ)aλ′(κ′) = δλλ′
δ(κ− κ′)

|aκ,λ|2
= δλλ′δ(κ− κ′). (1.12)
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Como se menciona al final del apéndice B, existen situaciones en las que es conveniente
describir el potencial vectorial magnético y los campos electromagnéticos en términos del
conjunto de variables canónicas {qκ,λ, pκ,λ}, definidas en las ecuaciones (B.49) y (B.50)
como:

qκ,λ ≡ i

√
Eκ

2ω2
κ

(aκ,λ − a∗κ,λ); (1.13)

pκ,λ ≡
√
Eκ
2

(aκ,λ + a∗κ,λ). (1.14)

Aśı, para el caso del campo electromagnético del vaćıo es inmediato notar que, de las
ecuaciones (1.9) a (1.11), ambas variables canónicas promedian a cero,

qκ,λ = 0, pκ,λ = 0, (1.15)

y que no están correlacionadas,
qκ,λpκ,λ = 0. (1.16)

De manera análoga, se tiene que los segundos momentos estad́ısticos, los cuales coinciden
con las varianzas σ2 en este caso por la ecuación (1.15) [82], están dados por:

p2
κ,λ = p2

κ,λ − pκ,λ
2 ≡ σ2

pκ,λ
= Eκ = Aωκ, (1.17)

q2
κ,λ = q2

κ,λ − qκ,λ
2 ≡ σ2

qκ,λ
=
Eκ
ω2
κ

=
A

ωκ

. (1.18)

Al tomar el producto directo de las varianzas de las variables canónicas pκ,λ y qκ,λ del
CPC, y al sustituir el valor de la constante A, se llega a que

σ2
qκ,λ

σ2
qκ,λ

= A2 = ~2/4. (1.19)

El resultado expuesto en la última ecuación muestra expĺıcitamente al CPC fluctuante co-
mo el origen último e irreducible de las llamadas fluctuaciones cuánticas [32]. La magnitud
de este producto está acotada por debajo debido a la falta de contribuciones térmicas a
las fluctuaciones, es decir, el valor mı́nimo ~2/4 es alcanzado únicamente cuando todas las
fluctuaciones térmicas han sido eliminadas al alcanzar el ĺımite de temperatura cero. La
ecuación (1.19), obtenida a partir del estudio termodinámico de osciladores armónicos en
equilibrio estad́ıstico con el CPC hecho en el apéndice C, corresponde a las desigualdades
de Heisenberg para el campo de radiación [25, 32, 97].

1.1.2. Correlaciones a dos puntos

Partiendo de los resultados deducidos en la sección anterior es posible obtener correla-
ciones a dos puntos que involucren diferentes componentes del campo electromagnético.
Primeramente, usando los resultados de las ecuaciones de la (1.7) a la (1.11), se tiene que
la correlación de dos puntos del campo eléctrico se puede expresar como
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Ej(r, t)Ek(r′, t′) =

=
∑

κ,κ′,λ,λ′

A
√
ωκωκ′

2ε0V

(
a∗κ,λe

∆∗(r,t) − aκ,λe∆(r,t)
) (
aκ′,λ′eΛ(r′,t′) − a∗κ′,λ′eΛ∗(r′,t′)

)
(ěλκ)j(ě

λ′

κ′)k,

=
∑
κ,λ

∑
κ′,λ′

A
√
ωκωκ′

2ε0V

(
a∗κ,λaκ′,λ′e

∆∗(r,t)+Λ(r′,t′) + a∗κ′,λ′aκ,λe
∆(r,t)+Λ∗(r′,t′)

)
(ěλκ)j(ě

λ′

κ′)k

=
∑
κ,λ

∑
κ′,λ′

A
√
ωκωκ′

2ε0V
δλλ′δκκ′

(
e∆∗(r,t)+Λ(r′,t′) + e∆(r,t)+Λ∗(r′,t′)

)
(ěλκ)j(ě

λ′

κ′)k

=
A

2ε0V

∑
κ

ωκ

(
eiκ·(r−r′)−iωκ(t−t′) + e−iκ·(r−r′)+iωκ(t−t′)

)∑
λ

(ěλκ)j(ě
λ
κ)k,

(1.20)

donde se han definido las funciones ∆(r, t) y Λ(r, t) como ∆(r, t) ≡ iκ · r − iωκt y
Λ(r, t) ≡ iκ′ · r − iωκ′t, respectivamente. La suma sobre el ı́ndice de polarización puede
resolverse en términos de deltas de Kronecker [19, 27], de tal forma que, dado que para
un campo electromagnético se tiene que λ = 1, 2, se obtiene que∑

λ

(ěλκ)j(ě
λ
κ)k = (e1

je
1
k + e2

je
2
k + e3

je
3
k)− e3

je
3
k = δjk − (κ̌)j(κ̌)k. (1.21)

Sustituyendo el resultado de la ecuación (1.21) en (1.20) se tiene que la correlación a dos
puntos entre componentes del campo eléctrico es

Ej(r, t)Ek(r ′, t′) =
A

ε0V

∑
κ

ωκ(δjk − (κ̌)j(κ̌)k) cos (κ ·∆r− ωκ∆t) , (1.22)

donde se han definido las diferencias ∆r ≡ r− r′ y ∆t ≡ t− t′.
Para el caso del campo magnético se procede de la misma forma, de modo que se

arribe a que

Bj(r, t)Bk(r′, t′) =

=
∑
κ,λ

∑
κ′,λ′

A
√
ωκωκ′

2ε0c2V

(
a∗κ,λe

∆∗(r,t) − aκ,λe∆(r,t)
) (
aκ′,λ′eΛ(r′,t′) − a∗κ′,λ′eΛ∗(r′,t′)

)
×

× (κ̌× ěλκ)j(κ̌× ěλ
′

κ′)k

=
∑
κ,λ

∑
κ′,λ′

A
√
ωκωκ′

2ε0c2V

(
a∗κ,λaκ′,λ′e

∆∗(r,t)+Λ(r′,t′) + a∗κ′,λ′aκ,λe
∆(r,t)+Λ∗(r′,t′)

)
×

× (κ̌× ěλκ)j(κ̌× ěλ
′

κ′)k

=
∑
κ,λ

∑
κ′,λ′

A
√
ωκωκ′

2ε0c2V
δλλ′δκκ′

(
e∆∗(r,t)+Λ(r′,t′) + e∆(r,t)+Λ∗(r′,t′)

)
(κ̌× ěλκ)j(κ̌× ěλ

′

κ′)k

=
A

2ε0c2V

∑
κ

ωκ

(
eiκ·∆r−iωκ∆t + e−iκ·∆r+iωκ∆t

)∑
λ

(κ̌× ěλκ)j(κ̌× ěλκ)k. (1.23)
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En analoǵıa a la ecuación (1.21), puede mostrarse que la suma sobre el ı́ndice de polari-
zación de los productos vectoriales anteriores conduce a deltas de Kronecker [19],∑

λ

(κ̌× ěλκ)j(κ̌× ěλκ)k = δjk − (κ̌)j(κ̌)k, (1.24)

de forma que la correlación a dos puntos del campo magnético es

Bj(r, t)Bk(r′, t′) =
A

ε0c2V

∑
κ

ωκ(δjk − (κ̌)j(κ̌)k) cos (κ ·∆r− ωκ∆t) . (1.25)

Por otro lado, la correlación entre un punto del campo eléctrico y un punto del campo
magnético puede obtenerse de la siguiente forma

Ej(r, t)Bk(r′, t′) =

=
∑
κ,λ

∑
κ′,λ′

A
√
ωκωκ′

2ε0cV

(
a∗κ,λe

∆∗(r,t) − aκ,λe∆(r,t)
) (
aκ′,λ′eΛ(r′,t′) − a∗κ′,λ′eΛ∗(r′,t′)

)
×

× (ěλ
ǩ
)j(κ̌× ěλ

′

κ′)k

=
∑
κ,λ

∑
κ′,λ′

A
√
ωκωκ′

2ε0cV

(
a∗κ,λaκ′,λ′e

∆∗(r,t)+Λ(r′,t′) + a∗κ′,λ′aκ,λe
∆(r,t)+Λ∗(r′,t′)

)
(ěλκ)j(κ̌× ěλ

′

κ′)k

=
∑
κ,λ

∑
κ′,λ′

A
√
ωκωκ′

2ε0c2V
δλλ′δκκ′

(
e∆∗(r,t)+Λ(r′,t′) + e∆(r,t)+Λ∗(r′,t′)

)
(ěλκ)j(κ̌× ěλ

′

κ′)k

=
A

2ε0cV

∑
κ

ωκ

(
eiκ·∆r−iωκ∆t + e−iκ·∆r+iωκ∆t

)∑
λ

(ěλκ)j(κ̌× ěλκ)k.

(1.26)

En este caso la suma sobre λ conduce a una suma que involucra el śımbolo de Levi-Civita,
εjkl, y la magnitud de una de las componentes del vector κ [19],∑

λ

(ěλκ)j(κ̌× ěλκ)k =
∑
l

εjkl(κ̌)l. (1.27)

Utilizando la ecuación (1.27) se llega finalmente a que la correlación a dos puntos planteada
es

Ej(r, t)Bk(r′, t′) =
A

ε0cV

∑
κ,l

ωκεjkl(κ̌)l cos (κ ·∆r− ωκ∆t) . (1.28)

El hecho de que las expresiones (1.22), (1.25) y (1.28) dependan únicamente de las
diferencias ∆r y ∆t es debido a la homogeneidad y el carácter estacionario de los campos
[28]. Para tener una imagen más expĺıcita de las correlaciones es conveniente tomar el
ĺımite continuo de las expresiones anteriores. De esta forma se obtiene que

ΓEE′ ≡ E(r, t) · E(r′, t′) =
Ac

4π3ε0

∫
κ cos (κ ·∆r− ωκ∆t) d3κ. (1.29)
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Si se elige, sin pérdida de generalidad, que ∆r corra a lo largo del eje z, se tiene que la
ecuación (1.29) toma la siguiente forma

ΓEE′ =
Ac

4π3ε0

∫ ∞
0

∫ 2π

0

∫ π

0

κ3 cos(κ∆r cos θ − ωκ∆t)sin θdθdϑdκ, (1.30)

utilizando el cambio de variable ξ = κ∆r cos θ − ωκ∆t, tal que dξ = −κ∆r sin θdθ, e
integrando sobre el ángulo azimutal ϑ, se llega a

ΓEE′ =
Ac

2π2ε0∆r

∫ ∞
0

κ2

(∫ κ∆r−ωκ∆t

−κ∆r−ωκ∆t

cos ξdξ

)
dκ, (1.31)

de donde se obtiene, al resolver la integral entre paréntesis, que

ΓEE′ =
Ac

2π2ε0∆r

∫ ∞
0

κ2 (sin(κ∆r − ωκ∆t) + sin(κ∆r + ωκ∆t)) dκ, (1.32)

además, utilizando la ecuación (B.3), la integral de ΓEE′ sobre κ puede expresarse como

ΓEE′ =
Ac

2π2ε0∆r

∫ ∞
0

κ2 (sin(κ(∆r − c∆t)) + sin(κ(∆r + c∆t))) dκ, (1.33)

con c igual a la velocidad de la luz. Notando que se cumple la siguiente igualdad,∫ ∞
0

κ2 sin(κ∆r + a)dκ = − d2

d∆r2

∫ ∞
0

sin(κ∆r + a)dκ, (1.34)

con a independiente de ∆r, puede rescribirse la ecuación (1.33) como

ΓEE′ = − Ac

2π2ε0∆r

d2

d∆r2

∫ ∞
0

(sin(κ(∆r − c∆t)) + sin(κ(∆r + c∆t))) dκ. (1.35)

Si se definen a ≡ ∆r − c∆t y b ≡ ∆r + c∆t, y se expresan los senos como sumas de
exponenciales complejas, se tiene que la parte integral de la ecuación (1.35) es de la forma

I =
1

2i

∫ ∞
0

(
eiκa − e−iκa + eiκb − e−iκb

)
dκ. (1.36)

Esta integral no está bien definida en su ĺımite superior, por lo que es necesario garantizar
su convergencia redefiniéndola de la siguiente manera [25],

I =
1

2i
ĺım
ε→0

∫ ∞
0

(
eiκ(a+iε) − e−iκ(a−iε) + eiκ(b+iε) − e−iκ(b−iε)) dκ. (1.37)

Integrando directamente la ecuación (1.37) se arriba a que:

I =
1

2i
ĺım
ε→0

e−κε
(

eiκa

i(a+ iε)
+

e−iκa

i(a− iε)
+

eiκb

i(b+ iε)
+

e−iκb

i(b− iε)

) ∣∣∣∞
0

=
1

2
ĺım
ε→0

(
1

a+ iε
+

1

a− iε
+

1

b+ iε
+

1

b− iε

)
=
a+ b

ab
=

2∆r

∆r2 − c2∆t2
.

(1.38)
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Al sustituir el último resultado de la ecuación anterior en (1.35) se llega a que la correlación
vectorial para el campo eléctrico es de la forma

ΓEE′ = − Ac

π2ε0∆r

d2

d∆r2

(
∆r

∆r2 − c2∆t2

)
, (1.39)

donde, al realizar la doble derivada, se arriba finalmente a que

ΓEE′(∆r,∆t) = −2Ac

π2ε0

∆r2 + 3c2∆t2

(∆r2 − c2∆t2)3
, (1.40)

para ∆r 6= c∆t.

Análogamente, puede mostrarse que la correlación a dos puntos del campo magnético
está dada por

ΓBB′(∆r,∆t) ≡ B(r, t) ·B(r′, t′) = − 2A

π2ε0c

∆r2 + 3c2∆t2

(∆r2 − c2∆t2)3
, (1.41)

expresión que es válida únicamente para las distancias ∆r 6= c∆t. Por otro lado, por la
presencia del śımbolo de Levi-Civita y el hecho de que los campos E y B son ortogonales
entre śı, ecuaciones (1.7) y (1.8), es inmediato que la correlación vectorial entre el campo
magnético y el campo eléctrico es nula:

ΓEB′(∆r,∆t) ≡ E(r, t) ·B(r′, t′) = 0. (1.42)

Es notable que, tanto en la ecuación (1.40) como en (1.41), el signo de la covarianza
cambia cuando se pasa de un intervalo tipo espacio, ∆r > c∆t, a un intervalo tipo tiempo,
∆r < c∆t [28].

Si en la ecuación (1.33) se realiza la evaluación de la integral hasta un valor de corte
máximo κc, se obtiene que

ΓEE′(∆r,∆t;κc) = ΓEE′(∆r,∆t) +
Ac

π2ε0∆r

[(
1

s3
−
− κ2

c

2s−

)
cos(κcs−)

+

(
1

s3
+

− κ2
c

2s+

)
cos(κcs+) +

κc
s2
−

sin(κcs−) +
κc
s2

+

sin(κcs+)

]
, (1.43)

donde ΓEE′(∆r,∆t) está dada por la expresión (1.40) y se ha definido s± ≡ ∆r ± c∆t.
Los términos adicionales a ΓEE′(∆r,∆t) en (1.43) oscilan con el número de onda κc, de
tal forma que, en general, no representan una contribución relevante a la covarianza y
pueden ser despreciados [28].

Si uno se ubica sobre el cono de luz, es decir si ∆r = c∆t, se tiene que la integral de la
ecuación (1.33) se reduce de tal manera que puede ser rescrita, introduciendo un número
de onda de corte κc máximo, como

ΓEE′(∆r,∆r;κc) = − Ac

2π2ε0∆r

d2

d∆r2

∫ κc

0

sin(2κ∆r)dκ, (1.44)
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cuyo resultado final al realizar el proceso de integración es

ΓEE′(∆r,∆r;κc) = −Ac (1− (1− 2κ2
c∆r

2) cos(2κc∆r)− 2κc∆r sin(2κc∆r))

2π2ε0∆r4
. (1.45)

Si se analiza el caso particular en que ∆r = c∆t = 0, se llega a que

ΓEE′(0, 0;κc) ≡ σ2
E(κc) =

Acκ4
c

4π2ε0
, (1.46)

donde σ2
E(κc) corresponde a la varianza del campo eléctrico [28]. Análogamente, se tiene

que la varianza del campo magnético σ2
B(κc) está dada por

ΓBB′(0, 0;κc) ≡ σ2
B(κc) =

Aκ4
c

4π2ε0c
. (1.47)

El coeficiente de correlación γ, definido como el cociente entre la correlación y la
varianza, es útil para obtener una idea de las distancias y los tiempos en los que los
campos permanecen correlacionados [28]. Por ejemplo, si ∆r = 0 y ∆t 6= 0 se tiene para
ambos campos, de las parejas de ecuaciones (1.40), (1.46) y (1.41), (1.47), que

γEE′(0,∆t;κc) = γBB′(0,∆t;κc) =
ΓEE′(0,∆t)

σ2
E(κc)

=
ΓBB′(0,∆t)

σ2
B(κc)

=
24

(c∆tκc)4
, (1.48)

alternativamente, para el caso en que ∆t = 0 y ∆r 6= 0 se obtiene que el coeficiente de
correlación es

γEE′(∆r, 0;κc) = γBB′(∆r, 0;κc) = − 8

(∆rκc)4
. (1.49)

Los resultados anteriores muestran que el tiempo de correlación de los campos es función
de su frecuencia más alta y es del orden de ω−4

c y, que de manera similar, la longitud
de correlación es del orden de κ−4

c . Nótese que únicamente con la introducción de un
corte en el número de onda es que estas correlaciones están bien definidas; de manera que
estos resultados solo tienen significado f́ısico hasta cuando dicho corte esté justificado [28].
La necesidad y justificación para introducir una frecuencia de corte máxima se analiza
y discute en el apéndice D desde una perspectiva energética para el CPC, partiendo
de la ley de Stefan-Boltzmann. Al analizar el caso en que κc corresponde al número de
onda de Compton, mec/~, número de onda de corte que resulta de importancia tanto
en la electrodinámica estocástica como en la electrodinámica cuántica no relativista [28],
se arriba a que tanto la longitud como el tiempo de correlación son muy pequeños en
comparación con las unidades atómicas, al ser del orden de los inversos de la cuarta
potencia del número de onda y la frecuencia de Compton respectivamente [28].

Una expresión de utilidad para futuras deducciones puede hallarse tomando r = r′

directamente en la ecuación (1.22), tal que

Ej(r, t)Ek(r, t′) =
A

ε0V

∑
κ

ωκ(δjk − (κ̌)j(κ̌)k) cos (ωκ∆t) , (1.50)
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al tomar el ĺımite continuo de la última expresión, se llega a que

Ej(r, t)Ek(r, t′) =
A

8π3ε0

∫
ωκ(δjk − (κ̌)j(κ̌)k) cos (ωκ∆t) d3κ

=
A

8π3ε0c3

∫ ∞
0

ω3 cos (ω∆t)

∫
Ωκ

(δjk − (κ̌)j(κ̌)k)dΩdω.
(1.51)

Dado que el promedio angular de la expresión (κ̌)j(κ̌)k es δjk/3 [19, 28, 98], se tiene que
la integral angular anterior es igual a∫

Ωκ

(δjk − (κ̌)j(κ̌)k)dΩ = δjk
8π

3
. (1.52)

Utilizando este resultado se tiene que la correlación es de la forma

Ej(r, t)Ek(r, t′) =
Aδjk

3π2ε0c3

∫ ∞
0

ω3 cos (ω∆t) dω. (1.53)

Al usar la expresión obtenida en el apéndice C para la densidad de enerǵıa espectral del
campo de radiación de punto cero u0(ω) = Aω3/π2c3, ecuación (C.29), y la definición del
espectro de potencias de dicho campo Π0(ω), la cual está dada por

Π0(ω) ≡ 4πu0(ω)

3
, (1.54)

[27, 74], se arriba finalmente a que

Ej(r, t)Ek(r, t′) =
δjk

4πε0

∫ ∞
0

Π0(ω) cos(ω(t− t′))dω. (1.55)

De forma idéntica al desarrollo anterior, puede arribarse a que la correlación a dos
tiempos del campo magnético está dada por la expresión siguiente,

Bj(r, t)Bk(r, t′) =
δjk

4πε0c2

∫ ∞
0

Π0(ω) cos(ω(t− t′))dω. (1.56)

Para el caso de la correlación entre componentes del campo eléctrico y magnético se utiliza
el hecho de que el promedio angular de la componente (κ̌)l está dado por 8π/3 de su valor
[98]. Por esto, se llega a que dicha correlación a dos tiempos está dada por

Ej(r, t)Bk(r, t′) =
∑
l

εjkl(κ̌)l
4πε0c

∫ ∞
0

Π0(ω) cos(ω(t− t′))dω. (1.57)

Las transformadas de Fourier de las ecuaciones (1.55), (1.56) y (1.57) son los equiva-
lentes del teorema de Wiener-Khintchine en la electrodinámica estocástica, ya que pro-
porcionan el espectro de potencias en términos de las transformadas de Fourier de las
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correlaciones a dos tiempos de los campos [28, 87, 89]. Dada la definición de la transfor-
mada de Fourier para el campo eléctrico [2],

Ẽj(r, ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

Ej(r, t)e
iωtdt, (1.58)

y con la ayuda del teorema de Parseval-Plancherel, también llamado relación de Parseval
o teorema de Rayleigh [2], en su forma unidimensional∫ ∞

−∞
ζ(t)ξ∗(t)dt =

1

2π

∫ ∞
−∞

ζ̃(ω)ξ̃∗(ω)dω, (1.59)

se obtiene de la ecuación (1.55) que la correlación entre componentes de la transformada
de Fourier del campo eléctrico es de la forma siguiente [32, 89],

Ẽj(r, ω)Ẽ∗k(r, ω
′) =

δjkΠ0(ω)δ(ω − ω′)
4πε0

. (1.60)

Por otro lado, se tiene de las ecuaciones (1.56) y (1.57) que la correlación entre las com-
ponentes de Fourier del campo magnético y la correlación de componentes de los campos
cruzados son:

B̃j(r, ω)B̃∗k(r, ω
′) =

δjkΠ0(ω)δ(ω − ω′)
4πε0c2

; (1.61)

Ẽj(r, ω)B̃∗k(r, ω
′) =

∑
l

εjkl(κ̌)lΠ0(ω)δ(ω − ω′)
4πε0c

, (1.62)

respectivamente. Sin embargo, uno de los resultados del apéndice D es que la densidad
de enerǵıa del campo de punto cero es divergente, ecuación (D.6), lo cual hace necesario
introducir una frecuencia de corte máxima con el fin de dar un significado f́ısico definitivo
a estas correlaciones [28].

1.1.3. Momentos estad́ısticos de orden superior

Para la construcción de momentos de orden superior al segundo es necesario, en general,
conocer plenamente la distribución que quiere estudiarse [28]. Una suposición adicional,
que comúnmente se hace en la EDE, y que fue propuesta originalmente por A. Einstein y
L. Hopf en 1910 [43], es que las amplitudes de los modos normales del campo son variables
aleatorias con una distribución normal, es decir, poseen una distribución gaussiana [28].
Por lo anterior, se tiene de las ecuaciones (1.15), (1.17) y (1.18) que las densidades de
probabilidad w de pκλ y qκ,λ pueden expresarse como las siguientes distribuciones:

wq(qκ,λ) =
1√

2πσ2
q

e−q
2/2σ2

q =

√
ω

2πA
e−ω

2q2/2Aω; (1.63)

wp(pκ,λ) =
1√

2πσ2
p

e−p
2/2σ2

p =
1√

2πAω
e−p

2/2Aω, (1.64)
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donde se ha simplificado la notación como p = pκ,λ y q = qκ,λ. Dado que pκ,λ y qκ,λ no están
correlacionadas, como se observa en la ecuación (1.16), la distribución de probabilidades
en el espacio fase, wqp, puede obtenerse mediante el producto de las ecuaciones (1.63) y
(1.64) [28],

wqp(q, p) =
1

2πA
e−(p2+ω2q2)/2Aω. (1.65)

La expresión deducida es conocida en la teoŕıa cuántica actual como la función de Wigner
para los osciladores armónicos [32, 55]. De las ecuaciones (1.65) y (C.24) se tiene que la
densidad de probabilidad de enerǵıa para un modo del campo es de la forma [28],

WE0(H) ≡ 2πwqp(q, p)

ωκ

=
1

E0

e−H/E0 . (1.66)

Dado que las variables aleatorias se han modelado como variables normalmente distri-
buidas, puede demostrarse que dichas distribuciones cumplen con que sus momentos de
orden n están dados por

ξn ≡ 1√
2πσ2

∫ ∞
−∞

ξne−ξ
2/2σ2

dξ =

{
(2n− 1)!!σ2n si n es par,

0 si n es impar,
(1.67)

[82]. Aśı, para pκ,λ y qκ,λ, cualquier número n entero positivo dado, cumple respectiva-
mente que:

p2n
κ,λ = (2n− 1)!!σ2n

p = (2n− 1)!!Anωnκ; (1.68)

q2n
κ,λ = (2n− 1)!!σ2n

q =
(2n− 1)!!An

ωnκ
. (1.69)

Como puede observarse de las expresiones anteriores, todos los momentos pares de orden
superior de las variables aleatorias pκ,λ y qκ,λ dependen del valor de sus segundos momen-
tos, σp y σq, ecuaciones (1.17) y (1.18). Por otro lado, todos los momentos impares son
nulos al tener las variables un valor medio cero, como se expresó en la expresión (1.15).
De manera análoga al análisis hecho para obtener la ecuación (1.19), puede obtenerse que
el producto de los momentos n-ésimos de las variables canónicas está dado por

p2n
κ,λ q

2n
κ,λ = ((2n− 1)!!)2 A2n =

((2n− 1)!!)2 ~2n

4n
, (1.70)

recordando que este último resultado es únicamente válido en el ĺımite de fluctuaciones
atérmicas.

Finalmente, en el apéndice E se presenta y comenta, a manera de complemento del pre-
sente caṕıtulo, un recuento, de tono histórico, del desarrollo del campo electromagnético
del vaćıo como concepto teórico que permite explicar fenómenos observables.



Caṕıtulo 2

Interacción entre la materia y el
campo de radiación de punto cero

El estado actual de nuestro conocimiento
es siempre provisional y debe haber,

mas allá de lo que se sabe actualmente,
regiones nuevas e inmensas por descubrir.

- Louis de Broglie -

Un resultado importante de la electrodinámica estocástica, obtenido por L. de la Peña
y A. M. Cetto, y posteriormente en conjunto con A. Valdés-Hernández, es el hecho de
que el campo de radiación adquiere una distribución discreta de enerǵıa cuando se halla
en equilibrio térmico con la materia y está en presencia de su componente de punto cero
[16, 29, 34], es decir, el campo de radiación se cuantiza debido a su interacción con la
materia en presencia del CPC. Por ello, resulta de interés estudiar la afectación que sufre
la materia al hallarse en contacto con el campo de radiación de punto cero.

En el presente caṕıtulo se partirá de la ecuación de movimiento caracteŕıstica de
la electrodinámica estocástica, es decir, aquella que describe el comportamiento de una
part́ıcula cargada inmersa en la radiación generada por su movimiento, en interacción con
el campo electromagnético del vaćıo y sujeta a posibles fuerzas externas, que en general
son no lineales, en el ĺımite no relativista. Debido a la naturaleza estocástica propia de
esta ecuación, se llevará a cabo un tratamiento estad́ıstico con la intención de hallar una
expresión para la densidad de probabilidad en el espacio fase del sistema. Finalmente, se
mostrará que al reducir la descripción anterior al espacio de configuración se arriba, en
la aproximación no radiativa y bajo la condición de balance energético para el estado de
mı́nima enerǵıa del subsistema mecánico, al régimen cuántico, el cual se halla descrito por
la ecuación de Schrödinger.
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2.1. La ecuación de movimiento de la EDE

La ecuación de movimiento que rige el comportamiento de una part́ıcula, de masa m
y carga qe, sujeta a la acción de una fuerza externa F(r), inmersa en un campo elec-
tromagnético, que en el caso espećıfico de la electrodinámica estocástica corresponde al
campo de radiación de punto cero, y que considera los efectos radiativos generados por
su aceleración, en el ĺımite no relativista, es la ecuación de Abraham-Lorentz [32]. En el
apéndice F se deduce, a partir del formalismo hamiltoniano, la ecuación de movimiento del
sistema anterior, que en general es aplicable en el ĺımite relativista; sin embargo, debido
a la poca practicidad de esta, se opta por utilizar su ĺımite no relativista correspondiente
a la ecuación de Abraham-Lorentz, el cual se deduce en el apéndice G.

Aśı, la ecuación de movimiento general de la electrodinámica estocástica está dada
por la ecuación (G.19), la cual puede rescribirse, de manera expĺıcita, como

m
d2r

dt2
= F(r) +mτ

d3r

dt3
+ qeE(r, t) + qe

dr

dt
×B(r, t), (2.1)

donde F(r) se supone conservativa. El término proporcional a la tercera derivada tempo-
ral de la posición de la ecuación (2.1), conocido como de reacción radiativa, modela los
efectos radiativos de la carga en movimiento, actuando como un término de resistencia
al movimiento de esta, tal que la constante de acoplamiento τ posee unidades de tiempo
y es del orden de 6.274 × 10−24 segundos para un electrón. Al final del apéndice G se
discuten y analizan las consecuencias f́ısicas de considerar el término de reacción radiati-
va en la dinámica de una part́ıcula puntual. Por otro lado, los campos E(r, t) y B(r, t),
provenientes de la fuerza de Lorentz, son las componentes eléctrica y magnética del CPC,
estando, por tanto, descritos por variables estocásticas, ecuaciones (1.7) y (1.8), y tenien-
do promedio cero, ecuaciones (1.1) y (1.2). Es precisamente dicha estocasticidad la que
hace que la ecuación (2.1) sea, de manera general, anaĺıticamente irresoluble [32].

Es relevante mencionar que, pese a que la ecuación (2.1) es imposible de resolver
con los métodos matemáticos actuales, D. C. Cole y Y. Zou, y más recientemente T.
M. Nieuwenhuizen y M. T. P. Liska, han logrado resolver numéricamente esta ecuación
de la EDE para el estado base del átomo de hidrógeno, obteniéndose resultados que se
aproximan a la predicción de la teoŕıa de Schrödinger [22, 81], véase la figura 2.1.

Una forma de continuar con el análisis de la ecuación (2.1) es mediante la introducción
de una serie de aproximaciones. Primeramente, desde un inicio se supuso que la part́ıcula
cargada realiza un movimiento no relativista, de tal forma que se cumple que ṙ � c para
todo tiempo. De las ecuaciones (1.7) y (1.8) se tiene que E = cB, resultado que, junto
con el argumento anterior, indica que en el ĺımite no relativista la fuerza magnética es
despreciable en comparación con la fuerza eléctrica, de tal forma que se tiene que

m
d2r

dt2
= F(r) +mτ

d3r

dt3
+ qeE(r, t). (2.2)
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Figura 2.1: Densidad radial de probabilidad como función del radio. La linea
sólida muestra el resultado obtenido a partir de la ecuación de Schrödinger para el
estado base del hidrógeno, es decir, P(r) = 4πr2|φ0(r)|2 = (4r2/α3

0) exp(−2r/α0)
con α0 ≡ ~2/mee

2. Las curvas punteadas muestran los resultados obtenidos por
Cole y Zou mediante simulaciones numéricas a través de promedios temporales de
sus corridas de datos desde un tiempo t = 0 hasta el tiempo promedio indicado:
a) 1.417 × 10−12 s; b) 4.500 × 10−12 s; c) 5.705 × 10−12 s y d) 7.252 × 10−12 s.
Imagen original tomada de [22].

Adicionalmente, como se discute en el apéndice G, los modos del campo que son relevantes
para el movimiento de la part́ıcula poseen longitudes de onda mayores que las dimensiones
caracteŕısticas del subsistema mecánico, ecuación (G.30), de manera que puede suponerse
que, en la región del espacio ocupada por la part́ıcula, el campo eléctrico no vaŕıa aprecia-
blemente. Esta simplificación es conocida como aproximación de longitud de onda larga
o dipolar eléctrica [16, 27]. Bajo dicha aproximación, la dependencia de la posición del
campo eléctrico puede ser despreciada, tal que la ecuación (2.2) se reduce a

m
d2r

dt2
= F(r) +mτ

d3r

dt3
+ qeE(t). (2.3)
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La ecuación (2.3) es una ecuación diferencial estocástica ordinaria de tercer orden para
la posición de la part́ıcula, conocida en el contexto de la EDE como ecuación de Braffort-
Marshall [30], que puede ser descompuesta en el siguiente sistema de dos ecuaciones
diferenciales para la posición r y el momento lineal p de la part́ıcula cargada:

m
dr

dt
= p;

dp

dt
= F(r) +mτ

d3r

dt3
+ qeE(t). (2.4)

las cuales son ecuaciones diferenciales de primer orden y se hallan acopladas entre śı.

2.2. La ecuación generalizada de Fokker-Planck

Paralelamente a la descripción expuesta en la ecuación (2.4), puede estudiarse el presente
problema mediante la introducción de la función R, que denota la densidad de probabi-
lidad en el espacio fase de la part́ıcula cargada. La densidad de probabilidad R satisface
para cada realización del campo, que se supone esencialmente inalterado [32], la ecuación
de continuidad dada por

∂R
∂t

+
∂

∂rj
ṙjR+

∂

∂pj
ṗjR = 0, (2.5)

donde rj y pj corresponden a las variables de la ecuación (2.4), y además se ha utilizado
la convención indicial de Einstein [16, 31]. Expĺıcitamente se tiene que la ecuación (2.5)
se expresa en términos de la ecuación (2.3) como

∂R
∂t

+
∂

∂rj
ṙjR+

∂

∂pj
(Fj +mτ

...
r j)R = −qe

∂

∂pj
Ej(t)R. (2.6)

Las ecuaciones (2.5) y (2.6) representan generalizaciones de la ecuación de Fokker-Planck,
como se apreciará más adelante. En mecánica estad́ıstica, se conoce como ecuación de
Fokker-Planck, o de Kolmogorov [89], a la ecuación diferencial de segundo orden que
describe la evolución de la densidad de probabilidad de una part́ıcula sujeta a fuerzas de
difusión y deriva, representadas, según el teorema de Pawula [83], por un ruido blanco, es
decir, por un ruido incorrelacionado y con un espectro de potencias constante [32, 87].

La estocasticidad del campo eléctrico es transmitida a la variable R a través de las
variables rj y pj, de tal manera que la densidad de probabilidad vaŕıa con cada realización
del campo, es decir, la ecuación (2.6) puede describir de manera detallada el movimiento
de la part́ıcula para una realización dada del campo [32]. Sin embargo, las condiciones
espećıficas de cada realización del campo son, en general, desconocidas, de forma que una
trayectoria particular de la ecuación (2.3) no brinda información sobre el comportamiento
global de la part́ıcula. Por lo anterior, resulta necesario hacer una descripción reducida
de un ensamble de sistemas similares que considere todas las realizaciones posibles dadas
las condiciones del problema [16, 31]. Para lograr esto, se define la función Q(r,p, t), que
representa el promedio de la densidad de probabilidad sobre todas las realizaciones del
campo, es decir,
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Q(r,p, t) ≡ R(r,p, t). (2.7)

La densidad de probabilidad promedio Q aporta información de cómo las part́ıculas del
ensamble estad́ıstico están distribuidas en la vecindad de un punto (r,p) para todo tiem-
po t [89]. Aśı, toda referencia a la realización espećıfica del campo está ausente en la
descripción estad́ıstica proporcionada por Q.

Para construir la ecuación de evolución de Q se puede proceder mediante el llamado
método de suavizado, conocido en inglés como smoothing method [16, 31, 32]. Si se define
un operador de suavizado P̂s, como aquel que actúa sobre una función fase ξ(r,p, t) dando
su promedio local, en el espacio fase, sobre todas las realizaciones [32],

P̂sξ = ξ, (2.8)

entonces la función ξ puede ser expresada, en términos de dicho operador, como

ξ = ξ + δξ = ξ + (Î− P̂s)ξ, (2.9)

donde δξ denota la componente aleatoria de la función ξ. Aśı, la ecuación (2.9) representa
una descomposición de ξ en su valor medio ξ más su parte fluctuante. Adicionalmente,
es notable que P̂ 2

s ξ = P̂sξ = ξ = P̂sξ, de tal forma que P̂s es un operador de proyección
idempotente. Al aplicar el operador de suavizado sobre la densidad de probabilidad se
obtiene la densidad de probabilidad promedio,

P̂sR = Q, (2.10)

de tal forma que la densidad de probabilidad puede ser descompuesta como

R = Q+ δQ, (2.11)

donde δQ = (Î− P̂s)R. Al sustituir la ecuación (2.11) en (2.6) se llega a que

∂

∂t
(Q+ δQ) + L̂(Q+ δQ) = −qe

∂

∂pj
Ej(Q+ δQ), (2.12)

donde se ha definido el operador L̂ como el operador no aleatorio de Liouville para la
part́ıcula [16, 31], que en este caso incluye el término de reacción radiativa, como

L̂ ≡ 1

m

∂

∂rj
pj +

∂

∂pj
(Fj +mτ

...
r j). (2.13)

La ecuación (2.12) puede ser descompuesta en sus partes no estocástica y fluctuante
al aplicarle los proyectores P̂s y (Î − P̂s) respectivamente; y al usar el resultado de la
ecuación (1.2), P̂sEj = 0, obteniéndose que:(

∂

∂t
+ L̂

)
Q = −qe

∂

∂pj
P̂sEjδQ; (2.14)
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∂

∂t
+ L̂

)
δQ = −qe

∂

∂pj
EjQ− qe

∂

∂pj
(Î− P̂s)EjδQ. (2.15)

Al definir el operador Ĝ ≡ (∂/∂t + L̂)−1, que corresponde a la función de Green del
operador diferencial (∂/∂t+ L̂), tal que dada una función fase ξ(r,p, t) se obtenga que

Ĝξ(r,p, t) =

∫ t

−∞
e−L̂(t−t′)ξ(r,p, t′)dt′, (2.16)

[16, 31], donde el operador diferencial eL̂(t−t′) actúa sobre todas las variables a su derecha,
propagándolas de r(t′) y p(t′) hacia r(t) y p(t) respectivamente [32], con t′ < t, siguiendo
un camino totalmente determinista, se tiene, aplicándolo a la ecuación (2.15), que

δQ = −qeĜ
∂

∂pj
EjQ− qeĜ

∂

∂pj
(Î− P̂s)EjδQ,

o equivalentemente [
Î + qeĜ

∂

∂pj
(Î− P̂s)Ej

]
δQ = −qeĜ

∂

∂pj
EjQ. (2.17)

Al aplicar el operador inverso de la expresión entre paréntesis cuadrados sobre la ecuación
anterior, se arriba a una expresión para la parte fluctuante de la función R,

δQ = −qe
[
Î + qeĜ

∂

∂pk
(Î− P̂s)Ek

]−1

Ĝ ∂

∂pj
EjQ, (2.18)

de tal forma que al sustituir esta última expresión en la ecuación (2.14), se llega a que(
∂

∂t
+ L̂

)
Q = q2

e

∂

∂pj
P̂sEj

[
Î + qeĜ

∂

∂pk
(Î− P̂s)Ek

]−1

Ĝ ∂

∂pl
ElQ. (2.19)

La ecuación (2.19) es la ley de evolución de la variable promedio Q. Sin embargo, la
forma en la que depende del campo eléctrico y del operador Ĝ no la hace práctica a la hora
de utilizarla. Una forma más manejable de esta expresión puede obtenerse recordando el
desarrollo de Taylor de x−1 dado por Σ∞n=0(1 − x)n [2], es decir, mediante un desarrollo
en serie de potencias del operador entre paréntesis cuadrados [26], tal que(

∂

∂t
+ L̂

)
Q = q2

e

∂

∂pj
P̂sEj

∞∑
n=0

[
−qeĜ

∂

∂pk
(Î− P̂s)Ek

]n
Ĝ ∂

∂pl
ElQ

= −qe
∂

∂pj
P̂sEj

∞∑
n=0

[
−qeĜ

∂

∂pk
(Î− P̂s)Ek

]n(
−qeĜ

∂

∂pl
(Î− P̂s)ElQ

)
= −qe

∂

∂pj
P̂sEj

∞∑
n=0

[
−qeĜ

∂

∂pk
(Î− P̂s)Ek

]n+1

Q

= −qe
∂

∂pj
P̂sEj

∞∑
n=1

[
−qeĜ

∂

∂pk
(Î− P̂s)Ek

]n
Q.

(2.20)
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Para simplificar aún más la ecuación (2.20) deben tomarse en cuenta algunas propiedades
estad́ısticas del CPC. Primeramente, se tiene que las variables canónicas del campo poseen
distribuciones simétricas y centradas en cero, de tal forma que, de la ecuación (1.67), se
obtiene que el promedio del producto de un número impar de factores se anula [26],

P̂sEj(t1)Ej(t2) · · ·Ej(t2n+1)P̂sζ = 0. (2.21)

Adicionalmente, si se supone que las distribuciones son gaussianas, ecuaciones (1.63) y
(1.64), se tiene que el promedio del producto de un número par de factores es de la
siguiente forma,

P̂sEj(t1)Ej(t2) · · ·Ej(t2n)P̂sζ =
∑
pares

Ej(tn)Ej(tn′) · · ·Ej(tn′′)Ej(tn′′′) ζ, (2.22)

donde la suma se realiza sobre todos los pares de factores diferentes [26]. Del resultado
expuesto en la ecuación (2.21) es notable que todos los términos de la última igualdad de
la ecuación (2.20) con n par son nulos, de tal forma que(

∂

∂t
+ L̂

)
Q = qe

∂

∂pj
P̂sEj

∞∑
n=0

[
qeĜ

∂

∂pk
(Î− P̂s)Ek

]2n+1

Q,

que es equivalente a(
∂

∂t
+ L̂

)
Q = q2

e

∂

∂pj
P̂sEjĜ

∂

∂pk
Ek

∞∑
n=0

[
qeĜ

∂

∂pl
(Î− P̂s)El

]2n

Q. (2.23)

Si se define el operador integrodiferencial de difusión D̂j(t) como

D̂j(t) ≡ P̂sEj(t)Ĝ
∂

∂pk
Ek(t)

∞∑
n=0

[
qeĜ

∂

∂pl
(Î− P̂s)El(t)

]2n

, (2.24)

[16], se llega a que la ecuación que describe la evolución de la densidad de probabilidad
promedio Q de la part́ıcula es

∂Q
∂t

+ L̂Q = q2
e

∂

∂pj
D̂j(t)Q. (2.25)

La ecuación (2.25) es una ecuación integrodiferencial, es decir, una ecuación diferencial de
orden infinito [32], que por la forma del espectro de potencias del CPC, ecuaciones (1.54) y
(C.29), involucra un ruido altamente coloreado, Π0(ω) ∝ ω3, tal que no corresponde, como
se mencionó al inicio de la presente sección, a una verdadera ecuación de Fokker-Planck,
sino a una generalización no markoviana de esta, ya que la derivada temporal de la variable
Q involucra sus valores previos debido a su dependencia del operador Ĝ [26], ecuación
(2.16), siendo precisamente esta memoria responsable de buena parte de su complejidad
[32]. El número infinito de términos presentes, provenientes del operador de difusión, en
la ecuación (2.25) representan el efecto promedio de las múltiples dispersiones causadas
por el CPC a la carga, es decir, representan las correcciones radiativas, no relativistas y
de todos los órdenes, a la dinámica de la part́ıcula [26].
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2.2.1. La aproximación markoviana

Cuando la part́ıcula cargada y el campo de radiación comienzan a interactuar, se da un
proceso irreversible de intercambio de enerǵıa y momento durante el cual el campo tiene
un efecto aleatorizador y disipador en la dinámica de la part́ıcula [16], causado por los
modos de frecuencia más alta del campo E(t) en la ecuación (2.3) [32]. Sin embargo, es
posible explorar la solución de la ecuación (2.25) en el ĺımite temporal asintótico cuando
dicho intercambio es reversible, y es aplicable la aproximación markoviana [32].

Primeramente, puede aproximarse la ecuación (2.25) a primer orden en q2
e mediante la

restricción de la suma infinita existente en el operador de difusión a únicamente su primer
sumando. En este sentido, para n = 0, se tiene de la ecuación (2.24) que el operador D̂j(t)
se reduce a

D̂j(t)Q ≈ P̂sEj(t)Ĝ
∂

∂pk
Ek(t)Q = P̂sEj(t)

∫ t

−∞
e−L̂(t−t′) ∂

∂pk
(Ek(t

′)Q(t′))dt′, (2.26)

donde se ha aplicado expĺıcitamente el operador Ĝ, ecuación (2.16). El campo eléctrico
no depende del momento debido a la aproximación de longitud de onda larga, ecuación
(2.3), de forma que el operador de difusión puede rescribirse utilizando el resultado (2.22)
y el hecho de que Q y L̂ son no fluctuantes, como

D̂j(t)Q =

∫ t

−∞
Ej(t)Ek(t′)e

−L̂(t−t′)∂Q(t′)

∂pk
dt′. (2.27)

Como se mencionó antes, el operador eL̂(t−t′) constituye un operador de evolución, de
forma que puede establecerse la siguiente ley de evolución

Q(t) = e−L̂(t−t′)Q(t′), (2.28)

utilizando esta última ecuación y el operador identidad, dado por Î = eL̂(t−t′)e−L̂(t−t′) [32],
se obtiene que parte del integrando de la ecuación (2.27) puede expresarse como

e−L̂(t−t′)∂Q(t′)

∂pk
=

(
e−L̂(t−t′) ∂

∂pk
eL̂(t−t′)

)(
e−L̂(t−t′)Q(t′)

)
=
∂Q(t)

∂p′k
, (2.29)

donde pk(t
′) ≡ p′k, recordando que pk(t

′) evoluciona a pk(t) de manera determinista.
Sustituyendo la igualdad anterior en la ecuación (2.27), se llega a que el operador de
difusión, en esta aproximación, es

D̂j(t)Q =

∫ t

−∞
Ej(t)Ek(t′)

∂Q(t)

∂p′k
dt′. (2.30)

La ecuación (1.55) expresa la correlación entre dos componentes del campo eléctrico
para tiempos diferentes, tal que esta correlación a dos puntos puede expresarse como

Ej(t)Ek(t′) =
δjk

4πε0

∫ ∞
0

Π0(ω) cos(ω(t− t′))dω =
δjk$(t− t′)

4πε0
, (2.31)
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donde se ha definido la función $ como

$(ξ) ≡
∫ ∞

0

Π0(ω) cos(ωξ)dω. (2.32)

Al sustituir la segunda igualdad de la ecuación (2.31) en (2.30) se tiene que

D̂j(t)Q =
δjk

4πε0

∫ t

−∞
$(t− t′)∂Q(t)

∂p′k
dt′ =

1

4πε0

∫ t

−∞
$(t− t′)∂Q(t)

∂p′j
dt′. (2.33)

Por medio de la regla de la cadena, puede arribarse a una expresión para la derivada de
la densidad de probabilidad promedio con respecto a pj(t

′) en términos de las variables
canónicas evaluadas en el tiempo t, dada por

∂Q(r,p, t)

∂p′j
=
∂pk
∂p′j

∂Q
∂pk

+
∂rk
∂p′j

∂Q
∂rk

. (2.34)

Sustituyendo dicha expresión en la segunda igualdad obtenida en la ecuación (2.33), se
arriba a que

D̂j(t)Q =

(
1

4πε0

∫ t

−∞
$(t− t′)∂pk

∂p′j
dt′
)
∂Q
∂pk

+

(
1

4πε0

∫ t

−∞
$(t− t′)∂rk

∂p′j
dt′
)
∂Q
∂rk

. (2.35)

Si se definen los coeficientes de difusión como:

Dppjk(t) ≡ q2
e

4πε0

∫ t

−∞
$(t− t′)∂pk

∂p′j
dt′, (2.36)

Dprjk(t) ≡
q2
e

4πε0

∫ t

−∞
$(t− t′)∂rk

∂p′j
dt′, (2.37)

[18, 32], se obtiene que el operador de difusión puede aproximarse, en el ĺımite markoviano
de la teoŕıa, en términos de dichos coeficientes de la siguiente forma

q2
eD̂j(t) ≈ D

pp
jk(t)

∂

∂pk
+Dprjk(t)

∂

∂qk
. (2.38)

Al sustituir la aproximación markoviana del operador de difusión en la ecuación (2.25)
se llega a que la ecuación de evolución de Q en este ĺımite se reduce a

∂Q
∂t

+
1

m

∂

∂rj
pjQ+

∂

∂pj
(Fj +mτ

...
r j)Q =

∂

∂pj
Dppjk

∂Q
∂pk

+
∂

∂pj
Dprjk

∂Q
∂rk

. (2.39)

Aśı, se tiene que en esta aproximación markoviana la ecuación generalizada de Fokker-
Planck ha “olvidado” todos los valores de la función Q a lo largo de su pasado, y por
tanto se ha reducido a una ecuación diferencial de segundo orden, convirtiéndose en una
ecuación de Fokker-Planck auténtica.
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2.2.2. Relaciones entre los valores medios

La ecuación (2.25) contiene toda la información estad́ıstica de la dinámica de la part́ıcula,
parte de la cual puede ser extráıda en términos de valores medios. El promedio de una
función fase ξ(r,p, t) sobre el espacio fase se define como la integral de dicha función, pe-
sada por la función de densidad de probabilidad promedio, sobre un elemento de volumen
fase [87], es decir,

〈ξ〉 ≡
∫
ξ(r,p, t)Qd3rd3p. (2.40)

Para el caso particular en el que la función fase no depende expĺıcitamente del tiempo, se
tiene que la derivada del promedio fase de ξ(r,p) se puede expresar como

d〈ξ〉
dt

=

∫
ξ(r,p)

∂Q
∂t
d3rd3p. (2.41)

Si se multiplica por la izquierda la ecuación (2.25) por la función fase ξ(r,p) y se integra
toda la ecuación sobre el espacio fase, se tiene que∫

ξ
∂Q
∂t
d3rd3p =

∫
ξ
∂(q2

eD̂j − Fj −mτ
...
r j)Q

∂pj
d3rd3p−

∫
ξ
∂ṙjQ
∂rj

d3rd3p. (2.42)

Al integrar por partes el lado derecho de la ecuación anterior, la primera integral con
respecto al momento y la segunda con respecto a la posición, suponiendo que la función
ξ es nula en la superficie en el infinito [32] y utilizando la ecuación (2.41), se obtiene que

d〈ξ〉
dt

=

〈
ṙj
∂ξ

∂rj

〉
+

〈
Fj

∂ξ

∂pj

〉
+mτ

〈
...
r j

∂ξ

∂pj

〉
− q2

e

〈
∂ξ

∂pj
D̂j
〉
. (2.43)

La ecuación (2.43) puede revelar de forma más clara su contenido, si se expresa como

d〈ξ〉
dt

=

〈
dξ

dt

〉
NR

+mτ

〈
...
r j

∂ξ

∂pj

〉
− q2

e

〈
∂ξ

∂pj
D̂j
〉
. (2.44)

El primer término del lado derecho de la última igualdad, definido como〈
dξ

dt

〉
NR

≡
〈
ṙj
∂ξ

∂rj

〉
+

〈
Fj

∂ξ

∂pj

〉
, (2.45)

representa las contribuciones no radiativas a d〈ξ〉/dt, en contraste con los dos últimos
términos de la ecuación (2.43) que generan la reacción radiativa y la fluctuaciones del
campo respectivamente [32]. Es notable que dichos términos dan origen a las contribucio-
nes radiativas solo si la función ξ depende del momento. Si por el contrario se tiene que
ξ = ξ(r), se tiene que la ecuación (2.44) se reduce a

d〈ξ〉
dt

=

〈
dξ

dt

〉
NR

. (2.46)
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Para ilustrar lo anterior, puede tomarse como ejemplo que ξ = rj, rjrk, de tal manera que
se obtenga, respectivamente:

d〈rj〉
dt

=

〈
ṙk
∂rj
∂rk

〉
=

1

m
〈pj〉; (2.47)

d〈rjrk〉
dt

=

〈
ṙlrk

∂rj
∂rl

+ ṙlrj
∂rk
∂rl

〉
=

1

m
〈pjrk + pkrj〉 . (2.48)

La información expuesta en las ecuaciones (2.47) y (2.48), tomándose además en la última
ecuación que j = k, puede expresarse en forma vectorial como:

m
d〈r〉
dt

= 〈p〉; (2.49)

m

2

d〈r · r〉
dt

=
m

2

d〈r2〉
dt

= 〈r · p〉 . (2.50)

Los efectos causados por los términos radiativos sobre la dinámica promedio de la
part́ıcula pueden apreciarse al tomar, en la ecuación (2.44), ξ = pj, rjpk, pjpk respectiva-
mente, de tal forma que se arribe a las siguientes ecuaciones:

d〈pj〉
dt

= 〈Fj〉+mτ 〈...r j〉 − q2
e〈D̂j〉; (2.51)

d〈rjpk〉
dt

=

〈
1

m
pjpk + rjFk

〉
+mτ 〈rj

...
r k〉 − q2

e〈rjD̂k〉; (2.52)

d〈pjpk〉
dt

= 〈pjFk + pkFj〉+mτ 〈pj
...
r k + pk

...
r j〉 − q2

e〈pjD̂k + pkD̂j〉. (2.53)

La ecuación (2.51) exhibe al término −q2
e〈D̂j〉 como una fuerza media efectiva debida a

la difusión, análoga a la fuerza osmótica en el caso del movimiento browniano [32]. Por
otro lado, al sumarle su parte antisimétrica a la ecuación (2.52), esta puede expresarse
vectorialmente como

d〈L〉
dt

= 〈N〉+mτ 〈r× ...
r 〉 − q2

e

〈
r× D̂

〉
, (2.54)

donde se han definido los vectores L como el momento angular de la part́ıcula y N
como la torca generada por la fuerza externa F sobre dicha part́ıcula. La ecuación (2.54)
muestra que el cambio en el promedio del momento angular depende, además de la fuerza
externa, de la interacción de la part́ıcula con el CPC. Alternativamente, si se toma la
forma simétrica de la ecuación (2.52), j = k, se obtiene en notación vectorial que

d〈r · p〉
dt

=
1

m
〈p2〉+ 〈r · F〉+mτ 〈r · ...r 〉 − q2

e

〈
r · D̂

〉
. (2.55)
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De manera similar a la última ecuación, si se toma la forma simétrica de la ecuación
(2.53), entonces se llega a que

1

2m

d〈p2〉
dt

=
1

m
〈p · F〉+ τ 〈p · ...r 〉 − q2

e

m

〈
p · D̂

〉
. (2.56)

Si se tiene que la función hamiltoniana del sistema es de la forma

H =
p2

2m
+ V(r), (2.57)

y se nota que, a través de la aplicación de la regla de la cadena, el primer término a la
derecha de la ecuación (2.56) puede ser expresado alternativamente como

1

m
〈p · F(r)〉 = −

〈
dr

dt
· ∂V(r)

∂r

〉
= −

〈
dV(r)

dt

〉
, (2.58)

puede rescribirse dicha ecuación, en términos del promedio fase de la función hamiltoniana,
como

d〈H〉
dt

= τ 〈p · ...r 〉 − q2
e

m

〈
p · D̂

〉
. (2.59)

La ecuación (2.59) muestra que el cambio en la enerǵıa media del sistema está regido
únicamente por los términos radiativos. De manera general, si ξ = C(r,p) representa una
integral de movimiento del problema no radiativo, se tiene que la ecuación (2.45) es nula,
y que por tanto el valor promedio de C es

d〈C〉
dt

= mτ

〈
...
r j
∂C

∂pj

〉
− q2

e

〈
∂C

∂pj
D̂j
〉
. (2.60)

De las ecuaciones obtenidas anteriormente, de (2.47) a (2.60), pueden deducirse ex-
presiones para los valores promedio de las variables dinámicas del sistema en el régimen
en el que 〈ξ〉 adquiere un valor constante, es decir, cuando d〈ξ〉/dt = 0. Esto ocurre, en
particular, en situaciones estacionarias [32], en las cuales se tiene de las ecuaciones (2.49)
y (2.50) que:

〈p〉 = 0, 〈r · p〉 = 0, (2.61)

es decir, la nulidad del promedio del momento, y la inexistencia de correlación entre la
posición y el momento de la part́ıcula al menos a primer orden. Aśı mismo, se obtiene de
la forma vectorial de la ecuación (2.51) que en este régimen se cumple que

〈F〉 = q2
e

〈
D̂
〉
−mτ 〈...r 〉 . (2.62)

La ecuación anterior implica que, cuando el promedio del momento deja de variar en el
tiempo, la fuerza externa es compensada por los efectos radiativos, en promedio. Análo-
gamente, se arriba a que, para el caso estacionario, la ecuación (2.55) implica que

1

2m
〈p2〉+

1

2
〈r · F〉+

mτ

2
〈r · ...r 〉 − q2

e

2

〈
r · D̂

〉
= 0. (2.63)
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En la aproximación no radiativa, la ecuación anterior representa el teorema del virial
[52, 69], con promedios fase en lugar de promedios temporales. Por ello, dicha ecuación
puede entenderse como una generalización del teorema del virial, tal que el valor medio
de la enerǵıa cinética tiene correcciones radiativas dadas por

〈δK〉 =
q2
e

2

〈
r · D̂

〉
− mτ

2
〈r · ...r 〉 . (2.64)

La ecuación (2.59) muestra que cuando se cumple que

τ 〈p · ...r 〉 =
q2
e

m

〈
p · D̂

〉
; (2.65)

se tiene que la función hamiltoniana deja de variar con respecto al tiempo, convirtiéndose
de esta forma en una constante de movimiento del subsistema mecánico. La ecuación
(2.65) representa el balance energético existente entre la potencia promedio cedida por la
part́ıcula al campo, debido a la reacción radiativa a lo largo de su trayectoria, y la potencia
media ganada por dicha part́ıcula al campo de fondo, almacenada en las fluctuaciones de
momento [18, 27, 32].

Una forma alternativa de la última ecuación puede ser deducida en términos de ex-
presiones de las variables estocásticas al multiplicar escalarmente la segunda ecuación de
la expresión (2.4) por p, de tal manera que se obtenga que

p · ṗ = p · F +mτp · ...r + qep · E(t); (2.66)

al usar la regla de derivación de un producto de vectores, 2(H·Ḣ) = d(H·H)/dt = dH2/dt,
dividir entre la masa de la part́ıcula, aplicar la regla de la cadena y emplear la expresión
(2.57), se tiene que la última ecuación es equivalente a

dH
dt

=
1

2m

dp2

dt
+
dV(r)

dt
= τp · ...r +

qe
m

p · E(t). (2.67)

Es notable que el primer término de la última igualdad de la ecuación (2.67) puede ser
descompuesto, utilizando la primera ecuación de la expresión (2.4) y la regla de derivación
de un producto escalar entre vectores, como

τp · ...r =
τ

m
p · p̈ =

τ

m

d

dt
(p · ṗ)− τ

m
ṗ2 =

τ

2m

d2p2

dt2
−mτr̈2, (2.68)

tal que, al sustituir la última igualdad de la ecuación (2.68) en (2.67), se llega a

dHR

dt
= −mτr̈2 +

qe
m

p · E(t), (2.69)

donde se ha definido HR como la función hamiltoniana mecánica H más una corrección
radiativa,
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HR ≡
1

2m
p2 − τ

2m

dp2

dt
+ V(r). (2.70)

Es preciso notar que los primeros dos términos del lado derecho de la ecuación (2.70)
corresponden a un desarrollo de Taylor de la función p2 alrededor de τ = 0, de tal manera
que el hamiltoniano radiativo puede ser rescrito como

HR =
1

2m
p2(t− τ) + V(r). (2.71)

Al igual que la solución no fugaz de la ecuación de Abraham-Lorentz, dada en la expre-
sión (G.26), la última ecuación predice comportamientos preacelerados [32]. Sin embargo,
como se menciona en el apéndice G, este comportamiento acausal es consecuencia de las
aproximaciones hechas a la teoŕıa con el fin de obtener la ecuación de Abraham-Lorentz
[14]. Aśı, con base en la discusión hecha en dicho apéndice, se puede tomar HR ≈ H
tal que se recupere la causalidad del presente desarrollo, siendo lo anterior válido por la
magnitud despreciable de la preaceleración, y el hecho de que el promedio de la magnitud
p · ṗ es nulo para movimientos periódicos [32, 69, 71].

Al promediar sobre todas las realizaciones del campo eléctrico, partiendo de la ecuación
(2.69), con H independiente del tiempo, se arriba a que

mτr̈2 =
qe
m

p · E. (2.72)

La ecuación (2.72), que posee la misma información f́ısica que (2.65), muestra de manera
expĺıcita que es a través de las fluctuaciones del momento como el campo de radiación de
punto cero cede su enerǵıa a la part́ıcula.

Finalmente, partiendo del promedio fase de la ecuación (2.39), integrándola por partes
dos veces consecutivas y utilizando la definición expresada en la ecuación (2.45), puede
deducirse una expresión para d〈ξ〉/dt en el ĺımite markoviano de la teoŕıa, obteniéndose
que esta es igual a

d〈ξ〉
dt

=

〈
dξ

dt

〉
NR

+mτ

〈
...
r j

∂ξ

∂pj

〉
+

〈
Dppjk

∂2ξ

∂pj∂pk

〉
+

〈
Dprjk

∂2ξ

∂pj∂rk

〉
+

〈
∂ξ

∂pj

(
∂Dppjk
∂pk

+
∂Dprjk
∂rk

)〉
. (2.73)

Puede demostrarse, como se hará al final de la subsección 2.4.4, que esta ecuación se
reduce, en el ĺımite markoviano, a la siguiente expresión

d〈ξ〉
dt

=

〈
dξ

dt

〉
NR

+mτ

〈
...
r j

∂ξ

∂pj

〉
+

〈
Dppjk

∂2ξ

∂pj∂pk

〉
+

〈
Dprjk

∂2ξ

∂pj∂rk

〉
, (2.74)

ya que el valor medio que involucra la suma de las derivadas de los coeficientes de difusión
en la ecuación (2.73) es idénticamente cero [32].
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2.3. Transición al espacio de configuración

La mecánica cuántica actual usualmente se desarrolla en términos de funciones de onda
descritas en el espacio de configuración [25, 75]. Por ello es importante, con el fin de
establecer contacto entre los desarrollos hechos hasta ahora y la mecánica cuántica, reducir
la descripción hecha en el espacio fase a un problema en el espacio de configuración de la
part́ıcula. Para realizar dicha transición al espacio de configuración, se define la función
caracteŕıstica Q̃ como la transformada de Fourier de Q [2],

F [Q](r, z, t) ≡ Q̃(r, z, t) =

∫
Q(r,p, t)eip·zd3p. (2.75)

Adicionalmente, el término de reacción radiativa mτ
...
r puede ser aproximado al orden

más bajo en τ , o equivalentemente en q2
e , al hacer un desarrollo en serie de potencias de

la fuerza externa en la solución no fugaz de la ecuación de Abraham-Lorentz alrededor de
τξ = 0 [59, 78], como se muestra en la ecuación (G.28), de tal forma que tenga que

mτ
...
r j ≈ τ

dFj
dt

, (2.76)

de manera que el término de reacción radiativa puede expresarse alternativamente, utili-
zando la regla de la cadena, como

τ
dFj
dt

= τ
∂Fj
∂rk

drk
dt

=
τ

m

∂Fj
∂rk

pk. (2.77)

Esta aproximación es válida en el ĺımite temporal asintótico no radiativo [32], es decir, en
un proceso markoviano no radiativo. Sustituyendo las expresiones (2.76) y (2.77) en (2.39)
y obteniendo la transformada de Fourier de esta última ecuación, mediante la realización
de algunas integraciones por partes, se llega a que en el ĺımite markoviano se cumple que

∂Q̃
∂t
− i

m

∂2Q̃
∂rj∂zj

− izjFjQ̃ −
τ

m
zj
∂Fj
∂rk

∂Q̃
∂zk

= −izjF
[
Dppjk

∂Q
∂pk

]
− izjF

[
Dprjk

∂Q
∂rk

]
. (2.78)

Por otro lado, se define la densidad de probabilidad ρ(r, t) en el espacio de configuración
como la siguiente probabilidad marginal,

ρ(r, t) ≡
∫
Q(r,p, t)d3p = Q̃(r, 0, t). (2.79)

Adicionalmente, se define el promedio local de una función genérica ξ(r,p, t) como la
expresión siguiente

〈ξ〉r ≡
1

ρ

∫
ξ(r,p, t)Qd3p. (2.80)
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Es importante notar que 〈ξ〉r representa una cantidad parcialmente promediada ya que
esta continúa dependiendo del vector posición, de ah́ı el adjetivo de local. El promedio
total de la función ξ, ecuación (2.40), está dado en términos de 〈ξ〉r por

〈ξ〉 =

∫
〈ξ〉r ρd3r. (2.81)

La función caracteŕıstica Q̃ es también llamada función generadora de momentos, ya que
es posible deducir todos los momentos locales de pj a partir de ella [82]. Por ejemplo, el
promedio local de prjp

s
kp
t
l es [32]:

〈
prjp

s
kp
t
l

〉
r

=
1

ρ

∫
prjp

s
kp
t
lQd3p = (−i)r+s+t

(
1

Q̃
∂r+s+tQ̃
∂ztl∂z

s
k∂z

r
j

)∣∣∣
z=0

. (2.82)

Para realizar la transición al espacio de configuración, se realiza un desarrollo en serie
de potencias del término eip·z en la ecuación (2.78) alrededor de z = 0 [16, 26, 31], de tal
manera que se obtenga que

∂

∂t

(∫
Qd3p+ izk

∫
Qpkd3p− zkzl

2

∫
Qpkpld3p

)
+

1

m

∂

∂rj

(∫
Qpjd3p+ izk

∫
Qpjpkd3p

)
− zkzl

2m

∂

∂rj

∫
Qpjpkpld3p

− izjFj
∫
Qd3p+ zjzkFj

∫
Qpkd3p− iτzj

m

∂Fj
∂rk

∫
Qpkd3p

+
τzjzl
m

∂Fj
∂rk

∫
Qpkpld3p+ izj

(
F
[
Dppjk

∂Q
∂pk

]
+ F

[
Dprjk

∂Q
∂rk

]) ∣∣∣
z=0

− zjzl
(
F
[
plDppjk

∂Q
∂pk

]
+ F

[
plDprjk

∂Q
∂rk

]) ∣∣∣
z=0

+O(z3) = 0. (2.83)

La ecuación anterior puede expresarse en términos de los promedios locales del momento,
a partir de la definición expresada en la ecuación (2.80), como

∂ρ

∂t
+ izk

∂ρ〈pk〉r
∂t

− zkzl
2

∂ρ〈pkpl〉r
∂t

+
1

m

∂ρ〈pj〉r
∂rj

+
izk
m

∂ρ〈pjpk〉r
∂rj

− zkzl
2m

∂ρ〈pjpkpl〉r
∂rj

− izjFjρ+ zjzkFjρ〈pk〉r −
iτzj
m

∂Fj
∂rk

ρ〈pk〉r

+
τzjzl
m

∂Fj
∂rk

ρ〈pkpl〉r + izj

(
F
[
Dppjk

∂Q
∂pk

]
+ F

[
Dprjk

∂Q
∂rk

]) ∣∣∣
z=0

− zjzl
(
F
[
plDppjk

∂Q
∂pk

]
+ F

[
plDprjk

∂Q
∂rk

]) ∣∣∣
z=0

+O(z3) = 0. (2.84)
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Aśı, por ejemplo, las primeras tres ecuaciones que pueden obtenerse de la expresión an-
terior, para los términos independientes, lineales y cuadráticos en las componentes de z,
son las siguientes:

∂ρ

∂t
+

1

m

∂ρ〈pj〉r
∂rj

= 0; (2.85)

∂ρ〈pj〉r
∂t

+
1

m

∂ρ〈pjpk〉r
∂rk

− Fjρ−
τ

m

∂Fj
∂rk

ρ〈pk〉r

= −
(
F
[
Dppjk

∂Q
∂pk

]
+ F

[
Dprjk

∂Q
∂rk

]) ∣∣∣
z=0

; (2.86)

∂ρ〈pjpk〉r
∂t

+
1

m

∂ρ〈pjpkpl〉r
∂rl

− (Fj〈pk〉r + Fk〈pj〉r)ρ+
2τ

m

[
∂Fj
∂rl
〈pkpl〉r +

∂Fk
∂rl
〈pjpl〉r

]
ρ

=

(
F
[
pkDppjl

∂Q
∂pl

]
+ F

[
pjDppkl

∂Q
∂pl

]
+ F

[
pkDprjl

∂Q
∂rl

]
+ F

[
pjDprkl

∂Q
∂rl

]) ∣∣∣
z=0

. (2.87)

La ecuación (2.85) está acoplada con (2.86) a través del primer momento de p, de la
misma forma, las ecuaciones (2.86) y (2.87) están relacionadas v́ıa el segundo momento
de p, y aśı sucesivamente para el resto de las ecuaciones que pueden ser obtenidas para
cada potencia de z en el desarrollo de la ecuación (2.78). En ese sentido, las ecuaciones
(2.85), (2.86) y (2.87) son los tres primeros términos de un conjunto infinito de ecuaciones
no lineales acopladas entre śı [16, 31].

La ecuación (2.85) es una ecuación de continuidad en el espacio de configuración que
describe la transferencia de materia [48, 57, 68]. Al definir la densidad local de corriente
J(r, t) como ρ〈p〉r/m y la velocidad de flujo como

v(r, t) ≡ J(r, t)

ρ(r, t)
=

1

m
〈p〉r, (2.88)

[32], se tiene que la ecuación (2.85) es equivalente a

∂ρ

∂t
+
∂Jj
∂rj

= 0. (2.89)

El vector v(r, t) representa una velocidad media local que describe un promedio sobre un
subensamble de part́ıculas, que para un tiempo t dado están localizadas en la vecindad
de r y se mueven con velocidad p/m [32].

La ecuación (2.86), por otro lado, describe la transferencia de momento lineal local, o
equivalentemente, la evolución del vector de densidad local de corriente [16, 31], ya que
al sustituir la definición de este último y al definir el tensor de densidad local de flujo de
momento lineal como Θjk ≡ ρ〈pjpk〉r/m2 [68], se observa que

∂Jj
∂t

+
∂Θjk

∂rk
=
ρFj
m

+
τJk
m

∂Fj
∂rk
− 1

m

(
F
[
Dppjk

∂Q
∂pk

]
+ F

[
Dprjk

∂Q
∂rk

]) ∣∣∣
z=0

. (2.90)
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La ecuación (2.87) describe, consecutivamente, el flujo medio local de enerǵıa [32].
Aśı, las ecuaciones para mayores potencias de z representan ecuaciones de transporte
adicionales, cada una conteniendo una nueva función local de la forma 〈pn〉r [26]. Es por
esto que la descripción en el espacio fase es equivalente a un conjunto infinito de ecuaciones
de transporte en el espacio de configuración. Sin embargo, para valores pequeños de z, la
ecuación (2.78) puede ser aproximada a primer orden, de tal modo que la descripción en
el espacio de configuración se reduzca únicamente a las ecuaciones (2.85) y (2.86) [16].

Los primeros dos momentos estad́ısticos del momento p pueden ser rescritos, en térmi-
nos de la función Q̃, a partir de la ecuación (2.82) como:

〈pj〉r = −i

(
1

Q̃
∂Q̃
∂zj

)∣∣∣
z=0

= −i

(
∂ ln Q̃
∂zj

)∣∣∣
z=0

; (2.91)

〈pjpk〉r =

(
1

Q̃
∂2Q̃
∂zk∂zj

)∣∣∣
z=0

= −

(
∂2 ln Q̃
∂zk∂zi

)∣∣∣
z=0

+ 〈pj〉r〈pk〉r. (2.92)

Al definir un nuevo conjunto de variables en términos de los vectores r y z como:

z+ ≡ r + ηz; (2.93)

z− ≡ r− ηz, (2.94)

y expresar la función Q̃ como el siguiente producto de funciones

Q̃(z+, z−, t) = ϕ+(z+, t)ϕ−(z−, t)χ(z+, z−, t), (2.95)

con η un parámetro real con dimensiones de acción, aún por determinar, y la función
χ(z+, z−, t) denotando las partes no factorizables en términos de z+ y z− de Q̃(z+, z−, t)
[16, 26, 31], se observa de la ecuación (2.75) que

Q̃∗(r, z, t) = Q̃(r,−z, t), (2.96)

de forma que:
ϕ+(z±, t) = ϕ∗−(z±, t); (2.97)

χ∗(z+, z−, t) = χ(z−, z+, t). (2.98)

Por la ecuación (2.97), se tiene que la función Q̃ puede ser expresada como

Q̃(z+, z−, t) = ϕ(z+, t)ϕ
∗(z−, t)χ(z+, z−, t), (2.99)

donde se ha expresado ϕ+ ≡ ϕ. Al expresar la densidad de probabilidad ρ en términos de
la función compleja ϕ y la función χ, se obtiene que

ρ(r, t) = Q̃(r, 0, t) = ϕ(r, t)ϕ∗(r, t)χ0(r, t), (2.100)
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donde se ha definido χ0(r, t) como la función evaluada χ(z+, z−, t)|z+=z− , una función real,
que puede ser considerada como una constante, al ceder sus posibles dependencias de la
posición y el tiempo a las funciones ϕ(r, t) y ϕ∗(r, t) [32]. Si en particular se toma que

χ0(r, t) = 1, (2.101)

se tiene, sin pérdida de generalidad, de la ecuación (2.100), que la densidad de probabilidad
se reduce a

ρ(r, t) = ϕ(r, t)ϕ∗(r, t). (2.102)

Con base en en las ecuaciones anteriores, de (2.93) a (2.102), se tiene, de los primeros
momentos estad́ısticos de p, ecuaciones (2.91) y (2.92), que

〈pj〉r = −iη ∂

∂rj
ln

(
ϕ(r, t)

ϕ∗(r, t)

)
+ gj, (2.103)

donde se definió la componente j-ésima de la función vectorial g como

gj ≡ iη

(
∂

∂z−j
− ∂

∂z+j

)
lnχ

∣∣∣
z+=z−

, (2.104)

y el elemento jk-ésimo de la dispersión del momento lineal � como

Γjk ≡ 〈pjpk〉r − 〈pj〉r〈pk〉r = −η2 ∂2

∂rk∂rj
ln ρ(r, t) + Σjk, (2.105)

con la entrada jk-ésima del tensor � dada por

Σjk = Σkj = η2

(
∂

∂z−k
− ∂

∂z+k

)(
∂

∂z+j

− ∂

∂z−j

)
lnχ

∣∣∣
z+=z−

. (2.106)

Puede observarse que las funciones g y � solo dependen de la parte no factorizable de Q̃,
es decir, están únicamente determinadas por la forma de la función χ(z+, z−, t).

Al sustituir las definiciones y resultados expuestos en las expresiones (2.88), (2.103)
y (2.105) en las ecuaciones (2.85) y (2.86), se obtiene que la descripción de la dinámica
de la part́ıcula en el espacio de configuración, hasta primer orden en z, está determinada
por las siguientes ecuaciones:

∂ρ

∂t
+
∂ρvj
∂rj

= 0; (2.107)

m
∂ρvj
∂t

+m
∂ρvjvk
∂rk

− η2

m

∂

∂rk

(
ρ

∂2

∂rj∂rk
ln ρ

)
+

1

m

∂Σjkρ

∂rk
− Fjρ

= τρvk
∂Fj
∂rk
−
(
F
[
Dppjk

∂Q
∂pk

]
+ F

[
Dprjk

∂Q
∂rk

]) ∣∣∣
z=0

. (2.108)
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Las ecuaciones anteriores pueden ser expresadas alternativamente, en notación vectorial,
como:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0; (2.109)

m
∂ρv

∂t
+mρ(v · ∇)v +mv(∇ · ρv)− η2

m
∇ · (ρĤess(ln ρ)) +

1

m
∇ · ρ�− ρF

= τρ(v · ∇)F− (F [(Dpp · ∇p)Q] + F [(Dpr · ∇)Q])
∣∣∣
z=0

. (2.110)

En la ecuación (2.110) se ha definido el operador hessiano, Ĥessjk ≡ ∂2/∂rj∂rk, como
un operador tensorial que obtiene la matriz hessiana de la función escalar a la que se le
aplica, es decir, la matriz formada por las segundas derivadas de dicha función escalar
[13],

Ĥess(ξ) ≡ ∇(∇ξ) =

 ∂
2ξ/∂x2 ∂2ξ/∂x∂y ∂2ξ/∂x∂z

∂2ξ/∂y∂x ∂2ξ/∂y2 ∂2ξ/∂y∂z

∂2ξ/∂z∂x ∂2ξ/∂z∂y ∂2ξ/∂z2

 . (2.111)

Adicionalmente, se han denotado �, Dpp y Dpr como tensores de segundo orden, a los
cuales se arriba al aplicar el operador gradiente a funciones vectoriales.

Es claro que, en el cuarto término de la izquierda de la ecuación (2.110), el hessiano del
logaritmo de ρ puede ser rescrito, en términos de

√
ρ, mediante la aplicación consecutiva

de la regla de la cadena y la regla de derivación de un producto como

Ĥess(ln ρ) = 2Ĥess(ln
√
ρ) = 2∇(∇ ln

√
ρ) = 2∇

(
∇√ρ
√
ρ

)
. (2.112)

Llegándose a que

Ĥess(ln ρ) =
2
√
ρ
Ĥess(

√
ρ)− 2

ρ
(∇√ρ)(∇√ρ), (2.113)

recordando que en el último término de la expresión anterior se tiene un producto exterior
entre los vectores ∇√ρ. De esta forma, todo el término mencionado, puede ser expresado
de la siguiente manera

∇ · (ρĤess(ln ρ))

ρ
= ∇ · Ĥess(ln ρ) +

∇ρ · Ĥess(ln ρ)

ρ

= 2∇
(
∇2√ρ
√
ρ

)
− 2∇

(
(∇√ρ)2

ρ

)
+

4

ρ
(∇√ρ) · ∇(∇√ρ)−

4(∇√ρ)2

ρ3/2
∇√ρ

= 2∇
(
∇2√ρ
√
ρ

)
+

4

ρ
(∇√ρ) · ∇(∇√ρ)−

4(∇√ρ)2

ρ3/2
∇√ρ

− 2(∇√ρ)2∇
(

1

ρ

)
− 2

ρ
∇(∇√ρ)2.

(2.114)
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Finalmente, al aplicar la regla de la cadena para la derivación en los dos últimos términos
de la expresión anterior, esta última se reduce a

∇ · (ρĤess(ln ρ))

ρ
= 2∇

(
∇2√ρ
√
ρ

)
. (2.115)

Aplicando este resultado en la ecuación (2.110), se obtiene que dicha ecuación puede
expresarse, al dividirla toda entre ρ y expresar la fuerza F en términos del gradiente del
potencial V , F = −∇V , como

m
∂v

∂t
+m(v · ∇)v +∇

(
V − 2η2

m

∇2√ρ
√
ρ

)
+

1

mρ
∇ · ρ�

= τ(v · ∇)F− (F [(Dpp · ∇p)Q] + F [(Dpr · ∇)Q])

ρ

∣∣∣
z=0

, (2.116)

donde, además, se ha sustituido la ecuación (2.109) y se ha utilizado la regla de derivación
de productos para el término ρv en la ecuación (2.110). Es importante notar que la
ecuación (2.116) contiene toda la información f́ısica de las ecuaciones (2.109) y (2.110), de
tal forma que esta es la ecuación diferencial que describe, en el espacio de configuración,
la dinámica de la part́ıcula en interacción con el CPC bajo la aproximación propuesta.

Como se mencionó con anterioridad, la ecuación (2.116) es similar, en su forma ma-
temática, a la ecuación de conservación del flujo de momento para un fluido viscoso en
la hidrodinámica clásica [48, 57, 68], con un tensor de estrés o esfuerzos igual a ρ�/m2.
La diferencia entre ambos sistemas radica en el hecho de que el término proporcional a
(∇2√ρ)/

√
ρ es cinético, no disipativo y de origen estocástico, que se manifiesta como una

caracteŕıstica natural de los sistemas de la EDE [26].

2.4. La ecuación generalizada de Schrödinger

La ecuación (2.116) puede rescribirse, utilizando ∇H2 = 2H× (∇×H) + 2(H · ∇)H [2],
de la siguiente manera

m
∂v

∂t
+
m

2
∇v2 −mv × (∇× v) +∇

(
V − 2η2

m

∇2√ρ
√
ρ

)
= Frad + FΣ, (2.117)

donde se han definido los vectores de fuerza Frad y FΣ como:

Frad = τ(v · ∇)F− (F [(Dpp · ∇p)Q] + F [(Dpr · ∇)Q])

ρ

∣∣∣
z=0

; (2.118)

FΣ = − 1

mρ
∇ · ρ�. (2.119)
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Adicionalmente, la función ϕ(r, t) puede expresarse, en términos de la ecuación (2.102),
en su forma polar de la siguiente manera,

ϕ(r, t) =
√
ρeiS(r,t), (2.120)

denotando S(r, t) la parte imaginaria de ϕ. Sustituyendo el resultado anterior en la ex-
presión para el promedio local del momento, ecuación (2.103), y utilizando la expresión
para la velocidad media local de la part́ıcula, ecuación (2.88), se obtiene que

mv = −iη∇ ln

(
ϕ(r, t)

ϕ∗(r, t)

)
+ g = 2η∇S(r, t) + g, (2.121)

lo que implica, en conjunto con el resultado de que el rotacional de un vector gradiente
es siempre nulo [2], que el rotacional de mv se reduzca a

∇×mv = ∇× g. (2.122)

Al sustituir el rotacional de mv y la ecuación (2.121) en el tercer término de la ecuación
de movimiento (2.117) se llega a la igualdad siguiente

∇M = Frad + FΣ −
∂g

∂t
+ v × (∇× g), (2.123)

en la cual se ha definido que

M ≡ 2η
∂S
∂t

+
1

2
mv2 − 2η2

m

∇2√ρ
√
ρ

+ V . (2.124)

La ecuación (2.124) es esencialmente, para el caso particular en que M = 0 y η = ~/2,
la ecuación del tipo Hamilton-Jacobi de la teoŕıa desarrollada por D. Bohm en 1952, la
cual se deduce a partir de la ecuación de Schrödinger [8]. Adicionalmente, la ecuación
mencionada es precisamente una de las ecuaciones fundamentales de la teoŕıa estocástica
de la mecánica cuántica, es decir, la contraparte fenomenológica del presente desarrollo
[18, 28, 32]. Por esto, el desarrollo hecho ofrece una justificación f́ısica de los postulados de
la mecánica cuántica estocástica y permite la determinación de parámetros libres desde
primeros principios [26].

De la ecuación (2.120) puede obtenerse que lnϕ = (1/2) ln ρ+ iS, expresión que al ser
sustituida en la ecuación (2.109) conduce a

∂S
∂t

= − i
ϕ

∂ϕ

∂t
− i∇ · v

2
− iv · ∇ϕ

ϕ
− v · ∇S. (2.125)

La derivada temporal anterior puede ser rescrita en términos de la ecuación (2.121) como

∂S
∂t

= − i
ϕ

∂ϕ

∂t
− iη
m
∇2S− i

2m
∇·g− 2iη

mϕ
∇S·∇ϕ− i

mϕ
g·∇ϕ−2η

m
(∇S)2− 1

m
g·∇S. (2.126)
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Al sustituir el último resultado y la expresión (2.121), mv2 = (2η∇S + g)2/m, en la
ecuación (2.124) se obtiene que

M =
1

ϕ

[
−2iη

∂ϕ

∂t
+

(−2iη∇+ g)2

2m
ϕ+ Vϕ

]
− 2η2

m

[
i∇2S +

∇2√ρ
√
ρ
− (∇S)2 +

i

ρ
∇S · ∇ρ− ∇

2ϕ

ϕ

]
. (2.127)

Es notable que la expresión ϕ−1∇2ϕ puede escribirse en términos de las funciones S y ρ,
a partir de la ecuación (2.120), como

∇2ϕ

ϕ
=
∇2√ρ
√
ρ

+ i∇2S +
i

ρ
∇S · ∇ρ− (∇S)2, (2.128)

de tal forma que el segundo paréntesis cuadrado de la expresión (2.127) es nulo. Con base
en lo anterior, se tiene que la ecuación de movimiento (2.117) se reduce a la siguiente
igualdad,

∇
(

1

ϕ
M̂ϕ

)
= Frad + FΣ −

∂g

∂t
+ v × (∇× g), (2.129)

donde se ha definido el operador lineal M̂ como los términos diferenciales y constantes no
nulos de la expresión (2.127), es decir,

M̂ ≡ −2iη
∂

∂t
+

(−2iη∇+ g)2

2m
+ V . (2.130)

La ecuación (2.129) se conoce como ecuación generalizada de Schrödinger dentro del for-
malismo de la EDE [32], pues esta se reduce, como se mostrará en la siguiente subsección,
a la ecuación de Schrödinger al tomar el ĺımite no radiativo de la teoŕıa.

2.4.1. El régimen no radiativo

Las fuerzas presentes en el lado derecho de la ecuación (2.129) son las responsables de la
dinámica desarrollada por la part́ıcula cargada al estar en interacción con el CPC, por lo
que es relevante analizar el origen f́ısico de cada una de ellas por separado.

El primer término del lado derecho de la definición de Frad, ecuación (2.118), tiene
un efecto disipativo en el movimiento de la part́ıcula originado por la reacción radiativa
[32]. En ausencia del segundo término de la ecuación (2.118), el término de reacción de
radiación conduciŕıa al decaimiento del sistema a su estado clásico de mı́nima enerǵıa. En
este sentido, la reacción radiativa provocaŕıa, por ejemplo, que el electrón orbital de un
átomo de hidrógeno emita toda su enerǵıa cinética en forma de radiación, precipitándose
al núcleo, colapsando aśı dicho átomo. Por su parte, el segundo término de Frad ejerce una
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acción permanente y aleatoria sobre el movimiento de la carga originado por las fluctua-
ciones del CPC [32]. En ausencia de la reacción radiativa, este segundo término conduciŕıa
a un movimiento electrónico errático e inestable. Además, este término involucra efectos
de memoria, ya que en su definición posee integraciones temporales desde el momento
inicial hasta el tiempo t [32], ecuaciones (2.36) y (2.37).

Como se mencionó con anterioridad, son de particular interés aquellas situaciones en
las que la acción combinada de las fuerzas disipativas y fluctuantes conducen a una con-
dición de balance energético, ecuación (2.65). Bajo estas condiciones todo efecto residual,
proveniente de los términos radiativos, conduce a correcciones menores en la ecuación
(2.129) que pueden ser despreciadas en una primera aproximación [18]. Es precisamente
esta situación, conocida como la aproximación no radiativa [18, 32], la que conduce a una
reducción de la ecuación (2.129) dada por

∇
(

1

ϕ
M̂ϕ

)
= FΣ −

∂g

∂t
+ v × (∇× g). (2.131)

Como puede observarse en las ecuaciones (2.104) y (2.106), los términos restantes en el
lado derecho de la ecuación (2.131) dependen, respectivamente, de la primera y segunda
derivadas de χ(z+, z−, t) evaluadas en z = 0. Sin embargo, a pesar de que la función χ es
desconocida, la forma de la ecuación (2.131) sugiere un significado f́ısico para los términos
g y �. En este sentido, es notable que los términos que dependen expĺıcitamente de g
tienen la estructura de la fuerza de Lorentz, qe(Eχ + v×Bχ), indicando que dicho vector
juega el papel de un potencial magnético efectivo [32], dado por

g(r, t) = −qeAχ(r, t), (2.132)

tal que de las ecuaciones (A.46) y (A.47) se tenga que Eχ = −∂Aχ/∂t y que Bχ = ∇×Aχ.
En este sentido, se observa que al sustituir la ecuación (2.132) en (2.103), se obtiene la
relación correcta entre el momento mecánico local 〈p〉r y el momento canónico local 〈P〉r
[52], como puede observarse en la ecuación (F.11),

〈p〉r = −iη∇ ln

(
ϕ(r, t)

ϕ∗(r, t)

)
+ g = 〈P〉r − qeAχ(r, t). (2.133)

Por otro lado, la estructura de la fuerza FΣ, ecuaciones (2.106) y (2.119), sugiere asignarle
al tensor � el rol de un tensor de estrés efectivo trasmitido a través del campo Aχ [32].
Por los argumentos anteriores, dentro del marco de la aproximación no radiativa todos
los términos que contengan al vector g o al tensor � pueden ser despreciados de forma
independiente cada uno [32], lo que conduce a que la ecuación (2.131) se reduzca a

∇
(

1

ϕ
M̂ϕ

)
= ∇

[
1

ϕ

(
−2iη

∂ϕ

∂t
− 2η2

m
∇2ϕ+ Vϕ

)]
= 0, (2.134)

de tal forma que, bajo un primer proceso de integración, se tenga que
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− 2iη
∂ϕ

∂t
− 2η2

m
∇2ϕ+ Vϕ = C(t)ϕ, (2.135)

donde C(t) es una función arbitraria, en general dependiente del tiempo.

Si se supone que la función ϕ(r, t) es de la forma siguiente

ϕ(r, t) = ψ(r, t)e
i
2η

∫
C(t′)dt′ , (2.136)

entonces se obtiene que la densidad de probabilidad está dada, en términos de las ecua-
ciones (2.102) y (2.136), por

ρ(r, t) = ψ(r, t)ψ∗(r, t), (2.137)

y que la ecuación (2.135) se reduce a

− 2η2

m
∇2ψ + Vψ = 2iη

∂ψ

∂t
. (2.138)

Sin pérdida de generalidad, puede elegirse en la ecuación (2.136) que la función resultante
del proceso de integración sea nula [18, 32], C(t) = 0, de tal forma que

ϕ(r, t) = ψ(r, t). (2.139)

La ecuación (2.138) tiene precisamente la forma de la ecuación de Schrödinger para la
amplitud de probabilidad ψ en términos del aún indeterminado parámetro η.

La función de onda ψ puede ser expresada en su forma polar, también llamada repre-
sentación de Madelung [72], según las ecuaciones (2.120) y (2.139), como

ψ(r, t) =
√
ρeiS(r,t). (2.140)

De tal manera que, en la aproximación no radiativa, se observa que el momento canónico
local coincide con el momento mecánico local, ya que de las ecuaciones (2.141) y (2.140)
se tiene que

〈p〉r = −iη∇ ln

(
ψ(r, t)

ψ∗(r, t)

)
= 2η∇S(r, t) = 〈P〉r. (2.141)

Adicionalmente, de la ecuación (2.105), se tiene que la dispersión del momento es

〈p2〉r − 〈p〉2r = −η2∇2 ln ρ. (2.142)

Al realizar la aproximación no radiativa, se tiene que las primeras dos ecuaciones del
conjunto infinito de ecuaciones de transporte obtenibles de la ecuación (2.78) se convierten
en un sistema independiente de dos ecuaciones no lineales para ρ(r, t) y v(r, t) comple-
tamente desacoplado del resto de ecuaciones de dicho conjunto infinito [32], el cual está
dado por:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0; (2.143)
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m
∂ρv

∂t
+mρ(v · ∇)v +mv(∇ · ρv)− η2

m
∇ · (ρĤess(ln ρ))− ρF = 0. (2.144)

La forma de ambas ecuaciones, (2.143) y (2.144), es similar a las ecuaciones obtenidas de la
teoŕıa cinética para un fluido [48], como se mencionó con anterioridad. Sin embargo, para
llevar acabo una analoǵıa hidrodinámica de esta clase se tendŕıa que tratar al término
proporcional a η2, en la ecuación (2.144), como un tipo de estrés actuando sobre un
“fluido cuántico”, lo cual resulta en una interpretación artificial, ya que ningún fluido real
soportaŕıa un estrés de esa forma [18, 32].

Conceptualmente, el término proporcional a η2 no requiere de ninguna interpretación
adicional en el presente contexto, ya que de acuerdo con las ecuaciones (2.105) y (2.142) es
generado por las correlaciones y fluctuaciones en el momento. Una propiedad importante
de dicho término es su naturaleza no local manifestada a través de su dependencia en la
distribución de part́ıculas en todo el espacio de configuración ρ [16, 18, 31]. Es por esto
que el término proporcional a η2 ha de considerarse como un punto clave en la explicación
de fenómenos tan peculiares como las fluctuaciones y la no localidad cuánticas [32]. Es
precisamente este término, en la forma en la que se halla expuesto en la ecuación (2.117),
el equivalente al llamado potencial cuántico, deducido por Bohm en su interpretación de
la teoŕıa cuántica en términos de variables ocultas [8], denotado por

VQ = −2η2

m

∇2√ρ
√
ρ
. (2.145)

Esta es la razón de que la presencia del término proporcional a η2, en las ecuaciones de
la dinámica de la part́ıcula en el espacio de configuración, sea un indicativo definitivo de
una desviación de los comportamientos usuales descritos por la f́ısica clásica.

2.4.2. Promedios estad́ısticos y cuánticos

Con la introducción de la función de onda ψ(r, t) en la ecuación (2.136), es posible rescribir
las definiciones de los promedios estad́ısticos en términos de esta. De las ecuaciones (2.81)
y (2.141) se tiene que el valor medio del momento es

〈p〉 =

∫
ρ〈p〉rd3r = −iη

∫
ρ∇ ln

(
ψ

ψ∗

)
d3r = −iη

∫
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) d3r. (2.146)

Al realizar una integración por partes en el segundo término de la última igualdad en la
ecuación anterior, y suponiendo que ρ es nula en infinito, se obtiene que

〈p〉 = −2iη

∫
ψ∗∇ψd3r =

∫
ψ∗p̂ηψd

3r, (2.147)

donde se ha definido el operador diferencial de momento p̂η como

p̂η ≡ −2iη∇. (2.148)
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De forma similar puede hallarse, de la ecuación (2.142), que el segundo momento estad́ısti-
co del vector momento se expresa, en términos de la función de onda, como

〈p2〉 =

∫
ρ〈p2〉rd3r =

∫ (
〈p〉2r − η2∇2 ln ρ

)
ρd3r =

∫
ψ∗p̂2

ηψd
3r. (2.149)

Por otro lado, ya que cualquier función de la forma ξ(r, t) coincide con su valor medio
local 〈ξ〉r, ecuación (2.80), se tiene de la ecuación (2.137) que

〈ξ〉 =

∫
ρξ(r, t)d3r =

∫
ψ∗ξ(r̂, t)ψd3r, (2.150)

donde r = r̂. Como resultado, en el presente formalismo los promedios estad́ısticos 〈p〉,
〈p2〉 y 〈ξ〉 coinciden con los promedios definidos por las normas cuánticas usuales,

〈ζ̂〉 ≡
∫
ψ∗ζ̂ψd3r, (2.151)

en términos de un operador ζ̂ apropiado, asociado a la variable dinámica ζ [32]. En
particular, si ζ = H se tiene, de las ecuaciones (2.138) y (2.148), que los operadores
hamiltoniano y de enerǵıa son:

Ĥη ≡
p̂2
η

2m
+ V(r̂) = −2η2

m
∇2 + V(r̂); (2.152)

Êη ≡ 2iη
∂

∂t
. (2.153)

Como se mostró con anterioridad, en el ĺımite asintótico temporal, dentro del régimen
no radiativo, la dinámica del subsistema mecánico de la part́ıcula en interacción perma-
nente con el campo de punto cero fluctuante está gobernada por la ecuación (2.138), es
decir, por una ecuación tipo Schrödinger, lo que significa que las reglas cuánticas, en
términos del aun desconocido parámetro η, que emergen de este tipo de estructura ma-
temática son aplicables [32]. Bajo estas circunstancias, las variables dinámicas del sistema
pasan a ser representadas por sus correspondientes operadores cuánticos, los cuales, en
general, no conmutan entre śı. y cuyos valores de expectación son calculados con las he-
rramientas cuánticas usuales. En particular, significa que los paréntesis, o corchetes, de
Poisson clásicos deben ser remplazados por conmutadores cuánticos [32] de acuerdo con
la siguiente transformación,

[ξ, ζ]clas →
1

2iη
[ξ̂, ζ̂]. (2.154)

El argumento anterior es de crucial importancia, ya que es en este punto de la teoŕıa donde
se da la transición de lo clásico a lo cuántico: cuando la ecuación de Schrödinger opera,
son las reglas asociadas a esta las que toman relevancia. Adicionalmente, la necesidad de
representar a las variables dinámicas mediante operadores una vez alcanzado el régimen
cuántico se muestra en el apéndice H, donde se estudia la descripción de Heisenberg.
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2.4.3. El ĺımite estacionario

Como se ha mencionado antes, una condición suficiente para que se cumpla que

d〈ξ〉r
dt

= 0, (2.155)

es que el sistema f́ısico haya alcanzado un estado estacionario, en el cual ∂Q/∂t = 0. Si se
cumple esto, entonces la funciónQ es de la formaQ(r,p), de tal manera que la distribución
marginal ρ depende únicamente de la posición. En esta situación, la velocidad media local,
ecuación (2.88), se vuelve independiente del tiempo,

〈p〉r =
1

ρ(r)

∫
pQ(r,p)d3p = mv(r). (2.156)

Si la velocidad media local es independiente del tiempo, se tiene, de la ecuación (2.141),
que ∇S(r, t) es también una función independiente del tiempo, de tal forma que puede
descomponerse la función S como S(r, t) = s(r) + S(t). Aśı, de la ecuación (2.140), la
función de onda puede expresarse en este ĺımite como

ψ(r, t) =
√
ρ(r)ei(s(r)+S(t)) = φ(r)eiS(t), (2.157)

donde se ha definido, en la última igualdad, la función φ(r) ≡
√
ρ(r)eis(r). El aplicar el

operador hamiltoniano Ĥη a la última ecuación, conduce a que

Ĥηψ = −2η
dS
dt
ψ, (2.158)

tal que al multiplicar la ecuación anterior, por la izquierda, por el complejo conjugado
de la función de onda, ψ∗, e integrarla, esta se rescribe, utilizando las ecuaciones (2.57) y
(2.152), como

〈Ĥη〉 =
1

2m
〈p2〉+ 〈V〉 = E = −2η

dS
dt
, (2.159)

donde E es la enerǵıa, constante, del sistema en su estado estacionario [32]. Mediante la
integración directa de la última igualdad de la ecuación (2.159), se llega a que

S(t) = − E
2η
t. (2.160)

De tal forma que la función de onda se expresa, al sustituir este resultado en la ecuación
(2.157), como

ψ(r, t) = φ(r)e−iEt/2η, (2.161)

y que la ecuación de estacionariedad, obtenida de la ecuación (2.138), está dada por

− 2η2

m
∇2φ+ Vφ = Eφ. (2.162)
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La ecuación (2.162) es una ecuación de valores propios, los cuales representan las posibles
enerǵıas E del sistema en cuestión [32], que posee la misma forma que la ecuación de
Schrödinger independiente del tiempo, dada en términos del parámetro η. El valor propio
correspondiente a la función propia φn será denotado como En, con n ≥ 0, siendo E0 la
representación del valor propio del estado de mı́nima enerǵıa. Aśı, se tiene que la ecuación
(2.161) se rescribe como

ψn(r, t) = φn(r)e−iEnt/2η, (2.163)

al utilizar la notación anterior.

2.4.4. Balance energético: la constante de Planck

Como ya se ha mencionado en reiteradas ocasiones, la interacción entre una part́ıcula
cargada y el CPC resulta, en el ĺımite temporal asintótico y bajo la aproximación no
radiativa, en una descripción en el espacio de configuración regida por una ecuación de tipo
Schrödinger, ecuación (2.138), en términos del parámetro η. El valor de este parámetro,
puede ser deducido mediante la imposición de la ecuación de balance energético, ecuación
(2.65), en el estado base descrito por la ecuación estacionaria obtenida [32], ecuación
(2.162). Al suponer que el campo de radiación se halla en su estado de mı́nima enerǵıa,
con una densidad espectral dada por la ecuación (C.29), y que el subsistema mecánico se
encuentra en su estado base, E = E0, se tiene que la ecuación de balance energético puede
ser rescrita, en el ĺımite markoviano y estacionario, sustituyendo la función arbitraria ξ
de la ecuación (2.74) por el hamiltoniano del subsistema mecánico, como

mτ

〈
...
r j
∂H
∂pj

〉
0

= −
〈
Dppjk

∂2H
∂pj∂pk

〉
0

−
〈
Dprjk

∂2H
∂pj∂rk

〉
0

. (2.164)

Al sustituir expĺıcitamente las ecuaciones de Hamilton en la última expresión se llega a
que la condición de balance se expresa de la siguiente manera

τ 〈...r jpj〉0 =

〈
Dprjk

∂Fk
∂pj

〉
0

− 1

m

〈
Dppjk

∂pk
∂pj

〉
0

= − 1

m

〈
Dppjkδjk

〉
0

= − 1

m

〈
Dppjj
〉

0
. (2.165)

De esta forma, la condición de balance energético se rescribe, en notación vectorial, en el
ĺımite markoviano de la teoŕıa como

τ 〈p · ...r 〉0 = − 1

m
〈TrDpp〉0 , (2.166)

donde se ha definido la traza del operador de difusión como TrDpp ≡ ΣjDppjj . Para cal-
cular de manera expĺıcita ambos lados de la igualdad anterior, se aplican los métodos
matemáticos usuales, que emergen de la estructura de la ecuación (2.138). En particular,
de la ecuación (2.163), se tiene que, en el ĺımite estacionario, se cumple que

rkn(t) =

∫
ψ∗k(r, t)rψn(r, t)d3r = eiωknt

∫
φ∗k(r)rφn(r)d3r = eiωkntrkn(0), (2.167)
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donde se ha definido ωkn ≡ (Ek − En)/2η. De la ecuación (2.167) pueden obtenerse, me-
diante derivación con respecto al tiempo, los elementos de matriz de los operadores p̂ y
.̂..
r [18, 32], los cuales están dados por:

pkn(t) = mṙkn(t) = imωknrkn(t); (2.168)

...
r kn(t) = −iω3

knrkn(t). (2.169)

Por la forma de los resultados expuestos en las últimas ecuaciones, es inmediato notar
que para cualquier estado n se cumple que

〈...r · p〉n = 〈p · ...r 〉n, (2.170)

es decir, la forma de ordenar dichos operadores es irrelevante para el cálculo de sus valores
medios. Consecuentemente, el lado izquierdo de la ecuación (2.166) puede expresarse,
alternativamente, como

τ〈p · ...r 〉0 = τ
∑
k

p0k ·
...
r k0 = −mτ

∑
k

ω4
0k|r0k|2. (2.171)

Para hallar una expresión alternativa del lado derecho de la expresión (2.166), debe
notarse que las contribuciones dominantes de los coeficientes de difusión, ecuaciones (2.36)
y (2.37), provienen de los tiempos t′ cercanos a t, cuando el sistema se halla en el régimen
antes mencionado [32]. Por esto, las variables dinámicas que forman parte de las defi-
niciones de dichos coeficientes deben ser expresadas en términos de sus correspondientes
operadores diferenciales. Para lograr esto, es necesario que las derivadas parciales ∂pk/∂p

′
j

y ∂rk/∂p
′
j sean rescritas, en términos de los paréntesis de Poisson, como:

[r′j, pk]clas =
∂r′j
∂r′l

∂pk
∂p′l
−
∂r′j
∂p′l

∂pk
∂r′l

= δjl
∂pk
∂p′l

=
∂pk
∂p′j

; (2.172)

[r′j, rk]clas =
∂r′j
∂r′l

∂rk
∂p′l
−
∂r′j
∂p′l

∂rk
∂r′l

= δjl
∂rk
∂p′l

=
∂rk
∂p′j

. (2.173)

Estas expresiones deben verse como conmutadores al utilizar la regla de transformación
expresada en la ecuación (2.154), de tal forma que se tienen las siguientes equivalencias:

∂pk
∂p′j

= [r′j, pk]clas →
1

2iη
[r̂′j, p̂k]; (2.174)

∂rk
∂p′j

= [r′j, rk]clas →
1

2iη
[r̂′j, r̂k]. (2.175)

Sustituyendo las expresiones anteriores en las definiciones de los coeficientes de difusión
se obtiene que estos pueden expresarse de la siguiente forma:

Dppjk(t) =
q2
e

8iπε0η

∫ t

−∞
$(t− t′)[r̂′j, p̂k]dt′, (2.176)
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Dprjk(t) =
q2
e

8iπε0η

∫ t

−∞
$(t− t′)[r̂′j, r̂k]dt′. (2.177)

Aśı, la traza del operador de difusión Dppjk adquiere una forma integral en términos de
conmutadores, al sustituir la ecuación (2.176) en (2.166), dada por

〈Dppjj 〉0 = − iq2
e

8πε0η

∫ t

−∞
$(t− t′)〈[r̂′j, p̂j]〉0 dt′, (2.178)

donde al emplear la definición de la constante τ , la densidad espectral u0(ω) y la función
$(t−t′) de forma expĺıcita, ecuaciones (G.17), (C.29) y (2.32) respectivamente, se obtiene

〈Dppjj 〉0 = −imτA
πη

∫ ∞
0

ω3I(ω)dω, (2.179)

donde se ha definido

I(ω) ≡
∫ t

−∞
cos(ω(t− t′))〈[r̂′j, p̂j]〉0dt′. (2.180)

Es importante recordar que la constante A, expresada en la ecuación (2.179), posee un
valor universal, ya que es la que determina el espectro de equilibrio de la radiación en el
ĺımite atérmico, al denotar la constante de proporcionalidad entre la enerǵıa media de un
modo elemental de oscilación del campo de radiación a temperatura cero E0 y su frecuencia
ω, ecuación (C.24). Como se mencionó en el apéndice C, se sabe que la constante A posee
unidades de acción y que su valor corresponde a

A =
~
2
. (2.181)

De la ecuación (2.168), se tiene que el valor medio del conmutador dentro de la integral
I(ω) es de la forma

〈[r̂′j, p̂j]〉0 =
∑
k

(r̂′j0kp̂jk0 − p̂j0kr̂′jk0) = 2im
∑
k

ω0k|rj0k|2 cos(ω0k(t− t′)), (2.182)

de manera que

I(ω) = 2im
∑
k

ω0k|rj0k|2
∫ t

−∞
cos(ω(t− t′)) cos(ω0k(t− t′))dt′. (2.183)

Con el fin de resolver la parte integral de I(ω), se rescribe el producto de cosenos, mediante
la identidad 2 cos((ξ + ζ)/2) cos((ξ − ζ)/2) = cos ξ + cos ζ, de tal forma que

cos(ω(t− t′)) cos(ω0k(t− t′)) =
cos((ω − ω0k)(t− t′)) + cos((ω + ω0k)(t− t′))

2
, (2.184)



48 CAPÍTULO 2. INTERACCIÓN ENTRE LA MATERIA Y EL CPC

y se toma el cambio de variable ∆t ≡ t− t′, arribándose a que

I(ω) = im
∑
k

ω0k|rj0k|2
(∫ ∞

0

[cos(∆t(ω − ω0k)) + cos(∆t(ω + ω0k))] d∆t

)
. (2.185)

Las integrales de la derecha de la ecuación anterior se identifican con la definición de la
delta de Dirac, expresada en la ecuación (G.12), de tal forma que I(ω) se reduce a

I(ω) = iπm
∑
k

ω0k|rj0k|2 (δ(ω − ω0k) + δ(ω + ω0k)) . (2.186)

Sin embargo, dado que para el estado base no existen frecuencias negativas, es decir,
ω0k > 0, se tiene que el factor ω + ω0k nunca es nulo, de modo que δ(ω + ω0k) es siempre
nula. Aśı, la expresión (2.186) se reduce a

I(ω) = iπm
∑
k

ω0k|rj0k|2δ(ω − ω0k). (2.187)

Al sustituir la última ecuación en (2.179), se obtiene que

〈Dppjj 〉0 =
m2τA

η

∑
k

ω0k|rj0k|2
∫ ∞

0

ω3δ(ω − ω0k)dω, (2.188)

donde al integrar directamente se halla, utilizando notación vectorial, que

〈TrDpp〉0 =
m2τA

η

∑
k

ω4
0k|r0k|2. (2.189)

Con base en los resultados de las ecuaciones (2.171) y (2.189), se tiene que la condición
de balance energético se satisface si se cumple que

mτ

(
1− A

η

)∑
k

ω4
0k|r0k|2 = 0. (2.190)

Esta igualdad es válida para toda k si el coeficiente de cada uno de los sumandos es nulo,
es decir, si se cumple que

η = A. (2.191)

En términos del valor expĺıcito de la constante A, ecuación (2.181), se tiene que el estado
base del subsistema mecánico cumple con ser un verdadero estado estacionario si se tiene
que el valor del parámetro η es exactamente igual a ~/2 [32]. Con este valor particular de
η, se tiene que la ecuación (2.138) se convierte en la auténtica ecuación de Schödinger,

− ~2

2m
∇2ψ + Vψ = i~

∂ψ

∂t
. (2.192)
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Este resultado permite afirmar que el régimen conocido como cuántico corresponde ineqúıvo-
camente al régimen temporal asintótico y no radiativo, en el cual el subsistema mecánico
es correctamente descrito por la ecuación de Schrödinger [32]. La afirmación anterior es
precisamente la razón por la que se considera a la ecuación (2.129) como una ecuación ge-
neralizada de Schrödinger, ya que la ecuación (2.192) es, simplemente, la aproximación no
radiativa de esta ecuación. En el mismo sentido, la ecuación generalizada de Schrödinger
se reduce a ser el caso markoviano de la ecuación generalizada de Fokker-Planck, ecuación
(2.25). Aunado a esto, el desarrollo hecho anteriormente muestra que la aproximación
no radiativa es equivalente a suponer que la función Q̃ es completamente factorizable en
términos de las variables z±, es decir, a tomar la función χ(z+, z−, t) de la ecuación (2.95)
como idénticamente igual a la unidad.

Por otro lado, los resultados obtenidos permiten afirmar que la condición de balance
energético, ecuación (2.166), determina ineqúıvocamente la ecuación de Schrödinger. Con
base en esto, se puede afirmar que la ecuación de Schrödinger describe más que una
part́ıcula, describe una part́ıcula en interacción permanente con el CPC en el régimen
reversible en el tiempo, en el cual el campo ha impreso sobre la part́ıcula sus fluctuaciones
caracteŕısticas y sus propiedades tipo onda [18, 32].

Adicionalmente, el hecho de que el valor del parámetro η no dependa del problema
espećıfico, sino únicamente de la naturaleza del campo de punto cero, muestra la ya
conocida validez universal de la ecuación de Schrödinger [32]. Además de introducir la
constante de Planck de manera natural al desarrollo, el valor espećıfico de η confirma
la densidad espectral del CPC, u0 ∝ ω3, como la única distribución de frecuencias que
conduce a situaciones de equilibrio con el estado base del sistema mecánico, ya que es
esta la que garantiza que las expresiones (2.171) y (2.189) posean la misma estructura
algebraica. Lo anterior puede entenderse como que la condición de balance energético se
cumple, no solo de manera global, sino que término a término, es decir, la part́ıcula y el
campo han alcanzado un balance energético detallado [16, 18, 32].

Como pudo notarse, el campo de punto cero es el elemento que más fuertemente influye
en la dinámica de la part́ıcula para tiempos muy cortos. Sin embargo, es también este
campo el que permite al subsistema mecánico alcanzar un régimen de equilibrio, en el cual
el mismo CPC adquiere un papel más sutil [32]. Además, es el CPC lo que determina el
tamaño de las fluctuaciones y produce las correcciones radiativas al sistema, lo que permite
explicar la presencia universal de dichas fluctuaciones, asignándoles, además, un origen
causal [32]. Finalmente, el desarrollo presentado muestra al CPC como el mecanismo
que permite a los átomos alcanzar y mantener su estabilidad, ya que es este campo el
que suministra la enerǵıa que los electrones pierden radiando al hallarse en trayectorias
curvas [32], es decir, el campo de radiación de punto cero genera al tipo de mecanismo
mencionado en el apéndice E, propuesto originalmente por W. Nernst en 1916. En este
sentido, la EDE resuelve la antigua cuestión sobre la estabilidad atómica al exhibir el
mecanismo que la cimienta y explica.
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Adicionalmente, utilizando las reglas matemáticas que acompañan la ecuación de
Schrödinger, es decir, el álgebra de operadores, es posible demostrar la reducción he-
cha en la ecuación (2.73). Partiendo de las expresiones para los coeficientes de difusión en
el ĺımite markoviano de la teoŕıa, ecuaciones (2.176) y (2.177), se tiene de la regla de trans-
formación (2.154) que sus derivadas parciales se expresan en términos de conmutadores
de la siguiente manera:

∂Dppjk
∂pk

= − q2
e

16πε0η2

∫ t

−∞
$(t− t′)[r̂k, [r̂′j, p̂k]]dt′; (2.193)

∂Dprjk
∂rk

= − q2
e

16πε0η2

∫ t

−∞
$(t− t′)[[r̂′j, r̂k], p̂k]dt′. (2.194)

Al utilizar las dos últimas expresiones, se tiene que la suma de las derivadas parciales de
los coeficientes de difusión es

∂Dppjk
∂pk

+
∂Dprjk
∂rk

= − q2
e

16πε0η2

∫ t

−∞
$(t− t′)

{
[r̂k, [r̂

′
j, p̂k]] + [[r̂′j, r̂k], p̂k]

}
dt′. (2.195)

Por otro lado, la identidad de Jacobi, válida tanto para los paréntesis de Poisson como
para los conmutadores, expresa, en particular, que

[r̂k, [r̂
′
j, p̂k]] + [r̂′j, [p̂k, r̂k]] + [p̂k, [r̂k, r̂

′
j]] = 0, (2.196)

[25]. Sin embargo, es notable que el segundo término del lado izquierdo de la ecuación
anterior es nulo, de tal modo que esta conduce a que

r̂k, [r̂
′
j, p̂k]] = −[p̂k, [r̂k, r̂

′
j]] = [[r̂k, r̂

′
j], p̂k] = −[[r̂′j, r̂k], p̂k]. (2.197)

Este resultado implica que la suma expresada en la ecuación (2.195) es nula, lo que
permite eliminar el último término de la derecha de la ecuación (2.73), obteniéndose de
esta manera la ecuación (2.74).

Finalmente, por su importancia como resultado para la electrodinámica estocástica,
en el apéndice H se hace una revisión breve del desarrollo hecho desde esta perspectiva
para arribar a la descripción de Heisenberg de la mecánica cuántica. A pesar de que ambas
descripciones, la de Schrödinger y la de Heisenberg, son matemáticamente equivalentes,
el acercamiento realizado desde la EDE muestra como la condición de ergodicidad es lo
que permite que el sistema converja al régimen cuántico [32].



Caṕıtulo 3

Correcciones radiativas

La f́ısica moderna nos ha enseñado que la naturaleza
de cualquier sistema no puede ser descubierta

mediante su división en sus partes constituyentes
y el estudio de cada parte por separado,
ya que este método a menudo implica

la pérdida de propiedades importantes del sistema.
Debemos mantener nuestra atención fija en el todo

y en las interconexiones entre las partes.

- Max Planck -

Las fluctuaciones del campo electromagnético del vaćıo son, en la actualidad, ampliamente
aceptadas como las responsables de dar origen a algunos fenómenos observables, de gran
importancia f́ısica, que pertenecen al dominio de la electrodinámica cuántica [32, 77].
Muestra de ello son los tiempos de vida finitos de los estados atómicos excitados, en
donde las fluctuaciones del vaćıo contribuyen, junto con la reacción de radiación, a las
transiciones espontáneas de dichos estados [77]. Aunado a esto, se ha mostrado que tanto
el efecto Lamb, como las fuerzas de Casimir y de Van der Waals son atribuibles a los
cambios en la enerǵıa del CPC debido a la presencia de materia [77].

El análisis de las correcciones radiativas, dentro del marco teórico tradicional de la
mecánica cuántica, implica la introducción ad hoc de un campo electromagnético de ra-
diación inicialmente cuantizado, incluyendo su componente de vaćıo; y el uso de métodos
perturbativos para el cálculo de sus efectos sobre el sistema mecánico en cuestión [32].
Por el contrario, en la electrodinámica estocástica el campo de radiación es una parte del
sistema de estudio desde un principio, apareciendo los efectos radiativos expĺıcitamente
en las ecuaciones para las variables dinámicas medias deducidas a lo largo del estudio de
la ecuación generalizada de Fokker-Planck hecho en el caṕıtulo 2.
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Aśı, para hallar la solución exacta del problema de una part́ıcula cargada en interacción
con el campo de radiación se debe regresar a la ecuación de movimiento original de la EDE,
y estudiar la evolución del sistema part́ıcula-campo hasta el régimen cuántico sin hacer
aproximaciones en el proceso. Sin embargo, como ya se dijo antes, resolver este problema
está más allá de las posibilidades actuales [32]. Por esto, en este último caṕıtulo se realizará
un acercamiento más restrictivo al problema en cuestión. Primero, se dejará evolucionar el
sistema completo hasta el régimen cuántico; después, partiendo de las soluciones a orden
cero en τ , se calcularán los efectos de los términos radiativos contenidos en las ecuaciones
originales de la subsección 2.2.2. Espećıficamente, con este proceso, se estudiarán los
tiempos de vida atómicos finitos y el corrimiento Lamb. Adicionalmente, se analizará la
evolución del valor medio de una integral de movimiento arbitraria bajo las condiciones
de rompimiento de balance.

3.1. Transiciones radiativas

En el caṕıtulo anterior se estableció que la evolución temporal del promedio del hamil-
toniano de un sistema formado por una part́ıcula, de carga eléctrica qe y masa m, en
permanente interacción con el campo de punto cero, en el ĺımite temporal asintótico y el
régimen markoviano, está dada por la ecuación (2.59),

d〈H〉
dt

= τ 〈p · ...r 〉 − q2
e

m

〈
p · D̂

〉
, (3.1)

donde el primer término del lado derecho de la ecuación representa la potencia media
cedida por la part́ıcula, debido a su reacción radiativa, al campo de fondo, mientras que el
segundo término representa la enerǵıa media por unidad de tiempo ganada por la part́ıcula
al campo a través de las fluctuaciones de momento.

Como se mostró en el caṕıtulo 2, se arribó al régimen cuántico al exigirle al sistema un
balance entre los términos de la ecuación (3.1), es decir, al pedir que d〈H〉/dt fuese nula.
Bajo esta condición se obtuvo que el sistema esta regido por una ecuación de Schrödinger
escrita en términos de un parámetro η inicialmente desconocido, dada por la ecuación
(2.138). Esta ecuación resultó corresponder a la auténtica ecuación de Schrödinger al
hallar la relación entre dicho parámetro y la constante de Planck, η = ~/2, mediante la
imposición de la condición de balance energético al estado base de la part́ıcula, es decir,

τ 〈p · ...r 〉0 =
q2
e

m

〈
p · D̂

〉
0
. (3.2)

Este resultado muestra de manera expĺıcita que la ecuación de Schrödinger contiene in-
formación clave sobre el campo de fondo con el que interactúa el subsistema mecánico.
Adicionalmente, dicho resultado indica que la existencia de un balance detallado de enerǵıa
para una part́ıcula en su estado base se limita a cuando esta se halla en equilibrio con un
campo cuya densidad espectral de enerǵıa sea igual a u0, ecuación (C.29).
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Para el caso general de un estado arbitrario del sistema, representado por la función
de onda ψ(r, t) = Σncne

−iEnt/~φn(r); donde los coeficientes cn denotan la amplitud de pro-
babilidad con la que las funciones de onda estacionarias φn, ecuación (2.163), contribuyen
a ψ [25], que sea solución de la ecuación de Schrödinger, ecuación (2.192), se obtiene,
utilizando el resultado de la ecuación (2.159), que el valor esperado del hamiltoniano del
sistema está dado por

〈H〉ψ =
∑
k,n

c∗kcne
−i(En−Ek)t/~

∫
φ∗kĤφnd3r =

∑
k,n

Enc∗kcne−i(En−Ek)t/~
∫
φ∗kφnd

3r

=
∑
k,n

Enc∗kcne−i(En−Ek)t/~δkn =
∑
n

En|cn|2.
(3.3)

Del último resultado se observa que, bajo las condiciones mencionadas, 〈H〉ψ es indepen-
diente del tiempo, cumpliéndose inmediatamente que

d〈H〉ψ
dt

= 0. (3.4)

Sin embargo, contrario a lo esperado, para un estado estacionario φn, la ecuación

τ 〈p · ...r 〉n =
q2
e

m

〈
p · D̂

〉
n
, (3.5)

no se satisface en general para estados distintos al base [32], es decir, para n 6= 0. Lo
anterior podŕıa interpretarse como una violación de la condición de balance, ecuación
(3.1), para el n-ésimo estado del sistema. Sin embargo, la aparente paradoja se resuelve al
recordar que la expresión (3.4) es una ecuación estrictamente mecanocuántica consistente
con la ecuación de Schrödinger, la cual ha sido deducida en la aproximación no radiativa;
mientras que los términos presentes en la ecuación (3.5) representan precisamente aque-
llos términos radiativos que fueron despreciados en la aproximación mencionada. Como
resultado, cuando la part́ıcula o el campo de fondo, o ambos, se hallan en un estado ex-
citado, el balance energético se rompe en general dando lugar a las llamadas transiciones
radiativas, las cuales explican los tiempos de vida finitos de dichos estados [32]. Aśı, la
tasa de cambio de enerǵıa del sistema no corresponde a d〈H〉n/dt, sino a una corrección
radiativa de esta, denotada como

d〈H〉nτ
dt

= τ 〈p · ...r 〉n −
q2
e

m

〈
p · D̂

〉
n
, (3.6)

ecuación que puede expresarse alternativamente en el ĺımite markoviano de la teoŕıa como

d〈H〉nτ
dt

= τ 〈p · ...r 〉n +
1

m
〈TrDpp〉n , (3.7)

al utilizar la ecuación (2.74) y las ecuaciones de Hamilton.
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3.2. Rompimiento del balance energético

Como ya se mencionó, existe un balance detallado de enerǵıa cuando el sistema, formado
por la part́ıcula y el campo de fondo, se halla en su estado base. Por ello, resulta necesario
investigar si existe alguna condición en la que exista dicho balance para estados excitados
del sistema. Para esto, puede suponerse que, a través de algún mecanismo, el subsistema
mecánico ha sido transferido a un estado excitado n, manteniendo al campo de fondo en su
estado base, es decir, descrito por la densidad espectral u0. Bajo las condiciones anteriores,
ambos términos en el lado derecho de la ecuación (3.7) deben ser recalculados. Ya que se
considera que el régimen cuántico ha sido alcanzado, el cálculo de dichos términos puede
hacerse con el mismo procedimiento de la subsección 2.4.4. Aśı, se tiene que el término
que representa la potencia media perdida por el subsistema mecánico debido a la reacción
radiativa está dado, en analoǵıa a la ecuación (2.171), por

τ 〈p · ...r 〉n = τ 〈...r · p〉n = −mτ
∑
k

ω4
nk|rnk|2, (3.8)

recordando que se ha definido ωnk ≡ (En−Ek)/~. Por otro lado, para el término correspon-
diente a la potencia ganada al campo de punto cero, se puede proceder de manera idéntica
al cálculo hecho en el caṕıtulo 2, únicamente notando que para frecuencias negativas es la
segunda integral de la ecuación (2.186) la que contribuye a la suma, tal que dicho término
puede expresarse, de manera compacta, como

1

m
〈TrDpp〉n = −mτ

∑
k

ω4
nk|rnk|2sign(ωnk). (3.9)

A diferencia de la ecuación (3.8), esta expresión contiene una combinación de contri-
buciones positivas y negativas a la potencia media del sistema. Al sustituir las expresiones
deducidas en las dos últimas ecuaciones en (3.7), se llega a que el cambio temporal de la
enerǵıa media del subsistema mecánico es igual a

d〈H〉nτ
dt

= −mτ
∑
k

ω4
nk|rnk|2(1− sign(ωkn)), (3.10)

suma que puede dividirse en dos partes, una para las k > n y otra para las k < n.
El primer caso corresponde a frecuencias positivas, tal que los términos presentes en
la ecuación (3.10) se anulan entre ellos. El segundo caso implica frecuencias negativas,
obteniéndose que

d〈H〉nτ
dt

= −2mτ
∑
k<n

ω4
nk|rnk|2. (3.11)

La expresión (3.11) muestra que no puede existir balance energético entre el CPC y una
part́ıcula en un estado excitado, es decir, que el estado n no es realmente estacionario [17].
Únicamente para el caso n = 0 se tiene que la ecuación (3.11) es nula, lo que implica que
solo el estado base de la part́ıcula es mantenido por el campo de punto cero [15, 16, 17].
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Aunado a esto, dicha ecuación muestra que las llamadas transiciones “espontáneas” del
subsistema, las transiciones de un estado n a un estado k < n, son inducidas únicamente
por la presencia del CPC [32]. La potencia perdida en cada transición, Wnk, puede hallarse
al rescribir la potencia total perdida como una suma de contribuciones de las posibles
transiciones, es decir,

d〈H〉nτ
dt

=
∑
k

Wnk, (3.12)

donde al comparar con la ecuación (3.11) se obtiene que

Wnk = −2mτω4
nk|rnk|2. (3.13)

Una expresión como la ecuación (3.11) únicamente tiene sentido en un contexto estad́ıstico.
Para entender su significado se tiene que considerar un ensamble estad́ıstico de sistemas
preparados inicialmente en el mismo estado excitado n, y sujetos a la acción del CPC.
Entonces, de acuerdo con la ecuación (3.12), los miembros del ensamble tienen una cierta
probabilidad por unidad de tiempo para realizar una transición al estado k de menor
enerǵıa, la cual está determinada por los valores de ωnk y |rnk|, es decir, por las propiedades
espećıficas del sistema. Sin embargo, el saber cuál transición se llevará a cabo en cada
instante es imposible, debido a la naturaleza estad́ıstica de la presente descripción [32].

Por otro lado, es posible estudiar si existe un campo de fondo, externo o excitado, que
pueda estar en equilibrio con un estado excitado del subsistema mecánico. Para esto, es
conveniente definir la densidad espectral de enerǵıa de un campo de fondo excitado como
u(ω) ≡ u0(ω)�(ω), donde �(ω) > 1 es una función par, tal que

d〈H〉nτ
dt

= −mτ
∑
k

ω4
nk|rnk|2(1−�(ωkn)sign(ωkn)), (3.14)

[15, 17, 32]. La última expresión resulta ser una generalización de la ecuación (3.10) para la
densidad espectral u(ω). Esta expresión posee términos con diferentes signos, dependiendo
de si la frecuencia ωkn se refiere a transiciones hacia arriba o hacia abajo. Por esto, no es
posible satisfacer la condición de balance energético en general [15, 16, 17].

3.2.1. El oscilador armónico cuántico unidimensional

A pesar de la conclusión anterior, existe un sistema mecánico particular que puede coexis-
tir con el campo de fondo en un estado distinto al base: el oscilador armónico unidimen-
sional [15, 16, 17]. En este caso, todas las frecuencias |ωnk| que contribuyen a la suma de la
ecuación (3.14) poseen el mismo valor, siendo este igual a la frecuencia caracteŕıstica del
oscilador ω0. Para este sistema espećıfico se tiene que las funciones de onda estacionarias
son de la siguiente forma

φn(x) =

(
1

2nn!

√
mω0

π~

)1/2

e−mω0x2/2~Hn

(√
mω0

~
x

)
, (3.15)
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donde Hn(x) denota el n-ésimo polinomio de Hermite. La figura 3.1 muestra el compor-
tamiento de φn(x) para n = 0, 1, 2, 3. Utilizando la relación de recurrencia para Hn(x),
Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x) [2], y las funciones de onda anteriores se obtiene que

xnk =

∫ ∞
−∞

φn(x)xφk(x)dx =

√
~

mω0

(
δn+1,k

√
n+ 1

2
+ δn−1,k

√
n

2

)
; (3.16)

tal que, al elevar al cuadrado la última expresión, se llega a que

|xnk|2 =
~

2mω0

[(n+ 1)δn+1,k + nδn−1,k]. (3.17)

Figura 3.1: Comportamientos de las funciones de onda correspondientes a los
cuatro estados estacionarios de menor enerǵıa del oscilador armónico cuántico
unidimensional como funciones de la posición, para el valor mω0/~ = 1.

Al sustituir la ecuación (3.17) en (3.8) se tiene que la potencia cedida por el oscilador al
campo de fondo es igual a

τ 〈p...x 〉n = −mτω4
0

∑
k

|xnk|2 = −~τω3
0

2
(2n+ 1). (3.18)

De manera análoga, al usar la ecuación (3.17) en el segundo término de la derecha de la
ecuación (3.14), se arriba a que la potencia ganada por el oscilador al campo de fondo, a
través de sus fluctuaciones, es

1

m
〈Dpp〉n = mτω4

0

∑
k

|xnk|2�(ωkn)sign(ωkn)

=
~τω3

0

2
[(n+ 1)�(ωn+1,n)sign(ωn+1,n) + n�(ωn−1,n)sign(ωn−1,n)] ,

(3.19)
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donde al tomar en cuenta que la función � es par se obtiene que

1

m
〈Dpp〉n =

~τω3
0

2
�(ω0). (3.20)

Al sustituir las expresiones (3.18) y (3.20) en (3.14) se observa que el balance energético
detallado existe solamente si �n(ω0) = 2n+1, es decir, si se tiene que el oscilador armónico,
en su n-ésimo estado excitado, se halla sumergido en un campo de fondo con una densidad
espectral de enerǵıa igual a

u(ω) = (2n+ 1)u0(ω) =
~ω3

0

π2c3

(
n+

1

2

)
. (3.21)

Siendo aśı, entonces existen tantas absorciones como emisiones por unidad de tiempo,
todas con una frecuencia ω0, tales que el valor medio de la enerǵıa del oscilador se mantiene
constante [32]. Este resultado no es de sorprender si se considera que el campo posee una
enerǵıa por modo normal de ~ω0(n + 1/2), igual a la enerǵıa del oscilador mecánico con
el que se halla en equilibrio. Lo anterior resulta ser el punto central de la distribución de
Planck y la cuantización del campo electromagnético: en principio cada modo normal de
oscilación del campo puede adquirir cualquier enerǵıa, sin embargo, solo aquellos modos
que tengan una enerǵıa media igual a ~ω0(n+ 1/2) lograrán alcanzar el equilibrio con la
materia [15, 16, 17].

3.3. Tiempos de vida atómicos: los coeficientes A
y B de Einstein

En ausencia de un balance energético detallado, el sistema materia-campo experimenta
cambios en la distribución de la enerǵıa media que pueden ser cuantificados utilizando la
ecuación (3.14). Si se supone un subsistema mecánico, preparado en un estado arbitrario
n, sujeto a la acción de un campo de radiación con una densidad espectral arbitraria
u(ω) = u0(ω)�(ω), que pueda ser rescrita en términos de la función adimensional � como
�(ω) ≡ 1 + �a(ω) con la intención de separar la contribución proveniente del campo de
fondo adicional,

u(ω) = u0(ω)�(ω) = u0(ω) + ua(ω), (3.22)

donde ua(ω) ≡ u0(ω)�a(ω) [15, 16, 17], entonces, al usar la ecuación (3.22) en (3.14), se
tiene que el cambio en la enerǵıa media del subsistema mecánico es igual a

d〈H〉nτ
dt

= −mτ
∑
k

ω4
nk|rnk|2[1− (1 + �a(ωnk))sign(ωkn)]

= mτ
∑
k

ω4
nk|rnk|2

[
(�a)

∣∣∣
ωkn>0

− (2 + �a)
∣∣∣
ωkn<0

]
.

(3.23)
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El primer término dentro de los paréntesis cuadrados en la última igualdad, proporcional a
�a, representa las absorciones, es decir, las transiciones en las que el subsistema mecánico
le gana enerǵıa al campo de fondo, pasando de un estado energético n a uno k > n. Por
otro lado, el segundo término de la ecuación (3.23), proporcional a 2 +�a, representa las
emisiones o las transiciones en las que el subsistema mecánico le cede enerǵıa al campo
de fondo, decayendo a un estado energético k < n. Es notable, de la ecuación (3.23), que
solo pueden existir absorciones cuando el campo de fondo está excitado, lo que implica
que exista una componente externa no nula ua 6= 0. Esto explica porqué los detectores
ópticos, incluidas las placas fotográficas, no son activados por el CPC [17], aunado a
esto permite identificar a la componente adicional del campo de fondo con el campo de
radiación fotónico [32]. Paralelamente, las emisiones pueden dividirse en “espontáneas”, en
el sentido bohriano de acausales [76], cuando el sistema se halla en interacción únicamente
con el campo de radiación de punto cero, o estimuladas, en caso de estar interactuando
adicionalmente con el campo representado por �a.

Los coeficientes que aparecen en cada uno de los términos en el lado derecho de la
ecuación (3.23) determinan las tasas de pérdida y ganancia energética del subsistema
mecánico, razón por la cual deben estar directamente relacionados con los coeficientes
A y B de Einstein para las probabilidades de transición [32]. El coeficiente A se define
usualmente como aquel que determina la tasa de emisiones espontáneas [40, 41, 77],

d

dt
〈H〉em esp

nτ ≡ −~
∑
k<n

ωnkAnk. (3.24)

Aśı, Ank es la probabilidad de que el subsistema mecánico, particularmente el átomo,
realice una transición espontánea de un estado n a un estado de menor enerǵıa k por
unidad de tiempo, con una consecuente pérdida de enerǵıa dada por ~ωnk [32]. Por otro
lado, el coeficiente Bem

nk define la tasa de pérdida de enerǵıa por transiciones inducidas o
estimuladas por el campo externo [40, 41, 77], tal que

d

dt
〈H〉em ind

nτ ≡ −~
∑
k<n

ωnkBem
nk ua(ωnk). (3.25)

Análogamente, el coeficiente Babs
kn establece la tasa de ganancia de enerǵıa debido a las

absorciones inducidas por el campo externo [40, 41, 77], de tal manera que

d

dt
〈H〉abs ind

nτ ≡ ~
∑
k>n

ωknBabs
kn ua(ωnk). (3.26)

Con base en las definiciones anteriores, los coeficientes B son las probabilidades de tran-
sición en presencia de un campo fotónico con densidad espectral ua(ωnk) [32]. La tasa
total de cambio en la enerǵıa del sistema puede ser rescrita, en términos de las ecuaciones
(3.24), (3.25) y (3.26), como

d〈H〉nτ
dt

=
d

dt
〈H〉em esp

nτ +
d

dt
〈H〉em ind

nτ +
d

dt
〈H〉abs ind

nτ , (3.27)
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o equivalentemente como

d〈H〉nτ
dt

=
∑
k>n

~ωknBabs
kn ua(ωnk)−

∑
k<n

~ωnk[Ank + Bem
nk ua(ωnk)], (3.28)

que puede expresarse de manera compacta de la siguiente manera

d〈H〉nτ
dt

=
∑
k

~|ωnk|
[
(Babs

kn u0�a)
∣∣∣
ωkn>0

− (Ank + Bem
nk u0�a)

∣∣∣
ωkn<0

]
. (3.29)

Al comparar las ecuaciones (3.23) y (3.29), y sustituir la definición de la constante τ ,
ecuación (G.17), se arriba a una expresión para el coeficiente de emisión espontánea,

Ank =
q2
eω

3
nk

3πε0~c3
|rnk|2. (3.30)

Con base en la definición dada del coeficiente A y la última ecuación, puede establecerse
que la probabilidad por unidad de tiempo de que el sistema decaiga a algún estado de
menor enerǵıa, sin importar cuál espećıficamente, es la suma de los coeficientes Ank de
todas las transición posibles del estado n a algún estado k < n, al ser cada uno de estos
eventos excluyentes entre śı. De esta forma, se tiene que el inverso de la suma anterior
representa el tiempo medio que tarda en ocurrir alguna de las transiciones permitidas, es
decir, la vida media del n-ésimo estado excitado [25, 95],

Tn ≡

(∑
k

Ank

)−1

=
3πε0~c3

q2
e

(∑
k

ω3
nk|rnk|2

)−1

. (3.31)

Por otro lado, al realizar el procedimiento utilizado para la obtención de la ecuación (3.30)
y emplear la definición de la densidad espectral de enerǵıa del CPC, ecuaciones (C.29)
y (2.181), pueden hallarse expresiones anaĺıticas para los coeficientes B de la ecuación
(3.29), resultando que

Babs
kn = Bem

nk =
πq2

e

3ε0~2
|rnk|2 ≡ Bnk. (3.32)

Los resultados expuestos en las ecuaciones (3.30), (3.31) y (3.32) están en total acuerdo
con los respectivos resultados de la electrodinámica cuántica [25, 76, 95], de manera que
estos confirman el papel primordial que juegan la reacción radiativa y el campo electro-
magnético de fondo en determinar las tasas de transición entre los estados del sistema y
sus respectivos tiempos de vida.

3.3.1. El decaimiento espontáneo

La emisión, o decaimiento, espontánea ha sido atribuida a dos fenómenos f́ısicos distintos a
lo largo de su historia. La explicación más antigua relaciona dicha emisión con la reacción
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radiativa [76], como lo explica P. A. M. Dirac en su art́ıculo de 1927 sobre la emisión y
la absorción de la radiación [37]. Posteriormente, las investigaciones sobre el corrimiento
Lamb, como la realizada por T. A. Welton en 1948, condujeron a la idea de que la emisión
espontánea pod́ıa ser atribuida a las fluctuaciones del campo electromagnético de punto
cero [99]. Sin embargo, con el paso de los años se fue reconociendo que ambos fenómenos
son necesarios para la explicación de la radiación espontánea emitida por los átomos
[23, 51, 76]. Para explicar el origen de dicha idea puede recurrirse al cociente entre las
tasas de emisión espontánea y estimulada, deducidas anteriormente,

Ank
Bnk

=
~ω3

nk

π2c3
= 2u0(ωnk). (3.33)

Dadas las definiciones de los coeficientes A y B, es de esperar que el cociente expresado en
la ecuación (3.33) corresponda exactamente a la densidad espectral del CPC y no al doble
de esta. El factor 2 en la mencionada ecuación podŕıa hacer pensar que el campo de punto
cero es el doble de efectivo al inducir transiciones radiativas en comparación con el resto
de campos electromagnéticos [94]. Sin embargo, la interpretación correcta de dicho factor,
como ya se mencionó, es que son dos fenómenos f́ısicos independientes los que contribuyen
con igual magnitud u0 al decaimiento espontáneo del sistema, por un lado se tienen las
fluctuaciones impresas por el campo en la part́ıcula y por el otro la radiación de Larmor.
El presente contexto permite no solo explicar el resultado expresado en la ecuación (3.33),
sino que también muestra de manera clara que el hecho de que ambas contribuciones sean
iguales es lo que conduce a un balance exacto entre ellas, garantizando de esta manera la
estabilidad del estado base del sistema [15, 16, 17].

3.3.2. La distribución de Planck

Finalmente, al seguir el procedimiento usado por Einstein en su publicación de 1917 sobre
radiación, en la cual predijo la razón expuesta en la ecuación (3.33) y la igualdad entre los
coeficientes Babs

kn y Bem
nk con base en consideraciones estad́ısticas [40, 41], es posible arribar

a la distribución de Planck a partir de los coeficientes A y B obtenidos, suponiendo que
se tiene un sistema de dos estados n y k, con En − Ek = ~ωnk > 0 y poblaciones Nn y
Nk respectivamente. Al suponer que dicho sistema se halla en equilibrio térmico a una
temperatura T , y despreciando todas las posibles degeneraciones inconsecuentes [32], se
tiene que la razón entre las poblaciones de sus estados es

Nk/Nn = e(En−Ek)/kBT . (3.34)

Por otro lado, con base en la ecuación (3.23), se tiene que el número de absorciones, tran-
siciones m→ n, es proporcional a Nk�a(ωnk), y que el número de emisiones, transiciones
n → k, es proporcional a Nn[2 + �a(ωnk)]. Aśı, de la condición de equilibrio estad́ıstico,
se tiene que

Nk�a = Nn(2 + �a), (3.35)
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donde al despejar �a y sustituir las ecuación (3.34) se arriba a que

�a(ωnk) =
2

e(En−Ek)/kBT − 1
. (3.36)

Aśı, usando la ecuación (3.36) en (3.22), se llega a que la densidad espectral de enerǵıa
del campo de fondo fotónico está dada por la distribución de Planck, ecuación (E.3),

ua(T, ωnk) = u0(ωnk)�a(T, ωnk) =
ω2
nk

π2c3

~ωnk
e~ωnk/kBT − 1

. (3.37)

Es relevante notar que la ecuación de equilibrio (3.35) implica un balance detallado de
enerǵıa, ya que las emisiones y absorciones individuales conllevan al intercambio de una
misma cantidad de enerǵıa, ~ωnk, entre el subsistema mecánico y el campo de fondo
[17, 32]. Finalmente, al sumar el resultado anterior y la expresión para u0, dada por la
ecuación (C.29), se obtiene que la densidad espectral de enerǵıa del campo de radiación
total, que interactúa con el subsistema mecánico, es igual a

u(T, ωnk) = u0(ωnk) + ua(T, ωnk) =
ω2
nk

π2c3

(
~ωnk

2
+

~ωnk
e~ωnk/kBT − 1

)
, (3.38)

tal y como lo anticipó Nernst en 1916.

3.4. Tasas de cambio de otras integrales de

movimiento del subsistema mecánico

En la última sección se estudió la variación temporal del valor medio de la función ha-
miltoniana del sistema 〈H〉, y sus efectos, cuando no existe un balance detallado entre
el subsistema mecánico y el campo de fondo; si se sabe que para cada sistema mecánico
cerrado de N grados de libertad existen 2N − 1 integrales de movimiento independientes
[69], de las cuales solo una corresponde a la enerǵıa del sistema, entonces es de interés
estudiar cuáles son las tasas de cambio para las 2N −2 variables “conservadas” restantes.
Con este fin, debe recordarse que para cada cantidad dinámica C(r,p) que represente
una integral de movimiento clásica, es decir, una integral de movimiento cuando no existe
interacción con el campo de radiación, se cumple que el cambio de su valor medio está
dado por la ecuación (2.60), que en notación vectorial se expresa como

d〈C〉
dt

= mτ 〈...r · ∇pC〉 − q2
e

〈
∇pC · D̂

〉
. (3.39)

Ya que tanto H como C son constantes de movimiento, entonces sus correspondientes
operadores diferenciales, Ĥ y Ĉ, conmutan entre śı, pues ambos forman parte del conjunto
maximal de operadores conmutativos del sistema, lo que significa que la matriz asociada
a Ĉ es diagonal en la representación de la enerǵıa [25], es decir,
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Cnk = Cnδnk, (3.40)

donde el ı́ndice n = (n′H, n
′′
C) se ha definido tal que incluya los números cuánticos corres-

pondientes a los valores propios de ambos operadores [32]. Si se supone que el subsistema
mecánico ha sido preparado en su n-ésimo estado excitado, se tiene, de la ecuación (3.39),
que la evolución temporal radiativa, a primer orden en τ , de 〈C〉n es, en notación indicial,
igual a

d〈C〉nτ
dt

= mτ

〈
...
r j
∂C

∂pj

〉
n

− q2
e

〈
∂C

∂pj
D̂j
〉
n

. (3.41)

Para realizar el cálculo de los términos de la derecha de la ecuación anterior se recurre a
la definición de los paréntesis de Poisson, y a la relación entre estos y los conmutadores
cuánticos, expresada en la ecuación (2.154), tal que

∂C

∂pj
=
∂rj
∂rk

∂C

∂pk
− ∂rj
∂pk

∂C

∂rk
= [rj, C]clas →

1

i~
[r̂j, Ĉ], (3.42)

de manera que se llegue a(
∂C

∂pj

)
nk

=
1

i~
[r̂j, Ĉ]nk =

rjnk
i~

(Ck − Cn), (3.43)

donde rjnk está dado por la componente j-ésima de la ecuación (2.167). Aśı, al utilizar
los resultados de las ecuaciones (2.169) y (3.43) se tiene que〈[

.̂..
r j,

[r̂j, Ĉ]

i~

]〉
n

=
∑
k

|rjnk|2

~
(Ck − Cn)

(
ω3
nk + ω3

kn

)
= 0, (3.44)

en función de la definición antisimétrica de la frecuencia ωnk = (En − Ek)/~. La ecuación
(3.44) implica que los operadores

.̂..
r j y [r̂j, Ĉ] conmutan entre śı, y que por tanto no existe

ambigüedad en el ordenamiento de estos. Con base en esto, se tiene que el primer término
de la derecha de la ecuación (3.39) es

mτ 〈...r · ∇pC〉n =
1

i~
∑
k

.̂..
r nk · [r̂, Ĉ]kn = −mτ

~
∑
k

ω3
nk|rnk|2(Cn − Ck). (3.45)

Para obtener una expresión expĺıcita del segundo término requerido de la ecuación
(3.41), se recurre a la expresión para el operador de difusión en la aproximación marko-
viana, en términos de la densidad espectral de enerǵıa u(ω), dada por la ecuación (2.33),

q2
e

〈
∂C

∂pj
D̂j
〉
n

=
q2
e

3ε0

∫ ∞
0

u(ω)

∫ t

−∞
cos(ω(t− t′))

(
∂2C

∂p′j∂pj

)
nn

dt′dω, (3.46)

de la cual, al utilizar la regla de transformación expresada en (3.42), se tiene que

q2
e

〈
∂C

∂pj
D̂j
〉
n

= − q2
e

3ε0~2

∫ ∞
0

u(ω)

∫ t

−∞
cos(ω(t− t′))

〈[
r̂′j, [r̂j, Ĉ]

]〉
n
dt′dω. (3.47)
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El conmutador de la ecuación anterior puede deducirse de manera análoga a la utilizada
para la obtención de la ecuación (3.44), tal que〈[

r̂′j, [r̂j, Ĉ]
]〉

n
=
∑
k

(
r′jnk[r̂j, Ĉ]kn − [r̂j, Ĉ]nkr

′
jkn

)
= 2

∑
k

|rjnk|2(Ck − Cn) cos(ωnk(t− t′)).
(3.48)

Al sustituir el conmutador hallado, en la expresión integral (3.47), y permitir un posible
campo de fondo adicional al CPC, tal que u(ω) ≡ u0(ω)�(ω), se arriba a que

q2
e

〈
∂C

∂pj
D̂j
〉
n

= − 2q2
e

3ε0~2

∑
k

|rjnk|2(Ck − Cn)×

×
∫ ∞

0

u0(ω)�(ω)

∫ t

−∞
cos(ω(t− t′)) cos(ωnk(t− t′))dt′dω, (3.49)

donde al usar la expresión para u0(ω) de la ecuación (C.29) y al utilizar las ecuaciones
(2.181) y (2.184) se llega, en el ĺımite t→∞, a

q2
e

〈
∂C

∂pj
D̂j
〉
n

= − q2
e

6πε0~c3

∑
k

|rjnk|2(Ck − Cn)×

×
∫ ∞

0

ω3�(ω)(δ(ω − ωnk) + δ(ω + ωnk))dω, (3.50)

que bajo una integración directa conduce a que el segundo término de la derecha de la
ecuación (3.41) se pueda expresar, en notación vectorial, como

q2
e

〈
D̂ · ∇pC

〉
n

= − q2
e

6πε0~c3

∑
k

|ωnk|3|rnk|2(Ck − Cn)�(ωnk)sign(ωnk)

= −mτ
~
∑
k

|ωnk|3|rnk|2(Ck − Cn)�(ωnk)sign(ωnk),
(3.51)

lo que implica que

d〈C〉nτ
dt

= −mτ
~
∑
k

ω3
nk|rnk|2(Cn − Ck)[1−�(ωkn)sign(ωkn)]. (3.52)

De la ecuación (3.52) se sigue que si el campo de fondo es el CPC, es decir si �(ω) = 1,
y el subsistema mecánico se halla en su estado base, tal que sign(ωkn) = 1 para toda ωkn,
entonces existe un balance detallado en el valor medio de no solo la enerǵıa del sistema
sino de toda integral de movimiento “clásica” de la forma aqúı considerada [32].
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Una forma alternativa de la ecuación (3.52) puede hallarse al rescribir esta de manera
análoga a la ecuación (3.23), es decir,

d〈C〉nτ
dt

= −mτ
~
∑
k

ω3
nk|rnk|2(Cn − Ck)

[
(�a)

∣∣∣
ωkn>0

− (2 + �a)
∣∣∣
ωkn<0

]
, (3.53)

tal que el cambio temporal del valor medio de la integral de movimiento C pueda expre-
sarse en términos de los coeficientes de Einstein, ecuaciones (3.30) y (3.32), como

d〈C〉nτ
dt

=
∑
ωkn>0

(Ck − Cn)ua(ωnk)Bkn −
∑
ωkn<0

(Cn − Ck)[Ank + ua(ωnk)Bnk]. (3.54)

El primer término de la derecha de la ecuación anterior representa la tasa de cambio de
la variable C debido a las transiciones radiativas a un estado de mayor enerǵıa. Por su
parte, el segundo término ilustra la tasa de cambio de C correspondiente a las emisiones
del subsistema mecánico al decaer a un estado de menor enerǵıa.

3.5. Correcciones radiativas a la enerǵıa: el

corrimiento Lamb

Otra consecuencia de los efectos residuales del campo de radiación de punto cero es la
generación de corrimientos en los niveles energéticos atómicos. Este fenómeno, conocido
como corrimiento o efecto Lamb, es de gran relevancia f́ısica ya que marcó el inicio de la
electrodinámica cuántica moderna al introducir en su explicación teórica reglas para el
tratamiento y descarte de divergencias [77].

Para entender el efecto Lamb, debe recordarse que la solución de la ecuación de
Schrödinger para el átomo de hidrógeno arroja que los niveles de enerǵıa dependen única-
mente del número cuántico principal n, estando por tanto estos totalmente degenerados
con respecto al número cuántico orbital `n [25]. Por otro lado, de la teoŕıa de Dirac se
obtiene que el acoplamiento esṕın-órbita y las correcciones relativistas resuelven parcial-
mente esta degeneración entre estados. Sin embargo, aquellos estados que poseen el mismo
número cuántico n y el mismo número cuántico de momento angular total j, como los
niveles 2s1/2 y 2p1/2, permanecen degenerados [25, 77], como se observa en el espectro de
enerǵıas de estructura fina del hidrógeno,

En,j = mc2

1 +

(
Zαf

n− (j + 1/2) +
√

(j + 1/2)2 − (Zαf )2

)2
−1/2

, (3.55)

donde αf = q2
e/4πε0~c denota la constante de estructura fina, Z el número atómico,

n = 1, 2, 3, . . .∞, y j + 1/2 ≤ n [75, 77].
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A pesar de la predicción teórica anterior, los experimentos realizados durante la década
de 1930 mostraban que las enerǵıas de los estados 2s1/2 y 2p1/2 pod́ıan diferir entre śı,
aun cuando los datos no fuesen concluyentes [77]. Sin embargo, en 1947, W. E. Lamb
Jr. y R. C. Retherford realizaron experimentos que mostraron de manera convincente
que el nivel 2s1/2 se halla cerca de 1000 MHz, o 0.030 cm−1, arriba del nivel 2p1/2 [66],
como se muestra esquemáticamente en la figura 3.2. Poco después, Lamb y Retherford
reportaron una medida más precisa de alrededor de 1060 MHz [67]. Es precisamente esta
pequeña diferencia de enerǵıa lo que se conoce como corrimiento Lamb, y la razón de que
la teoŕıa de Dirac, que conduce a la ecuación (3.55), no pueda reproducir este fenómeno
se debe a que esta ignora el acoplamiento existente entre el electrón atómico y el campo
electromagnético del vaćıo [77].

Figura 3.2: Esquema ilustrativo de los niveles de enerǵıa del átomo de hidrógeno
para los estados con n = 1, 2, 3. En a) se muestran los niveles predichos por
la teoŕıa de Schrödinger. En b) se muestran los niveles energéticos al tomar en
cuenta las correcciones relativistas y el acoplamiento esṕın-órbita. Finalmente,
en c) se muestran los resultados experimentales y el efecto Lamb entre los niveles
atómicos 2s1/2 y 2p1/2.

A diferencia de la teoŕıa de Dirac, en la EDE la interacción entre la part́ıcula cargada,
espećıficamente el electrón atómico, y el CPC es la protagonista en el establecimiento
del llamado comportamiento cuántico y, como se ha mostrado en este caṕıtulo, es el
mecanismo detrás de las transiciones radiativas. Aśı, el corrimiento Lamb puede estudiarse
desde la presente perspectiva. Para esto, se debe recordar que la ecuación (2.64) expresa
las correcciones radiativas a la enerǵıa cinética media del subsistema mecánico, de orden
más bajo en τ , que para caso del n-ésimo estado cuántico se expresan como
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〈δK〉nτ = −mτ
2
〈r · ...r 〉n +

q2
e

2

〈
r · D̂

〉
n
. (3.56)

El primer término de la derecha de la última ecuación está relacionado con la reacción de
radiación y puede mostrarse, expresándolo en términos de las soluciones de la ecuación
de Schrödinger, ecuaciones (2.163) y (2.167), que es nulo,

−mτ
2
〈r · ...r 〉n = −mτ

2

∑
k

rnk(t) ·
...
r kn(t) = −mτ

2

∑
k

rnk(t) ·
(
−iω

3
kn

~3
rkn(t)

)
=
mτ

2

∑
k

(
iωnk
~

rnk(t)

)
·
(
ω2
kn

~2
rkn(t)

)
=
mτ

2

∑
k

ṙnk(t) · r̈kn(t)

=
mτ

2
〈ṙ · r̈ 〉n =

mτ

2

〈
dṙ2

dt

〉
n

=
mτ

2

d

dt

〈
ṙ2
〉
n

= 0,

(3.57)

por lo que no contribuye al corrimiento energético de los estados estacionarios en promedio
[15, 17, 33]. Es importante notar que, cuando el promedio anterior es calculado en términos
cuánticos, existe una ambigüedad en el ordenamiento de los operadores, ya que〈[

r̂j,
.̂..
r j
]〉
n

=
〈
r̂j

.̂..
r j
〉
n
−
〈.̂..
r j r̂j

〉
n

= −2i
∑
k

ω3
kn|rjkn|2 6= 0, (3.58)

y solamente el operador simetrizado

(
r̂ · .̂..r

)S ≡ (r̂ · .̂..r +
.̂..
r · r̂

)
2

=

{
r̂,

.̂..
r
}

2
, (3.59)

donde
{
r̂,

.̂..
r
}

representa el anticonmutador entre los operadores r̂ y
.̂..
r , posee un valor

medio real y nulo, en concordancia con la ecuación (3.57) [32]. Por otro lado, puede
mostrarse que la contraparte antisimétrica del operador anterior,

(
r̂ · .̂..r

)A ≡ (r̂ · .̂..r − .̂..
r · r̂

)
2

=

[
r̂,

.̂..
r
]

2
, (3.60)

predice valores medios imaginarios. Para esto, puede obtenerse, de la ecuación (3.58), que

〈δK〉Anτ ≡ −
mτ

2
(r̂ · .̂..r )Ann =

imτ

2

∑
k

|rnk|2ω3
nk. (3.61)

Al rescribir la ecuación anterior en términos de (3.30) y (3.31), se arriba a que

〈δK〉Anτ =
i~
4

∑
k

Ank =
i~

4Tn
, (3.62)

resultado que puede interpretarse como una modificación en la vida media del estado del
subsistema mecánico causada por el cambio en la enerǵıa debido al corrimiento Lamb.
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De esta manera, se tiene que el valor esperado del operador (r̂ · .̂..r )A arroja un número
imaginario proporcional al inverso del tiempo de vida del correspondiente estado excitado
[33], mientras que el valor medio de (r̂ · .̂..r )S representa una contribución al corrimiento
en la enerǵıa, siendo en este caso nulo, para el mismo estado [32].

Al sustituir en la ecuación (3.56) el resultado obtenido en (3.57), se arriba a que la
corrección radiativa a la enerǵıa proviene únicamente del acoplamiento entre el dipolo
eléctrico instantáneo del átomo, d ≡ qer, y la componente eléctrica del campo electro-
magnético de fondo [32],

〈δK〉nτ =
q2
e

2

〈
r · D̂

〉
n

=
qe
2

〈
d · D̂

〉
n
. (3.63)

Para llevar a cabo el cálculo expĺıcito de los términos a la derecha de la última ecuación,
se retoma la expresión del operador de difusión en el ĺımite markoviano dado en términos
de coeficientes de difusión, ecuación (2.38), tal que al integrar primero sobre el espacio
fase e integrar una vez por partes cada término, se tenga que

q2
e

〈
rjD̂j

〉
=

∫ (
Dppjkrj

∂Q
∂pk

+Dprjkrj
∂Q
∂rk

)
d3rd3p

=

∫ (
DppjkrjQ−

∫
∂Dppjkrj
∂pk

Qd3p

)
d3r +

∫ (
DprjkrjQ−

∫
∂Dprjkrj
∂rk

Qd3r

)
d3p

=

∫
DppjkrjQd

3r −
∫
rj

(
∂Dppjk
∂pk

+
∂Dprjk
∂rk

)
Qd3rd3p+

∫
DprjkrjQd

3p−
∫
DprjjQd3rd3p.

(3.64)

Las integrales positivas en la última igualdad de la ecuación anterior son nulas al estar
ambas evaluadas en la superficie en el infinito; de la misma manera, la integral proporcional
a la suma de las derivadas de los coeficientes de difusión es cero de acuerdo con el resultado
de la ecuación (2.195). Aśı, se llega a

q2
e

〈
rjD̂j

〉
= −

∫
DprjjQd3rd3p = −

〈
Dprjj
〉
. (3.65)

Con base en este resultado y en la ecuación (2.177) se encuentra que

q2
e

〈
rjD̂j

〉
n

= − iq2
e

4πε0~

∫ t

−∞
$(t− t′)〈[r̂j, r̂′j]〉ndt′. (3.66)

El conmutador dentro de la expresión integral hallada puede calcularse de manera análoga
a la ecuación (2.182), obteniéndose que

〈[r̂j, r̂′j]〉n = −2i
∑
k

|rjnk|2 sin(ωkn(t− t′)), (3.67)
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tal que, al sustituir la expresión de $(t− t′) de la ecuación (2.32), se arriba a

q2
e

〈
rjD̂j

〉
n

= − q2
e

3π2ε0c3

∑
k

|rjnk|2
∫ ∞

0

ω3

∫ t

−∞
cos(ω(t− t′)) sin(ωkn(t− t′))dt′dω. (3.68)

La integral sobre t′, puede ser rescrita en términos de ∆t ≡ t − t′. Adicionalmente, al
utilizar las mismas identidades trigonométricas con las que se obtuvo la ecuación (2.187),
se tiene que la integral se puede expresar como sigue∫ t

−∞
cos(ω(t− t′)) sin(ωkn(t− t′))dt′ =

∫ ∞
0

cos(ω∆t) sin(ωkn∆t)d∆t

=
1

2

∫ ∞
0

[sin((ωkn + ω)∆t) + sin((ωkn − ω)∆t)]d∆t.

(3.69)

Por otro lado, con un procedimiento análogo al empleado en la deducción de la ecuación
(1.40), se llega a que la última integral es igual a

1

2

∫ ∞
0

[sin((ωkn + ω)∆t) + sin((ωkn − ω)∆t)]d∆t =
ωkn

ω2
kn − ω2

. (3.70)

Aśı, de las ecuaciones (3.65) y (3.70) se llega a que

q2
e

2

〈
rjD̂j

〉
n

= − q2
e

6π2ε0c3

∑
k

|rjnk|2ωkn
∫ ∞

0

ω3dω

ω2
kn − ω2

. (3.71)

De la ecuación anterior se tiene que la corrección radiativa al valor medio de la enerǵıa,
en notación vectorial, es

δEn ≡ 〈δK〉nτ = − q2
e

6π2ε0c3

∑
k

|rnk|2ωkn
∫ ∞

0

ω3dω

ω2
kn − ω2

. (3.72)

El efecto Lamb propiamente dicho, también llamado corrimiento Lamb observable, se
deduce al sustraer del corrimiento total de enerǵıa la contribución de part́ıcula libre [32,
77], que se halla representada por la ecuación (3.72) en el ĺımite de enerǵıas electrónicas
continuas, es decir, cuando ωkn es despreciable en comparación con ω en el denominador
de dicha ecuación [15, 17], es decir,

δE libre =
q2
e

6π2ε0c3

∑
k

|rkn|2ωkn
∫ ∞

0

ωdω =
q2
e~

4π2ε0mc3

∫ ∞
0

ωdω. (3.73)

Se arribó a la última igualdad al utilizar la llamada regla de la suma de Thomas-Reiche-
Kuhn Σk|rkn|2ωkn = 3~/2m [75, 91]. Aśı, al tomar la diferencia entre las ecuaciones (3.72)
y (3.73), se obtiene que el efecto Lamb observable para el nivel n-ésimo es

δEobs
n = δEn − δE libre = − 1

6π2ε0c3

∑
k

|rkn|2ω3
kn

∫ ∞
0

ωdω

ω2
kn − ω2

. (3.74)
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Para evitar la divergencia logaŕıtmica de la integral anterior, se introduce la regla de corte
usual para procesos no relativistas, es decir, ωC = mc2/~ [15, 17], tal que

δEobs
n =

1

6π2ε0c3

∑
k

|rkn|2ω3
kn ln

∣∣∣∣ mc2

~ωkn

∣∣∣∣ . (3.75)

Este resultado es idéntico al presentado por H. A. Bethe en 1947 para el corrimiento
Lamb desde los fundamentos de la electrodinámica cuántica [15, 17, 77]. Adicionalmente,
al realizar el cálculo numérico de la ecuación (3.75) para el caso del estado 2s1/2 del
hidrógeno, este arroja un valor que concuerda con los resultados experimentales: δEobs

2s ≈
1040 MHz [7]. Sin embargo, es notable que en el presente desarrollo no se necesitó de
ninguna renormalización expĺıcita de la masa del electrón, adicional a la tomada en la
deducción de la ecuación de Abraham-Lorentz, ecuación (G.19), en el apéndice G.

3.5.1. El significado del efecto Lamb

El resultado expuesto en la ecuación (3.72) es igual al hallado por E. A. Power en 1966
para el efecto Lamb [77, 85], basándose en el argumento de R. Feynman de 1961 [46],
desde el marco de la electrodinámica cuántica. De acuerdo con Feynman, la presencia del
átomo genera una débil perturbación en el campo de fondo cercano, tal que este actúa
como un medio refractante [46]. El efecto de esta perturbación es el cambiar las frecuencias
del campo de fondo en la vecindad del átomo, de ω a ω/n(ω) [32, 85], donde n denota el
ı́ndice de refracción. Aśı, el corrimiento en la enerǵıa del CPC debido a la presencia del
átomo es

∆En =
1

2

∑
κ,λ

~ωκ
nn(ωκ)

− 1

2

∑
κ,λ

~ωκ ≈ −
1

2

∑
κ,λ

[nn(ωκ)− 1]~ωκ, (3.76)

donde el ı́ndice de refracción del medio está dado en la presente aproximación por

n(ωκ) ≈ 1 +
1

3ε0~V
∑
k

|dkn|2ωkn
ω2
kn − ω2

κ

, (3.77)

[17, 24, 77], donde dkn = qerkn denota el momento dipolar eléctrico de la transición. Al
sustituir la ecuación anterior en la última igualdad de (3.76), tomar el ĺımite continuo
sobre ωκ, sumar sobre las polarizaciones e integrar sobre el ángulo sólido Ωκ, se obtiene
que

∆En = − 1

6π2ε0c3

∑
k

|dkn|2ωkn
∫ ∞

0

ω3dω

ω2
kn − ω2

, (3.78)

resultado que coincide con la ecuación (3.72). De igual forma, al sustraer la contribución
de part́ıcula libre, Power llegó, desde esta perspectiva, a una expresión para el corrimiento
Lamb observable idéntica a la ecuación (3.74) [32, 77, 85].
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Es importante observar que la ausencia del término τ 2ω4 en el denominador de la
ecuación (3.74), proveniente de la reacción radiativa, es debido a que ha sido despreciado
en el presente cálculo, ya que este es realizado en el orden más bajo en q2

e . La introduc-
ción de este término es importante para algunas aplicaciones, en particular para deducir
expresiones válidas para el ı́ndice de refracción en la ecuación (3.77) [32].

3.5.2. Interpretaciones alternativas

La interpretación del corrimiento Lamb, como un cambio en los niveles energéticos del
átomo debido a la interacción de este con el CPC contiguo, está en ĺınea con el acerca-
miento general de la presente teoŕıa. Este corrimiento es una manifestación de la influencia
ejercida por la part́ıcula en el campo de fondo cercano, que después interactúa de regreso
con la part́ıcula [32]. Una manera alternativa de ver esta influencia rećıproca es conside-
rando la relación general entre la polarizabilidad atómica p(ω) y el ı́ndice de refracción
del medio afectado por esta [17], que para n(ω) ≈ 1 cumple con que

n(ω) = 1 + 2πp(ω). (3.79)

Al comparar la última expresión con la ecuación (3.77), se obtiene que

pn(ω) =
1

6πε0~
∑
k

|dkn|2ωkn
ω2
kn − ω2

, (3.80)

que corresponde a la fórmula de Kramers-Heisenberg [91]. Lo anterior indica que el efecto
Lamb puede ser interpretado como un efecto Stark de segundo orden en q2

eE [17] asociado
al momento dipolar, d(ω) = p(ω)E, inducido por la componente eléctrica del CPC en el
átomo [32].

Otra forma de rescribir la ecuación (3.74), común en los libros y mejor adaptada para
cálculos directos, es en términos de la enerǵıa de los estados, En = ~ωn. Aśı, al definir

Ink ≡
∫ ∞

0

EdE
(Ek − En)2 − E2

, (3.81)

se tiene que la ecuación (3.74) es igual a

δEobs
n = − q2

e

6π2ε0~c3

∑
k

Inkω3
kn|rkn|2 ≈ −

q2
eIn

6π2ε0~m2c3

∑
k

|pkn|2(Ek − En)

= − q2
eIn

6π2ε0~m2c3

∑
k

〈n|[p, Ĥ]|k〉 · 〈k|p|n〉 = − iq2
eIn

6π2ε0m2c3

∑
k

〈n|F|k〉 · 〈k|p|n〉,

(3.82)

donde se utilizó la ecuación (2.168) y se ha supuesto que Ink depende tan débilmente
del ı́ndice k que tal dependencia puede ser ignorada [32]. Adicionalmente, al utilizar que
F = −∇V , se llega a que
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δEobs
n =

iq2
eIn

6π2ε0m2c3
〈n|∇V · p |n〉 =

iq2
eIn

12π2ε0m2c3
〈n|[∇V , p̂]|n〉

= − ~q2
eIn

12π2ε0m2c3
〈n|∇2V|n〉 = − ~q2

eIn
12π2ε0m2c3

〈∇2V〉n,
(3.83)

[17, 32, 77]. El interés en la expresión anterior radica en que permite interpretar la co-
rrección a la enerǵıa como debida a las fluctuaciones del valor del potencial V , resultantes
de las fluctuaciones δr de la posición instantánea del electrón atómico [17]. Aśı, mediante
un desarrollo en serie de potencias, se arriba a que

V(r + δ(r)) = V(r) + δrj
∂V
∂rj

+
δrjδrk

2

∂2V
∂rj∂rk

+ · · · (3.84)

Suponiendo que las fluctuaciones son esféricamente simétricas en promedio y estad́ıstica-
mente independientes en direcciones ortogonales, tal que δrj = 0 y δrjδrk = (δr)2δjk/3
[32, 77, 99], se tiene que el promedio, sobre el conjunto de fluctuaciones, de V(r + δ(r)) es

V(r + δ(r)) = V(r) +
(δr)2∇2V

6
+ · · · (3.85)

Al escribir el corrimiento energético, ecuación (3.83), en términos del valor de expectación
de la desviación V(r + δ(r)) − V(r) [32], y al despreciar los términos de mayor orden, se
obtiene que

δEobs
n =

〈
V(r + δ(r))− V(r)

〉
n

=
(δr)2

6

〈
∇2V

〉
n

= − ~q2
eIn

12π2ε0m2c3

〈
∇2V

〉
n
. (3.86)

De estas ecuaciones se sigue que el desplazamiento cuadrático medio de la posición del
electrón es

(δr)2 = − ~q2
eIn

2π2ε0m2c3
= − q2

eIn
2π2ε0~c

λ2
C , (3.87)

donde λC representa la longitud de onda de Compton. De la ecuación (3.87) se tiene
numéricamente que √

(δr)2

λC
=

√
− q2

eIn
2π2ε0~c

∼ 10−1, (3.88)

[32]. Cualitativamente, este resultado está en acuerdo con la propuesta de Welton de 1948
de identificar al efecto Lamb como una consecuencia de las fluctuaciones en la posición
del electrón debidas a la interacción con el CPC [32, 77, 99]. Es relevante observar que las
fluctuaciones que dan origen al corrimiento Lamb son, en promedio, un orden de magnitud
más pequeñas que la longitud de onda de Compton, que es ya por śı misma una cantidad
pequeña comparada con el radio de Bohr. Aśı, este corrimiento resulta ser una corrección
muy pequeña de los niveles energéticos del átomo, tan pequeña que para ser detectada se
requiere del uso de espectroscopios especialmente refinados [32].
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Es importante notar que si bien en un inicio se consideró al efecto Lamb como una
corrección radiativa a la enerǵıa cinética, ecuación (3.72), la ecuación (3.83) muestra
este corrimiento como una componente extra de la enerǵıa potencial, siendo, en ambos
desarrollos, las fluctuaciones en la posición del electrón el origen de la corrección. La razón
de esto es que las fluctuaciones δr generan tanto difusión como enerǵıa potencial extra.
De esta manera, se tiene que ambas descripciones resultan equivalentes entre śı [32].

3.6. Efectos externos en las correcciones radiativas

En las secciones anteriores se ha mostrado que ciertas propiedades básicas del campo de
vaćıo, como la intensidad de sus fluctuaciones o su distribución espectral, están directa-
mente relacionadas con las correcciones radiativas aqúı estudiadas. Esto implica que un
cambio en dichas propiedades conduciŕıa, al menos en principio, a una correspondiente
modificación de las mencionadas correcciones. El campo de fondo puede ser alterado, por
ejemplo, al aumentar la temperatura del sistema, al introducir radiación externa, o al
introducir materia adicional que altere las condiciones a la frontera del sistema, afectando
aśı la distribución de modos normales del campo [17, 32]. Estas modificaciones conducen
a efectos observables tanto en las vidas medias como en los niveles energéticos atómicos.

Estos efectos externos o “ambientales” han sido estudiados por más de siete décadas,
usualmente dentro del marco de la teoŕıa cuántica [17]; ejemplo de ello son las ideas de E.
M. Purcell de 1946 sobre la emisión espontánea [86]. En el presente trabajo la dependencia
del campo de fondo, aśı como de sus modificaciones, ha sido expĺıcita desde el principio,
lo que permite estudiar los efectos externos, antes mencionados, de manera clara.

3.6.1. Correcciones ambientales en los tiempos de vida atómicos

En la ecuación (3.23) se mostró que las tasas de transiciones estimuladas atómicas son
directamente proporcionales a la distribución espectral del campo de fondo externo, sin
importar su forma espećıfica. En el caso particular de que el campo externo en cuestión
sea térmico y se halle a una temperatura T , con �a(ωnk) dada por la ecuación (3.36),
se tiene, partiendo de la ecuación (3.29), que la tasa de transiciones inducidas del estado
n-ésimo al estado k-ésimo está dada por

dNnk

dt
= u0(ωnk)�a(ωnk)Bkn =

q2
e |ωnk|3|rnk|2

3πε0~c3

1

e~|ωnk|/kBT − 1
. (3.89)

La ecuación (3.89) muestra que ningún estado propio del hamiltoniano del sistema es
estable para T > 0, y que el campo térmico induce tanto transiciones hacia arriba como
hacia abajo [17, 32]. Para el caso de transiciones hacia abajo, ωnk > 0, es notable que
puede rescribirse la última ecuación en términos de Ank como sigue
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dNnk

dt
= u0(ωnk)�a(ωnk)Bkn =

Ank
e~|ωnk|/kBT − 1

. (3.90)

De la última expresión se llega a que el efecto del campo térmico en la tasa de decaimiento
es apenas notable a temperatura ambiente, kBT ≈ 0.025 eV, ya que para frecuencias
ópticas usuales, el denominador de la ecuación (3.90) oscila entre e−40 y e−400 [17, 32].
Para que el campo térmico genere efectos observables en las vidas medias atómicas, T debe
ser del orden de 104 K, temperaturas a las cuales otros efectos seŕıan dominantes en la
estabilidad atómica, siempre que el átomo aun exista [17]. Por otro lado, la simple adición
de un campo monocromático de alta intensidad de frecuencia ωnk, como el producido por
un láser, puede generar efectos observables en las tasas de emisión, como es bien sabido.
Este efecto es, de hecho, parte de la base del funcionamiento de un láser [92].

Cuando la geometŕıa del sistema o la densidad espectral del campo de fondo son
modificados por la presencia de materiales conductores, tales como placas metálicas o las
paredes de una cavidad, las tasas de transición son afectadas [17]. Supóngase, por ejemplo,
que el campo modificado es aún isotrópico, con una densidad de modos de una frecuencia
dada ωnk, que únicamente ha sido reducida por un factor geométrico �a(ωnk) < 1. Aśı,
de acuerdo con los resultados de la sección 3.3, las correspondientes tasas de transición
son reducidas por el mencionado factor, ya que tanto A como u(ωnk)B son proporcionales
a la densidad de modos. De esta forma, al encerrar átomos en cavidades de alta calidad
que excluyan los modos del campo apropiados, es posible inhibir las correspondientes
transiciones radiativas [17, 32]. Para un campo anisotrópico, más general, los cálculos son
algo más complicados, sin que estos conduzcan a un punto de vista f́ısico distinto [17].
Los efectos de cavidad han sido estudiados en múltiples pruebas experimentales a partir
de las propuestas de D. Kleppner en 1981 y los resultados obtenidos por P. Goy, J. M.
Raimond, M. Gross y S. Haroche en 1983 [53, 62].

En el caṕıtulo 2, se mostró que el campo de fondo juega un papel primordial al de-
terminar la estructura básica y el comportamiento cuántico del átomo, de acuerdo con la
EDE. Por esto, puede esperarse que una modificación geométrica de este campo produzca
un impacto en el comportamiento del átomo al nivel mecanocuántico. Para esclarecer lo
anterior, considerese la ecuación (3.5),

τ 〈p · ...r 〉n =
q2
e

m

〈
p · D̂

〉
n
. (3.91)

Es notable que cualquier alteración en los modos del campo afectará tanto la reacción
radiativa como el CPC por igual. La razón de esto es que en ambos lados de la última
ecuación el campo entra únicamente a través de su función de correlación, aproximada
al orden significativo más bajo [32]. Lo anterior conduce a una importante conclusión,
que las soluciones estacionarias de la ecuación de Schrödinger, que están en total acuerdo
con la ecuación de balance energético, son inmunes a tales modificaciones ambientales del
campo de fondo. Esto puede interpretarse como un signo de la robustez de la descripción
hecha en términos de los estados estacionarios cuánticos [32].
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3.6.2. Correcciones ambientales en los niveles de enerǵıa

En el mismo sentido que en la subsección 3.6.1, es posible usar las ecuaciones (3.73) y
(3.74) para calcular los cambios en los corrimientos energéticos producidos por la adición
de un campo de fondo externo. Para este fin, primero debe deducirse el corrimiento δEn(u)
producido por el campo total u = u0 +ua, siguiendo el mismo procedimiento que condujo
a la ecuación (3.72). Posteriormente, a la correspondiente contribución de part́ıcula libre
δE libre(u) y el correspondiente corrimiento Lamb observable δEobs

n (u), se les debe sustraer
los corrimientos originales, δE libre(u0) y δEobs

n (u0), producidos por el CPC [17, 32]. Aśı, se
obtienen los siguientes resultados:

∆(δE libre) =
q2
e

6π2ε0c3

∑
k

|rnk|2ωkn
∫ ∞

0

(
ua(ω)

u0(ω)

)
ωdω; (3.92)

∆(δEobs
n ) = − q2

e

6π2ε0c3

∑
k

|rnk|2ωkn
∫ ∞

0

(
ua(ω)

u0(ω)

)
ωdω

ω2
kn − ω2

, (3.93)

válidos para el caso de un campo electromagnético homogéneo. Si, por ejemplo, el cam-
po adicional representa radiación de cuerpo negro a una temperatura T > 0, es decir,
si ua(ω, T ) = u0(ω)�a(ω, T ), con �a(ω, T ) dada por la ecuación (3.36), se tiene de la
ecuación (3.92) que

∆T (δE libre) =
q2
e(kBT )2

2π2ε0~mc3

∫ ∞
0

ξdξ

eξ − 1
=

q2
ek

2
B

12ε0~mc3
T 2. (3.94)

A su vez, la expresión para el cambio en el efecto Lamb observable está dada por

∆T (δEobs
n ) = − q2

e

3π2ε0c3

∑
k

|rnk|2ωkn
∫ ∞

0

(
1

e~ω/kBT − 1

)
ωdω

ω2
kn − ω2

. (3.95)

Los resultados anteriores, ecuaciones (3.94) y (3.95), coinciden con las predicciones teóri-
cas deducidas por P. L. Knight y G. Barton desde la perspectiva de la electrodinámica
cuántica en 1972 [5, 63], siendo los correspondientes corrimientos térmicos observados
experimentalmente por L. Hollberg y J. L. Hall en 1984 [56]. Desde el punto de vista
de la EDE, la interpretación de estos corrimientos es clara: representan contribuciones
adicionales a la enerǵıa cinética impresa a la part́ıcula por el campo térmico [32].



Conclusiones

La electrodinámica estocástica es una teoŕıa f́ısica en proceso de construcción que per-
mite obtener un marco teórico claro y autoconsistente, desde el cual es posible estudiar
los llamados fenómenos o efectos cuánticos. Como se mostró a lo largo de la presente
tesis, esta teoŕıa permite entender los comportamientos caracteŕısticos de la mecánica
cuántica, como la estabilidad atómica, el fenómeno de la cuantización o las fluctuaciones
cuánticas, mediante una descripción basada en consideraciones únicamente f́ısicas, sien-
do su fundamento f́ısico principal la interacción entre un sistema mecánico y el campo
electromagnético de punto cero o CPC. A continuación se mencionarán, examinarán y
discutirán brevemente los resultados más relevantes, obtenidos en los desarrollos hechos
en los caṕıtulos anteriores.

A partir del análisis estad́ıstico del campo electromagnético del vaćıo, llevado a cabo
en el caṕıtulo 1, se arribó a que el valor del producto de las varianzas de la posición y
el momento canónicos del campo se halla acotado, en el ĺımite atérmico, por la cantidad
~2/4, ecuación (1.19). Este resultado, correspondiente a las desigualdades de Heisenberg
cuánticas, muestra al CPC como el origen f́ısico, último e irreducible de las fluctuacio-
nes cuánticas “acausales”, dándose respuesta de esta forma a uno de los misterios más
grandes de la mecánica cuántica actual. Consecutivamente, se halló que para que las co-
rrelaciones a dos puntos del CPC posean significado f́ısico, es necesaria la introducción de
la regla de corte, pues se obtuvo que los tiempos y las distancias de correlación de dicho
campo son dependientes de los inversos de la frecuencia y el número de onda máximos,
respectivamente.

Partiendo de la ecuación de Abraham-Lorentz y de las propiedades estad́ısticas del
CPC obtenidas, se comenzó el caṕıtulo 2 con la construcción de la ecuación general de
movimiento de la EDE. Esta ecuación resultó ser una ecuación diferencial de naturaleza
estocástica, ecuación (2.1), cuya estocast́ıcidad proviene de la fuerza de Lorentz experi-
mentada por la part́ıcula al hallarse inmersa en el campo de vaćıo. A través de un estudio
estad́ıstico de esta ecuación de movimiento, se halló que esta está representada, en la des-
cripción de Fokker-Planck, por una ecuación generalizada no markoviana, ecuación (2.25),
dependiente de un operador integrodiferencial de difusión, el cual f́ısicamente describe el
efecto promedio de las múltiples dispersiones causadas por el CPC en la part́ıcula.
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La descripción en el espacio fase brindada por la ecuación generalizada de Fokker-
Planck obtenida, se reduce ineqúıvocamente a la descripción cuántica de Schrödinger, en
el espacio de configuración, al tomar los ĺımites markoviano y no radiativo de la presente
formulación y al aplicarle la condición de balance energético, ecuación (2.65), al estado
base del subsistema mecánico en cuestión. Aśı, se mostró que el llamado régimen cuántico
se reduce a ser un caso particular de la electrodinámica estocástica, tal que la ecuación
de Schrödinger no sólo describe una part́ıcula, sino a una part́ıcula en interacción perma-
nente con el CPC en el régimen reversible en el tiempo, en el cual el campo ha impreso
a la part́ıcula sus fluctuaciones y propiedades de onda caracteŕısticas. Aunado a esto, los
resultados del caṕıtulo 2 muestran al campo de radiación de punto cero como la enti-
dad f́ısica que restituye la enerǵıa que los electrones radian al orbitar el núcleo atómico,
brindando aśı el mecanismo que garantiza la estabilidad del átomo.

En el caṕıtulo 3 se estudió el caso en el que el estado del subsistema mecánico no
cumple la condición de equilibrio (2.65), lo cual sucede, por ejemplo, cuando este no se
halla en su estado base. Bajo esta circunstancia, se halló que el cambio en el valor medio de
la enerǵıa no es nulo, ecuación (3.11), y que por tanto los estados excitados del subsistema
no son en realidad estacionarios, a diferencia de lo predicho por la teoŕıa de Schrödinger.
De manera análoga, se estudió el caso en el que el campo de vaćıo está en un estado
excitado, obteniéndose nuevamente que, en general, no existen estados energéticos estables
del subsistema mecánico distintos al base, ecuación (3.14). Sin embargo, se encontró, como
excepción, que el oscilador armónico unidimensional posee estados excitados estables en
presencia del campo fotónico, lo cual se debe a que la enerǵıa media de los osciladores
coincide con la de los modos de oscilación del campo en el equilibrio, siendo este el
argumento detrás de la cuantización del campo electromagnético.

Finalmente, a partir de las ecuaciones para la evolución de los valores medios de la
enerǵıa, las constantes de movimiento, y las correcciones de origen radiativo a la enerǵıa
cinética, ecuaciones (2.59), (2.60) y (2.64), fue posible estudiar las llamadas correcciones
radiativas del sistema. En primer lugar, se estudiaron las probabilidades de transición de
un estado energético a otro cuando no existe balance energético detallado. Estas proba-
bilidades, conocidas como coeficientes de Einstein, se estudiaron desde la electrodinámica
estocástica de manera clara y concisa, siendo los resultados idénticos a los predichos desde
el formalismo de la electrodinámica cuántica. Adicionalmente, este desarrollo permitió ex-
plicar el origen de las emisiones “espontáneas” de N. Bohr, siendo estas generadas por la
interacción del subsistema mecánico con el CPC, aclarándose la supuesta acausalidad de
dicho fenómeno, y obtener la distribución de Planck para la densidad espectral de enerǵıa
de la radiación térmica. Análogamente, se estudió la evolución del valor medio para toda
integral de movimiento clásica cuando se rompe el balance entre los términos radiativos
del sistema, hallándose que estas únicamente poseen valores medios constantes cuando se
desprecia la interacción con el CPC, o cuando el sistema se halla en su estado base, es
decir, cuando el sistema está en el régimen cuántico.
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La última corrección radiativa que se estudió fue el corrimiento Lamb, este corrimiento
se dedujo mediante las correcciones radiativas a la enerǵıa cinética del subsistema mecáni-
co. Las expresiones halladas para el efecto Lamb observable resultaron corresponder a las
halladas históricamente desde la electrodinámica cuántica que permitieron explicar la se-
paración energética de 1040 MHz entre los estados 2s1/2 y 2p1/2 del átomo de hidrógeno,
ecuación (3.75). Las expresiones obtenidas para las correcciones radiativas estudiadas co-
rresponden con las expresiones obtenidas desde la electrodinámica cuántica en su ĺımite no
relativista, siendo, en el caso de la EDE, consecuencias naturales del sistema en estudio,
y obteniéndose estas de una manera autoconsistente con la teoŕıa. Para finalizar el último
caṕıtulo de la tesis, se estudiaron los efectos externos o ambientales que pudieran afectar
el sistema part́ıcula-campo, como por ejemplo puede ser el aumento de la temperatura
del sistema, la introducción de radiación ajena o la modificación de las condiciones a la
frontera del problema. En todos los casos se arribó a expresiones que han sido obtenidas
desde la perspectiva de la electrodinámica cuántica, y más importante, que han podido
ser comprobadas experimentalmente.

Con base en lo anterior, esta tesis permite concluir que la EDE es una teoŕıa alter-
nativa de la mecánica cuántica, que si bien aún no resuelve los problemas como la no
localidad o la acausalidad, brinda una explicación de sus oŕıgenes, restableciendo dichos
principios f́ısicos, al nivel f́ısico fundamental. La descripción que se ha realizado corres-
ponde ineqúıvocamente al régimen cuántico, de tal manera que la hipótesis original de
la electrodinámica estocástica, el que el comportamiento cuántico puede ser entendido
como una consecuencia de la interacción entre la part́ıcula cargada y el campo de punto
cero, resulta ser el trasfondo f́ısico de la mecánica cuántica. Finalmente, se mostró que la
EDE tiene la capacidad de describir fenómenos que sobrepasan los ĺımites de la mecánica
cuántica usual, gracias a que los efectos del CPC han sido considerados desde el principio
de la formulación, arribando correctamente a resultados obtenidos únicamente desde el
marco teórico de la electrodinámica cuántica no relativista.





Apéndice A

Principios básicos de la teoŕıa
electromagnética

El electromagnetismo clásico, formulado por J. C. Maxwell a mediados del siglo XIX,
describe de manera condensada los fenómenos eléctricos y magnéticos, es decir, las in-
teracciones del campo electromagnético consigo mismo y con la materia cargada [59];
bajo una sola teoŕıa fundamentada en cuatro ecuaciones diferenciales conocidas como las
ecuaciones de Maxwell. Estas ecuaciones consisten en generalizaciones de observaciones
experimentales que detallan la evolución de los campos eléctrico y magnético [88], E(r, t)
y B(r, t) respectivamente, como funciones del tiempo y de la posición en presencia de
materia representada por cargas y corrientes eléctricas [59].

La primera ecuación de Maxwell, conocida como ley de Gauss, expresa la proporcio-
nalidad entre el flujo eléctrico que atraviesa una superficie cerrada y la cantidad de carga
eléctrica encerrada por dicha superficie. La ley de Gauss matematiza el hecho de que las
cargas eléctricas son fuentes y sumideros del campo eléctrico, simbolizando de manera
compacta la ley de Coulomb y el principio de superposición para este campo [59]. En
forma diferencial, y en el Sistema Internacional de Unidades, la ley de Gauss se escribe
como

∇ · E =
1

ε0
ρe, (A.1)

donde ρe = ρe(r, t) representa la densidad de carga eléctrica del sistema a tratar. La
segunda ecuación, que consiste en el análogo magnético de la ley de Gauss, muestra que
el flujo magnético a través de una superficie cerrada es siempre nulo. Esta ecuación es
resultado de la falta de evidencia experimental sobre la existencia de cargas magnéticas
[59], también conocidas como monopolos magnéticos. La ley anterior establece que

∇ ·B = 0. (A.2)
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La ley de inducción electromagnética de Faraday, o simplemente ley de Faraday, describe
la generación de campos eléctricos como resultado de las variaciones temporales en el
campo magnético. Formalmente, esta ley establece que el cambio en el tiempo del flujo
magnético a través de una espira cerrada es igual a una fuerza electromotriz inducida
sobre la frontera de dicha espira [59]. En su forma diferencial, la ley de Faraday está dada
por

∇× E = −∂B

∂t
. (A.3)

Finalmente, la ecuación de Ampère-Maxwell describe la generación de campos magnéticos
por parte de dos fenómenos f́ısicos distintos: la existencia de corrientes eléctricas y las
variaciones temporales en el campo eléctrico. La ecuación establece que la integral de
ĺınea del campo magnético sobre una espira cerrada es proporcional a la cantidad de
ĺıneas de corriente eléctrica que atraviesan la superficie generada por la espira, aśı como
al cambio temporal del flujo eléctrico sobre la misma [59]. De esta forma, la ecuación de
Ampère-Maxwell es

∇×B = µ0Je + µ0ε0
∂E

∂t
, (A.4)

donde ε0 y µ0 representan la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del vaćıo
respectivamente, y el vector Je = Je(r, t) denota la densidad de corriente eléctrica.

Adicionalmente a las cuatro ecuaciones anteriores, existe otra ecuación igualmente
importante para la teoŕıa electromagnética: la ecuación de continuidad. Esta ecuación
puede obtenerse tomando la divergencia de la ecuación de Ampère-Maxwell. La ecuación
de continuidad describe la conservación local de la carga eléctrica global [19, 47, 59], en
función de las densidades de carga y de corriente presentes en el sistema de estudio. La
ecuación de continuidad se expresa como

∇ · Je +
∂ρe
∂t

= 0. (A.5)

Las ecuaciones de Maxwell forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
acopladas, a partir del cual pueden hallarse las ecuaciones de evolución de los campos
eléctrico y magnético. Para el campo eléctrico se tiene, al tomar el rotacional de la ecuación
(A.3) y utilizar la identidad vectorial ∇× (∇×H) = ∇(∇ ·H)−∇2H [2], que

∇(∇ · E)−∇2E = −∂(∇×B)

∂t
. (A.6)

Al sustituir las ecuaciones (A.1) y (A.4) en (A.6), se obtiene que la ecuación de evolución
del campo eléctrico está dada por la ecuación de onda con fuentes siguiente

∇2E− 1

c2

∂2E

∂t2
=

1

ε0
∇ρe + µ0

∂Je

∂t
, (A.7)
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donde se utilizó que ε0µ0 = c−2, siendo c la velocidad de la luz [59]. Análogamente,
tomando el rotacional de la ecuación de Ampère-Maxwell y empleando las ecuaciones
(A.2) y (A.3), se llega a que el campo magnético cumple de igual forma con una ecuación
de onda con fuentes, la cual está dada por

∇2B− 1

c2

∂2B

∂t2
= −µ0∇× Je. (A.8)

La ecuación (A.7) exhibe de manera expĺıcita que el campo eléctrico posee dos compo-
nentes f́ısicas distintas, generadas por la densidad de carga y la densidad de corriente
respectivamente. Por su parte, la ecuación (A.8) muestra que la evolución del campo
magnético únicamente se ve afectada por la densidad de corriente.

A.1. Potenciales electromagnéticos

Una forma alternativa de representar las ecuaciones de Maxwell y con ellas a los campos E
y B, especialmente útil en la descripción hamiltoniana de la electrodinámica, es mediante
funciones generadoras conocidas como potenciales. Para construir estos potenciales basta
notar que la ecuación (A.2) muestra que el campo magnético B es un campo solenoidal
al tener divergencia nula, de modo que es posible definir un campo vectorial A tal que se
tenga que el campo magnético circula alrededor de dicho vector [2], es decir,

B = ∇×A. (A.9)

El vector A = A(r, t) se conoce como potencial vectorial magnético [59]. Por otro lado,
al sustituir la ecuación (A.9) en la ley de inducción de Faraday se obtiene que

∇×
(

E +
∂A

∂t

)
= 0, (A.10)

donde se observa que el vector dentro del paréntesis de la ecuación anterior es un campo
vectorial irrotacional, por lo que existe una función escalar cuyo gradiente es igual a dicho
vector [2]. Esto define el potencial escalar eléctrico como Φ = Φ(r, t) [59], tal que

E +
∂A

∂t
= −∇Φ. (A.11)

Al igual que en la ecuación (A.7), la ecuación (A.11) muestra que el campo eléctrico posee
dos componentes vectoriales, siendo estas expresadas en términos del potencial escalar Φ
y del potencial vectorial A. De esta forma el campo eléctrico se puede expresar como

E = −∇Φ− ∂A

∂t
. (A.12)



82 APÉNDICE A. PRINCIPIOS DE TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA

Análogamente a las ecuaciones de evolución de los campos eléctrico y magnético,
es posible, partiendo de las ecuaciones (A.9) y (A.12) en conjunto con las ecuaciones
de Maxwell, hallar las ecuaciones de evolución de los potenciales electromagnéticos. Al
sustituir la ecuación (A.12) en la ley de Gauss y las ecuaciones (A.9) y (A.12) en la
ecuación de Ampère-Maxwell se arriba a:

∇2Φ +
∂(∇ ·A)

∂t
= − 1

ε0
ρe; (A.13)

∇2A− 1

c2

∂2A

∂t2
−∇

(
∇ ·A +

1

c2

∂Φ

∂t

)
= −µ0Je. (A.14)

A diferencia de las expresiones (A.7) y (A.8), las ecuaciones de evolución de los potenciales
siguen estando acopladas entre śı, lo que las hace un sistema de ecuaciones aparentemente
más complicado de resolver, sin embargo, la ventaja de resolver un problema en términos
de los potenciales, en lugar de los campos, reside en que cada campo vectorial posee tres
componentes espaciales y una temporal, de forma que sus ecuaciones de evolución son
formas diferenciales que agrupan cuatro ecuaciones diferenciales escalares. Esto implica
que al resolver un problema en términos de los campos se obtenga un sistema de ocho
ecuaciones diferenciales, mientras que al hacerlo en términos de los potenciales se tiene
un sistema de solo seis ecuaciones, cuatro correspondientes al potencial vectorial y dos al
potencial escalar.

A.2. El teorema de Helmholtz

El teorema de Helmholtz es un resultado del análisis vectorial, muy útil en el electromag-
netismo, que establece que un campo vectorial H, nulo en infinito y diferenciable, puede
expresarse de manera única como la suma de sus partes longitudinal y transversal [2],

H = H‖ + H⊥, (A.15)

las cuales pueden escribirse, en términos del campo vectorial original, como:

H‖ = − 1

4π
∇
∫
R3

∇′ ·H(r′)

|r− r′|
d3r′; (A.16)

H⊥ =
1

4π
∇×

∫
R3

∇′ ×H(r′)

|r− r′|
d3r′. (A.17)

De las ecuaciones (A.16) y (A.17) es inmediato que H‖ es irrotacional, ∇ × H‖ = 0,
mientras que H⊥ es solenoidal, ∇·H⊥ = 0. Las condiciones anteriores son los oŕıgenes de
los nombres de las partes longitudinal y transversal del campo respectivamente.
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El par de ecuaciones (A.7) y (A.8) muestra la relación existente entre los campos
eléctrico y magnético con las densidades de carga y de corriente. Por su parte, las ecua-
ciones (A.9) y (A.12) muestran cómo dichos campos son generados por una pareja de
potenciales. Por otro lado, mediante la aplicación sistemática del teorema de Helmholtz
es posible establecer para cada componente de cada campo una conexión entre los poten-
ciales y las fuentes de los campos. Lo anterior permitirá desacoplar, al menos de manera
parcial, las ecuaciones de evolución de los potenciales, ecuaciones (A.13) y (A.14).

Para el caso del campo eléctrico se tiene, de la ecuación (A.16) y la ley de Gauss, que
su parte longitudinal puede expresarse en términos de la densidad de carga como

E‖ = − 1

4π
∇
∫
R3

∇′ · E(r′)

|r− r′|
d3r′ = −∇

(
1

4πε0

∫
R3

ρe(r
′)

|r− r′|
d3r′

)
. (A.18)

El término entre paréntesis de la ecuación (A.18) resulta ser la expresión integral del
potencial instantáneo de Coulomb Φ, debido a una densidad de carga eléctrica ρe [59]. De
esta forma, a través del teorema de Helmholtz, se obtiene que la parte longitudinal del
campo eléctrico es generada exclusivamente por el gradiente del potencial escalar,

E‖ = −∇Φ. (A.19)

Procediendo de igual manera, se tiene de la ecuación (A.17) y de la ecuación de Faraday
que la parte transversal del campo eléctrico está dada por

E⊥ =
1

4π
∇×

∫
R3

∇′ × E(r′)

|r− r′|
d3r′ = − ∂

∂t

(
1

4π
∇×

∫
R3

B(r′)

|r− r′|
d3r′

)
, (A.20)

donde se tiene, de las ecuaciones (A.12) y (A.15), que el término entre paréntesis co-
rresponde al potencial vectorial magnético. Aśı la parte transversal del campo eléctrico
corresponde al cambio temporal del potencial vectorial,

E⊥ = −∂A

∂t
. (A.21)

El proceso de la descomposición de Helmholtz del campo magnético resulta más simple
en comparación con el desarrollo del campo eléctrico debido a que la ecuación (A.2) esta-
blece desde un principio el carácter transversal de este campo, como puede comprobarse
al sustituir dicha ecuación en (A.16),

B‖ = − 1

4π
∇
∫
R3

∇′ ·B(r′)

|r− r′|
d3r′ = 0. (A.22)

De manera que se tiene, de la ecuación (A.17) y la ecuación de Ampère-Maxwell, que la
componente transversal del campo magnético es
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B⊥ =
1

4π
∇×

∫
R3

∇′ ×B(r′)

|r− r′|
d3r′

= ∇×
(
µ0

4π

∫
R3

Je(r′)

|r− r′|
d3r′ +

ε0µ0

4π

∂

∂t

∫
R3

E(r′)

|r− r′|
d3r′

)
.

(A.23)

De la misma manera que en la ecuación (A.20), puede mostrarse utilizando las ecuaciones
(A.9), (A.15) y (A.22) que el término entre paréntesis de la expresión anterior corresponde
a una forma alternativa de expresar el potencial vectorial magnético; por lo que el campo
magnético queda determinado por

B⊥ = B = ∇×A. (A.24)

Al sustituir la ecuación (A.24) en (A.20) se obtiene que la parte solenoidal del campo
eléctrico es función únicamente de la componente transversal del campo magnético,

E⊥ = − ∂

∂t

(
1

4π
∇×

∫
R3

B⊥(r′)

|r− r′|
d3r′

)
. (A.25)

Con la intención de realizar una sustitución, similar a la última, en la última igualdad de
la ecuación (A.23), es notable que para un campo vectorial arbitrario H, nulo en infinito,
se cumple que

∇×
∫
R3

H(r′)

|r− r′|
d3r′ =

∫
R3

∇′ ×H(r′)

|r− r′|
d3r′, (A.26)

[2], de tal forma que para el campo eléctrico se tiene que

∇×
∫
R3

E(r′)

|r− r′|
d3r′ =

∫
R3

∇′ × E(r′)

|r− r′|
d3r′ =

∫
R3

∇′ × (E‖(r′) + E⊥(r′))

|r− r′|
d3r′

=

∫
R3

∇′ × E⊥(r′)

|r− r′|
d3r′ = ∇×

∫
R3

E⊥(r′)

|r− r′|
d3r′.

(A.27)

Aśı, al utilizar el resultado de la ecuación (A.27) en la segunda igualdad de (A.23) se
observa expĺıcitamente la dependencia del campo magnético de la componente transversal
del campo eléctrico,

B⊥ = ∇×
(
µ0

4π

∫
R3

Je(r′)

|r− r′|
d3r′ +

ε0µ0

4π

∂

∂t

∫
R3

E⊥(r′)

|r− r′|
d3r′

)
. (A.28)

Como se mencionó, el desarrollo anterior, de la ecuación (A.18) a la ecuación (A.28),
no solo muestra la conexión entre las fuentes de los campos y los potenciales, sino que
permite también observar qué potencial contribuye a qué componente de los campos.
Espećıficamente, se halló que el potencial que contribuye a la parte longitudinal del campo
eléctrico, única no nula, es el potencial escalar Φ, el cual es generado debido a la presencia
de la densidad de carga ρe. Como consecuencia de esto, en el caso de ausencia de materia,
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los campos careceŕıan de componentes longitudinales. Por otro lado, también se observa,
de las ecuaciones (A.25) y (A.28), que las componentes transversales de los campos están
relacionadas entre śı, siendo ambas generadas por el potencial vectorial. Adicionalmente,
de estas últimas ecuaciones, se obtuvieron dos expresiones equivalentes para el potencial
vectorial,

A =
1

4π
∇×

∫
R3

B⊥(r′)

|r− r′|
d3r′; (A.29)

A =
µ0

4π

∫
R3

Je(r′)

|r− r′|
d3r′ +

ε0µ0

4π

∂

∂t

∫
R3

E⊥(r′)

|r− r′|
d3r′, (A.30)

las cuales pueden ser deducidas alternativamente al sustituir la ecuación (A.9) en la ecua-
ción de Ampère-Maxwell, ecuación (A.4).

A.3. Las transformaciones de norma

Para lograr un mayor desacople entre las ecuaciones de evolución de los potenciales elec-
tromagnéticos, es posible aprovechar la arbitrariedad con la que estos han sido definidos
[59], ecuaciones (A.9) y (A.12). Con este fin, es notable que la ecuación (A.9) muestra
que un potencial vectorial magnético de la forma

A′ ≡ A +∇ζ, (A.31)

genera el mismo campo magnético que el generado únicamente por el potencial A, bajo el
argumento de que para toda función escalar ζ se cumple que su gradiente es irrotacional [2],
∇×∇ζ = 0. Esto exhibe que el campo magnético B es invariante ante una transformación
como la expuesta en la ecuación (A.31). Por otro lado, al sustituir la ecuación (A.31) en
(A.12), escrita en términos de un potencial escalar arbitrario Φ′, se llega a que

E = −∇Φ′ − ∂(A +∇ζ)

∂t
= −∇

(
Φ′ +

∂ζ

∂t

)
− ∂A

∂t
. (A.32)

En la ecuación (A.32) puede dejarse invariante el campo eléctrico E con una elección
apropiada del potencial Φ′. Espećıficamente, al tomar la transformación

Φ′ ≡ Φ− ∂ζ

∂t
, (A.33)

se concluye que las parejas de potenciales (A′,Φ′) y (A,Φ) generan los mismos campos
electromagnéticos E y B. Las ecuaciones (A.31) y (A.33) forman una transformación
conocida como transformación de norma, mientras que la invariancia de las ecuaciones
(A.9) y (A.12) bajo dicha transformación se conoce como invariacia de norma [59].
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Una manera de tomar ventaja de esta libertad de norma es hallando una transforma-
ción adecuada que fije el valor de la divergencia del vector potencial A como cero con
la intención de simplificar las ecuaciones de evolución de los potenciales. Aśı, dado un
potencial vectorial magnético arbitrario se tiene, sin pérdida de generalidad, que

∇ ·A′ = ξ(r, t), (A.34)

con ξ alguna función escalar de la posición y del tiempo. Al tomar la divergencia de la
transformación expresada en la ecuación (A.31) y sustituir (A.34), se obtiene

∇ ·A = ∇ ·A′ −∇ · ∇ζ = ξ(r, t)−∇2ζ. (A.35)

La ecuación (A.35) muestra que el vector potencial magnético A es solenoidal si y solo si
la función ζ cumple la siguiente ecuación de Poisson,

∇2ζ = ξ(r, t). (A.36)

El desarrollo hecho, de la ecuación (A.34) a la (A.36), implica que dado un vector potencial
siempre se puede elegir trabajar con otro vector potencial que genere el mismo campo que
el original pero con divergencia nula. A esta elección de potencial se le conoce como norma
de Coulomb o de radiación, e implica la condición de transversalidad para el potencial
magnético [19, 59], expresada vectorialmente como

∇ ·A = 0. (A.37)

El tomar la norma de Coulomb implica que, al sustituir la condición de transversalidad
sobre el potencial magnético en las ecuaciones (A.13) y (A.14), las ecuaciones de evolución
de los potenciales se reduzcan a:

∇2Φ = − 1

ε0
ρe; (A.38)

∇2A− 1

c2

∂2A

∂t2
= −µ0Je +

1

c2

∂∇Φ

∂t
. (A.39)

La ecuación (A.38) es una ecuación de Poisson, cuya solución, suponiendo que el potencial
eléctrico Φ es nulo en infinito, está dada por

Φ(r, t) =
1

4πε0

∫
R3

ρe(r
′, t)

|r− r′|
d3r′, (A.40)

[93], que corresponde, al igual que en la ecuación (A.18), al potencial instantáneo de
Coulomb debido a la densidad de carga ρe. Este es el origen del nombre “Norma de
Coulomb”[59].
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Por otro lado, la inhomogeneidad de la ecuación de onda para el potencial vectorial,
ecuación (A.39), puede descomponerse, utilizando nuevamente el teorema de Helmholtz,
en una parte longitudinal y una parte transversal. Aśı, para el vector densidad de corriente
Je se tiene que

Je = J⊥e + J‖e. (A.41)

La ecuación (A.19) muestra que los términos dependientes del gradiente del potencial
escalar eléctrico aportan información únicamente a las componentes longitudinales de los
campos electromagnéticos. Por lo anterior, al sustituir en la ecuación de continuidad,
ecuación (A.5), la ecuación (A.38) y la densidad de corriente, en sus partes longitudinal
y transversal, se obtiene que

µ0J
‖
e =

1

c2

∂∇Φ

∂t
, (A.42)

tal que al sustituir la ecuación (A.42) en (A.39), se observa que la fuente que realmente
afecta la ecuación de onda del vector potencial magnético es la parte transversal de la
densidad de corriente,

∇2A− 1

c2

∂2A

∂t2
= −µ0J

⊥
e . (A.43)

La ecuación (A.43) muestra el origen de uno de los otros nombres de la norma de Coulomb,
“Norma Transversal”. Una peculiaridad de la norma de Coulomb radica en que la ecua-
ción (A.40) predice que el potencial eléctrico Φ se propaga instantáneamente a todo el
espacio, es decir, el potencial eléctrico registra los cambios en la densidad de carga ρe
inmediatamente, por mı́nimo que este sea, y sin importar qué tan lejos se dé este cambio
en el espacio [59]. De manera contraria, la ecuación (A.43) indica que el potencial vectorial
magnético satisface la ecuación de onda, lo que implica que se propaga a velocidad finita
c. La predicción que concierne al potencial escalar está en conflicto con el hecho de que
las perturbaciones electromagnéticas se propagan a velocidades finitas menores o iguales
que la velocidad de la luz. Sin embargo, una primera forma de entender y remediar este
comportamiento, que carece de sentido f́ısico, es notar que la cantidad f́ısica mensurable
es el campo y no el potencial, siendo los campos eléctrico y magnético soluciones de ecua-
ciones de onda, ecuaciones (A.7) y (A.8), tal y como lo es el potencial vectorial magnético
[59].

Una situación en la que la norma de Coulomb es especialmente útil es en ausencia
de materia cargada, es decir, con densidades de carga eléctrica nulas, ρe = 0, y falta de
corrientes eléctricas, Je = 0, ya que en este ĺımite la ecuación (A.40) predice un potencial
eléctrico nulo, mientras que la ecuación (A.43) se reduce a la ecuación de onda homogénea,
como también lo hacen las ecuaciones de evolución de los campos eléctrico y magnético,

Φ = 0, (A.44)

∇2A− 1

c2

∂2A

∂t2
= 0. (A.45)
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Como se expuso al final de la sección anterior del presente apéndice, la condición Φ = 0
implica campos electromagnéticos carentes de componentes longitudinales. Aunado a esto,
las componentes transversales de los campos eléctrico y magnético, ecuaciones (A.25) y
(A.28), quedan expresadas por:

E⊥ = −∂A

∂t
= − 1

4π

∂

∂t

(
∇×

∫
R3

B⊥(r′)

|r− r′|
d3r′

)
; (A.46)

B⊥ = ∇×A =
ε0µ0

4π

∂

∂t

(
∇×

∫
R3

E⊥(r′)

|r− r′|
d3r′

)
. (A.47)

El tercer nombre alternativo de la norma de Coulomb, “Norma de Radiación”, proviene
del hecho de que los campos de radiación transversales son generados únicamente por el
vector potencial magnético, como se observa en las ecuaciones (A.46) y (A.47), el cual en
esta norma cumple la condición de transversalidad [59].



Apéndice B

Descomposición en modos normales

Una forma conveniente de rescribir el potencial vectorial magnético es en términos de sus
modos normales de oscilación a través de una descomposición espectral de Fourier, ya
que esto permite separar la dependencia temporal en las ecuaciones del potencial. Aśı, se
tiene que el vector potencial A se puede expresar como

A(r, t) =
∑
α

(
Ãα(r, ωα)e−iωαt + Ã∗α(r, ωα)eiωαt

)
, (B.1)

[28, 47, 77]. Siendo aśı, se tiene al sustituir la ecuación (B.1) en (A.45), y utilizando la
ortogonalidad de las funciones exponenciales, que

∇2Ãα + κ2
αÃα = 0, (B.2)

donde se ha definido la frecuencia de oscilación de cada modo normal como

ω2
α ≡ c2κ2

α. (B.3)

De igual forma, al sustituir la ecuación (B.1) en (A.37) se obtiene una condición de
transversalidad para los modos normales del potencial vectorial magnético,

∇ · Ãα = 0, (B.4)

aśı como los complejos conjugados de las ecuaciones (B.2) y (B.4).

La ecuación (B.2) es una ecuación de Helmholtz que, junto con la ecuación (B.4) y unas
condiciones a la frontera apropiadas, genera un problema hermitiano, también llamado
hermı́tico, de valores propios, cuya solución puede ser expresada, de manera general, en
términos de una familia de funciones ortonormales [2],

Ãα(r, ωα) = bαGα(r, ωα), (B.5)
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donde Gα(r, ωα) cumple con las siguientes condiciones:

∇2Gα + κ2
αGα = 0; (B.6)

∇ ·Gα = 0, (B.7)

además de las condiciones de ortonormalidad propias de cada familia de funciones orto-
normales [2], las cuales se expresan como:∫

V

G∗α ·Gβd
3r = δαβ; (B.8)∫

V

G∗α ·G∗βd3r =

∫
V

Gα ·Gβd
3r = 0. (B.9)

Los coeficientes bα son caracteŕısticos de cada problema particular, siendo dependientes,
en general, de la familia de funciones utilizada, la geometŕıa del espacio y las condiciones
a la frontera impuestas.

De esta manera, al sustituir las ecuaciones (B.1) y (B.5) en (A.9) y (A.12), se llega a
que los campos eléctrico y magnético se expresan, en términos de las funciones Gα, como:

E(r, t) = i
∑
α

ωα
(
Gαbαe

−iωαt −G∗αb
∗
αe

iωαt
)

; (B.10)

B(r, t) =
∑
α

(
bαe
−iωαt∇×Gα + b∗αe

iωαt∇×G∗α
)
, (B.11)

correspondiendo estas expresiones a una primera descomposición de dichos campos.

B.1. Enerǵıa del campo electromagnético

La función hamiltoniana del campo electromagnético, que da una medida de la enerǵıa
contenida en los campos electromagnéticos, está expresada en términos de sus componen-
tes eléctrica y magnética como

H =
1

2

∫
V

(
ε0E

2 +
1

µ0

B2

)
d3r, (B.12)

[19, 59]. Aśı, partiendo de la expresión obtenida en la ecuación (B.10), se tiene que la
componente eléctrica de la enerǵıa electromagnética contenida está dada por

HE =
∑
α,β

ε0ωαωβ
2

∫
V

(
Gαbαe

−iωαt −G∗αb
∗
αe

iωαt
)
·
(
Gβbβe

−iωβt −G∗βb
∗
βe

iωβt
)
d3r

=
∑
α,β

ε0ωαωβ
2

δαβ
(
bαb
∗
βe
−it(ωα−ωβ) + bβb

∗
αe

it(ωα−ωβ)
)

= ε0
∑
α

ω2
α|bα|

2,
(B.13)
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donde se usó la ortogonalidad de las funciones Gα, ecuaciones (B.8) y (B.9). Por otro lado,
para la componente magnética es de utilidad notar, partiendo de la identidad vectorial
∇ · (H×Ξ) = Ξ · (∇×H)−H · (∇×Ξ) [2], que

(∇×Gα) · (∇×G∗β) = G∗β · (∇×∇×Gα) +∇ · (G∗β ×∇×Gα). (B.14)

Al integrar la ecuación (B.14) sobre un volumen V y utilizar el teorema de la divergencia
de Gauss, se arriba a que∫

V

(∇×Gα) · (∇×G∗β)d3r =

∫
V

G∗β · (∇×∇×Gα)d3r +

∫
V

∇ · (G∗β ×∇×Gα)d3r

=

∫
V

G∗β · (∇(∇ ·Gα)−∇2Gα)d3r +

∮
∂V

(G∗β ×∇×Gα) · ňd2r

= κ2
α

∫
V

G∗β ·Gαd
3r + C1

∮
∂V

(E×B) · ňd2r,

(B.15)

donde se han usado las ecuaciones (B.7), (B.10) y (B.11), C1 es una constante de pro-
porcionalidad y se ha denotado ň como el vector unitario normal a la frontera de V . Al
definir el vector de Poynting, en función de los campos eléctrico y magnético, como

S ≡ 1

µ0

E×B, (B.16)

[59], y utilizar la condición de ortogonalidad, ecuación (B.8), resulta que∫
V

(∇×Gα) · (∇×G∗β)d3r = κ2
αδαβ + C2

∮
∂V

S · ňd2r, (B.17)

donde C2 es otra constante de proporcionalidad. La integral de superficie de la ecuación
(B.17) representa la contribución de la potencia total que fluye fuera del volumen V . Para
el caso particular de ausencia de cargas esta integral converge a cero [28], por lo que se
tiene que ∫

V

(∇×Gα) · (∇×G∗β)d3r = κ2
αδαβ. (B.18)

Utilizando los resultados anteriores se concluye que la contribución magnética a la función
hamiltoniana está dada por

HM =
1

2µ0

∑
α,β

∫
V

(
bαe
−iωαt∇×Gα + (c.c.)α

)
·
(
bβe
−iωβt∇×Gβ + (c.c.)β

)
d3r

=
∑
α,β

κ2
α

2µ0

δαβ
(
bαb
∗
βe
−it(ωα−ωβ) + bβb

∗
αe

it(ωα−ωβ)
)

=
1

µ0

∑
α

κ2
α|bα|

2
=

1

µ0c2

∑
α

ω2
α|bα|

2
= ε0

∑
α

ω2
α|bα|

2,

(B.19)
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donde c.c. denota el complejo conjugado del término be−iωt∇ × G. De esta forma, al
sustituir los resultados de las ecuaciones (B.13) y (B.19) en (B.12) se obtiene que la
enerǵıa contenida en el campo electromagnético está dada por la siguiente expresión

H = HE +HM = 2ε0
∑
α

ω2
α|bα|

2. (B.20)

Dado que el campo electromagnético se supuso estacionario, al haber sido expresado
en términos de sus modos normales, se tiene que cada modo normal contribuye con un
término constante a la enerǵıa del sistema [28]. Esto permite renombrar los coeficientes
bα como

bα ≡ aα

√
Eα

2ε0ω2
α

, (B.21)

de tal forma que la contribución energética de cada modo del campo sea

Hα = Eα|aα|2, (B.22)

donde puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que Eα = E(ωα) es la enerǵıa asociada
al α-ésimo modo del campo cuando los coeficientes aα se hallan normalizados [28, 77],
|aα|2 = 1. De esta forma, sustituyendo las ecuaciones (B.5) y (B.21) en (B.1), se tiene que
el potencial vectorial magnético es

A =
∑
α

√
Eα

2ε0ω2
α

(
Gαaαe

−iωαt + G∗αa
∗
αe

iωαt
)
, (B.23)

tal que la dependencia en la enerǵıa de cada uno de sus modos de oscilación se ha hecho
expĺıcita.

B.2. Desarrollo en términos de ondas planas

Los desarrollos anteriores, de la ecuación (B.1) a (B.23), no requirieron hacer ninguna su-
posición geométrica sobre el espacio f́ısico, de modo que son válidos para cualquier sistema
coordenado en general. Un sistema particularmente importante es el sistema cartesiano,
en el que es posible teselar todo el espacio tridimensional partiendo de un volumen finito,
un paraleleṕıpedo de volumen V = `x`y`z, con condiciones periódicas en sus fronteras
[28, 77]. Aśı, la ecuación de Helmholtz para las funciones Gα, ecuación (B.6), se expresa
en coordenadas cartesianas como

∂2Gα

∂x2
+
∂2Gα

∂y2
+
∂2Gα

∂z2
+ κ2

αGα = 0. (B.24)
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Al proponer que la función G(r) es de la forma G(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z) y sustituir
en (B.24), se arriba a las tres ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes:

d2X

dx2
+ κ2

xX = 0; (B.25)

d2Y

dy2
+ κ2

yY = 0; (B.26)

d2Z

dz2
+ κ2

zZ = 0, (B.27)

donde la variable κ de la ecuación (B.24) se relaciona con las constantes de separación
κx, κy y κz por medio de

κ =
√
κ2
x + κ2

y + κ2
z. (B.28)

Si se denota ξ = x, y, z, se tiene que las ecuaciones (B.25), (B.26) y (B.27) son ecuaciones
de tipo oscilador armónico, cuya solución general es de la forma

Ξ(ξ) = Aξe
iκξξ. (B.29)

Aplicando las condiciones a la frontera sobre la solución general, ecuación (B.29), se
obtiene como resultado que:

Ξ(ξ) = Ξ(ξ + `ξ);

Aξe
iκξξ = Aξe

iκξξeiκξ`ξ ;

eiκξ`ξ = 1;

κξ =
2πnξ
`ξ

.

(B.30)

La última igualdad de la ecuación (B.30) es la condición de periodicidad del sistema. De
esta forma se tiene que la solución G(r) está dada por

G(r) = (Axe
iκxx)(Aye

iκyy)(Aze
iκzz) = Aκe

iκ·r, (B.31)

donde se ha definido el vector κ como

κ ≡ (κx, κy, κz) = 2π

(
nx
`x
,
ny
`y
,
nz
`z

)
, (B.32)

con nξ = 0, 1, 2, 3, .... Por otra parte, G debe cumplir con las ecuaciones (B.7) y (B.8),
por lo que al sustituir en la condición de ortonormalidad se llega a que∫

V

G∗(r)G(r)d3r =

∫ `x

0

∫ `y

0

∫ `z

0

(
A∗κe

−iκ·r) (Aκeiκ·r) dzdydx
= |Aκ|2

∫ `x

0

∫ `y

0

∫ `z

0

dzdydx = |Aκ|2`x`y`z = |Aκ|2V = 1,

(B.33)
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lo que fija el valor de la constante de proporcionalidad en

Aκ =
1√
V
. (B.34)

Luego, la solución G(r) se encuentra normalizada al estar expresada de la forma

G(r) =
1√
V
eiκ·r. (B.35)

Por otro lado, de la condición de transversalidad se tiene que

∇ · (GěG) =
1√
V

(
∂eiκ·r

∂x
(ěx · ěG) +

∂eiκ·r

∂y
(ěy · ěG) +

∂eiκ·r

∂z
(ěz · ěG)

)
=

1√
V

(
iκxe

iκ·r(ěx · ěG) + iκye
iκ·r(ěy · ěG) + iκze

iκ·r(ěz · ěG)
)

= i(κxěx, κyěy, κzěz) ·
(

1√
V
eiκ·rěG

)
= iκ ·G,

(B.36)

por lo que la ecuación (B.7) implica que

κ ·G = 0. (B.37)

La ecuación (B.37) se puede interpretar como que dado el vector κ existen dos direccio-
nes ortogonales del vector G, las cuales se identifican como las direcciones de polarización
de G [28, 77]. Aśı, se tiene que la solución al problema de valores propios en coordenadas
cartesianas está dada por

G(r) =
1√
V
eiκ·rěλκ, (B.38)

donde λ = 1, 2 denota el ı́ndice de polarización. Además, se tiene que los vectores κ̌ y ěλκ
forman una base ortonormal [2], tales que cumplen que:

κ̌ · ěλκ = 0; (B.39)

ěλκ · ěλ
′

κ = δλλ′ ; (B.40)

ě1
κ × ě2

κ = κ̌. (B.41)

Al sustituir la ecuación (B.38) en (B.23) se obtiene que el potencial vectorial magnético
se descompone en coordenadas cartesianas como

A =
∑
κ,λ

√
Eκ

2ε0ω2
κV

(
aκ,λe

iκ·r−iωκt + a∗κ,λe
−iκ·r+iωκt

)
ěλκ. (B.42)
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Análogamente, sustituyendo la ecuación (B.38) en (B.10) se tiene la expresión para el
campo eléctrico,

E = i
∑
κ,λ

√
Eκ

2ε0V

(
aκ,λe

iκ·r−iωκt − a∗κ,λe−iκ·r+iωκt
)
ěλκ. (B.43)

Para la parte vectorial del campo magnético es notable, al utilizar notación indicial, que

∇×G = εjkl
∂Gl

∂rk
ěj =

εjkl√
V

∂(eiκ·rěλκ)l
∂rk

ěj = iεjkl

(
1√
V
eiκ·rěλκ

)
l

κkěj, (B.44)

lo que en notación vectorial se resume en la expresión siguiente,

∇×G = iκ×G = iG(κ× ěλκ). (B.45)

De esta manera, usando los resultados de las ecuaciones (B.11) y anterior, resulta que el
campo magnético es

B = i
∑
κ,λ

√
Eκ

2ε0ω2
κV

(
aκ,λe

iκ·r−iωκt − a∗κ,λe−iκ·r+iωκt
)

(κ× ěλκ). (B.46)

Utilizando la ecuación (B.3) se tiene que el campo magnético se expresa alternativamente
como

B = i
∑
κ,λ

√
Eκ

2ε0c2V

(
aκ,λe

iκ·r−iωκt − a∗κ,λe−iκ·r+iωκt
)

(κ̌× ěλκ). (B.47)

Al considerar cada modo normal del campo vectorial como un oscilador armónico
elemental, tratamiento usual tanto en la electrodinámica estocástica como en la electro-
dinámica cuántica [28, 77], es conveniente definir

aα(t) = aκ,λ(t) ≡ aκ,λe
−iωκt, (B.48)

de tal manera que se pueda introducir un nuevo conjunto de variables canónicas, definidas
como:

qα ≡ i

√
Eα

2ω2
α

(aα − a∗α); (B.49)

pα ≡
√
Eα
2

(aα + a∗α), (B.50)

[28]. De esta forma, al invertir el sistema de ecuaciones anterior, ecuaciones (B.49) y
(B.50), se obtiene que:

aα =
1√
2Eα

(pα − iωαqα); (B.51)
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a∗α =
1√
2Eα

(pα + iωαqα). (B.52)

Luego, al sustituir las ecuaciones (B.21), (B.51) y (B.52) en (B.20) se halla que la función
hamiltoniana, en términos de las variables canónicas de los osciladores, es de la forma

H =
∑
α

p2
α + ω2

αq
2
α

2
, (B.53)

de manera que para cada modo se tiene que la enerǵıa asociada es

Hα =
p2
α

2
+
ω2
αq

2
α

2
. (B.54)

La ecuación (B.54) muestra que cada modo de oscilación del campo ha sido representado
como un oscilador armónico independiente de masa unidad, mα = 1, y frecuencia ωα.
Bajo esta suposición, se tiene, sustituyendo las ecuaciones (B.51) y (B.52) en (B.42), que
el potencial vectorial magnético se expresa como

A =
∑
α

1

2

1√
ε0ω2

αV

(
(pα − iωαqα)eiκ·r + (pα + iωαqα)e−iκ·r

)
ěλκ

=
∑
α

1√
ε0ω2

αV

(
pα(eiκ·r + e−iκ·r)

2
+
ωαqα(eiκ·r − e−iκ·r)

2i

)
ěλκ

=
∑
α

1√
ε0ω2

αV
(pα cos(κ · r) + ωαqα sin(κ · r)) ěλκ.

(B.55)

Análogamente, de las ecuaciones (B.43) y (B.47) se obtienen los campos eléctrico y
magnético en términos de las variables canónicas,

E =
∑
α

1√
ε0V

(ωαqα cos(κ · r)− pα sin(κ · r)) ěλκ, (B.56)

B =
∑
α

1√
ε0c2V

(ωαqα cos(κ · r)− pα sin(κ · r)) (κ̌× ěλκ). (B.57)

Las últimas expresiones deducidas, ecuaciones (B.55), (B.56) y (B.57), son f́ısicamen-
te equivalentes a las ecuaciones (B.42), (B.43) y (B.47), siendo estas los desarrollos en
términos de ondas planas del potencial vectorial magnético y de los campos eléctrico y
magnético respectivamente.



Apéndice C

La densidad espectral del campo de
radiación de punto cero

Una de las propiedades más importantes y relevantes del CPC es su densidad espectral de
enerǵıa, ya que es a partir de esta última de donde se parte para construir muchas de sus
descripciones f́ısicas. Este espectro puede ser deducido, desde la teoŕıa cuántica moderna,
partiendo del hecho de que la enerǵıa mı́nima de un oscilador armónico cuántico es ~ω/2
[50, 75, 77]. Sin embargo, debido a la importancia teórica que representa este resultado,
seŕıa insatisfactorio simplemente importarlo de la mecánica cuántica actual. Por ello, es
relevante deducir este espectro de frecuencias de los argumentos más generales posibles.

La aplicación de la ley de Wien para una cavidad radiante en el ĺımite atérmico, T = 0,
y el uso de argumentos de invariancia de Lorentz sobre la densidad espectral de enerǵıa
del campo de radiación, u(T, ω), en el mismo ĺımite [9, 73], son dos de los procedimientos
usualmente utilizados por la EDE para la deducción de la densidad espectral requerida,
que poseen la caracteŕıstica de partir de principios f́ısicos fundamentales. En el presente
apéndice, se utilizará la primera de estas opciones, ya que ofrece la posibilidad de extraer
mucha información f́ısica adicional del sistema de estudio.

C.1. Termodinámica de un oscilador armónico

Una manera de deducir la ley de Wien, propuesta por T. H. Boyer, es mediante el análisis
termodinámico de un oscilador armónico unidimensional de masa unitaria, frecuencia ω
y con movimiento no relativista [12], que como se mostró en el apéndice B representa un
modo normal de oscilación del campo electromagnético. Partiendo de que este sistema
posee un hamiltoniano como el expuesto en la ecuación (B.54),

H(q, p) =
p2

2
+
ω2q2

2
, (C.1)
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se tiene que, al considerar un cambio infinitesimal en alguno de los parámetros del os-
cilador, como su frecuencia, la acción del sistema es una invariante a primer orden con
respecto a dicho parámetro, es decir, es una invariante adiabática [52].

La acción puede definirse, para un sistema periódico, como el área encerrada por una
órbita de enerǵıa constante E en su espacio fase [52]. Aśı, la acción J se expresa como

J ≡ 1

2π

∮
pdq. (C.2)

La ecuación (C.1) puede despejarse para hallar la ecuación de la órbita formada por el
sistema oscilatorio en el espacio fase, resultando ser una elipse descrita por la relación

p2 + ω2q2 = 2E , (C.3)

tal que

p(q) = ±
√

2E − ω2q2. (C.4)

Aśı, la integral de acción, ecuación (C.2), puede expresarse, para el caso del oscilador
armónico, como

J =
1

π

∫ √2E

−
√

2E

√
2E − ω2q2dq. (C.5)

En la expresión anterior puede hacerse el cambio de variable dado por ωq =
√

2E cos ξ,
de tal forma que se tenga que dq = −(

√
2E/ω) sin ξdξ, tal que la acción esté dada por

J =
2E
πω

∫ π

0

√
1− cos2 ξ sin ξdξ =

2E
πω

∫ π

0

sin2 ξdξ, (C.6)

de manera que se obtenga la siguiente expresión

J =
E
ω
. (C.7)

Aśı, se tiene que la acción J permanece constante ante cambios infinitesimales de la
frecuencia y la enerǵıa del sistema, de tal manera que

dE = J dω =
E
ω
dω. (C.8)

Por otro lado, el trabajo dW hecho por el sistema sobre el agente externo que modifica
la frecuencia del oscilador está dado por el inverso aditivo del cambio en la enerǵıa [12],
al tratarse de un proceso adiabático, es decir,

dW = −E
ω
dω. (C.9)
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Boyer afirma que si se supone que el oscilador armónico se halla en equilibrio con un
baño térmico a una temperatura T , entonces, este tendrá una enerǵıa media E(T, ω) y una
entroṕıa S(T, ω) que dependen tanto de la temperatura T como de la frecuencia natural
de oscilación ω [12]. De la primera ley de la termodinámica, se tiene que

dQ = TdS(T, ω) = dE(T, ω) + dW (T, ω), (C.10)

donde al sustituir la ecuación (C.9) se llega a que

TdS(T, ω) = dE(T, ω)− E
ω
dω. (C.11)

Considerando cambios infinitesimales en la temperatura del baño térmico y la frecuencia
del oscilador puede rescribirse la ecuación (C.11) como

T

[(
∂S

∂T

)
ω

dT +

(
∂S

∂ω

)
T

dω

]
=

(
∂E
∂T

)
ω

dT +

(
∂E
∂ω

)
T

dω − E
ω
dω. (C.12)

Ya que la temperatura y la frecuencia de oscilación son las variables independientes del
sistema en cuestión [12], se tiene que los coeficientes de cada diferencial de dichas variables
deben cumplir con ser cero simultáneamente, de tal forma que se tienen dos ecuaciones
dadas por las siguientes expresiones:

T

(
∂S

∂T

)
ω

=

(
∂E
∂T

)
ω

; (C.13)

T

(
∂S

∂ω

)
T

=

(
∂E
∂ω

)
T

− E
ω
. (C.14)

Al tomar la derivada parcial de la ecuación (C.13) con respecto a la frecuencia del sistema
ω se arriba a que

T
∂2S

∂ω∂T
=

∂2E
∂ω∂T

, (C.15)

de la misma manera, derivando parcialmente la expresión (C.14) con respecto a la tem-
peratura se obtiene la ecuación siguiente(

∂S

∂ω

)
T

+ T
∂2S

∂T∂ω
=

∂2E
∂T∂ω

− 1

ω

(
∂E
∂T

)
ω

. (C.16)

Restando entre śı las dos últimas ecuaciones, se llega a que(
∂S

∂ω

)
T

= − 1

ω

(
∂E
∂T

)
ω

. (C.17)

Al sustituir la ecuación (C.14) en (C.17) se arriba a una ecuación diferencial parcial de
primer orden para la enerǵıa del oscilador armónico, dada por
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∂E
∂ω

)
T

+
T

ω

(
∂E
∂T

)
ω

=
E
ω
. (C.18)

Si se supone que la enerǵıa media del sistema oscilatorio puede expresarse como

E(T, ω) = ωf(T, ω), (C.19)

y se sustituye en la ecuación (C.18), entonces esta se reduce a una ecuación diferencial
homogénea para la función f(T, ω) de la forma(

∂f

∂ω

)
T

+
T

ω

(
∂f

∂T

)
ω

= 0. (C.20)

Al suponer un problema de Cauchy de la forma f(T0, ω), puede hallarse que la solución
de la ecuación anterior, utilizando el método de caracteŕısticas, está dada por

f(T, ω) = f
(ω
T

)
, (C.21)

de modo que al sustituir la ecuación (C.21) en (C.19) se tiene que la enerǵıa media del
oscilador en equilibrio con el baño térmico puede expresarse como

E(T, ω) = ωf
(ω
T

)
, (C.22)

donde f es una función arbitraria de la variable ω/T . La ecuación (C.22) exhibe la infor-
mación contenida en la ley de Wien para una cavidad radiante [12, 32].

C.2. La ley de Wien

La ley de Wien para una cavidad radiante fue deducida por W. Wien en 1893 utilizando
argumentos basados únicamente en la electrodinámica clásica y la termodinámica. Wien
supuso que dentro de una cavidad ciĺındrica reflectora perfecta, provista de un pistón
móvil, se hallaba encerrada radiación, de tal manera que al realizarse una expansión
adiabática de la misma se obteńıa un corrimiento Doppler por parte de las ondas electro-
magnéticas que eran reflejadas por el pistón [49]; esto permit́ıa el intercambio de enerǵıa
radiante entre las distintas frecuencias de la radiación [77]. La ley de Wien fue el primer
paso significativo en el camino para establecer la forma general de la distribución que rige
el espectro de emisión de un cuerpo negro. Sin embargo, la incapacidad de la f́ısica del
siglo XIX para hallar de forma teórica la función universal f de la ecuación (C.22) que se
ajustara de manera correcta a los resultados experimentales, señaló el fracaso definitivo
de la teoŕıa clásica en dicho problema [49].
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Las deducciones usuales de la ley de Wien no garantizan su aplicabilidad en el cero
absoluto [32]. Sin embargo, mediante el uso de argumentos de continuidad que involucran
la condicionante de que el calor espećıfico de la radiación, para una frecuencia dada, se
mantenga finito para toda temperatura, puede suponerse que la ley de Wien es aplicable
en el ĺımite de temperatura cero [61]. Equivalentemente, mediante la aplicación de la
segunda ley de la termodinámica al movimiento cuasiestático de los dipolos oscilantes de
las paredes de la cavidad que encierra la radiación, Cole fue capaz de deducir una versión
generalizada de la ley de Wien que garantiza su aplicabilidad en el cero absoluto [20, 21].
Bajo estos argumentos, se tiene que la ley de Wien puede expresarse en el ĺımite atérmico
como

E0(ω) = ωf(∞), (C.23)

donde f(∞) debe tener un valor finito. La elección del valor de la constante anterior
genera un punto de inflexión: por un lado, si se elige que f(∞) = 0, entonces se recupera
uno de los resultados de la ley de equipartición de la enerǵıa, es decir, nulo movimiento
en el cero absoluto; alternativamente, si se supone que en el ĺımite del cero absoluto la
función de la ley de Wien es constante pero no nula, f(∞) = A, entonces se tiene que en
el ĺımite atérmico aún existen movimientos, y con ellos una enerǵıa de punto cero dada
por

E0(ω) = Aω, (C.24)

obteniéndose de esta forma que la enerǵıa media de un oscilador en equilibrio con un baño
térmico a temperatura cero es proporcional a su frecuencia.

Ya que se ha denotado a la densidad espectral del campo electromagnético como
u(T, ω), se tiene que u(T, ω)dω será la enerǵıa electromagnética por unidad de volumen
de un ancho de banda dω que contiene a ω. De igual forma, dado que E(T, ω) representa
la enerǵıa media de un modo de oscilación del campo, entonces puede establecerse que

u(T, ω) = N (ω)E(T, ω), (C.25)

donde N (ω) es la densidad de estados contenidos en la cavidad, y N (ω)dω representa
entonces el número de modos de oscilación de frecuencia ω por unidad de volumen conte-
nidos en un ancho de banda dω [28]. Es notable que N (ω) no depende de la temperatura
y puede ser determinado solamente por consideraciones geométricas [60]. De la ecuación
(B.32) se tiene que los modos de oscilación acomodados dentro de una caja, de volumen
`3, cumplen que

κ2 =
4π2

`2

(
n2
x + n2

y + n2
z

)
. (C.26)

La ecuación (C.26) puede interpretarse como el cuadrado de la distancia entre el origen
y un punto en el espacio rećıproco cuyos ejes coordenados corresponden a κj = (2π/`)nj
con j = x, y, z, y nj enteros, como se observa en la figura C.1. Adicionalmente, de la
ecuación (C.26) se observa que la mı́nima separación entre dos modos normales es de
2π/` de tal forma que un modo normal corresponde en el espacio rećıproco a una celda
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tridimensional de volumen (2π/`)3. Con base en los argumentos anteriores puede deducirse
que la densidad de estados dentro de un cascarón de radio interior κ y radio exterior κ+dκ
está dada por la expresión

N (κ)dκ =
2

V

∫
Ωκ

d3κ

(2π/`)3
=

κ2

4π3

∫ 2π

0

∫ π

0

sin θdθdϑdκ =
κ2dκ

π2
, (C.27)

donde el factor 2 corresponde a las dos posibles direcciones de polarización correspon-
dientes a cada modo normal y Ωκ representa el ángulo sólido del espacio rećıproco [28].

Figura C.1: Interpretación geométrica de κ2 = (4π2/`2)(n2
x + n2

y + n2
z). Imagen

original tomada de [96]

Al utilizar la ecuación (B.3), se llega a que la densidad de estados como función de la
frecuencia es

N (ω) =
ω2

π2c3
. (C.28)

Es relevante notar que el resultado expresado en la última ecuación es precisamente el
factor, proporcional a la frecuencia al cuadrado, por el que se encuentran multiplicadas
tanto la ley de Planck, ecuación (E.3), como la ley de Rayleigh-Jeans, ecuación (E.5),
presentadas en el apéndice E. Finalmente, al utilizar los resultados expresados en las
ecuaciones (C.25) y (C.28), se obtiene que la densidad espectral del campo de radiación
de punto cero, u0(ω), es

u0(ω) =
Aω3

π2c3
. (C.29)
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El valor de la constante A debe ser universal ya que determina el espectro de equilibrio
en el cero absoluto, el cual es de carácter universal de acuerdo con la ley de Kirchhoff
[32]. En la actualidad se sabe que el valor de dicha constante es igual a ~/2. Sin embargo,
es importante notar que, por la forma en la que han sido deducidos, la presencia de A en
los resultados presentados no aporta ninguna connotación cuántica [32].





Apéndice D

Contenido energético del campo de
radiación de punto cero

La ley de Stefan-Boltzmann, propuesta inicialmente por J. Stefan en 1874 y deducida de
la teoŕıa termodinámica por L. Boltzmann en 1884 [50, 77], propone que la densidad de
enerǵıa total radiada por un cuerpo negro ideal es proporcional a la cuarta potencia de
su temperatura [28]:

U(T ) ≡
∫ ∞

0

u(T, ω)dω = aST
4, (D.1)

donde aS representa una constante universal, inicialmente solo conocida emṕıricamente
[28], que puede ser expresada como aS = 4σS/c [50], donde σS es nombrada actualmente
como constante de Stefan-Boltzmann [87]. Al sustituir la ley de Wien para una cavidad
radiante y la distribución de modos de Rayleigh-Jeans, ecuaciones (C.22) y (C.28), en la
ley de Stefan-Boltzmann se llega a que

U(T ) =
1

π2c3

∫ ∞
0

ω3f
(ω
T

)
dω, (D.2)

si se define el cambio de variables ξ = T/ω, de tal manera que dξ = −(T/ω2)dω, entonces
se tiene que la integral anterior puede expresarse como

U(T ) =
T 4

π2c3

∫ ∞
0

f(1/ξ)

ξ5
dξ = aST

4, (D.3)

de esta última ecuación puede obtenerse una expresión integral para la constante de la
ley de Stefan-Boltzmann,

aS =
1

π2c3

∫ ∞
0

f(1/ξ)

ξ5
dξ. (D.4)

Ya que aS es una cantidad finita, entonces la integral de la expresión (D.4) debe existir.



106 APÉNDICE D. CONTENIDO ENERGÉTICO DEL CPC

La ley de Stefan-Boltzmann entra en conflicto con los modelos clásicos elementales
del equilibrio entre la materia y la radiación [77], ya que por śı misma es una prueba de
que la enerǵıa contenida por la radiación es finita para una temperatura finita dada. Es
notable, por ejemplo, que si en lugar de sustituir la ley de Wien en la ecuación (D.1) se
sustituye la ley de Rayleigh-Jeans, entonces se obtiene que la constante aS es proporcional
a una integral fuertemente divergente, problema f́ısico al que P. Ehrenfest denominó en
1911 como la catástrofe ultravioleta [25],

URJ(T ) =
kBT

π2c3

∫ ∞
0

ω2dω =
kBT

4

π2c3

∫ ∞
0

dξ

ξ4
→∞. (D.5)

De manera análoga a los desarrollos anteriores, puede encontrarse la densidad de enerǵıa
total radiada por un cuerpo negro a temperatura cero si se considera como la densidad
espectral de enerǵıa a la ecuación (C.29), de tal forma que se tenga que

U0 ≡ U(0) =
A

π2c3

∫ ∞
0

ω3dω →∞. (D.6)

Como puede observarse en la última expresión, la cantidad U0 es infinita y por tanto
viola, al igual que la ley de Rayleigh-Jeans, la ley de Stefan-Boltzmann; sin embargo, esta
divergencia resulta un problema que se escapa actualmente a la f́ısica clásica [28, 47].

Como se menciona en el apéndice G, para el problema de la corrección electromagnética
de la masa, la divergencia planteada por la ecuación (D.6) hace necesario introducir un
corte en el ĺımite superior de las frecuencias, la denominada regla de corte. Existen dos
argumentos utilizados por la electrodinámica cuántica, ambos aplicables a la EDE, para
justificar el uso de este corte en el espectro del campo de radiación de punto cero con la
finalidad de mantener finita la densidad de enerǵıa total U0: el primero de ellos consiste
en la falta de evidencia de que las reglas de la electrodinámica puedan ser aplicables a
frecuencias arbitrariamente altas [47]; el otro argumento es que el espectro, expresado en
la ecuación (C.29), puede deducirse a partir del requerimiento de ser un invariante de
Lorentz [9, 10], el cual es solamente una aproximación de un requerimiento más profundo:
la covariancia general. Es razonable, por lo último, suponer que un espectro que cumpla
con todas las reglas de la relatividad general debe ser integrable, y que el espectro usado
aqúı es únicamente una aproximación local a bajas frecuencias del primero [28, 47].

La ecuación (D.6) es frecuentemente usada como objeción a la existencia de un campo
de punto cero real, y es que un campo con dicha cantidad de enerǵıa almacenada implicaŕıa
efectos electromagnéticos y gravitacionales enormes que no se podŕıan pasar por alto [28].
Para tener una idea de la enerǵıa contenida en el CPC puede estimarse la densidad de
enerǵıa asociada a una banda de frecuencias espećıfica, en ese sentido se tiene, de la
ecuación (D.6), que la densidad de enerǵıa total para un intervalo de frecuencias es

U0(ω1, ω2) =

∫ ω2

ω1

u0(ω)dω =
~(ω4

2 − ω4
1)

8π2c3
=

~c(k4
2 − k4

1)

8π2
. (D.7)
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Para la región visible del espectro electromagnético, longitudes de onda entre 400 y 700
nm, la ecuación (D.7) implica una enerǵıa de alrededor de 22 J/m3 equivalente a 137×106

TeV/m3 [77]. De la misma forma, para un número de onda de corte razonable, como el
propuesto en la ecuación (G.31), se obtiene, mediante la relación de masa-enerǵıa de
Einstein, una densidad de masa equivalente de m4c3/8π2~3 que numéricamente es del
orden de 2×1018 kg/m3 o de aproximadamente 1048 electrones/m3 [47]. Por esto, la imagen
prevaleciente hoy en d́ıa del CPC en la electrodinámica cuántica es la de meramente un
campo virtual, que es equivalente a redefinir o renormalizar su enerǵıa como cero, que
produce efectos observables [47, 77]. Sin embargo, en un tratamiento totalmente relativista
de la teoŕıa, la enerǵıa cero no puede ser definida arbitrariamente [28], de modo que no es
fácil escapar de la impresión de que tanto la enerǵıa como el problema de su divergencia
son reales y que estos deben ser estudiados a profundidad.

La electrodinámica estocástica propone una respuesta parcial con respecto a los efectos
electromagnéticos del CPC y es que estos no pasan del todo desapercibidos, sino por el
contrario, son sistemáticamente observados en forma de las propiedades cuánticas de la
materia [28]. Por otra parte, los efectos gravitacionales de escala cósmica que debeŕıan
ser producidos por la gran masa equivalente del campo de punto cero simplemente no se
observan [47]. Muchos mecanismos de compensación con otros efectos han sido sugeridos
para explicar lo anterior, tales como el enorme estrés asociado [47], las densidades de
masa gravitacional negativa predichas por las teoŕıas inflacionarias [54], la polarización
del vaćıo [100], etc. Sin embargo, la gran variedad de hipótesis propuestas solo pone en
evidencia que la solución correcta para este problema aún es desconocida [28].





Apéndice E

Desarrollo y nociones históricas del
campo electromagnético del vaćıo

Históricamente, el campo de radiación de punto cero vio su nacimiento con la elaboración
de la segunda teoŕıa de la radiación de cuerpo negro por parte de M. Planck en 1912
[11, 32, 77]. Dicha teoŕıa propone que la enerǵıa media de un radiador elemental de
frecuencia natural ω, en equilibrio térmico con el campo de radiación a temperatura T ,
está dada en notación actual por

E(T, ω) =
~ω
2

+
~ω

e~ω/kBT − 1
, (E.1)

donde kB denota la constante de Boltzmann y ~ la constante de Planck normalizada [84].
La ecuación (E.1) fue la primera expresión en mostrar una componente de la enerǵıa de
origen puramente atérmico, la llamada enerǵıa de punto cero [77] o de vaćıo [47], la cual
se expresa como

E0(ω) ≡ E(0, ω) =
~ω
2
. (E.2)

La ecuación (E.2) muestra una ruptura con los resultados de la f́ısica clásica, especialmente
con los obtenidos de la electrodinámica clásica y el principio de equipartición de la enerǵıa,
es decir, la ley de Rayleigh-Jeans, desarrollada por Lord Rayleigh y J. H. Jeans a principios
del siglo XX [50], en la cual se afirma que todos los movimientos cesan en T = 0. La
ecuación (E.2) exhibe que en el mundo microscópico las fluctuaciones se siguen dando
incluso en el ĺımite del cero absoluto, como se observa en la figura E.1.

Como se mencionó con anterioridad, la ecuación (E.1) describe osciladores materiales,
de forma que en la teoŕıa de Planck son estos los que poseen una enerǵıa de punto cero E0,
y no el campo de radiación. En la teoŕıa de la radiación de cuerpo negro de 1912, Planck
supuso que la absorción de radiación se daba de acuerdo con la teoŕıa clásica, mientras
que era la emisión de radiación la que se daba de forma discontinua por medio de quanta
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de enerǵıa, es decir, un oscilador elemental solo pod́ıa radiar después de haber absorbido
de forma continua una enerǵıa ~ω [49, 77, 84]. Es por esto que cuando Planck dedujo una
expresión para la densidad espectral del campo electromagnético esta no presentara una
enerǵıa de punto cero. Planck obtuvo que, para el campo de radiación, se cumpĺıa que

u(T, ω) =
ω2

π2c3

~ω
e~ω/kBT − 1

, (E.3)

tal que u(T, ω) tiende exponencialmente a cero conforme T → 0 [84].

Figura E.1: Enerǵıa de un oscilador elemental en equilibrio con el campo de
radiación, según las teoŕıas de Planck, curva continua, y de Rayleigh-Jeans, curva
punteada, como función de la temperatura, para los valores ~ω = 1 y kB = 1.
Nótese que ambas descripciones convergen al mismo comportamiento en el ĺımite
de altas temperaturas.

Para 1914, Planck estaba convencido de que la enerǵıa de punto cero no tendŕıa ningu-
na consecuencia experimental [77]. Sin embargo, para ese momento el concepto de enerǵıa
de punto cero hab́ıa llamado la atención y se hab́ıa convertido en una de las premisas
principales del trabajo de cient́ıficos notables como Einstein y O. Stern [28].

Las primeras interpretaciones de Einstein sobre los quanta de enerǵıa surgieron en
1905 cuando este afirmó, en un art́ıculo sobre la emisión y transformación de la luz, que
“la radiación monocromática de baja densidad, dentro del rango de validez de la fórmula
de radiación de Wien, se comporta termodinámicamente como si consistiera de un número
de quanta de enerǵıa independientes de magnitud Rgβν/NA”[3, 39], donde Rg representa
la constante de los gases ideales, NA el número de Avogadro, ν la frecuencia de la luz
y β es una constante para representar el cociente entre las constantes de Planck y de



APÉNDICE E. DESARROLLO Y NOCIONES HISTÓRICAS DEL CPC 111

Boltzmann, de tal forma que Rgβ/NA = 2π~. Basado en este punto de vista, Einstein
propuso su laureada relación entre la frecuencia de la radiación y el potencial de frenado
de los materiales para explicar el efecto fotoeléctrico [39]. En 1906, Einstein argumentó
que la emisión y absorción de enerǵıa por un oscilador de Planck cambia en saltos enteros
múltiplos de ~ω, propuesta que puede ser considerada como el comienzo del concepto
de quantum de luz [77], nombrado originalmente en alemán como lichtquant [3, 39], que
posteriormente seŕıa renombrado como fotón por G. N. Lewis en 1926 [70].

En un art́ıculo de 1910, Einstein y Hopf estudiaron un modelo simple para representar
el equilibrio térmico entre dipolos eléctricos y radiación electromagnética [42]. En dicho
trabajo, se halló que, al permitir interactuar los dipolos con el campo de radiación, sobre
estos se generaba una fuerza de retardo que haćıa disminuir su enerǵıa cinética. Por otro
lado, también se encontró que, cuando los osciladores emit́ıan o absorb́ıan radiación, el
campo actuaba incrementando la enerǵıa cinética de los dipolos [77]. La condición de
equilibrio entre el aumento y la disminución de enerǵıa cinética anteriores condujo a una
ecuación diferencial de primer orden no lineal que deb́ıa ser satisfecha por la densidad de
enerǵıa espectral de la radiación para una temperatura fija T ,

du(T, ω)

dω
− 3

ω
u(T, ω) +

π2c3

ω3kBT
u2(T, ω) = 0, (E.4)

[42]. Einstein y Hopf probaron que si el problema de condiciones iniciales se eleǵıa de tal
forma que u(T, 0) = 0, se obteńıa una solución de la forma

u(T, ω) =
ω2

π2c3
kBT, (E.5)

que corresponde simplemente a la ley de Rayleigh-Jeans, cuyo comportamiento se com-
para con el del resultado deducido por Planck, ecuación (E.3), en la figura E.2. Con el
análisis anterior pudo mostrarse de manera clara y concisa que la expresión encontrada
por Rayleigh y Jeans para la radiación de cuerpo negro es una consecuencia inexorable
del uso de argumentos de la f́ısica clásica [42, 77].

Tres años más tarde, en 1913, Einstein y Stern hallaron una forma de expresar la
ecuación diferencial para la densidad de enerǵıa espectral, ecuación (E.4), tal que tuviera
una dependencia expĺıcita de la enerǵıa media de cada dipolo oscilante [45, 77],

du(T, ω)

dω
− 3

ω
u(T, ω) +

E
ωkBT

u(T, ω) = 0. (E.6)

Einstein y Stern propusieron que la enerǵıa media de los osciladores pod́ıa expresarse
como una enerǵıa de origen térmico más una componente atérmica dada por ~ω, de tal
forma que en la ecuación (E.6) remplazaron E por E + ~ω [77], llegándose aśı a que

du(T, ω)

dω
− 3

ω
u(T, ω) +

E
ωkBT

u(T, ω) +
~

kBT
u(T, ω) = 0, (E.7)



112 APÉNDICE E. DESARROLLO Y NOCIONES HISTÓRICAS DEL CPC

donde al utilizar la ecuación (E.5), se arriba a que

du(T, ω)

dω
− 3

ω
u(T, ω) +

π2c3

ω3kBT

(
u2(T, ω) +

~ω3

π2c3
u(T, ω)

)
= 0, (E.8)

al tomar, como antes, la condición inicial dada por u(T, 0) = 0 se obtiene que la ecuación
(E.8) tiene como solución la expresión (E.3), es decir, el hecho de suponer que los dipolos
oscilantes tienen una enerǵıa de punto cero de magnitud ~ω en el modelo de Einstein-Hopf
implica que el espectro de radiación en equilibro sea el de Planck [45].

Figura E.2: Densidad espectral de enerǵıa del campo de radiación, de acuerdo
con los resultados obtenidos por Planck, curva continua, y por la f́ısica clásica,
curva punteada, como función de la frecuencia, para los valores kBT = 1, ~ = 1,
π = 1 y c = 1.

El desarrollo presentado por Einstein y Stern en 1913 propone que la enerǵıa de punto
cero de los osciladores materiales es de magnitud ~ω, siendo el doble de la magnitud ha-
llada por Planck en 1912, ecuación (E.2). Aun cuando se sabe que la expresión presentada
por Planck es correcta, es interesante analizar como Einstein y Stern pudieron reproducir
el espectro correcto partiendo de una enerǵıa de punto cero incorrecta. De acuerdo con la
teoŕıa cuántica moderna, un modo normal de un campo de frecuencia ω tiene una enerǵıa
de punto cero de magnitud ~ω/2, igual a la que tiene un oscilador material [50, 75, 77]. Por
lo anterior, es inmediato notar que la enerǵıa de punto cero total de un dipolo oscilante
de frecuencia ω, en equilibrio con un modo normal de un campo de la misma frecuencia,
es

E (dipolo)
0 + E (campo)

0 = ~ω/2 + ~ω/2 = ~ω. (E.9)
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La ecuación (E.9) es precisamente la enerǵıa de punto cero que Einstein y Stern propu-
sieron. Sin embargo, en el trabajo de 1913 esta enerǵıa fue adjudicada únicamente a los
osciladores materiales [45]. Sin saberlo, Einstein y Stern hab́ıan utilizado por primera vez
la enerǵıa almacenada en el CPC.

La importancia que Einstein y Stern le adjudicaron a la enerǵıa de punto cero como
ente f́ısico fue de tal magnitud que esta siguió formando parte de sus investigaciones
posteriores ese mismo año, como fue el caso del art́ıculo sobre el calor espećıfico del
hidrógeno molecular a bajas temperaturas, de la autoŕıa de ambos [45], y el art́ıculo de
Stern sobre el cálculo de la presión de vapor en los sólidos [77].

En 1914, P. Debye observó que los movimientos térmicos de los átomos en una red
cristalina produćıan un difuminado en los patrones de difracción de rayos X [36]. La teoŕıa
que explica esta reducción de la intensidad de los patrones de difracción, ahora conocida
como efecto Debye-Waller [28], considera que los átomos de la red cristalina poseen un
movimiento armónico en todas sus direcciones, y que el promedio de este desplazamiento
es proporcional a la enerǵıa térmica del sistema, es decir que mω2〈r2〉/2 = 3kBT/2, de
tal modo que el factor que reduce la intensidad en los patrones es

FDW(T, ω) ≡ exp

(
−K

2〈r2〉
6

)
= exp

(
−K

2kBT

2mω2

)
, (E.10)

[77], donde K representa la magnitud de la diferencia entre los vectores de onda incidente
y dispersado. Sin embargo, Debye notó que este difuminado se manteńıa incluso cuando
T → 0 [36]. Para corregir el factor de Debye-Waller se debe considerar que, en particular,
cuando T = 0 existe un dezplazamiento promedio no nulo asociado a la enerǵıa de punto
cero, mω2〈r2〉/2 = 3(~ω/2). Aśı, se tiene que el promedio de r2 es proporcional a la enerǵıa
expresada en la ecuación (E.1), tal que

FDW(T, ω) = exp

[
−~K2

mω

(
1

2
+

1

e~ω/kBT − 1

)]
. (E.11)

El resultado anterior reproduce el orden de magnitud correcto para el factor de Debye-
Waller a temperatura cero [77], y converge al factor expresado en la ecuación (E.10) en el
ĺımite de altas temperaturas, como puede comprobarse en la figura E.3.

Seŕıa hasta 1916 cuando se le asignaŕıa al campo electromagnético una enerǵıa de
punto cero, dando lugar de manera formal al CPC. Ese año, W. Nernst argumentó que
las diferencias entre materia y campo son inadmisibles si ambos sistemas se hallan en
equilibrio estad́ıstico, por estar en contacto térmico, y que por lo tanto la ecuación (E.1)
es válida para describir la enerǵıa media de ambas entidades [11, 64]. Nernst consideraba al
campo de radiación de punto cero como un campo presente en todo momento y posición
bajo cualquier circunstancia, de naturaleza electromagnética, de origen desconocido y
con fluctuaciones mı́nimas pero no nulas [28]. El CPC teńıa un carácter tan real para
Nernst que incluso se aventuró a proponer que este pod́ıa considerarse como la fuente
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de los potenciales de las interacciones elementales entre las part́ıculas, y hasta como un
reservorio de enerǵıa aprovechable [28].

Figura E.3: Factor de Debye-Waller, según si se considera la enerǵıa de punto cero
en conjunto con la enerǵıa térmica, curva continua, o solamente la componente
térmica, curva punteada, como función de la temperatura, para los valores ~ = 1,
ω = 1, K = 1, m = 1 y kB = 1. Es notable para el caso puramente térmico,
que cuando T = 0 se tiene que el factor de Debye-Waller es igual a la unidad, es
decir, no predice un difuminado en los patrones de difracción.

Entre otras ideas que propuso Nernst sobre el CPC, están que este pudiera ayudar a
explicar la estabilidad atómica mediante el abastecimiento de un mecanismo que compen-
sase la pérdida de enerǵıa mediante radiación por parte de los electrones atómicos, y que
el campo de punto cero es el origen del comportamiento cuántico de la materia [28].

La primera evidencia experimental directa de la enerǵıa de punto cero fue hallada en
los espectros de vibraciones moleculares por R. S. Mulliken en 1924 [28, 77]. Mulliken
estudiaba los espectros de las moléculas B10O16 y B11O16 y cómo, debido a la diferencia
de masas entre los isótopos del boro, los sistemas poséıan diferencias en sus frecuencias
de vibración, que a pesar de ser pequeñas pod́ıan ser mensurables. Entre sus conclusiones
se encuentran que “si uno supone que los verdaderos valores de los números cuánticos
vibracionales no son n ni n′, sino cada uno más un factor de 1/2... es entonces probable
que el mı́nimo de la enerǵıa vibracional de las moléculas de BO sea 1/2 quantum”[80].
Mulliken concluyó lo anterior con base en sus datos espectroscópicos un año antes de que
W. Heisenberg dedujera la enerǵıa de punto cero de un oscilador armónico, de manera
teórica, utilizando la mecánica cuántica matricial [77].
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Con el paso de los años, la idea de un campo de radiación de punto cero ha hallado
aprobación entre los f́ısicos tanto teóricos como experimentales. Muestra de lo anterior,
son los muchos fenómenos que se consideran son causados por la interacción de la materia
con el CPC, entre los que se hallan las fuerzas de Van der Waals y de Casimir entre cuerpos
macroscópicos, y la vida media de los estados atómicos excitados [28]. Adicionalmente, la
sugerencia hecha por Welton de que se mire al corrimiento Lamb como una consecuencia
de las fluctuaciones generadas en la posición del electrón por el CPC [99], ha ganado
gran aceptación. Concretamente, Power mostró, basándose en una sugerencia hecha por
Feynman [46], que el corrimiento Lamb atómico se puede interpretar como una medida
del cambio en la enerǵıa del CPC originado por los efectos dieléctricos de los átomos de
hidrógeno sobre el campo de vaćıo circundante [85].





Apéndice F

La electrodinámica de una carga
puntual

Para una part́ıcula puntual de carga qe y masa m, con movimiento no relativista, en
interacción con el campo de radiación y algún potencial externo bien comportado Vext(r),
se tiene que la función hamiltoniana del sistema está dada por

H =
1

2m
(P− qeA)2 + Vext +

1

2

∫
V

(
ε0E

2 +
1

µ0

B2

)
d3r. (F.1)

La ecuación (F.1) consta de tres partes: la primera representa el término cinético del
sistema, que para el caso de una part́ıcula en un campo electromagnético externo consta
de una parte mecánica y una parte electromagnética proporcional al vector potencial
magnético [52],

Hcin =
1

2m
(P− qeA)2 ; (F.2)

la segunda parte expresa la interacción con el potencial externo Vext; y finalmente, se
tiene la contribución energética del campo electromagnético presente [19, 59], es decir, la
función hamiltoniana del campo electromagnético, dada por la ecuación (B.12).

Como se mostró en el apéndice A, mediante el uso del teorema de Helmholtz es posible
descomponer el campo eléctrico en sus partes longitudinal y transversal, tales que la parte
longitudinal proviene de un potencial escalar, ecuación (A.19), mientras que la parte
transversal de un potencial vectorial, ecuación (A.21), de tal forma que

H =
1

2m
(P− qeA)2 + Vext +

ε0
2

∫
V

E‖
2
d3r +

1

2

∫
V

(
ε0E

⊥2
+

1

µ0

B2

)
d3r. (F.3)

La parte longitudinal del campo eléctrico puede rescribirse en términos del potencial Φ
utilizando la ecuación (A.19), la identidad vectorial ∇ · (ζ∇ζ) = ζ∇2ζ +∇ζ · ∇ζ [2], el
teorema de la divergencia y la ecuación de Poisson, ecuación (A.38), de tal modo que
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ε0
2

∫
V

E‖
2
d3r =

ε0
2

∫
V

(∇Φ)2d3r =
ε0
2

(∫
V

∇ · (Φ∇Φ)d3r −
∫
V

Φ∇2Φd3r

)
=
ε0
2

(∮
∂V

(Φ∇Φ) · ňd2r −
∫
V

Φ∇2Φd3r

)
=

1

2

∫
V

ρeΦd
3r − ε0

2

∮
∂V

ΦE‖ · ňd2r.

(F.4)

La última expresión puede reducirse bajo las siguientes consideraciones: si se supone que
lejos de las cargas el campo E‖ y el potencial Φ se pueden aproximar como de Coulomb, se
tiene que, conforme V →∞, el campo eléctrico cambia proporcionalmente a 1/r2 mientras
que el potencial vaŕıa como 1/r, por otro lado, el elemento de área de la integral vaŕıa como
r2 y el de volumen como r3, de forma que la integral de volumen crece proporcionalmente
a r2 mientras que la integral superficial decrece proporcionalmente a 1/r, de manera que
en el ĺımite V →∞, la integral de superficie tiende a cero. De este modo se obtiene que

ε0
2

∫
R3

E‖
2
d3r =

1

2

∫
R3

ρeΦd
3r. (F.5)

Bajo la suposición de part́ıculas puntuales, la densidad de carga puede expresarse como

ρe(r) =
∑
j

qejδ
3(r− rj), (F.6)

[59], por lo que sustituyendo la densidad de carga ρe(r), ecuación (F.6), en la ecuación
(F.5) se arriba a que

ε0
2

∫
R3

E‖
2
d3r =

1

2

∑
j

qejΦ(rj), (F.7)

donde el factor 1/2 resulta de no contar dos veces la interacción entre pares de las part́ıcu-
las [59]. Por esto, para una única part́ıcula inmersa en un potencial eléctrico externo Φ,
resulta que

ε0
2

∫
R3

E‖
2
d3r = qeΦ. (F.8)

De esta manera se tiene que la contribución energética expresada en la ecuación (F.1) se
rescribe como

H =
1

2m
(P− qeA)2 + qeΦ + Vext +

1

2

∫
R3

(
ε0E

⊥2
+

1

µ0

B2

)
d3r. (F.9)

Una forma alternativa de expresar la función hamiltoniana anterior es en términos
de las variables canónicas del campo de radiación, de modo que al sustituir la ecuación
(B.53) en esta, se llega a que

H =
1

2m
(P− qeA)2 + qeΦ + Vext +

∑
α

p2
α + ω2

αq
2
α

2
. (F.10)
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Con base en esto, se tiene una función hamiltoniana con varios conjuntos de variables
conjugadas, siendo estos {r,P} y {qα, pα} para cada α, a partir de la cual pueden obtenerse
las ecuaciones de Hamilton que describan el sistema f́ısico global en cuestión, part́ıcula-
campo. Para la ecuación de la velocidad asociada a la part́ıcula se tiene:

ṙ =
∂H
∂P

=
P− qeA

m
. (F.11)

La ecuación anterior muestra las componentes del momento canónico [52]. Con respecto
a la ecuación de Hamilton para P, utilizando ∇(H ·H) = 2H× (∇×H) + 2(H ·∇)H [2],
aśı como las ecuaciones (A.9) y (F.11), se arriba a que:

Ṗ = −∂H
∂r

= −qe∇Φ−∇Vext −m−1(P− qeA)× (∇× (P− qeA))

−m−1((P− qeA) · ∇)(P− qeA)

= −qe∇Φ−∇Vext − ṙ× (∇×P− qe∇×A)− (ṙ · ∇)P + qe(ṙ · ∇)A

= −qe∇Φ−∇Vext + qeṙ×B + qe(ṙ · ∇)A.

(F.12)

Para cada modo normal del campo electromagnético se tiene un par de ecuaciones de
movimiento asociadas a sus respectivas variables canónicas, dadas por:

q̇α =
∂H
∂pα

= pα −
qe
m

(P− qeA) · ∂A

∂pα

= pα −
qe√
ε0V

cos(κ · r)

ωα
(ṙ · ěα),

(F.13)

ṗα = −∂H
∂qα

= −ω2
αqα +

qe
m

(P− qeA) · ∂A

∂qα

= −ω2
αqα +

qe√
ε0V

sin(κ · r)(ṙ · ěα).
(F.14)

Aśı, al definir un nuevo par de variables canónicas como:

cα(t) ≡ 1√
2Eα

(pα − iωαqα); (F.15)

c∗α(t) ≡ 1√
2Eα

(pα + iωαqα), (F.16)

[28], puede calcularse la derivada parcial de cα(t), aśı como la de su complejo conjugado,
con respecto al tiempo en términos de las ecuaciones (F.13) y (F.14),

ċα =
1√
2Eα

(ṗα − iωαq̇α)

=
1√
2Eα

(
−iωα(pα − iωαqα) +

iqe√
ε0V

(ṙ · ěα)(cos(κ · r)− i sin(κ · r))

)
= −iωαcα +

iqe√
2Eαε0V

(ṙ · ěα)e−iκ·r.

(F.17)
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La última expresión de la ecuación (F.17) es una ecuación diferencial ordinaria que puede
resolverse por integración directa,

(ċα + iωαcα)eiωαt =
iqe√

2Eαε0V
(ṙ · ěα)e−iκ·r+iωαt,∫

d(cα(t)eiωαt)

dt
dt = cα(t)eiωαt = aα +

iqe√
2Eαε0V

∫ t

0

(ṙ(t′) · ěα)e−iκ·r(t′)+iωαt′dt′,

= aαe
−iωαt +

iqe√
2Eαε0V

e−iωαt
∫ t

0

(ṙ(t′) · ěα)e−iκ·r(t′)+iωαt′dt′.

(F.18)

Aqúı aα(t) ≡ aαe
−iωαt representa la variable canónica del campo de radiación antes de que

la part́ıcula comience su movimiento [19, 28, 77]. Es importante aclarar que las amplitudes
cα difieren de aα por la contribución radiada por la part́ıcula, con su velocidad como fuente
[28]. De esta forma se obtiene que

cα(t) = aα(t) +
iqe√

2Eαε0V
e−iωαt

∫ t

0

(ṙ(t′) · eα)e−iκ·r(t′)+iωαt′dt′. (F.19)

Al derivar la ecuación (F.11) con respecto al tiempo y sustituir en ella el resultado
final de la ecuación (F.12) se halla la siguiente ecuación de movimiento,

m
d2r

dt2
= Ṗ− qe

dA

dt
= −qe∇Φ−∇Vext + qeṙ×B + qe(ṙ · ∇)A− qe

dA

dt
. (F.20)

La variación del vector potencial magnético A(r, t) en el tiempo consta de dos compo-
nentes: la originada por la variación externa del vector potencial y la causada por el
movimiento de la part́ıcula cargada. De este modo, al utilizar la regla de la cadena, se
tiene que la derivada temporal total del vector potencial magnético se expresa como una
derivada material dada por

dA(r(t), t)

dt
=
∂A

∂t
+
dr

dt

∂A

∂r
=
∂A

∂t
+ (ṙ · ∇)A, (F.21)

Sustituyendo la última ecuación en (F.20) y utilizando (A.21) se obtiene que la fuerza
aplicada al subsistema mecánico es

m
d2r

dt2
= F = −qe∇Φ−∇Vext + qeE

⊥ + qeṙ×B, (F.22)

que es la conocida fuerza de Lorentz para una part́ıcula puntual [59], donde los campos E⊥

y B tienen la particularidad de poseer información sobre el movimiento de la part́ıcula, más
la contribución del potencial externo. Sustituyendo en la ecuación (F.22) las ecuaciones
(B.56) y (B.57) se arriba que
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m
d2r

dt2
= −qe∇Φ−∇Vext +

qe√
ε0V

(
ěα +

ṙ× (κ̌× ěα)

c

)
×

×
∑
α

(ωαqα cos(κ · r)− pα sin(κ · r))

= −qe∇Φ−∇Vext + iqe
∑
α

√
Eα

2ε0V

(
ěα +

ṙ× (κ̌× ěα)

c

)
×

× (cαe
iκ·r − c∗αe−iκ·r).

(F.23)

Con base en los resultados anteriores, es posible expresar la fuerza obtenida como

m
d2r

dt2
= Fext + FLorentz + Fauto. (F.24)

Al sustituir la ecuación (F.19) en la expresión final de (F.23) se halla que las fuerzas
definidas en la ecuación (F.24) son de la siguiente forma:

Fext ≡ −∇(qeΦ + Vext); (F.25)

FLorentz ≡ iqe
∑
α

√
Eα

2ε0V

(
ěα +

ṙ× (κ̌× ěα)

c

)
(aαe

iκ·r − a∗αe−iκ·r); (F.26)

Fauto ≡
qe√
ε0V

∑
α

(
ěα +

ṙ× (κ̌× ěα)

c

)
G(r, t). (F.27)

En la ecuación (F.27) se define la función G(r, t) como la parte integral resultante de la
suma de cα(t) y su complejo conjugado, es decir,

G ≡ i2qe

2
√
ε0V

(
eiκ·r−iωαt

∫ t

0

(ṙ′ · ěα)e−iκ·r
′+iωαt′dt′ + eiκ·r−iωαt

∫ t

0

(ṙ′ · ěα)e−iκ·r
′+iωαt′dt′

)
=

i2qe

2
√
ε0V

(∫ t

0

(ṙ′ · ěα)e−iκ·(r
′−r)+iωα(t′−t)dt′ +

∫ t

0

(ṙ′ · ěα)eiκ·(r
′−r)−iωα(t′−t)dt′

)
=

i2qe√
ε0V

∫ t

0

(ṙ′ · ěα)

(
e−iκ·(r

′−r)+iωα(t′−t) + eiκ·(r
′−r)−iωα(t′−t)

2

)
dt′

= − qe√
ε0V

∫ t

0

(ṙ′ · ěα) cos(ωα(t′ − t)− κ · (r′ − r))dt′.

(F.28)

Sustituyendo la última igualdad de la ecuación (F.28) en (F.27) se llega a que la última
componente de la fuerza de la ecuación (F.24) está dada por

Fauto = − q2
e

ε0V

∑
α

(
ěα +

ṙ× (κ̌× ěα)

c

)∫ t

0

(ṙ′ ·eα) cos(ωα(t′− t)−κ · (r′−r))dt′. (F.29)
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La ecuación (F.25) expresa la fuerza debida al gradiente del potencial escalar eléctrico,
que es equivalente a la fuerza externa ejercida por la componente longitudinal del campo
eléctrico, y las fuerzas externas ajenas al campo electromagnético. Por su parte, la ecuación
(F.26) representa la fuerza de Lorentz experimentada por la carga puntual debida a la
presencia del campo electromagnético libre. Finalmente, la ecuación (F.29) expresa la
fuerza autoinducida en la carga debida al campo electromagnético que radia al moverse
en el espacio [28].



Apéndice G

La ecuación de Abraham-Lorentz

La fuerza expresada en la ecuación (F.29) al final del apéndice F carece de valor práctico
debido a la complejidad de su estructura. Sin embargo, es usual hacer un par de apro-
ximaciones de forma que se arribe a una expresión más compacta y útil. Primeramente,
dado que se supuso que el movimiento de la carga se restringe al ĺımite no relativista, se
cumple que ṙ � c, por lo que la ecuación (F.29) queda reducida a

Fauto = − q2
e

ε0V

∑
α

ěα

∫ t

0

(ṙ′ · ěα) cos(ωα(t′ − t)− κ · (r′ − r))dt′. (G.1)

La segunda aproximación, nuevamente fundamentada en el movimiento no relativista de
la part́ıcula, reside en el argumento del coseno en el integrando de la ecuación (G.1), el
cual puede rescribirse y aproximarse como:

ωα(t′ − t)− κ · (r′ − r) = ωα(t′ − t)
(

1− κ · (r′ − r)

ωα(t′ − t)

)
= ωα(t′ − t)

(
1− κ̌ · (r′ − r)

c(t′ − t)

)
;

(ωα(t′ − t)− κ · (r′ − r)) ≈ ωα(t′ − t). (G.2)

De manera que en este ĺımite se tiene que la ecuación (G.1) se reduce a

Fauto = − q2
e

ε0V

∑
α

ěα

∫ t

0

(ṙ′ · ěα) cos(ωα(t′ − t))dt′. (G.3)

Con el fin de simplificar el proceso de integración en la ecuación anterior, puede tomarse
el ĺımite continuo de esta. Para esto, se tiene que la ecuación (B.30) implica, en el ĺımite
infinitesimal, que

ĺım
`ξ→∞

1

`ξ
=
dκξ
2π

, (G.4)
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de modo que pueda expresarse el cambio a una estructura continua mediante la siguiente
trasformación,

1√
V

∑
κ,λ

ξ(κ, ěλκ)aκ,λ →
1√
8π3

∑
λ

∫
Vκ

ξ(κ, ěλ(κ))aλ(κ)d3κ, (G.5)

[28]. Utilizando los resultados expresados en la ecuación (G.5), se obtiene que el ĺımite
continuo de la ecuación (G.3) es

Fauto = − q2
e

8π3ε0

∑
λ

∫
Vκ

∫ t

0

ěλ(κ)(ṙ′ · ěλ(κ)) cos(ω(κ)(t′ − t))dt′d3κ

= − q2
e

8π3ε0

∑
λ

∫ ∞
0

κ2

∫ t

0

cos(ω(κ)(t′ − t))
∫

Ωκ

ěλ(κ)(ṙ′ · ěλ(κ))dΩκdt
′dκ.

(G.6)

Además, se tiene para un vector cualquiera, independiente de los ı́ndices de polarización,
que ∑

λ

∫
Ωκ

ěλ(κ)(H · ěλ(κ))dΩκ =

∫
Ωκ

H⊥dΩκ =
8π

3
H, (G.7)

[19, 28, 77, 98], por lo que utilizando la ecuación anterior en la última igualdad de (G.6)
se arriba a que

Fauto = − q2
e

3π2ε0

∫ ∞
0

κ2

∫ t

0

ṙ′ cos(ω(κ)(t′ − t))dt′dκ. (G.8)

Utilizando la ecuación (B.3) en (G.8) se llega a que

Fauto = − q2
e

3π2ε0c3

∫ ∞
0

ω2

∫ t

0

ṙ′ cos(ω(t′ − t))dt′dω. (G.9)

Por otro lado, al sustituir la identidad

ω2

∫ ∞
0

ṙ′ cos(ω(t′ − t))dt′ = r̈(t)− d2

dt2

∫ ∞
0

ṙ′ cos(ω(t′ − t))dt′, (G.10)

en la ecuación (G.9), se llega a que

Fauto = − q2
e

3π2ε0c3

(
r̈(t)

∫ ∞
0

dω − d2

dt2

(∫ t

0

ṙ′
∫ ∞

0

cos(ω(t′ − t))dωdt′
))

. (G.11)

Una posible definición de la delta de Dirac, útil en el presente desarrollo, es

δ(ξ − ξ′) ≡ 1

2π

∫ ∞
−∞

cos(ζ(ξ − ξ′))dζ =
1

π

∫ ∞
0

cos(ζ(ξ − ξ′))dζ, (G.12)
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[2], donde se usó que el coseno es una función par. Por otro lado, puede considerarse a
la delta de Dirac como el ĺımite de una secuencia de funciones par [2], de modo que se
cumpla que ∫ ∞

−∞
δ(ξ)dξ = 2

∫ ∞
0

δ(ξ)dξ. (G.13)

De esta forma, al utilizar la ecuación (G.12) y posteriormente (G.13) en la expresión
(G.11) se tiene finalmente que:

Fauto = − q2
e

3π2ε0c3

(
r̈(t)

∫ ∞
0

dω − π d
2

dt2

(∫ t

0

ṙ′δ(t′ − t)dt′
))

= − q2
e

3π2ε0c3

(
r̈(t)

∫ ∞
0

dω − π

2

d2

dt2
(ṙ(t))

)
= − q2

e

3π2ε0c3
r̈(t)

∫ ∞
0

dω +
q2
e

6πε0c3

...
r (t).

(G.14)

Al expresar la fuerza Fauto como

Fauto = mτ
...
r (t)− δmr̈(t), (G.15)

es posible compararla con la última expresión de la ecuación (G.14), de tal manera que
se hallen las definiciones de las constantes de proporcionalidad propuestas, obteniéndose
que estas son:

δm ≡ q2
e

3π2ε0c3

∫ ∞
0

dω; (G.16)

τ ≡ q2
e

6πε0mc3
. (G.17)

La ecuación (G.15) muestra que la part́ıcula cargada se induce, a través de su propia
radiación, dos efectos: primero, una corrección electromagnética de δm a la masa de la
carga [79]; y segundo, una fuerza de reacción proporcional al cambio en el tiempo de la
aceleración de la part́ıcula, conocida como reacción radiativa, que actúa como un término
de resistencia al movimiento [71]. Al agrupar la fuerza de Lorentz y las fuerzas externas
como

F ≡ Fext + FLorentz, (G.18)

se tiene que la ecuación (F.24) se rescribe como

m

(
r̈− τ d r̈

dt

)
= F, (G.19)

donde se ha redefinido m ≡ (mo + δm) como la masa experimentalmente observable de la
part́ıcula cargada [65], consistente en la masa desnuda mo de la carga más la correspon-
diente corrección electromagnética [77].
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A la ecuación (G.19) se le conoce como ecuación de Abraham-Lorentz para una part́ıcu-
la cargada puntual, con movimiento no relativista, en interacción con el campo electro-
magnético de radiación originado por su movimiento en el espacio vaćıo [28, 77]. Esta
ecuación de la f́ısica fue deducida primeramente por M. Abraham en 1904 y posterior-
mente, de forma independiente, por H. A. Lorentz en 1909 en su teoŕıa del electrón
clásico, dentro del modelo de part́ıcula extendida, tomando el ĺımite de part́ıcula puntual
[1, 28, 71].

G.1. La masa electromagnética y la reacción

radiativa

La ecuación de Abraham-Lorentz, tal como se ha expresado en la ecuación (G.19), posee
dos grandes problemas fundamentales con los principios básicos de la f́ısica clásica al
predecir, por un lado, correcciones infinitas a la masa del sistema, y por el otro, al dar
soluciones cuyas aceleraciones divergen con el tiempo [79]. En ambos casos, se requiere
tener almacenadas inicialmente enerǵıas infinitas en el sistema.

El resultado de que la corrección electromagnética a la masa sea una cantidad infinita,
ecuación (G.16), puede entenderse bajo el siguiente argumento: la enerǵıa electrostática
de una part́ıcula de radio R y carga qe uniformemente distribuida en su superficie, está
dada por la expresión

Eelec =
ε0
2

∫
R3

E2d3r = 2πε0

∫ ∞
R

(
qe

4πε0r2

)2

r2dr =
q2
e

8πε0R
, (G.20)

[59]. De la equivalencia masa-enerǵıa de Einstein, E = mc2, se llega a que la masa elec-
tromagnética del sistema anterior es

melec =
q2
e

8πε0Rc2
. (G.21)

Al suponer que la masa electromagnética es igual a la corrección δm, ecuación (G.16), se
obtiene que el radio correspondiente a la configuración adoptada, bajo dicha aproximación,
está dado por la siguiente igualdad

q2
e

8πε0c2R
=

q2
e

3π2ε0c3

∫ ∞
0

dω = ĺım
ω→∞

q2
eω

3π2ε0c3
, (G.22)

siendo el radio de la part́ıcula igual a

R = ĺım
ω→∞

3πc

8ω
. (G.23)
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La ecuación (G.23) muestra que el hecho de haber obtenido una corrección electromagnéti-
ca infinita a la masa es resultado directo de haber supuesto que la part́ıcula cargada es
puntual. Para el caso particular de un electrón atómico este resultado puede ser adjudicado
a dos posibilidades: por un lado, a que actualmente no existe una teoŕıa lo suficientemen-
te refinada para hallar el valor f́ısico y finito de δm [77]; por el otro, a que el hecho
de considerar al electrón como una part́ıcula puntual simplemente significa que su radio
es demasiado pequeño para ser observado, sin que esto implique una falta de estructu-
ra interna [90]. Sin embargo, tomando en cuenta lo expuesto anteriormente, y de forma
práctica, el haber supuesto que m, en la ecuación (G.19), posee el valor experimental de
la masa de la part́ıcula se basa en la no observabilidad fundamental de la masa desnu-
da, eliminándose aśı el problema de masas infinitas [65]. El proceso anterior es una de
las primeras suposiciones del programa de renormalización actual de la electrodinámica
cuántica moderna [28].

Por otro lado, al resolver la ecuación de Abraham-Lorentz para la aceleración de la
part́ıcula cargada, suponiendo que la fuerza es función únicamente del tiempo, F = F(t),
se halla como solución general que

r̈(t) = r̈(0)et/τ − 1

mτ

∫ t

0

F(t′)e−(t′−t)/τdt′. (G.24)

La ecuación (G.19) posee la particularidad de ser una ecuación diferencial de tercer orden
en la posición, por lo que su solución general no solo dependerá de las condiciones ini-
ciales usuales de la mecánica clásica, sino que depende también de la aceleración inicial
del sistema. Adicionalmente, la ecuación (G.24) predice que la aceleración del sistema,
r̈(t), eventualmente crecerá exponencialmente con el tiempo, conduciendo a valores finales
infinitos para la velocidad y la enerǵıa; este tipo de soluciones se conocen como soluciones
fugases, o divergentes, de la ecuación de Abraham-Lorentz [79]. Una forma de evitar la
dificultad anterior es seleccionando una aceleración inicial que, a pesar de su artificialidad,
conduzca a una aceleración final nula, r̈(∞) = 0, siendo tal aceleración la dada por la
expresión

r̈(0) =
1

mτ

∫ ∞
0

F(t′)e−t
′/τdt′, (G.25)

[38, 58], de tal forma que al sustituir la condición inicial, expresada en la última ecuación,
en (G.24) se arriba a que:

r̈(t) =
1

mτ

(∫ ∞
0

F(t′)e−(t′−t)/τdt′ −
∫ t

0

F(t′)e−(t′−t)/τdt′
)

=
1

mτ

∫ ∞
t

F(t′)e−(t′−t)/τdt′

=
1

m

∫ ∞
0

F(t+ τξ)e−ξdξ.

(G.26)
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La última igualdad de la ecuación (G.26) predice aceleraciones finitas en todo tiempo para
fuerzas F(t) bien comportadas. Sin embargo, la solución anterior implica que r̈(t) dependa
del valor de la fuerza para tiempos futuros en todo tiempo, es decir, la part́ıcula anticipa
toda variación en la fuerza aplicada [79]. Este fenómeno es conocido como preaceleración
y consiste en una forma de comportamiento acausal [28], como puede observarse en el
ejemplo expuesto en la figura G.1.

Figura G.1: Representación gráfica de la fuerza F (t) = sin(t), curva continua,
y la correspondiente aceleración obtenida a partir de la ecuación de Abraham-
Lorentz, curva punteada. El efecto de la preaceleración se ha magnificado al
tomar los valores de los parámetros m = 1 y τ = 1.

Nuevamente de manera pragmática, el tiempo τ para un electrón es del orden de 6.274×
10−24 segundos, el cual es demasiado pequeño para variaciones realistas de la fuerza apli-
cada [77], de tal modo que al realizar un desarrollo de Taylor de F(t + τξ) alrededor de
τξ = 0 [59, 78] se tiene de la ecuación (G.26) que

mr̈(t) =
∞∑
n=0

τn

n!

dnF(t)

dtn

∫ ∞
0

ξne−ξdξ =
∞∑
n=0

τn
dnF(t)

dtn
. (G.27)

La ecuación (G.27) muestra que, para orden cero en τ , la ecuación de Abraham-Lorentz
se reduce a la segunda ley de Newton, al haber sido despreciada totalmente la reacción
radiativa. Por otro lado, al aproximar a primer orden en τ , se obtiene que el término de
reacción radiativa puede expresarse proporcionalmente a la primera derivada temporal de
la fuerza externa aplicada,

mr̈(t) ≈ F(t) + τ
dF(t)

dt
. (G.28)
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Numéricamente, τ puede interpretarse como el tiempo que le toma a la luz recorrer la
distancia

cτ =
q2
e

6πε0mc2
=

2

3

(
q2
e

4πε0mc2

)
=

2Rclas

3
, (G.29)

donde Rclas es el radio clásico de la part́ıcula. De manera general, τ representa el tiempo
que le toma a la luz propagarse a través de una part́ıcula elemental, de tal modo que no es
de esperarse que la preaceleración acausal de la ecuación (G.26) conduzca a consecuencias
o fenómenos observables [77].

G.2. Introducción de la regla de corte

Una forma de garantizar una corrección electromagnética a la masa finita es mediante
la introducción de una cota superior o corte en las frecuencias en la ecuación (G.16).
En 1977, E. J. Moniz y D. H. Sharp dedujeron una ecuación del tipo Abraham-Lorentz
para una carga clásica extendida, hallando que esta predice comportamientos causales y
correcciones electromagnéticas finitas a la masa [79]. Lo anterior, junto con la expresión
(G.23), permite afirmar que un corte efectivo en las frecuencias es introducido por la
estructura de la part́ıcula cargada. Cualitativamente, puede entenderse esta afirmación
notando que una carga extendida realiza un promedio del campo de radiación a lo largo
de su extensión, de tal manera que elimina el efecto de las componentes de longitudes de
onda iguales o menores que el radio de su estructura [28]. De la ecuación (G.23) puede
observarse, al introducir una frecuencia de corte, que en general el radio de la estructura
es inversamente proporcional a la frecuencia máxima del campo de radiación,

ωc ∝
c

R
, (G.30)

donde el factor de proporcionalidad es caracteŕıstico de cada distribución particular de
carga en la part́ıcula [28].

La introducción de un corte en las frecuencias puede entenderse como una consecuen-
cia de la falta de interacciones entre las componentes del campo de radiación de altas
frecuencias, ω > c/R, y la part́ıcula, de tal forma que las primeras puedan ser desprecia-
das. Las frecuencias anteriores corresponden a intervalos temporales de menor duración
que R/c, tal que si, usando la ecuación (G.29), R > cτ ≈ Rclas, es decir, si la part́ıcula
se extiende sobre un radio mayor que su radio clásico, entonces todos los efectos no cau-
sales asociados a la ecuación de Abraham-Lorentz, ecuación (G.19), desaparecen. En este
sentido, la introducción de una frecuencia de corte, o equivalentemente de una estructura
a la part́ıcula, restablece la causalidad en el desarrollo. La cota superior ωc puede tener
su origen en una combinación de muchos factores, siendo solo uno de ellos la estructura;
otros pueden ser causados por los efectos dinámicos de la part́ıcula [28].
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El corte en las frecuencias, denominado originalmente por Feynman en inglés como The
Cutoff Rule [47], es introducido no porque sea práctico o posible, sino porque es necesario
para recuperar la consistencia de la teoŕıa. Para el caso electrónico, la carga extendida
puede entenderse como una estructura efectiva originada por las rápidas fluctuaciones
existentes en la posición de la carga puntual [28]. La explicación anterior es la usualmente
adoptada en la electrodinámica cuántica [77].

Una frecuencia de corte o máxima comúnmente utilizada en la electrodinámica es-
tocástica es la frecuencia de Compton [28], dada por

ωC =
mc2

~
. (G.31)

Para esta frecuencia caracteŕıstica se tiene una corrección electromagnética a la masa
finita, dada por la ecuación (G.16), de

δm =
q2
eωC

3π2ε0c3
=

q2
em

3π2ε0~c
. (G.32)

Para el caso espećıfico de un electrón, se obtiene que la razón entre la corrección a la masa
correspondiente y su masa es δme/me = 3×10−3, la cual resulta una corrección a la masa
razonable. En este sentido, puede afirmarse que la frecuencia de Compton ωC resulta ser
una cota superior natural para la presente descripción no relativista.

Es importante resaltar que la función hamiltoniana H, presentada en el apéndice F,
representa una teoŕıa causal, de manera que cualquier descripción exacta basada en esta
debe preservar dicha causalidad [28]. Por lo anterior, independientemente del mecanis-
mo utilizado para tratar de explicar las anomalidades existentes en los comportamientos
predichos por la ecuación de Abraham-Lorentz, se debe tener siempre presente que es-
tas dificultades son producidas por las aproximaciones hechas a lo largo del proceso de
deducción de la ecuación (G.19), y que no constituyen parte integral de la teoŕıa [14, 27].



Apéndice H

La descripción de Heisenberg

Como se mostró a lo largo del caṕıtulo 2, al partir de la ecuación estocástica de Abraham-
Lorentz, ecuación (2.3), se puede arribar a la descripción de Schrödinger de la mecánica
cuántica, representada por la ecuación (2.192). Esto permite afirmar que el fenómeno de
la cuantización en la materia surge como una consecuencia de la interacción entre esta y
el campo de radiación de punto cero, descartándose aśı la idea comúnmente aceptada de
que la cuantización es una caracteŕıstica o propiedad intŕınseca de la materia.

La descripción de Schrödinger no es la única formulación matemática de la mecánica
cuántica, un ejemplo relevante de lo anterior es la descripción de Heisenberg, también
conocida como la mecánica cuántica matricial [25]. Sin embargo, como mostraron Dirac,
E. Schrödinger y otros, ambas descripciones son equivalentes entre śı [75], siendo al mismo
tiempo mutuamente excluyentes [25], estando ambas conectadas a través de una transfor-
mación matemática [32]. Dicha conexión permite afirmar que si la EDE puede arribar a la
descripción de Schrödinger, entonces debe ser capaz, bajo un tratamiento alternativo, de
reproducir la descripción de Heisenberg de la mecánica cuántica. Esta afirmación ha sido
comprobada de manera exitosa por de la Peña, Cetto y Valdés-Hernández en una serie de
publicaciones recientes [30, 35, 97]. Por su importancia como resultado de la EDE, y como
un complemento final del caṕıtulo 2, se expondrá de manera sintética el desarrollo llevado
a cabo, desde la electrodinámica estocástica, para el arribo a la ecuación de Heisenberg.

Al igual que al comienzo del caṕıtulo 2, si se considera el sistema mecánico de una
part́ıcula de masa m y carga qe sujeta a una fuerza externa F(r), que se supone con-
servativa, y en permanente interacción con el campo de radiación de punto cero, se tiene
entonces que la ecuación de movimiento de dicho sistema, en la aproximación no relativista
y dipolar, es la ecuación (2.3), que en el caso unidimensional se reduce a

m
d2x

dt2
= F (x) +mτ

d3x

dt3
+ qeE(t). (H.1)

Al enfocarse únicamente en las soluciones estacionarias, se tiene que el campo eléctrico
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E(t) puede ser desarrollado en términos de ondas planas [30, 35, 97], de forma análoga a
la ecuación (B.1), de tal manera que se exprese como

E(t) =
∑
ωj

Ẽ(ωj)a(ωj)e
iωjt + c.c. =

∑
j

Ẽjaje
iωjt + c.c., (H.2)

donde se ha introducido la notación compacta Ẽ(ωj) ≡ Ẽj. De manera analoga, se tiene
que la solución x(t) puede descomponerse como una serie de Fourier, mientras que la
fuerza F (x), puede suponerse como una serie de potencias de x, de tal forma que

x(t) =
∑
j

x̃jaje
iωjt + c.c., (H.3)

F (x(t)) =
∞∑
n=1

cnx
n(t) =

∑
j

F̃jaje
iωjt + c.c. (H.4)

Es importante resaltar que los coeficientes F̃j y x̃j, y las frecuencias ωj, dependen en gene-
ral, y sobre todo para el caso de fuerzas no lineales, de las amplitudes estocásticas ak del
campo [32], tales que expĺıcitamente deben denotarse como F̃j = F̃ (ωj, aj), x̃j = x̃(ωj, aj)
y ωj = ωj(aj). Aśı, al sustituir las expresiones (H.2), (H.3) y (H.4) en la ecuación (H.1)
se obtiene que la ecuación de movimiento se rescribe como

−mω2
j x̃j = F̃j − imτω3

j x̃j + qeẼj, (H.5)

donde el ı́ndice j corre sobre cada uno de los posibles modos de oscilación. De la ecuación
anterior, se tiene que la transformada de Fourier de la solución x(t) puede expresarse
alternativamente, mediante un despeje directo, como

x̃j = −qe
m

Ẽj

ω2
j − iτω3

j + F̃j/mx̃j
= −qe

m

Ẽj
∆j

, (H.6)

donde se ha definido ∆j = ∆(ωj, aj) como

∆j ≡ ω2
j − iτω3

j +
F̃j
mx̃j

. (H.7)

Es notable que las contribuciones más importantes a la solución x(t) provienen de los
polos de x̃j [30, 35, 97], es decir, a aquellas frecuencias que satisfacen que

ω2
j ≈ −F̃j/mx̃j. (H.8)

Las resonancias a estas frecuencias son extremadamente angostas debido al diminuto
valor de la constante τ [32, 35, 97]. Adicionalmente, para distintas respuestas se tendrá



APÉNDICE H. LA DESCRIPCIÓN DE HEISENBERG 133

un conjunto de frecuencias resonantes distinto, de tal forma que, para hacer esta distinción
evidente, se introduce un ı́ndice extra que señale la elección de la respuesta y la frecuencia
resonante. Aśı, se denota la frecuencia como ωjk en lugar de ωj. Finalmente, al ser las
frecuencias de la ecuación (H.8) las más relevantes para los estados resonantes, se tiene,
sustituyendo la ecuación (H.6) en el desarrollo de Fourier de x(t), y haciendo expĺıcita la
dependencia de esta a la realización del campo introduciendo el ı́ndice l, que

x
(l)
k (t) =

∑
j

x̃
(l)
jka

(l)
jke
−iω(l)

jk t = −qe
m

∑
j

Ẽ
(l)
jk

∆
(l)
jk

a
(l)
jke
−iω(l)

jk t. (H.9)

De la última ecuación puede arribarse a una expresión para el cuadrado de la solución
x

(l)
k (t), a partir de la cual puede obtenerse, en el ĺımite en que t → ∞ [32], el promedio

de dicha cantidad sobre las realizaciones del campo, dado por

x2
k(t) ≡

(
x

(l)
k (t)

)2

=
∑
j

∣∣∣x̃(l)
jk

∣∣∣2 ∣∣∣a(l)
jk

∣∣∣2. (H.10)

Análogamente, se tiene que el promedio temporal, para un lapso temporal lo suficiente-
mente largo t [32], de la expresión para el cuadrado de la solución x

(l)
k (t) es〈(

x
(l)
k (t)

)2
〉

t

=
∑
j

∣∣∣x̃(l)
jk

∣∣∣2 ∣∣∣a(l)
jk

∣∣∣2 . (H.11)

Es claro que al comparar las expresiones anteriores, en general, estas resultan diferentes. El
promedio sobre las realizaciones del campo es, por construcción, independiente de dichas
realizaciones (l), mientras que el promedio temporal adquiere un valor distinto para cada
realización. Esto significa que en general el sistema no es ergódico, ni siquiera en el caso
unidimensional en el cual solo existe una integral de movimiento [32]. Sin embargo, ya
que la part́ıcula está en contacto permanente con el campo de punto cero, es de esperarse
que este último alcance todos los puntos fase accesibles del sistema, es decir, que tenga
un comportamiento ergódico [35]. Esta hipótesis es el punto esencial de la presente teoŕıa
[97]. El que el sistema sea ergódico conduce a que

x̃
(l)
jk = x̃jk. (H.12)

Esta ecuación implica que tanto ω
(l)
jk como ∆

(l)
jk no pueden depender de los coeficientes

a
(l)
jk , o equivalentemente de la realización caracteŕıstica del campo, debido a su conexión

con x̃jk, expuesta en la ecuación (H.6), siendo dichos coeficientes los responsables de las
estocasticidad asociada a x(t). En este sentido, la ecuación (H.9) representa un desarrollo

expĺıcito en términos de a
(l)
jk , es decir, la respuesta mecánica del sistema, a esta altura de
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su evolución, es ya lineal en las componentes estocásticas del campo [35, 97]. Aśı, una vez
que se ha alcanzado el régimen estacionario y ergódico, se cumple que

x
(l)
k (t) = −qe

m

∑
j

Ẽjk
∆jk

a
(l)
jke
−iωjkt, (H.13)

con ωjk y ∆jk ahora independientes de los coeficientes a
(l)
jk . El argumento anterior es la

razón por la cual la teoŕıa que emana como un resultado de la condición de ergodicidad
es llamada Electrodinámica Estocástica Lineal o EDEL [35, 97].

El hecho de que ωjk sea independiente de las realizaciones de campo solo puede cum-
plirse si las amplitudes estocásticas y las frecuencias resonantes satisfacen las siguientes
ecuaciones:

ajk = ajlall′al′l′′ · · · al(n)k; (H.14)

ωjk = ωjl + ωll′ + ωl′l′′ + · · ·+ ωl(n)k, (H.15)

[30, 35, 97]. Estos resultados sintetizan la denominada regla de la cadena en el presente
contexto [97]. Adicionalmente, la ecuación (H.15) implica una relación de la siguiente
forma

ωjk = Ωj − Ωk, (H.16)

[30, 35, 97], expresión que conduce a una equivalencia entre los ı́ndices k, asociado a un
cierto estado estacionario y por ende a una cierta enerǵıa, y j, asociado a los modos de
oscilación del campo, al correr sobre el mismo conjunto de valores. Lo anterior exhibe la
estrecha relación existente entre la enerǵıa de la part́ıcula y las frecuencias relevantes, la
cual tiene como origen la ecuación (C.24), E0 = Aω, satisfecha por todos y cada uno de
los modos de oscilación del campo de radiación de punto cero [97].

Es notable que la regla de la cadena, ecuaciones (H.14) y (H.15), implica un álgebra
matricial, es decir, representa una mecánica matricial [30, 35]. Al aplicar la regla de la
cadena puede observarse, por ejemplo, que∑

j

F [x3]jkajke
−iωjkt =

∑
j,l,n

x̃jlx̃lnx̃nkajlalnanke
−i(ωjl+ωln+ωnk)t, (H.17)

de tal modo que se rescriba la transformada de Fourier de x3 como

F [x3]jk =
∑
l,n

x̃jlx̃lnx̃nk. (H.18)

La última expresión coincide con la regla de multiplicación matricial para las amplitudes
x̃jk; esto permite identificar dicha cantidad como el elemento jk-ésimo de la matriz cua-
drada x̃ [97], denotada en adelante como x̂. Los resultados anteriores permiten rescribir
la ecuación (H.1), en notación matricial compacta, como

m
d2
x̂(t)

dt2
= F̂(t) +mτ

d3
x̂(t)

dt3
+ qeÊ(t). (H.19)
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Es importante notar que la ecuación anterior representa mucho más que una simple res-
critura de la ecuación de movimiento (H.1). La ecuación (H.19) ha perdido su naturaleza
estocástica, sin que esto implique que deje de tener un carácter estad́ıstico, a consecuencia
de la condición de ergodicidad [35, 97], la cual implica, como se ya mencionó, que x̃jk, F̃jk
y ωjk sean independientes de las amplitudes estocásticas ajk. La ecuación (H.19) es por
tanto la ley matemática que describe la dinámica del subsistema mecánico en el régimen
temporal asintótico, estacionario y ergódico. Aunado a esto, la ecuación matricial de mo-
vimiento obtenida resulta ser idéntica a la ecuación de Heisenberg de la electrodinámica
cuántica no relativista. Por esto se afirma que el régimen adoptado a lo largo del desarro-
llo, temporal asintótico, estacionario y ergódico, corresponde al llamado régimen cuántico
[30, 35, 97].

Al arribar el sistema al régimen cuántico, los términos en la ecuación de movimiento
que involucran al campo eléctrico del CPC y a la reacción radiativa han jugado ya su
papel fundamental al llevar a dicho sistema mecánico a un estado de equilibrio [35]. Por
lo anterior, los dos últimos términos del lado derecho de la ecuación (H.19) representan,
en el régimen cuántico, únicamente correcciones radiativas al movimiento, y por tanto
pueden ser despreciados en una primera aproximación. Esta aproximación corresponde a
la aproximación no radiativa del sistema [97], hallándose, de la ecuación (H.19) que:

p̂ = m
dx̂

dt
,

dp̂

dt
= F̂. (H.20)

Las igualdades expuestas en la ecuación anterior pueden identificarse como las ecua-
ciones de Heisenberg para el movimiento de una part́ıcula usuales de la mecánica cuántica.
Sin embargo, estas ecuaciones han perdido toda referencia de la estocasticidad y del CPC,
de tal forma que se vuelve importante reintroducir, al igual que en la deducción de la ecua-
ción de Schrödinger, la información acerca de la intensidad de las fluctuaciones impresas
por el campo en el subsistema mecánico [35]. Para esto, se recurre al conmutador canónico
[x̂, p̂], cuyos elementos diagonales pueden expresarse, en términos de las ecuaciones (H.13)
y (H.20), en el ĺımite continuo como

[x̂, p̂]jj =
2iq2

e

m

∫ ∞
0

Ẽ(ω)Ẽ∗(ω)

|∆(ω)|2
ωdω, (H.21)

[32, 35], donde al sustituir expĺıcitamente el término Ẽ(ω)Ẽ∗(ω), que corresponde a la
contribución, en el ĺımite continuo, de una componente cartesiana del campo a la densidad
espectral de enerǵıa [32, 35, 89], ecuación (1.60),

Ẽ(ω)Ẽ∗(ω) =
Π0(ω)

4πε0
=
u0(ω)

3ε0
=

Aω3

3π2ε0c3
, (H.22)

se obtiene, mediante un proceso de integración y aproximando ∆(ω) ≈ ω2 − iτω3 − ω2
r

[32, 35], con ωr la frecuencia de resonancia del sistema, que
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[x̂, p̂]jj =
4iτA

π

∫ ∞
0

ω4

|∆(ω)|2
dω = 2iA. (H.23)

Bajo un proceso de deducción similar, puede mostrarse que los elementos de matriz no
diagonales del conmutador canónico son nulos [35]. Al combinar los resultados anteriores
y la ecuación (2.181), se tiene que el conmutador canónico es

[x̂, p̂] = 2iAÎ = i~Î. (H.24)

Finalmente, con base en este resultado es posible obtener la ecuación de evolución del
operador matricial asociado a una variable dinámica cualquiera A [32, 35, 97], la cual, al
utilizar el valor expĺıcito de la constante A = ~/2, corresponde a la ecuación de Heisenberg

i~
dÂ
dt

= [Â, Ĥ], (H.25)

donde Ĥ representa el operador hamiltoniano del sistema mecánico. Adicionalmente, el
resultado de la ecuación (H.24) conduce a que la ecuación (H.16) se transforme en la regla
de Bohr [32, 97], mostrando de esta forma que las frecuencias de transición corresponden
a las resonancias en las respuestas del sistema atómico

ωjk =
Ej − Ek

~
. (H.26)

Las ecuaciones anteriores muestran que cuando el sistema mecánico es ergódico, es-
te converge ineqúıvocamente al régimen cuántico [32, 35, 97]. De forma alternativa, en
el desarrollo hecho en el caṕıtulo 2, se halló que cuando el sistema alcanza el balance
energético, este converge de igual manera al régimen cuántico [32]. Ya que estos requisitos
distintos convergen a resultados equivalentes, las descripciones de Heisenberg y Schrödin-
ger, entonces estos deben estar ı́ntimamente relacionados.

Aśı, es notable que cuando el régimen ergódico, no radiativo, es alcanzado, el balance
energético se satisface, ya que las soluciones estacionarias se encuentran caracterizadas
por una enerǵıa fija. Análogamente, cuando se tiene una órbita estacionaria, en presencia
del CPC, se entiende que la part́ıcula ha visitado todos los puntos fase disponibles en
la superficie de enerǵıa constante del estado estacionario, dando origen, de esta forma,
a un comportamiento ergódico [32]. Esto muestra de manera clara la equivalencia f́ısica,
además de la matemática, entre las descripciones de la mecánica cuántica.
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Económica, 2006.



BIBLIOGRAFÍA 139
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