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Introduccion

Supongamos que tenemos una funciéon p: F — B. La intuicion comin, nos
dice Janich [Ja84], es pensarla como una transformaciéon de E, cada elemento
suyo va a dar bajo p a un elemento de B.

Una perspectiva alternativa para ver a una funcién es invirtiendo los papeles,
en lugar de concentrarnos en E nos enfocamos en B: la funcién p: £ — B puede
pensarse como una familia de subconjuntos de E, uno por cada elemento de B.
Sin embargo la coleccién no puede ser arbitraria, ésta tiene que estar determinada
por p: {E, C E},ep donde E, = p~!(z). Notemos que bajo esta idea al tener
B y una vez nombrada la familia de subconjuntos la presencia de p se desvanece
y no es necesario hacer mencién de p, pues cada miembro de la familia ya tiene
una etiqueta correspondiente al punto de B. En pocas palabras, la familia de
subconjuntos estd parametrizada por B.

Decidirse por un punto de vista o el otro desde luego depende de lo que se
quiera estudiar y para qué se considera la funcién. El concepto de haz fibrado
adopta el segundo punto de vista. Consideramos que la definicién aqui sugerida
es fiel a esta vision.

El trabajo inicia con una descripciéon detallada de la categoria de k-espacios
en la cual se desarrolla todo el trabajo. Dicha categoria tiene grandes beneficios
para trabajar cuestiones homotdpicas y se comporta muy bien bajo cocientes.
Se exponen sus ventajas, se mencionan ejemplos y se muestra que la mayoria de
las construcciones basicas de topologia estan dentro de esta categoria, ademas se
muestran las modificaciones necesarias para aquellas que no caen dentro.

En la segunda parte se desarrollan los conceptos bésicos de la teoria de haces
fibrados. La definicién que se da es la propuesta por A. Dold, la cual difiere

ligeramente de la que se encuentra en la literatura, pero que destaca los elementos
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fundamentales y permite distinguir claramente entre haces fibrados y fibraciones
localmente triviales.

En la tercera parte se prueba el teorema de clasificacion homotoépica de los
haces fibrados. Para la prueba de este resultado demostramos dos resultados
importantes por si mismos, tales como el teorema de extensién de secciones y el
teorema de levantamiento de homotopias para haces. Por otro lado, la prueba
supone la existencia de un cierto haz fibrado llamado haz universal cuyo espacio
base es llamado espacio clasificante. En el ultimo capitulo mostramos con detalle
la existencia de este objeto usando la construccién de Milnor. Esta construccion
funtorial funciona para cualquier grupo topolédgico sin necesidad de restringirnos

a la categoria R-Top.



Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo describiremos la categoria de k-espacios la cual usaremos a lo
largo del trabajo. Posteriormente mencionaremos algunos ejemplos y y resaltare-
mos las cualidades que la vuelven una categoria adecuada para las construcciones
en topologia algebraica y teoria de homotopia. La exposicion de los temas si-
gue fielmente el desarrollo en [AP10D], asi como en [Vog71], en donde se da una

comparacion entre ésta y otras categorias conocidas.

1.1. k-espacios. Una categoria conveniente

Definicién 1.1. Sea X un espacio topoldgico, definimos al espacio k(X) como el
mismo conjunto subyacente de X pero con una topologia distinta, en particular

maés fina, definida como:

A C X es cerrado en k(X) siy solo si para todo espacio K compacto de
Hausdorff y toda aplicacion o : K — X, sucede que a~'(A) C K es cerrado.

A los cerrados en k(X) los llamamos k-cerrados y a la topologia de k(X) la lla-
mamos k-topologia. Diremos que el espacio es un k-espacio si todos los k-cerrados

son cerrados.

Claramente todo cerrado A en X, también lo es en k(X), es decir, la k-
topologia asociada a un espacio topoldgico X, es més fina que la original, de

modo que la aplicacién id% : k(X) — X es continua. Denotaremos por £-Top a
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la categoria cuyos objetos son los k-espacios y cuyos morfismos son las aplicaciones
continuas entre ellos.

La definicién anterior puede formularse como sigue: un espacio topolégico X
es un k-espacio si su topologia es final respecto a todas las aplicaciones continuas
K — X para todo K compacto de Hausdorff.

Para una discusion alternativa sobre los k-espacios se puede revisar [Bro06].
Ejemplo(s) 1.2. Los siguientes son ejemplos de k-espacios:

1. Los espacios compactamente generados de Hausdorff, ver [Ste67]. Se dice
que X es compactamente generado de Hausdorff si es Hausdorff y los cerra-
dos son precisamente aquellos cuya interseccién con cualquier compacto de
X es cerrada. Sea X compactamente generado de Hausdorff y A C X tal
que para cualquier K C X compacto de Hausdorff y para toda aplicacién
a: K — X continua, a (A4) C K es cerrado. Por lo que para C' C X
compacto (de Hausdorff) y la aplicacién continua i : C' < X se tiene que
i"'(A) = ANC es cerrado en C, por lo que A es cerrado en la topologia de

espacios compactamente generados de Hausdorff.

2. En particular, los espacios localmente compactos de Hausdorff y los espacios

compactos de Hausdorff son k-espacios.
3. Los espacios de Hausdorff 1-numerables.
4. Los complejos CW.

Proposicién 1.3. La asignacion X — k(X) determina un funtor covariante
k: Top — KR-Top.

Demostracion. Sea f : X — Y continua, denotemos por k(f) : k(X) — k(Y)
a la misma funcién de conjuntos. Veamos que es continua. Sea A un k-cerraro
en Y, debemos probar que f~!(A) es k-cerrado en X. Esto es claro, pues dada

una aplicacion o : K — X, con K un compacto de Hausdorff, tenemos que
a L (f7H(A)) = (foa) }(A), que es cerrado en K pues A es k-cerrado en Y. [

Si X es un k-espacio y A C X, en general, la topologia relativa usual de A en

X no es una k-topologia.



1.1 k-espacios. Una categoria conveniente

Definicién 1.4. Definimos la k-topologia relativa de A como la topologia de k(A)
asociada a la topologia relativa usual de A. El subconjunto A junto con esta topo-
logia es llamado k-subespacio de X. Por simplicidad lo llamaremos simplemente
subespacio y lo denotaremos por A. Notemos que si X es un k-espacioy A C X

es cerrado o abierto, entonces A con la topologia relativa usual es un k-espacio.

Proposiciéon 1.5. Sea X un k-espacio y A C X k-subespacio. La aplicacion

wnclusion i : A — X tiene la siguiente propiedad universal:
=} es continua.

s S1Y es un k-espacio, entonces una aplicacion f Y — A es continua si y

solo si la composicion io f 1Y — X es continua.
Podemos expresar la propiedad en el siguiente diagrama:
A—— X
/7(
1 -
/// ’LOf
Y
f es continua < 1o f es continua.

Demostracion. Sea B C X k-cerrado. Para cualquier espacio compacto de Haus-
dorff K y para toda aplicacién continua o : K — X, tenemos que o' (i7}(B)) =
a (BN A) es cerrado en K, pues ambos son k-cerrados, por lo tanto i ~(B) es k-
cerrado de k(A). Si f : Y — A es continua, entonces la composicién io f : Y — X
es claramente continua. Inversamente, siio f : Y — X es continua, tenemos que
para todo B C A cerrado, (io f)"'(B) = f~Y(BNA) = f~Y(B) es cerrado en Y.
Por lo tanto f es continua. O

La siguiente propiedad resume algunas de las propiedades ya mencionadas y

agrega otras

Proposicion 1.6. 1. La construccion k(X) tiene la siguiente propiedad uni-
versal que la caracteriza:
a) La aplicacion id% : k(X) — X es continua

b) SiY es un k-espacio, entonces f:Y — X es una aplicacion continua

sty solo si f:Y — k(X) es continua.
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Esta propiedad la podemos ilustrar con la conmutatividad del siguiente dia-

grama:

k(X)

! lid’j(

Y — X

2. Para cualquier espacio compacto de Hausdorff K, existe una corresponden-
cia biyectiva entre aplicaciones continuas K — X y aplicaciones continuas
K — k(X).

3. k(K) =K.

4. El funtor k es idempotente, es decir k(k(X)) = k(X) para cualquier espacio
X.

5. 51 X es un k-espacio y'Y es un espacio topologico arbitrario, entonces f :
X = Y es continua si y solo si, para cualquier compacto de Hausdorff K
y para toda aplicacion continua o : K — X, la composicion foa: K —Y

es continua.

Demostracion. [I} [La]ya lo demostramos. La necesidad de[L}]es inmediata, mien-
tras que para la suficiencia sea A C k(X), tenemos que f~1(A) = f~1((id%)~1(A)) =
f~YA) que es cerrado en Y.

2} Es una consecuencia directa de la propiedad universal.

: Si K es compacto Hausdorff y A es un cerrado de k(X), en particular
tenemos que para idg : K — K que A = idl}1 (A) C K debe ser cerrado en K.

[} Se sigue directamente de la definicién y de

bl Claramente si f : X — Y es continua, entonces la composiciéon foa : K —
Y es continua. Inversamente, si A C Y es abierto, para cualquier compacto de
Hausdorff K y para toda aplicacién continua o : K — X, o' (f71(A)) es cerrado
en K. Es decir, f7!(A) es k-cerrado y como X es k-espacio, entonces es cerrado.

Por lo tanto f es continua. m

Proposicién 1.7. Sean X" k-espacios, n € N, y X = U2 X" con la topologia
de la union (A C X es cerrado en X si y solo st AN X™ es cerrado en X" para

toda n) es un k-espacio.
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Demostracion. Para ver que todo k-cerrado es cerrado en la union, basta consi-
derar las aplicaciones i, oo : K — X" — X, donde i,, es la inclusién correspon-

diente y o una aplicacién continua de un compacto de Hausdorff K. O

Como mencionamos al inicio de la seccién, una caracteristica que distingue a
RK-Top de la categoria de espacios compactamente generados de Hausdorff es que

es cerrada bajo identificaciones:

Teorema 1.8. Sean X un k-espacio, Y un espacio topologico y q : X — Y una

identificacion. Entonces, Y es un k-espacio.

Demostracion. Ya notamos que todo cerrado es k-cerrado. Por lo que resta ver
que los k-cerrados de Y son precisamente los cerrados bajo la topologia de iden-
tificacion. Sea A C Y tal que para cualquier espacio compacto y Hausdorff K y
para toda aplicacién continua o : K — Y, a™!(A) es cerrado en K. En particular
podemos tomar « := go 3, con B : K — X continua. De modo que (8)~ (¢ 1(A))
es cerrado en K, entonces ¢~ '(A) es cerrado en X. Por lo tanto A es cerrado en

Y como queriamos ver. O

En general, dados dos k-espacios arbitrarios X y Y su producto topolégico
usual X Xrop Y no necesariamente es un k-espacio. Por ejemplo, los espacios Q
y Q/Z son k-espacios, sin embargo el producto topolégico Q x Q/Z no lo es,
ver [Bro06]. Para salvar esto es posible modificar la nocién de producto para
permanecer en la categoria de k-espacios. Sean X y Y k-espacios, definimos el
k-producto como

X XY = k(X Xpop Y).

Para el caso infinito la definicion es la misma. Para ver que esto es en efecto un
producto en K-Top tenemos que ver que satisface la propiedad universal, la cual

resulta ser una consecuencia de la definicién y de [1.6]

Proposicion 1.9. Para cualquier familia de k-espacios { Xy : A € A} el k-producto

[Lica Xn, junto con las proyecciones my : [ [ cp Xa — X es tal que:
1. Las proyecciones son continuas.

2. Para cualquier k-espacio Y y toda familia de aplicaciones continuas{ fr : Y — X, }

existe una unica aplicacion f:Y — [[,cp X tal que myo f = fi.
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H)\GA X

/ |

Y — X
Otra construccion que puede no ser un k-espacio es la del espacio de aplica-
ciones continuas entre espacios topoldgicos: dados X y Y espacios topoldgicos,
denotamos por Top(X,Y) al conjunto de aplicaciones continuas f : X — Y.
Este conjunto es un espacio topoldgico via la topologia compacto-abierta que tie-
ne como subbase a los conjuntos (C,U) = { f € Top(X,Y): f(C C U}, donde
C' C X es compactoy U C Y es abierto. Denotamos por Top,, (X,Y) al espacio
topolégico resultante. A priori, ain cuando X y Y son k-espacios, Top_,(X,Y)
no tiene por qué ser k-espacio. Al igual que con el producto existe una manera

de garantizar que si lo sea.

Definicién 1.10. Sean X y Y k-espacios. Definimos el k-espacio de aplicaciones

co1mo

M(X,Y) = k(Top,,(X,Y)).

El hecho de que el producto de identificaciones sea nuevamente una identifi-

cacién descansa en que la aplicacion

O:RITop(X xY, 7)) — R&Top(X,M(Y, Z))
e f

es una biyeccién, donde f(x)(y) = f(z,y) se conoce como la adjunta de f. Para
esto es necesario que la aplicacién evaluacién exy : Top,,(X,Y) x Y — X sea
continua. Notemos que si la aplicacion evaluacién exy : Top  (X,Y) x Y — X
es continua, entonces tenemos que f es continua si y sélo si f lo es, pues en
dicha situacion podemos factorizar f via la evaluacion, a esto se le conoce como
propiedad universal de la evaluacién (en la categoria Top).

En Top tenemos la continuidad de la evaluacion si X es localmente compacto
de Hausdorff, ver [APGI2, p. 3]. Para la categoria £%op la situacién es mucho

mejor.
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Lema 1.11. Sean Y un k-espacio y Z un espacio arbitrario. Entonces, la aplica-

cion evaluacion

€y,z : M(Y,Z) XY — Z,
dada por ey z(f,y) = f(y), es continua.

Demostracion. Por basta ver que para cualquier compacto de Hausdorff K
y para toda aplicacién continua a: K — M(Y, Z) x Y, la composicién ey z o« es

continua. Para esto consideremos o = (g, o) y el siguiente diagrama:

ey,z

K —" M(Y,Z)xY s 7

5\[ Tidxag TG(KZ)

K x Koélx—id;M(Y,Z) X KamM(K,Z) X K —— Top,. (K, Z) x K,
donde § es la aplicacién diagonal que manda ¢ en (¢, c), ab es precomponer con
ag e id: M(K,Z) x K — Top,,(K,Z) x K es simplemente la abreviaciéon de
idf{opw(KZ)XK, con k(Top,, (K, Z) xrop K) = M(K,Z) x K. ey z o« resulta conti-
nua, pues es la composicién de las funciones mencionadas: la aplicacién diagonal
y la identidad son claramente continuas, mientras que la continuidad de la pre-

composicién es consecuencia de verla como la composicion

ay: M(Y,Z) —s M(Y, Z) x {as} — M(K, Z)

B (B,a2) — Boay,

donde la primer aplicacién es claramente continua, mientras que la segunda lo es
ya que si C' es un compacto de K y U un abierto de Z tales que foas € (C,U),
entonces el abierto subbésico (a(C),U) x (C,371U)) va a dar a (C,U) bajo

dicha aplicacién. O

Antes de establecer la propiedad universal de la evaluacion en K-%op enuncie-

mos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 1.12. Sean X y Y k-espacio y Z un espacio arbitrario. St f : X XY — Z
es continua, entonces la aplicacion adjunta f: X — M(Y,Z), dada por f(aj)(y) =

f(z,y), es continua.
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Demostracion. Dado que X es un k-espacio basta que veamos que para cualquier
K compacto de Hausdorff y cualquier aplicacién continua a: K — X, la compo-
sicion fo a es continua. Tenemos que la composicién fo (a xidy): K XY — Z
es continua, de modo que fo (o xidy): K X1, Y — Z es continua. Entonces,
por ser K compacto de Hausdorff tenemos que se factoriza via la evaluacion y
tenemos que la aplicacién adjunta f o (Ex\idy): K — %op,, (Y, Z) es continua.

Finalmente, del siguiente diagrama conmutativo

folaxddv) s Top, (Y, 2)

a)l( o

———— M(Y.2),

y de la proposicion [1] obtenemos lo deseado. O

Como consecuencia de [1.11| y de [1.12] tenemos la propiedad universal de la

evaluacién en R-Top:

Proposicién 1.13. Sean X y Y k-espacios y Z un espacio arbitrario. Conside-

remos el siguiente diagrama conmutativo

XxY f s 7
fm /YZ)
M(Y,Z) x Y.

Entonces f es continua si y solo si f es continua.

Con los resultados anteriores obtenemos la siguiente proposicién que sera clave
para la demostracién de [1.16]

Proposicién 1.14. Sean X y Y k-espacios y Z un espacio arbitrario. La asig-

nacion f f nduce una biyeccion
O:RFTop(X xY,Z) - KTop(X,M(Y, Z)).

Demostracion. Dada f: X xY — Z continua, por m o(f) = fes continua.
Inversamente, si f: X — M(Y, Z) es continua, entonces f : X XY — Z definida

como [ = e,z o (f x idy) es continua, ya que la evaluacién es continua por

LI1 O

10



1.1 k-espacios. Una categoria conveniente

Si en la proposicién anterior consideramos solamente objetos en K-%op pode-

mos decir méas sobre dicha biyeccion:

Corolario 1.15. Sean X, Y y Z k-espacios. Entonces
O:M(X,M(Y,Z) = MXxY,Z)

es un homeomorfismo.

Demostracion. FEsto es resultado de la propiedad universal de las evaluaciones

involucradas en el siguiente diagrama

MX, MY, Z2)x X xY —0 o MY, Z) xY

ez xid
Oxid ()

M(X XY, Z)x X xY > 7.

€3

La continuidad de © esta garantizada por la propiedad universal de la evaluacion
e3, va que la primera hace conmutar el cuadrado. El tridngulo inferior conmuta
por la propiedad universal de ey, en particular la diagonal es continua. Por lo que
la propiedad universal de ey garantiza que (€30 (O X id) = e;.

Por otro lado, la inversa de © es la adjunta de e3:
U:MX XY, Z)— M(X,M(Y,Z)),

la cual, por la propiedad universal de e3, es continua y e; o (¥ X id) = é;. O

Finalmente podemos enunciar el resultado que hace de 8-Top una categoria

conveniente para el desarrollo del trabajo.

Teorema 1.16. Sean X, Z k-espacios yp : X — Y una identificacion. Entonces,
pXidz : X xXZ =Y xZ

es una identificacion.

Demostracion. Notemos que Y también es un k-espacio, por [[.8 Ademds, al
ser p e idy continuas, su producto también lo es. Para ver que p x idy es una
identificacién basta ver que cumple la propiedad universal. Es decir dada ¢ :

Y x Z — W, con W un k-espacio arbitrario, el siguiente diagrama:

11
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X x g _gelpxidz) | go(pxidyg)
p><1dzl /
Y x Z,

es conmutativo. Dicho de otra forma g o (p X idy) es continua si y sélo si g lo es.
Basta probar que si g o (p X idz) es continua, entonces g es continua.

Consideremos las siguientes biyecciones, ver [1.14]
O: M(XxZW)— MX,M(ZW))
y su analoga
O MY x Z,W)— M(Y,M(Z,W)).

Como la composicién g o (p x idz) es continua, tenemos que O(g o (p x idy) es
continua. Ademas

O(g o (p x idz))(x)(2) = g o (p xidz)(z, 2) = g(p(2), 2) = ©'(9)(p(x))(2)

para todos © € X y z € Z. Por lo que ©(g o (p x idyz)) = ©'(g) o p. De donde
concluimos que ©'(g) es continua ya que p es identificacién. M4as adn, por ser

biyeccion g es continua. Por lo tanto, p x idz es identificacion. O]

En general, el resultado de la proposicién anterior no siempre es valido. Por
ejemplo, si consideramos la identificacién ¢ : Q — Q/Z, entonces el producto
gxid: QxQ — (Q/Z) x Q no es una identificacién. Los detalles pueden
consultarse en [Bro06, p. 111].

Nota 1.17. A partir de ahora cuando hagamos referencia a espacios o espacios
topoldgicos, nos estaremos refiriendo a los k-espacios, al igual que con los cerrados
o abiertos. Las construcciones de espacios topoldgicos se asumiran dentro de esta

categoria. Para una discusién alternativa sobre los k-espacios se puede revisar
[Bro06].

1.2. Homotopia
Sean X y Y espacios topolégicos. Decimos que una aplicacién

H: XxI—=Y

12



1.3 Fibraciones

es una homotopia de X en Y. Si f, g : X — Y son aplicaciones, diremos que son

homotopicas si existe una homotopia H : X x I — Y tal que
H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(x) para toda z € X.

Donde I = [0, 1], con la topologia heredada por R. En este caso diremos que la

homotopia H empieza en f y termina en g y lo denotaremos como H : f ~ g.

Nota 1.18. Por[1.13] es equivalente tener una homotopia H : X x I — Y a tener
una aplicaciéon w : I — M(X,Y). Esto nos permite pensar geométricamente a H

como una familia de aplicaciones parametrizadas por t € I, { H; := w(t) },¢;-

El concepto de homotopia entre funciones nos permite generalizar el concepto
de conectable por trayectorias. Al igual que antes, la relacion f ~ g es una relacion
de equivalencia. Al conjunto de clases de homotopia de aplicaciones X — Y, lo
denotaremos por [ X, Y]. Si, X y Y con espacios basados, denotaremos por [ X, Y],
al conjunto de clases de homotopia de aplicaciones punteadas.

Decimos que dos espacios X y Y tienen el mismo tipo de homotopia si existen
aplicaciones f: X - Y yg:Y — X talesque go f ~idy y fog ~idy. Un
espacio X es contraible si existe una homotopia entre idx : X — X y la aplicacion
constante ¢, : X — X, es decir si la aplicacién identidad es nulhomotopica. Es

decir, si X tiene el mismo tipo de homotopia que {*}.

1.3. Fibraciones

Definicién 1.19. Decimos que una aplicacién p : E — X tiene la propiedad de
levantamiento de homotopias (PLH) o que es una fibracion de Hurewicz si para

todo espacio Y y cualquier diagrama conmutativo

_r

~ N E

YX[T>

~

bS]

pOfZHOjo,

existe H:Y x [ — E que hace conmutar los triangulos.
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Con esto surge la interrogante de bajo qué condiciones un fibrado localmente
trivial es una fibracion de Hurewicz. Esto sucede, en particular, si el espacio base

tiene una cubierta con ciertas propiedades, i.e. si es numérica (ver [3.9)).

1.4. Grupos topolégicos

Definicién 1.20. Un grupo topolégico G es un conjunto provisto de una estruc-

tura de grupo y de una topologia tal que la multiplicacién del grupo

w:GxG—G
(9,h) = g-h

y la involucion

t:G—= G

—1
gr—=9
son funciones continuas.

Nota 1.21. De manera andloga, podemos definir un monoide topoldgico, como
un monoide que a su vez es un espacio topoldgico tal que la multiplicacion es
continua. Por otro lado, si el grupo es abeliano, decimos que el grupo topoldgico

es abeliano.

Definicién 1.22. Una accién izquierda de un grupo G en un espacio X es una

aplicacion continua

AGEXxX =X
tal que para todos z,y € X, para todos g,h € G y el neutro e € G:
= Mg, A, 2)) = p(gh, z).
= Ae,z) = .

En este caso decimos que G actia (por la izquierda) en X. Si denotamos a la
imagen de (g,x) bajo A como gz, podemos escribir las dos propiedades como
g(hx) = (gh)xr y ex = x, respectivamente. A la pareja (X, p) la llamaremos

G-espacio (izquierdo) o grupo de transformaciones.
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1.4 Grupos topoldégicos

De manera analoga se puede definir una accién derecha. Dada una accién
izquierda A es posible definir una accién derecha como p(x,g) = Mg~ ', z). Por
lo que el estudio de las acciones derechas es analogo al estudio de las acciones

izquierdas.

Ejemplo(s) 1.23. 1. Sea G un grupo topolégico. G actia sobre si mismo de

dos maneras distintas, por multiplicacién y por conjugacion.
2. El grupo ortogonal O(n) actia por rotaciones y reflexiones en R™.

Definicién 1.24. Para cada g € G se tiene una aplicacién continua llamada

traslacion (izquierda) por g

L,: X = X
x = Mg, x).

La traslacién resulta ser un homeomorfismo, con inverso L,-1. Esto es inmediato
de las propiedades de la accién: LyLy, = Lgp y Le = idx. Andlogamente definimos

la traslacién derecha R,(z) = p(z, g), via la accién derecha inducida.
Definicién 1.25. Decimos que la accién de G es efectiva si el homomorfismo

G — Homeo(X)
g+ Ly,

es inyectivo.
En este caso podemos considerar, via el homomorfismo, a G como un subgrupo

de Homeo(X), el grupo de homeomorfismos de X.

Nota 1.26. Una caracterizacion equivalente para una accion efectiva es la siguien-
te: si gr = x para todo x € X, entonces g = e. Podemos considerar, via el homo-
morfismo, a G como un subgrupo de Homeo(X), el grupo de homeomorfismos de
X.

Definicién 1.27. Diremos que la accion es libre si gr = x implica g = e. En este

caso diremos que el G-espacio es libre.

15
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Nota 1.28. La diferencia entre una accion efectiva y una accion libre es sutil: para
el segundo caso basta que gr = x para algun x € X |, para poder asegurar que
g es el neutro, mientras que en el primero tiene que pasar para todo v € X. Es
decir, toda accién libre es una accién efectiva; sin embargo el inverso no es cierto

un ejemplo de esto es la accién de O(n) en R™ mencionada arriba.

1.5. Ensamble topolégico

La siguiente construccion serd usada posteriormente en la construccion de
Milnor de un espacio clasificante. Aunque Milnor realiza esta construccién tnica-
mente para un grupo topoldgico G, ver [Mil56], vale la pena discutirla en el caso
general.

Sean X1, ..., X, espacios topoldgicos y consideremos el conjunto de sucesiones
(t1,21,...,tn, xy) tales que t; > 0 para toda i =1,...,n, X7 t;, =1y x; € X,.
Diremos que dos sucesiones (t1, X1, ..., ty, )y (£}, 2], ...t/ ) son equivalentes

si se satisfacen las siguientes condiciones:
» t; =t para toda i.
. — / 4
» para toda i, x; = x; o t; =1, = 0.

De esta manera podemos establecer una relacién de equivalencia entre sucesiones.
A la clase de equivalencia de una sucesion la denotaremos como © = t1x7 +--- +

LT,

Definicién 1.29. Al conjunto de clases de equivalencia de dichas sucesiones lo

llamamos ensamble topologico de X4, ..., X, vy lo denotamos por
X x-x X,

En general, podemos hacer la misma construcciéon para una cantidad numerable
de espacios topolégicos con la condicion de que s6lo un ntmero finito de ¢; sean

distintas de cero.
Tenemos la siguiente aplicacién de conjuntos
Xik-oox X, 1> Xy x---x X, 1 %X,
tizy+ -+t 1 iz + -+ t—12n—1 + 0z,
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1.5 Ensamble topolégico

Existen dos maneras usuales de topologizar este conjunto. La més comun es

via la topologia cociente o débil. Consideremos el espacio
Xy X oo x X, x A1
y la relacién de equivalencia dada por

/
(l’l,...,xi,...,[L’n7t1,...,ti:0,...tn)N(.l’l,...,{E-

1)

---;xnytlw--;ti:07‘--7tn)-

Es posible ver que bajo ciertas hipotesis en los espacios el espacio cociente resul-
tante es el ensamble. Dado que no usaremos esta topologia referimos al lector a
[Bro06].

La segunda es por medio de la topologia fuerteﬂ, definida como la topologia

final respecto a las funciones coordenadas:

tj: X1 %% X,, — [0,1] z; t51(0,1] — X;

t1$1+...+tn$nf—)tj t1x1+...+tnxn i—)l‘j
Es decir, los abiertos subbasicos de esta topologia estdan dados por:
t71 ((a, b)) = { t1x1 + ... + tun | t; € (a,b) }, donde (a,b) C [0,1].

xj_l(A) ={tix1+..+t,z, | t; A0y x; € A}, donde A C X; es abierto.

Nota 1.30. Esta topologia esta caracterizada por la siguiente propiedad universal:
dado Y un espacio arbitrario, f : Y — X *...* X,,, es continua si y sélo si ¢; o f

y a; o f son continuas para toda 1 < j <mn.

Es posible ver, [Bro06], que para el caso en que los espacios en cuestién sean

compactos y de Hausdorff, entonces las dos topologias en el caso finito coinciden.

!Milnor, en su construccién, utiliza esta topologia
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Capitulo 2

Haces fibrados

En este capitulo introduciremos el concepto de haz fibrado sugerido en [AP10a].

Para un tratamiento mas estdndar de dicho concepto se puede consultar [Ste51].

2.1. Haces fibrados

2.1.1. Definiciones basicas

Sean B y F espacios topoldgicos y G un grupo topolégico. Consideremos una
accién (izquierda) efectiva de G en F. Recordemos que esto nos permite pensar
a G como subgrupo de HomeoF'.

El espacio F', el grupo topolégico G y la accion seran los mismos a lo largo de

esta seccion.

Definicién 2.1. Un

Definicién 2.2. haz de conjuntos sobre B con fibra F' es una familia de conjuntos
F={F.,|xeB}

donde para toda z € B el conjunto JF, tiene la misma cardinalidad de F.

Definicién 2.3. Para cada x € B y un abierto U C B que contenga a =,

consideramos una familia

o={y, F=>F,|zeU},
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2. HACES FIBRADOS

donde cada ¢, es una biyeccion. Llamamos carta local de F a la familia ¢.
Es claro que cada abierto determina una familia de biyecciones, para hacer

explicita esta situacién denotaremos al abierto U con Ul,.

Al variar x en B las familias ¢ también lo haran. La siguiente definiciéon nos
da una pauta para determinar cudles de estas familias, al variar x, son apropiadas

para los conceptos que vamos a desarrollar mas adelante.

Definicién 2.4. Un atlas para F respecto al grupo G es un conjunto A de cartas

locales de F que satisface las siguientes condiciones:

(B1) Ucpefl U, =B.

(B2) Para cualquier par de cartas locales ¢,1 € A y cualquier z € U, N Uy, la
aplicacion
g(z) = o, F = F

es un elemento de G <Homeo(F).
(B3) La aplicacion
g:U,NUy, =G, z— g(z),
es continua.
Decimos que un atlas es trivial si tiene una unica carta.

Sean F, F dos haces de conjuntos (con la misma fibra F) sobre B y B’, con
atlas A y A’ con respecto a G. Recordemos que F', G y la accion del grupo en la

fibra son fijos.

Definicién 2.5. Una aplicacién de haces de conjuntos es una pareja (f, f) que
consiste en una aplicacién continua f : B — B’ y una familia de biyecciones
f=A{/fe:F— 9”?(1) | z € B}. A dicha aplicacién la denotaremos con

(f,f):F =7

Definicién 2.6. Decimos que (f, ) es compatible con A y A’ si se cumplen las

siguientes condiciones:
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2.1 Haces fibrados

(Cl) Sipe A, pec A yrel,N ?_I(Uw), entonces la biyeccién

g(I) :1/Jy—1fx902: cF— F,

donde y = f(z), es un elemento de G.
(C2) La aplicacién g : U, ﬂf_l(U¢) — @, dada por x — g(x), es continua.

Definicién 2.7. Decimos que dos atlas A y A’ son equivalentes si su unién es un

atlas. Esto forma una relacién de equivalencia.

Una condicién necesaria y suficiente para que dos atlas sean equivalentes es

la siguiente:

Proposicion 2.8. Sea F un haz de conjuntos sobre B con dos atlas A y A’.
Entonces AU A" es un atlas si y sélo si la aplicacion de haces idy = (e,idp) es
compatible con A y A’, donde e ={e, =idg, : F, > F, | x € U, }.

Demostracion. Es una consecuencia directa de la definicién pues U, N

idg! (Uy) = Up MUy y il o eaipr = 07 00 O

Proposicién 2.9. Sea A un atlas para F. Se tienen las siguientes propiedades:
1. La unién A de todos los atlas equivalentes a A es un atlas.

2. El atlas A es el mds grande que es equivalente a A.

3. El atlas A es mdzimo en el conjunto ordenado (respecto a la inclusion) de

todos los atlas para F.

Demostracion. 1. Es claro que la unién de los abiertos de A es todo el espacio
B, de modo que (B1) se cumple. Por otro lado, sean ¢, € A. Existen atlas Ay
y A, ambos equivalentes a A, tales que p € A; y ¥ € Ay. Notemos que A; v As
son equivalentes, por definicién se cumplen las condiciones (B2) y (B3).

2. Por como definimos a A es claro que, de ser equivalente a A, es el mas
grande. Como la unién de AUA es nuevamente fl, tenemos que A es equivalente
a A.

3. Supongamos que hay un atlas B tal que A cC B, entonces A C B. Por
lo que B seria equivalente a A, pues su uniéon es nuevamente un atlas. Pero por
como definimos a fl, tendriamos que B C A. Bs decir A = B. O

21
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Nota 2.10. Como consecuencia de esta proposicién tenemos que cada clase de
equivalencia contiene un atlas maximo, la unién de los atlas que conforman dicha
clase.

Observemos que la aplicacién de haces de conjuntos (e,idg): F — F es siem-

pre compatible con A y A en los dos sentidos de la flecha.

Definicién 2.11. Un haz de conjuntos F sobre B con fibra F', sobre la cual actia
G por la izquierda, junto con un atlas maximo A respecto a G, es llamado haz

fibrado o simplemente haz. A dicho haz fibrado lo denotaremos con
g = (F7 G) B; ?7 A)?
al grupo G le llamaremos grupo estructural de £ y a B espacio base.

Con un haz de conjuntos junto con una clase de equivalencia de atlas
definen un haz fibrado. Denotaremos a la clase de equivalencia de un atlas de &

simplemente como A, aunque éste no sea maximo.

Nota 2.12. Notemos que un haz de conjuntos puede no tener un atlas, mientras

que un haz fibrado esta constituido por uno.

Definicién 2.13. Una aplicacion de haces fibrados £ — &', donde

{=(FGBF A v =GB FA),

es una aplicacién de haces de conjuntos (f, f) : F — F’ que es compatible con los
atlas A y A'(12.6)).

Sin riesgo de confusién, a una aplicacién de haces fibrados la denotaremos con

(f, f)-

Notemos que una aplicacion de haces de conjuntos, es compatible con algunos
atlas para dichos haces de conjuntos si y sélo si es compatible con los atlas

maximos correspondientes:

5, YD, g1

A
(e,idB)I I(e’,idjg)
? —,> ! /e
Lot T4
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2.1 Haces fibrados

La conmutatividad del diagrama se sigue del teorema y de [2.10], observando
que la composicién de aplicaciones de haces de conjuntos compatibles (con ciertos
atlas) es una aplicacién de haces compatible respecto a los atlas adecuados. Esto
es consistente con la aclaracion que hicimos respecto a poder definir a £ con atlas

que no sean MAXimos.

Teorema 2.14. Sea (f, f): (F, B) — (F', B') una aplicacién de haces de conjun-
tos. Sean Ay y As atlas equivalentes para F y sean A’y y A’y atlas equivalentes

para F. Entonces (f, f) es compatible con A, y A’y si y sdlo si es compatible con

.Ag Y A/Q.

Demostracion. La demostracion de este resultado se sigue de un diagrama simi-

lar al de arriba.

(?7A1) ﬂ (3:/7*A/1)

(e,idb)l T(e’,idB/)
F s Ag) —— (F /, A'y).
(F ) > (T, A%)
Por hipétesis las aplicaciones correspondientes a las flechas verticales son compa-
tibles con los atlas, de modo que si la aplicacién de abajo es compatible con los

atlas, lo es también la aplicacién de arriba. O

Como era de esperarse, los haces fibrados junto con las aplicaciones de haces

fibrados forman una categoria.

Teorema 2.15. Para un objeto & = (F, G, B;F, A), la aplicacion identidad estd
dada por (e,idg): & — &, la denotaremos simplemente por ide. Mientras que la
composicion de aplicaciones (f,f) : € — & y (9,9): & — &', estd dada por
(h,h): & — &" donde

h=Ggof h= { 97wy © fo: Fo = Fyq)) }-

Demostracion. Para ver que definidas asi las aplicaciones son en efecto apli-
caciones de haces, tenemos que comprobar que son compatibles con los atlas
correspondientes. Para la primera parte es claro que al ser el mismo atlas, su

union resulta ser el mismo atlas, de modo que id¢ estd bien definida.
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Para la segunda parte veamos que las condiciones de se cumplen. Sean
peA xeA yxeU,Nh_1(U,). Consideremos 1 € A’ tal que

P = {1y F—>3'“y|y:7(x) €Uyt.
De modo que si z € U, N f (__1( U,) v f(z) € Uy, entonces = € U, 07_1(Uw).
Por lo que, si z = h(z),
g"(@) =x, ohsops=x, 09,0 fa0 s

:X;109y¢yow;10meWz

=g(x)g'(y) € G,
pues g(x) y ¢'(y) estdn en G. Ahora, resta comprobar que la aplicacién

g U,Nh4(U,) =G

es continua. Como vimos anteriormente, para que la primera condicion de compa-
tibilidad se cumpla, x debe estar en la interseccion del dominio de g y la imagen

inversa del dominio de ¢’ bajo f:

T w)nT @ Uy))NnU,.

Resulta que estos abiertos forman una cubierta del dominio de ¢”:

Uf (U) N T G U NU, = U, nE (Uy),

donde ¢ = {, |y = f(U,Nh ( U,) }. En cada abierto de esta cubierta tenemos

que

g"(x) = u(g'(y), 9(x)) = u(g'(f(2)), g(x))
=pog xgofxidgoAlx),
donde g es la multiplicacién en Gy A la aplicacién diagonal, x — (x, z). n

De modo que en esta categoria los objetos son haces de conjuntos que tienen
un atlas (méximo) asociado y los morfismos son aplicaciones de haces de conjun-
tos que con compatibles con dichos atlas. Una equivalencia de haces fibrados es
una aplicacién de haces fibrados con inversa. Claramente, la aplicaciéon de haces
fibrados (e,idp) es una equivalencia. En general, cualquier aplicacién de haces
fibrados (f,idg) es una equivalencia, la familia f esta formada por biyecciones,

de modo que la inversa estara dada por la familia de las inversas a éstas.
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Definicién 2.16. Consideremos dos haces fibrados
(= (F,G,B;F,A) v ¢ =(FGBJ A

y la aplicacién de haces (f,idg): &€ — &' compatible con los atlas.
A la aplicacién (f,idg): & — &' le llamamos equivalencia sobre B. A las clases
de equivalencia sobre B de haces fibrados sobre B, con fibra F'y grupo estructural

G, lo denotaremos como

ka(F, B).

En caso de que no sea necesario mencionar a la fibra, como en el caso de haces

principales [2.32] a dicho conjunto lo denotaremos simplemente como kg(B).

Con esta nueva relacion podemos reemplazar las fibras del haz de conjuntos

por fibras homeomorfas y seguir en la misma clase de equivalencia.

2.1.2. Transformaciones coordenadas

Nota 2.17. Sea £ = (F,G, B;F,A) un haz fibrado. El atlas (maximo) esta da-
do por A = {¢;|je J}. A los abierto de B los denotaremos como U; en
lugar de U,,, entonces a las cartas locales las podemos denotar como ¢; =

{ja: F = F.|2eU;} y a las funciones ¢;, o ¢j,, con z € U; N Uj;, como
9i5 ().

Definicién 2.18. A las aplicaciones
gi; U NU; = G
las llamaremos transformaciones coordenadas de &. Estas satisfacen que
9ij (@) gk (x) = gin (), (TC1)
para todo x € U; N U; N Uy y todos 7, 5,k € J.

Como veremos mas adelante, por medio de estas aplicaciones es posible re-

construir el haz.
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2. HACES FIBRADOS

Definicién 2.19. Sea GG un grupo topoldgico, B un espacio arbitrario y U =

{U; | j € J} cubierta abierta de B. A una familia de aplicaciones continuas
{95:U0:0U; = Gli,jel}

que satisfacen [TCI], le llamamos 1-cociclo para U con coeficientes en G. También
lo denotaremos como { g;; }. Por simplicidad a un 1-cociclo para U con coeficientes

en (G, lo llamaremos cociclo para U.

Teorema 2.20. Sea { g;; } un cociclo para U con coeficientes en G. Entonces para
todo espacio topoldgico F' en el cual G actua efectivamente, existen un haz de con-
juntos sobre B := U]EJ U; con fibra F' y un atlas para G cuyas transformaciones

coordenadas son las aplicaciones del cociclo.

Demostracion. Sea I un espacio topoldgico sobre el cual G actia efectivamente.
Para cada x € B tomamos un indice k, € J, para el cual x € Uy, . Definamos un
haz F y un conjunto de cartas locales A:
F={F.|x€eB}, F=57,
A={yjlied}, ¢i={vlzel;},
donde
Vjw = Gryj(x): F = F, v €U,

Por definicién ¢;, es un elemento de G’ y como éste actia efectivamente en F', es
una aplicacion biyectiva. De modo que A es un conjunto de cartas locales. Mas
aun, por construccién es claro que se cumplen las condiciones (B1) y (B3) de

Para ver que se satisface (B2), consideremos x € U; NUj, ¢; . ¥ ¢;.. Entonces,
por 2.19)y [TCI] tenemos que:
P aPie = Ghoi (1) Goi (2) = Git, (2) gk, (2) = gi5(x) € G.

Tenemos asi un haz fibrado para el cual los elementos del cociclo son las trans-

formaciones coordenadas. O

Definicién 2.21. Decimos que dos cociclos ¢ = {¢;; } v ¢ = {gi; } para una
cubierta W = {U; | j € J } son cohomdlogos en U si existe una familia de aplica-

ciones continuas { \;: U; — G } tal que se cumplen las siguientes ecuaciones:

parax € U; NUj, con 1,5 € J.
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2.1 Haces fibrados

Teorema 2.22. Sean &, ghaces fibrados sobre B, con fibra F' y grupo estructural
G, y A, A sus atlas correspondientes con la misma cubierta U. Consideremos
g=A{9gij} vg=1{9i } cociclos para U. Entonces, £ y ¢ son equivalentes sobre B

st y solo st los cociclos g y g son cohomalogos en U.

Demostracion. Sea (f,idg): & — £ la equivalencia de haces. Por ser aplicacién
de haces, la asignacion = — A\;(z) = 6]_; o fy 0 ¢;, determina una aplicacién
continua A; : U; — G.

Gij (@)X (2) = (P2 © i) © ($ya © fr © ja)
= Bz © fu 0 (i © Pig) © Pja
= (@52 © fo 0 Pix)gij ()
= Xi(2)gij(@).

Es decir, los cociclos correspondientes son cohomoélogos.

Inversamente, supongamos que g = {¢;j} v ¢ = {g;;} son cohomdlogos en
U. Entonces, la aplicacién f, = @, 0 Aj(x) o go;; : F, — F, determina una
aplicacién de haces f = {f,}. Es claro que debido a la relacién de cohomologia
fz no depende de j. De modo que, tenemos una aplicacién de haces (f,idg), la
cual cumple las condiciones de2.13] ya que @;, 0 fy 0 ;. = gij(2)\;(z) € G. O

En particular, este teorema nos dice que un haz fibrado esta caracterizado,
salvo equivalencia sobre B, por sus transformaciones coordenadas.

La siguiente nocién nos permite construir un nuevo cociclo a partir de uno
dado. Sean U = {U;|jeJ} vy V = {Vi| k€ K} cubiertas abiertas de B.

Decimos que V es un refinamiento de U si existen una funcién o : K — J tal que
Vi C Ua(k)

para toda k en K.

Consideremos un cociclo g = {¢;; | 4,7 € J } para U con coeficientes en G.
Definimos un cociclo para V con coeficientes en GG, cuyas funciones coordenadas
estan dadas por

Pt = Gak)a) Vo
para k,l en K. Al cociclo a(g) = { hy | k,1 € K } le llamamos cociclo inducido

por el refinamiento.
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Es natural preguntarnos si dadas dos cubiertas abiertas de B con sus respec-

tivos cociclos existe alguna relacion. La respuesta es afirmativa.

Definicién 2.23. Sean g y g cociclos con coeficientes en G para las cubiertas U=
{ ﬁj | JryU={U;| J }, respectivamente. Decimos que gy § son cohomdlogos en
B si existen un refinamiento comin para Wy U, V={V, | k € K } , y funciones

a:K—Jya: K —J tales que a?(g) y a”(g) son cohomélogos en V.

La relacion de ser cohomologos en B, es una relacion de equivalencia. La re-
flexividad es inmediata de la definicién. Mientras que para ver que es simétrica
tomamos la misma cubierta cuyo refinamiento sea la misma cubierta. Para la tran-
sitividad supongamos que tenemos g cohomologo a g que a su vez es cohomdlogo
a g, es decir por un lado tenemos V = {V} | k € K} refinamiento comin de U y
Ucona: K —J ya: K — J funciones de refinamiento tales que o (g) y a”(q)
son cohomdlogos en V; por otro lado, tenemos W = {W; | | € L} refinamiento
comtin a U y U , con B L J y B . L — J funciones de refinamiento tales que
B*#(§) y B*(§) son cohomélogos en W.

De las relaciones de cohomologia sobre los refinamientos comunes tenemos

Jakya(k) (T) A (2) = MeGama)» Iaayzan (@) ke (@) = K@) G500 501

Definimos un refinamiento comin a U y ﬁ, O ={0wy =VinW | (k1) €
K x. L}, donde K x. L = {(k,1) € K x L | (k) = B(I)}. Las funciones de

refinamiento las definimos como a1: K X L — Jy as: K X, L — 7. , donde

~

al(k7l) = Oé(k) y O@(k,l) = ﬂ(l)

Finalmente, af(g) = {1 (kD)ar(mn) = Jalk)am)} ¥ Oé# (9) = {Gazkpaz(mm) =

AE(;)B(TL)} son cohomdlogos en O via las funciones p(x) = Apki(z),
Gour (et (k1) (2 ) e ) () = Ga(ryatey () A (2) K (2)
= Me(@)gaman (€)rr (1) = Ne(2)g50)500) () ke ()

= Ak(I)ﬁk(I)/g\gﬁ(l/)(ﬂf) = fi(k,1) (T) oo (k Dy ua (k1)

A la clase de equivalencia [g] le llamaremos clase de cohomologia de g y deno-
taremos por H'(B;G) a las clases de cohomologia de cociclos para cubiertas en

B con coeficientes en G.
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2.1 Haces fibrados

Teorema 2.24. Ezxiste una biyeccion
v: kq(F,B) — HY(B; G),

que manda un haz fibrado a la clase de cohomologia del cociclo determinado por

sus transformaciones coordenadas.

Antes de pasar a la prueba necesitamos un lema previo. Sea F un haz de
conjuntos sobre B con atlas A = {¢; | j € J} para la cubierta U = {U; | ij € J}
y V = {Vi | kK € K} un refinamiento abierto de la cubierta U con funcién de
refinamiento a: K — J. Definimos ¢y = {@a@ | @ € Vi} y oA = {¢y | k €
K}.

Lema 2.25. Se tienen las siguientes propiedades:
1. a™A es un atlas equivalente a A.

2. Si g es el cociclo que consta de las transformaciones coordenadas de A,

entonces a” g es el cociclo que consta de las transformaciones coordenadas

de o A.

Demostracion. 1. Claramente para cada k € K tenemos que 9, C @q). De
modo que la unién de A y a”A es nuevamente A, es decir, un atlas; por lo

que en efecto son equivalentes.

2. Sea x € Vi, N V) C Uy N Upqy, entonces by = gaaw|viny; = (p;(lk),z o

Pal)e = Vs © Ve = giy, es decir, a¥(g) = {hu} = {g]}}.
]

Demostracion (del teorema . Primero veamos que la aplicacion vy esta bien
definida.

Sean Ty F haces de conjuntos sobre B con fibra F'; A, A atlas para &y
F respecto al grupo G con cubiertas U = {U; |jeJ}y U = {(7] | j e J};
sean ¢ y ¢ los cociclos formados por las transformaciones coordenadas de A y
A respectivamente. Entonces, V = {U; N U; | (j.i) € J x J} es un refinamiento
para las cubiertas. Definimos las funciones de refinamiento «a: J x J = J y
a:JxJ— Jcomo a(j,i) = jy a(j,i) = i. Ahora, como (F,A4) y (;.;'",fl) son
equivalentes sobre B, por y , tenemos que (F,a®) y (gr , &\%éﬁ) son también
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2. HACES FIBRADOS

equivalentes sobre B. De modo que, por el teorema y el inciso [2| del lema
anterior, a#g y @#§ son cohomdlogos. Por lo que, por [2.23] ¢ v § son cohomélogos
en B.

La suprayectividad de 7y se sigue del teorema [2.20

Finalmente, veamos que v es inyectiva. Sean F, A, U g v F , ./~l, ﬁ, g como en
la primer parte de la prueba, con g y g cohomoélogos en B. Por definicién, existe
un refinamiento comin a U y ﬁ, V ={V, | k € K}, con funciones de refinamiento
a: K —Jya: K — J tales que o (g) y a”(g) son cohomélogos en V. De modo
que, por el inciso [2[ del lema anterior y el teorema , (F,a™A) y (gf, &#/T)
son equivalentes sobre B. Entonces, por el inciso |1/ del lema, (F,A) y (5’ , ﬂ) son

equivalentes sobre B. O

Nota 2.26. Notemos que H'(B; G) es independiente de la fibra ', de modo que la
biyeccién kg(F, B) — H'(B;G) nos permite establecer una relacién entre haces
con diferentes fibras pero con mismo grupo estructural G. A dichos haces, con
fibras distintas, pero con mismo grupo estructural que vayan a dar a la misma

clase de cohomologia les llamaremos haces asociados.

2.1.3. Fibrados localmente triviales y haces

Definicién 2.27. Decimos que una aplicacién p : E — X es un fibrado localmente
trivial con fibra F, si todo punto x € X tiene un abierto U C X junto con un

homeomorfismo ¢p: U x F — p~}(U) tal que el siguiente diagrama:

UxF ou y pH(U)

pml %
U

conmuta, donde p|y es la restricciéon de p a p~}(U) y 7 es la proyeccién en la

primer coordenada. La cubierta abierta formada por las vecindades U es llamada
cubierta trivializadora, los abiertos U son llamados abiertos trivializadores y las

aplicaciones ¢y son llamadas aplicaciones trivializadoras.

Del diagrama anterior se puede notar que ¢y se restringe a un homeomor-
fismo entre F' ~ {2} x F =~ m;*(z) y p~'(x),es decir cada conjunto p~!(x) son
homeomorfos a la fibra F'. Es por esto que en la definicién se hace mencién a la
fibra F'.
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2.1 Haces fibrados

A partir de un haz de conjuntos F sobre B con fibra F' con atlas asociado A
respecto a GG es posible construir un fibrado localmente trivial. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que si z,y € B son distintos, entonces ¥, N F, = 0.
De no ser asi podriamos sustituir cada F, por F, x {x}.

Sea A ={yp;|jeJ}, donde ¢; = {p;,: F = TF, |z €U} son las cartas
coordenadas.

Sean

E:U&“x

zeB
p: E— B, pF,)={z}
Esta aplicacion, junto con este espacio, es en efecto un fibrado localmente trivial.
Para ver esto, necesitamos asignar una topologia adecuada a E. Sea ¢;: U; X
F — p~Y(U;) definida como (z,y) — ¢;.(y). Tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

Uj

®j _
x F Y I(Uj)
Uj

donde p~H(U;) = U.,cu, Fo- Del diagrama anterior, si definimos ¢(z,y,j) =

¢;(x,y) tenemos el siguiente diagrama

. ¢
UngUj x Fx{j} — E
lp
1
B.
Con este diagrama es natural asignar a E la topologia de identificacién con la

que p se vuelve continua. Resta probar que esta aplicacién es localmente trivial.

En vista de[2.27] para esto es suficiente probar que ¢; es un homeomorfismo.
Lema 2.28. La aplicacion ¢; es un homeomorfismo.

Demostracién. Sea X; = U; x F x {i} y E; = p~*(U;). Consideremos ¢; = ¢

Consideremos la aplicacion

Xz‘E|

'Hay un detalle en esta igualdad, pues ¢; definida como la restriccién no es exactamente
igual a la aplicacién trivializadora de p, también denotada como ¢;, pues sus dominios de
definicién no son el mismo, podemos decir que coinciden salvo homeomorfismo: U; x F =

U, x F x {i}.
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2. HACES FIBRADOS

tal que
(2,9, 5) — (2, 952950(), 7).

gij es continua, pues la accién de G en la fibra es continua, ;. ;gom € G y por
definicién de la topologia en E la dependencia en z es continua. Ademas, es claro
que la inversa de g;; es g;i, por lo que g;; es un homeomorfismo.

¢; es, por definicion, biyectiva y continua. De modo que para probar que es
un homeomorfismo, solo es necesario probar que es abierta. Sea A en X, abierto,
entonces ¢;(A) es abierto en E; = p~}(U;) si y s6lo si ¢71(¢;(A)) es abierto en
U]EJ U; x F'x{j}, esto equivale a que la interseccién con cada X; = U; x F' x {j}

es abierta para cada j € J. Veamos que en efecto esto sucede. Tenemos
Xin¢ 1 ¢j(A) = g;'(A) = gji(AN¢; ' (E; N Ej))

pues u € X;No 1 (¢;(A)) siysélosiu = (x,y,7) y ¢p(u) = ¢(2',y/, j), con (2, v/, j)
en A, es decir, ¢;(z,y) = ¢;(«',y'). Esto pasa si y sélo si ¢;.(y) = ¢, (¥),
notemos que x es igual a 2’ pues las fibras son ajenas, de aqui obtenemos la
igualdad mencionada.

De modo que, al ser ¢, ' (E; N E;) = (U;NU;) x F x {j} abierto en X; y g;
un homeomorfismo, g;;'(A) = g;:(A N ¢;'(E; N E;)) es abierto en X; para toda
1. O

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 2.29. La aplicacion p : E — B es un fibrado localmente trivial.
O
En particular, esta construccion sirve para un haz fibrado.

Definicién 2.30. Sea ¢ = (F,G, B;J,A) un haz fibrado. Al fibrado localmen-
te trivial que construimos anteriormente le llamaremos fibrado localmente tri-

vial asociado a § y a E¢ le llamaremos espacio total. Esto lo denotaremos como
Pe: Eg — Bg, donde B = Bg.

Concluimos esta seccion con una definicion sencilla que tendra relevancia mas

adelante.
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2.2 Haces principales

Definicién 2.31. Sea { = (F, G, B; ¥, A) un haz fibrado y pe: E¢ — B el fibrado
localmente trivial asociado. Decimos que una aplicaciéon continua s: B — E es

una seccion de £ o de pg si satisface que pg o s = idp,.

2.2. Haces principales

De la discusion en la seccién de transformaciones coordenadas podemos notar
que para clasificar a los haces sobre un espacio B con grupo estructural GG, no es
propiamente relevante la informacion de la fibra por lo que podemos considerar
cualquier fibra que queramos, en particular al mismo grupo G. Los haces cuya
fibra es igual al grupo estructural son llamados haces principales. En esta seccion
introducimos este tipo especial de haz fibrado. Estos haces, como veremos, tienen

mayor estructura (una accién en el espacio total).

Definicién 2.32. Un G-haz principal es un haz fibrado de la forma
¢=(G,G,B;G,A).

Es decir, es un haz fibrado con fibra GG; en este caso G actia sobre si mismo por
multiplicacion a la izquierda. Cuando sea claro el grupo G y, por lo tanto, la fibra,

lo llamaremos haz principal.

Definicién 2.33. Para un haz principal £ es posible definir una acciéon derecha
en el espacio total, llamada accion principal. Sean u € G y z € G, definimos una

accion derecha como
2u = (@ 2)u].

Esta definiciéon no depende de la eleccion de ¢ para la cual x € U,. La continuidad
se sigue de la continuidad de cada ¢,, la cual esta garantizada por la manera en
que le asignamos una topologia al espacio total Eg, ver . Las propiedades
de [1.22] claramente se cumplen. Estas acciones en cada fibra definen la accién

principal (en el espacio total):
Pe: Eg X G — Eg.

Por construccion esta bien definida, es continua y es una acciéon derecha.
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Veamos que dado cualquier haz fibrado £ = (F, G, B; F, A) es posible construir
un haz principal, recordemos que la accién de G en la fibra F' supusimos que es

efectiva. Para esto necesitamos la siguiente definicion:

Definicién 2.34. Decimos que una aplicacién f: F — F, es admisible si p, 'of €
G,parape Ay xecU,.

Esta definicién no depende de la eleccién de la carta ¢ tal que x € U,. En

efecto, sip €e Ay x € U, N Uy tenemos que
Yo f =1 opeopiof G
El haz de conjuntos esta determinado por las aplicaciones admisibles.
G={G.|zeB} G,:={f:F—%F,|[fesadmisible }.
Por otro lado, las cartas estan dadas por:

O G— G,

vi— (F 5 F 25 9,)

Esta aplicacién estd bien definida, ¢! o (p, o v) = v € G, de modo que @, (v)
es admisible, es decir, pertenece a G,. De la definiciéon se ve que es biyectiva.

Ademsds, para cada ¢, hay exactamente una @, asociada. Finalmente, definimos

@Z:{QZJCML‘GU@}
A={¢glpecA}.

Definidos asi, éstos forman el atlas y las cartas coordenadas para el haz prin-

cipal asociado.
- U& = U@, de modo que Ugeﬁ U@ - ngGA Uw'

= Parax € UzNUy, tenemos que g(z)(v) = D13, (v) = Yo lpgov = g(x)ov €
G para toda v € G. Por lo que J;l@: G — G.

» g:UzNU s (G, es claramente continua.

34



2.2 Haces principales

De manera equivalente, podemos usar m, para construir E Es decir, pode-
mos utilizar las transformaciones coordenadas de ¢ tomando a G como fibra, para
dar una interpretacién distinta a &.

Sea £ = (F,G,B;J,A). Para cada x € B, escogemos k, € J para el cual
x € Uy, y definimos

A={g;17€d} ¢ ={%j.:G—=GlzeU}, @j.=gr,z)eq.

Notemos que G actiia sobre si mismo por traslacion derecha, por lo que las apli-
caciones @; ,, estan bien definidas.

Ambas definiciones son equivalentes. Para cada g € G, x € U;, construimos
hg: F'— F,
he(y) = ©10(Fit(9) - v)

Donde - representa la accion de G en la fibra F. Esta aplicacion es admisible,
ya que @, 0 hy = 9'5;; (9) € G. Més aun, por ser @Z’j biyectiva, para elementos
distintos de G tenemos distintas aplicaciones. Por otro lado, dada h: F — &,

admisible con x € U;, definimos
g = SZZ,:E(QD;,;) €G.
Claramente, hy(y) = h(y) para toda y € F.

Definicién 2.35. Al haz principal E = (G,G, B; 9,.;[) que construimos, le lla-
mamos haz principal asociado a £ = (F,G, B;F, A).

Nota 2.36. Como es de esperarse un haz principal y su haz principal asociado son
equivalentes sobre el espacio base. Sean £ = (G, G, B; ¥, A) un G-haz principal y
¢ =(G,G, B; G, A) su haz principal asociado. Sea

(f.idp): € = &,

donde f = {f, | * € B}. Para cada z € B definimos f,(z) = ¢.(¢,;'(2)) =
o 0 (2)
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¥, =5 g,
Wl /
G.

Es claro que asi definida cada f, es una biyeccién. Mas aun la aplicacién de haces

es compatible con los atlas, ver 2.6}

m SizeUgn 17; = U, NU,, entonces

9(x)(v) = G, 0 froUra(v) = @0 0 (0jz 0 ¥;)) 0 (Yra(V)))
= 0, O Pja 0ty o pa(v) Yo eEG,

de modo que, g(z) € G.

= Por otro lado, la aplicacién que a cada z le asigna el elemento g(x) de-

terminado por el punto de arriba es claramente continua, pues g(z) =
915()gix (2).

Esto nos dice que los elementos de las fibras de un haz principal los podemos
pensar como aplicaciones admisibles. Esto sera util mas adelante en la demostra-

cién del teorema de clasificacién de haces.

2.3. Construcciones de haces

El objetivo de esta parte es ilustrar algunas construcciones de haces fibrados
a partir de haces, funciones continuas y funciones continuas entre ellos. Las cons-
trucciones aqui mostradas van a ser parte medular de la prueba del teorema de
clasificacién de haces 3.14

Nota 2.37. Si € es cualquier haz, denotaremos con indices las partes que lo com-

ponen. De modo que

52 (F57B£7G5;3”§"A§> (21)
De: E& — Bg (22)
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2.3.1. Haz inducido

Consideremos un haz fibrado { = (F,G, B;F,A) y una aplicacién continua

a: A = B continua.
Definicién 2.38. Al haz fibrado
a*(€) = (F,G, A; 5, A),

le llamamos haz inducido por & via la aplicacion « o el pullbackﬂ de & por a,
donde

§~:{§~a}’ §da::}‘oz(at)a
‘;[ - {9’51'}1'637 (;51 = {QEi,a = (pi,a(a): F — é?a | ac a_l(Ui)}-

Notemos que si {g;;} son las transformaciones coordenadas de ¢, entonces las

correspondientes para a*(§) estdn dadas por {g;; = g;;a}:

~71~

9ii(a) = ;280 = ©; (e Piate) = gii(a(a)).

Dado que ambos haces tienen la misma fibra, es claro que a* () es un haz principal

si € lo es.

Nota 2.39. Entre estos dos haces existe una aplicaciéon de haces definida como

(@ a): a7 (€) = &,
donde af = id: T, = Fa(a)-
Proposicién 2.40. Sea (f,a): §—>5 una aplicacion de haces fibrados, donde

£=(F,G A F A) ¢=(F G, B:F A).

Entonces existe una unica aplicacion de haces (h,idy): E — a*(&) tal que el

siguiente diagrama es conmutativo:

ISerfa adecuado contar con una palabra en espafiol para este concepto que va més alld del

ambito de este trabajo. Algunas sugerencias ya existentes son patraseo y retrotraccion
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L)

Demostracion. Observemos que f = {f,: ?a — Tofa) = 5’(1} Tomando esto en
cuenta y la necesidad de conmutatividad del diagrama, la tinica opcién de definir
hey: ?a — 5:(1 es hy = f,. Por lo que resta ver que la aplicacién de haces de
conjuntos es una aplicacién de haces fibrados, pero esto se sigue de la siguiente
relacion:

{Ei?ii(a) ohgoP, = ¢;(1a) o fo 0@
La parte izquierda es precisamente la condicion de compatibilidad de la aplicacion

(f,«), de modo que en efecto es un elemento de G y depende continuamente de
a€c A [

Corolario 2.41. g es equivalente a a*(§) sobre A.

2.3.2. Haz funcional

Dados dos G-haces principales £,  y una funcién continua f: B — B, cons-
truiremos un haz (&, n, f) de manera que ciertas funciones continuas B¢ = E¢,, 5
estén en biyeccion con aplicaciones de haces & — 7. Resultara que este nuevo haz
tiene fibra GG pero su grupo estructural es distinto.

Antes de pasar directamente a la construccién hagamos la siguiente definicién

analoga a [2.34}

Definicién 2.42. Decimos que una aplicacién de haces h: F§ — F es admisible
si ), johog, € G.

'h no es por si misma una aplicacién de haces. Abusamos de la notacién al referirnos
unicamente a h como tal. Sin embargo, es claro que h induce una aplicacién de haces, al

determinar una aplicacién continua en las bases z — y.
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2.3 Construcciones de haces

Al igual que en[2.34es facil notar que esta definicion no depende de la eleccién
de cartas.

Tenemos

A* = {pitier AT ={;}ies
pi={pio: G =I5 e eU} ¥ ={vjy: G—=T]|yeV}

Abusando de la notacién denotaremos por ¢;: U; x G — pgl(Ui) y;: V;x G —
Py 1(V}) a los homeomorfismos respectivos, ver W

Para evitar cargar con demasiados indices, en el caso del haz (£,7, f) no
denotaremos a sus componentes con la etiqueta correspondiente. Este nuevo haz
tendrd como espacio base al conjunto B = Graff = {(z, f(z)) | z € B¢} C
Be x By,

La cubierta abierta estd dada por W;; = (U; x V;) N B, mientras que las fibras
F (e, f(x)) Sobre cada punto estan dadas por el conjunto de aplicaciones admisibles

FE — ?;(x). Los elementos del atlas los definimos como

Gij = {bij@.p@): G = Fasy | (@, (7)) € Wi},

donde ¢j (2, () (V) = V) pz) o v O gol_; Claramente esta bien definida pues

Uity © (Li1(@) 0V 0 9i2) © Yo = Uy pay © Vjipiay) 0V 0 (97, 0 Puz) € G

Ademas es biyectiva, su inversa esta dada por h +— 1/);}(36) ohow,.
Como mencionamos al principio, este haz tiene como fibra al mismo grupo G.
Sin embargo, el atlas dado arriba no es un atlas para este grupo, pero lo es para

un grupo que podemos construir a partir de él. Los cambios de coordenadas son:

—1 -1 -1
¢ij,(x,f(x))¢klv(x’f(x))(U) = qbij,(x,f(x))(wl»f(x) °vop ;)
= Uy VLf@) 0V 0 P ie = gu(f(x))vg (o).

Esto nos lleva a definir

M (GxG)xG—d

((u,),v) — wod .
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1

Sin embargo, esta accién no tiene por que ser efectiva. Si uvu™" = v para toda

I = ¢, entonces v = u; de modo que v € Z(G) = {g €

v € G, en particular uu~
G | gv = vg}. Para que la accién sea efectiva basta remover estos elementos, es
decir, tomar como grupo a

G=GxG/H,
donde H = {(9,9) € G x G | g € Z(G)}. Ademas, por ser subgrupo normal de
G, G es un grupo. Por lo tanto la accion inducida por A\ es una accién efectiva
izquierda de G en la fibra G. Finalmente, el atlas definido resulta un atlas para

este grupo, ya que la asignacién

(@, f(2)) = (91 (f(2)), gri(2))

es continua.
Lo que hace relevante a esta construccion es que dada una aplicaciéon de haces

(F, f): & = n podemos definir una aplicacién s: B¢ — E¢, sy como

a3
x> (Fp: 5 = F )

por definicién (ver 2.13)) los elementos F, de F son aplicaciones admisibles.

Ademas tenemos el siguiente diagrama conmutativo

S
Be —— Graff,
es decir, p(s(2)) = (z, f(x)), donde E' = U, u))carats F@.r@))-

Proposicién 2.43. Sea f: By — B, una funcion continua. Existe una biyeccion
entre aplicaciones de haces de la forma (F, f): & — n y aplicaciones continuas
5: Be — E tales que p(s(x)) = (z, f(z)).

Demostracion. Tenemos que ver que esta bien definida, que es una biyeccién
es claro. Veamos que f es compatible con A¢ y A" si y sélo si 5 es continua.

Consideremos el siguiente diagrama:

Wi; x G > p H(Wij)
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Si definimos g(z) = ((z, f(z)), w;;(m) o F, o ¢;, el diagrama conmuta. Ademas,
la continuidad de $(x) es equivalente a la continuidad de g(x). Esta tltima es
equivalente a la continuidad de F,, pero esto es lo mismo que decir que (F, f)
compatible con los atlas, ver m Finalmente, como los abiertos U; N f~1(V})

cubren a B¢ tenemos el resultado deseado. O

Definicién 2.44. Al haz
(&, f) = (G, G, Graff; A, F),

donde A = {¢j; | i € I,j € J} y F = {h: F; = T, | hes admisible }, le

llamamos haz funcional.

Nota 2.45. Notemos que la construccion hecha funciona sin una funcién continua
f. En este caso denotaremos simplemente como (£, ) al haz funcional compuesto

por

(G, G, Be x By A, F), (2.3)
A=A x A" y F={h: T, — F]|hesadmisible }. (2.4)

En este caso podemos enunciar la proposicién como:

Proposicion 2.46. Sean & y n dos G-haces principales. Para cada aplicacion de
haces (F, f): & — n existe una dnica aplicacion continua s: B — E definida
como

v (Fy: Ty = Tpa)

tal que p(s(x)) = (x, f(x))

2.3.3. Haz funcional parcial

La construccion que haremos en este apartado es similar a la anterior, como
su nombre lo indica. También partiremos de dos G-haces principales ¢ y 7. Sin
embargo, en este caso el haz construido si tendra como grupo estructural a G y
mas importante aun, la biyeccién sera entre secciones de este haz y aplicaciones

de haces & — n.
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2. HACES FIBRADOS

Sean £,n dos G-haces principales y (£,7n) el haz funcional construido en la

seccién anterior. Construimos un nuevo haz y mediante los siguientes elementos:

FX=E, G,=G, B,=DB

FX ={FX}, FXx={h:T — Fy | h es admisible y y es arbitrario }
AX={pl}, ¥ ={pl: FX = FX |z € U},

Los elementos de las cartas estan definidos como:
Orp: (v FT— 7)) = (1)90;;: 7t — F7)

Es claro que si v es admisible entonces vip; 1 también lo es.
Finalmente, definamos la accién de G en la fibra X = E,. Bajo la misma

idea de la construccion anterior veamos cémo son los cambios de coordenadas:

(0)2)  (@ia) (V) = V0, 2 Pja
= v(gs; ()"

Definimos la accién A : G x E, — E, como \X(u, h) = p,(h,u™*) = hu™*, por lo

que la continuidad y el ser efectiva lo hereda de p,.

Definicién 2.47. Al G-haz fibrado que consta de los elementos arriba enlistados

lo denotamos con (£,7); y lo lamamos haz funcional parcial.

Para finalizar la construccién veamos que tiene la propiedad que al inicio men-
cionamos. Es decir, que las secciones del haz estan en correspondencia biyectiva
con aplicaciones de haces & — 7. Notemos que en el caso de un haz funcional
asociamos una funcién continua y no una seccién. En este caso resulta que esta
misma funcion es la seccién de nuestro nuevo haz. Para ver esto necesitamos ver
que los espacios totales del haz funcional y del haz funcional parcial tienen la
misma topologia.

Por un lado

E, = U Fa U U Faw = Een)-

rEB;¢ r€B¢ yeBy,

Por lo que el siguiente diagrama conmuta
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2.3 Construcciones de haces

Eem) 1N
p(&»n)l lpx
Bf X BW proyi Bﬁ’

y define al fibrado localmente trivial asociado al haz funcional parcial.
Lema 2.48. Los espacios E,y y E, tienen la misma topologia.

Demostracion. Las topologias de los espacios totales en cuestion estan determi-

nadas por las siguientes aplicaciones:

G Ue X Upx — p(—;n)(U5 x U,)
Oy Ue x Ey — p M (Ue)

Por otro lado, tenemos la aplicacién que determina la topologia del espacio total

de 7, es decir de la fibra de x:
oy Uy, x G —>p;1(Un).

Esta informacién la podemos juntar en el siguiente diagrama conmutativo

U x Uy x G — e Us x p;  (Uy) —— Ug x B,

cz’(5,?7)l ld’x

Piey(Ue % Uy) —— pe, (Ue x By) == p;*(Ue),

en donde la igualdad esta dada por el diagrama previo al lema [2.3.3]

De modo que lo que basta ver es que p;l(Ug) es abierto en F,) y que ¢y
es un homeo sobre p, '(Ug). Lo primero sale del diagrama previo al lema W,
pues p, = proyi o p(. Por otro lado, tenemos por el diagrama anterior que
Py 0t = ¢X|U5Xp (u,)» €8 decir, p(_f}n)(Uf x Uy) = py ' (Ue) via ¢X|U5Xp;1(U,,)7 lo cual
prueba la segunda afirmacién deseada, ya que (Ug X p,; Y(U,) cubren a Us X E, y
los abiertos p, (Ug x U,) cubren a p (Ug X By) = p; ' (Ue). O

La propiedad que tiene este haz es resultado directo del lema anterior y de la

propiedad del haz funcional, pues la biyeccion es la misma.

Corolario 2.49. Sea f: B¢ — B, continua. Hay una biyeccion entre aplicaciones
de haces de la forma (F, f) : £ — n y secciones del haz (§,7).
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Capitulo 3

Clasificacion de haces

El resultado de este capitulo consiste en relacionar el conjunto [X, Be] de
clases de homotopia de aplicaciones continuas entre un espacio arbitrario X y un
espacio B¢ que llamaremos espacio clasificante, con el conjunto k:g(X ) de clases
de equivalencia (sobre X) de G-haces fibrados principales numéricos, con espacio
base X.

Este resultado es debido a Dold; el tratamiento que daremos de éste sera
siguiendo sus pasos, ver [Dol63].

En las primeras dos secciones desarrollamos aspectos técnicos que son nece-
sarios para la demostracion del teorema que caracteriza a los haces universales.
Finalmente enunciamos y probamos la clasificacién de haces principales numéri-

cos, asi como la definicion y caracterizacién de los haces universales.

3.0.1. Extension de una seccion

Los conceptos de esta parte se pueden consultar direcatmente en [Der68] o
en[Kel95)].

A lo largo de esta seccién denotaremos por U = {U,}aeca a una cubierta (no
necesariamente abierta) de un espacio X, por P = {pg: X — [0,1]}scp a una
familia de aplicaciones continuas; al soporte de pg lo denotaremos como 75, donde
Vs ={z € X | psg(x) > 0}. Siguiendo a [Der6§], diremos que la familia P tiene la
propiedad P si la familia {Vj; | 8 € B} tiene la propiedad P.

Definicién 3.1. Sea X un espacio topoldgico.
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3. CLASIFICACION DE HACES

» Decimos que una familia {pg: X — [0,1] | § € B} de aplicaciones continuas
es o-discreta si B = |J{B, | n € N} es una unién ajena tal que la coleccién
{Vs | B € B,} es discreta para toda n € N, es decir, para cada z € X,

existe una vecindad que intersecta a lo mas a un miembro de la familia.

» Un particion de la unidad es una familia {pg: X — [0, 1]}sep de aplicacio-
nes continuas tal que para cada z € X

e ps(x) = 0 para casi toda § € B, también se dice que la familia es

puntualmente finita.
[ ] EBEBP,B(ZE) =1.

= Decimos que la particion de la unidad es localmente finita si para todo

x € X existe una vecindad V' tal que pg|y = 0 para casi toda § € B.

= Decimos que U es numérica si existe una particién de la unidad localmente
finita {pg: X — [0,1]}sep, tal que {V3}sep es un refinamiento de la cubier-
ta, es decir tal que cada Vg estd contenido en algin U,. En particular cada

Vj estd contenido en algin U,,.

= Decimos que U es a—numém’caﬂ si existen familias {ps | € By, }nen cuya
unién refina a U y para cada m € N la familia {pg | § € B,,} es localmente
finita.

Tenemos el siguiente resultado debido a [Der68], el cual nos permitird probar

de manera sencilla el teorema de extension de secciones.

Teorema 3.2. Sea X un espacio y U = {Uy}aca una cubierta de X. Son equi-

valentes:
1. U es numérica.

2. Existe una particion de la unidad localmente finita {pa}aca tal que V,, C U,

para toda o € A; algunas p,’s pueden ser cero.

3. Existe una particion de la unidad localmente finita o-discreta cuyos soportes

refinan a U.

LEl prefijo o suele utilizarse pare denotar numerabilidad.
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4. W es o-numérica.

Demostracion. : Sea {qs}pep una particién de la unidad localmente finita
tal que V3 C U, para alguna o € A. Definimos 7: B — A como 7() = «, donde
Vs C Urp). Con ayuda de esta funcién construimos una familia de funciones

continuas indexada por el mismo indice de nuestra cubierta U original:

0, si T Ha) =0,
Y A{as(x) | B e Ha)}, en otro caso .

Veamos que en efecto es una particién de la unidad localmente finita; tenemos

que
o a BeT—1(a) 8

Por otro lado, para toda x € X existe una vecindad V' de z, tal que ¢z|y = 0 para

casi toda f3; sean [31, (s, . . ., B, los indices para los cuales no se anulan y a; = 7(53;)

para i € {1,...,n}. De modo que p,,|y # 0, por definicién, mientras que para
los otros fndices, po|y = 0 pues gzly =0y V3NV =0, es decir, 7 1(a) = 0.
=[ 3} Sean B = {subconjuntos finitos de A no vacios} y B, = {8 € B |
|B| = n}; estos tdltimos son claramente disjuntos, ademas B = |J, B,. Sea
{Pa}aca particién de la unidad localmente finita cuyos soportes refinan a U.

Para § € B definimos mg: X — [0, 1] como
mg(x) = min{p(z) [ a € 5},
y Mgz: X — [0,1] como
Mp(x) = max{pas(z) [ a & 5}.

Al ser {p,} localmente finita, ambas funciones estén bien definidas. Por medio
de estas, definimos P: X — [0, 1] como

P(X) = max{0,mg(z) — Ms(z) | B € B}.

Notemos que esta funcion siempre es positiva. Sea x € X, sabemos que existe
una vecindad V de x tal que p,|y = 0 para casi toda a € A, sean oy, ao, . ..,y

aquellos indices para los cuales las correspondientes funciones no se anulan en
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3. CLASIFICACION DE HACES

V. Sea fy = {ai,a9,...,a}, entonces Mg, (x) = 0y mg,(x) > 0. De modo que
P(xz) > 0. Esto nos permite asegurar que la funcién Qz: X — [0, 1], definida

como
Qp(x) = méx{0, mg(x) — Mg(x) — 3P (x)},
esté bien definida.

Mas aun, afirmamos lo siguiente:

a) Si Vz = {z | Qs(z) > 0} y Wz = {x | ms(x) > Mg(z)}, entonces V3 C
Ws C N{U, | « € B}.

b) {Vs | B € B} es una cubierta localmente finita de X, s decir, para toda
r € X existe una vecindad V' de z tal que V N V3 = () para casi toda .

c) {Vig} es una familia discreta, es decir, para cada r € X, existe una vecindad

que intersecta a lo més a un miembro de la familia.

En efecto, Si x € V3, entonces Qg(x) > 0, es decir, mg(x) — Mg(x) >
%P(m) > 0, por lo que z € Wjs. Por otro lado, si € Wj, entonces mg(z) >
Mpg(x) > 0. Esto implica que para toda « € /3, p,(x) > 0, de lo contrario mg = 0.
Entonces,

T € ﬂ{x’ | pa(2’) > 0} C ﬂ Us.
aep acp

@: Como la particiéon de la unidad es localmente finita, dada z € X existe
una vecindad V' de z tal que vy = {a € A | VN V,} # 0 es un conjunto finito.
Si VN Vs # 0, entonces por i), V N (NaesUs) # 0. En particular, V N U, para
toda a € 3, es decir, 5 C 7. Por lo que § es finito. Mds ain, como P(x) =
mg(x) — Mg(x), tenemos que Qz(x) > 0; por lo que la coleccién es una cubierta.

: Por , basta ver que W5 y Wj son disjuntos si 8 # ', con 8y §' de
tamano n. Sean  # (' de la misma longitud n, entonces existen al menos «a; y
as tales que ay € B, a1 ¢ B/, as ¢ By ag € . De modo que si © € Wj, tenemos
que pa, () > mp(x) > Mga(x) > pa,(x); por otro lado, si + € Wy, entonces
Doy () > mp () > Mg/(x) > pa, (z). De modo que, Wz N Wy = 0.

Finalmente, definimos la particién de la unidad localmente finita que satisface

el enunciado de , esto lo hacemos al normalizar ()s:

qp = s
TS {Qy | B e BY

BeB=|]JB.
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Ademéds, {z | ¢gs(z) > 0} = {z | Qp(x) > 0} = V3. Mds aiin, para todan € N,
{V3} € {V3} es discreto. Por otro lado, es claro que

Z qs(z) = 1.
BeB
Mientras que de @, vemos que es localmente finita.
: Es inmediato. Como mencionamos al principio, la propiedad de {pg |
B € B,} de ser localmente finita para cada n estarfa heredada de la familia
{Vs | B € B,} para cada n. Pero sabemos que para cada n, esta ultima coleccién
es discreta, en particular es localmente finita. Por lo que {pg | f € B,} es
localmente finita y esto garantiza que U es o-numérica.
={ 1} Supongamos que U es o-numérica, es decir, existe una familia P =
{ps | B € Bn,n € N} tal que refina a U y, ademds, para cada n la coleccién
{ps | B € B,} es localmente finita. Queremos construir una particién de la
unidad semejante pero que cumpla ser localmente finita. El candidato ideal para
esto es empezar por la que tenemos, sin embargo, al variar n es claro que se pierde
la finitud local. Esto lo podemos resolver como sigue:

Para cada k& > 0 definimos

o= {ps|B€B}

1<k

y para [ € B, definimos

ps(z) = max{0, pg(x) — ng,(x)}.

Sean x € X y r el minimo tal que ps(z) # 0 para alguna € B,. Entonces, por
definicién, ¢.(z) = 0, y para 5 € B,, ps(z) = ps(x) # 0. Es decir, los conjuntos
{z | ps(x) > 0} cubren a X.

Mas ain, si N > r tal que pg(z) > %, con 8 € B,, entonces qy(z) > %, ie.
Ngn(x) > 1. Por continuidad, existe una vecindad de z tal que para todo y en
esa vecindad Ngy(y) > 1.

En esta vecindad, por definicién, ps se anula para toda 5 € B,,, con m > N.
Es decir, en esta vecindad pg # 0 para toda 5 € B;, con i < r. De hecho, en este
caso pg = pg.

Como sabemos que {pg | B € B,} es localmente finita, podemos concluir

que la familia {ps}s € B} es localmente finita. Ademds, {z | ps(z) > 0} C
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3. CLASIFICACION DE HACES

x| pg(x) > 0}. Finalmente normalizando cada pg obtenemos la particién de la
B B
unidad deseada. O]

Como consecuencia inmediata de este teorema tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.3. Sean E, B espacios, U una cubierta numérica de Byp: E — B
un fibrado localmente trivial sobre cada miembro de la cubierta, ver|2.27. Enton-
ces, existe una particion de la unidad localmente finita y numerable {p, | n € N}

tal que p es trivial en una vecindad del soporte de p,, para cada n.

Demostracion. La cubierta U es numérica, lo cual es equivalente al enunciado
De modo que tenemos una particién de la unidad localmente finita, {¢s | 5 € B}
tal que B = U, B,, es una unién disjunta y {Vz | § € B, } es discreto para cada
n, donde 75 C U, para algin o € A.

BEBn

Definimos

Es claro que para toda z € X, > pa(z) = > sc5qs(x) = 1. Por otro lado,
también es claro que al ser la coleccién {Vj | B € B, } discreta para cada n, la
coleccion {V;s | B € B,} también lo es. Mds atin, un punto es punto de acumu-
lacién de Ugep, Vs si y sélo si es punto de acumulacién de algin Vg. Por lo que

tenemos:

{eTpa(@) >0 ={z| Y as(0) >0y = |J Vo= J Vi

BEBn BE€B, BEB,

El dltimo término es una unién ajena, pues la familia es discreta. Por lo que, en

efecto, p : E— B es trivial sobre una vecindad de {z | p,(z) > 0} O

Antes de continuar con los resultados del teorema 3.2l Establezcamos la si-

guiente definiciéon fundamental.

Definicién 3.4. Decimos que un haz fibrado es numérico si tiene un atlas cuya

cubierta abierta es numérica.

En particular todo haz fibrado cuya base sea un espacio paracompacto (toda
cubierta abierta admite un refinamiento localmente finito) es numérico. Esta clase

incluye a todos los complejos CW.
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Via el corolario tenemos una demostracién sencilla de un caso particular
del resultado expuesto en [Dol63, p. 229], el cual usaremos para poder probar la
caracterizacién de G-haces principales numéricos. Antes de enunciar este resulta-
do, establezcamos la siguiente definicion y el siguiente lema, los cuales usaremos

en la prueba.

Definicién 3.5. Sean B un espacio y A C B. Decimos que V' es un halo de A

en B, si existe una funcién f: B — [0, 1] continua tal que

Ac fH0),
B-V C f(1).

Lema 3.6. Sean ¢ = (F,G, B;F,A) un haz fibrado, tal que la fibra F es con-
traible, y p: E — B el fibrado localmente trivial asociado, ver[2.30, Sean V un
halo de A en B y s: V. — E una seccion de p sobre V. Para cada elemento de
la cubierta trivializadora U que toque a V' existen un halo W de A en B y una
seccion sy: WUU — E dep tal que W CV y sylw = s|w.

Demostracién. Por hip6tesis tenemos f: B — [0,1] tal que A C f~1(0) y B —
Vc fY1),¢: Ux F— p Y (U) C F la trivializacién sobre U y una homotopia
H:FxI— Ftalque H(z,0) =2y H(z,1) = *.

Definimos

W={beB|fb)<i
)

2
VAU = F, ¢ '(s(b) = (b,3(b)).

Es claro que W C V, por definicién. La funcién g(z) = min{1,2f(x)} garantiza
que W es un halo de A en B. Con esto en mano podemos construir la seccién que
modifica a s. Sea si: W UU — E definida como:

s(b), sibe Wy f(b) < %,
su(b) = S (b, H(3(b),4f(b) —2), sibeUNVyl<fb)<?,
¢ (b, %), sibe Uy f(b) > 3.

Veamos que en efecto, sy es seccion de p:
Sibe Wy f(b) <3, entonces p(sy(b)) = p(s(b)) = b.

51



3. CLASIFICACION DE HACES

Sibe UNV y § < f(b) < 2, entonces plsu (b)) = p(6(b, H(5(0), 47(b) —2)) =
b, ver . Al igual que para be Uy f(b) > 3.

La continuidad de s;; es clara de la definicién. O

Ya tenemos todos los elementos para enunciar y probar el teorema que sera
fundamental para la caracterizacién de los haces. Notemos que en el caso anterior
tenemos una seccion para cada abierto trivializador, de modo que para obtener
una seccion global nos gustaria pegar cada una de ellas, sin embargo esto sélo

funciona en casos especiales como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 3.7. Sean { = (F, G, B;F,A) una G-haz fibrado numérico, tal que la
fibra F es contraible, y p: E — B el fibrado localmente trivial asociado. Sean V
un halo de A en B y s: V — E una seccion de p sobre V. Entonces existe una

seccion S: B — FE tal que S|4 = s|a. En particular, p siempre tiene una seccion.

Demostracion. Sea {p, | n € N} una particién de la unidad como en el corolario
.3] es decir, es una particién de la unidad localmente finita y numerable tal que
p: ' — B es trivial sobre una vecindad U,, del soporte de p,, para cada n.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el orden de los U,’s nos
permite aplicar el lema anterior, [3.6] a los conjuntos V, A y U, tenemos una
seccién sy : W1UU; — E, donde Wi esun halode Aen B, W, C V'y s1|lw, = s|w,,
en particular si|4 = $|a.

Definamos f; =1 —py: B —[0,1], By = f;1(0) y f;7 (1) = p;'(0) D B - U,.
Tenemos que W7 U Uy es un halo de A; = AU B; en B: Sea ¢ : B — [0,1] la
funcién continua que tenemos debido a que Wi es un halo de A en B. Definamos
h: B — [0,1] como h(b) = 1(f1(b) + ¢q(b)). Entonces h~'(0) = f;(0) U¢g~*(0) D
BiUA=A yh ()= ' (D)ug (1) D (b-U,)U(B-W;)=B—(W,ul)).

Con esto podemos aplicar nuevamente el lema anterior a los conjuntos W U
Uy, Ay Us, para obtener una seccién so: Wo U Uy — E, con W5 halo de A en B,
Wy CWiUUL y Salw, = S1lw,-

Definimos

fo=1—p1—ps—---—py: B—[0,1],
B,=f'0) y A,=AUB,

De manera inductiva obtenemos s,,: W,, UU, — E seccién, con W,, halo de A
en Ba W, C W, 1 UU, Yy Sn|Wn = Sn—1|Wn-
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De esta manera definimos una seccién global S: B — E como S(x) = s,(x) si
z € A,. Ademés cumple que S|4 = s[4, como S(x) = s,(x) si z € A,. En efecto,

notemos que

n+1

B, = f,'(0) = Jpi'(0) U p; ' (0) = f,11,(0) = By,
i=1

de modo que A,, C A, 1. Ademas, W,,; UU,,; es halo de A, en B, en parti-
cular, A,11 C Wyp1 UUpyq con Wy C W, UU, ¥ Snqt|lwisy = Snlw,,, por lo
i1 = Snlany,- Incluso més, A C N, A, y B=U, 4, =
U, (AU B,) = U(AUU,). Por lo que efectivamente las dos secciones coinciden

al restringirlas a A.

que, en particular, s,.1|4

Finalmente, S es continua debido a que la familia es localmente finita:

Para ver la 1ltima afirmacién basta tomar A =V = (). OJ

3.0.2. Propiedad de levantamiento de homotopia

Recordemos la definicién de propiedad de levantamiento de homotopias (PLH)
L 19

Definicion 3.8. Decimos que una aplicacién p : E — B tiene la propiedad de
levantamiento de homotopias (PLH) o que es una fibracién de Hurewicz si para

todo espacio Y y cualquier diagrama

Y—>E
wf B
Y x I — B,

existe H: Y x [ — E que lo hace conmutar.

Como mencionamos anteriormente, ver [1.19] una fibraciéon de Hurewicz es una
aplicacion que tiene la PLH para todos los espacios. El siguiente resultado nos
permite ver la pertinencia del concepto de cubierta numérica. Dado que la prueba
de este resultado es técnica y no es imprescindible para lo que realizaremos mas

adelante, decidimos omitirla. Para los detalles se puede consultar [PP13].
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Teorema 3.9. Sea p : E — B continua y U = {U;},cqg una cubierta de B, tal
que pl,-1(u,) es una fibracion de Hurewicz, ver . St U es numérica, entonces

p es una fibracion de Hurewicz.

El siguiente resultado es andlogo al anterior para aplicaciones de haces.

Teorema 3.10. Sean & y 1 G-haces principales numéricos, (f, f): & — n una
aplicacion de haces y D: Be x [0,1] — B, una deformacion de f, es decir
D(b,0) = f(b). Entonces existe una aplicacion de haces (F,F): &€ x [0,1] — n
tal que F = D y Fy(2,0) = f4(2) para todas z € E¢ y b € Be.

Antes de pasar a la prueba de este resultado necesitaremos el siguiente resul-

tado auxiliar.

Lema 3.11. Sip: E — B x| tiene la propiedad de levantamiento de homotopias,

entonces toda seccion s de p sobre B x {0} tiene una extension sobre B x I.

Demostracidn. La aplicacién H = id gy es una deformacién de pos, i.e F(b, 0) =
p(s(b)). Més atin, una homotopia H que sea un levantamiento de H y que inicie

con s es una seccion como la buscada. En un diagrama

Bx~Bx{0} —— F

| =

BxI] —— BxI.
H=id

]

Demostracion (prueba de . Consideremos el haz funcional parcial ( =
(¢ x [0,1],m, D), ver recordemos que este haz tiene la propiedad de que las
secciones estdn en correspondencia con aplicaciones de haces £ x [0,1] — 7. La
aplicacion de haces (f, f): & — 1 podemos verla como una aplicacién de £ x {0} en
1, es decir, como una seccién del haz funcional parcial sobre B x {0}. Por el lema
m, esta seccién se extiende a una seccién sobre todo Be x [0, 1] y ésta, a su vez,

da pie a la extension de la aplicacién (f, f), es decir, a (F, F): € x [0,1] = 5. O
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Corolario 3.12. Sin es un haz principal numérico y fo, f1 : X — B, son aplica-
ciones homotdpicas, entonces los haces inducidos f§(n) y f{(n) son equivalentes
sobre X .

Demostracion.  Sea (f, fo) : f5(n) — n la equivalencia de haces. Como fj es
homotépica a fi, existe D : X x I — B, tal que D(z,0) = fo(z) y D(z,1) =
fi(x). Entonces por el teorema existe una aplicacién de haces (D', D) :

f5(n) x [0,1] — n, ésta induce una aplicacién de haces

(D'

fixqiys J1) s fo(m) — .

Por otro lado, tenemos la aplicaciéon de haces (f7, f1) : f{(n) — n. Por lo que,

usando y [2.41] tenemos que los haces fi(n) y fi(n) son equivalentes sobre
X. [

3.0.3. Clasificacion de haces principales numéricos

Sea GG un grupo topoldgico. Recordemos que denotamos con kﬁ (X) alas clases
de equivalencia de GG-haces principales numéricos sobre X. Como veremos en esta
seccién k% (X) es un conjunto.

Si f: X — Y es una aplicacion continua podemos definir una aplicacién
k:é#(Y) — k:g(X) que manda a un haz al haz inducido bajo f (ver , dicha
aplicacion la denotamos por kg f. De esta manera k‘g define un funtor contrava-
riante de la categoria K-Top a la categoria de conjuntos. Més atin como aplicacio-
nes homotGpicas inducen haces equivalentes, ver [3.12] dicho funtor se puede ver
como un funtor de la categoria H, cuyos objetos son los espacios topolégicos y
cuyos morfismos son clases de homotopia de aplicaciones continuas, a la categoria
de conjuntos.

Por otro lado, si B es un espacio topolégico tenemos un funtor contravariante
[—, B] de la categoria H a la categoria de conjuntos.

De modo que dado n un G-haz principal numérico fijo, para cualquier espacio

X tenemos una aplicacién bien definida
T,: [X, B, — kZ(X).

tal que manda a [f] a la clase de equivalencia sobre X de f*(n).
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3. CLASIFICACION DE HACES

Definicién 3.13. Decimos que un G-haz principal numérico es universal si la
aplicacién T;, es una biyeccién. Al espacio base B, le llamamos espacio clasificante
de G.

El siguiente resultado es debido a Dold, ver [Dol63]. Este resultado ademas de
caracterizar a los haces universales nos permite clasificar a los haces principales

numéricos.

Teorema 3.14. Sea n un G-haz principal numérico. Entonces n es universal si

y solo si I, es contraible.

Demostracion. Supongamos que [, es contraible y sea £ un G-haz principal
numeérico arbitrario. Denotemos por X al espacio base B¢. Consideremos el haz
funcional parcial (£,7)1, ver 2.47 Observemos que el haz (£,7); es numérico
pues tiene la misma base que &, el cual es numérico. Recordemos que las seccio-
nes s: X — F ), estan en correspondencia biyectiva con aplicaciones de haces
(5,5): & = m.

Ahora, como FE, es contraible y (£,1); numérico tenemos, por que la
aplicacion pee ), : B¢, — X tiene una seccién. Por lo mencionado en el parrafo
anterior, esto equivale a tener una aplicacion de haces & — 7. En particular, existe
5: X — B, tal que 5*(n) = ¢, ver Esto muestra que 7T, es suprayectiva, pues
7, ([5]) = [¢]

Por otro lado, supongamos que fi, fo: X — B inducen haces equivalentes
T)lfil = fi(n) = &, para ¢ = 0,1. Sean (s;, f;): & — n las correspondientes
aplicaciones de haces y (h,idx): §o — & la equivalencia de haces. En un diagrama

tenemos:

S0

m

Efo > Efl > E”]
NS M
X fo,f1 ’ Bn

donde h = {h,: T = ' |z € X} y 5 =id: T — T} ).

Consideremos 7: X x [0, 1] — X tal que m(x,t) = x. Esta aplicacién induce un
haz sobre X x [0,1], 7*(&p), el cual denotaremos simplemente como £. Definamos

s = (s,q): £|X><([O,%)U(%,1]) — 1
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como s = {sy | (z,t) € X x ([0,3) U (5,1])}, donde

S0(2) sit <3,

E(m)(z, t) =
51(h(2)) si t>3,2€ B

y a(z,t) = fo(z)sit < 3y afz,t) = fi(z)sit > 3. De la misma manera que antes,
esta aplicacion de haces corresponde a una seccién de p ). De manera explicita,
la asignacion (z,t) +— sy define la seccién mencionada, la cual denotaremos
simplemente como s, sin temor a generar confusion.

Como el conjunto X x ([0, 2)U(%, 1]) es un halo al rededor de X x ({0}U{1}) C

»3)ULg,
X x [0,1], via la funcién f : X x [0,1] — [0,1] tal que f(z,t) = |2t — 1| (
F7H1) = X x ({0} U{1}) vy f1(0) = X x {5}). La seccién s se extiende, ver el
teorema [3.7] a una seccién global S que coincide con s en X x ({0} U {1}).

Esta seccién global corresponde a una aplicacion de haces (S, H): & — 1,
donde S = {S(z,t) : F x[0,1] — ?Z(m)}, Ademds, Siz0) = S(z,0) Y S(@1) = S@,1)5
por lo que en la base, la aplicacién H es tal que H(z,0) = fo(x)y H(x,1) = fi(z).
Es decir, fo ~ fi. Dicho de otra manera 7}, es inyectiva.

Inversamente, supongamos que 7;, es una biyeccién. Como veremos mas ade-
lante, en la construccién de Milnor, existe un G-haz numérico tal que su espacio
total es contraible. Denotemos dicho haz como (. La primer parte de esta prue-
ba nos garantiza que T; es biyectivo. Ahora, por la suprayectividad de T}, y T¢

tenemos aplicaciones de haces

G . (@D
n y ¢ 20

Por ser T;, inyectiva, tenemos que gof ~pid B,, donde D: B, xI — B,. Entonces,
por el teorema , existe una aplicacién de haces (H,H): n x I — 1 tal que
H(b,t) = D(b,t) y H(z,0) = go f(z). Es decir, h(b) := H(b,1) = idp, (b), para
toda b € B,, y h(z) := H(z,1) para toda z € E,. Es decir, h >~ g o f, de modo

que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

E, > Fe > By

Ll
B

nﬁBgTBn.

h=idp,,
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3. CLASIFICACION DE HACES

En donde el triangulo superior conmuta salvo homotopia. Por lo que go f =
goidg, o f =0, ya que F¢ >~ *. Ademas, como h= idp, tenemos que idg, ~ h ~
go f=~0,porlo que E, >~ {x}. O

En resumen, un G-haz principal numérico 7 es universal si y sélo si se satis-

facen las siguientes condiciones:

1. Para todo G-haz principal numérico w sobre X, existe f: X — B, tal que

f*(n) y w son equivalentes sobre X.

2. Si para f,¢g: X — B,, los haces inducidos f*(n) y g*(n) son equivalente

sobre X, entonces f ~ g.
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Capitulo 4
Construccion de Milnor

Definicién 4.1. Consideremos un grupo topoldgico G y al ensamble topoldgico

con n + 1 copias de GG
E,:=Gx..xG (n+ 1)-factores ,

con la topologia fuerte, ver [1.29]

Recordemos que dos puntos togo +- - - +tngn ¥ togo + - - - +1,,9, en el ensamble

son equivalentes si para toda ¢

w1 =t

" g =giot;=1t,=0.

Podemos definir una accion, traslacion derecha, de GG en este espacio:

pn: Bp xG— E,
(togo + - + tngn, 9) — to(gog) + - + tn(9ng)-
Notemos que
(j © pn)(togo + - + tngn) = tj(g; o R) (togo + - + tngn, 9) = ;9.

Con esto es claro que la accién es continua, ya que t; 0 p,, = t; 0proy,; y ¢; © pp =
R, 0 (g; x idg), donde proy,: E, x G — E, es la proyeccion en el primer factor
y Ry: G — G la traslacién derecha, ver Mas atn, la accién es libre y por lo

tanto efectiva, pues GG actia libremente sobre si mismo.
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4. CONSTRUCCION DE MILNOR

Definicién 4.2. Denotemos por B, al espacio E, /. donde x ~ 2’ si 2/ = R(z, g)

para alguna g € GG. La topologia esta dada por la aplicacion cociente
pn: B, — B,.
Proposicion 4.3. p, es un fibrado localmente trivial.

Demostracion. Tenemos lo siguiente:

1. Los abiertos trivializadores estan dados por
Vi = {pn(togo + ... +tngn) |0 <t;}.

2. Las aplicaciones trivializadores las definimos como
¢j: Vi x G — p (V)
(Pn(togo + -+ tagn), 9) — to(90g; ' 9) + -+ tn(gng; '9)-
3. Las transformaciones coordenadas las definimos como
gi;: VinV;, — G

Paltogo + - + tugn) — gig; "

Claramente V; es abierto, pues estan definidos por la condicién abierta ¢; > 0.

Para ver que ¢; es continua consideremos las siguientes aplicaciones:

pi:p (V) =G
t()gO + - +tngn = gj-

La continuidad de p; sigue de notar que p; = 9j|p,;1(vj)-

Por otro lado, las aplicaciones trivializadoras estan bien definidas: Si
togo + -+ + tngn Nté)gé—i-—f-t;g:w

entonces existe h € G tal que togo + - - - + thgn = togoh + - - + tl g, h, es decir,

/

t; =1t.y g; = g:h para toda 1 <i < n. Entonces, si

(Pn(togo + -+ tagn), 9) = (Pn(togo + - -+ 11,95), 9)
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se tiene que

&i(Pa(togo + -+ tngn), 9) = to(gog; '9) + -+~ + ta(9ng; ' 9)
= to(goh~"hg;'g) + -+ + tu(gnh”'hg; 'g)
= to(g09; '9) + - +talghg; ' 9)
= ¢j(pultogo + -+ +1,9,). 9).

La continuidad de estas aplicaciones se sigue de la siguiente relacion

¢j(pn(), €) = Ru(w,g; ") = Ralx,pj(2) ™),
donde e € G es el neutro. De modo que ¢,(p(z), e) depende continuamente de .
Como p,, es una identificacién esto equivale a que ¢;(y, e) dependa continuamente
dey e Vj.
Por otro lado, ¢;(z,g9) = R.(¢;(x,€),g), de modo que ¢; depende continua-
mente de las dos coordenadas. Mas aun, para toda 1 < 57 < n ¢, es un homeo-

morfismo y su inverso esta dado por
(P> pj) 1P (Vi) = V; x G
togo + -+ tngn = (Pultogo + -+ tngn), g;)-
En efecto, como
¢ o (pn, ps))(x) = o(p(x), 95) = =,
(Pn © 05)(y, 9) = proy,(y.9) =y,
(pj o ¢3) (¥, 9) = 959; 9= g.
Finalmente, para ver la continuidad de las transformaciones coordenadas basta
notar que g;;(z) = gigj’1 = (pi 0 ¢;)(x,e). ]
Este fibrado localmente trivial nos permite construir, via el teorema [2.20 un
G-haz principal.
Corolario 4.4.
¢pa, = (G,G,B,; G, A).
el haz de conjuntos y las cartas locales estin dadas por:
G={G,|zeX,}, 9. =G
A=l i=0,mm}, 9= i = gs(@) |2 €V},

donde para cada x € X, llamamos k, al indice para el cual v € V.

61



4. CONSTRUCCION DE MILNOR

]

En este caso particular tenemos las inclusiones de cada nivel en el siguiente:

En — En+1,

togo + - -+ tugn > togo + - . . + tugn + Oe.
De modo que tenemos la siguiente sucesion
{e}CGCG*xG*---GxG*--xGC---

con la cual podemos considerar el espacio colimite EG =G*xG*---xG*---, en
el cual la topologia es la final respecto a la familia de aplicaciones {t;, g; }i>o-
Las aplicaciones coordenadas en EG se definen dada la restricciéon en cada

nivel

7 EG — [0,1]  7i(togo + .. tngn +...) = 1;
%7 0,1 — G yi(togo + - tagn +...) = gj.

Anéalogamente definimos la accién derecha de G en EG y denotamos por BG
al espacio de érbitas. La continuidad de la accién se sigue del hecho de que las
funciones coordenadas para el caso infinito heredan las propiedades del caso finito,
es decir, 7; es G-invariante y 7; es G-equivariante.

De manera analoga podemos dar una descripciéon explicita de este colimite.

Sea G x A, el conjunto de sucesiones infinitas

(907t07"'7gnatn7"')7

donde g; € Gy (t;)i>0 es una sucesion de nimeros tales que ¢; > 0, con sélo
una cantidad finita distinta de 0 y ¥t; = 1. En este conjunto decimos que dos
sucesiones (go, to, - - -, Gny by - - - ) Y (G Loy - - 5 Gy thy - - - ), SON equivalentes si t; = ¢t
para toda i y ¢g; = ¢, para toda i tal que t; # 0. El conjunto de clases de
equivalencia es EG. En ambos casos topologia esta determinada por las funciones
coordenadas.

Con esto obtenemos un G-haz fibrado

gBG = (G7GaBGa 97‘/4')
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Abusando de notacién, el haz de conjuntos G y el atlas se definen de manera

similar para el caso infinito. El fibrado localmente trivial asociado
p: EG — BG

lo definimos de manera anéloga.
En este caso, es claro que EG,, y BG,, son subespacios de EG y BG, definidos
por las igualdades t,.1 = t,12 = --- = 0. Al estar definidos por una condicién

cerrada estos subespacios son cerrados, de modo que BG es un espacio filtrado
{x} ¢ BG, Cc BGy C ---C BG,, C --- C BG.

Esta generalizacion se vuelve pertinente pues este haz fibrado BS es universal,

ver |3.13, como lo veremos a continuacion.
Proposicion 4.5. El haz fibrado Egg es numérico.

Demostracion. Claramente las aplicaciones t;: EG — [0, 1] son invariantes bajo
la accién de G, por lo que inducen aplicaciones en el cociente, 7; : BG — [0, 1], de-
finidas semejantemente. De modo que los abiertos trivializadores V; los podemos

definir como le(O, 1]. Veamos que esta cubierta es numérica, sean

m;: BG —[0,1],
m;(b) =max {0, 7;(b) — X,<;7.(b) }.

Para by € BG fijo tomamos k como el minimo entero para el cual 74(b) # 0y
tomamos alguna N para la cual XY 7;(by) = 1. Entonces, como 7,(b) = 0 para
toda p < k, mp(by) = 7k(by) # 0. Por otro lado, como para cualquier b € BG
existe dicho entero minimo, es claro que |J, 7, (0, 1] = BG.

Mas ain, la familia {7,} es localmente finita. Para toda j > N, se tiene que
m;(b) = 0 para toda b € BG tal que S 7;(b) > 3. En efecto, 3 < ZN7(b) <
Syl = Ef;éTi(b)—FTj(b)—i—Z;’inTi(b), entonces 7;(b)+X52,, ,7(b) < 5. Por
lo que 7;(b) < 3, es decir 7;(b) — £,,<;7,(b) < 0. De modo que la condicién abierta
SN o7i(b) > 1, define una vecindad de by, i.e. U = {b € BG | ©7:(b) > 1 }, para
la cual 7;(b) = 0 para casi toda j =0,1,....

Finalmente, via estas funciones, construimos una particién de la unidad 7; =

Eﬂ:r . Del parrafo anterior se sigue que esta familia de aplicaciones es localmente
pTp
finita. [
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4. CONSTRUCCION DE MILNOR

Proposiciéon 4.6. El espacio EG =G+« G % ---x G *--- es contraible.

Demostracion. Queremos construir una nulhomotopia de la identidad de dicho

espacio. Primero veamos que existe una homotopia entre la aplicacién tal que
togo + 1191 + - —>togo + 09 +t1g1 + - -, (4.1)

y la identidad, notemos que aunque ambos lados de parezcan iguales no lo
son, ya que el término g; del lado izquierdo pertenece al segundo miembro del
ensamble, mientras que el g; pertenece al tercer miembro del ensamble.
Construiremos esta homotopia por pasos, la construcciéon de ésta se puede
encontrar en [tDO§| y en [tD66]; cada paso consistira en ir recorriendo el término
Og hacia la derecha:
En el primer paso, definimos H;: EG x [0, 3] — EG, definida como:

togo +tigr + -+ — togo + (20)tigr + (1 — 2t)t1g1 + taga - - .
En el segundo, definimos H,: EG x [1,3] — EG como:
togo —+ t191 + i — togo —+ t191 + (4t — 2)t292 + (3 — 4t>t2g2 s t393 + ..

Para el paso n-ésimo definimos

2nl 1 2" 1

H,:EG x| ST gn

| — EG

como

togo + tigr + - - —togo + - - + (2" + 2" — 2)t, g0+

La continuidad de cada H; sigue de la propiedad universal para el ensamble,
ver [1.30] La homotopia entre la identidad y la aplicacién definida en [£.1] estard
definida como la restricciéon en cada uno de estos subintervalos como la H; co-
rrespondiente.

Por otro lado, la aplicaciéon [4.1| es nulhomotopica, via la homotopia tal que
togo + 09 + trgr + - -+ > (1 = t)togo + te + (1 — t)trgr + - -+ .

De modo que la identidad idgg es nulhomotopica. O
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Corolario 4.7. El haz fibrado
fBG = (G, G, BG, 9,./4,)

es un haz universal.
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