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Capitulo 1

INTRODUCCION

Conocer los mayores factores de riesgo en la salud es fundamental para poder
generar estrategias efectivas orientadas a la prevencién de danos a la salud,
asi como al mejoramiento de la calidad de vida de las personas. Segun esti-
maciones de la OMS, en el 2012 las muertes provocadas por insalubridad del
medio ambiente alcanzaron cerca de una cuarta parte de las muertes totales
a nivel mundial, de las cuales, cerca de dos terceras partes son atribuibles a
la contaminacién del aire. Entre los principales problemas de salud asociados
a la contaminacién ambiental estan las infecciones respiratorias, enfermedades
cardiovasculares, distintos tipos de céancer, enfermedad pulmonar obstructiva
crénica, asma, asi como una serie de consecuencias en las condiciones de recién
nacidos (Priiss-Ustiin, Wolf, Corvalan, Bos, & Neira, 2016).

La contaminacién del aire es generada por emisiones de sustancias a la atmosfera
que alteran su composicion y originan desequilibrios en la misma (SEMARNAT,
2013). Estos contaminantes se clasifican segin su origen en naturales (con una
participacion de aproximadamente el 20% en las emisiones) y antropogénicos,
estos ultimos derivados de las actividades impulsadas por el hombre, destinadas
a proporcionar los bienes y servicios necesarios a la sociedad son responsables de
la parte antropogénica de la contaminaciéon del aire (INECC & SEMARNAT,
2013). Las emisiones de contaminacion del aire ocurren en muchas etapas en
los ciclos de vida de los productos y servicios, es decir, desde la materia prima,
extraccion de materiales, adquisicién de energia, produccion y fabricacion, uso,
reutilizacién, reciclaje, hasta la eliminacién final. Las emisiones resultantes

contribuyen a una amplia gama de impactos en la salud y el medio ambiente.
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Existen distintos factores que influyen en la dispersion y concentracién de con-
taminantes en el aire y por ello resulta necesario que en su estudio se consideren
factores meteorolégicos, geogréaficos y de emisién para un entendimiento integral
de la dindmica de la contaminacién atmosférica. Entre los factores naturales con
mayor impacto en la dispersiéon y concentracion de contaminantes en la atmos-
fera se encuentra la temperatura, el relieve, la humedad, las precipitaciones, la
elevacion, la presion del aire y la velocidad del viento. Dentro de los factores
humanos que afectan la dispersiéon y concentracion de contaminantes en el aire
se encuentran principalmente la densidad de poblacién, el nimero de vehicu-
los, el PIB y el porcentaje de urbanizacién (Dongsheng, Mei-Po, Wenzhong , &
Shaojian, 2017).

Con una tendencia creciente a la urbanizacion, las ciudades necesitan atencion
primordial en el estudio y tratamiento de la contaminacién ambiental, ya que
presentan condiciones de mayor riesgo (SEMARNAT, 2013). De acuerdo con
datos de la ONU, la Ciudad de México es una de las 28 megaciudades del mundo
que exceden los 10 millones de habitantes, concertandose como una de las zonas
urbanas més densas del mundo (ONU, 2014). Respecto a la contaminacion at-
mosférica, la Ciudad de México ha registrado niveles superiores a los sugeridos
como optimos (OMS, 2005) en términos de la concentracion media anual de dis-
tintos contaminantes (OMS, 2006), por lo que los problemas de contaminacion
atmosférica en esta area son mas sobresalientes que en otras regiones del pais
y resulta fundamental un estudio integral de la participacion de estos contam-
inantes en los factores de riesgo para la salud de su poblacion, con la finalidad

de generar acciones de prevenciéon y promocién de la salud en la region.

Los contaminantes atmosféricos son muy variables y de composicion compleja
(OMS, 2006), pudiéndose encontrar en forma gaseosa o en forma de particulas
(va sean liquidas o solidas). Los principales indicadores de contaminacion del
aire utilizados por agencias ambientales a nivel mundial para la determinacién
de la calidad del aire son las concentraciones de material particulado, de ozono y
de dioxido de nitrégeno por unidad geografica (OMS, 2006). Por esta razon, casi
la totalidad de los paises tienen puntos de monitoreo distribuidos a lo largo de su
extension territorial que miden el nivel de concentracién de estos contaminantes

en el aire.

El PM o particulas suspendidas ha sido identificado en diversos estudios (An-
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derson J., Thundiyil J. & Stolbach A., 2012) como el contaminante que afecta a
mas personas y que tiene mayores repercusiones en la salud. El material particu-
lado (PM) esta compuesto por distintos contaminantes y consiste en una mezcla
compleja de particulas sélidas y liquidas de sustancias organicas e inorganicas
suspendidas en el aire, principalmente sulfatos, nitratos, amoniaco, cloruro de
sodio, carbono, mineral, polvo y agua; es uno de los indicadores més utilizados
en diversos estudios de contaminacién en vista de que se pueden conocer las

fuentes de emision a partir de su composicion (Zhang, R., et al, 2013).

En la mayor parte de los estudios epidemiolégicos que consideran el PM se
toman en cuenta Gnicamente tamafos pequefos del mismo (10 pm o menos),
ya que tamanos més grandes son poco comunes y tienen una corta existencia
en la atmasfera debido al efecto de la gravedad y corrientes de aire sobre ellos.
Las particulas se identifican de acuerdo a sus didmetros aerodindmicos como
PM10 o PM2.5 (didmetros aerodinamicos iguales o menores que 2.5 ym). La
importancia de considerar tanto PM10 como PM2.5 radica en que este altimo
puede ser un mejor indicador sobre la participacion de fuentes antropogénicas en
la generacion de contaminantes en el aire. Esto se debe a que el papel de fuentes
naturales de emision de PM2.5 es menor que en PM10 y el primero podria ser
un indicador guia primordial para generar politicas en materia ambiental (OMS,
2006).

El primer paso para instituir medidas de control para la contaminacién del aire
es tener una idea clara de la situacion actual de la contaminacién a través del
monitoreo de la misma. La medicién de la calidad del aire y la comprensién de
sus impactos proporcionan una sélida base cientifica para su gestién y para el
control de las fuentes de contaminacion del aire. Por lo tanto, la calidad del aire
o el control de la contaminacién desempena un papel vital en el desarrollo de
politicas y estrategias, para medir el cumplimiento de los valores de referencia y
el seguimiento del progreso hacia metas u objetivos ambientales. Se debe dedicar
un esfuerzo considerable a la medicion sistematica de niveles de contaminacién
del aire en diferentes escalas, desde locales hasta globales.

El objetivo final del monitoreo de la contaminacién del aire es recopilar datos
confiables que puedan ser utilizados por cientificos, disenadores de politicas
y planificadores, a fin de permitirles contar con informacion de calidad para
tomar decisiones informadas sobre la gestion y la mejora de la calidad general

del medio ambiente. La seleccién del sitio es una parte muy importante de
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cualquier programa de monitoreo de la contaminaciéon del aire y la ubicacién
de una estacién de monitoreo esta directamente relacionada con el area que
representarian los datos.

Identificar importantes fuentes de contaminacién que contribuyen a las concen-
traciones ambientales de contaminantes es esencial para desarrollar un plan de
gestion de calidad del aire eficaz. Los modelos de calidad del aire utilizan téc-
nicas matematicas y numéricas para simular los procesos fisicos y quimicos que
afectan a los contaminantes del aire a medida que se dispersan y reaccionan en
la atmosfera.

A pesar de esto, la variabilidad espacial y temporal inherente al fenémeno di-
ficulta el analisis y las inferencias para predecir tendencias espaciales y tempo-
rales, por lo que es necesario postular modelos que consideren e incorporen dicha
aleatoriedad. Ademés, teniendo en cuenta que las observaciones son a menudo
escasas, los modelos pueden usarse para hacer inferencias en localidades donde
no hay informacién. Combinado con la informacién sobre poblacién, los mod-
elos pueden ser facilmente utilizados para estimar la exposiciéon y, en ultima

instancia, dar una idea sbre su posible efecto en la salud.

En esta tesis se presentan los resultados del analisis estadistico espacial y tempo-
ral de la contaminacion por PM2.5 dentro de la Ciudad de México para los afios
2002 a 2015. En el primer y segundo capitulo se presenta una breve introduccién
a ciertos conceptos generales de utilidad, asi como una breve introduccion de la
importancia del modelo propuesto, también se presentaré el problema a resolver
y las bases necesarias para lograrlo.

En los capitulos III y IV se tratan y definen los conceptos importantes para
este proyecto, se muestran aspectos como el tipo de investigacion, las técnicas
y procedimientos que fueron utilizados para llevar a cabo dicha investigacion.
En el capitulo V se presentaran los resultados obtenidos del anélisis de datos y
de la metodologia propuesta.

Por ultimo, en el capitulo VI se presentan las conclusiones a las que se llegd

durante el desarrollo de esta investigacion.



Capitulo 2

FUNDAMENTO DEL
PROBLEMA

La motivaciéon de este proyecto fue el interés por tener un modelo para la di-
namica espacio temporal de las particulas suspendidas, que sirva para evaluar
los niveles de exposicién y su variabilidad espacio temporal, como parte de un
proyecto global que busca evaluar los factores de riesgo de enfermedades cardio
pulmonares relacionadas a la contaminacién atmosférica. Se utilizaran méto-
dos geo-estadisticos para tratar de resolver el problema, usando un contexto

espacio-temporal.

Los contaminantes sobre los cuales se tiene un valor observado son:

1. El monoéxido de carbono (CO) que es un gas incoloro, inodoro, no irritante
pero sumamente téxico. Se produce naturalmente por una serie de proce-
sos, sobre todo por la oxidacién parcial del metano (CH4) que se forma
en la descomposicion de la materia orgénica por fermentacion.

2. El ozono (03) es un compuesto gaseoso incoloro, que posee la capacidad
de oxidar materiales. El ozono es un contaminante secundario que se forma
mediante la reaccién quimica del didxido de nitrogeno (NO2) y compuestos
orgénicos volatiles (COV) en presencia de la luz solar.

3. Material particulado respirable (PM10). Son particulas de diAmetro menor
o igual a 10 micrones (un micron es la milésima parte de un milimetro).

4. Material particulado respirable (PM2.5). Son particulas de didmetro me-
nor o igual a 2.5 micrones.

Por su tamano, el PM10 y PM2.5 son capaces de ingresar al sistema respiratorio

del ser humano. Mientras menor sea el didmetro de estas particulas, mayor serd
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el potencial dano en la salud, asi que nos concentraremos en el contaminante
PM2.5 por ser el que parece afectar mas al sistema respiratorio.

El modelo propuesto nos permitird tener un valor del contaminante por Area
Geo-Estadistica Basica (AGEB), buscamos tener un indicador del contaminante
en cada AGEB debido a que se tienen datos de casos respiratorios por entidad
meédica a esa escala y asi se podran ajustar modelos futuros para estimar los

efectos de ciertos contaminantes en la salud.



Capitulo 3

MARCO TEORICO

3.1. Geoestadistica

Considere el problema de prediccion espacial, donde la region de interés es

D, Cc R4

Sea Y(-) ={Y(s) : s € Ds} los valores observados del fenémeno de interés en

un conjunto de sitios S1,S53,...,5, € D.

Ahora considere Z(S;) = Y (S;) + €(S;) para i = 1,...,m, donde independien-

temente de Y'(-), e(-) = {e(s) : s € Dy} es un ruido blanco con media cero y

varianza o2 > 0.

Por simplicidad se asume que Y(-) y e(-) en Z(-) = Y(-) + €(- ) son procesos

gaussianos independientes, que pueden ser caracterizados mediante sus primeros

dos momentos.

Suponiendo estacionariedad de segundo orden podemos decir que,
Cy(h)=Cov(Y(s),Y(s+h)) Vs,s+heDs.

Definamos
o3 = Cy (0)

1fm {Cy (0) — Cy (h)} = 02 > 0.
h—0

2 2
donde 0§ < oy
Entonces, 03 representa la varianza del componente de micro escala del proceso
Y().
Recordemos que como Var(e(s)) = o2, tenemos lo siguiente:

10
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0% 402 sih=0

Cy(h) sih#0

Cz(h) = Cou(Z(s), Z(s + h)) =

lo cual implica que:
lim {Cz(0) — Cz(h)} = 02 +02=Cy>0
—

donde Cj le llamaremos el efecto del nugget, el cual notemos que esta compuesto
por la suma de dos elementos no negativos.

3.1.1. Variograma estacionario

Los variogramas son un componente importante para la prediccién lineal espa-

cial 6ptima y miden la asociacién espacial.

Sea {Y(s) : s € D, C RY} un proceso espacial real valuado, definido en el

dominio D, de un espacio euclideano d-dimensional R?,

Se dice que Y (s) es un proceso estacionario intrinseco si:
EY(s+h)—Y(s)=0

Var(Y(s+h) =Y (s)) =2yy(h) Vs,s+h € D;

donde 2vy (+) es una funcién de la diferencia entre las localizaciones s y s+ h,
la cual debe satisfacer lo sikguiinte:

ZZ ;0;27y (s; — s5) <0

i=1 j=1
para todo entero positivo k, para todo conjunto de localizaciones {S; : ¢ =
1,...,k} € Dy cualquier conjunto de nameros complejos {a; : i = 1,...,k} tales
que Zle a; = 0. Donde {@; : i =1,...,k} son los conjugados de {a; : i =
1,....k}.
La condicién anterior asegura que la varianza sea no negativa, en cuyo caso
diremos que 27y es un variograma valido.
La cantidad 27vz(-) es llamada variograma y ~yz(-) semivariograma.
Cuando 27y (h) se puede escribir como funcién de ||h|| = (h? + - -+ h2)'/2 para
h = (hi,...,hq) € R? decimos que el variograma es isotrépico, en otro caso sera
anisotropico.
El comportamiento del variograma cerca del origen es muy informativo acerca
de las propiedades de continuidad del proceso aleatorio Z(-), y resultados simi-

lares se cumplen para la funcién de covarianza, algunos casos son los siguientes
(Matheron (1971b, p.58)):
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1. Si 2yz(-) es continuo en el origen, entonces Z(-) es Lo — continuo. Ya que
E(Z(s+h) — Z(s))> = 0si y solo si 2yz(h) — 0, conforme ||| — 0.

2. Si 2vz(h) no se aproxima a cero conforme h se aproxime al origen, entonces

Z(-) no es Ly — continuo y es altamente irregular.

3. Si 2vz(-) es una constante positiva (excepto en el origen donde vale cero),
entonces Z(s1) y Z(s2) son no correlacionados para cualquier s; # s3, sin
importar lo cercano que se encuentren; Z(-) es usualmente llamado ruido

blanco.

Recordemos que un proceso aleatorio Z(-) se dice que es Lo — diferenciable en
s, si conforme h; — 0, {Z(s+hj;e;)—Z(s)}/h; converge en Lo, para j =1, ...,d,
donde {e; : j =1,...,d} es la base canénica en R?.

De este modo, si 9%(2vz(h))/Oh3, ...,0%(2yz(h))/Oh3 existen y son finitas en
h =0, entonces Z(-) es Lo — diferenciable para todo s € R

3.1.1.1. Modelos de variogramas isotropicos (semivariogramas)

Caracteristicas del semivariograma
En la Figura 3.1 se presenta el semivariorgama, mostrando la relacién que existe

entre los parametros sill, nugget y rango.

__Sil

107

%

Semivariance
Z
obuey

2

02-—Nugget

0.0 T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000
Lag {meters)

Figura 3.1: Semivariograma mostrando los parametros sill, nugget y rango.

Rango: La distancia de rezago (lag) a la que el semivariograma (o compo-

nente de semivariograma) alcanza el valor del umbral. Es claro que, la autoco-
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rrelacion es esencialmente cero méas alla del rango. El valor que el modelo de
semivariograma obtiene en el rango (el valor en el eje y) se llama sill (umbral).
Sill (Umbral): Es el limy,_, o y(h) representando la varianza del campo alea-
torio, es decir, el valor de semivarianza al que el variograma se nivela. También se
usa para referirse a la "amplitud" de un cierto componente del semivariograma.
Nugget (Pepita): En teoria, el valor del semivariograma en el origen (lag—0)
debe ser cero. Si es significativamente diferente de cero para rezagos muy cerca-
nos a cero, entonces este valor del semivariograma se conoce como la pepita. Asi,
la pepita representa la variabilidad a distancias més pequenas que el espaciado
de muestra tipico, incluido el error de medicién. Por ejemplo, si el modelo de
semivariograma intercepta el eje y en 2, entonces el nugget es 2.

Usando h para representar la distancia de rezago (lag), a(.), by para representar

el rango (practico), C, para representar el nugget (pepita) y C(.y para represen-
tar al umbral, algunos de los modelos mas conocidos, son los siguientes:

= Modelo lineal (valido en RY, d > 1):

0 h=0

v(h; 0) =
Co+billhl]  h#0

0 = (Co, b)), donde Cyp > 0y b; > 0. El valor de Cj podria ser considerado el
nugget (pepita). En la Figura 3.2 se presenta el modelo lineal.

Semivariograma Lineal

15 20 25 30

Semivariograma

10

Figura 3.2: Modelo lineal
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= Modelo esférico (vilido en R, R? y R3):

0 h=0
1(1:6) = $ Co+ Co {3 (Ihll/as) = F(UIhll/as)*} 0 < [1bl] < a,
CO+CS hZas

0 = (Co,Cs,as), donde Cy > 0, Cs > 0y as > 0. En la Figura 3.3 se presenta
el modelo esférico.

Semivariograma esférico

15

10

Semivariograma

Figura 3.3: Modelo esférico

» Modelo exponencial (vilido en R?, d > 1):

0 h=0
Co+ Ce {1l —exp (=|lhl|/ac)} R #0

v(h; 0) =

6 = (Co,Ce,a.), donde Cy >0, Co >0y a. > 0. En la Figura 3.4 se presenta

el modelo exponencial.
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Semivariograma exponencial

15 20

10

Semivariograma
5
l

0 20 40 60 80 100

Figura 3.4: Modelo exponencial

» Modelo cuadratico racional (valido en R?, d > 1):

0 h=0

v(h;0) = , )
Co+Col[nl?/ (L + 110l /ar) — h#0

6 = (Co,Cr,a,)’, donde Cy > 0, C;- > 0y a, > 0. En la Figura 3.5 se presenta

el modelo cuadratico racional.

Semivariograma cuadratico racional

100 150
| |

Semivariograma
50

0 20 40 60 80 100

Figura 3.5: Modelo cuadratico racional
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= Modelo de agujero (Wave model, valido en R!, R? y R?):

0 h=0
Co + Cuw {1 — awsin([|h]|/aw) /|[B][}  h#0

v(h; 0) =

0 = (Co, Cyw, ay)’, donde Cy >0, Cy, > 0y a, > 0. En la Figura 3.6 se presenta
el modelo de agujero.

Semivariograma Wave

15

10

Semivariograma

Figura 3.6: Wave model

Una condicién més fuerte que el modelo de variograma debe satisfacer es:
2y(h)/||h||*> = 0 conforme ||h|| — oo

Asi el siguiente modelo es un semivariograma valido:

= Modelo potencia (Power model, valido en R, d > 1):

0 h=0
Co+bpllh||¥ h#0

v(h;0) =

0 = (Co, by, w)’, donde Cp > 0,0, >0y 0 <w< 2.



CAPITULO 3. MARCO TEORICO 17

Semivariograma Power

Semivariograma
00 05 10 15 20
l

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3.7: Power model

= Modelo Matérn (vélido en R?, d > 1):

0

(h;0) =
! Co + o I(|[h]] = 0) + a7 {2727 1T(62)} ~{||hl]/61}> Ko, (||n]| /61)

0 = (02,0%,01,05), donde 02 >0, 02 >0, 0; >0, 02 >0y Ky, es una funcién
de Bessel modificada del segundo tipo de orden 6.

Semivariograma Matérn

20

Semivariograma
10

I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300

h

Figura 3.8: modelo Matérn
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3.1.1.2. Modelos de variogramas anisotropicos (semivariogramas)

Decimos que el proceso Z es anisotrépico cuando la dependencia entre Z(s) y
Z(s + h) es funcion de la magnitud y direccion del vector h, de modo que el
variograma no serd funcién inicamente de las distancias entre localizaciones.
Muchas veces se puede corregir la anisotropia mediante una transformaciéon
lineal del vector lag(h), entonces decimos que el variograma de Z es anisotropico
geométricamente, es decir:

29(h) = 2°(||ARll) h € R?

donde Ag4x4 es una natriz y 2v° es una funcion real valuada.
En este caso, el espacio euclideano no es apropiado para medir distancias entre

localizaciones, pero una transformacion lineal si lo es.

3.1.2. Funcién de covarianza estacionaria

Suponga que:
Cy(h) =Cou(Y(s),Y(s+h)) Vs,s+heDs

vy ademas la media es constante, es decir,
EY(s))=p Vs€Ds.

Asi, las condiciones anteriores definen las clases de procesos estacionarios de
segundo orden en Dy, con funcién de covarianza estacionaria Cy (-).

Donde Cy (-) al ser una funcién de covarianza valida debe satisfacer:
k

k
ZZOQOTJC)/(& — Sj) >0

i=1 j=1
para todo entero positivo k, para todo conjunto de localizaciones

{S; : i=1,..,k} € D y cualquier conjunto de ntimeros complejos {a; : i =
1,....,k} (positiva definida). Donde {&; : @ = 1,...,k} son los conjugados de
{oy 1 i=1,..,k}.

La condicién anterior asegura que la varianza de combinaciones lineales del tipo
> ;Z(s;) sea no negativa.

Teorema de Bochner

C(+) es una funcion positiva definida si y solo si tiene representacion espectral:

coy= [ [ costumctan)
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donde G es una medida acotada positiva y simétrica; G/C(0) es llamada fun-
cién de distribucion espectral. Si ademés [*_--- [*_|C(h)|dh < oo podemos
escribir G(dw) = g(w)dw y asi g/C(0) es llamada densidad espectral.
Suponga {W(w) : w € R?} es un proceso estocéstico d-dimensional, en los
complejos con media cero y completamente aleatorios, donde:

E(W (dw)[2) = G(dw)

[ [

tiene covariograma C(h) = E(Z (s + h) - Z(s)), definido anteriormente.

Entonces el proceso:

El teorema nos asegura que cualquier funcion positiva definida C(-) corresponde

al covariograma de un proceso estacionario de segundo orden.

3.1.3. Meétodos de estimaciéon del variograma

El variograma empirico proporciona una descripcién de cémo los datos estan
relacionados (correlacionados) con la distancia. Dado que no es una funcién
observable, es necesario estimar C'(h) a partir de los datos Z(s1), ..., Z(sy). El

estimador de momentos propuesto por Matheron (1962) es:

()= L s)) — Z(s,))? a

donde
N(h) ={(si,85) : si—s;=h;i,j=1,...,n}

y |IN(h)| es el nimero de pares de observaciones separadas a una distancia h.
Notemos que: 25(h) = 25(—h).
Este estimador es valido independientemente de la media del proceso Z(s).

3.2. Kriging (prediccién espacial 6ptima)

El término kriging se refiere a hacer predicciones e inferencias sobre valores no

observados del proceso aleatorio Z(-). Es una interpolaciéon 6ptima basada en la
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regresion contra los valores observados z de los puntos de datos circundantes,
ponderados segin los valores de covarianza espacial.

Para ajustar un modelo kriging, necesitamos reemplazar el semivariograma em-
pirico con un modelo de semivariograma aceptable. Debido a que el algoritmo
de kriging necesitard acceder a valores de semivariograma para distancias de
rezago (lags) distintas de las utilizadas en el semivariograma empirico. Mas im-
portante ain, los modelos de semivariograma utilizados en el proceso de kriging
deben obedecer ciertas propiedades numéricas para que las ecuaciones de Kkri-
ging puedan resolverse. (Técnicamente, el modelo de semivariograma necesita
ser definido no negativo, para que el sistema de ecuaciones de kriging no sea
singular.) Por lo tanto, los geoestadisticos eligen un modelo de semivariograma
valido.

Ventajas del Kriging:

= Ayuda a compensar los efectos de la agrupacion de datos, asignando a
puntos individuales dentro de un cluster menos peso que a puntos de
datos aislados (o, tratando los clusters mas como puntos individuales).

= Da una estimacion de la varianza del error de prediccion (varianza del
kriging), junto con la estimacion de la variable Z, pero el mapa de error
es basicamente una version escalada de un mapa de distancia al punto de
datos mas cercano, por lo que no es unico (Cressie 1993).

= La disponibilidad del error de predicciéon proporciona una base para la
posible simulacion estocastica de Z(-).

3.2.1. Kriging ordinario

La prediccién espacial bajo las siguientes condiciones:
Z(s)=pu+46(s), s€ D, u€Ry desconocida.

donde:
Var(Z(s+h) — Z(s)) =2vz(h) Vs,s+he D,
El predictor sera de la forma:
p(Z; B) = Zx\iZ(si), sujeta a Z)‘i =1
i=1 i=1
a continuacion se supondra B = {so} y denotaremos al predictor como Z(so).

La condiciéon Y. ; A\; = 1 es para evitar el sesgo en la prediccion, es decir, el

error de prediccion o, = E (Z(s) — Z(so)) tiene que ser cero en promedio. Por
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lo tanto, segin Wackernagel (2003, p.29), tenemos que forzar los pesos A; a

sumar uno. Veamos que ocurre si la condicién es cierta
c.=E (Z(s) -> )\iZ(si)> =E(Z(s)) = Y _MEZ(s;) = p (1 -3 )\Z-) =0
i=1 i=1 i=1

Existe una versién donde g es conocida y no estd la restriccion de que los
coeficientes del predictor lineal sumen uno, se conoce como Kriging Simple.

De modo que el predictor 6ptimo, serd aquel que minimice la varianza del error
de prediccion:

o?=E (Z(B) - Z(so))2

sobre la clase de predictores lineales >~ | A\;Z(s;), tales que > 1 | \; = 1.

Usando multiplicadores de Lagrange, buscaremos minimizar:

i=1 =1

respecto a Ay, ..., A, y m el multiplicador de Lagrange.

De forma que los Ay, ..., A, estan dados por:

I
, (L-1T )\
N= (“ TR
Y 1 1
_— (I-1T71y)
1'r-11

donde v = (v(so — $1),---,7(S0 — 8»))" y I una matriz de n x n, cuyo elemento
(1,7) es y(si — s5)-
La varianza del error de prediccién minimizado usualmente es conocido como

varianza del Kriging:
(VD-1y = 1)2
r-11

A partir de éste podremos construir intervalos de prediccién donde, bajo el

on(s0) =T 1y —

supuesto de que Z(-) es Gaussiano, tenemos que el intervalo al 95 de confianza

€s:

A= (2(50) — 1.960%(s0), Z(s0) + 1.960k(so)) .

3.2.1.1. Kriging en términos de la funcién de covarianza

Asumiremos el siguiente modelo:

Z(s)=pu+46(s), s€ D, u€Ry desconocida.
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donde §(-) es un proceso estacionario de segundo orden, con media cero y cova-
riograma Cz(h).

El predictor serd de la forma:
n

p(Z; B) =Y NZ(s:),

=1

]
&
I
[t

s
Il
-

De forma que los Ay, ..., A, estan dados por:

(1-12")\ _;
*':(C“m .

(1-1%"1e)
y-11
donde ¢ = (C(sg — 1), ---,C(s0 — $»))" y ¥ una matriz de n X n, cuyo elemento
(,7) es C(s; — s;).
De modo que Z(+) es un proceso estacionario de segundo orden.

m=—

3.2.2. Efectos de los pardmetros del variograma en el Kri-
ging

Efecto Nugget Recordemos que definimos al nugget como Cy = im0 v(h),

donde 7(-) es el semivariograma de un proceso estacionario intrinseco Z(-) y ade-

més of + o2 = C. En el kriging podemos considerarlo el valor distinto de cero

que toma 7(-) cuando h = 0, producido por varias fuentes de error no explicado,
por ejemplo, el error de medicion.

Rango Puede ser interpretado como la distancia para la cual Z(s) y

Z(s 4+ a) son no correlacionados, es decir, las ubicaciones de muestra separadas
por distancias més cercanas que el rango estan autocorrelacionadas espacial-
mente, mientras que las ubicaciones mas alejadas que el rango no lo estan, lo

cual por si solo no nos permite determinar las vecindades del kriging.

La relacién Nugget : Sill (Pepita : Umbral) Indica qué porcentaje de la
varianza global se encuentra a una distancia mas pequena que el menor intervalo
de retraso, y da una idea de la cantidad de varianza que considera o recupera
el modelo.

Cuando los datos se distribuyen de manera independiente, es decir, carecen de
estructura espacial, podemos esperar que haya poca diferencia en la varianza ()

a cualquier lag. Sin embargo, cuando hay un patrén presente en la distribucién,



CAPITULO 3. MARCO TEORICO 23

podemos esperar que la varianza aumente con comparaciones de muestras cer-
canas, autocorrelacionadas, pero se nivelaran para formar un umbral cuando las
muestras se vuelvan independientes. Para valores grandes de h, el variograma
se nivela, lo que indica que ya no existe ninguna correlacién entre los puntos de

datos. El umbral debe ser igual a la varianza del conjunto de datos.

3.2.3. Kriging universal

La prediccién espacial mediante Kriging Universal se hace suponiendo las si-
guientes condiciones:
Z(s) =E(Z(s))+6(s), se D.

Var(Z(s+h) — Z(s)) =2yz(h) Vs,s+he D,

donde E(Z(s)) ya no es constante, sino una combinacion lineal de funciones
{fo(5), ..., fp(s)} conocidas, ademés cada f;(s) puede ser escrita como funcién
de localizacion de s.

Asi, el kriging universal es una generalizacion del kriging ordinario, permitiendo
que el valor medio del proceso sea una combinacion lineal de funciones conocidas.

Entonces, asumiremos el siguiente modelo:
p+1

Z(s) = ij—l(s)ﬁj—l +4(s) seD.
j=1
donde 3 = (B, ..., Bp)" € RPT! es desconocido y §(+) es un proceso estacionario
con variograma 2v(-) y fo(s) = 1.
El predictor lineal 6ptimo, denotado por p(Z; B), es aquel que minimiza el error
de prediccion:
o¢ =E(Z(B) - p(Z; B))*

/

sobre A1, A, ..., A, sujeto a M X =2/

Suponiendo que B = {50}, los pesos 6ptimos seréan de la forma:
Ao =T

donde

/\U = ()\1, ceey )\mmo, ..,mp)'

con m los multiplicadores de lagrange de la minimizacién con restricciones para

un polinomio de orden p.

Yo = (Y(S0 = 81), - V(50 = 5n)s 1, £1(50), s fo(50))
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y I'y es una matriz simétrica de (n +p+ 1) X (n 4+ p + 1) de la forma:

Y(si—s;) di=1,.,nj=1,..,n
fimizn(ss) i=1,.,nj=n+1,.,n+p+1
0 i=n+1,..,n+p+1
j=n+1l,..,n+p+1
con fo(s) =1.

Asi los coeficientes de A estan dados por:
N={y+XXT'X) Yz - XT 'y} 1!

m=—(x—XT ')/ (XT ')

donde

!’

v = (7(s0 — 51)5 -, Y(S0 — Sn))

y I'nxn una matriz con elemento y(s; — s;) en la entrada (¢, j).

La varianza del Kriging sera,
/\'U’YU(SO)
suponiendo que el covariograma de Z(-) esta bien definido, nos queda:
O']%(SO) = C(O) -2 Z )\16(80 - Sl) + ZZ )\ZAJC(SZ - Sj)
i=1 i=1 j=1
Los intervalos de prediccion al 95 % de confianza (P(Z(sg) € A) = 0.95), supo-

niendo que Z(-) es un proceso Gaussiano es:
A= (Z(So) —1.960%(s0), Z(s0) + 1.96ak(30))

En el caso de no suponer normalidad, usaremos la desigualdad de Chebyshev

para construir los intervalos de confianza.

Intervalos de confianza usando la desigualdad de Chebyshev

Usaremos una version simplificada. Sea X una variable aleatoria con media
finita u y varianza finita distinta de cero 2. Entonces, para cualquier nimero
real k > 0, se cumple:

1
P(IX — p| = ko) < 72
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Notemos que cuando k£ < 1 se tiene k% > 1 lo cual nos da una desigualdad
trivial, pues siempre se cumple P(-) < 1.

Buscamos que 75 = 0.10, entonces k = 3.16.

Asi el intervalo de confianza al 90 % de confianza, seré:

A= (2(30) — 3.1607%(s0), Z(s0) + 3.160k(50)>

3.2.4. Block Kriging

Un problema comin es tratar de predecir el promedio del proceso sobre un

bloque B, cuya localizacién y geometria es conocido y tiene volumen |Bl:

9(Z()) = /B Z(s)ds/|B| BcD

Para definir la integral correctamente, en la practica aproximaremos la integral
mediante sumas de Riemman; por ejemplo, en R?, sea B el rectangulo [a1, az] X

[b1, ba] y considere

l m
Z Z Z(u27v;)(ui — ui—1)(v; —vj_1),
i=1 j=1

donde a1 = up < up < -+ < wu = ag, Ui < u; <w, by =vg <wp < - <
Um = b, v;—1 < v} < v;. Entonces, el limite en media cuadratica de la suma es
la integral estocéstica [, Z(s)ds.
El kriging universal, cuando se tiene |B| > 0 se convierte en:

Mo =T, 0 (B)

or(B) = Ayyw(B) — (B, B)

donde
v (B) = (v(B,s1),...,7(B,sn), 1, f1(B), ...7fp(B))/,

7(B,si)5/]37(u—si)du/|B| Pi=1,.m.
fj(B)E/ij(u)duAB\ ji=1,...,p

1B.B) = [ [ = v)duauBF
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Aproximaremos la varianza por bloque (B, B) mediante sumas de Riemman,
de la siguiente forma:
Suponga que r; es el punto central en el bloque y considere {ry, ....rp} como k
puntos dentro de cada bloque, se calculara el variograma en esas distancias, asi
la varianza por bloque queda estimada de la siguiente forma:
k
T(B, B = Y 1(sims)

Jj=1

3.3. Funciones de covarianza espacio-temporales

Definiciéon 3.3 Sea {f(u,v) : wu,v € D} definida en D x D, se dice que
f es no negativa definida, si para todo namero complejo {a; : i = 1,...,m},
{u; :i=1,...,m} en D y entero m, donde {a; : i = 1,...,m} son los conjugados
de {a; : i=1,...,m}, se tiene:

iiai@f(uivuj) >0

i=1 j=1

Decimos que f es una funcién de covarianza estacionaria espacio-temporal en
R? x R, si satisface la Definicién 3.3 y puede escribirse como:

f(s;t),(z;7) =C(s—a;t—7) s,z eRit reR
Podemos considerar que la funciéon de covarianza estacionaria es separable en
espacio y tiempo.

= Estacionaria en el espacio:

cov (Y(s;t),Y (z;7)) = C(s — x; t,r)

= Estacionaria en el tiempo:

cov (Y(s;t),Y (z;7)) = C(s,x; t — 1)

= Isotropia en el espacio:
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cov(Y(s;t),Y(z;r)=C(||ls—z||; t — 1)

3.3.1. Separabilidad y simetria

Definicién 3.3.1 Un proceso aleatorio Y'(-;-) tiene una funcién de covarianza

espacio-temporal separable si, para todo s,z € R, t,7 € R se tiene:
cov (Y(s;t),Y (z;7)) = CO(s,z) - CO (¢, 7)

donde C'®) es una funciéon de covarianza espacial y C*) una funcion de cova-
rianza temporal.

Si ambas funciones de covarianza son estacionarias, se tiene:
cov (h;7) = C®(h) - CW(7)

Definicién 3.3.2 Un proceso aleatorio Y (-;-) tiene una funcién de covarianza
espacio-temporal simétrica si, para todo s,z € R?, ¢, € R se tiene:
cov (Y(s;1), Y (2;7)) = cov (Y (s;7), Y (2;1))

Teorema 3.3.1 (Gneiting, Genton, y Guttorp (2007))
Sea ;1 una medida finita, no negativa en el conjunto no vacio ©. Suponga que
para cada 8 € ©, C*¢) y C'(*) son funciones de covarianza estacionarias en R?

y en R respectivamente, también suponga que
L1690)- ) du(s) < o
2

Entonces,
Clhsr) = / CE(h) - O (F)du(6) heR: T ER
(S]

es una funcién de covarianza estacionaria espacio-temporal.

3.3.2. Variograma espacio-temporal

El variograma espacio-temporal del proceso Y'(+;-) se define como:
Var(Y(s;t) =Y (x;7)) = 2vy(s, z; t,7)

donde su versi6n estacionaria es 2v(h;7); h € R4 r € R.

Al igual que antes, a la expresion « se le llama semivariograma.
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El proceso Y (+; -) es estacionario intrinseco si tiene media constante y variograma

estacionario. Su semivariograma estara dado por y(h;7) = C(0;0) — C(h; 7).

El famoso teorema de Bochner (1955) establece que una funcién continua es
definida positiva si y solo si es la transformada de Fourier de una medida finita no
negativa. Esto permite la siguiente caracterizaciéon de las funciones estacionarias

de covarianza, espacio-tiempo.
Teorema de Bochner espacio-temporal

Usaremos la representacion espectral de C(-) en R*!, enfatizando en espacio y
tiempo de forma separada

C(hyT) = //eih/“’HTEdF(w;f) heRreR

donde F es una medida finita no negativa y simétrica en R? x R, llamada
medida espectral. Si ademéas dF(w; &) = f(w;€)dwd entonces, f(-;-) es llamada
densidad espectral y [ f(w;7)dwdr = C(0;0). Esto ocurre si C es integrable,
es decir, [ [|C(h;7)|dhdT < oo y asi la transformada de Fourier de C/(-) esté
dada por:

flw; €) = (2m)~(@+D / / =N W= (s 7Y dhdr

(Asi, C() es la transformada de Fourier inversa de f(-) ).
Cualquiera de las dos funciones f(-) y C(:) nos sirven para representar la de-

pendencia espacio-temporal del proceso.

La representacion espectral nos permite construir funciones de covarianza espacio-
temporales estacionaras vélidas.

Teorema 3.3.2 (Cressie and Huang (1999))

Suponga que C es una funciéon simétrica, continua, acotada e integrable de-

finida en R? x R. Entonces C' es una funcién de covarianza espacio-temporal

estacionaria si y sélo si:
a(w;T) = (27r)_d/e_ih,w0(h; 7)dh, TeR

es no negativa definida en 7 (c.s), para toda w € R
Ya que se tiene una familia definida para «(w;7), que cumplen ser no negativas

definidas en 7 y [ |a(w;T)|dw < oo, entonces dada 7 la transformada inversa
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de Fourier para a(-;7):

C(h; 7) = /eih/wa(w;T)dw heRYTeR

es una funcién de covarianza espacio-temporal. Generalmente, las familias cons-

truidas asi no son separables, lo cual sélo ocurria cuando a(w;7) = k(w)p(7).

3.4. Kriging espacio-temporal

Ya vimos anteriormente cémo se puede formular la prediccion espacial lineal
optima (kriging) en funcién de las dependencias estadisticas espaciales de los
procesos Z(s,w). Estos se cuantifican tipicamente a través de un variograma
espacial o una funcién de covarianza espacial. En el contexto espacio-temporal,
el variograma esta definido de la siguiente forma:

2v(s,x; t,r) =var(Y(s;t) — Y(x;r)), s,z e RY t.reR.

El objetivo de kriging es predecir Y (sp;to) en algin punto so (o bien bloque
By) y tiempo t a partir de datos incompletos y ruidosos. Cualquier predictor
lineal insesgado, Y*(so;t0), de Y (so;to), tiene la propiedad de que su error de
prediccion cuadratico medio, E (Y™*(so;t0) — Y (so; to))2 , se puede expresar en
términos del variograma. De tal forma que el semivariograma, se puede obtener

de la siguiente forma:

v(s,x; t,1) = %{C’(s,s; t,t) + C((z,z; r,r)} — C(s, ;5 t,r)

Anteriormente se proporcionaron modelos estacionarios validos (es decir, no
negativos-definidos) para C(s, z; t,7). Esencialmente, la estacionariedad es una
suposicion de conveniencia para la estimacién de pardmetros y, en ocasiones,
para la parte computacional; sin embargo, puede ser una suposicién demasiado
fuerte sobre grandes dominios espacio-temporales.
Desarrollaremos el kriging espacio-temporal basado en la especificaciéon descrip-
tiva general de la dependencia dada por la funcion de covarianza, C(s,z; t,r).
Lo hacemos para el caso de tiempo continuo, aunque es igualmente apropiado
para tiempo discreto.
Suponga que los datos son,

Z(Si; tij) = Y(S“ tij) + G(Si; tij), j = ]., ceey T‘z s 1= ]., ey My,

donde {e(s;;ti;)} es independiente de Y'(-;-) y representa el error de medicién

que, en adelante, se supone que es iid con media cero y varianza o2.
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Sea Z) = (Z(si;ti;): j=1,..,T;)"; i = 1,...,m. Entonces buscamos predecir

Z(so;to) basados en la informacion dada por Z@ Asi, el predictor sera:

Z*(s0;t0) = ZZ/\WZSMJ =Nz

=1 5=1

donde Z = (2, ., Z(m)’)' y A son optimizados de forma que minimicen el

error de prediccion cuadratico medio.

3.4.1. Kriging simple en el contexto espacio-temporal

El predictor lineal Y™*(sq;to), en el caso del Kriging simple (SK) toma la forma:

*(s0;5t0) ZZ)\UZ Sistij) +e=NZ+c¢

i=1 j=1

donde Z = (zW', ..., Z(m)’)/, ¢y X son optimizados de forma que minimicen el
error de prediccion cuadratico medio.
Asumiremos en SK que la media del proceso Y (-, -) es conocida,

wu(s;t) =E(Y (s;t)), se€Dg, teD.

Sea Cz = var(Z), co = cov(Y(so;to), Z) y Coo = var(Y(so;to)), ahora si

asumimos que Y (-,-) y el error €(-,-) son procesos gaussianos con matriz de
Se define Z =Y + ¢, entonces:

~ Gau ( ) (3.4.1.1)

donde = (M(Si;tij) cg=1,...,T;,1=1, ...,m)l yCyz =%y +X..

Asi, la distribucién condicional sera,

covarianza Yy y X respectivamente.

Y (s0,t0)
A

p(sosto) Coo ¢

I

Co CZ

Y (s0,t0)|Z ~ Gau (u(so; to) + chCoNZ — ), Copo — 0602100)

Recordemos que el predictor lineal buscado es de la forma Y*(sg;t0) = N Z + ¢,
tal que minimice el error E (Y (so;to) — N Z — ¢)?, asumiendo la distribucion
Gaussiana conjunta en (3.4.1.1), es facil ver que el predictor lineal 6ptimo seré

la media posterior al condicionar Y (sg,%0)|Z, entonces:

Y*(s05t0) = p(so;to) +cpCp (Z — ) (3.4.1.2)
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La varianza del kriging simple (SK) sera simplemente la varianza del proceso al

condicionar Y (sg,t0)|Z, dada por:
ng(807t0) =E (Y*(So;to) — Y(S();to))2 = 0070 — 0605100 (3413)

Incluso si no asumieramos la distribucién Gaussiana, podemos ver que los resul-
tados adecuados son una generalizacién a los obtenidos en el kriging espacial.
Es importante notar que se requiere el calculo de la inversa de una matriz
Cy = wvar(Z), que generalmente es complicado por la dimension de los da-
tos espacio-temporales, por lo cual es comun asumir estructuras de covarianza
separables en espacio-tiempo; sin embargo, los datos rara vez siguen este com-

portamiento, especialmente datos meteorologicos.

3.4.2. Kriging ordinario en el contexto espacio-temporal

Consideremos que el proceso Y (-,-), tiene media constante y conocida p. En-
tonces u = pl donde 1 es un vector T' — dimensional de unos.

Recordando las ecuaciones del kriging ordinario (OK) en el caso espacial, el
estimador generalizado de minimos cuadrados es fiys = (1C,'1)1'C;' Z, susti-
tuyendo para p(-;-) = p en (3.4.1.2), se obtiene el predictor lineal 6ptimo para
el kriging ordinario:

Y*(s0;t0) = figis + chCy (Z — figsl) =NZ

donde N = {cy +1(1—-1'C,'¢y)/(1C,*1)} O, . Claramente toma la forma del
predictor en el kriging ordinario espacial.

La varianza sera de la forma:

Uik(SO,to) = CO,O - 0605160 + (1 - 1/C§100)2/(1C§11)

3.4.3. Kriging universal en el contexto espacio-temporal
Consideremos el caso, (-, -) desconocida y de la forma:

,u(37 t) = Z ahfh(3> t)
h=1

)

donde {f(s,t), h = 1,...,p} son funciones conocidas y a; es un coeficiente

constante.
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De tal forma, las ecuaciones del kriging universal a resolver seran,

S Ny (i, 1) — (55,8))) + Yoy awfi(sint) = Ye (51, £3) — (50, t0))
Vi = 1, ceey (So,to)
Z?:(Sloth) )\ka?<slatl> = fk?(s(hto)a Vk = 17 Y Y

Y la varianza de la prediccion seré:
n(s0,t0)

p
k(S0 t0) = Z Aive ((sirt:) = (s0,t0)) + Y ok fi(si, ti)

k=1



Capitulo 4

ANALISIS

Como se menciono6 en la introduccién existe una asociaciéon entre la incidencia de
enfermedades cardio respiratorias con la contaminacién del aire. Esto es particu-
larmente notorio para la contaminacién con particulas suspendidas. Aunque en
la zona metropolitana de la Ciudad de México se han realizado diversos estudios
al respecto, muchos de ellos no han considerado la variacién espacial y temporal
de las concentraciones de PM10 y PM2.5. El objetivo de este estudio es cons-
truir un modelo espacio temporal que permita explicar las variaciones espacio
temporales de PM2.5 como un primer paso hacia la construccién de un modelo
predictivo que permita evaluar los niveles de exposicion a estos contaminantes
de la poblacién en la zona de estudio.

La informacion con que se cuenta y que serd utilizada en este trabajo proviene
de las estaciones de monitoreo que integran el Sistema de Monitoreo Atmosférico
de la Ciudad de México, el cual es operado por la Secretaria del Medio Ambiente
de la Ciudad de México. En esta red se reportan los datos diarios cada hora,
para cada una de las estaciones de monitoreo que conforman la red, desde el afio
2002 hasta la fecha. Cabe mencionar que no todas las estaciones han operado de
manera continua y se han agregado y quitado estaciones a lo largo del periodo
mencionado. La figura 4.1 muestra la localizacion geografica de las estaciones de

monitoreo y la tabla 4.1 presenta la lista de las estaciones junto con sus claves.
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| ESTACION |  DELEGACION | LUGAR \

ACO Acolman Estado de México
AJU Tlalpan CDMX
AJM Tlalpan CDMX

ATI Atizapan de Zaragoza | Estado de México
BJU Benito Juarez CDMX
CAM Azcapotzalco CDMX
CCA Coyoacan CDMX
TEC Gustavo A. Madero CDMX
CHO Chalco Estado de México
COR Xochimilco CDMX
COY Coyoacan CDMX
CUA Cuajimalpa de Morelos CDMX
CuT Tepotzotlan Estado de México
DIC Tlalpan CDMX

EAJ Tlalpan CDMX
EDL Cuajimalpa de Morelos CDMX

FAC Naucalpan de Juéarez Estado de México
GAM Gustavo A. Madero CDMX
HGM Cuauhtémoc CDMX

INN Ocoyoacac Estado de México
1ZT Iztacalco CDMX
LPR Tlalnepantla de Baz Estado de México
LAA Gustavo A. Madero CDMX
IBM Miguel Hidalgo CDMX
LOM Miguel Hidalgo CDMX

LLA Ecatepec de Morelos Estado de México
MER Venustiano Carranza CDMX
MGH Miguel Hidalgo CDMX
MPA Milpa Alta CDMX
MON Texcoco Estado de México
MCM Cuauhtémoc CDMX
NEZ Nezahualcoyotl Estado de México
PED Alvaro Obregon CDMX
SAG Ecatepec de Morelos Estado de México
SJA Gustavo A. Madero CDMX
SNT Magdalena Contreras CDMX

SFE Cuajimalpa de Morelos CDMX

SHA Miguel Hidalgo CDMX
TAH Xochimilco CDMX
TLA Tlalnepantla de Baz Estado de México
TLI Tultitlan Estado de México
UlzZ Iztapalapa CDMX
UAX Coyoacan CDMX

VIF Coacalco de Berriozébal | Estado de México

35
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4.1. Andalisis de los datos

El valor del contaminante PM2.5 se encuentra registrado en cada una de las esta-
ciones de monitoreo desde el ano 2002 hasta el 2017 con mediciones hechas cada
hora. El primer paso es hacer promedios semanales de la informacién contenida
en cada estacion de monitoreo con el fin de poder visualizar el comportamiento
espacio-temporal de manera més adecuada.

Se realizard un anélisis descriptivo de los datos de forma espacial, para asi com-
prender el comportamiento de la variable PM2.5. Después de esto procederemos
a ajustar un modelo espacial a los datos, con el fin de comprobar una estructura

separable en el espacio- tiempo.

Analisis espacial de los datos

Se tomaron distintos intervalos de tiempo (mes de marzo, junio, septiembre,
diciembre) y se realiz6 un anélisis descriptivo (espacial) de los valores del con-
taminante, con el fin de ver si existe alguna relacién en el tiempo cuando éste
se mantiene constante.

Las figuras 4.2 a 4.11 muestran la distribucién espacial de los valores de PM2.5
durante el mes de diciembre para los anos 2005 a 2015, asi como sus distribu-
ciones empiricas marginales y su distribucion con respecto a las coordenadas.
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Figura 4.2: PM2.5 en las estaciones de monitoreo de la CDMX (2005)
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Figura 4.11: PM2.5 en las estaciones de monitoreo de la CDMX (2015)

Analizando el comportamiento del contaminante PM2.5 con el paso de los anos,
podemos observar un cambio evidente en los valores que dicho contaminante
toma, dandonos visualmente una idea del cambio al paso de los afos y como ha
tomado valores cada vez mas extremos. Aunque podriamos pensar que un ano es
un intervalo muy grande de tiempo para una variable que es medida cada hora
y podria existir un comportamiento distinto a intervalos méas cortos de tiempo,
las graficas de las figuras son de utilidad para darnos una idea de la existencia
de posibles tendencias espaciales y temporales dentro de la regién de estudio.
No tenemos evidencia clara de una estructura no separable en las variables
espacio y tiempo, de modo que ajustaremos un modelo a una escala mas pequena
para asi poder concluir si se trata de un modelo separable o no separable.
En caso de ser separable, se modelara una estructura de dependencia en la
variable tiempo y otra por separado de la variable espacio, es decir, una funcién
de covarianza espacio-temporal separable de la forma

cov (Y(s:t),Y (z;7)) = CO(s,z) - CO (¢, 7)
para todo s,z € R%, ¢, € R, donde C'®) es una funcién de covarianza espacial
y C® una funcién de covarianza temporal.
Debido a esto nos concentramos en ver qué ocurre en una escala mas pequena
de tiempo, en este caso en un ano, es decir, qué tanto se ve afectado el valor
del contaminante al paso de los meses en un mismo ano. Se toman cuatro meses

representativos del ano, elegidos de forma que cada uno ocurra en una estaciéon
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distinta del ano, siguiendo este razonamiento tomamos el mes de marzo (pri-
mavera), junio (verano), septiembre (otono), diciembre (invierno) de un afio en
especifico, 2012-2013.

4.2. Ajuste del variograma espacial

El procedimiento siguiente se sigue para los cuatro meses mencionados antes,
profundizaremos en el mes de diciembre para ejemplificar el método usado para
ajustar el modelo de prediccion.

Para el mes de diciembre del ano 2012, su respectivo variograma es el siguiente:

Variograma mes de diciembre 2012

T T T T T
0.00 005 010 015 020

distancia
Figura 4.12: Variograma diciembre 2012

Se probaron varios modelos de variograma, para modelar el comportamiento del
contaminante.
Entre los modelos probados (con ayuda de la libreria eyefit en R) , se encuentran:

Modelo gaussiano con los siguientes parametros:

| PRUEBA | Modelo | Sill [ ¢ | 7 | Rango |
| 1) | Gaussian | 596.6 [ 0.3 | 73.05 | 0.5192 |
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Figura 4.13: Ajuste modelo variograma Gaussiano

Modelo Wave con los siguientes parametros:

| PRUEBA | Modelo | Sill | ¢ | 7 | Rango |
| 2) | Wave |380.62]0.1]85.23 | 1.4869 |
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Figura 4.14: Ajuste modelo variograma Wave

En el siguiente modelo, se buscé tratar de estimar mejor a distancias pequenas,
por eso nos enfocamos en ver el ajuste a los primeros puntos de la gréfica.

Modelo Wave con los siguientes parametros:

| PRUEBA | Modelo | Sill | ¢ | 7 | Rango |
| 3) | Wave |109.58 | 0.07 | 85.23 | 0.6272 |
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Figura 4.15: Ajuste modelo variograma Wave

4.3. Modelo de predicciéon (Kriging espacial)

La metodologia a utilizar para realizar la prediccién del valor del contaminate,
es una modificacion del Block Kriging para poligonos B(;—1,... 2432), que consi-
deraremos como las agebs de la Ciudad de México, con un total de 2432, de
modo que los bloques serén los siguientes:

Figura 4.16: Localizacién de los centros de las AGEBS de acuerdo a datos de la
INEGI

Se toma como observaciéon puntual, el centro que cada una de las agebs, las

cuales denotaremos por {s1, s2, ..., S, } para n = 2432.(Figura 4.16).
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Recordemos que el modelo kriging para el bloque |B| > 0 es de la forma:
v =Ty 0 (B)
oi(B) = A\yyw(B) — (B, B)

donde
’}/U(B) = (V(Ba 51)7 77(37 Sn)7 17 fl(B)7 eeey fp(B))/

~vu (B) E/B'y(u—si)du/\B\7 i=1,...,n

B) = /B fi(wdu/|B|, j=1,..,p

(BB = [ [ 5w = vduto/| B

Las ecuaciones del kriging varfan respecto al kriging universal por la resta de
~v(B, B) en la varianza, asi que por simplicidad de los métodos computacionales
se estimara el kriging universal haciendo esta correccién en la varianza.

Por el momento nos enfocaremos en predecir (y(B;, B;)), €l variograma del pro-
ceso sobre un bloque B;, cuya localizacién y geometria es conocido, de la si-
guiente forma:

Se simulan k puntos dentro cada ageb, digamos {r1, ....r;,} de modo que el vario-
grama por bloque, definido anteriormente como la doble integral, sera estimado
por:

k
¥(B;, B;) Z

j=1

’Y Slar]

x| =

El promedio del variograma (que se asumira estacionario) evaluado en las dis-
tancias de los puntos simulados a los centros de las agebs. Los puntos simulados

se observan en la Figura 4.17.
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Figura 4.17: Puntos simulados dentro de las AGEBS

Por ejemplo, para la primera ageb se tienen los siguientes datos simulados (coor-
denadas UTM):

| X Y

2780360 | 818108.7
2779756 | 817001.3
2779970 | 817835.8
2779522 | 816922.5
2779798 | 818209.6
2779752 | 817217.2
2779874 | 816820.7
2779940 | 818046.2
2779811 | 817073.6
2780458 | 817460.1

OO0 [N ||| W | N[

—
o

En la Figura 4.18 se observan los datos simulados y el punto rojo s; sera el

centro de la AGEB, con coordenadas X = 2780141, Y = 817399.7 a partir del
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cual calcularemos la distancia.

Figura 4.18: Puntos simulados dentro de la AGEB 1

Las distancias se muestran en la siguiente tabla.

k ‘ Distancias d(s1,7y) ‘
1 742.127
2 553.809
3
4

468.196
781.501

) 879.373
6 429.616
7 637.689
8
9

677.036
463.726
10 322.890

Se realiz6 el mismo procedimiento para cada una de las 2432 AGEBS. En la
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siguiente tabla se muestran las distancias h = {hy, ..., bt} calculadas desde los
puntos centrales s; a los puntos simulados {r1, ..., }, no se muestran todos los
bloques por simplicidad pues son 2432. En la Figura 4.18 se muestran grafica-
mente los puntos a partir de los cuales se calcularon las distancias, donde los

circulos representan los puntos centrales {s1, so, ..., s, } para n = 2432.

d(s1,7%) ‘ d(sa,Tk) ‘ d(ss, k) ‘ d(sq4,Tk) ‘ d(sq, 7)) ‘
742.127 74.711 750.471 | 147.513 | 284.997
553.809 | 260.452 | 957.466 | 102.438 | 115.090
468.196 | 156.952 | 1221.019 | 341.928 | 121.848
781.501 | 451.931 | 2213.170 | 339.886 83.138
879.373 | 394.096 | 713.792 | 131.892 80.728
429.616 | 245.956 | 1177.603 | 117.817 | 165.622
637.689 | 153.582 | 528.420 | 255.290 | 112.825
677.036 | 182.556 | 633.985 | 147.990 | 138.665
463.726 | 316.143 | 445.144 39.616 188.548
322.890 | 190.301 | 1187.265 | 144.692 52.825

Nl iNe N BEN i > BN 0 SN NGURN B ORI | =]

—
o




CAPITULO 4. ANALISIS 49

Figura 4.19: Puntos para calcular las distancias a los puntos centrales de las
AGEBS

Como se menciono el la secciéon 4.1, se probaron varios modelos de variograma
para el mes de diciembre del ano 2012, el primer modelo es un covariograma

gausslano,

C(h) = 2p(h)

donde
p(h) = exp(—(h/$)?)

con parametros o2 = 596.6 y ¢ = 0.3.

Se calculo el valor del variograma en las distancias h = {hq, ..., hy}, para cada
una de las 2432 agebs y después se estimé el valor del variograma por bloque
mediante el promedio, es decir, 7(B;, B;) = Zle +Y(si,75)-

Los resultados para las primeras 10 AGEBS se muestran en la siguiente tabla:
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| AGEB; | 7(B:,B;) |
1 462.67
462.62
462.65
462.65
462.68
462.61
462.63
462.64
162.67
462.68

O |0 (N[O | Ot =W N

—_
o

El segundo modelo propuesto es un variograma suave (Wave), el cual recordemos

es de la forma:
Co () n>0

v(h) =
Co + C, h=0

donde Cs es la meseta. O bien su covariograma dado de la siguiente forma:

C(h) = 2p(h)

o) = (7)==

con parametros o2 = 389.62 y rango = 0.1.

donde

Se calcula el valor del variograma en las distancias h = {h1, ..., hx}, para cada
una de las 2432 agebs y después se estima el valor del variograma por bloque
mediante el promedio, es decir, ¥(B;, B;) = Z?Zl +(si, 7).

Los resultados para las primeras 10 AGEBS se muestran en la siguiente tabla:
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| AGEB; | 7(B:,B;) |
1 474.8520
474.8295
474.8495
474.8409
474.8833
474.9276
474.8583
474.8406
474.8583
474.8351

O |0 (N[O | Ot =W N

—_
o

El tercer modelo probado es también un covariograma suave (Wave), pero con
parametros o2 = 109.58, rango = 0.07.

Se calcula el valor del variograma en las distancias h = {h1, ..., hx}, para cada
una de las 2432 agebs y después se estima el valor del variograma por bloque
mediante el promedio, es decir, ¥(B;, B;) = Zle £ (si,75).

Los resultados para las primeras 10 AGEBS se muestran en la siguiente tabla:

| AGEB: | 3(B,, B,) |
1 194.8112
194.8061
194.8092
194.8160
194.8227
194.8198
194.7948
194.8053
194.8106
194.8138

O |0 |O| x| W N

[
o

Utilizando validacién cruzada sobre los distintos valores del covariograma, se
ajustaré el covariograma suave (Wave) con parametros
% =109.58, rango = 0.07.

Para el modelo Block Kriging que se busca ajustar, ya tenemos la constante
(B;, B;) por cada bloque (AGEB) en la forma de la varianza
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02(B) = Ay (B) — (B, B), basta calcular el valor de los coeficientes A\yy en el
modelo.

Para calcular los valores de Ay ajustaremos un kriging universal, (rutina en
R) pues recordemos que el Block Kriging es una generalizacion de este modelo
cuando B # {Sp}, pero solo se realiza un ajuste en la varianza, quitando la
constante obtenida anteriormente.
Asi, los pesos optimos seran de la forma:
Ao =T

donde

AU = A1y ey Ay Moy oy my)

!

YW = (v(so = 51), -, 7(s0 = sn), 1, f1(50), -, fp(s0))
y 'y es una matriz simétrica de (n +p+ 1) X (n 4+ p + 1) de la forma:
v(si—s5) i=1l.,nj=1,...,n
ficizn(ss) i=1,..,nj=n+1,..,n+p+1
0 t=n+1,...,n+p+1
j=n41,.ntp+l
con fo(s) = 1.

Los coeficientes de A estan dados por:
N={y+X(XT'X) Yz - XT 'y} 1!

m=—(zx—XT ') (XT™ )"

donde
v= (7(80 - 31)7 "'77(50 - Sn))l

y I'nxn una matriz con elemento y(s; — s;) en la entrada (4, j).



Capitulo 5

RESULTADOS

5.1. Predicciones (Kriging espacial)

Las predicciones realizadas por el modelo anterior son las siguientes:

Se toman algunos meses significativos del afio, para contemplar el comporta-
miento del contaminante, ademés se agrega el intervalo de confianza al 90 %
para cada una de las predicciones realizadas, para asi ver el peor escenario po-
sible.

Para el mes de diciembre del 2012:

Limite inferior al Limite superior al
90% de confianza

90% de confianza Prediccion PM2.5

Figura 5.1: Predicciones de PM2.5 para el mes de diciembre del 2012
Se observa una mayor concentracion de PM2.5 al norte de la ciudad en el mes

de diciembre y va disminuyendo conforme se va al sur. Recordemos que al norte

(Estado de México) se encuentra la zona industrial, lo cual tiene sentido pues

93
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generalmente desprenden grandes cantidades de este contaminante.

Siguiendo el procedimiento anterior pero para el mes de marzo del 2013:

Limite inferior al . Limite superior al
90% de confianza Prediccion PM2.5 80% de confianza

45

40

35

30

25

20

Figura 5.2: Predicciones de PM2.5 para el mes de marzo del 2013

Notamos un comportamiento parecido al mes de diciembre, es decir, se observa
una estructura donde es mas contaminada la zona norte y va disminuyendo
hacia el sur. Hay presencia de valores extremos, o muy altos del contaminante

(zona de color rosa).

Para el mes de junio del 2013:

Limite inferior al N Limite superior al
90% de confianza Prediccion PM2.6 90% de confianza

45

40

35

30

25

20

Figura 5.3: Predicciones de PM2.5 para el mes de junio del 2013
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En el mes de junio, observamos un comportamiento completamente distinto pues
no encontramos valores extremos del contaminante, en general se encuentra por
debajo de los 25, parece una estructura uniforme. Podriamos pensar que el
contaminante estid disperso pues recordemos que junio es época de lluvias y

vientos, lo cual nos da un sentido a los resultados.

Para el mes de septiembre del 2013:

Limite inferior al — Limite superior al
90% de confianza Prediccién PM2.5 90% de confianza

Figura 5.4: Predicciones de PM2.5 para el mes de septiembre del 2013

Para el mes de septiembre notamos de nuevo la presencia de valores extremos
del contaminante (colores rosas), afectando a la zona noreste de la Ciudad de

Y

México y bajando los niveles conforme vamos al noroeste.

Podemos observar claramente un cambio en los valores del contaminante a lo
largo del ano, de modo que no tenemos una estructura separable en el espacio y el
tiempo. No serd lo mismo el comportamiento del contaminante PM2.5 en el mes
de diciembre que en el mes de junio, donde hay otros componentes involucrados
como la lluvia, el viento, la temperatura. Sera necesario ajustar un covariograma
espacio-temporal que logre capturar la dependencia en el espacio y en el tiempo
de esta variable (PM2.5), buscaremos capturar los demés efectos aleatorios en
un modelo mas general. Un modelo de prediccién espacio temporal.

Los intervalos al 90 % de confianza se calcularon usando la disigualdad de

Chebyshev, de la siguiente forma:

A= (Z(Bi) —3.160(B;), Z(B;) + 3.160(Bi))
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donde,

o(Bi) = Xy (Bi) = 4(B:, By)

56
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5.2. Analisis de datos espacio-temporal

Para el ajuste espacio- temporal, consideraremos los mismos anos que cuando
se ajusta el modelo espacial (2012-2013) para asi poder hacer una comparacion
entre ambos ajustes.

Recordemos que anteriormente se analizaban meses especificos, tomando en
cuenta el promedio mensual como indicador del valor tomado por el conta-
minante en ese mes; ahora se toma la informacién diaria del valor tomado por
el contaminante desde el 01/enero/2012 hasta el 31/dic/2013.

Al tener informacion diaria, la volatilidad de los datos aumenta considerable-
mente, por lo cual hubo la necesidad de usar una transformacién que lograra el
analisis correcto de los datos. Se utiliza el logaritmo de los valores observados,
pues de otro modo la volatilidad no permitia el ajuste de ningin modelo, lo cual
es razonable pues en datos de esta naturaleza tendremos variables que afecten
a los valores del contaminante, por ejemplo: el viento, la temperatura, incluso
fenémenos mas grandes que a pesar de no afectar directamente, se puede obser-
var un efecto en las particulas suspendidas, pues recordemos son aquellas con

un didmetro muy pequeno.

En la figura 5.5 podemos observar cémo se ve el variograma del afio 2012 si
no hacemos la transformacion logaritmica, donde claramente podemos observar

que hay una variabilidad muy grande en intervalos de tiempo muy pequenos.

Variograma empirico para el afio 2012

1 lag2 =
250 B lagd =
| lagd =
200 - lagsh =
lagg =
. lag7 ©
£ 150 vo [ |Zga o
5 | lagd ©
@ qpp / ! - lag10
/Mﬂ\.% lag11
50 A L lag12
\\% lag14
T T T I |ag‘]5
2000 4000 6000 8000
distancia

Figura 5.5: Variograma empirico de PM2.5 para el ano 2012
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A continuacion, con el fin de ver la diferencia en las escalas al aplicar la trans-
formacién, se muestran los datos del afio 2012, en su escala original y la trans-
formacién logaritmica de los datos para el ano 2013, tomando algunos meses

especificos:

2012-01-01 2012-03-01 2012-05-01
™

u
2012-07-01

Figura 5.6: Valores de PM2.5 en escala original para el ano 2012

Datos en escala logaritmica para el 2013
2013-01-01 2013-03-02 2013-05-02

r45

40

2013-10-31

25

20

Figura 5.7: Valores de PM2.5 en escala logaritmica para el ano 2013
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5.3. Ajuste variograma espacio-temporal

99

Los variogramas empiricos para los anos 2012 y 2013 son los siguientes,
ajustando un variograma por ano.

Ano 2012

gamma

Figura 5.8:

Variograma empirico para el afio 2012

lag1
lag2
lag3
lag4
lags
L lag6

lag7

lagd
L lag9

L e I s I

L 7

T T T T
2000 4000 6000 8000

distancia

Variograma de PM2.5 en escala logaritmica para el ano 2012
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Variograma empirico para el afio 2012

0.24
~‘ .
distancia

Figura 5.9: Variograma de PM2.5 en escala logaritmica para el ano 2012

0.20

Se prueban distintos modelos de variogramas espacio-temporales.
Una vez elegido el modelo espacio-temporal (separable, suma producto, métrico,
etc), se realizaron combinaciones de los siguientes variogramas tanto en espacio
y tiempo:

@®Modelo exponencial

@®Modelo esférico

@Modelo cuadratico

@®Modelo matérn

La combinacion que mejor modelaba la estructura de covarianza fue cuando se
eligi6 el modelo matérn tanto para la parte espacial como para la parte temporal,

claro con los parametros distintos para cada modelo espacio-temporal.

Modelo Separable

Se asume que el componente espacio y tiempo son separables, el modelo asumido

es de la forma:

Ciep(h,u) = Cs(h)Ci(u)
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Este modelo es relativamente parsimonioso y fécil de interpretar, sin embargo
existen muchos fenomenos fisicos que no satisfacen la separabilidad. Muchos
procesos ambientales, por ejemplo, no satisfacen el supuesto de la separabilidad,
cémo lo mencionamos anteriormente al ajuste un modelo puramente espacial.
Esto significa que este modelo debe usarse con cuidado.

Veamos como ajusta a nuestros datos:

2000 4000 6000 8000
1 | | | 1 |

| |
muestral separable

lag1
lag2
lag3
- lag4

lags

lag6
r lag7
lagd
lag9

LI = ]

gamma

2000 4000 6000 8000

distancia

Figura 5.10: Ajuste de variograma separable para el afio 2012

Claramente se observa una estructura muy distinta, entre las observaciones y
como ajusta el modelo de variograma separable. Al calcular el MSE (mean
squared error) nos da préacticamente el valor del pardmetro sill. Lo cual quiere

decir que practicamente estd ajustando al valor inicial dado como parametro.

Modelo Suma producto

El modelo asumido es de la forma:

Cip(h,u) = kCs(R)Cy(u) + Cs(h) 4+ Cy(uw)

donde k£ > 0 es una constante tal que cumple la condicién de covarianza positiva-
definida.
Veamos cémo ajusta a nuestros datos:
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2000 4000 6000 8000
1 | I | | |

1
muestral Suma

|
producto

lag1
lag2
lag3
- lag4
lags
lag6

L e ]

gamma

lag8
lag9

2000 4000 6000 8000
distancia

Figura 5.11: Ajuste de variograma suma producto para el afio 2012

Modelo métrico

El modelo asumido es de la forma:

Con(hyu) = C; (mﬁ)

Sigue la idea natural de extender el espacio geogréfico bidimensional en un es-
pacio espacio-temporal tridimensional. Para lograr un espacio isotrépico, el do-
minio temporal tiene que cambiarse de escala para que coincida con el espacial
(correccion de anisotropia espacio-temporal k). Todas las distancias espacia-
les, temporales y espacio-temporales son tratadas igualmente resultando en un
modelo de covarianza conjunta.

La idea es la misma que en el caso espacial, agrupamiento de ubicaciones segin
su distancia de separacion. En el caso espacio-temporal, las distancias son pares
de distancia espacial y temporal que dan una superficie de variograma, no una
sola linea.

Veamos como ajusta a nuestros datos:
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2000 4000 6000 8000
1 | | | 1 I | |

muestral Métrico

lag1
lag2
lag3
lag4
lags
lag6
lag7
lag8
lag9

L e ]

gamma

2000 4000 6000 8000
distancia

Figura 5.12: Ajuste de variograma métrico para el afio 2012

Modelo suma métrico

El modelo asumido es de la forma:

Com (o) = Cy(h) + Ch(u) + C; ( 21 (nu)2)

Originalmente, este modelo permite efectos de nugget, espaciales, temporales y
conjuntos, una versién simplificada puede permitir solo un nugget conjunto.

Veamos coémo ajusta a nuestros datos, con el modelo original:
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gamma

2000 4000 6000 8000
1 | | |

1 | |
muestral

Suma métrica

2000 4000 6000 8000

distancia

lag1
lag2
lag3
lag4
lags
lag6
lag7
lag8
lag9

L e ]

Figura 5.13: Ajuste de variograma suma métrica para el afio 2012

64

Veamos como ajusta a nuestros datos, cuando sélo permitimos un nugget con-

junto:

gamma

2000 4000 6000 8OO0
1 I I I

muestral

Suma métrica simple

2000 4000 6000 8000

distancia

lag1
lag2
lag3
lag4
lag5
lagb
lag7
lagd
lag9

LI =

Figura 5.14: Ajuste de variograma suma métrica para el afio 2012
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Comparacion de los modelos de variogramas ajustados

gamma

0

3000 8000

5000

muestral

|
separable

suma producto

fﬂﬁéﬁ‘r el

=

métrico

s.m. simple

suma métrica

Ve

0

3000 8000 5000

Figura 5.15: Variogramas ajustados para el ano 2012

distancia

I I I
3000 8000 9000

lag
lag2
lag3
lag4
lags
lagt
lag?
lag8
lag9

LI = T s R+

65
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Ano 2013

Variograma empirico para el afio 2013

lag1
lag2
lag3
lag4
- lag5
lagb
lag7
lagd
lag9

L e I s I I

gamma

T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000

distancia

Figura 5.16: Variograma de PM2.5 en escala logaritmica para el ano 2013

Variograma empirico para el afio 2013

- 0.30
- 0.25
02 - 0.20
0.26 ’
Dammas)
016 0.15
0.0 j
1DDDD 0.10
23000
i 4 6000
tiempo lag 4000  distancia 0.05
2000
0.00

Figura 5.17: Variograma de PM2.5 en escala logaritmica para el ano 2013

Se probaron distintos modelos de variogramas espacio-temporales.
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Modelo Separable

Cisep(h,u) = Cs(h)Ci(u)

Veamos cémo ajusta a nuestros datos:

20004000 60008000

muestral

separable

gamma

T
200040

T T T
00 6000 8000

distancia

lag1
lag2
lag3
lag4
lags
lag6
lag7
lag8
lag9

L e ]

Figura 5.18: Ajuste de variograma separable para el afio 2013

Se tiene un ajuste distinto a las observaciones.

Modelo Suma producto

Cup(hyu) = kCs(h)Ci(u) + Cy(h) + C(w)

67

donde k£ > 0 es una constante tal que cumple la condicién de covarianza positiva-

definida.

Veamos cémo ajusta a nuestros datos:
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20004000 60008000
1 | 1 | 1

muestral

Suma producto

gamma

200040

Figura 5.19: Ajuste de variograma suma producto para el afio 2013

Modelo métrico

Veamos cémo ajusta a nuestros datos:

T T T
00 6000 8000

distancia

C(h,u) =Cj ( h2 + (nu)2>

20004000 60008000
1 I 1 I 1

muestral

MEétrico

gamma

lag1
lag2
lag3
lag4
lags
lag6
lag7
lag8
lag9

lag1
lag2
lag3
lag4
lag5
lag6
lag7
lagd
lag9

L e ]

LR = I I« =

20004000 6000 8000 ]
distancia

Figura 5.20: Ajuste de variograma métrico para el afio 2013
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Modelo suma métrico

Com(hyu) = Co(h) + Colu) + G (VA2 + (u)?)
Veamos cémo ajusta a nuestros datos, con el modelo original:

20004000 60008000
| | 1 | 1 | 1

1 | |
muestral - Suma métrica

L lag1
lag2
lag3
lag4
lags
lag6
lag7
I~ lag8

lag9

L e ]

gamma

T T T T
20004000 6000 8000

distancia

Figura 5.21: Ajuste de variograma suma métrica para el afio 2013

Veamos como ajusta a nuestros datos, cuando sélo permitimos un nugget con-

junto:
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Comparacion de los modelos de variogramas ajustados

gamma

20004000 60008000

muestral

Suma métrica simple

gamma

T T T
20004000 6000 8000

distancia

lag1
lag2
lag3
lag4
lags
lag6
lag7
lag8
lag9

L e ]

Figura 5.22: Ajuste de variograma suma métrica para el afio 2013
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Figura 5.23: Variogramas ajustados para el ano 2013
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Para ambos anos, el modelo que mejor ajusta a los datos es el variograma métrico
de la forma Cy,(h,u) = C; (\/m)2>, con Cj(r,6) un modelo matérn de
la forma:

Cj(r;0) = o I(|lrl| = 0) + o3 {277 T(02)}~{Ir[| /613 % Ko, (II7]] /61)

0 = (03,0%,01,02)', donde 62 >0, 02 >0, 6; >0, 02 > 0y Ky, es una funcién
de Bessel modificada del segundo tipo de orden 6.
Con los siguientes parametros para el ano 2012:

’ Umbral (Sill) ‘ Pepita (nugget) ‘ Rango ‘ Anis ‘
| 363 \ 0.289 | 150 [ 1085 |

Con los siguientes parametros para el ano 2013:

’ Umbral (Sill) ‘ Pepita (nugget) ‘ Rango ‘ Anis ‘
| 290 \ 0338 | 150 [ 1080 |

Los variogramas fueron ajustados a la transformacién logaritmica, por eso los

valores tan pequenos de umbral y pepita.

5.4. Predicciones espacio-temporales de PM2.5

El modelo usado es el Block kriging, espacio temporal, de la forma:

ST N e (Bisti) = (s5,45)) + Sy anfr(Bisti) = 3e ((Biy ti) — (Bo, o))
V’L = ]. (S(],to)
Z?:(?O’to) Xifr(Bi, ti) = fk(BO7tO)7 Vk=1,..,p

Y la varianza de la prediccién es corregida nuevamente de la siguiente forma:

n(Bg ,to

p
x(Bo, to) = Z Aife ((Bisti) = (Bo, to)) + Y aw fu(Bisti) = 4(By, Bis t;)
k=1

Tendremos que calcular la varianza por bloque espacio temporal, definida como:

’y(B,B,t)E/B/B/’y(u—v?t)dudvdtﬂB\Q

Para poder predecir (y(B;, B;,t;)), el variograma del proceso sobre un bloque

B;, cuya localizacién y geometria es conocido, se hace lo siguiente:
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Se simulan k puntos dentro cada ageb, digamos {r1,...,7%} de modo que el
variograma por bloque, definido como la triple integral, serd estimado por:
k

~(Bi, Bi, t;) = ; %W(Si, i i)
Es decir, tomamos la fecha a la cual se busca realizar la prediccion, digamos ¢; y
calculamos el promedio de los variogramas ~y(s;,7;; t;), donde r; son los puntos
simulados y s; es el centro de la ageb j. Donde usamos el modelo de variograma
espacio temporal ajustado en la secciéon anterior.
Recordemos que las distancias de los puntos simulados al centro de las agebs ya
habia sido calculada en la parte del modelo espacial; asi, basta tomar una coor-
denada méas que seré el tiempo a predecir para calcular el variograma promedio
y asi estimar la varianza por bloque.
Ahora los bloques son de la forma (B;,t;), pues se realizan predicciones diarias
asi que se toma un solo tiempo, notemos que podriamos tener un bloque de la
forma (B, (t1,t2,...t7)) en caso que de querer una prediccion semanal (7 dias)
en un area especifica B;, o bien (B;, (t1, t2,...t;)) una prediccién que abarque k
dias.
Se muestran las predicciones realizadas por el modelo block kriging espacio

temporal, tomando algunos dias significativos del afio:
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PM2.5 en el mes de Marzo

2013-03-19

2013-03-20

2013-03-21

Figura 5.24: Predicciones de PM2.5

En el mes de marzo el contaminante toma valores desde 30ug/m? hasta 50ug/m3,
lo cual de acuerdo a la OMS ya es un valor critico del contaminante. Podemos
observar cémo el valor del contaminante fluctud mucho, incluso de un dia a
otro, aunque parece siempre tener una estructura parecida, es decir, se obser-
va la concentracién de valores altos del contaminante en areas especificas de la
CDMX y conforme nos alejamos de ese punto critico el valor del contaminante
va disminuyendo, esto tiene sentido pues el viento juega un papel fundamental

en la concentracion y propagaciéon del contaminante.
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PM2.5 en el mes de Mayo

2013-05-28

r28.0

275

270

265

26.0

255

Figura 5.25: Predicciones de PM2.5

En el mes de mayo el comportamiento es completamente distinto, ahora la
estructura de concentracion es sobre los valores més pequenos que toma el con-
taminante, es decir, alrededor de 25-26 ug/m? y las partes mas contaminadas
con valores 2811g/m? son aquellas que estan en el sur y casi en la frontera de la
CDMX, recordemos que esta fecha es proxima a la Semana Santa y podria ser
un punto de influencia en cuanto al comportamiento del transito en la ciudad.
Es importante notar que los valores més altos que tomo el contaminante en este

mes no son valores criticos y estan dentro de los estandares permitidos.
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PMZ2.5 en el mes de Noviembre

2013-11-12 2013-11-13
& ; - 295

r29.0

2858

280

275

Figura 5.26: Predicciones de PM2.5

Para el mes de noviembre, se observa que el cambio dia a dia es desde los valores
27ug/m? a 29ug/m?, en la grafica pareciera que existe un cambio dréstico de
un dia a otro pero pensemos en que la escala es muy pequena y realmente lo
que se observa es un cambio de valores altos a bajos, pero realmente quedando
constante en un intervalo de 27 a 29ug/m3.

Notemos que las graficas se muestran con escalas distintas, esto debido a que
existen meses donde la variacién es muy poca y otros en los cuales la variaciéon
es demasiada, esto nos prohibe observar a detalle el comportamiento mensual
en el caso de graficar con la misma escala.(Figura 5.27).
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Figura 5.27: Predicciones de PM2.5

Intervalos de confianza de la predicciéon

Los intervalos al 90 % de confianza se calculan usando la disigualdad de Chebys-

hev, de la siguiente forma:
A= (Z(Bo, t()) — 3.1603k(30, 150)7 2(307 t()) + 3.1603k(30, to))

donde la varianza es tal que,

n(Bo;to) P
o2x(Bo, to) = Z Ai¥e ((Bisti) — (Bo, to)) + Zakfk(Biati) —4(Bi, Bi, ;)
i=1 k=1

A continuacion se muestran los intervalos de confianza de las predicciones rea-

lizadas por el modelo, al 90 % de confianza.
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Limite inferior al 90% de confianza de PM2.5 en Marzo
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Figura 5.28: Intervalos de confianza PM2.5

Limite inferior al 90% de confianza de PM2.5 en Mayo
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Figura 5.29: Intervalos de confianza PM2.5
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Limite inferior al 90% de confianza de PM2.5 en Noviembre
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Figura 5.30: Intervalos de confianza PM2.5

Limite superior al 90% de confianza de PM2.5 en Marzo
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Figura 5.31: Intervalos de confianza PM2.5
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Limite superior al 90% de confianza de PM2.5 en Mayo
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Figura 5.32: Intervalos de confianza PM2.5

Limite superior al 90% de confianza de PM2.5 en Noviembre
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Figura 5.33: Intervalos de confianza PM2.5
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CONCLUSIONES

La manipulacién y el analisis de los datos espacio-temporales a menudo se com-
plica por el tamafio y la complejidad de estos datos. Ademas, los datos pueden
venir en muchas formas diferentes, pueden ser ricos en tiempo, ricos en espacio, y
ademaés vienen como conjuntos de puntos de espacio-tiempo o como trayectorias.
Sobre la base de la infraestructura existente para datos espaciales y temporales,
hemos implementado con éxito un conjunto de modelos para la predicciéon del
contaminante PM2.5 en la CDMX, aunque nos encontramos con distintos retos
pues la estructura de la base de datos era muy inestable al tener datos faltantes

y estaciones de monitoreo cerradas por temporadas.

Las clases y métodos presentados en este documento son un primer intento de
cubrir la necesidad del monitoreo constante de los contaminantes, pues como
sabemos son parte importante de la salud y otros fenémenos naturales.
Nuestro estudio sobre un conjunto de datos reales de gran dimensiéon ha demos-
trado que el paso del analisis de datos puramente espacial a espacial-temporal
es altamente no trivial, la exploraciéon visual de datos se vuelve intrincada y
la dependencia a lo largo del tiempo puede ser asimétrica y ocurrir mediante
varios tipos (funcién de covarianza separable o no separable, modelo dindmico,
.ee, €tC).

El enorme tamano de los conjuntos de datos requiere algoritmos implementados
eficientemente para almacenar, manipular y explorar datos. Los modelos deben
ser capaces de capturar las caracteristicas especificas de los datos dependien-
tes del tiempo a través de estructuras adecuadas de covarianza espacio-tiempo,
mientras permanecen susceptibles de una estimaciéon y prediccion eficiente y re-

lativamente répida a través de kriging. Las funciones de covarianza estan ligadas
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a la condicién de ser no negativa, de modo que la construccién de los modelos
admisibles y las funciones de distancia en el plano o en la esfera para datos
globales o de gran superficie es complicada.

En el trabajo anterior realizamos el andlisis de una sola variable PM2.5, median-
te un modelo que ofrece funcionalidad para el analisis y la prediccién de datos
espacio-temporales, pero seria interesante el desarrollo de un modelo multiva-
riantes espacio-temporal, para asi analizar simultdneamente otros contaminantes
como PM10, O3, entre otros. Es claro que hay una interacciéon interesante entre

los contaminantes y podrian incluso estarse afectando unos a otros.
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