UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

=

R WL AUTONON 7 7
P » By,
ﬁ%‘.

FAcuLTAD DE CIENCIAS

APROXIMACIONES A LA

LOCOMOCION DE LAS
MEDUSAS

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

FISICO

PRESENTA:

Diego Brayan Hernandez Juarez

DIRECTOR DE TESIS:
Dr. Gerardo Ruiz Chavarria

Ciudad Universitaria. CDMX 2018




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1. Datos del alumno

Herndndez

Juérez

Diego Brayan

5564948990

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Fisica

309106524

2. Datos del tutor
Dr.

Gerardo

Ruiz

Chavarria

3. Datos del sinodal 1
Dr.

Julio Javier
Martinell

Benito

4. Datos del sinodal 2
Dr.

Gerardo Jorge
Vazquez

Fonseca

5. Datos del sinodal 3
M. en C.

Sergio

Hernandez

Zapata

6. Datos del sinodal 4
Dr.

Pablo Luis

Rendén

Garrido

7. Datos del trabajo escrito

Aproximaciones a la locomocion de las medusas
80 paginas

2018



Nunca vas a ser el mejor.

Créeme siempre habrd alguien delante que lo hard mucho mejor que ti.

Vayas a donde vayas, hagas lo que hagas, habrd obstaculos enormes, inamouvibles, que no
te dejardan avanzar.

Todas tus victorias no seran mdas que gotas en un mar de fracasos.

Y llegarda un momento en que busques las sombras, porque pensards que lo unico que
puedes ofrecerle al mundo es tu silencio.

Pero eso no te detendrad

Porque sdlo tienes que ser lo suficientemente bueno para vencer tus miedos.

Los obstdaculos solo te hardn volar mas alto.

Y el fracaso serd siempre el mejor maestro.

En el silencio la luz se rebela a la oscuridad.
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Resumen

En este trabajo se presentan distintos modelos para describir la locomocién de las
medusas, las cuales se mueven por propulsién a chorro. Los modelos parten de un andlisis
de las fuerzas que actian sobre el nado de las medusas. Estas fuerzas son el empuje, el
arrastre, la fuerza para vencer la inercia del animal y la fuerza de masa anadida. Estas
fuerzas se modelan y con ellas se obtiene una ecuacion diferencial para la velocidad, usan-
do la segunda ley de Newton. Esta ecuaciéon diferencial se resuelve usando el metédo de
Runge-Kutta de cuarto orden. Ademas se calcula la energia gastada por la medusa y su
indice de escape.

En una primera aproximacion el empuje se modela de forma analoga a un empuje por
chorro estacionario. En una siguiente aproximacion se incorpora vorticidad, ya que el ser
expulsado el chorro genera un vértice anular. Un primer modelo se propone suponiendo el
empuje dado por un solo vértice, luego se corrige el modelo para introducir la interaccion
entre vortices, con uno y una infinidad de vortices anteriores.

Se realiza un experimento también, con el fin de evaluar que tan cercanas a la realidad
son las hipotesis propuestas por los modelos. El experimento consistio en medir algunos
propiedades de un vértice anular de aire,como su velocidad y radio. A partir de estos
se calcularon otras propiedades del vértice, en particular la circulacion. Para generar el
vortice anular se usé una cavidad con un orificio conectada a una bocina. Se utiliz6 la
técnica de anenometria de hilo caliente para determinar la componente de la velocidad
en direccion del movimiento del vértice, y mediante la ecuacion de continuidad se pudo
encontrar la componente radial. Con estos datos se encontrd el campo de velocidades
del anillo de vorticidad, su didmetro y el diametro de su nicleo, y con ello se estimé la
circulacién.

IX



Introduccion

Moverse es una de las cosas que los animales hacen, lo que da origen al estudio de la
biomécanica, interseccion entre la Fisica y la Biologia que pretende describir los procesos
de locomocién y deméas movimientos de los seres vivos. La biomécanica por lo general se
centra en los seres humanos o animales superiores, ignorando muchas veces a seres vivos
como los invertebrados o las bacterias. Esto hace perder un campo vasto y de bastante
interés, que podria resultar de utilidad en el desarrollo de tecnologia.

El biomimetismo es un enfoque de la tecnologia en la que se desarrollan dispositivos que
imiten las propiedades naturales de los seres vivos. Aunque el biomimetismo es ya conoci-
do desde hace siglos, s6lo basta recordar los disenos de alas de Leonardo Da Vinci basados
en las alas de los pajaros, hace apenas unas cuantas décadas cobré un auge impresionante.

En una parte del biomimetismo actual se copian los procesos de los seres, en aparien-
cia menos complejos, como insectos o ardcnidos. Los procesos de estos han demostrado
ser muchas veces mas eficientes que sus analogos en animales considerados como superio-
res. Un ejemplo de esto es la imitacién de insectos voladores en el desarrollo de modernos
drones para su uso en operaciones de rescate y espionaje. Es de esto que resulta intere-
sante, y con un potencial enorme de desarrollo el hacer modelos biomecéanicos de seres
vivos menos complejos, como los invertebrados. Uno de estos seres es la medusas.

La locomocién de las medusas resalta por su aperente simplicidad y belleza, la cual fue
de hecho una de las primeras formas de movimiento animal en el mundo. La antigiiedad
de esta forma de locomocion da un indicio de su valor practico, y eficiencia lo cual la
llevaria a ser de interés para la bioimitacion, y por lo tanto resulta indispensable contar
con modelos que nos permitan conocer como se lleva a cabo. De esto surge la motivacion
de este trabajo.

Los objetivos generales de este trabajo son entonces poder desarrollar modelos que sean
de utilidad en la descripcion del movimiento de las medusas, y también que permitan
conocer su eficiencia energética. Para ello se hard una aproximacién desde la mecanica de
fluidos, esto por el hecho de que las medusas tienen como habitat los mares, por lo que se
hara hincapié en todos los fenémenos relacionados con los fluidos. Por lo que este trabajo
inicia con una recapitulacién de los principios basicos de la mecéanica de fluidos. Tales
modelos fueron obtenidos en su mayoria, en la literatura, aunque basandonos en estas, se
proponen algunos modelos nuevos.

Hay que reconocer también que en muchas ocasiones, el describir fielmente los fenémenos
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relacionados a la locomocion es bastante complicado, por lo que es necesario hacer su-
posiciones que permitan continuar adelante el desarrollo del modelo, esperando que estas
aproximaciones no alejen de los comportamientos reales. También se debe entender que
debido a estas suposiciones los resultados de los modelos no predeciran con total exactitud
al fenomeno estudiado. Lo que si puede esperarse es que los modelos den los comporta-
mientos muy aproximados, aunque no los valores exactos, de la locomocion de las medusas.

Por ultimo hay que decir que aunque lo ideal seria comparar los modelos con el fenémeno
real, es decir con el movimiento de una medusa esto no se hace debido a que no se contaba
con el equipo necesario para trabajar con seres vivos. Es por ello que se han medido de
forma experimental las propiedades de vértices anulares, ya que, para este trabajo, los
vortices son importantes en el nado de las medusas para su estudio experimental, y las
conclusiones de este estudio se extienden a los modelos.



Capitulo 1

Principios basicos

1.1. Mecanica de Fluidos

Un fluido es una sustancia que se deforma al aplicarle un esfuerzo cortante, sin importar
lo pequerio que sea este corte. Un esfuerzo cortante es una fuerza por unidad de area (figura
1.1). Ejemplos de fluidos son los liquidos y los gases. Se define a la Mecénica de Fluidos
como la ciencia que estudia la cinematica y la dindmica de los fluidos ante la acciéon de
fuerzas aplicadas.

l
S

\Illllllllll

Tt S—

Figura 1.1: Esfuerzo 7 aplicado sobre la superficie de un elemento de fluido para defor-
marlo.

Puesto que los fenémenos considerados en la mecanica de fluidos son macroscépicos,
un fluido se considera como un medio continuo. Esto significa que siempre se supone que
cualquier elemento de volumen pequeno del fluido es suficientemente grande para contener
un gran nimero de moléculas [19]. Esto es llamado la hipdtesis del continuo, la cual es
valida para longitudes mayores que el camino libre medio de las moléculas y menores que
una escala macroscopica. De acuerdo con ello, cuando hablamos de elementos del volu-
men infinitamente pequenos, siempre se quiere significar aquellos que son «fisicamente»
pequenos, es decir, muy pequenos en comparacién con el volumen del cuerpo o sistema
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en consideracién, pero grandes comparados con las distancias entre las moléculas. En un
sentido semejante han de entenderse las expresiones particula de fluido y punto en un

fluido.

Existen dos posibilidades para describir el movimiento de un fluido. En la primera co-
nocida como descripcién euleriana o espacial, el estudio de un fluido en movimiento se
efectiia observando a las particulas que pasan por un determinado punto del espacio. La
segunda llamada material o Lagrangiana consiste en seguir la evoluciéon de las particulas.
Esta es la descripcién usual en la mecanica del punto y de cuerpo rigido.

En la descripcién euleriana las variables independientes son la posicion 7 = (z,y,2) v el
tiempo t. La descripciéon matematica del estado de un fluido mévil se efectia con funcio-
nes que dan la distribucién de la velocidad del fluido @ = (z, y, x,t) y de dos magnitudes
termodindmicas cualesquiera que pertenezcan al fluido, por ejemplo, la presion p(z, vy, 2, t)
y la densidad p(zx,y, 2,t). En la descripcién lagrangiana las variables independientes son
el tiempo y por ejemplo, la posicién inicial de la particula.

Considérese una particula de fluido con velocidad (z,y, z,t), la aceleracién @ esta dada
como: .
U
a=—, 1.1
7 (1.1)
dado a que la velocidad es funcion de las coordenadas espaciales y del tiempo la diferencial
de u es:

L ou ou ou ou
di = 5 —dt + a—dx—i— a—dy-I— P —dz, (1.2)

entonces @ queda como:

di 0u Oudr Oudy Oudz

— = — —— 1.3
a0t Cordt Toydt  dzdt (13)
pero Ccllf Uy, % =Uy y dt = u,. De esto la aceleracién queda como:
du O0u 0Ou ou ou
T a. Y 14
at ot Tar T oyt 5 (14)
reescribiendo esto: i o
U U
\Y 1.5
dt ot + (@ V)E (15)
Se propone entonces un nuevo operador, llamado derivada material o sustancial, definido
como: D 8
-V), 1.6
entonces se puede escribir la aceleracion como a@ = %?.

El primer término de la aceleracién @, la parcial con respecto a t, es llamada acelera-
cién local, y el segundo término es llamado aceleracion convectiva. El nombre de derivada
material viene de que se toma del sistema lagrangiano, es decir, que sigue a la sustancia.
Con la derivada material podemos también, por ejemplo, obtener la razén de cambio de
temperatura de una particula de fluido.
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1.1.1. Teorema de Transporte de Reynolds

En termodinamica suele hacerse una distincion entre aquellas propiedades de una sus-
tancia cuya medida depende de la cantidad de sustancia presente y aquellas propiedades
cuya medida es independiente de la cantidad de sustancia presente. Las primeras se co-
nocen como propiedades extensivas y las segundas como propiedades intensivas. Algunos
ejemplos de propiedades extensivas son la masa, el momento, el volumen y la energia. Al
cambiar la cantidad de masa cambia directamente el valor de estas propiedades y por esta
razén las propiedades extensivas se consideran directamente asociadas con el material en
si.

Para cada variable extensiva, como el volumen V y la energia E, pueden introducirse las
propiedades intensivas correspondientes mediante mediciones distributivas, por ejemplo,
el volumen por unidad de masa v y la energia por unidad de masa e. respectivamente. El
teorema de transporte de Reynolds relaciona la tasa de cambio de dos de estas propieda-
des, permitiendo relacionar el marco de referencia lagrangiano con un marco de referencia
euleriano.

Sea un volumen de control arbitrario V (¢),ver figura 1.2, que posee una propiedad ex-
tensiva L relacionada con una propiedad intensiva [ de la siguiente manera:

L= / z,y,z,t)dV. (1.7)
V(t)

L podria referirse a la masa M, y [ a la densidad p.

(a) -
Str) '

(b)

Figura 1.2: (a) Volumen de control arbitrario en los tiempos ¢ y t+dt, y (b) superposicién
de los volumenes de control en donde se observa el cambio del volumen del elemento §V.
Tomado de [7]
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Calculando el cambio de L, tomando un intervalo de tiempo corto, 6t que hacemos
tender a cero:

DL . [L(t+ot) — L(t)
D~ Am { 5t ’ (18)
Reescribiendo ahora L(t 4 6t) en términos de I
L(t + t) = / z,y,z,t+ 6t)dV. (1.9)
V(t+6t)

Hay que notar que esta tltima integral es sobre el volumen de control en el tiempo t + 0t
por lo que puede ser escrita en dos partes, una correspondiente a la parte del volumen de
control en el tiempo t y otra, que corresponde al volumen que aumenté en el tiempo dt,
ver figura 1.2, por lo que L(t + 0t) quedaria como:

L(t + 6t) :/ l(:p,y,z,t+5t)dv+/ (z,y,z,t+ dt)dV, (1.10)
V() V(ot)

Llamemos al primer término del lado derecho L, y al segundo Ls. Escribiendo la ecuacion
1.8:

DL ., [Li+ Ly — L(t)
Dt —}3210[ 5t - (111)
Como el limite de una suma es la suma de los limites, se puede escribir lo anterior como:
DL . [Ly— L(t) . | Lo
Dr - am [T] + Jim, {E] ’ (1.12)
Veamos que el primer limite puede ser escrito como:
Ly — L(t Wz, y, 2, + 6t) l t
i [ 22~ 20 _ g, [ dv — / Moy 20 gl (1)
6t—0 ot ot—0 ot V(t) ot

Como ambas integrales son sobre el mismo dominio podemos unirlas en una sola integral:

§t—0 ot 5t=0 | Sy (p) ot

También podemos intercambiar los operadores del limite y la integral:

Ly —L —
6t—0 (St V(t) 6t—0 (St

Pero el integrando corresponde a la definicion de la derivada parcial con respecto al tiempo
de [, por lo que:

i | = LO ] _ / oy, (1.16)
ot—0 ot V(t) ot
Por lo que la ecuacion 1.8 queda:
DL ol Lo
— = —dV + lim —. 1.17
Dt /V(t) o Tl (L17)
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Consideremos ahora el término Ly. Este se refiere a un incremento del volumen del control
0V, ver figura 1.2. El diferencial de volumen dV puede ser visto como una diferencial de
superficie dA por el camino que ha recorrido este diferencial de superficie, esto es la
componente normal del la velocidad por el tiempo transcurrido, es decir dt:

Ly = / l(z,y,z,t + 0t)dA[d - n]dt; (1.18)
A

Notese que la integral ha dejado de ser sobre un volumen y se ha vuelto una integral de
superficie. De esta tltima integral:

po Lo U l(fc,y,z,t+5t)df4[u'”]5t} 7 (1.19)
5t—0 0t -0 | 4 ot

Como se hizo anteriormente, podemos intercambiar los operadores, ademas dt se cancela
y entonces queda lo siguiente::

5t—0 Ot

L
lim 22 — / i I(ry. 2.t + 61)dAli -] (1.20)
En esta ultima ecuacién, tomar el limite es simplemente evaluar [ en t:

lim % _ / iz, y, 2 1)]id - 7]dA, (1.21)
A

De esto la ecuacion 1.8 queda como:

DL ol
— = —d llu-nldA. 1.22
B = L, 5+ [ (1.22)

Usando el teorema de Gauss, que relaciona una integral de superficie con un integral de
volumen podemos reescribir la ultima ecuacion como:

DL
i = 1.2
e /V(t atdv+/ v (al)d (1.23)

Como ambas integrales son sobre el mismo dominio:

DL ol

- = 0 , 1.24

Di / {aﬁv (ul)} av. (1.24)
Esta iltima ecuacién es el teorema de Transporte de Reynolds [5]. Consideremos ahora el

caso en el que L es la masa m, y [ la densidad p, es decir
m= [ plwyztav. (1.25)
V()

En este caso por 1.24 se obtiene que:

s s o]
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Pero por principio de conservacion de la masa, el término %—T €s cero.

0= /v@ {% 4V (ﬁp)] dv, (1.27)

Pero como la integral anterior es sobre un volumen arbitrario, la tinica forma para que
sea cero es que el integrando sea cero, por lo que:

ap L
% + V- (pu) = 0. (1.28)

A 1.28 se le conoce como la ecuacién de continuidad.

Otro caso interesante es cuando L es el momento lineal, en una direccién, p:
p= / pudV, (1.29)
V()
En este caso, por 1.24 se obtiene que

Dp Opu "
- i : : L.
D /V(t) { 5 +V (upu)} dv. (1.30)

Donde la primera parte del integrando es:

opu _ ou o

=p— : 1.31
ot "ot TV (1.31)
Y la segunda parte queda como:
V - (upti) = uV - (pu) + pti - Vu, (1.32)
Entonces sustituyendo en 1.30:
Dp Ju dp
= — — V- (pu - Vu| dV, 1.33
Dy /V(t) {p3t+u6t+u (pti) + pu u} s (1.33)
Reescribiendo esto:
Dp ou dp
— = —+u-V — 4+ V- (pu) ]| dV. 1.34
i~ o (G e 9e) oo (G- 0m)| 39
Observemos que el segundo paréntesis corresponde a la ecuaciéon de continuidad, ecuacion
1.28, por lo que es cero:
Dp ou
— = — 4 u-Vu | dV 1.35
Dt /V(t)p<at+u u) ’ (1.35)

En tres dimensiones queda como:

Dp’ ou . . .
—£ _ — : : L.
Di /V(t) p <8t + (u V)u) dv. (1.36)
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1.1.2. Ecuaciones de Navier-Stokes y de Euler

Para un fluido newtoniano e incompresible y de acuerdo a la segunda ley de Newton,
la suma de las fuerzas aplicadas sobre un elemento del fluido V', tanto las aplicadas sobre
el volumen como sobre la superficie, es igual al cambio del momento por unidad de tiempo

[15]. De esto:
D , B
E/Vpﬁ:/vpde+/AE-dA, (1.37)

Donde p es la densidad del fluido, f corresponde a las fuerzas externas por unidad de
volumen, y el término ¢ corresponde a las fuerzas de superficie, fuerzas provenientes de
la presion del fluido y fuerzas viscosas.

Usando el teorema de Transporte de Reynolds la ecuacion anterior queda como:

Du
W “ / pfdV + / (V- &)V, (1.38)
De donde se obtiene que:
Du
V.d)dV =0. 1.39
[ (o5 ~oi=v-4) (1.39)
Como la integral anterior es cero, para un volumen arbitrario, el integrando debe ser cero:
Y pfrv (1.40)
— = - 0. .
Py =P
Separando las componentes de presion p y fuerzas viscosas o’ de o :
Du > ,
= = . 1.41
Py =PI VPt V-d, (1.41)

Analicemos ahora la parte correspondiente a las fuerzas viscosas. ¢’. Para esto veamos
el caso de un flujo estacionario entre dos placas paralelas infinitas un quieta y otra en
movimiento con velocidad Uy, normales a la direcciéon y con una separacién a,como se
muestra en la figura 1.3

lee

?’U()’) />
/

X

Figura 1.3: Flujo ente dos placas. Tomado de [17].

En la placa superior el flujo lleva una velocidad Uy:

u(a) = Uy (1.42)
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Esto ocurre porque la placa «arrastra» al fluido en el sentido de su movimiento. En la
placa inferior el fluido debe cumplir que sea cero,por las mismas razones. Esto es:

u(a) =0 (1.43)

De esto podemos ver que la velocidad es una funcién sélo de y (no depende del tiempo
ya que es un flujo estacionario), también podemos suponer que es una funcién lineal, esto

- uly) = UO%. (1.44)

Este flujo es conocido como Flujo de Couette [15]. Haciendo un simil con dos placas con
temperaturas distintas bajo condiciones estacionarias, podemos observar que al igual que
el flujo de calor es proporcional al gradiente de temperaturas, existe una proporcionalidad
entre la fuerza por unidad de area y el gradiente de velocidad:

F,  ply  Ou

. = — =, 1.45
1 7 "y (1.45)
Donde el signo negativo se establece dado a que la fuerza de fricciéon es contraria al
movimiento. El término p es conocido como el coeficiente de viscosidad dindmica (en
asociacién con la fuerza). Esta tiene dimensiones de Pascales por segundo [p] = Pas En
tres dimensiones esta fuerza, que habiamos llamado ¢’ queda como:

o' = —uVi. (1.46)
Y la ecuacion 1.41 queda como:

Di ;
P = P = Vp+ iV, (1.47)

A ésta se le conoce como ecuacion de Navier-Stokes.
Por lo comin en mecéanica de fluidos se suelen adimensionalizar las ecuaciones. Para
ello se introducen parametros de escalamiento, los cuales son propiedades medibles del

fluido a estudiar . Para el caso de la ecuacion 1.41 son L longitud, U velocidad, F' fuerza,
y po una presién de referencia.

De los parametros anteriores surgen las variables adimensionales:

x U ut . f 14
—_— . — . t*_ . *_ . J— . *_ 1‘4
$—_[7U—_U7 __[7f__F’p_p vap—p_Oa (1.48)

se adimensionalizan también los operadores:

0 Lo
Y=LV, —=—— 1.4
v Vi ot~ Uot’ (1.49)
escribiendo la ecuacién 1.47 de forma explicita:
aﬁ — — e 2 -
pa—l—p(u-V)u:pf—ijLuV i, (1.50)
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escribiendo esta ecuacion en variables adimensionales:

U? our U? . . - o Up .
—p(u* - VU = Fpf* — 2Vp* + —(V*)2u* 1.51
Lpat*—l—Lp(u Vu of LVp+L2(V)u, (1.51)
simplificando la ecuacién anterior:
ou* - -~ FL - po 1 0 =
N VAR VY . * 2 e L (Y *, 1.52
B + (u* - V*)u e UQVP + pLU(V ) u (1.52)

Al inverso del parametro que acompana a la fuerza viscosa que es una cantidad adimen-
sional, se le da un nombre, el nimero de Reynolds. Hay que comentar también que a otras
fuerzas, como la de Coriolis, también se les asocia niimeros adimensionales. En el area de
ingeneria estos nimeros adimensionales son importantes para caracterizar fluidos. Basa-
dos en el teorema Pi de Buckingham, que nos dice que si se tiene un fluido descrito por
N parametros que dependen de K unidades fundamentales, el fluido puede caracterizarse
por N — K ntumeros adimensionales. En el caso del Reynolds los parametros que describen
al fluido son la longitud caracteristica,la velocidad, la densidad y la viscosidad dinamica:
Re = PLY. (1.53)

0
donde Ly U son una longitud y velocidad caracteristica del fluido respectivamente, como
se dijo antes, y p es la viscosidad dinamica del fluido. Se puede escribir la viscosidad

dinamica a partir de la viscosidad cinématica v.

= pv. (1.54)
Por lo que otra forma de escribir el nimero de Reynolds es:
LU
Re = —. (1.55)
v

El nimero de Reynolds es 1til para predecir el comportamiento de un flujo, en tubos por
ejemplo. Para Reynolds menores de 2100 el flujo es laminar y para Reynolds mayores el
flujo es turbulento. Cabe aclarar que estos cambios no son bruscos, sino que existen regio-
nes en que el flujo se comporta en un régimen mixto entre laminar y turbulento en los Re
dichos. El niimero de Reynolds es también importante por el principio de semejanza, el
cual nos dice que dos flujos con los mismos parametros adimensionales, como el niimero
de Reynolds, son iguales. Asi por ejemplo, las mediciones que se hacen con modelos aero-
dinamicos a escala en un tunel de viento son ttiles para los modelo a tamano real, si se
tiene el mismo nimero de Reynolds. Otros niimeros son el niimero de Froude, importante
en fenémenos que involucran la accién de la gravedad (como las ondas de superficie); el de
Weber, relacionado con las fuerzas de tension superficial; el nimero de Rossby, asociado
a la fuerza de Coriolis; y el de Cauchy, relacionado con fuerzas elésticas .

En casos de fluidos no viscosos (en los que el niumero de Reynolds no tiene sentido),
es decir para un fluido ideal, incompresible y sin fuerzas viscosas, el término o’ es cero,
por lo que la ecuacion 1.41, que tiene dimensiones:

—

Uu —
= . 1.56
P Vp+pf (1.56)
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La ecuacion 1.56 es conocida como la ecuacion de Euler. Suponiendo que la densidad p
es una funciéon que puede ser sacada del operador derivada material, se obtiene que:

Du P >
— =V= 1.57
D St £ (1.57)
si ademas f puede escribirse como un potencial ¢ tal que f = —V¢ y pueda ser introducida
la ecuacién de Euler queda como:
Du D
— = -V (= . 1.58
D (p +9) (1.58)

1.1.3. Vorticidad y vortices

El movimiento de un fluido es descrito por el vector velocidad u(x, y, z, t). El rotacional
de la velocidad es llamado vorticidad &(z,y, z,t) [33] :

Gz, t) =V x d(x,y, z,t). (1.59)

Un ejemplo donde hay vorticidad es un fluido rotando en dos dimensiones como un cuerpo
rigido, figura 1.4, con velocidad angular constante ) en direcciéon z. En este caso, la
velocidad de un elemento de fluido en una linea de corriente solo depende de z y de y, es
decir @ = u(z,y). U tiene solamente las componentes en las direcciones i1y 7, es decir:

U = (ug, uy, 0). (1.60)

Q
4-\

j i(z,y)

Figura 1.4: Fluido rotando con velocidad angular constante €2

Para calcular las componentes u, y u, veamos que en coordenadas polares:

r? =2+ Yy § = arctan 2
x
derivemos ahora. Como no hay velocidad radial en este caso, la derivada de r seria cero
y la derivada de 6 es €Q:

Uy — Uzl

0 = 2u, + yu, Y Q= "
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Asi obtenemos un sistema para u, y u, con lo que obtenemos que tienen los valores de—{Qy
y Qx respectivamente. Entonces por 1.59 la vorticidad es:

o (Ouy  Oug\ . (0Qx  O(—yR))\; - .
w_<8x 6y>k_(6:v 5y ) =@+ k=204 (1.61)

El caso anterior es un ejemplo de un vortice. Un vértice es un patrén formado por particu-
las de fluido que se mueven en una trayectoria cerrada, alrededor de uno o mas puntos.
Los vértices son de vital importancia en la mecénica de fluidos. Existen voértices a todas
escalas, siendo tan pequenos como el formado en un lavabo, o tan grandes que ocupen
varios kilométros, como los huracanes. Un ejemplo de vortice facil de observar es el vértice
de Rankine, el cual puede ser creado usando una botella de cabeza llena de agua, a la
cual se le deja salir el liquido por la boquilla. Se observara que se forma un remolino, mas
o menos simétrico alrededor del eje vertical de la botella.

Otra forma de crear vortices es hacer pasar un flujo por un vastago. El flujo se enrollara
creando vértices, que se mueven siguiendo la trayectoria del flujo inicial. Tales vortices
conforman la calle de vortices de Von Karman ver figura 1.5.

Figura 1.5: Calle de vértices de von Karman formado en la atmosféra. Tomado de [!]

Otro caso interesante es el de los vortices anulares axisimétricos, como las donas de
humo. Calculemos para la vorticidad para un vértice anular. Pasemos a coordenadas
cilindricas (r,0, z).
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N .
i
Figura 1.6: Sistema coordenado para representar un vortice anular

En este caso la velocidad @ tiene las componentes (u,w,v), ver figura 1.6 Para este
caso debido a la axisimetria, % = % = 0. Usando 1.59 podemos calcular las componentes
de la vorticidad @ como el determinante de una matriz :

€r é@ éz

2 0 0
or 00 0z
U Tw v
; por lo que la vorticidad queda como:
ov  Orw ov  Ou orw  Ou
d=——-———]é —|=———=— )¢ — — — | é,; 1.62
o (89 8,2)6 <8r 8z)69+<8r ae)e (1.62)
pero las parciales con respecto a 6 son cero, debido a la axisimetria:
orw Jv  Ou orw
o=——1]6 —(=———=—]¢ — ) é.. 1.
“ < 8z>6r (87‘ 8z>€0+(8r>ez (1.63)

Ademas la componente de la velocidad en direccién de 6, w, es independiente de r y z
pues es constante para la primer coordenada y no tiene componentes en la segunda, por

lo que:
L (Ou Ov\.

Como se supone al fluido incompresible entonces tiene una funcién de corriente . La
funcion de corriente surge del concepto de funciéon potencial, por el cual la velocidad en
ciertos casos, como el presente, pude ser visto como el gradiente de una funcién (que
es la funcién de corriente). Al graficar la funcién de corriente se obtiene la trayectoria
que seguiria una particula a través del tiempo. De esta manera, usando la funcion de
corriente,la velocidad es:

1.9 1w

V= ——— U= ——.
Y r 0z

r Or

En términos de la funcién corriente, & es:

L [0 (18 o [(1ov\] .
W = [@ (;5) +E (?E)} €. (166)

(1.65)
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O visto de otro modo:
&=V (1.67)

En donde el laplaciano estd en dos dimensiones, en coordenadas cilindricas.

El vector vorticidad estd relacionada con una rotacién local, [15]. Puede existir una rota-
cién global en el fluido sin que haya rotaciones locales, esto es que la vorticidad sea cero.
Los flujos irrotacionales son aquellos para los cuales < = 0 en todos los puntos del flujo,
y los flujos rotacionales son aquellos en los cuales @ # 0 en algin punto del fluido.

1.1.4. Circulacion

Otra funcidén, esta vez escalar, relacionada con la velocidad es la circulacion T', que se
define como la integral de linea de la velocidad alrededor de una curva cerrada C"

r= }'{ a-di, (1.68)
C

siguiendo del Teorema de Stokes:

P:%ﬁ-dfz/(Vxﬁ)-dE:/ﬁ-dﬁ, (1.69)
C A A

donde A es una superficie abierta, cuya frontera es la curva C. La ecuacion 1.69 relaciona
la vorticidad con la circulacién, dando una nueva forma de interpretar a ésta tultima. Asi
de los extremos de 1.69 se puede decir que la circulacion es la cantidad de vorticidad que
hay en una superficie dada.

Para el caso particular de un vortice anular la circulacién estd relacionada con U, la
velocidad de traslacion del anillo, de la siguiente manera [33]:

U= o o -7 (1.70)

donde R es el radio del anillo y a es el radio del niicleo del anillo. El nticleo de anillo es
la regién donde la vorticidad es diferente de cero. Para que la relacion anterior sea valida
se requiere que el anillo sea delgado, esto es que £ <<'1

Por otro lado, dl puede ser descrito como la diferencia d7° entre los radios vectores 7
por lo que se puede escribir 1.68 como:

I = 7{ i - OF. (1.71)
C

Consideremos ahora un contorno cerrado dibujado en el fluido en un instante determinado,
este sera un «contorno fluido», es decir compuesto por particulas fluidas que estan sobre
él mismo. Estas particulas se mueven junto al contorno en el transcurso del tiempo.
Calculando la derivada temporal:

Dr D

2P 1.72
Dt~ Dt f.t 0" (1.72)
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como el contorno también cambia con el tiempo, se debe derivar también d7. Por regla de

la cadena: 5 Do
jlgu or = P TN S il (1.73)
c Dt

Ahora al fijarse en el integrando de la segunda integral del lado derecho, vemos que
derivada con respecto al tiempo de 7" es u entonces:

-2 =g =6, (1.74)

pero la integral de linea de una diferencial total es cero. Entonces la ecuacién 1.73 queda

como: n
7{ U-or = - 0T (1.75)

Y de 1.58 se tiene que:

Du T
Cﬁ.au:/Aw X (~V(p+9))-dA=0. (1.76)

Eso pues V x (V —(p+¢)) = 0. De esta tltima ecuaciéon y de 1.75, regresando a la

notacién anterior se tiene que:
D —
— ¢ u-dl =0, 1.77
5 (1.77)

o bien:
f i - dl = constante. (1.78)
c

Esto es llamado el Teorema de Kelvin o ley de conservacién de la circulacién y dice que
en un fluido ideal la circulacion de la velocidad a lo largo de un «contorno fluido» es
constante en el tiempo [19].

1.1.5. Analogia con la teoria electromagnética

La ecuacién 1.59 es semejante a:

ﬂ%a:ivXémw, (1.79)

donde J es la vector de densidad de corriente y B es el campo magnético en el vacio.
Haciendo una analogia de 1.59 y 1.79, en la cual @ es anédlogo de B y J de & [17].

Para seguir con la analogia hay que decir que si el fluido es incompresible, cosa que
se cumple si la velocidad del fluido es pequena comparada a la del sonido, entonces por
la ecuacién de continuidad (1.28):

V-u=0, (1.80)

y recordando la ley de Gauss para campo magnético:

V.-B=0. (1.81)
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La ley de Ampere en forma integral y ausencia de campos eléctricos variables en el tiempo:

| I L
I:/J-dA:— (VxB)-dA=— ¢ B-dl. (1.82)

A Ho Ja Mo Je
Es posible ver que 1.81 y 1.80 son iguales en su forma, como los son 1.82 y 1.68. Entonces
estas ecuaciones tendran las mismas soluciones siempre y cuando sus condiciones de fron-
ter sean idénticas. De esto ademas se puede obtener otro simil, el de circulacién I' con la

corriente I en el caso electromagnético.

De esta analogia se puede obtener una ecuacién similar a la de Biot-Savart en el caso
electromagnético, pero para relacionar la velocidad en un punto 7 de un fluido con la
circulacion, esto es [15]:
. 1 _dlxr

Un anillo de vorticidad es un caso al que puede aplicarse 1.83 para obtener la magnitud
de la velocidad de forma analitica, al menos en un punto O sobre la linea de simetria en
el centro de la espira. Este caso es al analogo hidrodindmico de una espira por la que pasa
una corriente 1.

En la figura 1.7 se puede ver una idealizacién de vértice anular, imagindndolo como
una linea. Este anillo tiene al eje Z como eje de simetria central, y €, ! y € son vectores
unitarios de 7y dl respectivamente.

Z

A

90° — 6

Figura 1.7: Vortice anular C' de radio a.

Para este caso 1.83 queda de la forma

1 e xerdl

dii = ——T 4=
YT

(1.84)

I'No confundir €, con r, la coordenada radial en coordenadas cilindricas
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siguiendo esto y viendo la figura 1.7 vemos que €, y ¢; son siempre perpendiculares, y mas
aun, su producto cruz es —1. Entonces 1.84 queda como:

1 _dl

A r?’

du (1.85)
dil tiene dos componentes, uno a lo largo del eje Z con valor du cos(90 — ) y uno perpen-
dicular a Z con magnitud dusin(90 — ). Este tiltimo es cero para todos los casos, por lo
que solo queda la componente que esté en direccion del eje. Integrando sobre C':

u:/ducos(90—€) _ L /a{dl: M. (1.86)
c c

27?2 272

De la figura 1.7 a = rsin(f) y r = v/a? + 22, por lo que 1.86 queda como:
Fa?
2(Va2 + 22)3°

Para un caso mas general, es decir que el punto O no esté en el eje Z la ecuacion 1.83 se
vuelve demasiado complicada para resolverla por medios analiticos y es preciso recurrir a
métodos de integracion numérica.

(1.87)

u =

1.2. Caracteristicas Generales de las Medusas

Figura 1.8: Medusas adultas de la especie Chrysaora quinquecirrha. Tomada de [2]

La medusas, figura 1.8, pertenecen al reino Animal, en especifico a la filo Cnidaria o
Celenterados de la que también son miembros las hidras, anémonas y corales [32]. Existen
tres clases de medusas Hydrozoa, Sciphozoa y Cubozoa. En ellas coexisten dos morfo-
logias, la de pélipo y la de forma medusoide [2], éstas pueden verse en la figura 1.9. En
la primer forma, la de pdlipo, las medusas estan fijas al sustrato del que se alimentan.
En el caso de tener la forma meduosoide éstas pueden nadar libremente. El tipo de forma
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depende de la especie, y en algunas de ellas se tienen las dos, siendo la pélipo la morfologia
de las crias y la medusoide la de los adultos.

Estas formas también son inversas una de otra, ya que al darle la vuelta a un pdlipo,
se obtendra la forma medusoide.

A B Cavidad gastrovascular
Boca

Exumbrela

. Mesoglea
.' Gastrodermis

i kL Epidermis —|
i [
Hcavidad i
1| gastrovascular [

I

{
|

Subumbrela
Tenticulo

Figura 1.9: A forma de pélipo, B forma medusoide. Tomada de [32]

1.2.1. Caracteristicas Fisicas de la Forma Medusoide

El cuerpo de la medusa toma aspecto de campana o de sombrilla, con la cara convexa
dirigida hacia arriba y la boca en el centro de la cara céncava . Las medusas presentan
una cavidad digestiva que también tiene funciones de transporte de nutrimentos en el
cuerpo de la medusa. Presentan también un circulo de brazos que rodean la boca y les
sirve para alimentarse. La pared de sus cuerpos consiste en tres capas bésicas(ver figura
1.9): un epitelio externo, la epidermis; un epitelio interno, la gastrodermis, que recubre la
cavidad gastrovascular; y entre estas dos una capa llamada mesoglea.

Figura 1.10: Aequorea victoria en su forma medusoide. Tomada de [2]

Mientras que la mesoglea de los polipos es mas o menos fina, la mesoglea de las medusas
es extremadamente gruesa y constituye la mayor parte del volumen del animal [32]. Debido
a que la consistencia de esta masa de mesoglea es gelatinosa, las medusas son llamadas en
inglés jellyfish (pescado gelatinoso). Sus tamanos van desde los cuatro milimetros hasta los
dos metros [2], dependiendo de su clase y especie. un término importante en las medusas
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es el radio de finura de la medusa [2] que es el cociente entre su altura y su didmetro. y
nos dice que tan achatada o alargada esta la medusa. Para radios de finura menores a un
medio tenemos medusas oblatas y para radios de finura superiores a un medio tenemos
prolatas.

1.2.2. Sistema de locomocion

Las medusas se mueven por propulsién a chorro [20], especificamente las clases Hydro-
zoa vy Sciphozoa que tienen forma de paracaidas. En el cuerpo de la medusa se genera un
una contraccion de los musculos de la subumbrela capaz de expulsar un chorro de agua
a grandes velocidades que empuja al animal en la direccion contraria al chorro por un
principio de accion y reaccion.

(a) Longitad
‘(— demanto ——3

(b)
Brazos Campana

il

Boca

Tentdculos
Fase de relajacion Fase de relajacion

Direccién del \

movimiento

Direccién del v /

. v
‘movimiento —
-« .
M=o — ©
.

tot QT Chotro Q)
Chorro

Fase de expusion de agua Fase de expusién de agua

'3

Figura 1.11: Anatomia general y descripciéon del mecanismo de propulsién de a) calamar
y b) medusa. Modificada de [15]

Este método de propulsion es compartido por otras criaturas marinas como los calama-
res (figura 1.11). Dependiendo del tamano de la medusa, esta puede alcanzar velocidades
de hasta cuatro metros por segundo. Investigaciones en la locomocion de calamares y me-
dusas han demostrado la formacién de un vortice anular durante la expulsiéon del chorro
de agua en estas especies [18]. Para observar esto pueden usarse marcadores de colorante
fluorescente inyectado en algunas locaciones alrededor de la medusa durante el nado [0],
como lo muestra la figura 1.12.



1.2. CARACTERISTICAS GENERALES DE LAS MEDUSAS 21

Figura 1.12: Secuencia de la formacién del vortice anular durante dos ciclos de medusa
Aurelia aurita. Tomada de [0]

Este anillo de vorticidad es importante ya que ayuda a dar un mejor impulso al animal,
ademds de mantener una sola direcciéon del chorro, que significa una movimiento mas
eficiente.



Capitulo 2

Modelos analiticos

Existen tres clases de medusas Hydrozoa, Sciphozoa y Cubozoa. El sistema de locomo-
cion de las medusas de las clases Hydrozoa y Sciphozoa, es por propulsién a chorro. Las
medusas nadan para obtener su alimento y para escapar de sus depredadores. Uno de los
primeros en describir este medio de locomocién fue Seikman (1962), quien lo observé en
seres como calamares. Ligththill (1969) explica que la propulsién también es el metédo de
las medusas, aunque sin profundizar en ello, ni proponer ningin modelo para su descrip-
cién. Gladfalter (1972) describe por otro lado la estructura de locomocién de la especie de
medusas Polyorchis monterreyensis. Daniel(1983) propone un modelo basado en un ba-
lance de fuerzas (que es el modelo usado en este trabajo). A partir de este modelo inicial
se han propuesto distintos cambios que intentan dar al modelo una mejor aproximacion,
ya que Daniel afirma que la formacién de vortices durante la fase de contraccién no es
importante para la propulsion, hecho que fue desmentido por trabajos como el de Linden
y Turner (2001) quienes encuentran como la formacién de un vértice anular 6ptimo hace
més efciente el empuje, McHenry(2003) valida estos resultados al obtener errores en el
modelo de Daniel al compararlos con mediciones experimentales. Sin embargo, el modelo
de Daniel es la base de otros, no sélo son analiticos, también los hay computacionales
como los trabajos de Park(2014) y colaboradores. Cabe resaltar que la formacién de los
vortices en el ciclo de nado de la medusa es un tema recurrente, algunos trabajos notables
son los de Dabiri(2005) y colaboradores, asi como los de Raspa et al(2014). Gemmell et al
(2015) y sus colaboradores han observado que existe una contribucién al empuje que han
asociado a la apariciéon de una zona de baja presion en las cercanias de la medusa durante
la etapa de succién. Han encontrado que esta contribucciéon al empuje es mas importante
que el dado por el vértice expulsado. Esta propuesta no esta considerada en esta tesis.

Como se dijo antes, se usa el modelo de Daniel, para ello por razones de simplicidad
vamos a suponer que el movimiento de la medusa es en una sola dimensiéon,y esta di-
reccion es la perpendicular a la direccion en que actia la gravedad, ver figura 2.1. Esta
suposicién se hace pensando en que la fuerza de gravedad se ve anulada por el empu-
je vertical resultante del principio de Arquimedes. Debido a esto, no hay fuerzas que
actien en esa direccion, y por lo tanto solo se hard un balance de fuerzas en la direccion
perpendicular a la de la gravedad.

22
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Figura 2.1: Balance de fuerzas en la direcciéon perpendicular del movimiento.

Otra suposicién importante que se hace para este modelo es que la densidad de la
medusa es la misma que la del agua.Tal aproximacién no esta tan fuera de la realidad ya
que la medusa estd compuesta en mas de un noventa por ciento de agua [20], y el resto se
compone de lipidos, carbohidratos y grasas que no alteran la densidad total de la medusa.
Por lo que:

Pmedusa = Pagua = P-
El movimiento de la medusa es ciclico, en donde existen dos fases: la fase de relajacion
con una duracion de t, y la fase de contraccién con una duracién de t.. Durante la fase
de contraccion, la medusa eyecta un chorro de agua, y en la fase de relajacion la medusa

se traslada a la vez que rellena de agua su cavidad, para volver a impulsarse. El periodo
T; del ciclo de la medusa es entonces la suma de ambas fases:

T't:tr_i_tc;

la frecuencia del movimiento de la medusa es entonces f [L0]:

1
Cte+t,

f

Como se dijo en el capitulo anterior, el chorro que eyecta la medusa viene acompanada de
un vortice anular, en la figura 2.2 se pueden observar algunas caracteristicas geométricas
del chorro y del vortice. Los parametros geométricos que ahi aparecen son A es la longitud
del chorro, B es el diametro del nicleo del anillo de vorticidad, C' es la distancia entre
dos anillos y D es le didmetro del anillo. Algunos de esos estan relacionados con las fases
descritas anteriormente.
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A estd relacionado con t., pues entre mas tarde la medusa en eyectar su chorro, ma-
yor longitud tendra este. En este caso, es la velocidad del chorro el que relaciona una

cantidad con otra. .
A:/‘%@M
0

Si se supone que la velocidad del chorro u, es constante, A seria el producto de la velocidad
del chorro por t..:

A = toue(t).
Por otro lado C esta relacionado con t, ya que entre mas tiempo dure la fase de relajacion,
mas grande serd la distancia entre dos chorros y esto depende también de la velocidad de
la medusa u. En este caso:

C = cinty u(t)dt.

Figura 2.2: Esquema que muestra el chorro de la medusa con un anillo de vorticidad. Los
vértices anulares son vistos transversalmente, donde A es la longitud del chorro, B es el
diametro del nicleo del anillo de vorticidad, C' es la distancia entre dos anillos y D es le
didmetro del anillo. Tomada de [(]

Ya que, como se vera mas adelante, es posible suponer que la velocidad del chorro es
la misma que la de la medusa, al menos en la fase de contracciéon de lo anterior se sigue
que:

T
A+C:/ udt, (2.1)
0

la frecuencia f del ciclo de nado seria:

f o uelu(t)

w(t)A + u.(t)C" (22)
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T. L. Daniel [10] propuso una ecuacion, resultante de un balance de fuerzas, con la cual se
puede obtener la velocidad de la medusa a todo tiempo. Para ello hay que considerar todas
las fuerzas que actiian sobre el animal, estas son el empuje, T', que actia en direccion del
movimiento y el arrastre (D) que va en direccién contraria a la del movimiento. También
hay que considerar la aparicién de una tercera fuerza resultante de la masa anadida, que
llamaremos reaccion de aceleracion. Por la segunda ley de Newton:

du(t)
dt

m(t) =T-D -G,
donde el término G del lado derecho es la reaccion de aceleracién que se mencioné antes,
este surge en todos los fenémenos en los que hay un objeto acelerandose en un fluido, el

cual es el caso de la medusa. Este tiene la forma [22]:
G = am—d(u - vf),
dt

donde « se conoce como el coeficiente de masa anadida y vy es la velocidad del agua,
que se puede considerar como cero por razones de simplicidad. Reescribiendo la ecuacion
anterior (ver figura 2.3):

Fuerza para vencer

la inercia del animal Arrastre

Figura 2.3: Balance de fuerzas en el movimiento de la medusa.

A continuacién se analizaran cada una de las fuerzas involucradas en el movimiento
de la medusas. Para evitar confusiones con la notacion, en este trabajo se usara u para
indicar la velocidad de la medusa, u, para la velocidad del chorro que eyecta la medusa,
y w con 6 sin subindices para la velocidad de cualquier otro objeto.

2.1. Arrastre

Como se mencioné en el capitulo anterior, existen fuerzas de interaccién entre un ob-
jeto sdlido y el fluido. Una de ellas es la debida a las fuerzas viscosas que actiian sobre
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la superficie, se mostré ademas que ésta puede ser caracterizada por un parametro adi-
mensional conocido como el nimero de Reynolds. Esta fuerza también actiia cuando un
cuerpo solido, como la medusa, se mueve a través del fluido.Hay que decir que existe una
componente de la presién a esta fuerza de resistencia [9] tanto, para el arrastre como la
sustentacion.

La primer persona en desarrollar una teorfa analitica sobre la resistencia de los fluidos (en
particular del aire), fue D’Alambert [37] en el siglo XVIII. El, al aplicar su modelo, llegd
a la conclusién de que la fuerza de friccién del aire que actia sobre un cuerpo es cero, lo
cual se contradice con las observaciones. A esto se le llama La paradoja de D’Alambert.
Un siglo después Kirchhoff y Rayleigh desarrollaron una teoria para evitar las conclu-
siones de D’Alambert y con esto su paradoja. En ésta se describe el movimiento de un
placa inclinada con un cierto angulo, de tal forma que el plano en el que estd la placa es
perpendicular a la direccién del flujo. Se supone que la superficie de discontinuidad (es
decir, donde deja de existir un obstéculo al flujo) de la placa estd formada por los bordes
de ésta, de modo que la placa es seguida por una estela de aire estancado (una zona del
aire que esta quieto) que se extiende desde detras de la placa hasta el infinito como se
puede ver en la figura 2.4.

Estela de

aire muerto
Placa

/////////////////,////,’ 6 [ =
/ TT—— -
/F1ujo de aire

Figura 2.4: Un flujo con una superficie discontinua como es descrita en la teoria de Kirch-
hoff y Rayleigh. Modificado de [37]

Con estas suposiciones se puede calcular la fuerza que actia sobre la placa, incluso
cuando esta fuerza es cero. Para esto se hace una «separacién» de la fuerza del flujo en
dos componentes tanto normal como tangencial a la direccion del flujo, es posible hacer
concordar la teoria con los hechos experimentales.

Estas dos componentes son conocidas como la sustentacion (o lift) y el arrastre (o drag).

La sustentacién L es la componente normal, con respecto a la direccién de movimien-
to, de la fuerza de resistencia [3] y viene dada como:

_ Crpu®S
= SR
donde S es la superficie que interactiia con el fluido y C, es llamado coeficiente de susten-
tacién. Su magnitud depende de la forma del cuerpo, ya que la sustentaciéon aparece en

L
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los casos en que se rompe la simetria en la forma de los objetos, por lo que en la medusa
no podria existir.

El arrastre (D) es una fuerza que actia en direccién del movimiento del cuerpo y se
opone al movimiento de éste. El arrastre es proporcional a la velocidad del cuerpo, su

forma y disposicién geométrica [3]. puede ser calculada como [10]:
CppSu?
D = #7 (2.3)

donde S es el area del animal proyectada en la direccion de su movimiento, u la velocidad
de la medusa y Cp es el coeficiente de arrastre. Este coeficiente de arrastre, por lo comun,
depende de la geometria y del niimero de Reynolds. Por ejemplo, para una esfera de radio
R, moviéndose con velocidad w en un fluido de viscosidad cinética v, con un Re < 1, la
fuerza de arrastre viene dada por la ley de Stokes [3]:

Desfera = 6pm Rsvw,

el coeficiente de arrastre seria dado entonces como:

Cesfera _ Desfera
P %pMQSesfera ’
cestera _ 127 R,vw
D - o 2
Sesferaw
Siguiendo con el desarrollo:
Cesfera _ 67TD32, i
b Sesfera Re ,

donde Dy es el didmetro de la esfera. En un caso més general el coeficiente de arrastre es
proporcional al nimero de Reynolds del fluido Re, y puede ser calculado cémo [17]:

Cu
~ Ren’

Cp (2.4)
donde n es un numero que depende del valor de Re. Para valores de Re menores a 1,
n tiene un valor de 1.0 y tiene un valor de 0.7 para Reynolds entre 1 y 500. En el caso
de la esfera, es facil ver que se cumple esto, ya que suponemos Re << 1 y la superficie
proyectada de la esfera es Sesferq = 7 (&)2, por lo que el coeficiente de arrastre para la

2
esfera es:
67TD§ 1 24

T1D? Re  Re'
que es lo que se esperaba. Para el caso especifico de la medusa, el Reynolds rara vez llega
a 500. Por lo que:

Cesfera _
D

24
Re0T’
por otro lado el area de la medusa que interacciona con el fluido durante su carrera, es
variable con respecto al tiempo. Esto debido a que la medusa deforma su cuerpo al eyectar
el chorro de agua y volverse a llenar. Esta deformacién cambia el volumen del animal y

Cp = (2.5)
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con ella la superficie S. Para calcular esta superficie, supongamos que la medusa tiene
una forma de una media esfera, de radio r, con volumen V' (¢) y una superficie proyectada

S(t):

V(t) = Zar?,

S(t) = nr?,
tomando el cociente entre volumen y superficie:

V() i’ 2
Sty w2 3" (26)

Podemos suponer que este r corresponde al radio paralelo a la direccion de movimiento,
que seria la longitud de la medusa y a diferencia de los radios que son perpendiculares a
este, no cambia con el tiempo. Para distinguir uno de otro, al radio que siempre permanece
constante se le llamara h y a los radios perpendiculares se les llamara R:

V@:%am 2.7)

al derivar la ecuacién anterior con respecto al tiempo y despejar la derivada temporal de
S, se obtiene:

ds 3 dV
— = . (2.8)
dt  2h dt

Al resolver esta ecuacion diferencial se obtiene una manera de encontrar S. Si se supone
que los términos ‘il—‘t/ y h son constantes la solucién es:

3 /dV
5_&+ﬁ(ajt (2.9)

El signo del término % indica la magnitud de la fuerza de arrastre, ver figura 2.5. Durante
la fase de relajacion la medusa aumenta su volumen por lo que el incremento de este es
positivo, entonces la magnitud de la fuerza de arrastre D se incrementa. En cambio durante
la fase de contraccién t., el signo del diferencial de volumen es negativo, pues la medusa

experimenta una disminuciéon en su volumen, por lo que la magnitud de D decrece.
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Figura 2.5: Direccién de la fuerza de arrastre D en (a) la fase de contraccién ¢, y (b) la
fase de relajacion t,

De estéa forma la fuerza de arrastre tiene la siguiente forma:

(S0-+ 5 () 1) b

D=p (2.10)

N}

Recordando la forma de Re:

oy Sotgp (G) ) ut? o
D = 24p 5 (ﬁ) . (2.11)

2.2. Empuje

La propulsiéon en la medusa estd dada por el impulso dado por el chorro de agua
eyectado durante la fase de contraccién. Como se discutioé en el capitulo uno, este chorro
transfiere momento a la medusa por tercera ley de Newton. De la segunda ley de Newton,
el cambio de momento debe ser igual a la fuerza que impulsa al animal, esto es el empuje
T:
d(mu)

dat ’

T = (2.12)
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donde m es la masa del agua eyectada por la medusa, la cual depende del tiempo, y u,
es la velocidad del chorro, el cual es constante en el tiempo en que ocurre la transferencia
de momento. Desarrollando la ecuacién de propulsién:

du dm dm
T = St U = Ue—— 2.13
o T T (2.13)
el término % es el gasto madsico, o caudal masico [13]. El gasto mésico puede definirse

como la cantidad de materia que atraviesa una superficie por unidad de tiempo, en un
tubo por ejemplo.

Otro parametro, relacionado con el gasto masico es el gasto volumétrico, o caudal vo-
lumétrico @, el cual es la cantidad de volumen del fluido que pasa por una superficie A en
una unidad de tiempo. Una manera de explicar el gasto volumétrico es suponer un canal
en el cual pasa un flujo con velocidad constante U, ver figura 2.6.

Jd| A

t+ At

Figura 2.6: Cantidad del volumen de fluido con velocidad constante U que pasa por una
superficie, en un tiempo t y en un tiempo t + At.

En este caso, como se ve en la figura, la cantidad de fluido que pasé por A en el
intervalo de tiempo At recorre una distancia d, la cual es:

d=UAt, (2.14)
de aqui el volumen de fluido AV que atraviesa por la superficie A es:
AV = AdAU = AUAt, (2.15)
de donde se obtiene que:
AV
=— _ =UA 2.1

a esta tasa de cambio del volumen en el tiempo es lo que se llama gasto volumétrico ). En
caso de que la velocidad del flujo no sea constante en el espacio, es decir u = u(z, vy, 2, t),
la ecuacién anterior se generaliza como:

Q= v _ / u(z,y, z, t)dA. (2.17)
a
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Como se dijo antes el gasto volumétrico esta relacionado con el gasto masico. De la 2.17:

ﬂ_dVd_m_ldm

_dv _ _ Ltam 2.1
@ dt —dmdt pdt’ (2.18)
de donde: J iV
m
DA = p—o. 2.1
=P Q= (2.19)

Por otro lado, multipliquemos y dividamos la ecuacién 2.17 por A

Q- (% /A u(z,y,z,t)dA) A (2.20)

En la ecuacién anterior, la parte dentro de los paréntesis corresponde a la velocidad
promedio en la superficie A. En el caso de la medusa, podemos asociar esta velocidad con
la velocidad de su chorro u,. Esto es:

Q = ucA, (2.21)

entonces por 2.19 y la ecuaciéon anterior:

dm
N A, 2.22
o =P (2.22)
de donde: 1 4 1 dv
e = m_ (2.23)

T pAdt  Adt

De las ecuaciones 2.19 y 2.23 podemos reescribir 2.13 del siguiente modo:

T = % (%)2. (2.24)

2.3. Inercia del Animal y Accion de Aceleracién

La inercia del animal estd descrita como:

du du
m(t) 7 = pV(t) o (2.25)
que viene de la segunda ley de Newton, y es igual a la suma de las fuerzas aplicadas a
la medusa, que son el empuje, el arrastre y como se dijo antes también existe un término
que surge de la interaccion de la medusa con el fluido que se llamé reaccion de aceleracion
o fuerza de masa anadida. Este término sélo aparece cuando hay una aceleracién, como
su nombre lo indica, a diferencia del arrastre que siempre estd presente en un cuerpo

moviéndose en un fluido viscoso.

Este efecto se debe a que parte de la masa del fluido se agrega a la masa del obje-
to, creando una masa virtual. Este fenémeno fue observado en 1828, por el matematico
aleman Friedrich Bessel. Estudiando un péndulo moviéndose en un fluido, Bessel observo
que la frecuencia de oscilacion del péndulo no correspondia a la frecuencia de oscilacion
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fuera del fluido [1]. Para poder explicar esto ide6 el concepto de masa hidrodindmica o
masa anadida.
Si se observa la energfa cinética total ECT del sistema fluido mds cuerpo [9]:

2
por = M +1/ pw?dV,
2 2 Jy

donde M y w son la masa y la velocidad del cuerpo moviéndose en el fluido, y V es
el volumen del fluido que se estd moviendo. Remplazando la integral de volumen por
una energia cinética adicional, definida como el producto de un coeficiente y la energia
cinética del fluido con un volumen igual al desplazado por el cuerpo. Por lo tanto, la
energia cinética efectiva es

1
ECT = §(m + am)w?,

a es el coeficiente de masa anadida y el producto am es la masa anadida. Esta masa
anadida modifica la inercia de los objetos, y depende de la forma de estos, al depender «
también de la forma. Para un cilindro moviéndose «transversalmente», o = 1,0, para una
esfera, a = 0,50, y para un elipsoide moviéndose «de cabeza» con el eje mayor dos veces
mas grande que el menor, a = 0,20. Ademas depende del cociente entre las densidades
del objeto y el fluido. Para un objeto muy denso moviéndose en un fluido de densidad
baja, como un aviéon moviéndose en el aire, el efecto de masa es tan pequeno que resulta
despreciable a comparacion de otras fuerzas. En el caso de la medusa, su densidad es bas-
tante cercana a la del agua de mar, por lo que es necesario considerar a la masa anadida,
méas adelante se dara una fomula para obtener el o de la medusa, el cual es dependiente
del tiempo ya que la medusa va deformandose al moverse.

Veamos un caso en el qué la masa anadida juega un papel importante. Supongamos un
objeto que se mueve con una aceleracion a a través un fluido, la segunda ley de Newton
quedaria como:

(m 4 mg)d = 5, F, (2.26)

las F; son las fuerzas aplicadas al objeto. En el caso de un resorte con una masa que se
mueve en una dimension, la fuerza corresponderia a la ley de Hooke, por lo que:

d*x
m+am)— = —kuzx,
con k la constante del resorte. De la ecuacién anterior se sigue que:

d*x

La solucién a esto es:
z(t) = Ape™rt

donde Ay es la amplitud de las oscilaciones y w,, es la frecuencia de oscilacién y esta dada

como:
/ k

Wy, =] ——.

m 4+ am
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Recordando que la frecuencia wy para un oscilador sin masa anadida, estd dada como:

o/ k
Wy = —.
m

Usando lo anterior, una forma de calcular el a de un cuerpo experimentalmente es po-
niéndolo a oscilar dentro y fuera del fluido, y luego medir su frecuencia de oscilacion en
cada caso. El coeficiente estard dado como:

a=0 g (2.27)

Regresando al caso de la medusa, el coeficiente de masa anadida es una funcion del tiempo.
Este corresponde a un elipsoide, [10]:

a= (%)1’4, (2.28)

donde h y R son los semiejes del elipsoide, como se vio en la seccién 2.1. R esta dado
como:

s ﬂt
6hV (t) dt

como R depende del tiempo, o también depende de él.

R(t) = Ry + ¢

Con esto, la fuerza para vencer la inercia del animal y de masa anadida queda como:

d
(1+ Oz)de—ZL, (2.29)

donde el volumen V' depende del tiempo. Una forma de calcular este volumen es:

V(t) =V, + (%) t,

de esto la ecuacién de movimiento de la medusa queda como:

o (5 =0 (3 o+ (15 () )i

esta ecuacion se puede simplificar:

Llamemos X (1) = 1 (4)°, V() = 058(t) ()" v Z(t) = (1+ (#)ﬂ V().

Reescribiendo la ecuacion de esta forma:

du

X(t) =Y (@t)u"® + Z(t)%.
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2.4. Enmnergia del nado de medusas e indice del escape

Un punto importante, en cuanto al movimiento de las medusas, es la energia que la
medusa gasta para poder moverse. La medusa utiliza energia para comprimir los musculos
de su campana y asi eyectar un chorro, que es el que le impulsa; esta energia se ve disipada
por fendémenos como el arrastre, que se vio antes. Recordando la definicion de trabajo:

Ty .
Trabajo = / f-dl.

En nuestro caso, como la medusa se mueve en una sola dimensién y ademaés las fuerzas
aplicadas son paralelas a la direccion de movimiento, el trabajo quedaria como:

Trabajo = / fdl.

Por el teorema del trabajo-energia, este trabajo neto debe ser igual al cambio en la energia
cinética de la medusa E [35].
zy
E = / fdl,

7

si multiplicamos y dividimos el integrando por dt obtenemos que:

dl
E= —dt,
/:m fdt
cambiando la integral espacial a una de tiempo:

ty
E:/ fudt, (2.31)
t;

siguiendo esto, al dividir por un intervalo de tiempo At, obtendriamos la potencia pro-
medio Pj:

P Lo d 2.32
= t. .
A At/ti fu (2.32)

Cuando la medusa se comprime para impulsarse, existe una potencia de entrada P;,t que
estd presente durante la fase de contraccion.La potencia promedio usada por la propulsion,
por la ecuacién 2.32, puede ser calculada como:

. 1 [t
B,t = / Tue dt7
te Jo

donde u, es la velocidad del chorro, y T' el empuje, ambos dependientes del tiempo como
se vio antes. De esto la energia usada para el empuje esta dada como:

le
E’i,t = / Tudt.
0

Durante le fase de relajacion la medusa tiene que volver a llenar su cavidad con agua. Para
hacer esto también gasta energfa (Ey). Parte de esta energfa se pierde por la viscosidad y
las propiedades de su cuerpo, en especial de la mesoglea. Esta energia perdida depende de
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un factor de disipacién A. Asi la energia total de entrada FE; durante la fase de relajacion
seria:
Et == Ef + AEt,

de donde se puede obtener la energia total de entrada en términos de la energia de llenado.

_ Ey
N

Ey

El término (1 — A) es la eficiencia de almacenamiento de energia eldstica. Si el factor de
disipacién A es 1 significa que toda la energia es pérdida por accién de la viscosidad y la
eficiencia de almacenamiento de energia es cero. Cuando no hay energia pérdida por la
viscosidad la eficiencia de almacenamiento es 1, y significa que toda la energia es usada
para llenar la cavidad. La potencia de entrada durante la fase de relajacién esta dada por:

Ey

P,=—7"_,
(1= A)

Ahora se va a hacer la suposicion de que la energia de llenado puede ser calculada como:

1 br
Er=—— | Tu.dt,
! 1—A/0 “

donde T es el empuje y u, la velocidad de llenado, ambos durante la fase de relajacion.
Sumando las energias de entrada durante la fase de relajacion y durante la fase de con-
traccion de obtiene la energia total que gasta la medusa para moverse:

1 tr tc
F=—— Tuedt +/ Tudt.
Con la energia se puede calcular el costo de beneficio, o indice de escape € [10] que es la
cantidad de energia que gasta para moverse una distancia d, con una aceleracion a y una
masa m:
E
€= ——

mad’
este pardmetro es un nimero adimensional que sirve como referencia para ver que tan
eficiente es el nado de la medusa. Entre mas pequeno sea el indice de escape el nado de
la medusa es mas eficiente pues recorre una mayor distancia con una mayor aceleracién
usando poca energia, a comparacion de un indice de escape mas grande.

2.5. Resultados de modelos computacionales

La ecuacion 2.3 se resolvio usando el método Runge-Kutta de cuarto orden. Los pa-
ramétros usados fueron:
La altura de la medusa h = lem, su radio inicial 7(0) = 1, el drea velar A, es la mitad
de la superficie S(t) y el cambio méximo en el volumen de la medusa es de la mitad de
su volumen total.La condicién inicial para la velocidad de la medusa fue «(0) = 0. En la
figura 2.7, se observan las graficas obtenidas para la posicién, la velocidad y la aceleracion,
esto para seis ciclos, en esta figura puede observarse que cada ciclo esta compuesta por
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una region donde la velocidad y la aceleracién aumenta, y otra donde disminuyen. El cre-
cimiento de la velocidad es mas o menos constante, pero se ve que conforme avanzan los
ciclos de nado,empieza a notarse una especie de asintota. La aceleracién regresa siempre
a un valor constante, aunque se observan picos. En cuanto a la posicién, podemos ver que
el crecimiento es exponencial.

- FPosicidn de la Medusa i

= i
Welocidad de |3 Medusa 1

2

E V5= —

12 T

aceleraciin (em 57)

2 1 | | | | |
0 02 04 08 08 1 12 14

tiempais]

Figura 2.7: Grafica de la velocidad de la medusa para seis ciclos de nado. Se tomo t. = 0,1
y t, = 2t,
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En una siguiente parte, se variaron los tiempos de las fases de contraccion y relajacién,
y se volvio a resolver la ecuacion. A continuacién se muestran algunas graficas de la
velocidad de la medusa, para cien ciclos obtenidas con el modelo de Daniel. En cuanto a
las graficas de la posicion y la aceleracién, continuan con el mismo comportamiento, por
lo cual no seconsideré importante incluirlas puesto que no aportaban més informacion.

Velocidad de la Medusa (2 tr= tc)

7 | T |

ol WWW :

w e [}
T T T

Velocidad (cm s'1)

[
T

|
0 5 10 1% 20 25 30
Tiempo(s)

Figura 2.8: Grafica de la velocidad de la medusa para cien ciclos. Se tomo t. = 0,2 y
2t, = t,

En esta grafica se han graficado cien ciclos de nado, aunque en la vida real una medusa
rara vez llegaria a tal nimero de ciclo, 0 no o haria en la misma direccién (lo cual estaria
en conflicto con una de las primeras suposiciones que se hicieron), pero se considerd
interesante observar el comportamiento en estas condiciones. En la grafica 2.8 observamos
como se nota ahora la asintota, esto es que la velocidad de la medusa llega a una velocidad

terminal.
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Velocidad de la Medusa ¢ tr=tc)

18 | | T | |

-1
)
= 5
T T
|

Velocidad (cm s
T
|

| |
0 %) 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo(s)

Figura 2.9: Gréfica de la velocidad de la medusa para cien ciclos de nado. Se tomé t. = 0,1
y t, = t.

En la figura anterior se observa el mismo comportamiento, aunque la velocidad termi-

nal ahora a aumentado.

Velocidad de la Medusa ( tr: 2 tc)

15 T T T

Y

-1
)
|

Velocidad (cm s

| | | |
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo(s)

Figura 2.10: Grafica de la velocidad de la medusa para cien ciclos de nado. Se tomé
te=01yt, =2t

Se obseva el mismo comportamiento de las graficas anteriores, pero esta vez la veloci-
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dad terminal ha disminuido, aunque no tanto como el primer de los casos.

De las graficas anteriores pueden verse varias cosas. La primera de ellas es que la me-
dusa llega a una velocidad maxima terminal. Esto debido a que el arrastre depende de
una potencia de la velocidad, y llega un punto en que se equilibra con el empuje haciendo
que la suma de las dos fuerzas sea cero, y con ello la aceleracién y la fuerza de masa
anadida. Por lo que para ciclos mayores las tnicas dos fuerzas que actian en promedio
sobre la medusa son el empuje y el arrastre.

Otra cosa que puede verse en las graficas de la figura 2.8 es que cuando la fase de contrac-
cién es mayor, la velocidad maxima terminal es menor que cuando ambas iguales o cuando
la fase de contraccion es menor a la de relajacién. Esto se podria explicar pensando en
que entre mas tiempo tarda la medusa en expulsar el chorro, menos velocidad tendra este
chorro, y menos empuje le dard a la medusa.

También se observa una maxima velocidad terminal cuando ambas fases son iguales,
figura 2.9. Y cuando la fase de relajacién crece la velocidad terminal disminuye, ver fi-
gura 2.10. Esto es porque entre mas grande el tiempo de relajacion, menos tiempo actia
el empuje, lo que hace que las aceleraciones sean menores. En la figura 2.11 se grafican
las velocidades terminales promedio para diferentes cocientes de i—z Se ve que existe un
maximo cuando tal cociente es uno, es decir cuando la fase de relajacién dura lo mismo

que la de contraccién, como se dijo antes.

Velocidad final promedic para cien ciclos
18 T T T T T

Velocidad (cm 3'1)

Figura 2.11: Velocidades terminales promedio a las que llega la medusa en funcién del
cociente entre las fases de contraccién y relajacién.

Por lo que pareciera que es més conveniente para la medusa hacer que ambas fases
fueran iguales para asi tener una velocidad mayor, sin embargo Gladfelter (1972) [11]
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apunta que medusas con una morfologia similar a la propuesta para el modelo, tienen
una fase de relajacién que corresponde al doble de la de contracciéon. Para explicar esto
debemos analizar la energia que gasta la medusa. Debido a que sélo queremos comparar
la energia de las medusas, para este caso supondremos que no hay pérdidas de la energia,
A = 0, aclarando que no se esta diciendo que esa sea la verdadera energia que gasta la
medusa. En la figura 2.12 se grafica la energia que gasta la medusa en cien ciclos contra
el cociente entre la duraciéon de las fases. Puede verse que existe un maximo de gasto de
energia cuando ambas fases tienen la misma duracién. También se ve que cuando la fase
de relacion dura una fraccion de la de contracciéon la energia disminuye rapidamente, y en
el caso contrario (cuando t. es fraccién de t,) la velocidad parece llegar a una velocidad
terminal minima asintoticamente.

Energia gastada para 100 ciclos
14000 T T T

12000 =

10000 — 57

8000 - =

6000

Energia (erg)

4000 — =

2000

t/t

rc

Figura 2.12: La energia que gasta la medusa en cien ciclos en funcion del cociente entre
las fases de contraccion y relajacion.

Sigamos con el indice de escape. En la figura 2.13 se grafica el indice de escape promedio
contra el cociente entre las fases de contraccion y relajaciéon. Este indice de escape se
calculé usando una aceleracion y masa promedio en cien ciclos, asi como la distancia
recorrida en tales ciclos, y la energia calculada anteriormente. Puede verse que el indice
de escape crece cuando el tiempo de relajacion es una fraccién de la de contraccion, y con
eso se puede dar por sentado que a la medusa no le conviene tener una fase de contraccion
demasiado larga. Tampoco le es conveniente a la medusa hacer que la fase de relajacion
crezca respecto a la de contracciéon, pues el indice de escape también crece.



2.5. RESULTADOS DE MODELOS COMPUTACIONALES 41

indice de escape promedio para 100 ciclos
40 | \ | | \

indice de escape
]
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i
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Figura 2.13: Indice de escape promedio en cien ciclos en funcién del cociente entre las
fases de contraccién y relajacion.

Aqui se ve un méaximo para el valor de cociente uno, por lo que obtenemos lo mismo
con las velocidades sin embargo, al graficar los indices de escape para otra cantidad de
ciclos, como en la figura 2.14, vemos que el maximo se movié entre uno y dos. Graficando
lo mismo para distinta cantidad de ciclos (figura 2.15) puede verse que el minimo para el
indice de escape depende del niimero de ciclos que tenga el nado de la medusa. Esto debido
a que con aunque con un cociente i—; gaste més energia, se vio antes que también con el
mismo cociente de fases, se logra una velocidad mayor, por lo cual la medusa avanzara
mas, disminuyendo el indice de escape. Si graficamos ahora la energia, figura 2.16, para
una cantidad distinta de ciclos, vemos que el maximo siempre se mantiene en uno.
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indice de escape promedio para 50 ciclos
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Figura 2.14: Indice de escape promedio en cincuenta ciclos en funcién del cociente entre
las fases de contraccion y relajacion.

indice de escape promedio para distinta cantidad de ciclos
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Figura 2.15: Indice de escape promedio para distinta cantidad de ciclos en funcion del
cociente entre las fases de contraccion y relajacion.
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Energia gastada para distinta cantidad de ciclos
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Figura 2.16: Indice de escape promedio en cien ciclos en funcién del cociente entre las
fases de contraccién y relajacion.

En la naturaleza la medusa no sabe cuantos ciclos durard su nado, para poder decidir
el cociente entre la duracion de sus fases para asi optimizar su indice de escape; sin em-
bargo, es facil pensar que evitara los valores menores a uno, ya que estos maximizan sus
indices de escape y le dan una velocidad terminal menor. Algo parecido pasa para valores
del cociente i—z mucho mayores a uno. Y dado que en el caso de que ambas fases son iguales
existe un maximo, vendria el problema de gastar més energia que en otros casos, por lo
que para la medusa no serfa conveniente igualar ambas fases, si quiere ahorrar energia.

Esto podria explicar lo que observé Gladfelter, ya que al hacer la fase de contraccion
la mitad de la de relajacion, la medusa estd mas cerca del éptimo de su indice de escape,
ademas de que obtiene una velocidad mayor que en la mayoria de otros casos.

2.6. Modelo de empuje por vortice anular

En la parte anterior se dio un modelo para describir el movimiento de las medusas.
En ese modelo se propuso que el empuje era uno equivalente al empuje por un chorro
estacionario. Esto, sin embargo, no es del todo correcto. Como se dijo antes, se ha visto
que al expulsar el chorro, se forma un vértice anular.

Es necesario modificar el modelo que se tiene del empuje para considerar este vortice.
Una manera de hacer esto, es pensar en que este vértice tiene un momento I, si pensamos
que antes de expulsar ese voértice el sistema medusa-vértice tiene un momento cero, al
ocurrir el chorro por conservacién del momento la medusa tendria el mismo momento [
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con signo contrario. Este impulso I estd dado como:
I'=pV,U,

donde U es la velocidad del vortice y V,, es el volumen del agua eyectada por la medusa
vortice, incluida el volumen del anillo. Este volumen se puede suponer como el que pierde
la medusa en la fase de contraccién.Al derivar estd ecuacién con respecto al tiempo y
gracias a la tercera ley de Newton obtenemos el empuje Ty :

dl d

T, = — = p—
V=g =P

V,U).

Dabiri(2005) [¢] propone que se debe tener en cuenta una aportacién de la masa anadida
al empuje. Antes se ha dicho que el fenémeno de masa anadida ocurre con objetos sélidos,
donde su densidad es cercana a la del fluido en el que se estan moviendo; sin embargo
Dabiri propone que este fenémeno ocurre también en cuerpos de fluido acelerando. La
dificultad para observar esta masa anadida, nos dice él, viene de no poder establecer con
claridad la frontera del cuerpo. También propone que el coeficiente de masa anadida es
equivalente al de un objeto sélido con la misma forma que del cuerpo fluido que se esta
moviendo, mediante el uso de una herramienta matematica que estd mas alla de este
trabajo, Dabiri da una expresion para encontrar este coeficiente de masa anadida. Esta
propuesta es validada por él experimentalmente, en la que observa que debido a la forma
alargada de la estela de vortices se produce una diferencia entre el empuje predicho con el
empuje medido por el fendémeno de masa anadida. Dabiri establece una férmula para una
estela en tres dimensiones, por lo que el coeficiente de masa anadida pasa a ser un tensor
de 3 por 3. En nuestro caso supondremos que sélo existe movimiento en una direccién por
lo que el tensor de tres por tres, pasa a ser de uno por uno, o en otras palabras pasa a ser
un escalar, y asi recuperamos el coeficiente de masa anadida oy . Por lo que [7]:

dl d
T, = — = (1 = .
V= ( +av)pdt (V,U)

Como se dijo antes, se supondra que el volumen de agua V, es el mismo que el que eyecta
la medusa, por lo que:

av
V, = ——t.
dt

También se supondra que al salir, esta masa de agua forma un cilindro que se mueve
transversalmente en direccién contraria a la direccién en que se mueve la medusa (ver
figura 2.17), de esta manera «, = 1. Y por estd forma se trabajard en coordenadas
cilindricas (r,0, ).
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]

c

dVv
Vy(t) = pr t

Figura 2.17: Volumen de agua saliendo en forma del cilindro de la medusa.

Con esas suposiciones hechas, sélo falta una manera de encontrar la velocidad del
vortice anular, para ello se usard la teoria del potencial complejo. Para esto, se tiene que
hacer la aproximacion de que el flujo es bidimensional. Como se dijo antes, para los vortices
anulares existe simetria axial, podemos pensar que no hay dependencia de la coordenada
angular, asi que sélo tenemos la coordenada radial r y la coordenada horizontal x por lo
que la aproximacion de que es un flujo bidimensional no esta tan alejada de la realidad.
Para conservar nuestra notaciéon de coordenadas cilindricas diremos que z = x + r.
También debemos suponer que los vértices son sélo puntos en el plano (es decir que
B = 0). El potencial complejo se define como [5]:

F(z) = ¢+ iv;

donde ¢ es el flujo potencial y 1 la funcién de corriente. Este potencial complejo cumple
que:

Este potencial complejo cumple también el principio de superposicion, y aprovecharemos
esto para encontrar una formula para la velocidad del vortice anular de didmetro D,
suponiendo que es la suma de dos vortices libres. Esta aproximacion no es tan extrana,
viendo que existe una cierta semejanza en ambos fenémenos, como lo muestran las figuras
2.18 y 2.19.
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Campo de velocidades para vortice a

nular (se grafica un corte transversal)
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Figura 2.18: Campo de velocidadades para un vortice anular.Datos obtenidos de modelos
computacionales.

Campo de velocidades para un dipolo de vortices (se grafica un solo vortice)
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Figura 2.19: Campo de velocidadades para un dipolo de vértices. Datos obtenidos de
modelos computacionales.

Este metdodo es algo usual para obtener la velocidad de flujos complejos, en este caso
se hace la aproximacion de que el anillo de vorticidad se comporta como un dipolo de
vortices, en donde la circulacion de cada vértice tiene la misma magnitud, pero senti-
do contrario. Otro caso interesante es el del dipolo de vértices con la misma circulacion,
en la cual se obtendré que ambos vértices giran con centro en el punto en medio de los dos.
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Pensemos en dos vortices libres que giran en sentido contrario, y estan puestos en el
eje imaginario a D/2 y —D/2 del origen respectivamente (ver figura 2.20 ). En este caso
el potencial complejo es:

r r
F(z)=—i—1log(z+1iD/2) +i—1log (z — iD/2);
2m 2m
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=
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1
1
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Figura 2.20: Esquema de dos vértices libre girando en direcciones contrarias. Las lineas
puntuadas son ejemplos de lineas de corriente.

donde I' es la circulaciéon y el signo menos indica que giran en direcciones contrarias.
También conviene aclarar que el logaritmo en la ecuacion se refiere al logaritmo natural.
Con esto al derivar la funciéon potencial se obtiene que:

dr(z) . T 1 +,F 1
d=  2r\z—iD/2) " '2x \z+iD/2)"

desarrollando:

dZiZ) = _i% (x T i(rl— D/Q)) * 2% (91: n i(rl—i— D/2)>

(o) ()

1
27

2

r r—+D/2 r—D/2 i r x x
= — — i— — )
2r \ 22+ (r+D/2)? a2+ (r—D/2)?) 2x \2?+ (r+D/2)? 22+ (r— D/2)?
Si nos situamos a la mitad de cada uno de los vortices, la velocidad en ese punto es:
T
2D’

Esto significa que los dos vortices se estdan moviendo en linea recta con velocidad constante.
Se puede hacer lo mismo para un vértice sélo y se vera que en ese caso, el vértice no tiene



48 CAPITULO 2. MODELOS ANALITICOS

ninguna velocidad, esto quiere decir que el vortice tienen una velocidad autoinducida que
vale cero . Lo que sucede en el caso de dos vértices es que cada uno induce una velocidad
al otro, por lo que en suma hacen que se mueva. Con esto podemos escribir la férmula del
empuje:
d r dv r dv 1 dV dr’
Ty =205 (=t ) = = -
dt (27TD dt ) wD dt 21 dt dt
El signo menos viene debiado a que el empuje que estamos buscando es el de la medusa
que va en direccién contraria a la que va el empuje del vértice. El problema aqui es
encontrar una manera de calcular I y su derivada, para ello usaremos el modelo conocido
como <«slug-flow» [35]. Este modelo se propuso para estimar la velocidad de un vértice
generado por un pistén, aproximando que la velocidad del chorro es la misma que la del
pistén. En nuestro caso, donde el chorro no es producto de un pistén, diremos de forma
mas general que la velocidad sélo tiene componente en la direccion z, y que esta velocidad
es la velocidad del chorro que eyecta la medusa u, = u.. Suponemos también que u, no
depende de 0
= (0,0, u).

Por lo que la vorticidad en este caso seria:

W=V Xxu=
ér €9 €
o 0 9
or 00 Oz
0 0 wu
Oou, . Ou, Oue
ST e (07 —WO> -

Y como se vio antes la circulacién puede escribirse en términos de la vorticidad:

r:/@di
A

Debido a qué la vorticidad esta direccionada en éy, hay que tener cuidado a la hora de
escoger la superficie A de integracion. Si se escoge, por ejemplo, una superficie orientada
en direccion é, la circulacion serfa cero. Lo mismo pasa con una superficie orientada en
é,. Por eso escojamos dA del siguiente modo:

dA = drdxzég = (0, drdz,0)
Con esto el integrando puede escribirse como:

Oue _ Jue
06’  Oor

F:/ / —auedrdx.
o Jo or

La integral respecto a la coordenada x puede ser resuelta con un cambio de variable:

Ou,
or

,0) -(0,drdz,0) = ———drdx,

la circulacién es entonces:

_ Oue

d
or "

Y = Ue dy
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con esto la circulacion queda como:

r y=ue(x)
I'=-— / / dydz;
0 Jy=ue(0)=0
I=-— / ued,
0

derivando la ecuaciéon con respecto al tiempo:

a = _4 Uedr = —/ duedx,
dt dt J, 0

resolviendo:

cambiando de una derivada en x por una en t

dr’ /t<r>=t du, dx
= dt,
t

At Jyoeo dt dt

el término % corresponde a u, por lo que:

dt
dr = du,
= —/ iuedt,
t

integrando:
ar 1,
- — __ue ,
dt 2

entonces la circulacién, a la que llamaremos I'y,, para recordar que viene de la aproxi-
macion «slug-flow», esta dada como:

1 [
Uy = —§/t ue(t)2dt,

En nuestro caso la expulsién del chorro corresponde a la fase de contraccién de la medu-
sa,por lo que los limites de integraciéon van de t = 0 a t = t.. De esta manera el modelo
del empuje Ty por vortice anular quedaria como:

T —Ld—v/tc%udt—i—id—vt/&udt
V>orDat J, dt ¢ "2xDadt J,

Hay que notar que el empuje por vortice anular hace que la velocidad terminal de la
medusa sea menor al que le daria el empuje por un chorro estacionario como puede verse
en la figura 2.21. Una de las posibles causas de esta baja en la eficiencia puede ser que
parte de la energia del chorro se va en crear el vortice como tal, y ya no se usa en la
propulsién de la medusa.



50 CAPITULO 2. MODELOS ANALITICOS

Comparacién de la velocidad de la Medusa
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Figura 2.21: velocidad terminal para los modelos de empuje por chorro estacionario de
Daniel (1983) y el modelo de empuje por vértice anular. Para hacer las graficas se usaron
los datos de Daniel de una medusa estandar.

Esto hace parecer que la creacion del vortice es perjudicial en el movimiento de la
medusa, pues no le permite alcanzar una velocidad terminal mayor; sin embargo, no
estamos tomando en cuenta que el vértice que le da la propulsién a la medusa esta
interactuando con el vértice que la medusa expulso en el ciclo anterior. Esta interaccion
hace que la velocidad del vortice aumente, y por lo tanto el momento que le da a la
medusa, y con ello el empuje.

2.7. Modelo de Seikman y de interaccién con vortice
anterior

Seikman(1962) [31] propone un empuje por vértice anular en el cual el vértice expul-
sado interactua con una calle de infinitos voértices reffig:callevort. Esta mejora depende del
diametro del vértice anular y de la distancia de los vortices. Para ello Seikamn propone
que el potencial complejo es similar al de la calle de von Karman [31] visto antes:
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Figura 2.22: Esquema que muestra el modelo de Seikman. Tomado de [34]

Fio = s ()

Donde Us es la velocidad dada por el vértice sélo, zg = C'+iD /2y C es la distancia entre
los vortices. Con esto, Seikman encuenta el campo de velocidades y ocupando el teorema
de momento para un chorro no estacionario encuentra una féormula para el empuje Ts:

B pl' D? . pl'2D? D 1 pI'?D

T
ST o, 202 C 21 20

El modelo de Seikman tiene la desventaja de que la hipotesis de calle de infinitos vortices
en muchos casos no se cumple ya que la medusa necesitaria haber pasado muchos ciclos
para tener una estela de vortices que puedan considerarse «infinitos», ademéas de que por
acciones de la viscosidad del fluido, estos vértices acabarian desapareciendo si el tiempo
entre formacién de vértices es demasiado largo.

Por ello se propone un modelo més simple que el de Seikman, en el que el vértice ex-
pulsado sélo interactua con el vortice anterior, pensando en que los vortices anteriores se
destruyen antes del ciclo. Para poder modelar estd mejora por interaccion con el vértice
anterior también se usara el potencial complejo como Seikman, aunque no se usard el teo-
rema de momento, si no que se usara el mismo procedimiento que se usé para encontrar
el empuje de un vértice solo.

Para ello y siguiendo con la aproximacion de que el vértice anular se comporta como
un dipolo de vortices, al potencial que ya teniamos les sumamos el potencial de otros
vortices libres que estan a una distancia C' de los otros dos vértices (ver figura 2.23)
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Figura 2.23: Esquema de cuatro vortices libres, dos girando en una direccion, y los otros
dos en direccién contraria.

El potencial complejo seria entonces:
F(2) = i log (= +iD/2)—i——log (= 4+ iD/2)+io—log (z — C + iD/2) =i~ log (= — C' — iD/2)
z) =ig_log(z +1 i5—log(z+1i 15— log (2 i i log (2 i ,

derivando:

dF(z) T LY, 1\ T 1 LT 1
dz  2r\z—iDj2) 2r\z+iD/2) 2r\z—C+iD/2) 2 \z—C—iD/2)"

Los primeros términos daran la velocidad U que ya conociamos.Ahora sélo nos falta
encontrar la velocidad U, Desarrollando la parte real seria:

_ = r—D/2 r+D/2
U’“‘U*zw( <x—c>2+<r—D/2>2+<a:—c>2+<r+D/2>2)‘

Situdndonos nuevamente en los vértices originales (que corresponderian al vértice anular
que sta expulsando la medusa) veremos que:

r I [/ 2D/2

~orD 27 \C? ¥ D2

r 1
Um =— |14+ = 5
2D < g—z + 1)
y el empuje seria:

T L v, 1 /tcd“e dt+ (14— ! dvt/tc dt
= —— — —— U, | == uedt.
V' orD dt 1)ty dt cz | 2xD dt " ),

D?

Esta mejora en el empuje depende del didmetro D del vértice y de la distancia C' entre
los dos vortices, tal como el modelo de Seikman. Cuando esa distancia tiende a cero, el
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empuje, segun la férmula, seria el doble y este seria el caso en que dos vortices se expulsan
al mismo tiempo. Y si la distancia tiende a infinito la mejora tiende a cero y regresamos al
caso del vortice solo. También la mejora serd mayor en cuanto mas grande se el radio del
vértice. Por esto, se usa el cociente 2istancia 69 asi se condensa ambos pardmetros que

Diametro’

dan informacién importante .A continuacién se muestran distintas velocidades terminales

obtenidas de este modelo y el de Seikman, con distintos cocientes %. Para realizar las

graficas se tomé t,. = 2t., t. = 0,1, y los parametros que se usaron previamente.

Comparacion de la velocidad de la Medusa (Distancia/Diametro=0.5)
35 T T T T
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Figura 2.24: Velocidad terminal para los modelos de empuje por chorro estacionario de
Daniel (1983), el modelo de empuje por vértice anular, el modelo de Seikman (1962) y el
modelo de vértice anular con mejora por interacciéon con vortice anterior (% =0,5)

En la figura anterior puede observarse como el modelo de Seikman da una velocidad
terminal mucho mayor que la velocidad terminal que los otros modelos. El modelo de
interaccién con vortice anterior da una mejora al de Daniel también, aunque muy poco.
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Comparacion de la velocidad de la Medusa (Distancia/Didmetro=1)
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Figura 2.25: Velocidad terminal para los modelos de empuje por chorro estacionario de
Daniel (1983), el modelo de empuje por vértice anular, el modelo de Seikman (1962) y el
modelo de vértice anular con mejora por interaccion con vortice anterior (% =1)

En la figura anterior se observa que el modelo de Seikman ya sélo da una pequena me-
jora al modelo de Daniel, y el modelo de interaccion con vértice anterior da una velocidad
terminal menor que el modelo de Daniel.

Comparacién de la velocidad de la Medusa (Distancia/Diametro=10)
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Figura 2.26: Velocidad terminal para los modelos de empuje por chorro estacionario de
Daniel (1983), el modelo de empuje por vértice anular, el modelo de Seikman (1962) y el
modelo de vértice anular con mejora por interacciéon con vortice anterior (% = 10)
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se observa que tanto el modelo de Seikman como el de interaccién con vértice anterior
colapsan en el modelos de empuje por vértice anular solo.

Como se dijo antes, a distancias pequenas en comparacién al diametro, la mejora en
la velocidad terminal es mayor, y entre mayor sea esta distancia nos acercamos mas al
caso del vértice anular solo, tanto para el modelo de Seikman como para el de interaccion
con vortice solo 2.26. Y entre mas pequena sea la distancia entre vortices, el empuje de
Seikman predice una velocidad terminal mucho mayor 2.24. Esto es por que el méximo
empuje que podria dar el modelo de interacciéon con el vértice anterior, es el de empuje
dado por dos vértices, en cambio el modelo de Seikman corresponderia a un empuje por
una infinidad de vortices 2.25.

Puede verse también de las graficas que existe un valor para el cociente % para el cual
existe una mejora en comparacion al modelo de Daniel del chorro estacionario para ambos
casos. Para el caso del modelo de Seikman este valor es cercano al uno, y para el modelo
de interaccién con vértice anterior es cercano al 0.5. Con los datos de la medusa de Daniel,
€ — 0,42, por lo que debe existir una mejora, tanto para el caso del empuje de Seikman

D
como para el modelo de interaccién de dos vortices anulares.

McHenry (2003) [25] después de analizar el movimiento de la medusa Aurelia Aurita
y compararla con el modelo de empuje de chorro estacionario, reporta que el empuje pre-
dicho por tal modelo es menor a la medida experimentalmente (y por lo tanto también
del modelo del vértice sin interaccién). Debido a esto McHenry llega a la conclusién de
que el modelo de Daniel del empuje no es el mas conveniente para describir el movimiento
de las medusas reales, y propone que existe una mejora debido a que la medusa también
tienen una contribucion por el aleteo que hace al deformarse.

Sin embargo esta contribucién resulta también insuficiente para explicar el que el em-
puje observado sea menor al predicho por el modelo de Daniel, o por el modelo del vértice
sin interacciéon. Es por ello que los modelos de Seikman y de interacciéon con un vértice
son los mas adecuados para el tipo de casos como el que presenta McHenry.

Para que el modelo de Seikman sea mas cercano a la realidad se necesitaria que los
vortices no se destruyeran. Una causa para que esto pasara es que el tiempo que dura
cada ciclo deberia ser mas pequeno, y en particular la fase de relajaciéon. Del modelo de
Daniel obtuvimos que el indice de escape depende de la duracion de esta fase comparada
a la de relajacion.

Para las medusas no siempre es necesaria una velocidad muy alta, por lo que no les
seria til tener tiempos de relajacién pequenos para tener una estela de vortices grande,
y tener una mejora en la velocidad como la que propone Seikman. Por ejemplo, cuando se
alimentan, las medusas preferirian tener un indice de escape menor, pues asi gastan me-
nos energia. Asi, el modelo de interacciéon con un solo vértice seria quizé mas conveniente
para estos casos. Aunque cuando la medusa necesite una mayor velocidad, como cuando
escapa de sus depredadores, le convendria disminuir su fase de relajacion y asi tener una
mejora por la interaccién con la calle de vortices tal y como propone Seikman.
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Otro parametro para decidir cual modelo seria mas fiel a la realidad es observando expe-
rimentalmente con cudntos vértices interactua el vortice que eyecta la medusa. Entre mas
vortices se observen, el modelo de Seikman sera el méas adecuado, ya que se cumplen su
principal hipdtesis. En caso de que sean pocos voértices con los que compongan la estela,
el modelo con mejora con interaccién serd mejor.



Capitulo 3

Propiedades experimentales de un
vortice anular

En el capitulo previo, para obtener el modelo de empuje se hicieron varias hipdtesis.
Una de las mas cruciales era que el vortice anular se podria representar como una linea,
para asi obtener la velocidad del anillo. Estas hipotesis pueden ser arriesgadas, ya que no
necesariamente se cumplen en todos los casos. Para probar en que medida se cumplen las
aproximaciones, se hizo un experimento para determinar las caracteristicas de un vortice
anular, en particular la circulacién I con las distintas aproximaciones.

La primer forma para obtener I' fue la definicién de ésta. La segunda fue usando la
velocidad del anillo, que surgié de la teoria del potencial complejo suponiendo que el ani-
llo se comportaba como un dipolo de vértices. La tercera fue a partir de la aproximacion
de anillo delgado, para lo cual se requiere el radio del niicleo del anillo. Y la cuarta fue
ajustando los datos de velocidad sobre el eje de simetria con la formula obtenida a partir
de la ley de Biot-Savart

En la siguiente seccién se desscribe el método experimental que se usdé para medir las
propiedades del vértice anular, como su diametro, el de su ntcleo, la velocidad del flu-
jo y del vértice, entre otros. Esto resultados luego se extrapolan al caso de la medusa,
usando el criterio de semejanza. Este criterio puede ser geométrico, cinématico y dinami-
co. El caso geométrico se refiere a que las dimensiones de longitud de ambos fenémenos
son proporcionales. Puede verse que este criterio se cumple, ya que los vértices anulares
tienen todos la misma forma. El criterio de semejanza cinematico se refiere a que exista
proporcionalidad en cuanto al tiempo y velocidad en el que ocurren ambos fenémenos.
Este criterio no se cumple necesariamente en este experimento. Por tltimo estd el criterio
de semejanza dinamico, el cual nos dice que dos fenémenos son iguales si las fuerzas en
ellos son proporcionales. Este criterio se cumple inmediatamente igualando los nimeros
adimensionales que intervengan en ambos fenémenos fisicos. Asi por ejemplo, los niimero
de Rossby y Webber deben ser iguales en fenémenos donde intervenga la fuerza de Coriolis
y tensién superficial, para que se cumpla el criterio de semejanza dinamica. En el caso de
la medusa, por las suposiciones hechas, no hay dependencia de fuerzas externas, como la
gravedad o Coriolis, ni de fenémenos de tensién superficial, por lo cual para que exista
la semejanza dindmica los nimeros de Reynolds deben ser igaules. Para el vortice anular

o7
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creado por la medusa,el nimero de Reynols estd entre cien y cuatrocientos’.

3.1. Anemodmetro de hilo caliente

Se midi6 la velocidad de un vértice anular en aire usando un anemémetro de hilo
caliente. En este caso se uso el anemoémetro IFA 300 de la marca TSI.Un anemoémetro
de hilo caliente consiste en un filamento calentado que queda expuesto al paso de un
flujo. Este filamento estd conectado a un circuito eléctrico que es capaz de monitorear,
en este caso las variaciones de resistencia eléctrica por la accion del flujo. Entonces, se
puede establecer una relacion entre la velocidad del flujo y la resistencia observada en el

filamento calentado [23]. En la figura 3.1 se puede observar el diagrama del anemémetro
IFA 300.

RS-232-C

Cable de

Control
Digital

Porta Sonda—

Sonda— \

Sensor—, \ \
A i)

Sonda de hilo caliente

Flujo

T — ? @

Médulo Termopar Tipo T* ™ = H :
\\':\'——(_E
Cable de corriente

Figura 3.1: Diagrama del sistema del anemémetro IFA 300.*No se usé en este experimento
ya que se hizo a temperatura constante. Modificado de [30]

El principio fisico de funcionamiento de los anemoémetros de hilo caliente estd basado
en la transferencia de calor por conveccién entre el hilo calentado (figura 3.2) y el flujo
pasando a su alrededor. En estos sensores, una pequena estructura es calentada y expuesta
al flujo para medir el intercambio térmico que se produce. La relacién entre la velocidad
del flujo y la tension de salida es deducida sobre la base de las ecuaciones de transferencia

1Como se vio en la parte previa, la velocidad del vértice se ve afectado por los vértices expulsados
anteriormente, por lo que se propusieron distintos modelos, los cuales arrojaban distintas velocidades del
vortice. De ahi que exista unconjunto de valores para el nimero de Reynolds en este caso
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de calor, tomando por referencia la potencia generada por la corriente eléctrica que pasa
por el hilo.

Hio calleme

AgdR

Figura 3.2: Ejemplo de sensor. Tomado de [23]

El sensor es calentado por una corriente eléctrica y enfriado proporcionalmente, de
acuerdo a la componente de la velocidad del aire que incide perpendicular al elemento
sensible, gracias a esto se midi6é solamente la componente de velocidad en la direccién de
propagacién del anillo. Suponiendo que el vortice es simétrico, es posible, a partir de la
ecuacion de continuidad, calcular la componente de velocidad radial (se supone que se
trabaja en coordenadas cilindricas y que el eje de simetria del vértice coincide con el eje
x). Siguiendo con la manera en que el anemémetro mide la temperatura, este se basa en
el cambio de la resistencia eléctrica que es medido usando un puente de Wheatstone, ver
figura 3.3, con la cual al variar la resistencia (partiendo de una resistencia de operacion)
se producia un voltaje, el que era medido para obtener la velocidad.

|
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Figura 3.3: Puente de Wheatstone usado en el anemémetro IFA 300. Tomado de [30]
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En el aire se sugiere que las sondas de hilo caliente operen entre 200 y 300 gra-
dos centigrados. Las sondas de hilo caliente se fabrican de platino o de tungsteno, o de
aleaciones entre ellas. Estos materiales tienen la caracteristica de que su resistencia es
proporcional a la temperatura. Por otra parte, las dimensiones tipicas de una sonda de
hilo caliente son didmetros de 5a 50 micras y longitudes de 0.25 a 2 mm. Para este caso,
las longitudes son semejantes a las sondas de hilo caliente, mientras que los diametros
tipicos son de 40-60 pum [31].

3.1.1. Calibracion

Antes de hacer las mediciones de los vortices, se tuvo que calibrar el anemoémetro, Para
esto se usé un tinel de viento, cuya drea transversal era de (1540,5)em por (15+0,5)cm,ver
figura 3.4 a) . El tunel contaba con dos turbinas, estas se alimentaban con un Variac (figura
3.4 0) ). Al modificar el voltaje del variac se modificaba la velocidad del aire. Los voltajes
a los que se trabajo estuvieron en un rango de 50 a 140 V|, variando de 5 en 5 V.

Figura 3.4: a) Tunel de viento usado b) Variac

Para la calibracion de la sonda se hicieron dos tipos de mediciones. La primera fue
produciendo una calle de Von Karman por la presencia de un cilindro sélido. Esta bien
establecido que la frecuencia de emision de los vértices esta relacionada con el nimero de
Reynolds y por lo tanto con la velocidad del flujo. La relacién es (Roschko,1969) [29]:

v
ﬁ;

en estas medidas se determind la frecuencia de emision de vortices y por lo tanto la
velocidad del flujo lejos del cilindro Este cilindro era de acero, con un diametro D =
(126 £ 0,25)mm, el anenémetro se coloc6 a un par de centimetros del cilindro. En el se-
gundo tipo de mediciones se hizo quitando el cilindro. En esta ocasion se midié el voltaje
que daba el anemémetro a esa velocidad.

f=(0,212Re — 4,5)
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Para la medicion de la velocidad en nuestro experimento se usé una sonda de hilo ca-
liente marca TSI, tomando los pardmetros de operacién sugeridos por dicho fabricante,
Se eligié6 como resistencia de operacién de la sonda el valor 9.06 Ohms. Se tomaron de
16,384 datos con una tasa de 1000 en cada serie. En cada serie se midi6 el tiempo y voltaje.

Para las mediciones con el cilindro se obtuvieron 19 series de datos. Estos datos se gra-
ficaban, se les sacaba la transformada de Fourier rapida y se obtenia la frecuencia de
formacion de vortices. Estas frecuencias se usaron para obtener la velocidad V' del fluido.

En el caso de las mediciones sin el cilindro, se obtuvieron 19 series de datos. Para ca-
da serie se calculo el voltaje promedio. Este voltaje es el que produce el anemémetro para
esa velocidad de flujo dentro del tinel de viento. La calibracién consiste en determinar
los valores de las constantes A y B de la siguiente férmula:

E* = AVV + B; (3.1)
donde FE es el voltaje y V' la velocidad. Haciendo los cambios de variable:

y = E? (3.2)

=V (3.3)

La ecuacién 3.1 queda como la ecuacion de una recta:
y=Ax+ B (3.4)

Con esta ultima ecuacién se encontré una relacion entre el voltaje y la velocidad, obte-
niendo los parametros A y B. Los datos medidos se graficaron, figura 3.5.

Calbracidn
24

¥iv2)
T

w((mis)?)

Figura 3.5: Grafica de calibracién obtenida de los datos medidos en el tinel de viento.
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A estos datos se les aproximé la recta descrita antes, figura 3.5, y obtuvieron los
parametros:

Its?
A=071732 (3.5)
metro
segundo
B = 1,1818volts? (3.6)

Con estos podemos relacionar la velocidad del fluido con el voltaje medido, a partir del
cambio de resistencia en el sensor del anemometro de hilo caliente.

3.1.2. Montaje experimental

Para producir vortices anulares se construy6 una cavidad con un orificio. Una parte
de la cavidad es una bocina [31] a la cual se le colocé por la parte de enfrente un disco
compacto, el que ya tiene un orificio central circular de (1,2 £ 0,5)em de didmetro, figura
3.6 (a). La bocina se perturba enviando un pulso que ha sido producido por un generador
de funciones en la modalidad de funcién de onda arbitraria.

Figura 3.6: Sistema de medicién. (a)generador de vértices, (b) motores de paso, (¢) Sonda.
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Ejemplo de puslo mandado a la bocina
T T T T T

35 .

25

Voltaje (Volts)

5 6 ; 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 3.7: Ejemplo del pulso mandado a la bocina.

Se utilizé un generador de funciones marca Stanford Research System, modelo DS345
(figura 3.8(b)), que se ha programado por el puerto serial para producir una funcién que
crece rapidamente en el tiempo y luego decrece de forma exponencial, estd funcién es
exp(—kt) donde k = 50 y t es el tiempo, figura 3.7. El pulso fue amplificado por un
amplificador PASCO, figura 3.8 (a).

Figura 3.8: Aparatos usados (a) amplificador (b), generador de funciones, (c) pre am-
plificador usado para la sincronizacién de la toma de datos con la produccién del pulso
eléctrico (d) fuente de voltaje

La sonda, figura 3.6 (c), se colocé frente al generador de vértices y se fue moviendo en
un plano usando motores de paso como se puede ver en la figura 3.6 (b), estos motores
eran alimentados con una fuente de voltaje (figura 3.8 (d))y controlados con un programa
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escrito en el lenguaje C' creado en el taller de Fluidos de la Facultad de Ciencias de la
UNAM.

3.1.3. Adquisiciéon de Datos

Se tomaron datos en 1600 puntos, en cada punto se hicieron 6000 mediciones con una
tasa de muestreo de 4000 datos por segundo. Para cada punto de ellos se hicieron cinco
mediciones que se promediaban, el tiempo de toma de datos era de 1.5 segundos. Debido
a que soOlos se podia medir un punto a la vez, el experimento se reproducia cada diez
segundos y cada vez se tomaban las mediciones para cada punto.

Se usé el programa Thermal Pro XP para poder usar el anemémetro IFA 300, en el
cual se introdujeron los parametros de operacion de la sonda, en este caso, la resistencia
de trabajo, que como se dijo antes fue de 9.06 €2 . También es importante decir que las
senales recibidas eran acondicionadas, esto es, se le resto un offset y la senal resultante se
multiplicé por un factor de ganancia.

En una computadora alterna a la que se corria el programa Thermal Pro XP, se to-
maban y guardaban los datos en otro programa creado en el Taller de Fluidos escrito en
C'. Este programa también permitia activar los motores de paso, y asi mover la sonda de
un punto a otro. Para toma de datos se usé una tarjeta de adquisicién de datos (figura
3.9) con cuatro canales anal6gicos y cuya tasa maxima era de 48000 datos por segundo.
Una caracteristica importante de la tarjeta de adquisicién es la que tiene la posibilidad
de iniciar toma de datos al enviar un pulso digital, lo cual se hacia conectando la salida
del generador de funciones que enviaba el pulso a la bocina, hay que senalar que se usa-
ba un pre amplificador para aumentar el voltaje(ver figura 3.8 c). Esto se requiere para
sincronizar la generacion de vértices con la bocina y la toma de datos.

Figura 3.9: Tarjeta de Adquisicién de Datos

Se tomaron datos en una &area de 4.2 cm por 4.2 cm, los motores daban pasos de
aproximadamente 1.04 mm, y se hicieron cuarenta puntos en cada direccién. Se trabajo
en coordenadas cilindricas (r, 6, x) aunque por la simetria sélo se tomaron en cuenta
las coordenadas r y z. En esta parte se usara u para la velocidad del aire, y U para la
velocidad del vértice.
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3.2. Resultados y discusion

Se obtuvieron las componentes u, del campo de velocidades para distintos tiempos.En
las figuras 3.10 y 3.11 pueden verse ejemplos de la velocidad u, para los ejes x y r. Para
este ultimo debe hacerse una correccién ya que el anemoémetro sélo mide el valor absoluto
de la velocidad, y en las orillas el valor de esta velocidad es negativo. En la figura 3.12 se
pueden ver las gréaficas con las correcciones.

Componente de la velocidad u_en el eje r
1A T T T —

/

\

Velocidad (m s™)

o

&
T

|

B

Eje x (mm)

Figura 3.10: Ejemplo de componentes u, en el eje x para un tiempo determinado.

Componente de la velocidad u_ en el eje x
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Figura 3.11: Ejemplo de componentes u, en el eje r para un tiempo determinado. Hay
que senalar que en esta grafica el centro del vortice anular esta en el milimetro 25
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Componente de la velocidad u, en el eje x
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Eje x (mm)

Figura 3.12: Ejemplo de componentes u, en el eje r para un tiempo determinado (Correc-
cién en las orillas).

Con las correcciones hechas, en las figuras 3.13 y 3.14 se grafican las componentes u,
para el plano donde se midid, en un tiempo determinado.

Componente x de la velocidad

IS

w
{

Velocidad (m s

45

30 ] a5 40

20

20 25

Eje x (mm)
0o Eje r {(mm)

Figura 3.13: Ejemplo de componentes u, del campo de velocidades para un tiempo deter-
minado (vista frontal). Aqui los colores azules corresponden a velocidades negativas y las
amarillas y naranjas a velocidades positivas.
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Componente x de la velocidad

10—

Eje r (mm)
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Figura 3.14: Ejemplo de componentes u, del campo de velocidades para un tiempo deter-
minado (vista por arriba). Aqui los colores azules corresponden a velocidades negativas y
las amarillas y naranjas a velocidades positivas.

Utilizando la ecuacién de continuidad:

Se calcul6 la componente r de la velocidad, mediante el metédo de diferencias finitas,
como se muestra en la figura :
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Componente r de la velocidad
\

Bz ‘
i

/

/

Velocidad(m s™)

I

45

15

Eje x (mm) 0oy Eje r (mm)

Figura 3.15: Ejemplo de componentes wu, del campo de velocidades para un tiempo deter-
minado (vista frontal). Aqui los colores azules corresponden a velocidades negativas y las
amarillas y naranjas a velocidades positivas.

Componente r de la velocidad

5 10 15 ZUEje X (mm;S 30 35 40 45
Figura 3.16: Ejemplo de componentes u, del campo de velocidades para un tiempo deter-
minado (vista por arriba). Aqui los colores azules corresponden a velocidades negativas y
las amarillas y naranjas a velocidades positivas.

Con esto se calculé también el campo de velocidades (figura 3.17) y la componente
angular de la vorticidad (figuras 3.18 y 3.19). Cabe senalar que las otras componentes de
la vorticidad son cero.
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Figura 3.17: Ejemplo de campo de velocidades en un tiempo determinado

Vorticidad

Vorticidad( s2)

15
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Figura 3.18: Componente 6 de la vorticidad en un tiempo dado (vista frontal).
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Eje r (mm)

Vorticidad

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Eje x (mm)

Figura 3.19: Componente 6 de la vorticidad (vista por arriba).

Para calcular la velocidad U del vértice se graficé la posicién de la velocidad méxima
u; (que es el centro del vértice) en el eje x, ya que como puede verse en la figura 3.20 este
se mueve.

14

12

=
3

Velocidad (m s'l)

0.4

0.2

Posicién del centro del vértice en distintos tiempos
I I I I I I

a5
Eje r (mm)

Figura 3.20: Movimiento del méaximo de la componente u, en el eje x. Los valores que se
muestran en grafica son tomados en la linea en el eje r que corresponde al eje de simetria
del vortice, situada en el centro del anillo. Las graficas se tomaron con un tiempo de 2.5
ms entre ellas.
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Se grafic la posicién de este maximo con respecto al tiempo, en un intervalo en el que
se considerd que el maximo se movia con velocidad constante, y se ajustaron los datos
a una recta con minimos cuadrados, como se puede ver en la figura 3.21. La pendiente
de esta grafica es la velocidad U. En el cuadro 3.1 se muestran parametros importantes
del anillo que resultan de las mediciones con anenometria de hilo caliente, tal como su
nimero de Reynolds, que estd en el limite de los valores del vértice expulsado de la
medusa, en este caso no se bajo mas el nimero de Reynolds debido a problemas con el
generador de vortice, que se volvia inestable a velocidades més pequenas. Otro paramétro
importante es la velocidad de traslacion del anillo. Esta velocidad se utilizé para calcular
la circulacién por el modelo de potencial complejo y anillo delgado, las cuales se muestran
en el cuadro 3.2. En este cuadro se han puesto ademas, otras estimaciones de la circulacion,
por ejemplo, la definicion como integral de linea.

Velocidad del centro
\

R R

Posicién (mm)

27
0.044 0.046 0.048 0.05 0.052 0.054 0.056

Tiempo(s)

Figura 3.21: Movimiento del maximo de la componente u, en el eje x.

Cuadro 3.1: Parametros importantes del anillo

Diametro D 0,84 £ 0,05ecm

Didametro del nicleo B 0,42 £ 0,05cm

Velocidad U 0,85 4+ 0,06m/s

Numero de Reynolds Re 399

La circulacién también puede estimarse si se tiene la velocidad u, en el centro de
simetria mediante la ley de Biot-Savat 1.87 con el valor de la velocidad u, en el centro
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del anillo, en un tiempo en que la velocidad del anillo era constante, ya que puede verse
que en ese punto x = 0%y la ley de Biot-Savart se transforma en:

r
Uz =5
Con el valor u, = 1,52 4+ 0,004m/s se obtuvo la circulacién reportada en el cuadro 3.2.
Con este valor de la circulacién se ajustaron los valores de la velocidad u, medidos en la
linea transversal que cruzaba el centro del anillo, con los valores obtenidos por la férmula
de Biot-Savart, ver 3.22.

Comparacion con la ley de Biot-Savart
I I I

Velocidad (m s'l)
T
Sy
=8
/

o
:
I
<
\\
o

40 as

Eje x (mm)

Figura 3.22: Ajuste de la velocidad por Biot-Savart.

En el caso de la definicién, se obtuvieron dos valores de la circulacion, debido a que
como se ve en la figura 3.19 existen dos regiones de vorticidad, una positiva y una negativa
(que corresponderian a los dos vortices libres que se supusieron en el modelo de potencial
complejo). En la introduccién se mostro que:

r:j{ﬁ-df:/@-dfi’
C S

Usando eso, en este caso se integrd la vorticidad en el el drea que correspondia a cada
vortice libre. Las circulaciones asi obtenidas se muestran en la tabla 3.2

2Aqui se movié el eje r de tal forma que el eje de simetria coincidiera con r = 0
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Cuadro 3.2: Valores de I' para los distintos modelos. Donde R = % y b= %
Modelo Ecuacién F(TQ)
Definicién (vértice superior) = [jd- dA - 0.0078 £ 0.0004
Definicién (vértice inferior) = [jd- dA 0.0075 £+ 0.0003
Aproximacién dipolo U=z 0.0376 + 0.00008
Anillo delgado U=+ (log®E — 1) 0.0083 + 0.0003
Biot-Savart = A 0.0073 £ 0.0007

Puede verse que la ley de Biot-Savart arrojo un valor de la circulacién mas cercano a la
dada por la definicion, y después la aproximacién por anillo delgado. En el caso del modelo
de potencial complejo, hay una gran diferencia con el valor esperado. Interpretando esto,
el modelo de potencial complejo estimaria velocidades de traslacién del vortice menores
a las reales. Esto influiria en nuestros modelos dando como resultado empujes menores a
los que se observarian en la realidad.

3.2.1. Consideraciones a los modelos de empuje por vértice anu-
lar

Los resultados obtenidos nos hacen cuestionarnos acerca de la validez de los modelos
para el empuje. Con los datos obtenidos aqui podria decirse que los modelos subesti-
marian el valor del empuje y harian que se esperara una velocidad terminal menor que la
observada. Esto tienen mucho de verdad, sin embargo el que tanto diverge tiene que ver
con la estructura del anillo.

Si bien los modelos de interaccion son mas complicados de corregir, el de vortice solo
es bastante sencillo. Podemos ver que la velocidad del potencial complejo es bastante
parecida a la de anillo delgado salvo un factor, que viene de suponer estructura al anillo.
Este factor depende del diametro D del anillo, y del diametro de su nicleo B, ya que

G L (88 _1\_ T ( 8D 1
TR \%® Y 1) T mr\%® B T

En las figuras 3.23, 3.24 y 3.25 pueden verse distintos valores del cociente D/B para el
modelo de vértice anular solo.
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Velocidad para distintos modelos
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Figura 3.23: Comparacién de las velocidades terminales del modelo de Daniel y del empuje
por vértice anular corregido.
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Figura 3.24: Comparacién de las velocidades terminales del modelo de Daniel y del empuje
por vértice anular corregido.
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Velocidad para distintos modelos
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Figura 3.25: Comparacion de las velocidades terminales del modelo de Daniel y del empuje
por vértice anular corregido.

Con la correccién puede verse que el modelo de empuje por vortice anular ya supera
al de Daniel, en cuanto a velocidad terminal. Esta mejora al empuje es mayor cuando
el anillo es més delgado. Segin aproximaciones numéricas de Herndndez-Zapata(2015) y
datos experimentales de Dabiri(2005)

8D 1
log — — — | ~3

por lo que estariamos en el caso de la figura 3.25. Esto explica mejor el que McHenry haya
obtenido valores superiores a los propuestos por Daniel, aunque para calcular un valor
més exacto del empuje deberia considerarse la interaccién con los vértices anteriores. Esto
podria ser tema de un trabajo posterior.



Capitulo 4

Conclusiones

Se obtuvieron varios modelos que describian el modelo de las medusas. Todos estos
partian de la segunda ley de Newton, en la que las fuerzas involucradas eran el empuje,
el arrastre, la fuerza para vencer la inercia y la masa anadida. La diferencia entre cada
uno fue el modelo que se usaba para el empuje.

En una primera aproximacién, usando el modelo de empuje por chorro estacionario, se en-
contré que la medusa llegaba a una velocidad terminal, que no podia sobrepasar. También
se encontro que existia un maximo en la energia cuando la fase de contracciéon y la fase de
relajacién eran iguales, y esto para cualquier cantidad de ciclos. Se observé ademas que
el minimo indice de escape respecto al cociente de la duracién de las fases, es dependiente
de la cantidad de ciclos que lleve a cabo la medusa. Esto llevé a pensar en una posible
explicacion a la eleccién de la duracion de las fases en la medusa.

En un siguiente paso, se mejord el modelo de chorro estacionario incorporandole vor-
ticidad, en un primer paso se consider6 al vortice solo, lo que dio como resultado un
empuje menor que el de chorro estacionario y por lo tanto una velocidad terminal menor.
Luego se modeld el empuje considerando que el vortice expulsado interaccionaba con el
vortice anterior, o con una infinidad de vortices anteriores. Esto mejoré el empuje dando
una velocidad terminal mayor que el empuje por chorro estacionario.

Por ultimo se determind que tan vélidas eran las hipétesis que se hicieron, en especial
suponer que el anillo de vorticidad era una linea, que se podia modelar bidimensionalmen-
te con superposicion de dos vortices libres. Para ello se estimo la circulacién usando los
distintos modelos propuestos, como la definicién de circulacién, la ley de Biot-Savart, el
modelo dado por el potencial complejo la aproximacion de anillo delgado. Esto arrojo que
el modelo de potencial complejo predecia una velocidad de traslacién del vértice menor
a la real. Por lo que se concluyd que posiblemente los modelos dan un empuje menor al
real. Esto porque no se considerd que el vértice anular tuviera estructura, por lo que se
corrigié el modelo para un vortice solo, usando la velocidad dada por la aproximacién de
anillo delgado, con lo cual se obtuvo una velocidad promedio mayor.

Trabajos posteriores podrian refinar los modelos considerando la estructura del anillo
de vorticidad, proponiendo en que manera los vortices anteriores influyen en el empuje
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del vortice expulsado por la medusa y también es necesario determinar la duracion de los
vortices para con ello poder establecer que modelo de interaccién con vortices se apega
méas a la realidad, y que parametros son importantes para decidir que modelo usar en
cada caso.

Otro punto importante para refinar los modelos es suponer que pasaria si en vez de
una sola medusa existieran mas, cuyos chorros alteraran el chorro de la primer medusa.
También quitar la restriccion de movimiento unidimensional podria arrojar modelos mas
cercanos a la realidad. Por ultimo, el enfoque que aqui se traté fue desde la mecanica de
fluidos, sin embargo, seria necesario contar también con ayuda de otras areas, como la
mecanica de solidos elasticos, en aras de un modelo mas cercano a la realidad. Esto es im-
portanto, pueto que como se mencioné al principio del capitulo 2, Gemmell ha encontrado
que existe una contribucion mayor por la formacién de regiones de baja presién, lo cual es
originado por las deformaciones de la medusa misma. De ser posible, se podria encontrar
un modelo para describir ese empuje y compararlo con los modelos aqui presentados.
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