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Caminante, son tus huellas
el camino y nada mas;
Caminante, no hay camino,
se hace camino al andar.
Al andar se hace el camino,
y al volver la vista atrds

se ve la senda que nunca

se ha de volver a pisar.
Caminante no hay camino
sino estelas en la mar.

Antonio Machado
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Introduccion

Un continuo es un espacio no degenerado métrico, compacto y conexo. Un
continuo es homogéneo si cumple que para cualesquiera dos puntos en él, exis-
te un homeomorfismo del continuo en si mismo que manda a un punto en
el otro. Los espacios homogéneos fueron definidos en 1920 por W. Sierpinski
en el articulo Sur une propété topologique des ensembles dénombrables den-
ses en soi [34] que aparecié en el primer volumen de la revista Fundamenta
Mathematicae.

No es dificil ver que el circulo unitario en el plano es un continuo ho-
mogéneo. Desde el inicio del estudio de los continuos homogéneos las curvas
cerradas simples han tenido una presencia importante en el estudio de los con-
tinuos homogéneos. Tal es su relevancia que varias cuestiones importantes las
tienen consideradas. Para ejemplo de lo anterior, recurramos a una pregun-
ta postulada por B. Knaster y K. Kuratowski en [20]: ses la curva cerrada
simple el unico continuo homogéneo del plano? Se sabe que la respuesta es
negativa pues R. H. Bing, en su articulo A homogeneous indecomposable plane
continuum [2]|, demostré que el pseudoarco es un continuo homogéneo. Més
adelante, R. D. Anderson demuestra que la curva cerrada simple y la curva
universal de Menger son los tinicos dos continuos homogéneos localmente co-
nexos de dimensién 1, en el articulo One-dimensional continuous curves and
a homogeneity theorem [1, Theorem XIII|. Este tltimo resultado de Anderson
también serd de vital importancia para el trabajo aqui presentado, especifica-
mente en el Teorema 5.2.2, cuyo objetivo es encontrar un camino para poder
utilizar el resultado de Anderson.

Otro ejemplo donde la curva cerrada simple juega un papel muy importante
es el problema que J. Krasinkiewicz en [5, Problem 156] y P. Minc en [24,
Problem 81, pdg. 379] postularon, cada uno de manera independiente. Un
problema que hasta el dia de hoy sigue abierto y es el problema que da pie
a la existencia de este trabajo: ses la curva cerrada simple el inico continuo
homogéneo que es hereditariemente descomponible? A diferencia de la pregunta
de Knaster y Kuratowski, esta segunda no posee una respuesta definitiva, si
no que posee algunas respuestas parciales.

Hay tres articulos que contienen las respuestas que se le han dado a la pre-
gunta de J. Krasinkiewicz y P. Minc. El propésito de este trabajo es presentar
los resultados principales de dichos articulos a fin de comprender de mejor
manera las técnicas con las que han atacado el problema.

El trabajo ha sido dividido en cinco capitulos. El primer capitulo contiene
algunos conceptos y resultados a utilizar en la tesis. Ademas de los resultados
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basicos mas importantes para dar solucion a los lemas y teoremas mas impor-
tantes de los capitulos siguientes. Se ha decidido colocar en el segundo capitulo
la demostracion de un resultado de R. H. Bing hecha por F. Burton Jones, en-
contrado en Use of a new thechnique in homogeneous continua [19], el cual es
una simplificacion de la prueba del teorema de R. H. Bing encontrado en el ar-
ticulo A simple closed curve is the only homogeneous bounded plane continuum
that contains an arc [3]. En el tercer capitulo mostramos el articulo de Charles
L. Hagopian Homogeneous plane continua [12], el cual da una respuesta muy
fuerte al asegurar que en el plano sélo hay un continuo homogéneo hereditaria-
mente descomponible. El cuarto capitulo contiene el resultado del articulo de
T. Mackowiak y E. D. Tymchatyn titulado Continuous mappings on continua,
II 28] que nos dice que todo continuo homogéneo y atriddico que contiene
un continuo hereditariamente descomponible es un solenoide (Teorema 4.2.5)
y, de hecho, el unico solenoide al que aspira ser, al ser él mismo descompo-
nible, es la curva cerrada simple. El quinto capitulo consta de los resultados
mas importantes del articulo de S. Macias y S. B. Nadler, Jr. On heredita-
rily decomposable homogeneous continua [27], en el cual se encuentran ocho
propiedades adicionales a las hipétesis de ser homogeneo y hereditariamente
descomponible. Cada una de las cuales implica que un continuo homogéneo y
hereditariamente descomponible sea la curva cerrada simple. Ademas, en este
ultimo capitulo encontraremos unos cuantos resultados adicionales sobre las
consecuencias de que la respuesta al problema de la curva cerrada simple sea
negativa.

Cada uno de los resultados recurre a herramientas topologicas de diversas
areas para atacar un problema comun.



Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos el texto con un capitulo que posee las definiciones mas
importantes y algunos resultados basicos que utilizaremos a lo largo del mismo.

1.1. Definiciones basicas y Teorema del borde
en la frontera

Daremos un resultado muy conocido en Topologia que serda de gran uti-
lidad. Este es mejor conocido como Teorema del borde en la frontera. Antes,
introduciremos los conceptos necesarios.

Definicién 1.1.1. Sean X un espacio con métrica p, A un subconjunto no
vacio de X y x € X. Definimos la distancia entre x y A (denotada como
p(z, A)) como inf{p(z,a)la € A}.

Definicién 1.1.2. Sean X un espacio con métrica p, x € X y € > 0. Definimos
la bola abierta de radio € y centro en z, denotada por V.(z), como sigue:
V.(z) = {y € X|p(y,z) < e}. Si A es un subconjunto de X, entonces al

conjunto |J V.(y) lo llamaremos bola abierta de radio € y centro en Ay se
yeEA
denotara como V.(A).

Definicién 1.1.3. Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de X.
Definiremos el conjunto Clx(A) = ({C C X|C es cerradoen X y A C C}.
Este conjunto es el cerrado més pequeno en X que contiene a A y es conocido
como la cerradura de A en X. Definiremos ahora Intx(A) = |J{U C X|U es
abierto en X y U C A}. Este conjunto es el abierto de X més grande contenido
en Ay es conocido como el interior de A en X.

Definicién 1.1.4. Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de X.
Entonces la frontera de A en X, denotada como Frx(A), estda definida como
el conjunto Clx(A) N Clx(X \ A).

Definicién 1.1.5. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es un espacio
normal si para cualesquiera dos conjuntos no vacios, cerrados y ajenos, A y
B, de X, existen dos abiertos ajenos U y V de X talesque ACUy BCV.

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposicion 1.1.6. Todo espacio métrico es normal.

Demostracion. Sean F; y F, dos conjuntos cerrados, ajenos y no vacios de
un espacio métrico X con métrica p. Para cada x € I} y y € F, sean ¢, =
so(x, Fy) y ey = 3p(y, F1). Entonces U = |J V., (z)yV = U V., (y) son dos

zEF) yeFy
abiertos ajenos que contienen a F y a Fy respectivamente.

Q.E.D.

Proposicion 1.1.7. Sean X un espacio normal, A un subconjunto cerrado de
X yU un abierto propio de X que contiene a A. Entonces existe un subconjunto

abierto V- de X tal que ACV C Clx(V) CU.

Demostracién. Como U # X, B = X \ U es un cerrado no vacio de X que
no intersecta a A. Como X es normal, existen dos abiertos V' y W ajenos y
no vacios de X tales que A C V 'y B C W. Por ser ajenos Clx(V)NW = 0,
como X \BC W, Clix(V)Nn(X\U)=0. Asi, Cix(V) C U. Lo que completa
la prueba.

Q.E.D.

Definicién 1.1.8. Sean X un espacio topolégico y p € X. Definiremos la
componente de p en X (denotada como C,) como C, = [J{A C X|A es conexo
X y p € A}. En general, cuando hablamos de una componente de un conjunto,
hablaremos de la componente de alguno de sus puntos.

Observacion 1.1.9. La componente de un punto de un espacio es el conexo
mas grande que lo contiene y que las componentes de un subconjunto A de un
espacio X son cerradas en A.

Lema 1.1.10. Sean X un espacio y A un subconjunto cerrado de éste que posea
una cantidad finita de componentes. Si x € Intx(A) y C, es la componente de
x en A, entonces x € Intx(Cy).

Demostracion. Sean C, (s, ..., C, las componentes de A diferentes de C,.
Como z € Intx(A), existe un abierto U de X tal que x € U C A. Como
A es cerrado y C; es cerrado en A (por la observacién 1.1.9), C; es cerrado

en X para toda i € {1,...,n}. Sea V. =UnN (X \ J C;). Entonces V es un
i=1

abierto de X talquex e V.C Ay V(Y C;) =0. Asi, V C C, y, por tanto,

i=1
x € Intx(Cy).
Q.E.D.

Definicién 1.1.11. Un continuo es un espacio no degenerado, métrico, com-
pacto y conexo. Un subconjunto cerrado y conexo, Y, de un continuo X sera
llamado un subcontinuo de X.

Estamos listos para probar el Teorema del borde en la frontera.

Teorema 1.1.12. Sean X un continuo y U un subconjunto propio, abierto,
no denso y no vacio de X. Si K es una componente de Clx(U), entonces

KﬂFTX(U)#Q)
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Demostracién. Supongamos que K N Fryx(U) = (. Entonces, por [31, 5.2,
pég. 72|, Clx(U) = M;U M,, donde M; y M son dos subconjuntos cerrados y
ajenos de Clx(U) con K C M,y Frx(U) C M,. Definamos Mz = MyU(X\U).
Como Clx(U) = M; U My, es claro que X = M; U Ms. Tanto M; como M;
son cerrados en X. Como K # () y K C My, M, # (. Como U es subconjunto
propio de X y X \ U C M3, M3 # (). Demostraremos que M; N M3 = {).
Tenemos que My N Mz = M, N (X \ U). Asi, como M; C Clx(U) y X\ U es
cerrado en X, My N M; C Clx(U)N (X \U) = Frx(U) C M,. Pero, como
M, N My = (b, obtenemos que M; N Mz = (). Esto es una contradiccién, pues
X es un continuo. Por lo tanto, K N Fry(U) # 0.

Q.E.D.

Corolario 1.1.13. Sean X un continuo y A un subcontinuo de X. Si C' es
una componente de Clx (X \ A), entonces C N A # ().

Demostracién. Notemos que, como A y X'\ A son complementos uno del otro,
Frx(A) = Frx(X \ A). Por otro lado, como A es cerrado, Frx(A) C A. Por
el Teorema 1.1.12, tenemos que § # C N Frx(X \ A) = CNFrx(A) Cc CNA.
Lo que completa la prueba.

Q.E.D.

Corolario 1.1.14. Sean X un continuo, A un subcontinuo propio de éste
y U un abierto no denso del mismo, tales que A C U. Entonces existe un
subcontinuo propio B de X tal que AC B, B#AyBCU.

Demostracion. Por la Proposicién 1.1.6, X es normal y, por la Proposicién
1.1.7, existe un abierto V' de X tal que A C V' y Clx(V) C U. Por el Teorema
1.1.12, la componente de A en Clx(V'), B, intersecta a Frx (V). Esto significa
que, como A C V., B # A. Por otro lado B es un subcontinuo propio de X vy,
como B C Clx(V) C U, se completa la prueba.

Q.E.D.

1.2. Propiedad de la interseccién finita

Definicién 1.2.1. Sea A un conjunto, diremos que A esté parcialmente orde-
nado si existe una relacién < tal que, para cualesquiera tres elementos a,b y
cde A, 1)a<a;2)sia<byb<a,entoncesa=1>0;3)sia<byb<ec,
entonces a < ¢. Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado y, ademads,
para cualesquiera dos elementos a y b de A existe un elemento c tal que a < ¢
y b < cse dird que A es un conjunto dirigido.

Proposicién 1.2.2. Sea I un conjunto dirigido de indices. Si {C;}icr €s una
coleccion de subconjuntos cerrados y no vacios de un espacio compacto X tal
que si i, € I yj <1, entonces C; C C; y U es un abierto no vacio en X tal
que (| C; C U. Entonces, existe |l € I tal que C; C U.

iel
Demostracién. Como X \U es cerrado en X, es compacto y, ademés, X \U C
X\ (N Ci) = UX\G). Ast, { X\ C;}ier es una cubierta abierta de X \ U, por

el i€l
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lo que existe una subfamilia finita {C;; }7_, tal que X \U C |J Cj;. Sin perder
j=1

generalidad podemos suponer que i,, > i, para toda m < n, de esta manera
C;, C C;, para toda m < n. Entonces como para cualesquiera dos indices k
y [ de I tales que k <[, X\ C;, C X\ C},, tenemos que X \U C X \ C;,,
podemos concluir que C; C U.

Q.E.D.

Definicién 1.2.3. Sean X un espacio y {A;}ic; una familia de conjuntos de

X. Diremos que {A4;};c; tiene la propiedad de la interseccion finita si para
n

cualquier subfamilia finita {A;; }}_; de {A;}icr se tiene que [ A, # 0.

j=1
Lema 1.2.4. Sea X un espacio. Entonces X es compacto si y solo si cualquier
familia de cerrados con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccion
no vacia.

Demostracién. Supongamos que X es compacto y sea {C; };e; una familia de
cerrados con la propiedad de la interseccién finita. Supongamos que (| C; = 0.
iel
Eso significa que |J(X \ C;) = X, asi que {X \ C};cs es una cubierta abierta
icl
de X. Como X es compacto existe una cantidad finita de elementos en I,
n

n
{i1, ... in}, tales que |J(X \ () = X, por lo tanto, (| C;, = 0, lo cual
j=1 j=1
contradice el hecho de que {C;};c; tiene la propiedad de la interseccion finita.

Ahora, supongamos que cualquier familia de cerrados de X con la propiedad
de la interseccién finita tiene intersecciéon no vacia. Sea {U;};c; una cubierta

abierta de X. Entonces () (X \U;) = 0. Esto implica que { X \ U, };cs no tiene la
iel
propiedad de la interseccién finita. De esta forma existe una cantidad finita de

elementos en I, digamos iy, ..., i,, tales que ( (X \U;,) =0. Ast | Us, = X.
j=1 j=1
Y, finalmente, {U;, }7_, es una subcubierta finita de X.
Q.E.D.

Proposicién 1.2.5. Sea I un conjunto dirigido de indices. Si {C;}icr €s una
coleccion de subconjuntos cerrados y no vacios de un espacio compacto X tal
que si j,l € I yj <l, entonces C; C C;. Entonces () C; # 0.

iel
Demostracién. Simplemente hay que observar que {C;};cr posee la propiedad
de la interseccion finita. Esto porque, al ser I un conjunto dirigido, para toda
cantidad finita de indices {i1,...,17,}, existe k € I tal que k > ¢; para toda j €

{1,...,n}. Asi, C, C Cy, para toda j € {1,...,n}. Como C} # 0, N C;, # 0
j=1
y, por el Lema 1.2.4, () C; # 0.

iel
Q.E.D.
Lema 1.2.6. Sea I un conjunto dirigido de indices. Sea { X; }icr una familia de
subcontinuos de un espacio métrico y compacto X tales que si j < | entonces

X; C X;. Entonces A= () X; es un continuo.
i€l
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Demostracién. Por la Proposicion 1.2.5, A es un subconjunto cerrado y no
vacio de X vy, por lo tanto, serd compacto. A también es métrico por ser
subconjunto de un métrico. Asi, sélo basta probar que A es conexo.

Supongamos que A es disconexo. Entonces existen dos abiertos U y V' de
Xtalesque UNV =0, ACUUV, ANU #0y ANV # (. Como UUYV es
abierto, por la Proposicién 1.2.2, existe un m € [ tal que X,, C UU V. Como
X, es un continuo, X,, C U o X,,, C V y sélo se cumple una de estas opciones.
También, tenemos que A C X,,, por lo que A sdlo puede estar contenido en U
o V y no en ambas. Lo cual es absurdo. Luego A es conexo y, por ende, sera
un continuo.

Q.E.D.

1.3. Espacios completos

Definiciéon 1.3.1. Sean X un espacio métrico, con métrica p, y A un sub-
conjunto no vacio de X. Definimos el didmetro de A, denotado por didm(A),
como sigue: didm(A) = sup{p(z,y)|z,y € A}.

Definicién 1.3.2. Sea X un espacio métrico con métrica p. Diremos que una
sucesion {x,}5°, de elementos de X es convergente a un punto x € X si para
cada € > 0, existe N € N tal que si n > N, entonces p(z,,x) < €.

Definicién 1.3.3. Sea X un espacio con métrica p. Una sucesion {z,}>, de
elementos de X es llamada una sucesion de Cauchy si para cada € > 0, existe
N € N tal que si n,m > N, entonces p(x,,x,,) < €. X serd llamado completo
si cualquier sucesion de Cauchy de elementos de X converge a un punto en X.

Lema 1.3.4. Sea X un espacio métrico, con métrica p. X es completo si y
sélo si para cada sucesion {F,}32, de subconjuntos cerrados de X, tal que

Foyy C F,y lim diam(F,) = 0, existe un punto v € X tal que () F, = {z}.
n—->o00 n=1

Demostracion. Supongamos que X es completo. Para cada n € N, sea z,, €
F,. Asi, {z,}22, es una sucesién de puntos de X tal que, para cada N € N,

si n,m > N, entonces x,, y x,, son elementos de Fly. Luego, como lim
n—-o0

didm(F,) = 0, {x,}>2, es una sucesién de Cauchy. Entonces existe z € X

tal que lim x, = . Notemos que, como para cada N € N, {z,}> v C Fl,
n——aoo

o o0
x € () Fy. Ahora, supongamos que existe y € (] F, \ {z}. Entonces, para
N=1 n=1
cada n € N, 0 < p(z,y) < didm(F},), lo cual es una clara contradiccion.
o0

Finalmente, (| F, = {z}.
n=1
Supongamos que para cada sucesion {F,}>°; de subconjuntos cerrados de

X, tal que F,4y C F, y lim didm(F,) = 0, existe un punto z € X tal que
n—>-ao0

e¢]
N Fn = {z}. Sea {x,}>° | una sucesién de Cauchy en X. Entonces, para cada
n=1
numero natural k, existe N, € N tal que si ¢ y [ son mayores que Ny tendremos



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

que p(x;,x;) < % Para k = 1, tomemos By = Clx(Vi(zn,)). Para k = 2 sea

By = Clx (V% (xn,)) N B;. Podemos seguir con este proceso y, asi, obtendremos

una familia de cerrados no vacios { B, }>° ; tales que, para cada n, B,y C B,

y lim didm(B,) = 0. Asi, por hipétesis, existe z € X tal que () B, = {z}.
> 1

n— e

Por construccion, lim =z, = x. Luego, el espacio es completo.
n—oo

Q.E.D.

Teorema 1.3.5. Si X es un espacio métrico y compacto, entonces X es com-
pleto.

Demostracién. Vamos a utilizar el Lema 1.3.4. Sea {F,,}°°, una sucesién
de cerrados tal que lim didm(F,) =0y F,41 C F, para cada n. Si toma-

n—
mos m elementos de la sucesion F,,,, F,,, -+, F,,,, con ng < ng < -+ < Ny,

m
tendremos que () F,, = F,, . Entonces {F,}>°, es una familia de cerrados
k=1

con la propiedadide la interseccion finita. Entonces, por ser X compacto, por

o0
el Lema 1.2.4, [ F, # (). Sea x en este conjunto, veremos que es el unico
n=1

elemento ahi. Supongamos que existe y € (] F,, \ {z}. Se sigue que para cada
n=1
n €N, 0 < p(z,y) < didm(F,), lo cual es una clara contradiccion. Finalmente,

Fjl F, ={z}.
" Q.E.D.

1.4. Continuos descomponibles

Definicién 1.4.1. Diremos que un continuo X es descomponible, si existen
dos subcontinuos propios Ay B de X tales que AU B = X. Un continuo sera
llamado hereditariamente descomponible si todos sus subcontinuos no degene-
rados son descomponibles. Un continuo serd llamado indescomponible, si no es
descomponible.

Lema 1.4.2. Sean X un continuo y A un subcontinuo de éste tales que X \ A
no es conexo. St U y V son dos abiertos ajenos no vacios de X tales que
X\NA=UUV, entonces AUU y AUV son dos subcontinuos de X.

Demostracién. Como X \ (AU U) = V| tenemos que AU U es cerrado.
Anélogamente, AUV también es cerrado y, por lo tanto, ambos son compactos.
Ahora, s6lo bastara ver que ambos conjuntos son conexos. Para eso, lo haremos
solo con AU U, pues el caso de AUV es similar. Supongamos que existen dos
cerrados ajenos no vacios K y L de X, tales que AUU = K U L. Como
A es conexo, sin perder generalidad, diremos que A C K. De esta manera,
podemos concluir que U C L. Como U es ajeno con V., LN Clx (V) = 0. Asi,
X =LU(KUCIlx(V)), lo cual es una contradiccién, pues Ly (K U Clx(V))
son dos subconjuntos cerrados ajenos, no vacios de X.

Q.E.D.
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El siguiente resultado es béasico y nos serda de mucha utilidad. Es una ca-
racterizacién de los continuos descomponibles que nos ayudara para sélo tener
que trabajar con los interiores de los subcontinuos de un espacio.

Lema 1.4.3. Un continuo X es descomponible si y solo si contiene algin
subcontinuo propio con interior no vacio.

Demostraciéon. Supongamos primero que X es descomponible. Entonces exis-
ten dos subcontinuos propios, A y B, de X tales que AU B = X. Asi, se sigue
que X \ B es un abierto contenido en A y, por tanto, A tiene interior no vacio.
Ahora supongamos que existe un subcontinuo propio A de X cuyo interior
es no vacfo. Tenemos dos casos. Si X \ A es conexo, al tener que Intx(A) # ()
sabemos que Clx (X \ A) # X, entonces Clx (X \ A) es un subcontinuo propio
de X y, por lo tanto, X = AU Clx(X \ A). Ahora, si X \ A es no conexo,
entonces existen dos subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios U y V de X,
tales que X \ A=U UV. Por el Lema 1.4.2, tenemos que AUU y AUV son
dos subcontinuos propios de X y, mas aiun, X = (AUU)U (AUV).
Q.E.D.

El siguiente corolario es inmediato del Lema 1.4.3.

Corolario 1.4.4. Un continuo es indescomponible si y solo si todos sus sub-
continuos propios tienen interior vacio.

1.5. Descomposiciones y espacios cociente

Definicién 1.5.1. Una descomposicion de un espacio X es una coleccion de
subconjuntos no vacios de X, disjuntos dos a dos, cuya unién es X.

Definicién 1.5.2. Diremos que una descomposicion, D, de un continuo X, es
semicontinua superiormente si para cada D € D y cada abierto U de X tales
que D C U, existe un subconjunto abierto V' de X tal que D C V y de tal
manera que para todo elemento F € D para el cual ENV # (), se tiene que
E C U. Diremos que D es semicontinua inferiormente si para cualesquiera
D e D, xyyen Dy cada subconjunto abierto U de X con x € U, existe un
subconjunto abierto V' de X tal que y € V' y cada que un elemento D" de D
cumpla con D'NV # (), se tendrd que D' NU # (). Por tdltimo, diremos que D
es continua, si es semicontinua inferiormente y semicontinua superiormente.

Definicién 1.5.3. Sea D una descomposicion de un espacio X. A la funcién
q: X — X/D que manda a cada elemento de X al dinico elemento, D,, que
lo contiene le llamaremos funcion cociente. Definimos X/D = {D,|r € X}. A
la topologia:

U ={U C X/D|qg*(U) es abierto en X}

le llamaremos topologia cociente. Al espacio X/D con la topologia cociente le
llamaremos espactio cociente.
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Observacién 1.5.4. Notemos que si z € X, entonces ¢~ '(¢(x)) es el elemento
en D que contiene a x, esto es claro por la definicién de funcién cociente. Asi,
en general, si A C X entonces ¢ '(q(A)) = U{D € D|DN A # 0}.

Definicién 1.5.5. Sean X y Y espacios topolégicosy f : X — Y una funcién
continua. Diremos que f es abierta si las imagenes de abiertos en X, bajo f,
son abiertos en Y. De igual manera diremos que f es cerrada si las imagenes
de cerrados en X son cerrados en Y.

Teorema 1.5.6. Sean X un espacio y D una descomposicion de X. Entonces
D es continua si y solo si la funcion cociente q : X — X /D es tanto abierta
como cerrada.

Demostraciéon. Supongamos que la descomposicion D es continua. Comen-
zaremos demostrando que ¢ es abierta. Para esto sélo usaremos el hecho de
que ¢ es semicontinua inferiormente. Sean U un abierto no vacio de X y
r € ¢ Y(q(U)). Sea D, el elemento de D que contiene a x. Tenemos que
D, NU # 0, pues D, € ¢q(U). Tomemos y € D, N U. Entonces, como D
es semicontinua inferiormente, existe un abierto V' de X tal que x € V' y
cada que un elemento de D intersecta a V', el mismo elemento intersecta tam-
bién a U. Afirmamos que V' C ¢ *(q(U)). De no ser asi, existiria un punto
v e V\qgtq))y, por tanto, el elemento D, € D tal que v € D, no in-
tersectarfa a U. Esto serfa una contradicciéon pues D, NV # () y, por tanto,
D,NU # 0. Luego, € V C ¢ *(q(U)) y x es un punto interior de ¢~ (q(U)).
Como z fue arbitrario, ¢71(q(U)) es abierto. Finalmente, q(U) es abierto en
X/D. (#) Ahora veremos que ¢ es cerrada. Similarmente a como lo hicimos
primero, usaremos sélo el hecho de que ¢ es semicontinua superiormente. Sea C
un conjunto cerrado en X. Demostraremos que X \ ¢ ' (¢(C)) es abierto en X.
Sean z € X \ ¢ !(q(C)) y D, el elemento en D que contiene a z. Tenemos que
D,NC =0, de otra forma D, C ¢ *(¢(C)). Entonces D, C X \ C. Como D es
semicontinua superiormente, existe un abierto V' de X tal que D, C V y todo
elemento de D que intersecta a V' se queda contenido en X \ C'. Veamos que
V € X\ ¢ *(¢(C)). De no ser asi, habrfa un punto en V Ng~!(g(C)) v, por lo
tanto, habria un elemento en D que intersectaria tanto a C'y al mismo tiempo
estarfa contenido en X \ C. Asi, como D, C V, V es un abierto que contiene
a z y se queda contenido en X \ ¢~!(¢(C)) Luego, ¢ '(¢(C)) es cerrado y, asi,
q(C) es cerrado en X/D. Luego, ¢ es abierta y cerrada.

Supongamos que ¢ es tanto abierta como cerrada. Veamos que que D es
semicontinua superiormente. Sean K € D y U un abierto de X tal que K C
U. Como X \ U es cerrado en X, ¢ '(¢(X \ U)) es cerrado también. Sea
V=X\q¢'(q¢(X\U)).V esabierto. Si K' € Dy K'NV # (), entonces K' N
g Hqg(X\U))=0. Asi, K'n (X \U) = 0. Finalmente K’ C U. Ahora veremos
que D es semicontinua inferiormente. Sean D € D, x y y, dos elementos de
D, y U un abierto de X que tenga a x. Como ¢ es abierta, V = ¢ 1(q(U)) es
un abierto en X, mas aun D C V, pues x € U. En particular y € V. Asi, si
D' eDy D NV #0, entonces D' VU # (. Finalmente, D es continua.

Q.E.D.
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Lema 1.5.7. Sean D una descomposicion semicontinua superiormente de un
continuo X y U un abierto de X. Entonces Wy = \|J{D € DIDNU # 0} es
un conjunto abierto en X.

Demostracién. Sea ¢ la funcién cociente entre X y X/D. Por la parte (#)
en la demostracion del Teorema 1.5.6, sabemos que ¢ es cerrada. Entonces
¢ Y (X/D\ ¢(X \U)) es abierto en X. Vamos a probar que Wy = ¢ (X/D '\
q(X\U)). Sea x € Wy. Entonces ¢~ *(¢q(z)) intersecta a U y, por ende, ¢(z) €
q(U) € X/D\ ¢(X \ U). Ahora, sea x € ¢ '(X/D \ ¢(X \ U)). Entonces
q(z) € X/D\q(X\U), ast ¢~ (q(z)) C X\ ¢ ' (q(X\U)) C X\ (X\U) =U.
Por lo tanto, z € Wy,.

Q.E.D.

Corolario 1.5.8. Sean D una descomposicion semicontinua superiormente de
un continuo X y U un abierto de X que contiene a un elemento D de D.
Entonces existe un abierto que es una union de elementos de D y se queda
contenido en U.

Demostracion. Como D es semicontinua superiormente, existe un abierto V'

tal que, cualquier elemento de D que intersecta a V', se queda contenido en U.

Por el Lema 1.5.7 el abierto [ J{D € D|D NV} cumple lo que buscamos.
Q.E.D.

1.6. Continuos homogéneos y un teorema de
Effros

Definiremos ahora dos conceptos fundamentales para el trabajo. El primero
es vital para el texto, continuo homogéneo, y el segundo es conocido como la
propiedad de Effros que es muy utilizada en la teoria de los continuos. También
veremos que ambos son equivalentes.

Definicién 1.6.1. Un continuo X es homogéneo si para cualesquiera dos pun-
tos x1 y w3 de X, existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z1) = zo.

Definicién 1.6.2. Dados un continuo X, con métrica p, y € > 0, diremos que
un homeomorfismo h : X — X es un e-homeomorfismo si p(x, f(x)) < € para
toda z € X.

Lema 1.6.3. Sean X un continuo, con métrica p, yc > 0. Sih: X — X es
un e-homeomorfismo, entonces h™! también es un e-homeomorfismo.

Demostracion. Sea © € X. Tenemos que, por ser h un homeomorfismo,

r = h(h™Y(x)). Ast p(z,h *(z)) = p(h(h™'(x)),h ! (x)). Pero, como h si es

e-homeomorfismo, p(h(h~'(z)),h ! (x)) < e. Lo que completa la prueba.
Q.E.D.

El siguiente corolario es inmediato del resultado anterior.
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Corolario 1.6.4. Sean X wun continuo con métrica p, g y h dos
s-homeomorfismos de X en si mismo. Entonces, h™ o g es un
g-homeomorfismo.

Definicién 1.6.5. Sea D = {U;}_, una familia finita de abiertos de un espa-
cio métrico X. Diremos que D es una cadena de abiertos si para cada j y [ se
tiene que U; NU; # B siy sélosi [ —1] < 1.

Lema 1.6.6. Sean X wun espacio conexo, x y y dos puntos en X y U una
cubierta abierta de X . Entonces existe una cadena {U;}%_, de elementos de U
tales que x € Uy y y € U,.

Demostracién. Sea X = {z € X| existen k € N y una cadena {U;}¥_, de
elementos de U tales que = € Uy y z € Ui }. Este conjunto no es vacio ya que
x estd en él, considerando una cadena cuyo unico elemento sea un elemento
de U que contenga a x. Demostraremos que y € X. X es un subconjunto
abierto de X. Para ver esto, sea z € X. Entonces existe una cadena {U;}7,
tal que z € Uy y z € U,,. Todo elemento en U, es elemento de X. Para ver
que X es cerrado tomemos z € Clx(X) y U, un elemento de U que tiene
a z. Notemos que U, N X # (). Sea 2/ € U, N X. Asi, existe una cadena de
{U;}._, tal que x € Uy y 2/ € Uy Sea k = min{j € {1,...,1}|]U,NU; # 0}.
Asi {Uy,...,Ug, Uyy1 = U} es una cadena de elementos de U tal que z € Uy y
2 € Ugyq. Luego, z € X.
Finalmente, tenemos que X es un conjunto tanto abierto como cerrado en
un espacio conexo X. En consecuencia, X = X y, por tanto, y € X
Q.E.D.

Lema 1.6.7. Sean X un espacio métrico (con métrica p) y compacto y {U; }icr
una cubierta abierta de X . Entonces existe 0 > 0 tal que si A C X y didm(A) <
0 entonces existe j € I tal que A C U;. A dicho nimero § se le conoce como
un numero de Lebesque para la cubierta {U;}icr.

Demostracion. Supongamos que tal niimero no existe. Entonces, para cada
n € N, existe un subconjunto A, de X tal que didm(A4,,) < % y A, no esta
contenido en U;, para toda i € I. Sea x,, € A,. Asi, se define una sucesién
{z,}22 . Como X es compacto, podemos suponer, sin perder generalidad, que
{z,}2 | es convergente a un punto z € X.

Como {U;}ier es una cubierta, existe ¢ € I tal que = € U;. Como U; es
abierto, existe ¢ > 0 tal que V.(z) C U;. Sean € N tal que % <5y p(rn, ) < 5.
Entonces, para cada y € A,, p(y,z) < p(y, ;) + p(z,,2) < L 4+ £ < e. As
A, C V.(x) C U;. Pero esto es una clara contradiccién. Luego, debe existir un

numero de Lebesgue.
Q.E.D.

Definicién 1.6.8. Sea GG un grupo, el cual tiene una topologia que cumple
que las funciones 7 : G x G — G, con 7((g1,92)) = g1 - 92,y ¢ : G — G,
donde ((g) = ¢!, son funciones continuas. Entonces diremos que G es un
grupo topologico.
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Definicién 1.6.9. Sean G un grupo topoldgico y X un espacio topoldgico.
G es un grupo de transformacion topologico si existe una funciéon continua
-1 G x X — X denotada por -((g,x)) = g -z, tal que e -z = x para toda
z € X, donde e denota a la identidad en G, y se cumple que (g-h)-x = g-(h-z)
para cualesquiera dos elementos, h y g de G y © € X. Para cada x € X,
definimos los conjuntos: G, = {g € G|g -z = x} llamado el grupo de isotropia
de zy Gx = {g-z|g € G} llamado la drbita de .

Si consideramos el espacio cociente /G, con su respectiva topologia co-
ciente, la funcién con dominio G/G, y codominio Gz, la cual manda a un
elemento gG, en g - x, es biyectiva y continua, [25, Lemma 4.2.22].

Definicién 1.6.10. Sean X un espacio topolégico y Y un espacio métrico.
Supongamos que la funcién f : X — Y es continua. Diremos que f es acotada
si existen p € Y y € > 0 tales que f(X) C Clx(V-(p)).

Definicién 1.6.11. Sean X un espacio topoldgico y Y un espacio métrico con
métrica p. Sean f y g dos funciones continuas y acotadas que van de X en
Y. Definimos la siguiente distancia, conocida como métrica de la convergencia

uniforme como sigue: d(f, g) = sup{p(f(x),g(x))}.
reX

Definicién 1.6.12. Un continuo X, con métrica p, tiene la propiedad de Effros
si parae > 0, existe 0 > 0 tal que si 1 y x5 son dos puntos de X y p(z1, x2) < 6,
entonces existe un e-homeomorfismo h : X — X tal que h(z1) = z5. El
numero ¢ es llamado un numero de Effros para la € dada.

El siguiente resultado es muy importante en la teoria de los continuos.

Teorema 1.6.13. Sea X wun continuo con métrica p. Entonces X posee la
propiedad de Effros si y solo si es homogéneo.

Demostracién. Supongamos que X es homogéneo y sea G el grupo de ho-
meomorfismos de X en X. Entonces, para todo elemento z € X, la orbita
de z es X. Sea x € X entonces, la funcién 7T, : G — X con regla de co-
rrespondencia T,(g) = g(x), siendo la composicién de la funcién continua y
abierta(por [25, Lemma 4.2.9]) de G en G/G,(con regla de correspondencia
tal que g € G es mandada a su propia clase en G/G,) y el homeomorfismo
(por [25, Lema 4.2.25]) de G/G, en X (que manda a toda clase de G/G, en
la funcién aplicada en z), es una funcién continua y abierta de G en X. Sea
e > 0, entonces el conjunto compuesto por todos los elementos g € G tales
que p(z,g(r)) < 5 para z € X es abierto y lo denotaremos como U. Definimos
W como el conjunto abierto T,[U]. Como la identidad e es un elemento de U
y T.(e) = z, tenemos que x € W. Asi, existe d, > 0 tal que Vs (z) C W.
Supongamos que y € Vs (x). Entonces, como X es homogéneo, existe h € G
tal que h(z) = y. Notemos que el conjunto {Vs, (z)|x € X} forma una cubier-
ta abierta de X. Como X es compacto, por el Lema 1.6.7, existe un ntimero
de Lebesgue 0 > 0 para esta cubierta. Sean y y z elementos de X tales que
p(y, z) < d. Entonces existe x € X tal que tanto y como z pertenecen a Vs, (z).
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Asi, existen dos elementos de U, fy g, tales que T,.(f) = y y T(g9) = =.
Luego, el homeomorfismo h = g o f~! tiene la propiedad de que h(y) = z y
p(z, h(z)) < e para todo = € X pues:

plz. 1)) = p(z, g(f(2))) < pla, [~ (@) + p(f(2), g(f 7 (2))) =
p(f(f @) £ (@) + p(f (@), 9(f (@) <

Por lo tanto, X posee la propiedad de Effros.
Supongamos que X posee la propiedad de Effros. Sean x y y dos elementos
de X y € > 0. Entonces, existe un numero de Effros 6 > 0 para esa ¢ > 0.
Como X es un espacio conexo y U = {Vg () }zex es una cubierta abierta de
X, por el Lema 1.6.6, existe una cantidad finita de elementos de X, digamos
xy, ...,z tales que {Vg ()}, es una cadena de elementos de U tal que x €
Vg(x’l) yy€E Vg(x;) Asi, haciendo @1 = x, 29 = @b, ..., 21 =T, |, T, = ¥,
tenemos que p(z;_1,z;) < ¢ para cada j € {2,...,n}. De esta forma, para
cada j € {2,...,n}, existe un homeomorfismo de X en él mismo, h;, tal que
hj(z;—1) = ;. Asi, h = hgo--- 0 h, es un homeomorfismo de X en s{ mismo
tal que h(z) = y. Luego, X es homogéneo.
Q.E.D.

1.7. Categoria de Baire

A continuacion introduciremos un resultado mejor conocido como el Teo-
rema de la categoria de Baire. Comenzaremos con las definiciones y resutados
necesarios.

Lema 1.7.1. Si X es un espacio métrico, completo, con métrica p, y {D,}>2,

es una sucesion de subconjuntos abiertos y densos en X, entonces (| D, es
n=1
densa en X.

Demostracién. Sea U un abierto de X. Demostraremos que UN( (| D,,) # 0.
n=1
Como D; es un subconjunto denso y abierto de X, D;NU es un subconjunto

abierto y no vacio en X y existen vy € DyNU y e; > 0 talesquee; < 1y
Clx(V.,(x1)) € D;NU. Como Dy es abierto y denso en X y V., (x1) es abierto
en X, DoN V., (z1) # 0. Entonces, existen xo € DaN V., (1) y €2 > 0 tales que
s < 5y Clx(V.,(x2)) C DaNVs, (21). Continuando con este proceso, tenemos
que {Clx(V., (z,)}5, es una sucesién decreciente de subconjuntos cerrados
de X, cuyos didmetros tienden a cero. Asi, por el Lema 1.3.4, existe x € X tal

que {z} = F.jl Clx(V., (z,)) C ( Fjl D,)NU. Por lo que, U N ( Fjl D,) # 0.
- - ~ Q.E.D.

Definicién 1.7.2. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X.
Entonces se dice que A es denso en ninguna parte en X si Intx(Clx(A)) = 0.
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Definicién 1.7.3. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto de X.
Diremos que A es de la primera categoria en X si es la unién numerable de
subconjuntos de X densos en ninguna parte en X. Un subconjunto de X que
no es de la primera categoria en X sera llamado de la sequnda categoria en X.

Ahora estamos listos para probar el Teorema de la categoria de Baire.

Teorema 1.7.4. Si X es un espacio métrico, completo y no degenerado, en-
tonces X es de la sequnda categoria.

Demostraciéon. Supongamos que X es de la primera categoria. Entonces exis-

te una cantidad numerable de subconjuntos densos en ninguna parte, {4, }5°,,
oo

tales que X = [J A,. Como para todo nimero n € N se tiene que A,, es denso
n=1

en ninguna parte, resulta que X \ Clx(A,) es un abierto denso en X. Por el

Lema 1.7.1, ﬂ (X'\Clx(A,)) # 0. Por otro lado, X = |J A,. De donde tene-

n 1
mos que ﬂ(X\ClX( 2) =X\ U Clx(A,) C X\ U A, =X\ X=01lo
n=1
cual es, claramente, una contradmmon Por ende, X es de la segunda categoria.

Q.E.D.

1.8. Continuos irreducibles

Definicién 1.8.1. Sean X un continuo y H y J dos subconjuntos cerrados de
X. Un subcontinuo K de X es irreducible entre Hy Jsi HNK # (), JNK # ()
y, para cualquier subcontinuo propio L de K, se tiene que HNL = @ o JNL = (.
Diremos que un subconjunto cerrado A de un continuo X es un conjunto de
irreducibilidad de X si existe un punto x € X tal que X es irreducible entre {z}
y A. Finalmente, diremos que un punto p € X es un punto de irreducibilidad
si existe un punto g de X tal que X es irreducible entre {p} v {q}. Sipy ¢
son dos puntos en un continuo X que es irreducible entre {p} y {q} diremos,
simplemente, que X es irreducible entre p y q.

Lema 1.8.2. Sea X un continuo descomponible e irreducible entre dos de sus
subconjuntos cerrados A y B. Entonces ocurren las siguientes afirmaciones:

a) Si X = X1 U Xy, con X1 y Xy subcontinuos de X, entonces uno de los
conjuntos, A o B, se queda contenido en X1\ X y el otro en X5\ Xi;

b) Si X = X; U Xy, con X1 y Xy subcontinuos de X, entonces X; \ Xs es
conero;

c) Si X = X1 UXs, con X y Xy subcontinuos de X, entonces Clx (X3 \ X2)
es un subcontinuo en X irreducible entre A y Frx (X1 \ Xs). En particular,
serd un subcontinuo irreducible entre A y Xa; y

d) Si C es un subcontinuo de X que lo separa entonces X \ C = U UV, con
U y V abiertos no vacios y ajenos tales que A C U y B C V'; en particular
C' no intersecta nt A ni a B. Mds ain U y V' son conexos.
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Demostracién. a) Sin perder generalidad, supongamos que AN X; # () (esto
puede suponerse por que si ni B ni A intersectaran a X, ambos quedarian con-
tenidos en X5, lo cual seria una contradiccién al hecho de que X es irreducible
entre Ay B). Entonces B no puede intersectar a X; pues X es irreducible entre
Ay B. Asi B C X \ X; C X;. De manera analoga llegamos a que A C Xj.

b) Por el inciso a) de este lema y, sin perder generalidad, podemos suponer
que B C Xo\ X;j vy AC X;\ Xo. Si Xy \ X =X\ X, no fuera conexo,
tendriamos que X \ Xo = UUV, con U y V dos abiertos ajenos y no vacios de
X. Entonces, por el Lema 1.4.2, XoUU y X5 UV son subcontinuos de X, Xy
y Xy respectivamente. Como A C X; \ Xs, A debe intersectar a Xy 0 a Xy,
sin perder generalidad supongamos que intersecta al primero. Pero entonces
tanto A como B, intersectarian a Xy, lo cual es una contradiccion, pues X es
irreducible entre A y B. Luego X; \ Xs es conexo.

c¢) Es claro que Fryx(X;\ Xz) C Xs. Por el inciso b) de este lema, Clx (X, \
X5) es un subcontinuo de X. Supongamos que existe un subcontinuo propio
de Clx (X1 \ Xs2), F, que intersecta tanto a A como a Fry(X; \ X,). Entonces
F U X5 es un subcontinuo de X que intersecta tanto a A como a B, pero X
es irreducible entre A y B. Asi, X = X; U Xy = F U Xs, luego X \ Xy =
F\X, C F.Finalmente, Clx(X;\X2) C F'y, por tanto, F' = Clx(X;\X2). Asi,
Clx (X1\X3) esirreducible entre Ay Frx(X;\ Xs) y, como Frx(X;\Xs) C Xo
y Clx(X1\ Xo) N (X \ Frx(X3)) =0, también serd irreducible entre A y Xs.

d) Supongamos que X \ C = U UV, con U y V subconjuntos abiertos,
ajenos y no vacios de X. Por el Lema 1.4.2, CUU y C'UV son subcontinuos de
X. Al ser X irreducible entre A y B, tenemos que ni CUU ni C'UV intersectan
tanto a A como a B al mismo tiempo. En particular, C' no puede intersectar a
ninguno de los dos conjuntos. Sin perder generalidad, AC Uy B C V. Sea D
una componente de U que contiene a un punto de A. Entonces existe un punto
de la frontera de D contenido en C, esto por el Corolario 1.1.13. Entonces
DUCUYV es un subcontinuo de X que intersecta tanto a A como B. Como X
es irreducible entre Ay B, X = DU C UV, pero entonces D = U, de donde
U es conexo. De manera analoga tenemos que V' es conexo.

Q.E.D.

1.9. Conceptos de conexidad local

Definicién 1.9.1. Un continuo X es casi conexo en pequeno en un punto p €
X si cada subconjunto abierto de X que contiene a p contiene un subcontinuo
con interior no vacio. Diremos que X es casi conero en pequeno si es casi
conexo en pequeno en todos sus puntos.

Definicién 1.9.2. Un continuo X es conexo en pequenio en un punto p € X
si existe una base local de vecindades conexas alrededor de p. Diremos que un
continuo es conexo en pequeno si es conexo en pequeno en cada uno de sus
puntos.

Ejemplo 1.9.3. Consideremos el cono sobre la cerradura de la sucesion
arménica {0} U {2}>,. Este conjunto es conocido como el abanico armdni-
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co. Notemos que el abanico armoénico es casi conexo en pequeno en todos sus
puntos, esto se debe a que si consideramos un punto p y un abierto U que
lo contenga, entonces U va a contener un intervalo abierto, dentro del cual
podremos encontrar un intervalo cerrado. Este 1iltimo es un subcontinuo con
interior no vacio del abanico arménico (Figura 1.1). En el mismo ejemplo, si
p es un punto sobre la barra limite diferente del vértice, entonces el abanico
arménico no es conexo en pequeno en p. Cualquier vecindad, lo suficientemente
pequena, alrededor de p tendra a una cantidad infinita de componentes, por
lo que no puede haber vecindades conexas alrededor de p.

Figura 1.1. Imagen del abanico arménico donde consideramos p un punto sobre
la barra limite y un abierto U que lo contiene. La linea remarcada representa un
continuo con interior no vacio dentro del interior de una vecindad alrededor de p.

Ejemplo 1.9.4. Ahora considredemos una sucesion decreciente de abanicos
armoénicos cuyo diametro tienda a cero y se intersecten solamente en el punto
extremo de su barra limite que no lo desconecta, es decir, una sucesién de
abanicos arménicos convergente a un punto p (Figura 1.2). Si consideramos
un abierto U alrededor de p podemos encontrar un subcontinuo que contenga
a p en su interior y que esté contenido en U. Asi, este espacio es conexo en
pequeno en p.
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Figura 1.2. U es un abierto que contiene a p. El continuo resaltado de color gris
representa un subcontinuo del espacio que contiene a p en su interior.

De igual manera que en el Ejemplo 1.9.3, existen abiertos lo suficientemente
pequenos que poseen una cantidad numerable de componentes.

Daremos un teorema que caracteriza a los continuos conexos en pequeno
en alguno de sus puntos.

Teorema 1.9.5. St X es un continuo y x € X, entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(a) X es conexo en pequeno en x.
(b) Para cada subconjunto abierto U de X tal que x € U, existe un subconjunto

abierto V de X tal que x € V. C U y con la propiedad de que para cada

y €V, existe un subconjunto conexo C, tal que {z,y} C C, C U.
(¢) Para cada subconjunto abierto U de X tal que x € U, existe un subcontinuo

de X tal que x € Intx(W)C W C U.

Demostracion. Supongamos que X es conexo en pequeno en x. Demostrare-
mos (b). Sea U un subconjunto abierto de X tal que z € U. Por hipdtesis, existe
una vecindad conexa, W, alrededor de z tal que x € Intx(W) C W C U. Sea
V = Intx(W). Para todo y € Intx(W), C, = W es un conexo que contiene
tanto a x comoayy C, CU.

Supongamos (b). Demostraremos (c¢). Sean U un subconjunto abierto de X
tal que € U y U’ un subconjunto abierto de X tal que x € U’ C Clx(U') C U.
Por hipdtesis, existe un subconjunto abierto V de X tal que x € V C U’ y,
para cada y € V, existe un subconjunto conexo C, de X tal que {z,y} C
C, CU.SeaW = Clx(J Cy). Entonces W es un subcontinuo de X tal que

yev

zelntx(W)cW CU.

Supongamos (c¢). Demostraremos que X es conexo en pequeno en x. Sea U
un abierto de X que contenga a x. Entonces, por hipdtesis, existe un subconti-
nuo de X que contiene a x en su interior. Asi, la colecciéon de subcontinuos que
contienen a x en su interior es una base local de vecindades conexas alrededor
de x. Luego, X es conexo en pequeno en x.

Q.E.D.
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Definicién 1.9.6. Un continuo X es localmente conexo en un punto p € X
si existe una base local de abiertos conexos alrededor de p. Un continuo sera
localmente conezxo si es localmente conexo en todos sus puntos.

Ejemplo 1.9.7. Un ejemplo sencillo de espacio localmente conexo es la curva
cerrada simple. Las vecindades locales alrededor de cualquier punto pueden ser
vistos como intervalos abiertos, los cuales son conexos. Sin embargo, a veces,
es mas interesante dar ejemplos de espacios donde no se cumple la propiedad
definida. Los continuos utilizados para los Ejemplos 1.9.3 y 1.9.4 (Figuras 1.1y
1.2 respectivamente) son ejemplos de continuos que no son localmente conexos.

Igual que para los continuos conexos en pequeno, daremos una caracteri-
zacion de los continuos localmente conexos.

Teorema 1.9.8. Un continuo X es localmente conezo si y solo si las compo-
nentes de los subconjuntos abiertos de X son abiertas.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un sub-
conjunto abierto de X y C una componente de U. Para cada punto x € C,
existe un subconjunto abierto y conexo V, de U que contiene a z. Entonces,
como C' es la componente de xz en U, V,, C C. Por lo tanto, C es abierto.
Supongamos que las componentes de abiertos en X son abiertas en X. Sean
x € X y U un abierto de X que contiene a x. Por hipétesis, la componente,
C, de U que contiene a x es abierta y, por lo tanto, sera un abierto conexo tal
que x € C C U. Luego X es localmente conexo.
Q.E.D.

El siguiente resultado es un ejemplo de cémo es que se relaciona el concepto
de ser localmente conexo y ser conexo en pequeno.

Teorema 1.9.9. Un continuo X es localmente conexo si y solo si es conexo
en pequeno.

Demostracion. Es claro que si un continuo es localmente conexo, es conexo
en pequeno.
Supongamos que X es conexo en pequeno. Sean U un subconjunto abierto
de X y C una componente de U. Consideremos x € C'. Por el Teorema 1.9.5,
existe un subcontinuo W de X tal que x € Intx(W) C W C U. Como W es
un conexo contenido en U y W N C # (), W C C. Entonces z es un punto
interior de C' y, por lo tanto, C' es abierta en X. Finalmente, por el Teorema
1.9.8, X es localmente conexo.
Q.E.D.

Definicién 1.9.10. Sean X un continuo y p un punto de éste. Diremos que
X es semilocalmente conexo en p si para cada abierto U de X tal que p € U,
existe un abierto V' de X tal que p € V.C U y X \ V sélo tiene una cantidad
finita de componentes. Diremos que un espacio X es semilocalmente conexo si
es semilocalmente conexo en todos sus puntos.
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Definicién 1.9.11. Un continuo X es colocalmente conexo en un punto p
si existe una base local de abiertos alrededor de p cuyos complementos son
conexos. Diremos que X es colocalmente conexo si es colocalmente conexo en
todos sus puntos.

Observacion 1.9.12. Notemos que todo conjunto colocalmente conexo en
uno de sus puntos serd semilocalmente conexo en ese mismo punto.

Definicién 1.9.13. Sea X un espacio métrico. Consideremos el siguiente con-
junto G = {{(z, )}z € X yt € (0,1)} U{(X x {0}),(X x {1})}. G es una
descomposicién de X x [0, 1] y al espacio cociente X x [0,1]/G le llamaremos
suspencion de X.

Ejemplo 1.9.14. VUneremos un ejemplo de un continuo que es semilocalmen-
te conexo y colocalmente conexo es el siguiente: Consideremos la suspension
sobre el conjunto de Cantor Figura 1.3. Cualquier punto p que consideremos
ahi y cualquier vecindad que lo contenga tendréd complemento conexo.

Figura 1.3. Tenemos una vecindad alrededor de p cuyo complemento resulta ser
un subconjunto conexo del continuo.

Definicién 1.9.15. Un punto p de un continuo X es un punto de corte si
X\ {p} es disconexo.

Definicién 1.9.16. Un punto p de un continuo X es un punto de separacion
local de X si existe una vecindad compacta R de p en X tal que R\ {p} =
M{UMy, MiNC # Oy MyNC # (), donde My y M, son conjuntos mutuamente
separados y C' es la componente de R que contiene a p.

1.10. La funcién 7 de Jones

Ahora, vamos a introducir una funcién definida por F. Burton Jones en
su articulo Concerning Non-aposyndetic Continua [16]. Esta funcién, conocida
como la Funcion T de Jones, posee propiedades muy importantes para la teoria
de los continuos. Usaremos algunos resultados correspondientes a esta funcion.
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Sin embargo, si se desea conocer mas sobre esta funcién se puede consultar el
Capitulo 3 de [25].

Definicién 1.10.1. Un continuo X es aposindético en un punto p € X si para
cada punto ¢ € X \ {p}, existe un subcontinuo de X que contiene a p en su
interior y no contiene a ¢q. Un continuo serd aposindético si es aposindético en
cada uno de sus puntos.

Definicién 1.10.2. Sea X un continuo, definimos la funcién 7 : P(X) —
P(X), donde P(X) es el conjunto potencia de X, como sigue. Si A es un
subconjunto de X, entonces:

T(A) =X\ {x € X | existe un subcontinuo W de X \ A tal que
xz € Intx(W)}.

Esta funcién es mejor conocida como la funcion T de Jones. Como obser-
vacién, notemos que 7 (A) es un subconjunto cerrado de X.

Ejemplo 1.10.3. Consideremos la suspension sobre la cerradura de la sucesion
arménica {0}U{X}22 ;. Este continuo es un ejemplo de un espacio aposindético
en los puntos de su barra limite (de hecho lo es en todos sus puntos).

—_— e b

qQ P

Figura 1.4. g es un punto en X \ {p} y la linea resaltada representa un subcontinuo
en X \ {p} que contiene ¢ en su interior.

Las siguientes observaciones y resultados nos sirven para entender la re-
lacion entre aposindesis y la funcion 7 de Jones. Ademas de relacionar estos
conceptos con el de semilocalmente conexo.

Lema 1.10.4. Sean A un subconjunto de un continuo X yp y q dos elementos
X. Entonces A C T(A) y X es aposindético en p con respecto a q si y solo si

peX\T({d})
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Demostracion. La primera parte es clara, asi que sélo probaremos que X es
aposindético en p con respecto a ¢ siy sélosip € X\ T ({¢}). Supongamos que
X es aposindético en p con respecto a ¢q. Entonces existe un subcontinuo W de
X tal que p € Intx(W) y, como W no contiene a ¢, W C X \ {q}. Entonces,
por definicién, p € X \ T ({q}).

Supongamos que p € X \ T ({¢}), entonces existe un subcontinuo W que
no contiene a ¢ tal que p € Intx(W). Por lo que X es aposindético en p con

respecto a q.
Q.E.D.

Lema 1.10.5. Un continuo X es aposindético si y sdlo si T (p) = {p} para
todo elemento p de X.

Demostraciéon. Supongamos que X es aposindético. Sea p € X. Entonces,
para cada ¢ € X \ {p}, X es aposindético en ¢ con respecto a p. Asi, por el
Lema 1.10.4, ¢ € X\ T({p}) vy T({p}) = {p}.

Supongamos que 7 ({x}) = {z} para cada x € X. Sean p y ¢ dos elementos
de X tales que p # ¢. Como T ({q}) = {¢}, p € X \ T({q}). Asi, por el
Lema 1.10.4, X es aposindético en p con respecto a q. Luego, X es aposindético.

Q.E.D.

Lema 1.10.6. Sea X un continuo. Si p € X, entonces X es semilocalmente
conexo en p si y solo si T ({p}) = {p}.

Demostraciéon. Supongamos que X es semilocalmente conexo en p. Por el
Lema 1.10.4, {p} C T({p}). Sean ¢ € X \ T({p}) y U un subconjunto abierto
de X tal quep €e Uy q € X\ Clx(U). Como X es semilocalmente conexo
en p, existe un abierto V de X tal que p € V. C U y X \ V sélo tiene una
cantidad finita de componentes. Por el Lema 1.1.10, g esta en el interior de la
componente de X \ V' que lo contiene, por lo tanto Clx(C,), donde C, es la
componente X \ V' que contiene a ¢, es un continuo que tiene a ¢ en su interior
y no contiene p. Asi, ¢ € X \ T({p}). Luego, T({p}) = {p}

Ahora, supongamos que T ({p}) = {p}. Sea U un abierto de X que contiene
a p. Entonces para cada ¢ € X \ U existe un subcontinuo W, de X tal que
q € Intx(W,) c W, C X \ {p}. Notemos que {Intx(W,)|g € X \ U} es una
cubierta abierta de X \ U, el cual es compacto. Entonces existen qis---,Qn €N

X \ U tales que X \ U C UIntX( w)- Sea V = X\(UW ). Entonces V'

es un subconjunto abierto de XtalquepeV CcUy X \ V' sélo posee una
cantidad finita de componentes. Finalmente X es semilocalmente conexo en p.

Q.E.D.

Corolario 1.10.7. Un continuo X es semilocalmente conexo si y solo si es
aposindético.

Demostracion. Se sigue de los Lemas 1.10.5 y 1.10.6
Q.E.D.

Ahora daremos un resultado sobre la funciéon 7 de Jones con el Teorema
de Effros.
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Teorema 1.10.8. Si X es un continuo homogéneo, con métrica p, entonces
para cada subconjunto cerrado A de X, T(A) = T*(A).

Demostracién. Por el Leman 1.10.4, T(A) C T?(A). Sea z € X \ T(A).
Entonces existe un subcontinuo W de X tal que z € Intx (W) C W C X \ A.
Sea ¢ > 0 tal que e < p(W, A) y V.(x) C Intx(W). Por el Teorema 1.6.13,
existe 6 € (0,¢), un numero de Effros para €. Como W es compacto, existen
wi, ..., w, en W, tales que W C |J Vs(w;). Sea i € {1,...,n}. Entonces para

i=1
cada y € Vs(w;), existe un e-homeomorfismo h, de X en X tal que hy(w;) = y.

Si pasara que y = w;, entonces podemos seleccionar h,, como la identidad en X.
Sea M; = Clx( U hy(WW)). Entonces M; es un subcontinuo de X tal que

yEVs(w;)

w; € Vs(w;) € M; € X\ A. Sea M = |J M;. Entonces M es un subcontinuo
i=1

de X y W C () Vs(ws) C Intx (M) C M C X\ A Asf, Intx (M) C X\ T(A).
i=1
Como x € Intx(W) CW C X\ T(A),z € X\ T?*A). Luego T(A) = T%(A).

Q.E.D.

Lema 1.10.9. Sean X y Y dos continuos homogéneos. Entonces X XY con
la topologia producto es homogéneo

Demostracién. Sean (z1,y1) y (22, y2) son puntos en X x Y. Como X y Y
si son homogéneos, existen h; y he homeomorfismos de X en X ydeY en Y,
respectivamente, tales que hy(x1) = w9 y ha(y1) = y2. Como el producto de
homeomorfismos es homeomorfismos, h; X hy : X X Y — X X Y es también
un homeomorfismo y hy X ha(x1,y1) = (22, y2)

Q.E.D.

Observacion 1.10.10. El Teorema 1.10.8 no se puede extender a todos los
subconjuntos del continuo homogéneo X. Sean S la circunferencia unitaria,
¥, el 2-solenoide (Ver definicién 4.2.2) y X = S' x 3,. Entonces, por el
Lema 1.10.9, X es un continuo homogéneo y, por [26, Theorem 3.3], existe un
subconjunto no cerrado de X tal que T2(A) # T (A).

1.11. Composantes y continuos indescomponi-
bles

Definicién 1.11.1. Sean X un continuo y z un punto de X. Definimos la
composante de x en X como la unién de todos los subcontinuos propios de X
que contienen a x. La composante de un punto x se denotara como K,.

Lema 1.11.2. Si X es un continuo descomponible, entonces X es una com-
posante de algun punto de X.

Demostracion. Como X es descomponible, existen dos subcontinuos propios,
Ay B de X tales que X = AUB. Como X es conexo, sea x € AN B. Entonces
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ACK,yBCK, Asi, X =AUB C K,, por lo que X = K,. Luego, X es
una composante de algin punto de X.
Q.E.D.

Lema 1.11.3. Sean X un continuo y p € X. Entonces p es un punto de
irreducibilidad de X si y solo si K, # X.

Demostracion. Supongamos que p es un punto de irreducibilidad de X. En-
tonces existe ¢ € X tal que X es irreducible entre p y ¢. Asi, ningin subcon-
tinuo propio de X contiene tanto a p como a g. Por lo tanto, K, # X.
Supongamos que K, # X. Entonces existe ¢ € X tal que ningtin subconti-
nuo propio de X contiene tanto a p como a q. Luego, X es irreducible entre p

Y q.
Q.E.D.

Lema 1.11.4. Sean X un continuo, x € X y K, la composante de x en X.
Entonces K, es densa en X.

Demostracién. Sean U un abierto de X, x € X \ U y 2/ € U. Como X es
métrico, es normal (Proposicién 1.1.6) y, por lo tanto, existe un abierto V' de X
tal que 2 € V C Clx(V) C U. Sea C' la componente de X \ V' que contiene a
x. Notemos que C' es un subcontinuo propio de X que tiene a z. Por lo tanto,
C' C K,. Por otro lado, por el Teorema del borde en la frontera (Teorema
1.1.12), CN Frx(V) £ 0. Asi, ) 2 CnFrx(V) c CnNnClix(V) Cc K, NU.
Luego K, es densa en X.

Q.E.D.

Lema 1.11.5. Si X un espacio métrico y compacto, entonces X tiene una
base numerable.

Demostracién. Para cada n € N, consideremos K, = {Vi(z)|z € X}. Es
claro que IC,, es una cubierta abierta de X. Como éste es compacto, existe una

subcubierta finita de IC,,, K. Veamos que B = |J K], es una base numerable
neN
de X. Al ser una unién numerable de conjuntos finitos, B es un conjunto

numerable. Veamos que es base. Sean x € X y U un abierto de X que lo
contiene. Existe & € N tal que V1 (x) C U. Como K, es una cubierta abierta
de X, existe p € X tal que z € V1 (p). Finalmente, Vi) es un elemento de
B que contiene a x y se queda contenido en U.

Q.E.D.

Lema 1.11.6. Sea A un subconjunto de un espacio X con una base numerable
B = {Up,}nen. Entonces B' = {ANU, }nen €s una base numerable para A, visto
como espacio con la topologia relativa.

Demostracién. Como {ANU,},en es numerable, bastard probar que es una
base de A. Sean x € A y U un abierto de X tal que x € U N A. Sabemos que
existe U, € Btal que x € U, CU. Asiz € U,NA C UN A. Luego, B es una
base numerable de A.

Q.E.D.
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Lema 1.11.7. Si X es un continuo, entonces cualquier composante de X es
la union de una cantidad numerable de subcontinuos propios de X.

Demostracién. Sea K, la composante, en X, de un punto p. Como X es
métrico y compacto, por los Lemas 1.11.5 y 1.11.6, el conjunto X \ {p} tiene
una base numerable. Sea {U;}3°, tal base numerable. Para cada i, denotaremos
a la componente de X \ U; que contiene a p como C;. C; es un subcontinuo
propio de X que tiene como elemento a p y, por lo tanto, estd contenido en
K,. Sea x un punto en K,. Existe un subcontinuo propio A de X que contiene
tanto a p como a x. Sea ¢ un elemento de X \ A. Entonces hay un indice j tal
que q € U; y U; esta contenido en X \ A, pues {U;}°, es una base numerable
de X \ {p} v X es normal. Asi, A es un conexo que contiene a z y a p y estd
contenido en X \ U; y, por lo tanto, A estd contenido en C};. Por lo tanto, todo
elemento de K, estd contenido en algin C;. Finalmente, K, = J C;.

Q.E.D.

Lema 1.11.8. Si X es un continuo indescomponible, entonces X tiene una
cantidad no numerable de composantes ajenas dos a dos.

Demostracion. Primero veamos que X tiene una cantidad no numerable de
composantes. Supongamos que X contiene solo una cantidad a lo mas numera-
ble de composantes. Al ser X un espacio métrico y compacto, por el Teorema
1.3.5, X es completo y, por el Teorema 1.7.4, X es de la segunda categoria.
Sabemos por el Lema 1.11.7, que cada composante es la union numerable de
subcontinuos propios de X y, por el Corolario 1.4.4, tenemos que todos los
subcontinuos propios de X tienen interior vacio. Al ser cerrados, son densos
en ninguna parte. Asi, al ser X la unién de sus composantes, seria la unién de
una cantidad numerable de subonjuntos densos en ninguna parte. Por lo que
X seria de la primera categoria, lo cual es absurdo. Luego X debe de tener
una cantidad no numerable de composantes.

Ahora veremos que las composantes de X son ajenas. Sean a y b elementos
de X y K, y K, sus respectivas composantes. Supongamos que existe r €
K, N K. Como x es un elemento de K,, existe un subcontinuo propio S; de
X que contiene tanto a x como a a. Analogamente, existe un subcontinuo
propio Sy, en la composante Kj, que contiene tanto a z como a b. Como X
es indescomponible, S = S; U S5 es un subcontinuo propio de X que contiene
tanto a a como a b. Asi, a € K, y, por tanto, K, C K,. Andlogamente K, C K,.
Finalmente K, = K.

Q.E.D.

Corolario 1.11.9. 5 X es un continuo indescomponible, entonces sus com-
posantes tienen interior vacio.

Demostracion. Sean x € X y K, su composante. Supongamos que existe un
abierto de X, U, tal que U C K,. Sea K otra composante de X, por el Lema
1.11.4, KNU # 0. Entonces K N K, # (). Pero esto es una clara contradiccién
al Lema 1.11.8.

Q.E.D.



26 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.11.10. Un continuo X es llamado un triodo si contiene un sub-
continuo Z tal que X \ Z es la unién de tres subconjuntos ajenos dos a dos,
abiertos y no vacios. Cuando un continuo no posee ningin triodo diremos que
es atriodico.

Definicién 1.11.11. Un continuo X es unicoherente si cada vez que X =
E U F, donde F y F son subcontinuos de X, se tiene que £ N F' es conexo.
Diremos que un continuo es hereditariamente unicoherente si todo subcontinuo
de él es unicoherente.

Teorema 1.11.12. 57 X es un continuo homogéneo indescomponible en el
plano, entonces es atriodico y hereditariamente unicoherente.

Demostracion. Como X es indescomponible, por el Lema 1.11.8, X tiene
una cantidad no numerable de composantes ajenas dos a dos. Si X tuviera
incluido un triodo, al ser homogéneo, existiria una cantidad no numerable de
triodos ajenos dos a dos (uno por cada composante). Pero un continuo en el
plano no puede contener una cantidad no numerable de triodos ajenos [29,
Theorem 84, pag. 222]. De donde X es atriédico. Supongamos que X contiene
un subcontinuo F' que no es unicoherente. Entonces, como X es homogéneo vy,
por el Lema 1.11.8, tiene una cantidad no numerable de composantes ajenas,
X tiene una cantidad no numerable de copias ajenas de F', por [29, Theorem
22, pag. 175], F separa al plano. Por lo menos una de las componentes del
complemento de F' es acotada y, como F' es cerrado, el dominio acotado es un
abierto U. Como X es homogéneo cada composante de X tiene una copia de F'
y, por tanto, en el plano tendremos una cantidad no numerable de copias de U,
las cuales no se intersectan pues de lo contrario las copias de F’ se intersectarian
y sabemos que las composantes son ajenas (Lema 1.11.8). Pero, como el plano
es separable, no puede tener una cantidad no numerable de abiertos ajenos.

Por lo tanto, X es hereditariamente unicoherente.
Q.E.D.



Capitulo 2

Un Teorema de Bing

Con este capitulo iniciamos los resultados encontrados en los articulos tra-
tados en la tesis. Aqui encontraremos una versién simplificada de la prueba
del Teorema de Bing que dice que la curva cerrada simple es el iinico continuo
homogéneo en el plano que posee un arco [3|. Esta prueba es dada por F. Bur-
ton Jones en su articulo Use of a new technique in homogeneous continua [19].
La herramienta fundamental para probar este hecho es el Teorema de Effros
(Teorema 1.6.13).

2.1. Sobre puntos accesibles

Definicién 2.1.1. Un arco en un continuo es un subconjunto de éste homeo-
morfo al intervalo [0,1].

Notacion 2.1.2. Notemos que, al ser imdgenes homeomorfas del intervalo,
los arcos poseen exactamente dos puntos que no son de corte ([13, Theorem
2-27, pag 54]) (llamados extremos). Si [ : [0, 1] — X es la funcién continua e
inyectiva que hay entre el intervalo y X tal que I(0) = a y [(1) = b, entonces
denotaremos a dicho arco como ab y diremos que a y b son los puntos extremos
del arco. Si hablamos de un arco que tenga como extremos a los puntos a y
b pero que es diferente al arco ab se especificara. Si tenemos un arco que
tenga como extremos a a y a b y que, ademas, contiene un punto p de X,
entonces podremos denotarlo como apb. Al ser homeomorfos al intervalo, los
arcos poseen un orden relacionado directamente con el orden de [0, 1]. Como,
en un arco ab, 1(0) = a y I(1) = b diremos que a es el primer punto del arco y
b el dltimo.

Lema 2.1.3. Sean X un continuo homogéneo e indescomponible en el plano
y dos arcos, ab y a'b', de X tales que se intersectan. Entonces abU a'b’ es un
arco y, en particular, cuando ambos arcos poseen un punto extremo en comin
y se intersectan en algun otro punto, entonces uno de los arcos estd contenido
en el otro.

Demostracién. El resultado es claro si ab y a’b’ tienen como tnico punto
de interseccion uno de sus puntos extremos. Si ambos arcos tuvieran sélo dos
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puntos de interseccion, los cuales resultan ser justo sus puntos extremos, en-
tonces, sin perder generalidad, a = a’ y b = V. De esta manera abU da'b’ seria
una curva cerrada simple (Figura 2.1) y, por lo tanto, serfa un subcontinuo de
X que no es unicoherente, lo cual es absurdo por el Teorema 1.11.12.

Figura 2.1.

Por el Teorema 1.11.12, sabemos que X debe ser atriédico. Si ab U a'b’ no
fuera un arco, entonces, considerando el primer punto donde estos dos arcos se
intersectan, ¢, encontraremos un subcontinuo de ab U a'b’ en el cual, al retirar
el punto ¢, obtendriamos mas de dos componentes. Pero esto no puede pasar
pues X es atriodico (Figura 2.2).

——
[ — _.--—'-
_——

(L

-
il T T

Figura 2.2. Se muestra el segmento de ab U a'b’ que contiene un triodo.

De la misma manera, si tuviéramos dos arcos ab y ab’ tales que tienen un
mismo punto extremo, pero uno no estuviera contenido en el otro, entonces
podriamos considerar el primer punto a partir del cual se va a separar c¢. En-
tonces, podriamos encontrar un subcontinuo que resulta ser un triodo (Figura
2.3).

Figura 2.3. Se muestra el segmento de ab U ab’ que contiene un triodo.

Q.E.D.
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Lema 2.1.4. Sea X un continuo homogéneo indescomponible en el plano, con
métrica p. St ab es un arco en X y T es la union de todos los arcos ax que
contienen a ab. Entonces T es una imagen biyectiva y continua de los nimeros
reales no negativos y todo punto de ab es un punto limite de T\ ab.

Demostracién. Por el Lema 2.1.3, cualesquiera dos arcos que contengan al
arco ab van a estar contenidos uno en el otro. Asi, para cada x € X tal que
ab C az, ax serd una imagen continua y biyectiva de [0, 7] con r > 1.

Probemos ahora la segunda conclusién. Sea W = Clx (T \ ab). Es claro
que b € W. Si W contuviera a a pero no a todo ab, entonces W U ab no seria
unicoherente pues W N ab tendria mas de una componente (por lo menos la
componente que contiene a a y la que contiene a b. Pero esto no puede pasar
pues sabemos que, por el Teorema 1.11.12, X es hereditariamente unicoherente
y W U ab es un subcontinuo de X). Asi que si a € W, entonces ab C W. De
esta manera, si la segunda conclusion del teorema fuera falsa, podemos suponer
que W no contiene a a pues, si lo contuviera, ab estaria en W. Sea c el primer
punto de T (si es que existe) que es un punto limite de T\ ae, para algtin punto
e més alld de c en T'. Sean 0 < ¢ < S min{p(a, W), p(e, ac)} y, por el Teorema
1.6.13, 6 un ndimero de Effros para €. Sea ¢ € (ac\ {c¢}) N Vs(c). Entonces
existe un e-homeomorfismo h de X en X que manda a ¢ en ¢. Sabemos que
h(ae) es un arco que intersecta a ae en ¢’. Por el Lema 2.1.3, h(ae) U ae es un
arco y, también, ae C h(ae) U ae. Como h es un homeomorfismo, ¢ es punto
limite de 7"\ h(ae) U ae, pero T'\ h(ae) Uae C T \ ae. Entonces ¢ es punto
limite de T"\ ae, lo cual es una contradiccién pues ¢ era el primer punto limite.
Entonces no existe tal primer punto limite.

T no es cerrado pues, si lo fuera, al ser conexo, serfa un subcontinuo de
X vy, por lo tanto, tendriamos una funcién continua y biyectiva entre T', que
es compacto, v los reales no negativos. Luego, los reales no negativos serian
compactos, lo cual serfa absurdo. Entonces Clx(T)\ T # 0. Si Clx(T)\ T
s6lo consistiera de un punto, entonces Clx(T') seria un arco y, por definicion,
T = Clx(T). Asi, Clx(T)\ T es un continuo. Sean 0 < ¢ = 3p(a, Clx(T)\T)
y, por el Teorema 1.6.13, 6 un nimero de Effros para €. Sean p y ¢ elementos
de Clx((T)\T) y r € T tales que Vs (p) contiene a ¢ y a r. Entonces existen

dos e-homeomorfismos f, y f, de X en X tales que f,(r) =py f,(r) = ¢. Asi,
por la eleccién de e, T'U f,(T) U f,(T) contiene un triodo. Pero esto es una
contradiccién al hecho de que X es atriddico (Teorema 1.11.12).

Finalmente, todo punto de ab tiene que ser un punto limite de 7"\ ab.
Q.E.D.

Definicién 2.1.5. Sean A y B dos subconjuntos de R? y p € A. Diremos
que p es un punto accesible de A por B si existe un arco xp tal que todos los
puntos de dicho arco, con excepcién de p, pertenecen a B\ A. Se dird que un
subconjunto de A es accesible por B, si todos sus puntos son accesibles por B.
Sean X un subcontinuo del plano, ab un arco en X y p € ab. Diremos que p
es un punto accesible de X por ambos lados si existe un homeomorfismo A del
plano en si mismo tal que h(ab) se queda contenido en el eje x y h(p) es un
punto de h(X) accesible por el semiplano inferior y, también, accesible por el
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semiplano superior. Dos puntos en un arco de un subcontinuo X en el plano
seran accesibles por el mismo lado si existe un homeomorfismo h del plano en
si mismo tal que las imédgenes de los puntos bajo h son dos puntos de h(X)
tales que ambas imégenes son accesibles por el semiplano inferior o ambas son
accesibles por el semiplano superior.

Lema 2.1.6. Sea X un continuo homogéneo indescomponible en el plano con
métrica p. St ab es un arco accesible en X, entonces todos los puntos de ab '\
{a,b} son accesible spor el mismo lado y ab\ {a,b} no es accesible por ambos
lados.

Demostracion. Como existe un homeomorfismo del plano en si mismo que
manda a ab en [0, 1] del eje x, podemos suponer que ab = [0, 1] x {0}. Suponga-
mos que ab es accesible por debajo del eje x al punto p = (%, 0). Entonces existe
un arco pq tal que todos sus puntos, salvo p, estan debajo del eje x. Podemos
suponer, sin perder generalidad, que pg es vertical. Supongamos que p es punto
limite de X por debajo del eje x. Sean € > 0 tal que ¢ < imin{l,p(p, qQ}y,
por el Teorema 1.6.13, § un nimero de Effros para €. Sea p’ € X tal que p’ estd
debajo del eje x y p(p’, p) < 0. Entonces existe un e-homeomorfismo f de X en
si mismo tal que f(p) = p'. Por la eleccién de ¢, la imagen de ninguno de los
intervalos [p, p+2¢| y [p — 2¢, p| del eje x puede intersectar a pgU ab. Pero este
movimiento no puede ocurrir. Asi, p no es punto limite de X por debajo del
eje x. Entonces existe un nimero positivo r, tal que U = V, (p) no contiene
ningin punto de X por debajo del eje x. Asi, cada punto de [p — 7, p+ 7] es
accesible por debajo del eje x. Repitiendo este procedimiento, podemos llegar a
que todos los puntos de ab son accesibles por debajo. Ahora, si algiin punto w
de ab fuera accesible por arriba, siguiendo el mismo procedimiento que antes,
w no seria punto limite por arriba del eje x de X, pero w es punto limite de
cualquier composante de X, por el Lema 1.11.4.

Q.E.D.

Lema 2.1.7. Sea X un continuo homogéneo indescomponible, con métrica p.
Si p es un punto de X y U es un subconjunto abierto en el plano tal que
p & Clx(U), entonces existe un nimero positivo € tal que ningun arco abc en
X tiene la propiedad de que tanto a como ¢ sean elementos de U y V.(ab)
contenga tanto a p como bc.

Demostracion. Como X es un espacio normal, por la Proposicién 1.1.6, existe
un subconjunto abierto U; tal que p & Clx(U) y Clx(U) C U; y supongamos
que el lema es falso. Entonces existen un arco abc en X y un homeomorfismo
f: X — X tales que f(b) = py tanto ¢; = f(a) como g2 = f(c) estdn en U.
Sean p; y po puntos en los subarcos de q1pqa, ¢1p v pqe, respectivamente, tales
que Clx (Uy) N pipps = 0.

Sea € un nimero positivo menor que }lmin{p(qlpl,pgqg), p(p1pp2, Clx (Uy),
p(Clx(U),R*\ U;)}. Por el Teorema 1.6.13, existe un nimero de Effros § para
e. Como el lema es falso, existe un arco a’b'c’ tal que tanto a’ como ¢ estan
en Uy Vs(a'b') contiene a b'c y a p. Entonces existe un e-homeomorfismo, h :
X — X, tal que h(V') = p. Como b'd C Vs(a't'), la imagen h(b'c’) C Vs (a'V).
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Notemos que h(a't’) = h(a')p y h(b'c") = ph(d) y h(a'V)) N qig2 # O (por lo
menos p estd en esta interseccion), por el Lema 2.1.3, g1go U h(a’’) es un arco.
Tenemos que o' € U y p(h(a'),d’) < e, por lo tanto, h(a’) € U;. Entonces
p1p C h(a’)p U qip, pero pip N Clx(U1) = 0y h(a’) € Uy por lo tanto, p; €
h(a't"). Anédlogamente, py € h(V'¢’). De donde concluimos que p1p C h(a’t') y
ppe C h(V''). Pero, entonces, existen puntos de gops en Vs.(q1p1), lo cual es
imposible por que Vs.(g1p1) no contiene puntos de poqs € inversamente. Luego,

se cumple el lema.
Q.E.D.

2.2. Teorema principal

Ahora probaremos que la curva cerrada simple es el Unico continuo ho-
mogéneo en el plano que contiene un arco.

Teorema 2.2.1. §i X es un continuo homogéneo en el plano que contiene un
arco, entonces X es una curva cerrada simple.

Demostracién. Si X es descomponible, entonces, por [18, Theorem 2], X es
una curva cerrada simple. Asi que, supongamos que X es indescomponible.
Si X contiene un arco pq, por el Lema 2.1.4, si T" es el conjunto de todos los
puntos z € X tales que pz contiene a pq, entonces 1" es la imagen continua y
biyectiva de [0, 00) (denotaremos como ¢, al elemento en 7" que es la imagen
de r). Como X es homogéneo, podemos suponer que pg = [0, 5]. También, por
el Lema 2.1.4, podemos suponer que 1" es accesible por el complemento de X,
que el intervalo tyt5 se ubica sobre el eje x y tyt5 es accesible por abajo. Existe
un entero positivo n tal que ningtin arco de T' que vive entre y = % y el eje x
tiene un punto interior en sélo una de las lineas x = t,,, con n € {1,2,3,4},
y tiene ambos extremos en x = n + 1 o bien en x = n — 1, esta propiedad se
sigue del Lema 2.1.7.

Sean a y b los nimeros positivos mas pequenos tales que a < b, t,t;, es
irreducible entre x = t5 y x = ty y viven entre y = % y el eje x. Como cada
punto de tot5 es punto limite de 7"\ [0, 5], por el Lema 2.1.4, los nimeros a y
b deben de existir. Podemos suponer que el lado accesible de t,t;, esta sobre el
eje x. Esta seleccion es posible ya que si el orden de ¢, y t, fuera inverso, es
decir, t, perteneciera a x = t5 y t, a x = tg, podriamos tomar el proximo arco
de T arriba de t,t, y apelar al teorema de la curva de Jordan [36] para tener
el orden propuesto.

Para cada i € {1,2,3,4}, sean z; el primer punto de t,t, en x =iy D; el
dominio simple acotado por t;t;11 en el eje x, t;z; en x = ¢, el subarco z;z;,;
de toty y tiv1zic1 enx =1+ 1.
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Figura 2.4. Representacién de cémo es que se ven los dominios Dy, Dy y D3 (zonas
sombreadas) y los arcos tyt,, tetst, y tat.

Sea € un numero positivo menor que %, tal que si dos puntos z; y x5 de
X mno distan mas que € y x; esta entre t,t, y tots y entre las lineas x = 1y
xr = 4, entonces xy también debe de vivir entre t,t, v tots. Por el Teorema
1.6.13, existe un numero de Effros § para €. Sean ¢ y d, nimeros positivos,
tales que ¢ < d, t.ty vive arriba del eje x y es irreducible entre x = 5 y
x = 0 y ningin punto de t.ty estda arriba de y = 9. Sea h : X — X un
e-homeomorfismo que manda a ty en t4, este mismo homeomorfismo manda
a totqy en (aproximadamente) t4to. Entonces existe un punto fijo, ts, en tot,.
t no puede vivir en Clx(D1) U Clx (D) U Clx(D,) sin violar la seleccién de
n. Entonces existen nimeros e y g tales que e < f < g, t. y t, viven en Dy,
h(tety) =tytr vy h(t.) = t,. Podemos seleccionar valores €1, €9, ... convergentes
a cero, lo que nos darfa una sucesion de puntos t.,,t.,,... convergentes a un
punto p, el cual no vive en ClxD,). Por lo que la propiedad dada por el Lema
2.1.7 seria violada. Por lo tanto, X no puede ser indescomponible. Luego, debe
ser una curva cerrada simple.

Q.E.D.



Capitulo 3

El continuo homogéneo
hereditariamente descomponible
en el plano

En este capitulo encontraremos los resultados de Charles L. Hagopian en
su articulo Homogeneous plane continua [12]. En el teorema principal veremos
que en un continuo homogéneo indescomponible en el plano, todo subcontinuo
descomponible contiene un continuo homogéneo indescomponible. Como con-
secuencia de este resultado demostraremos que la curva cerrada simple es el
unico continuo homogéneo en el plano hereditariamente descomponible.

3.1. Continuos del tipo Ay A’

Definicién 3.1.1. Decimos que un continuo X es del tipo A si es irreduci-
ble entre dos puntos y posee una descomposicién semicontinua superiormente
cuyos elementos son conexos y el espacio cociente X/D es homeomorfo al inter-
valo [0,1]. Dicha descomposicién serd llamada admisible. Si un continuo tiene
una descomposicién admisible, donde cada uno de sus elementos tiene interior
vacio (con respecto a X) entonces diremos que X es del tipo A’

A continuacion, daremos otra definicién equivalente para continuos del tipo

A.

Lema 3.1.2. Sea X un continuo irreducible entre dos puntos x y y. Entonces
X es del tipo A si y solo si X tiene una descomposicion semicontinua supe-
riormente, no degenerada D, tal que todo elemento J € D es un subcontinuo
de X y si J no contiene ni a x ni ay entonces X \ J es disconexo.

Demostracion. Primero supongamos que X es del tipo A. Sea D una des-
composicion admisible de X. D, al ser una descomposiciéon admisible, es no
vacia, semicontinua superiormente y sus elementos son cerrados y conexos en
X. Asi, sélo basta ver que cualquier elemento que no contenga ni a x ni a y
separa a X. Para esto, consideremos la funcién cociente, ¢, entre X y [0, 1].
Demostraremos que, sin perder generalidad, x € ¢7'(1) y y € ¢~*(0). De no
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ser asi, existirfan ry € (0,1) y 7o € (11, 1], 0 bien, ro € (0,1) y 1 € [0, 72), tales
que, alguno de los dos elementos x o y, se encuentra en ¢~ '(r;) y el otro en
q *(r2). Sin perder generalidad, supongamos que ocurre el primer caso y que
r € q'(r)yy € q'(ry). Entonces {z,y} C ¢ '[r1,m2], pero esto no puede
pasar pues ¢~ '[ry, rs] es un subcontinuo propio de X que contiene a z y a y, y
X es, en principio, irreducible entre estos dos puntos. Finalmente z € ¢~*(1)
v y € ¢ 1(0). Ahora, como el arco es el tinico continuo que tiene exactamente
dos puntos que no son de corte [13, Theorem 2-27, pdg. 54] (siendo estos dos
unicos puntos sus extremos), tendremos que cualquier elemento de D que no
contenga ni a x ni a y, separa a X.

Supongamos que existe una descomposicion semicontinua superiormente,
no degenerada D, tal que todo elemento J € D es un subcontinuo de X y si
J no contiene ni a x ni a y entonces X \ J es disconexo. Esto significa que
cualquier elemento de D que no contenga a x ni a y es punto de corte de X/D.
Asi, por [13, Theorem 2-27, pag. 54|, el inico continuo que posee exactamente
dos puntos que no son de corte es el arco. Asi que, se debe cumplir que X/D
es homeomorfo al intervalo [0,1].

Q.E.D.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos el espacio resultante de multiplicar el conjunto
de Cantor por el intervalo intervalo [0, 1] y unir los puntos extremos de la parte
superior e inferior alternadamente en el mismo orden que fueron retirados del
ir;tegrvalo origilnalz, es decir, 7unigendo los sleggrgtentos 3, %2]5 ><2 6{1}, 5, 2] x {0},
[57)5] x {0}, (37, 57] < {1}, [55, o7] < {1}, [57, 7] x {1}, [57, 37 x {1}... (Figura
3.1).

Figura 3.1.

Este espacio es un continuo que por si sélo es del tipo A" (basta con consi-
derar la funcién proyeccién sobre el intervalo [0, 1] como funcién cociente). Sin
embargo, hay otro continuo tipo A que resulta de identificar los puntos que
estén sobre los mismos segmentos de recta horizontales en uno mismo.
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Figura 3.2. Este espacio es mejor conocido como Continuo V A.

Si consideramos la descomposicion proyeccién que mencionamos para el
primer continuo (Figura 3.1) pero, para cada segmiento de recta horizontal,
identificando las imagenes de los puntos de ésta en uno sélo, tendremos una
descomposicién semicontinua superiormente cuyo espacio cociente es [0, 1].

Definicién 3.1.4. Sean X y Y dos espacios. Una funcién continua y suprayec-
tiva f : X — Y es llamada mondtona si f~(y) es conexo para todo elemento
yey.

Lema 3.1.5. Sean X y Y dos espacios métricos y compactos. Si f : X — Y
es una funcion continua y suprayectiva, entonces f es mondtona si y solo st
f~HC) es conexo para todo subconjunto conexo C de Y .

Demostraciéon. Supongamos que f es monétona. Sea C' un subconjunto de
Y tal que f~!(C') no es conexo. Entonces existen dos subconjuntos A y B de
X tales que f~1(C) = AUB, Cix(A)NB =0y Clx(B)NA = . Notemos que
siyeCy fHy)NA#0D, entonces f~1(y) C A, esto por que f es mondtona.
Sea M = {y € C|f!(y) C A}, asi A = f~1(M). De manera andloga, sea
N ={y € C|f'(y) C B}, entonces B = f~}(NN). Tenemos que C = M U N.
Supongamos que existe y € Cly(M)N N. Como y € N, f~*(y) € B. Como
y € Cly(M), existe una sucesién {y,}>°, de puntos de M que converge a
y. Entonces f~!(y,) C A para cada n € N. Sea z,, € f~'(y,). Como X es
compacto, sin perder generalidad, podemos suponer que {x,}>2, converge a
un punto z. Tenemos que = € Cly(A) y, por la continuidad de f, f(x) = v.
Entonces z € Clx(A) N f~*(y) C Clx(A) N B, lo cual es absurdo. Entonces
Clx(M)N N = (. Andlogamente se prueba que M NClx(N) = () Luego, C no
es conexo.

Es claro que si f~!(C) es conexo para todo subconjunto conexo C' de Y,
entonces f es mondtona.

Q.E.D.

Lema 3.1.6. Sean X un continuo del tipo A, D una descomposicion admisible,
q : X — [0,1] la funcion cociente asignada a la descomposicion y K un
subcontinuo de X que intersecta a dos elementos distintos de D. Entonces
D' ={DNK|DeDyDnNK #0} es una descomposicion admisible de K.
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Demostracion. Al ser un continuo que intersecta por lo menos a dos elemen-
tos de D, q(K) = [r,s] con r < s. Asi, podemos ver a D’ como el siguiente
conjunto: {¢~(t) N K|r <t < s}. Por lo tanto, D’ es una descomposicién no
trivial cuyos elementos son cerrados.

Veremos que para cada t € (r,s), ¢7'(t) C K. Sean t € (r,s) y € > 0 tales
quer <t—e <t+e <s. Definimos Ly = ¢ ([0,t —¢]) y Ly = ¢ ([t + &, 1]).
Como las preimégenes de conexos bajo ¢ son conexas (Lema 3.1.5), tenemos
que Ly y Lo son subcontinuos de X. Asi, L; UK U Ly = X y, por lo tanto,
¢ ([t —e,t+¢]) C K. Luego, ¢ *(t) C K. De esto se sigue que, como ¢ *(¢)
separa a X sir < t < s, ¢ (t) separa a K. Mas atin, si K es irreducible
entre dos puntos, = y y, entonces uno de ellos vive en ¢~!(r) N K y el otro en
q (s) N K (si alguno, digamos x, viviera en f~1(t) con r < t < s, entonces
podemos contiderar € > 0 tal que r <t —e <t +¢€ < s, de esta manera x y y
estarfan ¢~ ([t — €, 5]), el cual es un subcontinuo propio de K, lo cual es una
contradiccién).

Veamos que D’ es semicontinua superiormente. El primer caso lo haremos
con t € (r,s). Sean ¢~'(t) N K € D' y U un abierto de K que contiene a
¢ '(t) N K y que no intersecta ni a ¢~'(r) ni a ¢~ '(s), como ¢ '(t) C K po-
demos decir directamente que ¢~*(t) C U. Entonces, existe un abierto de X,
U', tal que U' N K = U, tenemos que ¢ (t) C U'. Como D es semicontinua
superiormente existe un abierto V' de X tal que todo elemento de D que lo in-
tersecte se quedara contenido en U. Asi, sea V' = V'NK. Se sigue que cualquier
elemento que intersecte a V' se quedara contenido en U. Ahora demostraremos
la semicontinuidad superior en los elementos ¢~ (r)N K y ¢~ '(s)N K. Haremos
solo el caso de uno, pues el otro es analogo. Sea U un abierto de K tal que
¢ '(r)N K C U. Sabemos que existe un abierto U” tal que U = K NU". Como
U es un abierto de K, intersecta a mas de un elemento de D’. En consecuencia,
existe un intervalo [r, ¢'] contenido en ¢(U). Sea £ > 0 tal que [r,r+¢) C [r,t'].
Definimos U’ = ¢ '([0,7 4+ €)) N U"”. U’ es un abierto en X que contiene a
g *(r). Como D es semicontinua superiormente existe un abierto V' de X tal
que todo elemento de D’ que intersecte a V' se quedara contenido en U’. Sea
V =V'N K, todo elemento de la forma ¢~'(¢) con r < t < s que intersecte
a V intersectard a V' y, por tanto, se quedard contenido en U’ pero, al estar
contenido en K, se quedard dentro de U’ N K quien, por construccién, esté
contenido en U’ N K = U. Luego, D es semicontinua superiormente.

Para completar la prueba, veremos que ¢~(r) N K y ¢~ *(r) N K son co-

nexos. Sean Ky = Clx (¢~ ((r,s))) y K1 = ﬁ Clx (¢ ' ((r,r + 1)) si, por los
1

Lemas 1.2.6 y 3.1.5, K es un subcontinuo dg Ky y, por el Lema 3.1.5, K es un
subcontinuo de K. Sean x € ¢! (r)NK y C, la componente de z en ¢! (r)N K.
Entonces C, N Ky # 0, esto por el Teorema 1.1.12, y, como C, C ¢~ *(r), tene-
mos que C,,N K # (0, lo cual implica que ¢~!(r)N K es conexo. Analogamente,
g (s) N K es conexo.

Q.E.D.

Definicion 3.1.7. Sean A y B dos descomposiciones de un continuo X. Di-
remos que B refina a A (B < A) si para todo elemento B € B, existe un
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elemento A € A tal que B C A. Diremos que B refina propiamente a A si,
ademés de refinar a A, A # B.

Es claro que la relacién refinar, induce un orden parcial en el conjunto de
las descomposiciénes de un continuo X.

Teorema 3.1.8. Sea X un continuo irreducible entre dos puntos x yy. Si X
es del tipo A, entonces X posee una unica descomposicion admisible minima
(con respecto al orden inducido por el refinamiento).

Demostracion. Primero demostraremos la existencia de una descomposicién
admisible minima. Sea {D;};c; una cadena de descomposiciones admisibles de
X, tales que, si j y lestdnen Iy j <[, entonces D; < D; y, paracada z € X e
1 € I, X,; es el elemento de D; que contiene a z. Asi, para z fijo, consideremos
{X.itier- Esta es una familia de continuos tales quesijylestanen Iy j <,
entonces X, C X,;. Sea X, = () Z,;. Por el Lema 1.2.6, Z es un continuo.

iel

Asi, definimos D = { X, },cx.

Veamos que D es una descomposicion admisible. Primero mostraremos que
D si es una descomposicién. Supongamos que existen dos elementos, X, y
X., de D tales que se intersectan. Sea z € X, N X,. Entonces = € (] Xy,

i€l

y, por lo tanto, x € X,; para toda j € I. Andlogamente, para todas? el
y X, se tiene que z € X,;, eso significa que X,; N X,; # 0, pero D; es
una descomposicion de X. Por lo tanto, X,; = X,; para todo j € I. Como
consecuencia X, = X, y D es una descomposicién. Ahora, probemos que D
es semicontinua superiormente. Sean X, € D y U un abierto de X tales que
X, C U. Como {X,;}ic; cumple las hipdtesis de la Proposicién 1.2.2, existe
j € I tal que X,; C U. Como D; es una descomposicién admisible, existe un
abierto, V, tal que X,; C V vy, para todo X,; € D; tal que X,; NV # 0, se
tiene que X,; C U. Ahora, sea X, en D tal que X, NV # 0. Como X, C X,
tenemos que X,; NV # 0. Ya que D; es una descomposicién semicontinua
superiormente y, por como obtuvimos V', tenemos que X,; C Uy X, C U. Por
lo tanto, D es semicontinua superiormente. Ahora sélo basta ver que X/D es
homeomorfo al intervalo. Para ésto, usaremos el Lema 3.1.2. Si X es irreducible
entre x1 v xa, sélo bastaria ver que todo elemento de D que no contenga a x;
ni a zo desconecta a X. Para cada ¢ € I, sea f; la funciéon cociente para
la descomposicion D;. Consideremos X, € D que no contenga ni a x; ni a
x9. Podemos escribir X \ X, como X \ (X, = U(X \ X.;). Definamos

iel icl
t; = f(X.i), tenemos que 0 < t; < 1. Sabemos que X \ X.; = f71([0,t,)) U
£ 1 ((ti,1]), notemos que f ([ ti)) y ((tl, 1]) son dos abiertos aJenos no
vacios y, ademds, si j > i, f; 1([0,;)) C ([ tNy £ ((t,1]) C fi Y((t,1)).
O A O i ST
el

U (U; UV;) fuera conexo, existiria z € (|J(U;)) N (U (V;)) pero, en este caso,
iel el el

existirfan ¢ y j en I (sin perder generalidad ¢ < j) tales que z € U; y x € V},
como U; C U;, x € U;NVj. Lo cual serfa absurdo. Luego, X \ X, es disconexo.

Ahora vamos a demostrar que la descomposicién admisible minima es tinica.
Para ésto vamos a ver que si £ y A son dos descomposiciones admisibles tales
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que algin elemento, K, de & intersecta a dos elementos de A, entonces £ no
puede ser una descomposicion minima. Asi, si tenemos otra descomposicién
minima, D', tiene que ser precisamente la descomposicién construida D. Pues
si no lo fuera, como D es minima, tampoco podria refinarla. Por lo tanto,
alguno de sus elementos deberia intersectar a dos elementos de D y entonces
D’ no podria ser minima como supusimos en un prinicipio.

Sean £ y A dos descomposiciones admisibles tales que algin elemento, K,
de & intersecta a dos elementos de Ay f: X — [0,1] la funcién cociente
entre X y el intervalo resultante de la particion A. Como K es un continuo que
intersecta a dos elementos de A y f es continua, tenemos que f(K) = [r,s].
Ahora definimos: (#) & = E\{K}U{f'[t]|t € (r,s9)} U{f ' [r]N K} U
{f~'[s] N K}. También definimos los siguientes conjuntos A = f~[r]N K y
B = f7![s] N K. Demostraremos que & es una descomposicién admisible y
refina propiamente a £.

Por el Lema 3.1.6 tenemos que {f~'[t]|t € (r,s)} U{A} U{B} es una des-
composicion admisible del subcontinuo K. Por lo que, £ refina propiamente
a £ y todos sus elementos son subcontinuos de X. Asi, para demostrar que &’
es una descomposicion admisible de X, veremos que es semicontinua superior-
mente y que todo elemento que no contenga a x ni a y separa a X.

Es facil ver que los elementos de &', distintos de A y B, que no contienen a
x ni a y, separan a X, pues si un elemento P con estas caracteristicas estd en
E"\ {K} entonces también estard en £ y, como ésta si es una descomposicion
admisible, P separard a X. De la misma manera, si P fuera de la forma f~![¢]
cont € (r,s), P estarfa en Ay, como A es una descomposicién admisible, P
separaria a X. Asi, basta ver los casos en donde A o B no contienen a x o
y. Como ambos casos son analogos, sin perder generalidad, haremos el caso
para cuando A no contiene ni a z o y. Notemos que, como A = f~1[r] N K,
forzosamente 0 < r < 1 pues, sin perder generalidad, f(z) = 0y f(y) = 1.
Consideremos, ahora, dos subcontinuos irreducibles L; y Lo, uno entre K y x
y el otro entre K y y, respectivamente. Como 0 < r, L; \ K # (). Notemos que
Ly y Lo son ajenos y que X = Ly UK U Ly. Como Ly \ K es el complemento
en X de K U Ly, es abierto. De igual manera, (K U Ly) \ L; es abierto por
ser el complemento de L;. Ambos abiertos son ajenos, no vacios y su union es
X\ (K NLy), por lo que este ultimo es disconexo. Como L; es irreducible entre
z y K tendremos que f(L;) es irreducible entre f(x) = 0y f(K) = [r, s]; es
decir, que f(Ly) = [0,7]. Entonces f(L; N K) = {r}. De donde obtenemos que
LiNK C f~Yr)N K = A, pero sabemos que L; N K separa a X, entonces A
también separa a X.

Por ultimo, veamos que £’ es semicontinua superiormente. Recordemos
que, como {f7 ]|t € (r,s)} U{A}U{B} es una descomposicién semicontinua
superiormente de K, por el Lema 3.1.6, la decomposicién £ es semicontinua
superiormente en los elementos de la forma f~(¢) con ¢t € (r,s). De igual
manera lo es en todos los elementos en £ \ {K}. Asi, s6lo hace falta observar
que &£’ es semicontinua superiormente en A y en B. Haremos el caso, sin perder
generalidad, para A, pues el caso para B es andlogo. Supongamos que 0 < r.
Sabemos que L1\ K = L1\ A, pues LiNK C Ay A C K. Ademas, es no vacio
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pues 0 < r. Supongamos que U es un abierto en X que contiene a A. Entonces
definimos U U K U Ly = U,, el cual es un abierto en X que contiene a K.
Como & es una descomposiciéon semicontinua superiormente, por el Corolario
1.5.8, existe un abierto V; el cual es una unién de elementos de &, contiene a
K y esta contenido en V;. Entonces definamos V' como la unién de todos los
elementos en &€ contenidos en V4 N Ly. Como {f~'[t]|t € (r,s)} U{A} U{B}
es semicontinua superiormente en K, existe un subconjunto abierto relativo
W en K, que vive en K N U, contiene a A, es una uniéon de elementos de
{f7't)lt € (r,s)} U{A} U{B} y se queda contenido en K N U. Entonces
tenemos que V U W es un conjunto que esta contenido en U, contiene a A y
es una unién de elementos de £'. Asi, s6lo basta ver que es abierto en X. Para
esto sea 2’ € VUW. Sia’ € (V\ A) entonces V' es una vecindad en X de 2’. Si
x' € (W\ A) entonces W es una vecindad de 2’ en X, en cualquier caso V UW
serd vecindad. Si 2’ € A, sea {x,}2°, una sucesién en X convergente a x’. Por
como elegimos a V' (o a W), la coleccién de puntos en la sucesién que vive
en X \ K (o en K) es finita o posee una subsucesion {z,, }22, tal que existe
un numero natural k, tal que para toda [ > k, x,, se queda en V (o en W).
Como todo punto de {z,}5°, estd en X \ K o en K, existe un nimero natural
k, tal que para toda [ > k, x,, se queda en V U W. Entonces V U W es una
vecidad en X de cada punto de A y, por lo tanto, es un abierto. Para el caso
en el que r = 0, el argumento es tinicamente considerando W y se sigue de
manera andloga. Por tanto, tenemos que &£’ es una descomposiciéon admisible
que refina propiamente a &.

Finalmente, concluimos en que X posee una tinica descomposicion admisi-
ble minima.

Q.E.D.

Lema 3.1.9. Sea X un continuo irreducible entre dos subconjuntos cerrados
A y B. Supongamos que cualquier subcontinuo de X con interior no vacio es
descomponible. Sea J = {x € X|X es irreducible entre A y x}, entonces J es
un subcontinuo de X e Intx(J) = 0.

Demostracion. Veamos que J es cerrado. Supongamos que existe x €
Frx(J)\ J. Como x ¢ J , existe un subcontinuo propio L de X que con-
tiene tanto a A como a x. Como L es propio, no intersecta a J. Sean y € J
y N un subcontinuo de X irreducible entre x y y. Comoy € J, LUN = X.
Entonces X \ L C N. Por lo tanto, Intx(N) # (). Por hipétesis, N es descom-
ponible. Entonces N = N, UN,, donde N, y N, son subcontinuos de N y, asf,
por el inciso a) del Lema 1.8.2, sin perder generalidad, z € N, y y € N,. Como
JCX\LCN,z€ Fry(J)y, como x € Intx(N,) (esto pues x € N, \ N,),
N, contiene algtin punto z de J. Entonces L U N, es un subcontinuo propio
de de X que contiene tanto a z como A, lo cual no puede ser. Por tanto, J
contiene a su frontera y, entonces, es cerrado.

Supongamos que J = P U @, donde P y ) son subconjuntos cerrados
y ajenos de J. Por la normalidad de X, existe un abierto U de X tal que
PcCcUCcCClx(U)c X\ Q. Sean C, una componente de Clx(U) que contiene
a un punto x € Py tomemos y € Frx(U) N C (el cual existe por el Teorema



40 CAPITULO 3. EL CONTINUO HOMOGENEO...

1.1.12). Como Frx(U) no intersecta a J, existe un subcontinuo propio, N, de
X que contiene a A y a y y que no intersecta a J. Entonces N UClx(C) es un
subcontinuo de X que no intersecta a (2, por lo tanto, es propio. Pero, ademas,
contiene a Ay ax € P C J, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, J debe
ser conexo y, finalmente, un subcontinuo de X. Supongamos que Intx(J) # .
Como X \ J es conexo, por el inciso b) del Lema 1.8.2, y como el interior en X
de J es no vacio, Clx(X \ J) seria un subcontinuo propio de X que contiene
a A e intersecta J. Lo cual es una contradiccién. Luego Intx(J) = 0.
Q.E.D.

Lema 3.1.10. Sea X un continuo irreducible entre dos subconjuntos cerrados,
A y B, tal que cualquier subcontinuo de X con interior no vacio es descompo-
nible. Entonces se cumplen los siguientes enunciados:

a) Ezisten dos subcontinuos de X, Xa y Xp, tales que X = X4 U Xp, donde
ACXa, BCXpyClx(Xa\Xp)NXpg=Frx(Xa\Xg) es conezo.

b) Si U y V son subconjuntos abiertos de X tales que A C U C Clx(U) C
V C X\ByFrx(V) es conexa, entonces existe un subconjunto abierto W

de X tal que Clx(U) CW C Clx(W) CV y Frx(W) es conexa.

Demostracién. a) Como X es descomponible, X = PUQ), con Py ) subcon-
tinuos de X . Entonces, por el inciso a) del Lema 1.8.2 y sin perder generalidad,
ACP\QyBcCQ)\P. Por el inciso b) del Lema 1.8.2, P\ @) es conexo.
Entonces Clx (P \ @) = X4 es un subcontinuo de X que contiene a Ay, por el
inciso ¢) del Lema 1.8.2, X4 es irreducible entre Ay Q. Sea J = {x € X4|X4
es irreducible entre A y x}. Por construccién, Frx(A) C J. Por el Lema 3.1.9,
J es un subcontinuo de X4 tal que Intyx,(J) = 0. Entonces Intx(J) = 0.
Definimos Xp = Q U J, el cual es un subcontinuo de X ya que J N Q # 0.
Veamos que J = Clx (X4 \ Xp)NXp. Seaz € Clx(X4\ Xp)NXp. Si X4 no
fuera irreducible entre A y x, existiria un subcontinuo propio de X4, L, que
intersectaria tanto a A como a x. En consecuencia, L U () seria un subontinuo
de X que intersectaria tanto a A como a B. Asi LUQ = X4UQ. Lo que impli-
carfa que X4\ Q = L\ Q C Ly, como Clx(Xa\ Q) = Clx(Clx(P\Q)\ Q) =
Clx(P\ Q) = Xa, X4 C L. Finalmente X4 = L. Luego, x € J. Ahora, si
x € J, entonces r € Xp. Sea U un abierto de X que contenga a x. Como
X 4 es un subcontinuo irreducible entre A y z, U va a intersectar a X 4. Co-
mo U intersecta a Xp = J U @ y es abierto, no puede quedarse contenido en
J, pues éste tiene interior vacio. De esta forma, debe intersectar a (). Enton-
ces ¥ € Frx(Xa) = Frx(P\ Q). Por lo anterior, U intersecta a elementos
de X4 que no estdn en @ ni en J y, por tanto, U N (X \ Xp) # 0. Asi
z € Clx(Xa\ Xp). Finalmente, Clx (X4 \ Xp) N Xp = J.

b) Sea L un subcontinuo de X irreducible entre Clx(U) y Frx (V). Como
A C Vy,como Clx (V) es conexo (esto por el Teorema 1.1.12 y por ser Frx (V)
conexa), tenemos que, por los incisos d) y b) del Lema 1.8.2, X \ Clx (V) es
conexo. Como Frx (V) es conexa, Clx(U)ULU Frx(V)UClx(X \ Clx(V))
es un subcontinuo de X, pues es una unién de continuos que se intersectan, e
intersecta tanto a A como a B. Entonces este continuo debe ser todo X. Asi,
LUCIx(U)U Frx(V) = Clx(V) y, por lo tanto, L\ (Clx(U) U Frx(V)) =



3.1. CONTINUOS DEL TIPO A Y A’ 41

V' \ Clx(U). Por consiguiente, Intx (L) # 0 y, por lo tanto, es descomponible.
Por el inciso a) de este lema, existen dos subcontinuos Ly y Ly de X tales que
Clx(U)N(L1\Ls) # 0, Frx(V)NL C Lo\ Ly, y Clx (L1 \ L2)N Ly es conexo. Sea
W = (Clx(U)ULy)\ Le. Entonces W es conexo, abierto en X y Clx(U) C W.
Como L es irreducible entre Clx(U) y Frx(V), Clx(L; \ L2) no intersecta a
Frx(V) y, asi, se queda contenido en V. Luego, Frx(W) = Clx(W) N (X \
W) = (Clx(U)UClx (L1 \ L)) N (Lo UClx (X \V) = Clx(L1\ Ly) N Ly y este
conjunto es conexo.

Q.E.D.

Teorema 3.1.11. Sea X un continuo irreducible entre un par de puntos x y
y. Una condicion necesaria y suficiente para que X sea del tipo A’ es que todo
subcontinuo de X con interior no vacio sea descomponible.

Demostraciéon. Supongamos que todo subcontinuo de X con interior no vacio
es descomponible. Utilizando la parte a) del Lema 3.1.10, podemos reescribir
a X de la siguiente manera: X = X, U X,, donde z € X,, y € X, y Clx(X, \
X,) NX, = Frx(X, \ X,) es conexa. Sea W =X, \ X,. Entonces, por la
parte b) del Lema 1.8.2, W% es abierto, conexo y tiene frontera conexa. Por el
inciso ¢) del Lema 1.8.2, CZX(W%) es irreducible entre x y FT)(<W%). Usando
nuevamente la parte a) del Lema 3.1.10, CI X(W% ) se puede reescribir como
sigue: Clx(W1) = PUQ donde z € Py Frx(Wy) C Qy Clx(P\Q)NQ
es conexa. Sea W% = P\ Q. Entonces, por la parte b) del Lema 1.8.2, Wi es
conexo, abierto y su frontera es conexa. Ademds, Wi C Wiy Wi\ Clx (W)
es conexo, esta segunda afirmacién es cierta por la parte b) del Lema 1.8.2.
Aplicando, nuevamente, la parte a) del Lema 3.1.10 a C’lX(Wi) y la parte b)
del mismo lema a W% y a W% , conseguimos un par de subconjuntos abiertos,
CONexos, W% y W%, con fronteras conexas tales que x € Cl X(Wé) C W% C
C’ZX(W%) CWsC C’ZX(W%) C Wiy, siry s son cualesquiera dos nimeros
en {5, 1,2,3}, con s <r, entonces W, \ Clx (W) es conexo. Continuando con
esta construccién obtendremos una familia {W,|r es un racional diddico en
(0, %]} con las siguientes propiedades: cada W, es un conjunto abierto, conexo
de X con frontera conexa; para r < s, W, C Wy y Wy \ Clx(W,) es conexo.
Como X \W% es conexo, podemos extender el proceso para obtener una familia
{W,|r es un racional diddico en (0,1)} con las mismas propiedades anteriores.
Finalmente, sea W) = X. Definamos ahora una funcién f : X — [0, 1] como
sigue: f(z) = inf{t|z € W,;}. Por el Lema 3 de [21, pag. 114] f es continua.
Veremos ahora que f es mondtona. Supongamos que 0 < r < 1, para cada
nimero natural n, sean a,, < b,, dos nimeros racionales diadicos que disten de
r Menos que % y tales que a,, < r < b,. Entonces, paratodo z € X, f(z) =rsiy
sélosiz € Wy, \Clx(W,,) (para n lo suficientemente grande), el cual es conexo.
Como Clx(W,,,, \ Clx(W,,.,,)) C Clx(Wy, \ Wa,), f[r] es la interseccién
anidada de continuos y, por el Lema 1.2.6, es conexo. Asi, para cualesquiera dos
nimeros distintos, 7 y s, en el intervalo [0,1], f~'[r] N f~'[s] = 0, pues habrd
numeros racionales diddicos lo suficientemente cercanos a r y a s, tales que
sus preimdgenes no se intersecten. Veamos que D = {f~![r]|r € [0,1]} es una
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descomposicién admisible para X. Sean f~'(¢) € Dy U un abierto de X tales
que f71(t) C U. Tenemos que, al ser los ntimeros racionales diddicos densos
en [0,1], existen dos numeros racionales diddicos a,, < b, lo suficientemente
cercanos a t tales que W, \ Clx(W,,) C U. Asi, sea V =W, \ Clx(W,,). De
esta manera, si f~!(s) NV # (), entonces a,, < s < b, y, por tanto, f~(s) C
Wy, \ Clx(W,,) C U. Se sigue que D es una descomposiciéon semicontinua
superiormente tal que X /D es el intervalo. Luego, X es del tipo A. Si € es una
descomposicion admisible de X y si un elemento K de &£ tiene interior no vacio,
entonces Clx(Intx(K)) es un continuo sobre el cual los resultados anteriores
se pueden aplicar. En particular, Clx(Intx(K)) es del tipo A. Sea D’ una
descomposicién admisible para Clx(Intx(K)). Entonces procediendodo como
lo hicimos en la prueba del Teorema 3.1.8 (#), combinando D’ y £ podemos
obtener una descomposicién admisible de X que refina propiamente a £. Esto
muestra que si £ es la descomposicién minima de X, entonces ningtin elemento
de & tiene interior no vacio. Asi, X es del tipo A’.

Supongamos, ahora, que X es del tipo A’ y K es un subcontinuo de X con
interior no vacio. Entonces ningin elemento de la descomposicién admisible
minima D tiene interior no vacio. Asi, K no puede estar contenido en elemento
alguno de D. Por el Lema 3.1.6, K tiene una descomposicion admisible y esto
implicaria que K es descomponible.

Q.E.D.

3.2. Resultados principales

Teorema 3.2.1. Sean X un continuo homogéneo indescomponible en el plano
y A un subcontinuo descomponible de X. Entonces A contiene un subcontinuo
homogéneo indescomponible.

Demostracion. Como A es descomponible, existen dos subcontinuos propios
By C de A tales que A = BUC. Sean b € B\ C, c € C\ By, por [13,
Theorem 2-10, pag 58|, sea E un subcontinuo en A irreducible entre b y c.
El continuo E no posee subcontinuos indescomponibles con interior no vacio.
Para ver esto, supongamos lo contrario. Sea I un continuo indescomponible
en E tal que existe abierto no vacio @ de E con Clx(Q) C I. Como X es
hereditariamente unicoherente, Teorema 1.11.12, e [ es indescomponible, [
esta contenido en £ N B o E N, de otra manera [ seria descomponible. Sin
perder generalidad, supongamos que I es un subcontinuo de £ N B. Sea F' la
componente de E \ () que contiene a ¢. F' es un continuo que no contiene a [
pues esta fuera de ) y @) esta contenido en [ y, como X es hereditariamente
unicoherente, F' intersecta solo una composante de I. Esto se debe a que, por
el Teorema 1.1.12, F intersecta a @ y, como Clyx(Q) C I, F intersecta a I.
Si F intersectara a dos composantes de I, ' N [ seria disconexo, pero X es
hereditariamente unicoherente. Sea, ahora, x un punto en la frontera de ) que
pertenece a F'. Sea ¢ > 0 tal que V.(¢) C X \ B. Por el Teorema 1.6.13, existe
un numero de Effros ¢ para €, con § < ¢, y dos e-homeomorfismos f y g de X
en X tales que:
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1. z, f(z) y g(x) estan en distintas composantes de I pues, por el Corolario
1.11.9, éstas tienen interior vacio. Asi, en Vs(x), existen elementos y; y o
que estan en diferentes composantes de I tales que f(x) = y1 y g(z) = vo.

2. {c, f(c),g(c)} es un subconjunto de X \ B. Por la eleccién de ¢ y por el
Teorema 1.6.13 , p(c, f(c)) < ey ple,g(c)) < g, ast {c, f(c),g(c)} es un
subconjunto de X \ B.

3. @ no esta contenido en f[F] U g[F]. Esto porque F, f[F]y g[F] son dis-
juntos dos a dos, pues X es hereditariamente unicoherente y cada uno
de estos intersecta a diferentes composantes de I. Como [ es indescom-
ponible, sus subcontinuos propios tienen interior vacio, Corolario 1.4.4.
De donde @ no puede estar contenido en f[F]U g[F].

De lo anterior se sigue que B U F'U f[F]| U g[F] es un triodo contenido en
X, lo cual es una contradiccién al Teorema 1.11.12. Asi, todo subcontinuo de
E con interior no vacio es descomponible.

Por Teorema 3.1.11, E es del tipo A’ y, por Teorema 3.1.8, F posee una
descomposicion admisible minima D, donde cada elemento de D tiene interior
vacio. Sea k : E — [0,1] la funcién cociente asociada a D. Existe s € (0,1)
tal que k71(s) es no degenerado, de lo contrario, por [35, Theorem 21, pag.
29] E contendria un arco y X seria una curva cerrada simple, por el Teorema
2.2.1, lo cual contradice la suposicién de que X es indescomponible. Sean
Y = k7!(s) y tomemos dos puntos distintos p y ¢ de Y. Probaremos que existe
un homeomorfismo de Y en si mismo tal que manda a p en ¢. Sean r y t
niimeros tales que 0 <r < s <t <1lye=p(k~*([r,t]),k*(0) Uk™(1)). Sea
W una cubierta abierta de Y tal que, para cada W € W, si y y z son elementos
de W, entonces existe un homeomorfismo h de X en X tal que h(y) = z y
p(v, h(v)) < € para todo v € X. Esta cubierta existe por el Teorema 1.6.13.
Por el Lema 1.6.6 existe una cadena abierta de W, {W;}, tal que ¢ € W7,
p €W,y W,NW;q # 0 para 1 < i < n. Sea ahora {p;}I, tal que p; = g,
Pn=pypi € W;NW;11 para 0 < i < n. Para cada i € {1,...,n}, sea h; un
homeomorfismo de X en X tal que h;(p;) = pi1 y p(v, hi(v)) < € para todo
veX.

Cada h; manda a Y en si mismo. Para ver esto, supongamos lo contrario,
que h;[Y] no estd contenido en Y. Notemos que h;k~![[r,#]] no intersecta a
k=1(0) U k71(1), pues p(v,h;(v)) < e. Como Y NAh[Y] # 0 y X es atriédi-
co y hereditariamente unicoherente, h;[Y] C h;k™[[r,t]] C E, pues de no ser
ast, si hyk™Y[[r,t]] \ E # 0y hik [r,t]] N E # 0, entonces h;k™[[r,t]] U E
contendria un triodo, pues (h;k=[r,t]] U E) \ (h;k~[[r,t]] N E) tiene al me-
nos tres componentes, la que esta fuera de F, una componente que intersec-
ta a k~'(0) y una componente que intersecta a k~'(1), (como observacién
hi;k~[[r,t]] N E es un continuo, al ser X hereditariamente unicoherente). Asi,
sean d y e ndmeros tales que kh;[Y] = [d,e]. Como E es del tipo A’ | cada
elemento de H = {k!(u)|d < u < e} estd en h;[Y], Lema 3.1.6.

Como h;[Y]Nh; [k~ (r)Uk=1(t)] = 0, el conjunto h; [k~ (r) Uk~ (¢)] esta con-
tenido en k~1[[0, d]U][e, 1]]. Sean Ry T las componentes conexas de h;[E]\ h;[Y]
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que contienen a h;k~1(r) y a h;k~'(t), respectivamente. Notemos que RUT esté
en k1[0, d] U [e, 1]] U hyk~ [0, r] U [e, 1]]. Como h;k~*(r) separa a h;k={[0, r]]
de hy[Y] y hik™1(t) separa a h;k[[t, 1]] de hy[Y] (esto en h;[E]), la cerradura
de RUT no intersecta a elemento alguno de H. Entonces h;[Y] contiene un
subconjunto abierto no vacio de h;[FE], lo cual contradice el hecho de que h;[Y]
sea un elemento de {h;k~'(u)|0 < u < 1} (la descomposicién admisible mini-
ma de h;[E]). De aqui se sigue que h;[Y] C Y. Usando el mismo argumento se
puede demostrar que Y C h;[Y]. Asi, cada h; es un homeomorfismo de Y en
si mismo. Finalmente hy o hy o hgo--- 0 h,ly es un homeomorfismo de Y en si
mismo que manda p a q. Asi, Y es homogéneo.
Como Y es un continuo homogéneo unicoherente en el plano, éste es indes-
componible [18, Theorem 2, pag. 739].
Q.E.D.

Corolario 3.2.2. 5i X es un continuo homogéneo indescomponible en el plano,
entonces ningun subcontinuo de X es hereditariamente descomponible.

Teorema 3.2.3. La curva cerrada simple es el unico continuo homogéneo en
el plano que posee un subcontinuo hereditariamente descomponible.

Demostracién. Sea X un continuo homogéneo en el plano que tiene un sub-
continuo hereditariamente descomponible H. Supongamos que X no es una
curva cerrada simple. Sea G la descomposicion de Jones de X [25, Theorem
5.1.19, pag 234]. Esta tiene la propiedad de que cada uno de sus elementos es
un continuo homogéneo indescomponible. Por el Corolario 3.2.2, H no puede
estar contenido en elemento alguno de G. Por otro lado, si H intersecta a algin
elemento de G, entonces contendria a un elemento de G [25, Theorem 5.1.19,
pég. 234], lo cual es una contradiccién al hecho de que H es hereditariamente

descomponible. Asi, X debe ser una curva cerrada simple.
Q.E.D.

Corolario 3.2.4. 5i X es un continuo homogéneo hereditariamente descom-
ponible en el plano entonces es una curva cerrada simple.

Demostracion. Como X es un subcontinuo de si mismo, posee un subcon-
tinuo hereditariamente descomponible. Asi, por el Teorema 3.2.3, X es una
curva cerrada simple.

Q.E.D.



Capitulo 4

El solenoide descomponible

Este capitulo tiene como base una seleccion de resultados del articulo de T.
Mackowiak y E. D. Tymchatyn titulado Continuous mappings on continua, I1
[28]. Los resultados son necesarios para poder demostrar el Teorema 4.2.5, que
dice que todo continuo homogéneo y atriddico que contiene un continuo here-
ditariamente descomponible es un solenoide. Aqui cabe resaltar un resultado
importante, todo solenoide que no sea la curva cerrada simple es indescom-
ponible (Observacién 4.2.3). De aqui que se puede vincular con el tema de la
tesis.

A diferencia de los demas capitulos, éste utilizara herramientas diferentes
a las del articulo original. Esto con el propésito de no abarcar temas que se
salen del topico base y dar un resultado més directo y digerible para el teorema
principal.

4.1. Primeros resultados

El siguiente lema es fundamental para este capitulo, es conocido como el
Teorema de Dyer. Como la demostracién de este lema se sale de los fines del
trabajo, solo sera enunciado. Sin embargo, una prueba del Teorema de Dyer
puede ser encontrada en [22]. Antes daremos una definicién.

Definicién 4.1.1. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. Diremos
que A es un conjunto del tipo Gy si es la interseccion de una familia numerable
de conjuntos abiertos.

Lema 4.1.2. Sean X y Y dos continuos y f : X — Y una funcion continua,
suprayectiva, abierta y mondtona. Entonces existe un subconjunto Gs y denso
A de'Y que posee la siguiente propiedad: para cada y € A, cada subcontinuo
B C f~Yy), cada x del interior de B en f~'(y) y cada vecindad U de B en
X, existen un subcontinuo Z de X que contiene a B y una vecidad V de y en
Y tales que x € Intx(Z), (flz)* (V) C U y flz : Z — Y es una funcién
mondtona y suprayectiva.

Corolario 4.1.3. En el Lema 4.1.2, los elementos de la forma f~'(y) con
y € A son continuos indescomponibles.

45
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Demostracién. Supongamos que f~1(y), con y € A, es descomponible. Por
el Lema 1.4.3, existe un subcontinuo propio B de f~*(y) con interior no vacio
en f~!(y). Como B es un subcontinuo propio de f~!(y), existe un abierto U
de X que contiene a B tal que f~!(y) \ U # 0. Entonces, por el Lema 4.1.2,
existen un subcontinuo Z de X y un abierto V de Y que contiene a y tales
que (f]z)"'(V) C U. De aqui tenemos que f~!(y) C (f|z)~"(V) C U. Pero
esto es una contradiccién pues tendriamos que f~'(y) \ U = 0. Asi que las
preimagenes de los elementos de A son indescomponibles.

Q.E.D.

Definicién 4.1.4. Un subcontinuo ) de un continuo X es llamado terminal
si para cada subcontinuo K de X tal que Q N K # (), se tiene que K C Q o
bien ) C K.

Lema 4.1.5. Sean X y Y continuos y () un subcontinuo propio y terminal de
X. Sih: X — Y es un homeomorfismo, entonces h(Q) es un subcontinuo
propio y terminal de Y .

Demostracién. Como h(()) es un subcontinuo propio de Y, sélo basta ver
que es terminal. Sea K un subcontinuo de Y tal que h(Q) N K # (). Entonces
QN h Y K) # (. Como Q es terminal, pueden pasar dos cosas: la primera
es que Q C h7'(K), lo que implicarfa que h(Q) C K, y la segunda es que
h~Y(K) C Q, de donde tendrfamos que K C h(Q). Por tanto, h(Q) es un
subcontinuo terminal de X

Q.E.D.

Lema 4.1.6. Sean X un continuo y Q un subcontinuo no degenerado, propio
y terminal de X . Entonces Intx(Q) = 0.

Demostraciéon. Supongamos que () es un subcontinuo no degenerado, propio
y terminal de X. Por el Corolario 1.1.13, () intersecta a cada componente
de Clx(X \ Q). Entonces, como @ es terminal, para cada componente K de
Clx(X\Q)), Q@ C K o K C Q. Si todas las componentes de Clx(X \ Q)
quedaran contenidas en @, tendriamos que Cly(X \ Q) C @ vy, como X =
QUClx(X\ Q), X = Q, lo cual no puede ser posible. Eso significa que Q
estd contenido en al menos una componente de Clx(X \ Q). Por lo tanto,
Q C Clx(X \ @), lo que significa que X = Clx(X \ Q). Esto sélo pasa si

Q.E.D.

Lema 4.1.7. 5i Q) es un subcontinuo propio y terminal de un continuo ho-
mogéneo X (con métrica p). Entonces Q) es indescomponible.

Demostracion. Supongamos que () es como en las hipdtesis y, ademas, es
descomponible. Entonces existen dos subcontinuos propios A y B de @) tales
que @ = AUB. Seana € A\ B, b€ B\ Ay ¢ = imin{p(a, B), p(b, A)}. Como
X posee la propiedad de Effros (Teorema 1.6.13), existe un e-homoemorfismo
h: X — X tal que h(Q)NQ # (. Veremos que h(Q) = Q. Como h(Q)NQ # 0,
podemos suponer que h(A) N Q # (). Como B no esta contenido en h(A) y
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() es un continuo terminal, h(A) C Q. Esto implica que h(B) N Q # 0, pues
BN A # (). Como A no estd contenido en h(B) y @ es terminal, h(B) C Q.
De lo anterior obtenemos que h(Q) C Q. Por el Lema 1.6.3, h™! es un &-
homeomorfismo. Entonces, usando un argumento analogo al anterior, tenemos
que h1(Q) € Q. Asi, Q C h(Q) v h(Q) = Q.

Sean § > 0, un niimero de Effros para $ y K la componente de CZX(V%(Q))
que contiene a ). Como X es un continuo, por el Teorema 1.1.12, @) esta
contenido propiamente en K. Consideremos ahora dos $-homeomorfismos h y
g de X en X tales que h(Q) N K # 0y h(Q) N g(Q) # 0. Mostraremos que
h(Q) = g(Q) C K. Por el Lema 4.1.5, h(Q) es un subcontinuo terminal de X.
De donde se tiene que h(Q) C K. Como h™ (g(Q))NQ # 0Dy h™'ogesun e-
homeomorfismo (Corolario 1.6.4). Por el parrafo anterior, h~'(g(Q)) = Q. De
donde h(Q) = g(Q). Esto implica que Y = {h(Q)|h es un $-homeomorfismo}
es una descomposicion de K.

Probaremos que ) es una descomposicién continua de K. Sean G € ) y
U un abierto de X tales que G C U. Sea 0 < gy <min{, p(G,K \ U)}, el
cual existe por que G y K \ U son compactos y ajenos, lo que implica que
p(G,K \U) > 0. Sea 19 > 0 un numero de Effros para gy. Sin pérdida de
generalidad, supondremos que 1y < gg. Sea V' =V, (G) N K. Entonces V es
un abierto en K contenido en U. Sean G’ € Y tal que G'NV #0, ¢ € G NV
y g € G de tal forma que p(g,¢') < n9. Como 7y es un numero de Effros
para gy, existe un gyp-homeomorfismo de X en si mismo tal que h(g) = ¢’
Asi; h(G) N G" # (), por la forma en que se definié Y, h(G) = G'. Luego,
G' C U. Asi, Y es semicontinua superiormente. Veamos que ) es semicontinua
inferiormente. Sean G € Y, go v ¢1 elementos en GG y U un abierto de K tal que
go € U. Sea g1 > 0 tal que g1 < 5y V., (G)N K C U. Sea n; > 0 un nimero
de Effros para e;. Sin perder generalidad, 7, < &;. Sean V' = V,,(g1) N K,
G' € Y tales que G'NV £y ¢ € G'NV. De esta manera p(g1,9) < n.
Entonces, existe un £1-homeomorfismo k& : X — X tal que k(g1) = ¢'. Se
sigue que k(G) N G" # 0y, por la forma en que se definié Y, k(G) = G'.
Como k(go) € UNG', G'NU # (. Asi, Y es semicontinua inferiormente y, por
ultimo, continua. Esto implica que, por el Teorema 1.5.6, la funcién cociente
q: K — K/) es tanto abierta como cerrada. Como los elementos de ) son
subcontinuos de K, g es monotona.

Como ¢ es mondtona y abierta, consideramos el subconjunto G5 denso W
en X/Y, el cual existe por el Teorema de Dyer (Lema 4.1.2). Sean y € Wy
z € K tales que ¢(z) = x. Sin perder generalidad, supondremos que z € Q.
Sabemos que Q = AUB y que a € A\ B. Sea U un abierto de K tal que A C U
y B\ U # (. Por el Teorema de Dyer (Lema 4.1.2), existen un subcontinuo Z
de K tal que A C Z y una vecindad V' de y en X/ tales que a € Inty(Z)
v (qlz) " (U) c U. Como a € QN Intx(Z) # 0y Q es terminal, se tiene que
Q C Z (Lema 4.1.6). Esto implica que Q@ C (¢|z) (V) C U, lo cual es una
contradiccién, pues @ \ U # (). Esto implica que @ es indescomponible.

Q.E.D.

Definicién 4.1.8. Sea f una funcién continua y suprayectiva de un continuo
X sobre un continuo Y. Diremos que f es atdmica si para cada subcontinuo
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K de X, se tiene que K = f~!(f(K)), siempre que f(K) sea no degenerado.

Lema 4.1.9. Sean X y Y dos continuos. Si f : X — Y es una funcion
atomica entonces es monotona.

Demostracién. Seay € Y y supongamos que f~'(y) = MUN, donde M y N
son dos subconjuntos cerrados y ajenos en X. Supongamos que M # (). Como
X es normal (Proposicién 1.1.6), existen dos subconjuntos abiertos ajenos U
y V de X tales que M C Uy N C V. Sean x € M y K la componente
de Clx(U) que contiene a z. Por el Lema 1.1.12, K N Frx(U) # 0. Sea z €
KNFrx(U) #0. Como Clx(U)NV =0y Frx(U) = Clx(U)\U, tenemos que
z & f71(y). Asi, f(K) es no degenerado y, al ser f atémica, K = f~}(f(K)).
Como y = f(z) € f(K), tenemos que MUN = f~!(y) C K C Clx(U). Luego,
N C Ky, como KNN =, N={. Finalmente, f~!(y) es conexo.

Q.E.D.

Lema 4.1.10. Sean X yY dos continuos y f : X — Y una funcion continua,
suprayectiva, abierta y atomica, entonces existe un subconjunto Gg denso A de
Y tal que f71(t) es indescomponible para cada t € A.

Demostraciéon. Como f es atomica, por el Lema 4.1.9, es mondétona. Entonces
se puede usar el Lema 4.1.2 para obtener un subconjunto Gs denso A de Y
que, por el Corolario 4.1.3, cumple con que f~1(¢) es indescomponible para
cada t € A.

Q.E.D.

Una prueba del siguiente resultado se puede encontrar en [28, (10.5)].

Lema 4.1.11. Sea X un continuo unicoherente que no es un triodo. Entonces
X es irreducible entre algun par de sus puntos.

Lema 4.1.12. La interseccion de cualesquiera dos subcontinuos de un continuo
atriodico tiene a lo mds dos componentes.

Demostracién. Sean A y B dos subcontinuos de un continuo atriédico X.
Supongamos que A N B tiene, por lo menos, tres componentes. Sean Cy, Cy
y C3 tres componentes de A N B. Consideremos Uy, Us vy Us, tres abiertos
de A que contienen a C7, Cy y C3, respectivamente, y que son ajenos dos a
dos. Por el Corolario 1.1.14, existen tres subcontinuos de A (que también son
subcontinuos de X), Dy, Dy y D3, que contienen propiamente a Cy, Cy 'y Cj,
respectivamente, y se quedan contenidos en Uy, Uy v Us, respectivamente. Por
construccién, D; N B # 0y D; \ B # (), para cada i € {1,2,3}. Asi, definimos
B’ = BUD1;UDyU D3, el cual es un triodo, pues B"\ B posee tres componentes.
Lo cual es una contradiccién. Asi que AN B tiene a lo mas dos componentes.

Q.E.D.

Lema 4.1.13. 5i X es un continuo atriodico y K es un subcontinuo propio
de X que no es unicoherente. Entonces K es un subcontinuo terminal de X .
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Demostracion. Sean A y B dos subcontinuos propios de K tales que K =
AUBy ANB = PUQQ, donde P y @ son subcontinuos ajenos, esto se
puede realizar por el Lema 4.1.12. Por [13, Theorem 2-11, pag 44], sean A’ un
subcontinuo de A irreducible entre Py (), y B’ un subcontinuo de B irreducible
entre PNA" 'y QN A’

Afirmamos que PNA"y QN A’ son continuos. Notemos que A/UPUQ = Ay
que B’ = B. Para la primera afirmacién, tenemos que, como A’‘/NB = (PNA")U
(QNA"), por el Lema 4.1.12, A’/NB sélo puede tener a lo més dos componentes vy,
como PNA"y QNA’ son ajenos y no vacios, PNA"y QN A’ deben ser continuos.
Ahora, para la segunda afirmacién, sean U y V' dos vecindades de P y () en
X, respectivamente, tales que Clx(U)NClx(V) =0y E y F componentes de
BNClx(U)y BNClx(V), respectivamente. Si A\ (A’UPUQ) # 0 entonces
AU FE U F serfa un triodo, pues (AU EU F) \ (AU PU Q) tendria al menos
tres componentes, lo cual es una contradiccién. Asi, A = A’U P U Q. Usando
un argumento similar veremos que B = B’. Sean E’' y F’ componentes de
ANClx(U)y BNClx(V), respectivamente. Si B\ B’ # () entonces BUFE'UF’
serfa un triodo, pues (BU E'U F') \ (B'U P U Q) tendria tres componentes.
Con base en lo anterior, podemos suponer que A y B son irreducibles entre
cada punto de P y cada punto de (). Sea K’ un subcontinuo de X tal que
K'\K # 0y K'NK # (). Para demostrar que K es terminal, es suficiente
demostrar que K C K'. Supongamos que K ¢ K'. Por el Lema 4.1.12, KN K’
tiene a lo mas dos componentes C; y Cy. Consideraremos tres casos:

A) ClﬂB:Q).

Sean Uy, U, y Uz vecindades abiertas con cerraduras ajenas de C, Py @,
respectivamente. Si Dy, Dy y D3 denotan las componentes de Clx(U;) N K,
Clx(Uy) N By Clx(Us) N B, respectivamente, que contienen a Cy, Py @,
respectivamente, entonces el conjunto (AU D;) U (AU Dy) U (AU D3) es un
triodo, lo cual es una contradiccion.

B) C’lﬂP%@yClﬂQzﬂ
Sea U un abierto que contiene a C; N P tal que Clx(U) C X \ (C2 U Q).
Si Dy, Dy y D3 son las componentes de Clx(U) N K, Clx(U)N(AUCy) y

Clx(U)N(BUCY), respectivamente, tales que C1 NP C D;UDyU D3. Entonces
el conjunto D; U Dy U D3 es un triodo, lo cual es una contradiccion.

C)ClﬂP%(Z)yClﬂQ#@.

Como A y B son irreducibles, podemos suponer que A C C;. La suposi-
cién y simetria implica, por los casos A) y B), que Cy = (0 y C; N B tiene
exactamente dos componentes, D1 y D, que contienen a P y a (), respectiva-
mente. Sean U; y Uy dos vecindades abiertas con cerraduras ajenas de Dy y
Do, respectivamente, y K7 y K3 componentes de BN Clx(Uy) y BN Clx(Uy),
respectivamente. Asi, el conjunto (C; U K;) U (Cy U K3) U K’ es un triodo, lo
cual es una contradiccion.

Por tanto, K debe de ser un subcontinuo terminal de X.

Q.E.D.
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4.2. Teorema Principal

Definicién 4.2.1. Sea {X,,}2°, una coleccién numerable de continuos. Para
cadan € N, sea "' : X, ., — X,, una funcién continua. Entonces, la doble
sucesién de espacios y funciones {X,,, 7112 | serd llamada sucesidn inversa.
Definiremos el limite inverso de {X,,, f*1}°°,, denotado como l(l’in{Xn, frrty

(o]
0 X4, como el subespacio del producto topolégico [] X, dado por:
n=1

Hm{Xnv f;ﬁ_l} = {(x")%ozl S H Xn’fr?—i_l(xwrl) = In paran € N}.
A n=1

Los limites inversos cumplen propiedades muy interesantes que no trata-
remos aqui. Sin embargo, hay un tipo de continuos dados a partir de limites
inversos que utilizaremos fuertemente, los solenoides.

Definicién 4.2.2. Sea n = {n,}2, una sucesién de enteros positivos. Pa-
ra cada k € N, sea ff™ : S — S'(con S* el circulo unitario) dada por
1(2) = 2™ (la multiplicacién en niimeros complejos). Entonces definiremos
Y= h’;n{Xk, 11 donde X, = S' para toda k € N. A ¥, se le llamar4 el

n-solenoide.

Observacion 4.2.3. Por [25, Theorem 2.1.19], tenemos que si, en la definicién
anterior, kh’m ny # 1, entonces im{ X,,, f"*1} es un continuo indescomponible.
—00 —

Utilizando este mismo resultado y [25, Theorem 2.1.38], es facil ver que el inico
solenoide descomponible es una curva cerrada simple.

Definicién 4.2.4. Sean G una descomposicién de un espacio X y H una
familia de homeomorfismos de X en X. Diremos que H respeta a G si para
cualesquiera dos elementos GG; y G5 de G y cualquier elemento h € H se tiene

que h(Gl) = G2 O h(Gl) N G2 = @

Teorema 4.2.5. Todo continuo homogéneo y atriodico que contiene un conti-
nuo hereditariamente descomponible es un solenoide.

Demostraciéon. Sean X un continuo homogéneo y atriddico y ¢ un sub-
continuo propio y hereditariamente descomponible de X. Notemos que @) es
unicoherente, pues de no serlo, por el Lema 4.1.13, ) serfa un subcontinuo
propio, terminal y descomponible de un continuo homogeneo. Se seguiria, por
el Lema 4.1.7, que @) seria descomponible e indescomponible, lo cual seria una
clara contradiccién. Asi, ) es unicoherente. Como () no es un triodo, por el
Lema 4.1.11, @ es irreducible entre algin par de sus puntos.

Tenemos que Q) es hereditariamente descomponible, asi, todos sus sub-
continuos propios con interior no vacio son descomponibles. Por el Teorema
3.1.11, @ es del tipo A’. Entonces, por el Teorema 3.1.8, existe una des-
composicion admisible minima, G, de ) tal que su cociente es homeomor-
fo a [0,1]. Sea ¢ : X — [0,1] la funcién cociente. Tomemos t € (0,1) y
consideremos W = ¢71(t). Sean ahora t; y t;, elementos en [0,1], tales que
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0<ty<t<t; <1lyq"'escontinua en ellos, éstos existen por [23, Coro-
llary 1, pdg. 71]. Notemos, por lo anterior, que el conjunto ¢~ ([to,#1]) es un
continuo irreducible entre cualquier punto de ¢~ (t) y de ¢ (¢1). Sean ahora
to <t <t <t <ty definamos:

p(A,B) = inf{p(z,y)|lx € Ay y € B},

donde A y B son subonjuntos de X. También definiremos:

e = smin{p(qg ' ([to, ]), ¢ ' (0) U g~ (1)),
p(q (o), ¢ ([to, 1)), plg~ " (t1), ¢~ ([0,£1])) }-

Como X es un continuo homogéneo, por el Teorema 1.6.13, X tiene la pro-
piedad de Effros. Asi, sea  un ntimero de Effros para e. Sean v € ¢~ ((tg, ;)N
Vs(W) y w elemento de W tales que p(w,v) < 4. Entonces existe un e-
homeomorfismo h de X en si mismo tal que h(w) = v. Por como ha sido selec-
cionado € y porque X es atriddico, tenemos que ¢~ ((ty, t;)) C h(q=([to, t1]) C
Q\ (¢71(0) Ug'(1)). Como W es la preimagen, bajo ¢, de un elemento de
[t, 1], h(W) serd la preimagen, bajo ¢, de un elemento de [to,t;] v estard
contenido en h(q~'([t),t}]). Para ver esto, supongamos que h(WW) no es la
preimagen, bajo ¢, de de ningun elemento de [t{, #}]. Primero supongamos que
q(h(W)) = [a,b] C [ty, 1], entonces, por el Lema 3.1.6, h(W) posee una des-
composicion admisible. Como h es un homeomorfismo, las preimagenes de la
descomposicién de h(W), bajo h, formardan una descomposicién admisible de
W. Pero ésto no puede pasar, pues ¢ es la funciéon cociente de una descom-
posicién admisible minima. Asi, h(W) C ¢ '(r) para algin r € [t.t}]. De
donde W C h™'(¢7*(r)). Por la misma razén que antes, h='(¢~!(r)) no pue-
de intersectar a dos elementos de la descomposicion asociada a ¢, entonces
h=Y (g7 (r)) € W, por lo que W = h='(¢"*(r)). Finalmente W = ¢~ !(s), para
algin s € [t),t}]. Por lo tanto, h(1V) es el elemento en la descomposicién de Q)
que contiene a v.

Asi, tenemos que, para cada t € [0, 1], existen dos elementos s y r de
(0,1), tales que s < t < r, y donde ¢~! es continua ([23, Corollary 1, pég.
71]) y un € > 0 tal que las imégenes de W bajo e-homeomorfismos forman
una descomposicién de ¢g~*([s, r]) en el arco [s, r]. Demostraremos que con esta
propiedad G es una descomposicion semicontinua inferiormente.

Sea a € (s,r) y consideremos ¢q~'(a). Sean ahora p y ¢ dos elementos de
¢ *(a) y U un abierto de X tal que p € U. Sea £ > 0 tal que € < ¢, donde
e es el numero dado en el parrafo anterior, y tal que V.(p) C U. Sea § > 0
un numero de Effros para €’ y consideremos V' = Vs(g). Sean ahora b € [0, 1]
tal que ¢ (b)) NV # 0y 2 € ¢ '(b) N V. Entonces p(q,2) < §. Como ¢ es
un numero de Effros para &', existe un &-homeomorfismo, k : X — X, tal
que k(q) = z y, en particular, p(q, z) < €. Asi tenemos que k(p) € U y, como
los e-homeomorfismos mandan a ¢~*(a) en elementos de la descomposicién y
k(q) € ¢ (), tenemos que k(g (a)) = ¢*(b). Por lo tanto, ¢~*(b) N U # 0.
Asi, ¢7([s,7]) es una descomposicién semicontinua inferiormente. Finalmente,
por [25, Theorem 1.2.23, pag. 16], tenemos que ¢ es una funcién abierta.
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Usando el Lema 4.1.2, tenemos que existe un subconjunto A de [0, 1], del
tipo Gs, tal que, para todo subcontinuo B de ¢~ '(y), con y € A, para cada
x € Inty-1,)(B) y cada vecindad U de B en @) se cumple que, existe un sub-
continuo Z de @ tal que B C Z y un abierto V de [r, s] alrededor de y tal que
(ql2) % (V) C U y q|z es mondtona y suprayectiva. Por el Corolario 4.1.3, los
elementos de la forma ¢~!(y) con y € A son indescomponibles. Como los &-
homeomorfismos respetan la descomposicion, tenemos que todos los elementos
de la descomposicién son indescomponibles. Pero tenemos que () es heredita-
riamente descomponible. Entonces a los elementos de la descomposicion de @)
sélo les queda ser conjunos de un sélo punto. Por lo tanto ¢ ![s, r] es un arco.

Finalmente, por [28, (14.4), pag. 34], tenemos que X es un solenoide.
Q.E.D.

Corolario 4.2.6. St X es un continuo homogéneo, hereditariamente descom-
ponible y atriodico entonces X es una curva cerrada simple.

Demostraciéon. Como X un continuo homogéneo, hereditariamente descom-
poible y atriédico. Por el Teorema 4.2.5 X es un solenoide. Pero X mismo
es descomponible y, por la Observacion 4.2.3, X debe ser una curva cerrada
simple.

Q.E.D.



Capitulo 5

Ocho condiciones para la curva
cerrada simple

En este capitulo encontraremos el resultado maés reciente para la pregunta
que origina esta tesis. Este teorema es el principal para el articulo que estamos
tratando.

El teorema da, para un continuo homogéneo hereditariamente descompo-
nible, ocho condiciones, de las cuales basta que se cumpla una para asegurar
que se esté hablando de la curva cerrada simple.

Este capitulo, al igual que el capitulo 2 con su respectivo articulo, es muy
similar al articulo de S. Macias y S. B. Nadler, Jr. On hereditarily decomposa-
ble homogeneous continua [27], y ha sido dividido en tres secciones, la primera
consta de las herramientas necesarias para resolver el teorema principal. La
segunda seccion consta del enunciado y demostracion de dicho teorema. Final-
mente, la tercera seccién contiene resultados que dan informacién interesante
en caso de que la curva cerrada simple resulte no ser el tinico continuo ho-
mogéneo hereditariamente descomponible.

5.1. Primeros resultados

Comenzaremos definiendo una de las métricas mas utilizadas en topologia.
Esta métrica se define en el espacio de los subconjuntos compactos de un
espacio métrico y nos servira para definir la propiedad de Kelley.

Definicién 5.1.1. Sea X un continuo. Definimos 2% = {4 C X|A es compacto
y no vacio}.

Definimos H : 2% x 2% — [0,00) como H : H(A, B) = inf{e > 0|A C
V.(B)y B C V.(A)}. Esta funcién es una métrica (|25, Theorem 1.8.3, pag
59]) v es mejor conocida como la métrica de Hausdorff.

Definicién 5.1.2. Un continuo X tiene la propiedad de Kelley en un punto
p € X si para cada € > 0, existe 0 > 0 tal que si ¢ € X, p(p,q) <y P es un
subcontinuo de X que contiene a p, entonces existe un un subcontinuo @) de X
que contiene a ¢ tal que H(P, Q) < ¢, donde H es la métrica de Hausdorff. A
0 se le llama un numero de Kelley para €. Se dice que un continuo X tiene la

23
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propiedad de Kelley si tiene la propiedad de Kelley en cada uno de sus puntos.
Un continuo X tiene la propiedad de Kelley hereditariamente si cada uno de
sus subcontinuos tiene la propiedad de Kelley.

Lema 5.1.3. Sea X un continuo homogéneo. Entonces X posee la propiedad
de Kelley.

Demostracion. Como X es homogéneo, por el Teorema 1.6.13, posee la pro-
piedad de Effros. Sean p € X, e > 0y § € (0,¢) un nimero de Effros para
e. Consideremos g € X tal que p(p,q) < 0 y P un subcontinuo de X tal que
p € P. Entonces existe un e—homeomorfismo h de X en X tal que h(p) = q.
Sea Q = h(P), éste es un subcontinuo de X que contiene a ¢ tal que para
cualquier p; € P existe ¢ = h(p1) € @ tal que p(p1,q1) < €, esto por que
h es un e-homeomorfismo, de la misma manera, para cualquier ¢; € () existe
p1 = h'(q) € P tal que p(qi,p1) < €. Por tanto, H(P,Q) < e. Luego, X
posee la propiedad de Kelley.

Q.E.D.

Lema 5.1.4. S5 X es un continuo con la propiedad de Kelley en un punto p y
éste es un punto de separacion local de X, entonces X es conexo en pequeno
en p.

Demostracion. Sean ¢y > 0 y R una vecindad compacta de p en X tales
que R\ {p} = My UM, con M; NC # (), para j € {1,2}, y con My y M,
mutuamente separados, donde C' es la componente de p en R. Sean ¢ € (0, %)
tal que Clx(Va:(p)) C Ry 6 € (0,e) un numero de Kelley para €. Sea L, la
componente de p en Clx(Vae(p)). Notemos que L, C C, pues L, es un conexo
contenido en R que contiene a p y C' es la componente conexa de p en R.
Notemos también que L, N M; # 0, j € {1,2}, pues p € Frx(M;), j € {1,2}.

Sea x € Vs(p) \ {p}. Entonces, por la propiedad de Kelley, como L, es un
subcontinuo de X que contiene a p y p(x,p) < 9, existe un subcontinuo L,
tal que © € L, y H(L,, L,) < . Notemos que L, C Vs.(p) C R. También
observemos que L, debe contener a p en su interior, pues de otra manera
pasarfa que L, ¢ V.(L,) y, por tanto, L, N M; # 0, j € {1,2}.

Asi,pe L, C C. Sea K = |J{L,|x € Vs(p)}, entonces K es una vecindad
conexa de p en X tal que K C V(p). Finalmente, X es conexo en pequeno
en p.

Q.E.D.

Definicién 5.1.5. Sean f: X — Y y g : X — Y dos funciones continuas
entre espacios topolégicos. Diremos que f es homotdpica a g si existe una

funcién continua H : X x [0,1] — Y tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z).

Definicién 5.1.6. Una funcion continua f : X — Y entre espacios topoldgi-
cos es esencial si no es homotdpica a una funcién constante.

Notacién 5.1.7. Sean z; = a1 + b1t y 29 = as + byt dos niimeros complejos,
entonces |21 — 2o denotard la siguiente férmula \/(a; — a2)? + (by — b2)2. Su-
pongamos que |z; — 23| < 2 y consideremos un circulo unitario que pase por z;
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y z2. S1 O denota el centro de dicho circulo, (21, 29) denotard el dngulo menor
a 27 por el cual debera de ser rotado el radio Oz; para que se iguale con el
radio Ozs.

Lema 5.1.8. Sea f una funcién continua de un continuo X en S'. Entonces
f no es esencial si y solo si existe una funcion continua y acotada p : X — R
tal que f(z) = e¥(®),

Demostraciéon. Supongamos que existe una funcién continua y acotada
() : X — R tal que f(x) = €@, Definamos entonces f(z) = (@),
Esta es una funcién continua de X x [0,1] — R tal que que fo(z) = 1y
fi(z) = €™, Por tanto, f es homotépica a un punto y no es esencial.

Para probar la suficiencia, notemos que la funcién fo(zr) = 1 de X en S?
satisface la condicién de que existe p(x) tal que @ = fy(z) = 1. Asi, el
conjunto (), que consta de las funciones f que cumplen la propiedad de que
existe ¢ : X — R tal que f(z) = %@ es no vacio. Sea fi(z) cualquier
funciéon que cumpla que existe ¢; : X — R tal que fi(x) = ¢1(®). Sea f,
una funcién continua de X en S* con d(f1, f2) < 2. Definimos pq(z) = @1 (x) +
0(f1(x), fo(x)). Por construcciéon @q(x) es continua y acotada. Asi, tenemos
que elr2(x) — cile1(@)+0(f1(2).f2(2))) — piv1(2)pib(f1(2).f2(z)) — fl(x)% — f2(33)7
por lo que f, satisface la condicién. Por tanto, () es abierto en el conjunto
de las funciones que van de X a S'. Un argumento similar prueba que Q es
cerrado en el mismo espacio.

Asi Q es abierto y cerrado en el conjunto de funciones que van de X a S?
v fo € Q. Luego @) contiene a todas las funciones continuas no esenciales de
X en St

Q.E.D.

Lema 5.1.9. Un continuo X es indescomponible si y solo si cada punto de X
es un punto de irreducibilidad.

Demostracion. Primero supongamos que X es indescomponible. Por el Lema
1.11.8, X posee una una cantidad no numerable de composantes ajenas dos a
dos. Asi, sean z € X y y un elemento de X que no esté en la composante de x
K. Entonces, no existe ningtin subcontinuo propio de X que contenga tanto
a x como y. Por lo tanto, X es irreducible entre x y .

Supongamos que cada punto de X es un punto de irreducibilidad de X.
Por el Lema 1.11.3, la composante de cualquier punto de X es un subconjunto
propio de X. Entonces X no es una composante de ningtin punto X. Por la
contrapuesta del Lema 1.11.2, X es indescomponible.

Q.E.D.

Definicién 5.1.10. Una funcién continua y suprayectiva f : X — Y entre
dos continuos es irreducible si para cada subcontinuo propio K de X, f(K) #
Y.

Lema 5.1.11. Sea X un continuo homogéneo descomponible. Si f : X — S1
es una funcion continua e irreducible, entonces f es esencial.
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Demostracién. Supongamos que f : X — S! no es esencial. Entonces, por
el Lema 5.1.8, existe una funcién continua ¢ : X — R tal que f(z) = €@,
Como f es irreducible, sin perder generalidad, podemos suponer que

©(X) =[0,27]. Sean zg € p~1(0) y Tar € ¢ ' (27). Sea K un continuo irredu-
cible entre zo y xa, [39, (11.2), pag. 17]. Notemos que ¢(K) = [0, 2x|. Entonces
f(K) = e¥) = S' Pero como f es una funcién irreducible, K = X. Asf, X
es irreducible entre zy y x9,. Ahora, como X es homogéneo, todo punto de X
es un punto de irreducibilidad y, por el Lema 5.1.9, X es indescomponible, lo
cual es una contradiccion. Por lo que, f tiene que ser esencial.

Q.E.D.

Lema 5.1.12. St X es un continuo aposindético y p no es un punto de corte
en X tal que cualquier subcontinuo de X que contiene a p posee la propiedad
de Kelley, entonces X es conexo en pequeno en p.

Demostracion. Supongamos que X no es conexo en pequeno en p. Entonces
existen un abierto U de X, que contiene a p, y una sucesion {K,}>°, de
componentes de Clx(U) convergentes a un continuo K tal que p € K C
Clx(U) y K, N K = () para cada entero positivo n [39, Theorem (12.1), pag.
18]. Como X es aposindético y p no es punto de corte, por el Corolario 1.10.7
y por [39, Theorem (4.14), pdg. 50|, X es colocalmente conexo en x. Entonces
existe un conjunto abierto V de X tal que V- C Clx (V) C Uy X\ V es conexo.
Notemos que KN (X \ V) # (), pues KN Frx(U) # 0, Teorema 1.1.12 y, como
Clx (V) C U, se tiene que K N (X \ V) # 0, también por el Teorema 1.1.12.
Sean ahora ¢ € Frx(V)NK y 0 < r < smin{p(p,q), p(Clx(V), X \U)} y
{@n}72, una sucesion de puntos en (V,.(¢)NFrx(V))\ K que converge a q. Para
cada entero positivo [, sea R; la componente de Clx(V,(q)) que contiene a g;.

Notemos que (X \V)UR, es conexo [31, Theorem 5.4] y Clx(|J R)\U R C K.
I=1 =1

Sea L = KU (X \V)U (U Ry). L es un subcontinuo de X que contiene a p
=1

sin la propiedad de Kelley._
Hemos probado la contrapuesta. Por lo tanto, el lema es cierto.
Q.E.D.

Definicién 5.1.13. Sean X un espacio métrico y A un subcontinuo de éste.

Diremos que A es un subcontinuo de convergencia si existe una sucesién de

continuos {A,}°°, tal que lim A, = Ay, ademds, A, N A = () para todo
n—-—ao0

n € N.

Corolario 5.1.14. Si X es un continuo aposindético que tiene la propiedad
de Kelley hereditariamente, entonces X es localmente conexo.

Demostracion. Supongamos que X no es localmente conexo en un punto p.
Entonces existen un conjunto abierto U de X que contiene a p y una sucesién
{K,}5°, de componentes de Clx(U) que convergen a un continuo K tales que
pe K C Clx(U)y K,NK = () para cada entero positivo n [39, Theorem(12.1),
pég. 18]. Observemos que K es un subcontinuo de convergencia [31, Theorem
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5.11]. Entonces K contiene una cantidad no numerable de puntos que no son
de corte de X [31, 6.29 (b)]. Sin perder generalidad, supondremos que p no es
un punto de corte de X. El corolario se sigue del Lema 5.1.12.

Q.E.D.

Teorema 5.1.15. 57 X es un continuo homgéneo, entonces las siguientes afir-
mactones son equivalentes:

(1) X es localmente conexo;

(2) X es localmente conexo en algin punto;

(3) X es conexo en pequeno en un punto;

(4) X es casi conexo en pequeno en cualquier punto de X ;
(5) X es casi conexo en pequeno en algin punto de X.

Demostracién. Es claro que (1) implica (2) y que (2) implica (3). Sabemos
que ser conexo en pequeno implica ser casi conexo en pequeno y, como X es
homogéneo, (3) implica (4). También es claro que (4) implica (5). Asi, sélo
basta ver que (5) implica (1).

Supongamos que X es casi conexo en pequeno en un punto x. Por el Teore-
ma 1.6.13, sean ¢ > 0y § € (0, 5) un nimero de Effros para 5. Como X es casi
conexo en pequeno en x, existe un subcontinuo W de X con interior no vacio
tal que W C Vs(z). Sea w € Intx(W). Entonces p(z,w) < §. Asi, existe un
5-homeomorfismo h : X — X con h(w) = z. De esta forma, x € Intx(h(W))
y h(W) C V.(x). Entonces X es conexo en pequenio en z. Como X es ho-
mogéneo, es conexo en pequeno en cada uno de sus puntos y, por Teorema
1.9.9, X es localmente conexo.

Q.E.D.

Lema 5.1.16. Sean X un continuo y A un subconjunto de éste. Si T*(A) =
T (A) entonces las componentes de X \ T (A) son abiertas.

Demostracién. Podemos suponer que A no es el vacio y que T(A) # X, de
otra manera el resultado es claro. Supongamos que T2(A) = T(A). Sean L
una componente de X \ 7(A) y z € L. Como T?(A) = T(A), z € X \ T?(A).
Se sigue que existe un subcontinuo W de X tal que x € Intx(W) C W C
X\ T(A). Como L es la componente de z en X \ T(A) y LNW # 0, resulta
que W C L. Entonces, como x € Intx (W), x € Intx(L). Luego, L es abierto
en X.

Q.E.D.

Lema 5.1.17. Sean X un continuo tal que T(A) = T?(A) para todo subcon-
Junto cerrado A de X. Si A es un subconjunto cerrado de X yx € X \ T(A)
entonces existe un subcontinuo W de X tal que x € Intx(W) C W C X\T(A)
e Intx(W) es conezo.

Demostracién. Sean A un subconjunto cerrado en X y x € X \ 7(A). Como
T(A) = T*(A), se tiene que z € X \ T?(A). Por [25, Corollary 3.1.20, pag
149], existe un subconjunto abierto U de X tal que T(A) C Uy z € X\



58 CAPITULO 5. OCHO CONDICIONES...

T(Clx(U)). Sea L la componente de X \ T(Clx(U)) que contiene a z. Por
hipétesis, T (Clx(U)) = T?(Clx(U)). Entonces, por el Lema 5.1.16, L es un
subconjunto abierto de X. Sea W = Clx(L). Asi W es un subcontinuo de X
tal que z € Intx(W) C W C X \ T(A) y, ademés, Intx (W) es conexo.
Q.E.D.

Lema 5.1.18. Sea X un continuo aposindético tal que T (T (A)) = T (A) para
todo subcontinuo cerrado no vacio A de X. Si T(W) =W para cada W sub-
continuo de X tal que Intx (W) es no vacio y conezo, entonces X es localmente
conezo.

Demostracién. Tenemos que, por [25, Theorem 3.1.32, pag 154], basta probar
que T (A) = A para todo subcontinuo A de X. Como T (X) = X, supongamos
que A es un subcontinuo propio de X. Sea x € X'\ A. Como X es aposindético,
por el Teorema 5.1.17, para cada a € A, existe un subcontinuo W, de X tal que
a € Intx(W,) c W, C X\ {z} e Intx(W,) es conexo. Como A es compacto,
existen ai,as, ..., a, en A tales que A C |J Intx(W,,) € U W,, € X\ {z}.
j=1 j=1
Notemos que |J Intx(W,;) es un subconjunto abierto y conexo de X. Sea
j=1

W = Clx( Intx(W,,)). Entonces W es un subcontinuo de X, A C W e
j=1
Intx(W) es conexo. Por [25, Proposition 3.1.7, pdg 145] T(A) C T(W) =
W C X\ {z}. Asi, 2 € X\ T(A) y T(A) C A. Por 25, Remark 3.1.5, pag
144], A C T(A). Luego, T(A) = Ay, finalmente, X es localmente conexo.
Q.E.D.

Definicién 5.1.19. Sea X un continuo, definimos el conjunto C(X) = {A C
X|A es un subcontinuo de X}, lo llamamos hiperespacio de subcontinuos de
X. Posee la topologia generada por la métrica de Hausdorff.

Definicién 5.1.20. Una grdfica es un continuo que puede ser escrito como
la unién finita de arcos donde cualesquiera dos de éstos son disjuntos o se
intersectan en uno o en ambos puntos extremos.

Teorema 5.1.21. Sea X un continuo aposindético. Si dim(C(X)) < oo, en-
tonces X es una grdfica y, por tanto, es localmente conexo.

Demostracién. Como dim(C(X)) < oo, se sigue que existe un entero positivo
n tal que C(X) no contiene una n-celda. Entonces X no contiene n-odos [30,
(1.100)]. Esto implica que el complemento de cualquier subcontinuo de X tiene
a lo mas n — 1 componentes.

Para ver que X es localmente conexo, por [25, Theorem 3.1.32, pdg. 154],
basta mostrar que 7 (A) = A para todo A subcontinuo de X. Por [25, Remark
3.1.5, pdg 144], si A es un subcontinuo de X, sabemos que A C T(A). Ahora
sea x € X \ A. Justo como en la prueba del Lema 5.1.18 podemos construir un
subcontinuo W de X tal que A C Intx(W) C W C X \ {z}. Por lo anterior,
X \ W tiene una cantidad finita de componentes. Sea K la componente de
X \ W que tiene a z. Entonces, como X \ W es abierto y tiene una cantidad
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finita de componentes, K es abierto en X. De donde Clx (K) es un subcontinuo
de X tal que z € Intx(Clx(K)) C Clx(K) C X \ Intx(W) C X \ A. Asi
z € X\ T(A). Luego T(A) = A. Por lo tanto, X es localmente conexo y, por
[30, (1.109)], X es un grafica finita.

Q.E.D.

Lema 5.1.22. Sea X un continuo que no es separado por ningun subcontinuo.
Si f: X — S es una funcién continua y mondtona con fibras densas en
ninguna parte en X, entonces f es irreducible.

Demostracién. Sea L un subcontinuo de X tal que f(L) = S'. Sean z € X

y B un arco en S! tales que f(z) € Intgsi(B). Entonces z € f~(f(x)) C

f~Y(Intsi(B)) C L. Por [10, Lemma 1], L = X. Entonces f es irreducible.
Q.E.D.

Definicién 5.1.23. Una funcién continua f : X — Y entre dos continuos
es llamada débilmente confluente si para cualquier subcontinuo Z de Y, existe
un subcontinuo W de X tal que f(W) = Z. Asimismo, una funcién es heredi-
tariamente débilmente confluente, si su restriccion a cualquier subcontinuo de
X es débilmente confluente.

Lema 5.1.24. Si g es una funcion continua y esencial de un continuo X en
St entonces g es débilmente confluente.

Demostracién. Supongamos que g no es débilmente confluente. Sea [p, ¢]
un arco en S' tal que la imagen de ninguna componente de g~!([p, ¢]) bajo
g contiene a [p, q]. Como S! es homogéneo, podemos suponer que [p, q| estd
contenido propiamente en un semicirculo. Sea W = g~1([p, ¢]). Denotemos al
conjunto de las componentes de W como Y, al conjunto de las componentes
de W que contienen algin punto de g~'(p) como Y; y como Y3 al conjunto
de las componentes de W que contienen a algin punto de g~1(¢q). Entonces
Y=Y UYs.

AsiW = JY1UJ Y. Ademas, [ J Y y | Y son conjuntos cerrados y ajenos.

Sea r una funcién de X en S! tal que r = g en X \ W, r(UY1) = {p},
r(JYa) = {q}. r es continua y r(X) # S'. Asi, r es una funcién no esencial,
pues r(X) es un arco y, como d(g,r) < 2 (métrica dada en la Definicién 1.6.11),
por [14, 1.1, pag. 111], g es homotépica a r. Pero en tal caso g no seria esencial.

Por lo tanto, g es débilmente confluente.
Q.E.D.

Lema 5.1.25. Si f : X — [0,1] es una funcion continua de un continuo X
en I (el intervalo), entonces f es débilmente confluente.

Demostracién. Sean [a,b] un subcontinuo de [0,1] y K = {(z, f(x))|x € X}.
Entonces K es un subcontinuo de X x I. Supongamos que K N (X X [a,b])
no contiene un subcontinuo irreducible entre K N (X x {a}) y K N (X x {b}).
Entonces KN(X x[a,b]) = PUQ, con Py @ subconjuntos cerrados ajenos y no
vacios contenidos en KN (X x {a}) y KN (X x {b}), respectivamente [29, pég.
15]. Sean p; y po las funciones proyeccién de K en X y [0, 1], respectivamente.
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Entonces sean P’ = P U [p;'([0,a]) N K] y @' = Q U [py'([b,1]) N K]. Asf
K = P'U@)’, lo cual es una contradiccién, pues en este caso K seria disconexo.
Entonces existe un subcontinuo L de K N (X x [a,b]) irreducible entre K N
(X x{a}) y KN(X x{b}). Notemos que f(pi(L)) = [a,b]. Asi, f es débilmente
confluente.

Q.E.D.

Lema 5.1.26. Sean X un continuo homogéneo con métrica p y G una des-
composicion de X tal que todos sus elementos son continuos. Si el grupo de
homeomorfismos de X en si mismo respeta a G, entonces se cumplen los si-
gquientes resultados:

(1) G es una descomposicion continua de X .

(2) Los elementos de G son continuos homogéneos mutuamente homeomorfos
e 1ndescomponibles.

Demostracién. (1) Primero veamos que G es semicontinua superiormente.
Sean G € G y U un subconjunto abierto de X que contiene a G. Sea ¢ =
p(G,X \ U). Por el Teorema 1.6.13, existe un ndmero de Effros 0 para e.
Podemos suponer que § < e. Sea el abierto V' = V;(G). Supongamos que
existe G’ € G tal que G'NV # (). Sea y € G' N'V. Entonces existe x € G tal
que p(x,y) < 0. Asi existe un e-homeomorfismo, h de X en X tal que h(z) = y.
Entonces h(G) N G" # (). Por hipétesis, h(G) = G'. Asi, G' C V.(G) vy, por
ende, G' C U. Luego, G es semicontinua superiormente.

Demostraremos que G es semicontinua inferiormente. Sean x y y elementos
de G € Gy U una vecindad abierta alrededor de x. Sea ¢ > 0 tal que V.(x) C U.
Por el Teorema 1.6.13 existe un nimero de Effros § para . Consideremos
V = Vs(y) y supongamos que existe G’ € G tal que VNG’ # (. Sea z € VNG,
entonces existe p € G tal que p(p, z) < J. Asi, existe un e-homeomorfismo h de
X en X tal que h(p) = z. Se sigue que h(G)NG" # ). Por hipétesis, h(G) = G'.
Por otro lado, h(x) € V.(x) C U. Luego, G' NU # (). Asi, G es semicontinua
inferiormente y, finalmente G es una descomposiciéon continua.

(2) Como los homeomorfismos de X en X respetan a G, todos los elementos
de G son homeomorfos entre si. Veamos que son homogéneos. Sean G € G y
x y y dos elementos en G. Como X es homogéneo, existe un homeomorfismo
h: X — X tal que h(z) = y. Pero, por hipétesis, los homeomorfismos de X
en X respetan a G. Asi, tenemos que h(G) NG # () y, por tanto, h(G) = G.
Luego, G es homogéneo. Que los elementos son indescomponibles se puede
verificar en [32, Theorem 1].

Q.E.D.

Hemos terminado los resultados preliminares. Por lo que estamos listos para
resolver el teorema principal.

5.2. Teorema principal

Definicién 5.2.1. Un continuo X es una curva racional si tiene una base de
subconjuntos abiertos cuyas fronteras son a lo mas numerables.
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Teorema 5.2.2. Sea X un continuo homogéneo no degenerado y heredita-
riamente descomponible. Entonces X es una curva cerrada simple si cumple

alguna de las siguientes condiciones:

(1) X tiene un punto de separacion local.

(2) X es una curva racional.

(3) Existe una funcion continua e irreducible de X en S*.

(4) C(X) es de dimension finita.

(5) Cada subcontinuo propio de X tiene la propiedad de Kelley.

(6) X es casi conexo en pequeno en algin punto.

(7) Para cada subcontinuo W de X, X \ W tiene a lo mds una cantidad nu-

merable de componentes.

(8) T(W) =W para todo subcontinuo W de X tal que Intx (W) es no vacio

Y Cconexro.

Demostracién. (1) Sea p un punto de separacién local de X. Como X es
homogéneo, X tiene la propiedad de Effros y, por el Lema 5.1.3, X posee la
propiedad de Kelley. Entonces por el Lema 5.1.4, X es conexo en pequeno
en p vy, al ser homogéneo, es conexo en pequeno en todos sus puntos. Por lo
tanto, por el Teorema 1.9.9, X es localmente conexo. Todos, salvo una cantidad
numerable de puntos de separacién local son puntos de orden 2 [39, (9.2), pag.
61]. Ahora, como X es homogéneo, todos los puntos de X son de orden 2. Asi,
X es una curva cerrada simple [31, 9.6].

(2) Como X es una curva racional, esta tiene un punto de separaciéon local
[39, (9.42), pag. 63]. Asi, por (1), X es una curva cerrada simple.

(3) Notemos que, por el Lema 5.1.11, f es esencial y, por el Lema 5.1.24
f es una funciéon débilmente confluente. Como la imagen de cada subcontinuo
propio de X bajo f es un arco, del Lema 5.1.25, se sigue que la restriccién de
f a cualquier subcontinuo es débilmente confluente. Entonces f es una funcién
continua hereditariamente débilmente confluente, la cual es irreducible. Asi,
por [6, Theorem 3.1, pdg. 697], f es mondtona y, para todo z € S*, f71(2) es
denso en ninguna parte en X, ademads, f es constante en cualquier subcontinuo
denso en ninguna parte en X. Notemos que, si dividimos S* como la unién de
dos semicirculos, llamemos a estos arcos A y B. Entonces, f~}(A) y f~*(B)
son dos subcontinuos, por ser f mondtona, cuya union es X y cuya interseccién
tiene mas de una componente. Por lo tanto X no es unicoherente.

Sean Gy = {f'(2)|z € S'}, 2z € S' y h : X — X un homeomorfis-
mo. Entonces h(f!(z)) es un subcontinuo denso en ninguna parte de X. Asf,
existe 2/ € S' tal que h(f~'(z)) C f~'(2/). Ahora, como h es un homeomor-
fismo, f~1(z) € A7 (f71(2))) y, como h'(f71(2')) es un subcontinuo denso
en ninguna parte en X, tenemos que f~'(z) = h7Y(f~1(2')). Por lo tanto,
h(f~*(z)) = f~(#'). Entonces, el grupo de homeomorfismos de X respeta a
Gs. De donde, por el Lema 5.1.26, Gy es una descomposicién continua y los
elementos de Gy son continuos homogéneos, indescomponibles y homoemorfos
entre si. Entonces f~!(z) es degenerado para cada z € S!, por lo tanto f es
un homeomorfismo y, finalmente, X es una curva cerrada simple.

(4) Como X es homogéneo y hereditariamente descomponible, X es apo-
sindético [25, Corolary 5.1.21]. Por el Teorema 5.1.21, X es localmente conexo.
Finalmente, por [1, Theorem XIII], X es una curva cerrada simple.
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(5) Como X es homogéneo, tiene la propiedad de Kelley [38, Theorem(2.5),
pdg. 293]. Como X es homogéneo y hereditariamente descomponible, X es
aposindético [25, Corolary 5.1.21]. Asi, por el Corolario 5.1.14, X es localmente
conexo. Por [1, Theorem XIII], X es una curva cerrada simple.

(6) Por el Teorema 5.1.15, X es localmente conexo. Luego X es una curva
cerrada simple, por [1, Theorem XIII].

(7) X es un continuo aposindético [25, Corolary 5.1.21]. Al ser aposindéti-
co, por el Corolario 1.10.7, X es semilocalmente conexo. Sabemos que todo
continuo posee al menos dos puntos que no son de separacién [31, 6.6]. En-
tonces, como X es homogéneo, X no posee puntos de separacién. Asi, X es
colocalmente conexo (39, (4.14), pag. 50]. Ahora veremos que X es casi conexo
en pequeno. Sean p un punto de X y U un abierto de X tal que p € U. Sea U’
un subconjunto abierto de X tal que x € U’ C ¢lx(U’) C U. Como X es co-
localmente conexo, existe un subconjunto abierto V de X tal que z € V C U’
con X \ V conexo. Entonces X \ V' es un subcontinuo de X. Por hip6tesis, V'
tiene a lo mas una cantidad numerable de componentes. Asi, por el Teorema
1.7.4, al menos una de las componentes de V', llamémosla C, debe tener inte-
rior no vacio. Asi, Clx(C) es un subcontinuo de X con interior no vacio que
vive en U. Entonces X es casi conexo en pequeno en z y, por el inciso (6), X
es una curva cerrada simple.

(8) Como X es un continuo homogéneo, T (T (A)) = T (A) para todo sub-
continuo cerrado no vacio A de X, Teorema 1.10.8. Ademas, como X es ho-
mogéneo y hereditariamente descomponible, X es aposindético [25, Corolary
5.1.21]. Entonces, por el Lema 5.1.18, X es localmente conexo. Entonces, por
[1, Theorem XIII], X es una curva cerrada simple.

Q.E.D.

5.3. Resultados adicionales

En esta seccién presentamos algunos resultados adicionales obtenidos sobre
continuos homogéneos hereditariamente descomponibles. Los resultados dan
informacion sobre los continuos homogéneos hereditariamente descomponibles
que resultaran no ser curvas cerradas simples.

Definicién 5.3.1. Un drbol es un una grafica que no contiene curvas cerradas
simples.

Definicién 5.3.2. Un continuo es tipo drbol si para toda € > 0, existen
un arbol 7" y una funciéon continua y suprayectiva f : X — T tales que
didm(f~'(t)) < € para cada t € T

Definicién 5.3.3. Diremos que un continuo X es ciclico si ningno de sus
puntos desconecta a X. Diremos que X es aciclico si no es ciclico.

Lema 5.3.4. Si X es un continuo homogéneo descomponible de dimension
uno, entonces existe una funcién continua y esencial de X en S*.
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Demostracion. Sea X un continuo homogéneo descomponible de dimensién
1. Como los continuos homogéneos tipo arbol son indescomponibles [17, Theo-
rem 1, pag. 856], X no es tipo arbol. Entonces, como los continuos homogéneos
aciclicos de dimensién uno son tipo érbol [33, Corollary 6.5], existe una funcién
esencial de X en S*.

Q.E.D.

J. H. Case y R. E. Chamberlin, en [4], caracterizan a los continuos tipo
arbol como los continuos X para los cuales, para toda grafica G y cualquier
funcion continua f : X — G, f no es esencial. Ellos construyeron un continuo
aciclico de dimensién uno que no era tipo arbol.

Observacion 5.3.5. Como los continuos hereditariamente descomponibles son
de dimensién uno [31, 13.57], se sigue el resultado que a continuacién se pre-
senta.

Teorema 5.3.6. Si X es un continuo homogéneo hereditariamente descompo-
nible, entonces existe una funcion esencial de X en S*.

Este ultimo teorema se sigue facilmente de la Observacién 5.3.5 y del Le-
ma 5.3.4.

Definicién 5.3.7. Sea f : X — Y una funcién continua entre dos continuos.
Diremos que un valor ¢ de f es un wvalor estable de f si existe € > 0 tal que
para cualquier funcién continua g : X — Y tal que d(f,g) < ¢, ¢ € g(X),
donde d es la métrica del supremo.

Definicién 5.3.8. Diremos que un continuo Y pertenece a la Clase(S) si para
cualquier continuo X y cualquier funciéon continua f, de X en Y, f tiene un
valor estable.

Ejemplo 5.3.9. Sea ¢ : [0,1] — [0, 1] una funcién continua y suprayectiva.
Entonces, cualquier valor de (0,1) es un valor estable de ¢q. Sean = € (0,1) y
e > 0 tales que V.(z) C (0,1). Sea f una funcién del intervalo en si mismo
tal que p(f,q) < e. Como f es continua, f([0,1]) = [a,b] C [0,1]. Como
p(f,q) <e,[e,1—¢] C [a,b]. También tenemos que V.(z) N {0,1} = 0. Por lo
que, = € [g,1 — ¢]. Finalmente, x € [a,b] y x € f([0,1]).

Antes de proceder con el siguiente Teorema, hagamos una aclaracion. La
definicién de continuos del tipo A" que nosotros utilizamos (Definicién 3.1.1)
estd dada por E. S. Thomas, Jr. en su articulo Monotone decompositions of
irreducible continua [35]. Sabemos, por el Teorema 3.1.11, que un continuo irre-
ducible entre dos puntos es del tipo A’ si y sélo si todo subcontinuo de él con
interior no vacio es descomponible. Eldon J. Vought, en su articulo Monotone
decompositions of continua not separated by any continua [37], propone que,
si un continuo cumple con que todos sus subcontinuos con interior no vacio es
descomponible pero que no es separado por ninguno de sus subcontinuos, se
defina que es del tipo A’ si cumple con que posee una descomposicién semi-
continua superiormente de continuos cuyo espacio cociente sea S*. Para evitar
confusiones nosotros, simplemente cambiaremos el nombre para la segunda
definicién.
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Definicién 5.3.10. Decimos que un continuo X es del tipo B’ si posee una
descomposicion semicontinua superiormente D cuyos elementos son conexos,
tienen interior vacio (con respecto a X) y el espacio cociente X/D es homeo-
morfo a S*.

Teorema 5.3.11. Si X es un continuo hereditariamente descomponible, que
no es separado por ninguno de sus subcontinuos, entonces X pertenece a la

Clase(S).

Demostracion. Sea f : M — X una funcién continua y suprayectiva de
un continuo M en X. Por [37, Theorem 2], X es del tipo B’. Asi, existe
una descomposicién semicontinua superiormente D de X tal que X/D es una
curva cerrada simple. Ademés, Intx(G) = () para toda G € G. Sean ¢ : X —
S! la funcién cociente, Z un arco en S!' con z; y 2z, sus puntos extremos y
R = Clx(¢Y(Z \ {z1, 22})). Entonces, por [10, Lemma 1], R es un continuo
irreducible entre ¢7'(21) vy ¢ '(22) y ¢|r es una funcién monétona de R en
el arco. Entonces el conjunto {z € Z|(¢|r)*(z) es capa de continuidad [23,
pag. 201]} es un subconjunto Gs denso en Z [23, pag. 202]. Si (q|zr)"'(z) y
(q|r)*(2") son dos capas de continuidad de Z, entonces ambos (q|z)"'(2) y
(q|r)"'(2") son subcontinuos terminales de X (por [10, Lemma 12] y por [11,
Lemma 7]), X \ {(¢|r)"*(2), (q¢|lr)"*(z')} es no conexo y X pertenece a la
Clase(S) [15, Theorem 1].

Q.E.D.

Corolario 5.3.12. 5i X es un continuo homogéneo hereditariamente descom-
ponible y no homeomorfo a S, entonces todo punto de X pertenece a un sub-
continuo M de X perteneciente a la Clase(S), el cual no es unicoherente.
Ademds, existe una funcion f de M en S tal que, para todo z € S', ¢71(2)
es un subcontinuo denso en ninguna parte en M.

Demostracion. Por el Teorema 5.3.6, existe una funcién esencial r : X —
St. Entonces, por [39, Theorem (5.4), pdg. 222], existe un subcontinuo M de
X tal que 7|y : M — St es esencial, 7|4 : A — S! no es esencial para
ningin subconjunto cerrado y no vacio A de M y M \ L es conexo para todo
subcontinuo L de M. Por el Teorema 5.3.11, M pertenece a la Clase(S). Como
M es hereditariamente descomponible y no es separado por ninguno de sus
subcontinuos, M es del tipo B’ [37, Theorem 2|. Asi, existe una descomposicion
semicontinua superiormente de M cuyos elementos son densos en ninguna parte
en M y su espacio cociente es S*.

Sea g : M — S* la funcién cociente. Por el Lema 5.1.22 ¢ es irreducible.
Por [6, Corollary 2.4], ¢ es hereditariamente débilmente confluente, por lo que

M no puede ser unicoherente. El corolario se sigue de la homogeneidad de X.
Q.E.D.

Al finalizar el articulo se propone la siguiente pregunta, la cual es impor-
tante para el tema principal de esta tesis.

Si X es un continuo homogéneo hereditariamente descomponible que con-
tiene una curva cerrada simple, ;es X una curva cerrada simple?
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Si resultara que el continuo M obtenido en el Corolario 5.3.12 fuera ho-
mogéneo, entonces, como la funcién ¢ del mismo corolario es irreducible, y
por el inciso (3) del Teorema 5.2.2, obtendriamos que M es una curva cerrada
simple. Entonces si la pregunta resultara ser contestada afirmativamente noso-
tros tendriamos que la curva cerrada simple seria el inico continuo homogéneo
hereditariamente descomponible.
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~—

Ejemplo de una curva cerrada simple.
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