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MÉXICO, CDMX. MARZO DEL 2018



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



A mi madre y

a la memoria de mi padre.

I





Agradecimientos

El presente trabajo fue posible gracias al aporte, directo o indirecto de muchas personas.

A todos ellos quiero agradecer.
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que me brindó para la obtención del grado a doctor por parte del proyecto IN100418.

Al Dr. Peter O. Hess por la gran cantidad de tiempo, experiencia y consejos entregados

de manera casi paternal, aśı como a los miembros de mi comité tutoral: el Dr. Roelof Bijker

y el Dr. Genaro Toledo Sánchez, quienes sirvieron como una gúıa durante todo mi posgrado.

A los miembros de mi comisión evaluadora, el Dr. Axel Weber, el Dr. Alfredo Raya Mon-

taño, el Dr. Jorge G. Hirsch Ganievich y el Dr. Wolfgang Bietenholz por el tiempo dedicado

a la revisión de la presente tesis y por sus valiosos comentarios para mejorar la calidad de mi

trabajo.
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A.4. El Álgebra de la Interacción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

B. Matrices de adelanto y retraso 86

B.1. Valor esperado de γb
′a′ [H, γ†ab] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

B.1.1. Valor esperado de γb
′a′
[
K, γ†ab

]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

B.1.2. Valor esperado de γb
′a′ [V, γ†ab] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

B.2. Valor esperado de
[
H, γ†ab

]
γ†a′b′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

C. El Hamiltoniano de Interacción 107

D. Remoción del Centro de Masa 113

D.1. Remoción con transformaciones Talmi-Moshinsky . . . . . . . . . . . . . . . . 113

D.1.1. Definición del par sin excitaciones del centro de masa . . . . . . . . . . 115
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Introducción

Übrigens brauchen wir uns keineswegs darüber zu erschrecken,

dass die Erkenntnisstufe, auf der wir heute stehen,

ebensowenig endgültig ist als alle vorhergegangenen. †

-F. Engels.

En la teoŕıa clásica del electromagnetismo las part́ıculas cargadas -como el electrón-, in-

teractúan mediante un campo electromagnético. Experimentalmente se ha demostrado que

dichos campos están cuantizados en paquetes de onda a los que llamamos fotones, razón por

la cual se dice que son estos últimos los mediadores de la interacción electromagnética. A la

Teoŕıa Cuántica de Campos (QFT) encargada de describir tales interacciones se le conoce

como Electrodinámica Cuántica (QED).

De manera similar a la QED, la Cromodinámica Cuántica (QCD) es una teoŕıa de campo

que describe a la interacción entre part́ıculas con carga de color -los quarks-, mediada por

los llamados gluones. La nomenclatura usada en QCD proviene de hacer una analoǵıa con la

teoŕıa del color, donde se cuenta con tres colores primarios aditivos aśı como sus tres colores

inversos o sustractivos.

A la interacción entre cargas de color se le denomina como interacción fuerte. Dicho nombre

proviene del hecho que en los núcleos estables la interacción fuerte domina a la repulsión

electromagnética entre los protones que los conforman.

†Por cierto, de ninguna manera debemos asustarnos de que el nivel de conocimiento en el que nos encon-

tramos hoy en d́ıa no sea más definitivo que todos los anteriores.

1
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Los gluones representan a los cuantos del campo de color y son los responsables de ligar

a los quarks que componen a las part́ıculas que denominamos hadrones. Sin contar los casos

exóticos, hay dos tipos de hadrón: los mesones y los bariones. En el modelo de quarks consti-

tuyentes se describe a los mesones como part́ıculas compuestas por un par quark-antiquark,

mientras que los bariones están compuestos por tres quarks.

La interacción fuerte difiere del electromagnétismo en el hecho de que los gluones contienen

en śı mismos carga de color y por lo tanto son autointeractuantes. Esto se refleja en el carácter

no-Abeliano de la teoŕıa de norma SU(3) de color que se utiliza para la descripción del campo

gluónico.

Además de lo anterior, la QCD está caracterizada por dos propiedades fundamentales:

el confinamiento y la libertad asintótica. El confinamiento establece que todo estado posible

de la naturaleza (estado f́ısico) debe ser necesariamente neutro en color, es decir, un escalar

bajo rotaciones SU(3); y localizado, de modo que las cargas de color no son observables como

estados libres extendidos. La libertad asintótica se refiere al decremento de la constante de

acoplamiento de la interacción fuerte αs conforme disminuye la distancia entre cargas, lo cual

hace posible el estudio perturbativo de la QCD a altas enerǵıas, por ejemplo, a la escala de

enerǵıa de un proceso de dispersión entre protones.

Sin embargo, en el régimen de bajas enerǵıas ( <∼ 1 GeV) la constante de acoplamiento es del

orden de la unidad y por lo tanto resulta imposible modelar a la interacción de color como una

perturbación. A pesar de que desde la formulación del modelo estándar se ha dedicado un gran

esfuerzo a describir a las interacciones fuertes en el que llamaremos el régimen no-perturbativo

(NP-QCD), aún no existe una solución satisfactoria para la QCD a bajas enerǵıas.

Existen muchos modelos fenomenológicos que han intentado formular una teoŕıa efectiva

de la NP-QCD. Uno de los primeros en hacerlo fue el modelo de bolsa del MIT (MIT Bag

Model) [1], cuya principal desventaja es ser poco realista además de requerir de parámetros

externos a la teoŕıa.

Otra aproximación a NP-QCD es la llamada Teoŕıa de perturbación quiral (ChPT) donde

el Lagrangiano de la QCD se aproxima por un Lagrangiano sin término de masa y se realiza
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una expansión perturbativa para masas de quarks pequeñas. Dicha formulación ha tenido éxito

en reproducir propiedades importantes de los hadrones ligeros, tales como la polarización del

esṕın del quark, momentos magnéticos y factores de forma débiles. Sin embargo, el hecho

de que los cálculos de amplitudes en la ChPT son perturbativos genera una ruptura de la

unitaridad a altas enerǵıas, donde los momentos externos ya no son un buen parámetro de

expansión [2].

Hasta ahora, principalmente el Cálculo en Redes (Lattice QCD) [3] es capaz de derivar

resultados no-perturbativos a partir de primeros principios. Por ejemplo, ha logrado describir

a los estados hadrónicos de bajas enerǵıas [4, 5] aśı como a los estados mesonicos altamente

excitados [6, 7] manteniendo la invariancia de norma de manera exacta. Sin embargo, dicho

procedimiento está intŕınsecamente limitado por el rápido crecimiento del esfuerzo numérico

requerido conforme los cálculos se aproximan al ĺımite continuo donde el parámetro de red

tiende a cero, o bien, en el ĺımite de volumen infinito. Otra desventaja es el llamado problema

de duplicación de fermiones, que evita la posibilidad de mantener la simetŕıa quiral como una

caracteŕıstica natural de las teoŕıas de campo fermiónicas en la red.

Otra forma de abordar los cálculos de la NP-QCD es mediante la solución de ecuaciones

Dyson-Schwinger (DSE). La principal ventaja de tal formalismo es que permite la obtención

dinámica de observables a bajas enerǵıas, por ejemplo, las constantes de decaimiento y la

masa de los quarks [8–10]. Sin embargo, las DSE forman un conjunto infinito de ecuaciones

integrales acopladas, por lo cual el sistema debe ser truncado y por ende no puede ser resuelto

por completo, además de que no existe una prescripción clara de cómo llevar a cabo dicho

truncamiento.

Es por ello que el objetivo general del presente proyecto es formular un modelo que re-

presente una alternativa para realizar cálculos no-perturbativos partiendo de una teoŕıa de

campo efectiva. Se pretende además que dicho modelo tenga las siguientes propiedades:

• Que los cálculos involucrados sean capaces de reproducir los resultados de Lattice QCD

pero con menor poder de cómputo necesario y sin estar limitados por el espaciamiento

finito de la red, de modo que cualquier truncamiento sea controlado y rápidamente
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convergente.

• Que requiera el menor número posible de parámetros libres. Esto se logra mediante el

uso de métodos variacionales para relacionar a los parámetros entre śı, tal que no todos

ellos sean libres sino que surjan naturalmente como función de la teoŕıa a evaluar. Lo

anterior se discute con más detalle en la Sección 4.3.

• Que ofrezca una interpretación f́ısica más intuitiva que los modelos arriba mencionados.

Esto se espera lograr tras la verificación a posteriori de la eficacia de los ansatz asumidos.

• Que sea simple pero realista, es decir, que contenga los ingredientes importantes de la

teoŕıa. Esto se pretende conseguir al basar el proyecto en diversos formalismos que, al

simular los efectos de la QCD, es de esperar que representen una buena aproximación a

los resultados experimentales.

• Por último, se espera que a futuro los resultados numéricos generen un espectro suficien-

temente rico como para compararle con los resultados de otros métodos no-perturbativos

e incluso ser capaz de llevar a cabo predicciones teóricas.

A la fecha, el proyecto del grupo de trabajo del Dr. Peter O. Hess ya ha hecho posible

estudiar modelos efectivos para sistemas de quarks y gluones a bajas enerǵıas con resultados

análiticos y semi-anaĺıticos [11–19].

El modelo expuesto a lo largo del presente documento consta de un Hamiltoniano efectivo

de la QCD inspirado en el formalismo de la norma de Coulomb, donde los quarks interactúan

via un potencial estático que simula el efecto de los gluones.

La caracteŕıstica principal del modelo es que la parte espacial de los campos fermiónicos

es expandida en la base no-relativista de funciones de oscilador armónico tridimensional en el

espacio de coordenadas. En el Caṕıtulo 1 se justifica dicha elección y se mencionan algunos

aspectos matemáticos que ello involucra.

En el Caṕıtulo 2 se da una expresión para el Hamiltoniano efectivo expandido en las

funciones de oscilador armónico. En dicho caṕıtulo se introduce además a las transformacio-
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nes Talmi-Moshinsky (TM), las cuales permiten ciertas simplificaciones en el cálculo de los

elementos de matriz del potencial.

Posteriormente, en el Caṕıtulo 3 se justifica el uso los llamados métodos de muchos cuer-

pos para diagonalizar al Hamiltoniano en una base de pares de part́ıcula-agujero que son

identificados como estados mesónicos.

En el Caṕıtulo 4 se da un tratamiento detallado a la dependencia del cálculo del espectro

mesónico como función del corte en el espacio de funciones de oscilador armónico.

Los resultados de dichos cálculos son presentados en el Caṕıtulo 5 y las conclusiones son

enumeradas en el Caṕıtulo 6.

Los Apéndices A, B y C muestran los cálculos intermedios con detalle, mientras que el

Apéndice D presenta una discusión sobre cómo se restauran las simetŕıas del Hamiltoniano

perdidas a causa del uso de funciones no-relativistas.



Caṕıtulo 1

Elección de una base

No somos el primer grupo que ha hecho uso de los métodos de muchos cuerpos para

encontrar el espectro mesónico relacionado con un potencial estático efectivo [20–22]. La

diferencia fundamental que propone el proyecto expuesto en el presente documento es el uso

de la base de oscilador armónico tridimensional para expandir a los campos fermiónicos en el

espacio de posiciones.

En principio cualquier base completa puede ser utilizada para construir el espacio de Fock.

Sin embargo, la estructura del vaćıo dependerá de la base elegida. Entre mejor sea el ansatz

para representar al vaćıo de la teoŕıa interactuante, la elección de la expansión resultará más

eficiente en describir a la f́ısica involucrada.

Usualmente los campos (fermiónicos o bosónicos) son expandidos en la base de ondas

planas, las cuales son soluciones al problema de propagación libre, es decir, a la ecuación de

Dirac o de Klein-Gordon, respectivamente. La teoŕıa de campos ha sido explorada a fondo

en dicho formalismo que es útil cuando se hacen expansiones perturbativas, pero poco se ha

hecho para dar formalismo a una teoŕıa de campo en expansión en funciones de oscilador.

Las razones por las cuales proponemos el uso de una base distinta para desarrollar a los

campos son las siguientes:

• Debido al confinamiento, se espera que el dominio de cualquier excitación del campo

6
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de color esté restringido a un volumen compacto, con hadrones individuales localizados.

Es por ello que la base de oscilador es intuitivamente más adecuada, pues establece

una escala caracteŕıstica en el espacio de posiciones. Esto se debe a que al expandir

los campos en dicha base, las funciones de distribución de carga de color resultan estar

suprimidas a largas distancias mediante una exponencial Gaussiana (ver ecuación 1.2).

Análogamente la función del centro de masa (CM) es suprimida a su vez por una función

de peso Gaussiana.

• Si bien la base de oscilador armónico no es una base relativista (no es invariante bajo

transformaciones de Lorentz), en principio es posible recuperar la invariancia Galileana

del CM de los mesones, por ejemplo, mediante el uso de las antes mencionadas transfor-

maciones TM [23] (ver Apéndice D). Esto quiere decir que los quarks individualmente

no serán invariantes ante traslaciones espaciales, sin embargo los grados de libertad

importantes a considerar en la QCD a bajas enerǵıas son los mesones ligeros y no sus

componentes constituyentes.

• No es necesario introducir frecuencias de corte como se hace en la regularización bien

conocida en el espacio de momentos. Esto es debido a que las integrales en el espacio

de posiciones son finitas tanto para distancias cortas (momentos grandes) o largas (mo-

mentos pequeños). El corte sin embargo se ha de introducir numéricamente al truncar

la expansión de las funciones en el espacio de Hilbert, por lo que en este formalismo el

proceso de regularización hará que la masa y la constante de acoplamiento corrientes

sean función de un parámetro de corte discreto.

• Tras realizar una transformación de coordenadas al sistema CM, las integrales involu-

cradas en los elementos de matriz del potencial de interacción se desacoplan, por lo que

pueden ser determinados mediante el cálculo de una única integral unidimensional, que

será de las llamadas integrales de Talmi con resultados anaĺıticos.

• Por último pero no menos importante, el teorema de Jost-Schroer establece que cualquier

campo, cuya función de dos puntos coincida con aquella de un campo libre, debe ser
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en śı mismo un campo libre [24]. En otras palabras, la función de Green de dos puntos

de un campo libre, no es unitariamente equivalente a una función de Green del mismo

problema interactuante. Luego, a pesar de que las ondas planas funcionan bien para

expansiones perturbativas en teoŕıas débilmente interactuantes (tras aplicar un proceso

completo de regularización), en teoŕıas fuertemente interactuantes como NP-QCD no

podemos establecer que las soluciones libres sean las más adecuadas.

1.1. La expansión de la base

La expansión para los campos fermiónicos está dada por [11–14]

Ψcf (r,Ω) =
∑
Nlmσ

RNl(r)Ylm(Ω)

 χσQ̃
1
2
Nlmlσcf

χσQ̃
− 1

2
Nlmlσcf

 , (1.1)

donde el primer ı́ndice de los operadores Q̃ es el pseudoesṕın τ = ±1
2

que referirá a la

aniquilación de una pseudopart́ıcula si τ = +1
2

o a la creación de su respectiva antipart́ıcula si

τ = −1
2
. Les denominamos pseudopart́ıculas pues las excitaciones que se representan en esta

base no puede ser consideradas como las excitaciones f́ısicas (ver Figura 1.1). Tras diagonalizar

al subespacio del pseudoesṕın para el caso de propagación libre, también se podrá considerar a

dicho número cuántico como un indicador de si la part́ıcula es creada por arriba o por debajo

del nivel de Fermi.

El resto de los ı́ndices involucrados en los operadores de la ecuación (1.1) se refieren a un

estado con número cuántico principal N ; momento angular orbital l con proyección magnética

ml; esṕın 1
2

con proyección σ = ±1
2
; en la representación (10) de color con c = {Yc, Tc, Tcz}; y

representación (10) de sabor con f = {Yf , Tf , Tfz}. Genéricamente Y denota a la hipercarga

y T al isoesṕın con proyección Tz.

Las funciones angulares en la ecuación (1.1) son los armónicos esféricos Ylm(Ω), mientras

que las soluciones radiales se relacionan con los polinomio de Laguerre asociados L
l+ 1

2
n (x)
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mediante

Rnl(r) = Nnlrle−
ξ
2
r2
L
l+ 1

2
n (ξr2)

Nnl =
[

2(n!)

Γ(n+l+ 3
2

)

] 1
2
ξ

3
4

+ l
2

n = N−l
2

. (1.2)

A ξ−1/2 se le relaciona con el ancho del oscilador armónico. Este no resultará ser un parámetro

libre, sino que será calculado mediante el principio variacional de Ritz, es decir, su valor óptimo

quedará completamente determinado como función del Hamiltoniano en consideración. Esto

último se discutirá en la Sección 4.3.

Sin embargo, en el presente modelo se prefiere trabajar en la base acoplada a un momento

angular total j con proyección mj.

Q̃†τNlmlσcf =
∑
jmj

〈lml,
1

2
σ|jmj〉Q†τ(Nl)jmjcf

. (1.3)

El sub́ındice (Nl)j del operador del lado derecho de la ecuación sirve para recordar que,

aunque se trata de un esquema con momento angular total bien definido, éste proviene de

haber acoplado a un orbital (Nl) con la representación 1
2

de esṕın. Para fines prácticos, se

denota a la base en que están descritos los operadores Q como base (τNl).

Como se muestra en el Caṕıtulo 2, el hamiltoniano de propagación libre no resultará ser

diagonal en dicha base, por lo cual se define a una transformación unitaria que diagonalice

simultáneamente al pseudoesṕın τ → λ como a los números cuántico principal y de momento

angular orbital (Nl)→ (kπ).

Q†τ(Nl)jmcf =
∑
πkλ

(
αjfτ(Nl)λπk

)∗
q†λπkjmcfδπ,(−1)

1
2−τ+l . (1.4)

El ı́ndice k es positivo definido y corre sobre todos los estados orbitales después de la

diagonalización. Por ejemplo, para un corte Ncut = 3 y j = 1
2
, sólo los orbitales s y p son

posibles, por lo cual k = 1, 2 para cada τ fijo.

El ı́ndice λ = ±1
2

etiqueta a las excitaciones según se encuentren por encima (debajo) del

Mar de Dirac, y por ende uno puede reinterpretarles como excitaciones de quark (antiquark)

en analoǵıa al esquema part́ıcula-agujero de los métodos de muchos cuerpos.
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Figura 1.1: a) Diagrama de propagación libre de una pseudopart́ıcula en el esquema del

pseudoesṕın τ . La propagación libre no puede generar ninguna excitación, por lo que la

transformación de la ec. (1.4) cambia al esquema de part́ıcula-agujero (pseudoesṕın λ). b)

Diagramas de la propagación libre de una part́ıcula (que se propaga hacia adelante en el

tiempo) y su correspondiente agujero (que se propaga hacia atrás en el tiempo).

Una vez que se ha eliminado a (Nl) en favor del nuevo número cuántico principal k, se

pierde la regla de transformación bajo paridad, razón por la cual se ha definido al ı́ndice

π = ±1 en la nueva base con la finalidad de compensar la información que se podŕıa perder

al llevar a cabo la transformación. En la Sección 1.2 se examinará en mayor detalle a la

paridad de los campos fermiónicos, donde además se deducirá a la expresión (1.4) mediante

argumentos de paridad.

A la base en que están descritos los operadores q se le denotará por (λπk) y por construc-

ción el Hamiltoniano de propagación libre es diagonal en dicha base. Sin embargo, sabemos

que la solución para dicho Hamiltoniano son las ondas planas, por lo que ambas bases se en-

cuentran ı́ntimamente relacionadas. Para evidenciar dicha relación, supóngase que el espacio

de cuantas accesibles de oscilación está truncado, por razones de cómputo, por un número

cuántico principal máximo Ncut. Debido a la completez de la base de oscilador armónico, las

soluciones deben tender a reproducir a las ondas planas en el ĺımite en que todos los cuantas

de oscilación son tomados en cuenta Ncut →∞.

Es por lo anterior que resulta fundamental trabajar en la base (λπk), pues es la conexión

que traduce a las excitaciones descritas por los operadores q de la ecuación (1.4) con los

estados asintóticos de una teoŕıa de campos más estándar, en donde realmente se les puede
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interpretar como operadores de quark y antiquark respectivamente.

A este nivel es necesario advertir que por efectos de base, conforme el corte en el número

cuántico principal Ncut aumenta, aparecen más y más estados de oscilador armónico, muchos

de los cuales tenderán a degenerarse en el ĺımite al continuo. Por tal razón, no todos los

estados obtenidos en esta base pueden ser interpretados en términos de excitaciones f́ısicas.

Sin embargo, el estado más bajo tendrá una rápida convergencia respecto al corte, mientras

que los niveles superiores tenderán a degenerarse con éste. Lo anterior sirve para argumentar

que por lo menos el estado base, obtenido después de aplicar los métodos de muchos cuerpos

(ver Caṕıtulo 3), puede ser considerado con confianza como un estado f́ısico.

0 5 10 15 20 25 30
N_cut

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

p(GeV)

Figura 1.2: Comportamiento con respecto al corte Ncut de los niveles de enerǵıa de una

part́ıcula εp [GeV] tras diagonalizar al Hamiltoniano de propagación libre en la base de osci-

lador armónico. Conforme éste aumenta aparecen más y más estados posibles. El estado más

bajo presenta una rápida convergencia respecto a Ncut, mientras que los niveles superiores

tenderán a degenerarse con dicho estado.
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1.2. Paridad de los campos

En cualquier teoŕıa de campo fermiónica, la operación de una transformación de paridad

es implementada mediante la matriz γ0 de Dirac, es decir, PΨ(x)P−1 = γ0Ψ(−x), x ∈ R3.

Con ello, la acción del operador de paridad sobre los campos (1.1) debe ser

PΨ(x)P−1 =
∑

Nlmσcf

RNl(|x|)Ylm(−x̂)

 1 0

0 −1

 χσQ̃
1
2
Nlmσcf

χσQ̃
1
2
Nlmσcf


=

∑
Nlmσcf

(−1)lRNl(|x|)Ylm(x̂)

 χσQ̃
1
2
Nlmσcf

−χσQ̃−
1
2
Nlmσcf


=

∑
Nlmσcf

RNl(|x|)Ylm(x̂)P

 χσQ̃
1
2
Nlmσcf

χσQ̃
− 1

2
Nlmσcf

P−1 . (1.5)

O bien, en términos del pseudoesṕın τ se tiene que en general

PQ̃τNlmσcfP−1 = (−1)l+
1
2
−τ Q̃τNlmσcf , (1.6)

donde podemos observar que la fase (−1)l codifica el equivalente en espacio de posiciones a

haber hecho el cambio p→ −p.

Como ya se mencionó, la ecuación (1.4) define a una transformación que diagonaliza si-

multáneamente al pseudoesṕın aśı como a los números cuántico principal y de momento angu-

lar orbital. Para hacer que ambos lados de dicha ecuación transformen de manera consistente

bajo paridad, pediremos que los operadores en la base (λπk) satisfagan que

Pq†λπkjmcfP−1 = (π)q†λπkjmcf , (1.7)

por lo que de sustituir las reglas de transformación en la transformación α se puede separar

la situación en dos casos:
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• Para pseudoesṕın τ = 1
2

se tiene que

PQ†1
2

(Nl)jmcf
P−1 = (−1)lQ†1

2
(Nl)jmcf

=
∑
k

[(
αjf1

2
(Nl) 1

2
+k

)∗
q†1

2
+kjmcf

−
(
αjf1

2
(Nl) 1

2
−k

)∗
q†1

2
−kjmcf

+
(
αjf1

2
(Nl)− 1

2
+k

)∗
q†− 1

2
+kjmcf

−
(
αjf1

2
(Nl)− 1

2
−k

)∗
q†− 1

2
−kjmcf

]
, (1.8)

por lo que en este caso, si el momento angular orbital es l = par entonces

αjf1
2

(Nl) 1
2
−k = αjf1

2
(Nl)− 1

2
−k = 0

αjf1
2

(Nl) 1
2

+k
, αjf1

2
(Nl)− 1

2
+k
6= 0 , (1.9)

mientras que para el caso l = impar se tiene que

αjf1
2

(Nl) 1
2

+k
= αjf1

2
(Nl)− 1

2
+k

= 0

αjf1
2

(Nl) 1
2
−k , α

jf
1
2

(Nl)− 1
2
−k 6= 0 . (1.10)

• En el caso en que el pseudoesṕın es τ = −1
2

PQ†− 1
2

(Nl)jmcf
P−1 = (−1)l+1Q†− 1

2
(Nl)jmcf

=
∑
k

[(
αjf− 1

2
(Nl) 1

2
+k

)∗
q†1

2
+kjmcf

−
(
αjf− 1

2
(Nl) 1

2
−k

)∗
q†1

2
−kjmcf

+
(
αjf− 1

2
(Nl)− 1

2
+k

)∗
q†− 1

2
+kjmcf

−
(
αjf− 1

2
(Nl)− 1

2
−k

)∗
q†− 1

2
−kjmcf

]
, (1.11)

se tiene que para momento angular orbital l = par entonces

αjf− 1
2

(Nl) 1
2

+k
= αjf− 1

2
(Nl)− 1

2
+k

= 0

αjf− 1
2

(Nl) 1
2
−k , α

jf

− 1
2

(Nl)− 1
2
−k 6= 0 , (1.12)

mientras que si l = impar se tiene que

αjf− 1
2

(Nl) 1
2
−k = αjf− 1

2
(Nl)− 1

2
−k = 0

αjf− 1
2

(Nl) 1
2

+k
, αjf− 1

2
(Nl)− 1

2
+k
6= 0 . (1.13)
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Una vez identificados los elementos no nulos podemos reescribir a la transformación en

términos de los elementos de matriz reales αjfτ(Nl)λπk como

l = par :

Q†1
2

(Nl)jmcf
=

∑
kλ

(
αjf1

2
(Nl)λ+k

)∗
q†λ+kjmcf

Q†− 1
2

(Nl)jmcf
=

∑
kλ

(
αjf− 1

2
(Nl)λ−k

)∗
q†λ−kjmcf

l = impar :

Q†1
2

(Nl)jmcf
=

∑
kλ

(
αjf1

2
(Nl)λ−k

)∗
q†λ−kjmcf

Q†− 1
2

(Nl)jmcf
=

∑
kλ

(
αjf− 1

2
(Nl)λ+k

)∗
q†λ+kjmcf . (1.14)

Observamos de los casos anteriores que la paridad queda completamente determinada

mediante la relación π = (−1)
1
2
−τ+l. Es posible entonces escribir a la transformación mediante

el uso de deltas de Kronecker que determinen a la paridad de la siguiente manera

Q†τ(Nl)jmcf =
∑
πkλ

(
αjfτ(Nl)λπk

)∗
q†λπkjmcfδπ,(−1)

1
2−τ+l . (1.15)

O bien tomando el conjugado hermı́tico de lo anterior, se tiene que

Qτ(Nl)jmcf =
∑
πkλ

(
αjfτ(Nl)λπk

)
qλπkjmcfδ

π,(−1)
1
2−τ+l . (1.16)

En este esquema, la convención para subir o bajar ı́ndices está dada por las siguientes

reglas de transformación de los operadores:

qλπkjmcf = (−1)χf+χc+j−m+ 1
2
−λqλπkj−mc̄f̄

q†λπkjmcf = (−1)χf+χc+j−m+ 1
2
−λq† λπkj−mc̄f̄ . (1.17)

La notación c̄(f̄) se refiere al conjugado de la representación SU(3) de color (sabor) de

modo que c = (λµ)Y TTz → c̄ = (µλ)− Y T − Tz.
De acuerdo a la convención de fases que se utiliza en [25], la variable χi depende de los

números magnéticos de la representación Γi = (λiµi) de SU(3) de la siguiente manera

χi =
1

3
(λi − µi)−

1

6
εi . (1.18)
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A su vez, εi es proporcional a la hipercarga εi = −3Y . Es posible observar que la fase (−1)
1
2
−λ

de la ecuación (1.17) se encuentra codificada en el hecho que los operadores b transforman

proporcionalmente a (−1)j−m y los operadores d con (−1)j+m.

Por ejemplo, la ecuación (1.16) se transforma como

Qτ(Nl)j−mc̄f̄ =
∑
πkλ

(−1)χf+χc+j−m+ 1
2
−λ
(
αjfτ(Nl)λπk

)
qλπkj−mc̄f̄δπ,(−1)

1
2−τ+l . (1.19)

En este momento cabe insistir que la transformación de las ecuaciones (1.15) y (1.16)

puede ser interpretada como un mapeo entre la base de oscilador armónico tridimensional

y las soluciones continuas de propagación libre; las cuales se ha argumentado que tienden a

representar ondas planas en el ĺımite Ncut →∞.

En el presente documento se optará por absorber las reglas de paridad en los coeficientes

de la transformación. Es decir, definiendo α̃jfτ(Nl)λπk = αjfτ(Nl)λπkδπ,(−1)
1
2−τ+l y luego omitiendo

la tilde pero manteniendo dichas reglas impĺıcitas.

Dicha notación tiene la ventaja de ser compacta, sin embargo, habrá que tener cuida-

do en diferenciar el tratamiento que se da a estados con λ = ±1
2

pues part́ıculas y anti-

part́ıculas transforman con representaciones distintas, además de que el concepto de orden

normal dependerá de dicho ı́ndice. Esto es debido a que estamos trabajando en un esquema

en términos de excitaciones de part́ıcula-agujero, que antes asociabamos con el esquema de

quark-antiquark v́ıa definir a los operadores

b†πkjmcf ≡ q†1
2
πkjmcf

dπkjmcf ≡ q†− 1
2
πkjmcf

, (1.20)

donde, por construcción el Hamiltoniano libre será diagonal en el nuevo ı́ndice de pseudoesṕın

λ y por lo tanto el vaćıo correspondiente a dicha teoŕıa satisface que

q†− 1
2
πkjmcf

|0〉 = dπkjmcf |0〉 = 0 . (1.21)

Es decir, el vaćıo de la teoŕıa libre se puede interpretar como el mar de Dirac, el cual está ocu-

pado hasta el nivel de Fermi de modo tal que cualquier intento de crear una excitación por
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debajo de dicho nivel se elimina por el principio de exclusión. Es en este sentido que el or-

den normal es definido dejando a los operadores que aniquilan al vaćıo hasta la derecha, por

ejemplo, d†d = qλ=− 1
2 q†
λ=− 1

2

.

Las reglas para subir y bajar ı́ndices en la base de part́ıcula-antipart́ıcula son:

bµ = (−1)φµbµ̄ b†µ = (−1)φµb†µ̄

dµ̄ = (−1)φµ̄dµ d†µ̄ = (−1)φµ̄d†µ , (1.22)

donde (−1)φµ = (−1)χf+χc+j−m y (−1)φµ̄ = (−1)χf+χc+j+m.

Para finalizar la discución sobre la paridad, podemos observar que a partir de la regla (1.7)

y la definición (1.20) se deduce que

Pb†πkjmcfP−1 = πb†πkjmcf

Pd†πkjmcfP−1 = −πd†πkjmcf , (1.23)

por lo que aplicando la transformación de paridad a los estados de pares part́ıcula-antipart́ıcula

que se definirán en el Caṕıtulo 3.1 se tiene que

Pγ†ab;ΓµP−1 = −πaπbγ†ab;Γµ . (1.24)

Esto último podŕıa resultar útil en su momento para determinar las reglas de selección de los

estados posibles para el Hamiltoniano efectivo del modelo.



Caṕıtulo 2

El Hamiltoniano efectivo

En general, el lenguaje requerido para describir part́ıculas no masivas usando un campo

vectorial resulta necesariamente redundante, es decir, se tienen más variables (las 4 com-

ponentes del cuadrivector) que grados de libertad f́ısicos (correspondientes a las 2 posibles

polarizaciones del bosón de norma.) Esto tiene por consecuencia que, de insistir en que los

campos no masivos transformen como vector bajo las transformaciones de Lorentz, enton-

ces las tranformaciones de norma locales no deben tener ninguna consecuencia f́ısica. Es por

ello que toda teoŕıa de campo debe involucrar una elección: o se trabaja en un formalismo

covariante pero redundante, o se utiliza un lenguaje sin redundancia pero no covariante.

En la teoŕıa de campo efectiva del presente modelo se prefiere fijar a la norma a costa

de perder la covarianza expĺıcita. Esto se hace con el fin de retener solamente los grados de

libertad f́ısicamente relevantes. Más aún, el Hamiltoniano efectivo de la QCD del presente

modelo se encuentra fundamentado en el formalismo de la norma de Coulomb, pues dicha

elección presenta las siguientes ventajas:

• Al igual que como ocurre en QED, la norma de Coulomb da origen a un potencial

estático e instantáneo. Los cálculos de redes han mostrado que dicho potencial es apro-

ximadamente de la forma −α
r

+ βr [26] donde r es la distancia relativa entre cargas

de color. Dicha interacción se conoce en la literatura como potencial de Cornell y su

17



CAPÍTULO 2. EL HAMILTONIANO EFECTIVO 18

componente lineal reproduce el fenómeno de confinamiento, pues energéticamente hace

cada vez menos favorable el separar a las cargas de color.

• Es posible extraer un potencial estático en tanto que se cumpla la aproximación adiabáti-

ca [27]. Lo anterior está garantizado para los quarks pesados charm (c), bottom (b) y top

(t), haciendo de éste un marco natural para el estudio de estados ligados no-relativistas.

• El modelo de quarks constituyentes (CQM) ha mostrado que un potencial estático tam-

bién resulta ser una buena aproximación para los sabores ligeros up (u), down (d) y

strange (s) una vez que los quarks son identificados con excitaciones de quasipart́ıcu-

las, las cuales saturan a ∼ 200 MeV conforme la masa desnuda es reducida [28]. La

aproximación no-relativista retiene incluso cierta validez para quarks desnudos no ma-

sivos [26].

• Es debido a lo anterior que el potencial de Cornell introduce el efecto de los gluones

de manera efectiva, pues representa a la superficie adiabática correspondiente al estado

base del gluón. Esto hace posible el tratamiento de una teoŕıa simplificada donde los

únicos campos involucrados sean los fermiónicos.

• La aparición de un vaćıo con la estructura de un condensado de pares quark-antiquark es

usualmente asociado con el potencial confinante [29, 30]. De este modo, los métodos de

muchos cuerpos que involucran la bosonización del vaćıo reproducen de manera natural

a la estructura del condensado.

En el presente trabajo se propone utilizar un potencial estático de interacción entre quarks

V (|r − r′|), para simular la presencia de los gluones, de modo que se trabaja con un Hamil-

toniano efectivo de la forma
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H = HKq +Hmq + V

HKq =
∫
ψ†(r)[−iα ·∇]ψ(r)dr

Hmq =
∫
ψ†(r)[βm0]ψ(r)dr

Hq−q
Coulomb = −1

2
g2δa′a

∫
ρ

(q)
a (r)V (|r − r′|)ρ(q)a(r′)drdr′ , (2.1)

donde αi y β se relacionan con las matrices de Dirac como αi = γ0γi y β = γ0. Se denota

como m0 a la masa desnuda del quark que rompe la simetŕıa quiral; y

ρ(q)a =
∑
c′c

ψ†
cfT

a
cc′ψc′f , (2.2)

es la densidad de carga de color restringida únicamente al sector de quarks (q). Se debe notar

que este modelo no incluye a los gluones en absoluto. Sin embargo, se espera que el potencial

estático V aproxime en magnitud a la interacción dinámica de los gluones y que reproduzca

su efecto confinante.

Vale la pena mencionar que esta aproximación no garantiza la invariancia de norma. Sin

embargo se espera que entre mejor sea la aproximación, menor sea el rompimiento de la in-

variancia. Debe además notarse que un potencial que dependa únicamente de las posiciones,

como el usado en el presente modelo, no puede generar una mezcla de sabor. Esto será discu-

tido más a detalle en la Subsección 5.1.1.

Debe entenderse que el procedimiento utilizado a lo largo del presente documento es una

primera forma de abordar el problema y es evaluada por sencillez, aśı como para determinar

la factibilidad del modelo.

2.1. El Hamiltoniano de Propagación Libre

El Hamiltoniano de propagación libre está conformado por los términos cinético y de masa

restringidos al sector de quarks

HKq +Hmq =

∫
ψ†(r)[−iα ·∇ + βm0]ψ(r)dr .
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Como se mencionó en el Caṕıtulo 1, el hamiltoniano de propagación libre no resultará ser

diagonal en la base de polinomios generalizados de Laguerre, por lo cual se define a una

transformación unitaria que diagonalice simultáneamente al pseudoesṕın τ → λ aśı como a

los números cuántico principal y de momento angular orbital (Nl)→ (kπ).

Esta parte del Hamiltoniano puede ser prediagonalizado para un número arbitrario de

niveles orbitales determinados por la transformación unitaria de los ı́ndices (τNl)→ λπk que

se muestra a continuación:

Q†τ(Nl)jmjcf
=

∑
πkλ

(
αjfτ(Nl)λπk

)∗
q†λπkjmjcf , (2.3)

donde la delta que determina a la paridad δ
π,(−1)

1
2−τ+l que aparećıa en la ecuación (1.4) ha

sido absorbida en la definición de los coeficientes α.

En [11] se muestra que el término cinético de quarks definido en (2.1) como

HKq =

∫
ψ†(r)[−iα ·∇]ψ(r)dr , (2.4)

toma la siguiente forma al ser expandido en la base de oscilador armónico (τNl) como

HKq =
√
ξ
∑
NN ′j

kjNN ′

[
Q†1

2
(N,j+ 1

2
)j
·Q− 1

2
(N ′,j− 1

2
)j +Q†1

2
(N ′,j− 1

2
)j
·Q− 1

2
(N,j+ 1

2
)j

+Q†− 1
2

(N,j+ 1
2

)j
·Q 1

2
(N ′,j− 1

2
)j +Q†− 1

2
(N ′,j− 1

2
)j
·Q 1

2
(N,j+ 1

2
)j

]
, (2.5)

donde ξ−1/2 es el ancho de oscilador armónico discutido en la Sección 4.3. El producto escalar

indica la suma sobre los ı́ndices de proyección de esṕın mj, color c y sabor f .

Los coeficientes kjNN ′ resultan ser

kjNN ′ =

√
N − j + 3

2

2
δN ′,N+1 +

√
N + j + 3

2

2
δN ′,N−1 , (2.6)

de manera que a pesar de no ser diagonal en dicha base, el término cinético sólo mezcla estados

con números cuánticos (Nl) consecutivos, por lo que el esfuerzo numérico para diagonalizarlo

no es particularmente mayor que si se hubiera comenzado por una expansión en ondas planas.
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Además, la transformación-α de la ecuación (2.3) nos permite diagonalizar simultánea-

mente a la parte cinética y al término de masa. A este último se le definió en la ecuación (2.1)

como

Hmq =

∫
ψ†(r)[βm0]ψ(r)dr . (2.7)

Este es el único término del Hamiltoniano en cuestión que distingue el sabor de los quarks,

aún cuando no lo mezcla. Es a este nivel que se introduce una diferencia de enerǵıa en reposo

para los quarks u, d y s.

Usando la expansión de los campos fermiónicos en la base (τNl) y dada la estructura

diagonal del acoplamiento, el término de masa resulta

Hmq = m0

∑
Nlj

[
Q†1

2
(N,l)j

·Q 1
2

(N,l)j −Q†− 1
2

(N,l)j
·Q− 1

2
(N,l)j

]
, (2.8)

donde una vez más, el producto escalar representa la suma sobre los elementos diagonales en

color, sabor y proyección de esṕın.

Como la estructura deHmq ya es diagonal en todos sus ı́ndices, entonces la transformación

definida en (2.3) únicamente cambia los ı́ndices de suma
∑

N,l −→
∑

kπ, obteniéndose aśı que

Hmq = (m0)Y T
∑
kj

[
q†1

2
kj
· q 1

2
kj − q†− 1

2
kj
· q− 1

2
kj
]
. (2.9)

En la ecuación anterior hemos realizado el cambio m0 → (m0)Y T para distinguir a la masa

de los quarks únicamente como función de su hipercarga e isoesṕın de sabor (Y T ). Para el

propósito del presente trabajo, se asume la misma masa para los quarks u y d, siendo esta

menor que la masa del quark s.

(m0)Y T = mu,dδY, 1
3
δT, 1

2
+msδY,− 2

3
δT,0 . (2.10)

En conjunto, la transformación-α es entonces introducida para prediagonalizar a los térmi-
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nos HKq +Hmq del Hamiltoniano, es decir, a la matriz

KjY T
τ1N1l1,τ2N2l2

=



kjN1N2
si l1 = j + 1

2
, l2 = j − 1

2
, τ1 6= τ2

kjN2N1
si l1 = j − 1

2
, l2 = j + 1

2
, τ1 6= τ2

+(m0)Y T δN1N2 si l1 = l2, τ1 = τ2 = 1
2

−(m0)Y T δN1N2 si l1 = l2, τ1 = τ2 = −1
2

0 en cualquier otro caso.

(2.11)

Nótese que dicha prediagonalización se debe hacer de manera separada para los subespacios

de los quarks u y d (mu,d) y el quark s (ms).

De manera que una vez realizada la transformación-α y utilizando el esquema de part́ıcula-

antipart́ıcula de la ecuación (1.20) se obtiene un operador de un cuerpo de la forma

K = HKq +Hmq =
∑
kj

εkjY T

(
b†kj · bkj − dkj · d†kj

)
, (2.12)

donde εkjY T son las eigenenerǵıas del Hamiltoniano de propagación libre.

2.2. El Hamiltoniano de Interacción

Antes de deducir una expresión anaĺıtica para la interacción será necesario recordar que la

base de oscilador armónico no es una base relativista, por lo que en el Apéndice D se discuten

dos métodos que permitirán restaurar la invariancia traslacional del CM de los estados cons-

truidos en el presente modelo. Independientemente del método elegido, las transformaciones

TM [31] juegan un papel fundamental en la identificación de excitaciones del CM.

Las transformaciones TM permiten referir a dos funciones de onda centradas en las coor-

denadas x y y respectivamente, al sistema de coordenadas de Jacobi R = 1√
2

(x+ y) y

r = 1√
2

(x− y)

[ΨNala(x)⊗ΨNblb(y)]LM =
∑

NrlrNRlR
〈Nrlr, NRlR;L|NalaNblb;L〉 [ΨNrlr(r)⊗ΨNRlR(R)]LM .

(2.13)
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Por conservación de la enerǵıa se tiene que

Na +Nb = NR +Nr , (2.14)

mientras que por conservación de momento angular

(−1)la+lb = (−1)lR+lr . (2.15)

Se debe notar que la definición de las coordenadas de Jacobi R y r no coincide con la

definición de las coordenadas de CM y de movimiento relativo, sin embargo, la diferencia

para el caso de part́ıculas con masas iguales es simplemente un factor de
√

2. Para describir

pares de part́ıculas con masa diferente se puede recurrir a una definición más general de las

coordenadas de Jacobi [32]. Sin embargo, un tratamiento alternativo para remover el CM de

dichos casos es discutido en la Sección D.2.

Por otro lado, recordamos de la ecuación (2.1) que en el presente modelo se utiliza un

potencial estático para simular la interacción quark-antiquark debida al efecto de los gluones.

Hq−q
Coulomb = −1

2
g2

∫
ρa(x)V (|x− y|)ρa(y)dxdy . (2.16)

En el Apéndice C se deduce que el operador de interacción de un potencial central arbi-

trario puede ser escrito en la base (τNl) como

Hq−q
Coulomb = −1

2

∑
{NilijiYiTi}L0

V L0

{NilijiYiTi}

×
[[
Q†(N1l1)j1Y1T1

⊗Q(N2l2)j2Ȳ2T2

]0L0(11)0

⊗
[
Q†(N3l3)j3Y3T3

⊗Q(N4l4)j4Ȳ4T4

]0L0(11)0
]00(00)0

0000

,

(2.17)

donde el acoplamiento intermedio se refiere a pseudoesṕın τ = 0, momento angular total L0,

representación irreducible (11) de color, aśı como 0 en hipercarga e isoesṕın de sabor. Por
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otro lado, los coeficientes V L0

{NilijiYiTi} están dados por

V L0

{NilijiYiTi} = (−1)
1
3

+
Y1
2

+T1

√
2T1+1√

3
(−1)

1
3

+
Y3
2

+T3

√
2T3+1√

3
δY1Y2δT1T2δY3Y4δT3T4

ĵ1ĵ2ĵ3ĵ4L̂0

∑
S

∑
N ′rNrlrNRlRL

(−1)j2+j3+L0+L(l̂r)
2(L̂)2(Ŝ)2

 j1 j3 L

j2 j4 L0




l1
1
2

j1

l3
1
2

j3

lr S L




l2
1
2

j2

l4
1
2

j4

lr S L


〈N ′rlr, NRlR; lr|N1l1, N3l3; lr〉〈Nrlr, NRlR; lr|N2l2, N4l4; lr〉

∫∞
0
r2drRn′rlr(r)V (

√
2r)Rnrlr(r) .

(2.18)

En el Apéndice C se muestra también la expresión para los coeficientes V L0

{NilijiYiTi} para

el llamado Potencial de Cornell V (r) = −α
r

+ βr, donde α y β son constantes positivas. En

principio se trata de parámetros libres del modelo, sin embargo, se espera que el valor de α

sea de 1/4π para recuperar el ĺımite abeliano de la teoŕıa, mientras que el valor de β es de

0.18 GeV2 en el modelo de quarks constituyentes, mientras que en los cálculos de redes tiene

valores t́ıpicos de 0.26 GeV2 [26].

El término −α
r

corresponde al potencial inducido por el intercambio de un gluon entre un

quark y un anti-quark y se le conoce como la Parte Coulombiana del potencial, pues su forma

es identica al potencial Coulombiano electromagnético. La segunda parte, βr, es conocida

como la Parte Confinante del potencial y parametriza a los efectos no-perturbativos de la

QCD.

Las integrales involucradas en los elementos de matriz del potencial de la ecuación (2.18)

son entonces de la forma

I{ni,li,L} =

∫
R2dR

∫
r2drRn1l1(r)Rn2l2(r)

(α
r

+ βr
)
Rn3l3(R)Rn4l4(R) , (2.19)

las cuales son llamadas Integrales de Talmi. Estas son anaĺıticas y convergentes tanto en el

ĺımite de r → 0 como de r →∞. Además, en el sistema de coordenadas de Jacobi la depen-

dencia en la coordenada R se elimina naturalmente a través de las reglas de ortogonalidad,

de modo que la interacción no genera excitaciones espúrias.
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Figura 2.1: Estado base del potencial estático qq̄. La ĺınea solida es la solución numérica

completa. Aqúı r0 ≈1/430 MeV−1 es el parámetro de Sommer de la teoŕıa de lattice. Gráfica

tomada de [26].

Tras aplicar la transformación (2.3), sumar sobre el pseudo-esṕın τ y reacoplar, se reescribe

a cada uno de los acoplamientos intermedios de la ecuación (2.17) como[
Q†τ1(N1l1)j1Y1T1

⊗Qτ2(N2l2)j2Ȳ2T2

]0L0(11)00

= 1√
2

∑
τπ1k1π2k2

×
{(

αj1f1

τ(N1l1) 1
2
π1k1

)∗ (
αj2f2

τ(N2l2) 1
2
π2k2

) [
b†π1k1j1Y1T1

⊗ bπ2k2j2Ȳ2T2

]L0(11)00

MC

−
(
αj1f1

τ(N1l1) 1
2
π1k1

)∗ (
αj2f2

τ(N2l2)− 1
2
π2k2

) [
b†π1k1j1Y1T1

⊗ d†
π2k2j2Ȳ2T2

]L0(11)00

MC

+
(
αj1f1

τ(N1l1)− 1
2
π1k1

)∗ (
αj2f2

τ(N2l2) 1
2
π2k2

) [
dπ1k1j1Y1T1 ⊗ bπ2k2j2Ȳ2T2

]L0(11)00

MC

−
(
αj1f1

τ(N1l1)− 1
2
π1k1

)∗ (
αj2f2

τ(N2l2)− 1
2
π2k2

) [
dπ1k1j1Y1T1 ⊗ d†π2k2j2Ȳ2T2

]L0(11)00

MC

}
, (2.20)

donde los signos alternantes provienen de la convención de fase de la ec. (1.17) y la suma sobre

el pseudoesṕın λ1, λ2 ha sido escrita expĺıcitamente para poder rastrear el tipo de excitación

que representa, aśı como para poder posteriormente definir el orden normal, tal como se

discutió arriba.

Para expresar de manera sencilla el resultado de aplicar la transformación (2.3) a los

operadores involucrados en la interacción, será conveniente introducir la notación corta para

1>." 
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los operadores A y B, que incluye solamente a los acoplamientos en el subespacio SU(2) de

sabor

Figura 2.2: El operador A involucra diagramas de dispersión mientras que el operador B
representa procesos de creación o aniquilación de un par.

AΓ
π111π21̄2; µ ≡

1√
2

(
αj1f1

τ(N1l1) 1
2
π1k1

)∗ (
αj2f2

τ(N2l2) 1
2
π2k2

) [
b†π1k1j1Y1T1

⊗ bπ2k2j2Ȳ2T2

]L0(11)00

MC

− 1√
2

(
αj1f1

τ(N1l1)− 1
2
π1k1

)∗ (
αj2f2

τ(N2l2)− 1
2
π2k2

) [
dπ1k1j1Y1T1 ⊗ d†π2k2j2Ȳ2T2

]L0(11)00

MC

BΓ
π111π21̄2; µ ≡

1√
2

(
αj1f1

τ(N1l1)− 1
2
π1k1

)∗ (
αj2f2

τ(N2l2) 1
2
π2k2

) [
dπ1k1j1Y1T1 ⊗ bπ2k2j2Ȳ2T2

]L0(11)00

MC

− 1√
2

(
αj1f1

τ(N1l1) 1
2
π1k1

)∗ (
αj2f2

τ(N2l2)− 1
2
π2k2

) [
b†π1k1j1Y1T1

⊗ d†
π2k2j2Ȳ2T2

]L0(11)00

MC
.

(2.21)

Mediante la notación de la ecuación (2.21) se puede expresar a la interacción de manera

sencilla como

Hcoul = −1
2

∑
L0ττ ′

∑
{NilikijiλiπiYiTi} V

L0

{NilijiYiTi}

×
(

[A12A34]00 + [A12B34]00 + [B12A34]00 + [B12B34]00

)
. (2.22)

En el Apéndice B se demuestra que sólo las combinaciones [A12A34] y [B12B34] contribuyen

al nivel de las aproximaciones del Caṕıtulo 3, por lo que mediante el proceder expuesto en

el presente documento, para todo fin práctico se puede considerar que el Hamiltoniano del

modelo sea
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Figura 2.3: Sólo las interacciones tipo [A12A34] y [B12B34] contribuyen a nivel de los métodos

de muchos cuerpos expuestos en el Caṕıtulo 3; mientras que las interacciones del tipo [A12B34]

y [B12A34] van más allá de dichos métodos.

H =
∑

kj εkjY T

(
b†kj · bkj − dkj · d†kj

)
−1

2

∑
L0ττ ′

∑
{NilikijiλiπiYiTi} V

L0

{NilijiYiTi}

(
[A12A34]00 + [B12B34]00

)
, (2.23)

donde la expresión anaĺıtica para los coeficientes V L0

{NilijiYiTi} es deducida en el Apéndice C.



Caṕıtulo 3

Elección de un método de

diagonalización

En el Caṕıtulo 2 se contruyó un hamiltoniano que consta de un término de propagación li-

bre de un cuerpo y un término de interacción entre dos cuerpos mediante un potencial estático

efectivo. Esta clase de hamiltonianos no relativistas de a lo más dos cuerpos es un problema

estándar y sobre el cual existe mucha literatura con varios métodos de solución. En particular,

los Métodos de Muchos Cuerpos han resultado una herramienta poderosa para describir siste-

mas cuánticos donde las interacciones entre muchas part́ıculas crean correlaciones cuánticas

entre ellas, haciendo de la función de onda correspondiente un objeto complejo y que contiene

una gran cantidad de información. Es por ello que tales métodos se han aplicado en diversas

áreas de las ciencias básicas, por ejemplo, en la f́ısica de materia condensada, la f́ısica nuclear

y la qúımica cuántica.

En el presente modelo se ha optado por utilizar dos distintos métodos de muchos cuerpos

con la finalidad de diagonalizar a nuestro hamiltoniano: el método de Tamm-Dankoff (TDA)

y el método de la Aproximación de la fase aleatoria (RPA). El primero de ellos no incluye un

estado base correlacionado, por lo que correspondeŕıa al vaćıo de una teoŕıa libre y por ende es

una aproximación burda al problema de la NP-QCD donde las interacciones son fuertes. Las

correlaciones son introducidas por el método de RPA, pero ambos métodos son evaluados con

28
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el fin de cuantificar la influencia de dichas correlaciones en el espectro de mesones, además de

mostrar cierto valor didáctico al comenzar por un método más sencillo y luego complicarlo.

Pero, ¿cuáles son las razones para en este modelo en particular utilizar a los métodos de

muchos cuerpos?

• En el lenguaje de la f́ısica nuclear, se considera a un sistema de N fermiones en su estado

base, por lo que de acuerdo al principio de exclusión de Pauli, ocupan los N estados

más bajos hasta cierto nivel: el Nivel de Fermi εF . Es por ello que cualquier excitación

del sistema puede ser interpretada como la creación de una part́ıcula por encima de εF

y un agujero por debajo de éste.

Por otro lado, en el esquema de Dirac se puede interpretar a la antimateria fermiónica

como estados con enerǵıa negativa que llenan por completo el Mar de Dirac hasta una

enerǵıa de Fermi E ∼ m (en unidades naturales), por lo que en una analoǵıa directa a la

f́ısica nuclear, se puede interpretar a una excitación quark-antiquark como la creación de

una pseudopart́ıcula por encima del Mar de Dirac y la creación de su respectivo agujero

por debajo de éste. Esto nos permite modelar a los mesones como la excitación minimal

del vaćıo restringiéndonos a mano a pares que sean escalares en color.

• Como ya se mencionó en el Caṕıtulo 2, la norma de Coulomb además de dar origen

al potencial estático confinante, genera un vaćıo con estructura de condensado quark-

antiquark. Dicha estructura es el ansatz que se ocupa para la expansión del vaćıo in-

teractuante en los métodos de muchos cuerpos que involucran una bosonización de las

excitaciones.

• Como se mostrará en las secciones 3.1 y 3.2, los métodos TDA y RPA permiten cons-

truir a los propagadores de la teoŕıa interactuante. En ambos casos, los eigenvalores del

Hamiltoniano aparecen como polos en dichos propagadores, de manera que es correcto

interpretarles como las masas f́ısicas de los estados evaluados.

Una vez justificados los métodos a evaluar, pasaremos al formalismo que estos involucran:
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Figura 3.1: A la izquierda, una excitación part́ıcula-agujero por encima del nivel de Fermi. A

la derecha, una excitación quark-antiquark por encima del Mar de Dirac.

Para hacer uso de los métodos de muchos cuerpos es necesario definir a los estados de

un par part́ıcula-agujero correspondientes a la teoŕıa. Nosotros optamos por definirlos como

un acoplamiento a buenos números cuánticos para momento angular total L y representación

(00) de color. Sin embargo, para el sector de sabor hemos decidido romper la simetŕıa SU(3)

en favor de su subálgebra SU(2), de manera que se acopla al par sólo a buen isoesṕın e

hipercarga de sabor, conservando las reglas de suma del grupo completo. Dicha elección se

debe a que permitimos a priori la mezcla entre estados con (00) y (11) de sabor ya que, aún

cuando en el modelo de quarks el η1 corresponde a la representación (00) mientras que η8

corresponde al (11), estos no son los estados f́ısicos, pues sabemos que deben estar mezclados.

γ†
ab̄;Γµ

≡
[
q†1

2
πakajaYaTa

q− 1
2
πbkbjbȲbTb

]L(00)cY T

M0
. (3.1)

Con esta construcción, el operador γ†
ab̄;Γµ

aniquila una part́ıcula por debajo del Mar de

Dirac (crea una antipart́ıcula) y crea una part́ıcula por encima de éste. Sin embargo, resul-

tará más conveniente utilizar el esquema de quark-antiquark de la ecuación (1.20), por lo que

podemos escribir a la definición de los pares utilizando la siguiente notación corta

γ†
ab̄;Γµ

=
∑

µaµb
〈aµa, b̄µ̄b|Γµ〉b†aµad

†
b̄µ̄b

γab̄;Γµ =
(
γ†
ab̄;Γµ

)†
. (3.2)

En el presente modelo los operadores de pares de la ecuación (3.2) representan estados
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mesónicos singletes en color que están descritos por el álgebra SUj(2)×SUf (2)×SUc(3), con

lo cual los coeficientes Clebsh-Gordan tienen la siguiente estructura [25]:

〈aµa, b̄µ̄b|Γµ〉 = 〈jama, jb −mb|JMJ〉〈TaTza , Tb − Tzb|TTz〉〈(10)ca, (01)c̄b|(00)0〉1 .

b†a = b†πakajamacaYaTa

d†
b̄

= d†πakaja−mac̄a−YaTa . (3.3)

A pesar de que el acoplamiento de SUf (3) de sabor ha sido roto en favor de un acoplamiento

SUf (2) de isoesṕın, las reglas para subir o bajar ı́ndices de los operadores involucrados en

la definición del par, aún transforman con la convención de la ecuación (1.22), es decir, con

la fase completa de SUf (3). Con dicha convención, el operador de aniquilación de un par se

puede escribir como un acoplamiento de la siguiente manera

γab̄;Γµ =
∑
µaµb

〈aµa, b̄µ̄b|Γµ〉d1̄bµ̄bb1aµa =
∑
µaµb

(−1)φµa+φµ̄b 〈aµa, b̄µ̄b|Γµ〉d1bµbb1̄aµ̄a

=
∑

mambcacbfafb

(−1)χca+χfa+ja−ma(−1)χcb+χfb+jb+mb〈jama, jb −mb|LM〉

× 〈TfaTza , Tfb − Tzb|TfTz〉〈(10)ca, (01)c̄b|(λcλc)C〉1d1bµbb1̄aµ̄a

=
∑

mambcacbfafb

(−1)χC+χF+ja−ma+jb+mb〈jbmb, ja −ma|L−M〉

× 〈TfbTzb , Tfa − Tza|TfTz〉〈(10)cb, (01)c̄a|(λcλc)C̄〉1d1bµbb1̄aµ̄a

= (−1)χC+χF+L−M︸ ︷︷ ︸
(−1)φµ

(−1)ja+jb−L︸ ︷︷ ︸
(−1)φabΓ

[
d1bb1̄a

]Γ̄

µ̄

, (3.4)

donde -a pesar de no contar con un coeficiente CG que acople a las hipercargas-, se ha

identificado a (−1)χF = (−1)χfa+χfb .

Para aplicar el método de RPA, será necesario además definir una manera de subir y bajar

ı́ndices de los operadores de un par. Dicha regla de transformación será entonces

γ†āb;Γµ =
∑

µaµb
〈aµa, b̄µ̄b|Γµ〉b†ād†b = (−1)φµγ†

ab̄;Γ̄µ̄

γāb;Γµ =
(
γ†āb;Γµ

)†
= (−1)φµγab̄;Γ̄µ̄ . (3.5)

La fase (−1)φµ es aquella que se definió en la ecuación (3.4).
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3.1. Método de Tamm-Dankoff

Se denomina bosonización al proceso que consiste en definir estados colectivos de pares

de fermiones acoplados a un esṕın entero y es caracteŕıstico de algunos métodos de muchos

cuerpos como el BCS, TDA o la RPA [34]. Esto quiere decir que los operadores de un par

de fermiones obedecen, al menos en promedio, un álgebra bosónica de la forma
[
ai, a†j

]
= δij,

ignorando en parte la estructura fermiónica de sus componentes.

El método TDA es en f́ısica nuclear, la forma más sencilla pero realista de tratar a las

excitaciones part́ıcula-agujero. Consiste en definir al operador de creación de un fonón TDA

como una combinación lineal de todos los pares γ† de la forma

Γ†α;Γµ ≡
∑
ab

(Xα;abΓ) γ†
ab̄;Γµ

. (3.6)

El nombre de fonón se utiliza en el lenguaje de los métodos de muchos cuerpos en analoǵıa

a la f́ısica de materia condensada, ya que se refiere a modos colectivos cuyas amplitudes son

comparables en la mayoŕıa de sus configuraciones.

El operador de aniquilación de un fonón se obtiene conjugando a (3.6)

Γα;Γµ =
∑
ab

(Xα;abΓ)∗ γab̄;Γµ . (3.7)

Aśı pues, el par γ†
ab̄;Γµ

puede ser un estado qq̄ (q = {u, d}) o un estado ss̄, donde q (s) tiene

números cuánticos a mientras que q̄ (s̄) tiene números cuánticos b̄. Esto implica que Γ†α;Γµ

podŕıa en principio ser una superposición de la forma 1√
2
(qq̄+ss̄) como uno esperaŕıa a partir

del modelo de quarks. Sin embargo, debido a que el Hamiltoniano que se utiliza en el presente

modelo no mezcla sabor, los estados colectivos sólo permiten la combinación de pares que

acoplen a la misma representación (Γµ).

A partir de su definición, es posible obtener algunas propiedades del fonón TDA. Por ejem-

plo, de pedir ortonormalidad a los estados |α; Γµ〉 = Γ†α;Γµ|0〉 se obtiene que los coeficientes

X de la combinación de pares satisfacen la siguiente propiedad∑
ab

(Xα′;abΓ′)
∗Xα;abΓ = δα′αδΓ′Γ , (3.8)
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es decir, el vector X tiene la normalización
∑ |X|2 = 1.

Además, a partir de la ecuación (3.7) es posible observar que el vaćıo del fonón TDA, es

decir, aquel que satisface Γ|TDA〉 = 0, es el mismo que aniquilan los pares originales γ|0〉 = 0.

Esto significa que el vaćıo de los estados colectivos que definimos en (3.6) corresponde al vaćıo

de la teoŕıa libre |TDA〉 = |0〉, es decir, no tiene correlaciones.

Trabajar sobre el vaćıo de una teoŕıa libre puede ser una muy mala aproximación para

una teoŕıa fuertemente interactuante como lo es la NP-QCD. Sin embargo, esto conlleva una

gran simplificación: Dado que los viejos pares γ satisfacen en promedio el álgebra de oscilador

armónico 〈0|
[
γa
′b′;Γ′µ′ , γ†ab;Γµ

]
|0〉 = δa′aδb′bδΓ′Γδµ′µ, entonces los pares TDA y sus conjugados

también forman un álgebra bosónica sobre el vaćıo 〈0|
[
Γα
′;Γ′µ′ ,Γ†α;Γµ

]
|0〉 = δα′αδΓ′Γδµ′µ.

La bosonización TDA consiste además en suponer que se puede escribir al Hamiltoniano

de interés en términos de los pares originales como una parte diagonal y una no-diagonal,

que se puede luego mapear en un Hamiltoniano efectivo tipo oscilador armónico en la base

de fonones.

H =
∑
abµ

εΓabγ
†
ab̄;Γµ

γab̄;Γµ +
∑
aba′b′µ

V Γ
(ab)(a′b′)γ

†
ab̄;Γµ

γa
′b̄′;Γµ TDA−→

∑
µα

ΩΓ
αΓ†α;ΓµΓα;Γµ , (3.9)

donde identificamos a Ωα con la α-ésima enerǵıa TDA del sistema en unidades naturales.

De la ecuación (3.9) observamos que antes de realizar el mapeo los operadores γ† satisfacen

la siguiente ecuación de movimiento[
H, γ†ab;Γµ

]
= εΓabγ

†
ab;Γµ +

∑
a′b′

V Γ
(a′b′)(ab)γ

†
a′b′;Γµ , (3.10)

de donde se deduce que la ecuación de movimiento para los pares TDA es[
H,Γ†Γµ;α

]
=
∑

abX
α
ab;Γ

[
H, γ†ab;Γµ

]
=
∑

abX
α
ab;Γ

(
εΓabγ

†
ab;Γµ +

∑
a′b′ V

Γ
(a′b′)(ab)γ

†
a′b′;Γµ

)
=
∑

ab

(
εΓabX

α
ab;Γ +

∑
a′b′ V

Γ
(ab)(a′b′)X

α
a′b′;Γ

)
γ†ab;Γµ . (3.11)

Sin embargo, la ecuación de movimiento de los pares TDA después del mapeo es[
H,Γ†Γµ;α

]
= ΩΓ

αΓ†Γµ;α = ΩΓ
α

∑
ab

Xα
ab;Γγ

†
ab;Γµ , (3.12)
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de modo que podemos juntar a las ecuaciones (3.11) y (3.12) en la siguiente ecuación

∑
ab

(
εΓabX

α
ab;Γ +

∑
a′b′

V Γ
(ab)(a′b′)X

α
a′b′;Γ

)
γ†ab;Γµ = ΩΓ

α

∑
ab

Xα
ab;Γγ

†
ab;Γµ . (3.13)

En el método de TDA se define a la llamada matriz de adelanto de la siguiente manera

A(Γµ)(Γ′µ′)
(ab)(a′b′) ≡

[
γa
′b′;Γ′µ′ ,

[
H, γ†Γab;µ

]]
=
(
εΓabδa′aδb′b + V Γ

(a′b′)(ab)

)
δΓ′Γδµ′µ . (3.14)

Sin embargo, como el Hamiltoniano debe ser un escalar, siempre es posible definir a la matriz

de adelanto reducida A(ab)(a′b′) mediante la relación

A(Γµ)(Γ′µ′)
(ab)(a′b′) = A(ab)(a′b′)δΓ′Γδµ′µ . (3.15)

De esta manera podemos proyectar a la ecuación (3.13) sobre su espacio dual, obteniendo

aśı la siguiente ecuación de eigenvalores∑
ab

A(ab)(a′b′)X
α
ab;Γ = ΩΓ

αX
α
a′b′;Γ . (3.16)

Es decir, diagonalizar a la matriz de adelanto permite encontrar a la enerǵıa del fonón TDA,

aśı como determinar a los coeficientes X de la combinación lineal para que el mapeo sea

invertible.

Por otro lado, si despejamos a los coeficientes X de la ecuación (3.13) se obtiene que

Xα
ab;Γ =

∑
a′b′ V

Γ
(ab)(a′b′)X

α
a′b′;Γ

ΩΓ
α − εΓab

≡
Λα
ab;Γ

ΩΓ
α − εΓab

, (3.17)

donde hemos identificado a la función de vértice Λ como

Λα
ab;Γ =

∑
a′b′

V Γ
(ab)(a′b′)X

α
a′b′;Γ , (3.18)

que genera a la siguiente ecuación de recurrencia

Λα
ab;Γ =

∑
a′b′

V Γ
(ab)(a′b′)X

α
a′b′;Γ =

∑
a′b′

V Γ
(ab)(a′b′)

Λα
a′b′;Γ

ΩΓ
α − εΓab

. (3.19)

En el Apéndice B se calcula a la matriz adelanto para un potencial estático arbitrario. Su

expresión más general está dada en la ecuación (B.42).
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3.2. Aproximación de la fase aleatoria

El método de la RPA fue introducido en 1953 por Bohm y Pines para describir oscilaciones

en un gas degenerado de electrones [35]. La diferencia básica entre el relativamente simple

método de TDA y la más sofisticada RPA es la introducción de un estado base correlacionado,

el cual resulta estar compuesto por un número par de pares [36], es decir, es de la forma

|RPA〉 = N e YX [γ†Γγ
†
Γ̄]

0

0|0〉 , (3.20)

donde N es una constante de normalización y[
γ†Γγ

†
Γ̄

]0

0
=
∑
µ

(−1)φµ√
dim(Γ)

γ†Γµγ
†
Γ̄µ̄

(3.21)

Es posible observar que el vaćıo de la RPA se reduce al vaćıo de TDA cuando Y = 0, es

decir, |RPA〉 = |TDA〉 = |0〉.
Por consistencia con la manera de transformar a los pares definidios en las ecuaciones

(3.2) y (3.5), se define al operador de creación del fonón RPA como una combinación lineal

de operadores de creación y de aniquilación con todos los ı́ndices abajo.

Γ†α;Γµ =
∑

ab

(
Xα;abΓγ

†
ab̄;Γµ

− Yα;abΓγāb;Γµ

)
Γα;Γµ =

(
Γ†α;Γµ

)†
=
∑

ab

(
X∗α;abΓγ

ab̄;Γµ − Y ∗α;abΓγ
†āb;Γµ

)
, (3.22)

De la ecuación anterior se puede notar que γ|0〉 = 0 ⇒ Γ|0〉 6= 0, es decir, la estructura del

vaćıo efectivamente ha sido modificada para introducir las correlaciones de pares.

La llamada aproximación quasi-bosónica consiste en este caso en suponer que el estado

base correlacionado no difiere mucho del vaćıo en la base (λπk) , es decir, |RPA〉 ≈ |0〉. Dicha

aproximación requiere entonces que los coeficientes Y sean los suficientemente pequeños com-

parados con los coeficientes X, tal que RPA representa pequeñas correcciones a lo obtenible

por el método TDA, en cuyo caso, de (A.26) se infiere que

〈RPA|
[
γa
′b̄′;Γµ, γ†

ab̄;Γµ

]
|RPA〉 ≈ δa′aδb′bδΓ′Γδµ′µ . (3.23)
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El nombre de quasi-bosón proviene del hecho de que la ecuación (3.23) seŕıa una relación

exacta si los operadores de pares γ† obedecieran relaciones de conmutación para operadores

bosónicos. Sin embargo, dicha ecuación ignora la estructura fermiónica de sus componentes

pues desprecia a los términos provenientes del intercambio de part́ıculas.

En lo siguiente omitimos el valor de expectación sobre el vaćıo de la ecuación (3.23)

recordando que los pares γ† forman un álgebra de oscilador armónico sólo en su promedio

sobre el vaćıo y bajo la aproximación quasi-bosónica.

A partir de las ecuaciones en (3.22) es posible observar que el hecho que los fonones formen

un álgebra de oscilador
[
ΓΓ′µ′;α′ ,Γ†Γµ;α

]
= δα′αδΓ′Γδµ′µ, equivale a pedir que los coeficientes de

la combinación de pares satisfagan la siguiente propiedad∑
ab

[
X∗α′;abΓXα;abΓ − Y ∗α′;abΓYα;abΓ

]
= δα′α , (3.24)

de modo que el vector (X, Y ) tiene la normalización
∑

(X2 − Y 2) = 1.

El método RPA consiste en mapear a un Hamiltoniano con la siguiente estructura

H =
∑
Γµ

∑
ab

εΓabγ
†
ab;Γµγ

ab;Γµ +
∑
Γµ

∑
aba′b′

V Γ
(ab)(a′b′)γ

†
ab;Γµγ

a′b′;Γµ

+
1

2

∑
Γµ

∑
aba′b′

W Γ
(ab)(a′b′)

(
γ†ab;Γµγ

†b′a′;Γµ + γa′b′;Γµγ
ab;Γµ

)
, (3.25)

en uno de la forma

H =
∑
Γµ

∑
α

ΩΓ
αΓ†Γµ;αΓΓµ;α , (3.26)

donde se ha abusado de la notación
∑

Γ ≡
∑

L pues Γc y Γf son fijos.

A diferencia de los coeficientes del potencial V Γ
(ab)(a′b′), los coeficientes W Γ

(ab)(a′b′) representan

una interacción que no conserva el número de pares part́ıcula-agujero. Por ejemplo, en f́ısica

nuclear pueden representar la creación de un par por absorción de un rayo gamma en el núcleo,

o la aniquilación de un par preexistente en éste [37].
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Del Hamiltoniano en (3.25), las ecuaciones de movimiento para los pares resultan ser[
H, γ†ab;Γµ

]
= εΓabγ

†
ab;Γµ +

∑
a′b′

V Γ
(a′b′)(ab)γ

†
a′b′;Γµ

+
1

2

∑
a′b′

(−1)φµ
(
W Γ

(a′b′)(ab) +W Γ
(ab)(a′b′)

)
γb
′a′;Γ̄µ̄

[H, γab;Γµ] = (−1)φµ
(
− εΓabγba;Γµ −

∑
a′b′

V Γ
(ab)(a′b′)γ

b′a′;Γµ

)
− 1

2

∑
a′b′

(
W Γ

(ab)(a′b′) +W Γ
(a′b′)(ab)

)
γ†a′b′;Γµ̄ , (3.27)

por lo cual la ecuación de movimiento para los fonones resulta ser[
H,Γ†Γµ;α

]
=
∑

abX
α
ab;Γ

{
εΓabγ

†
ab;Γµ +

∑
a′b′ V

Γ
(a′b′)(ab)γ

†
a′b′;Γµ

+1
2

∑
a′b′(−1)φµ

(
W Γ

(a′b′)(ab) +W Γ
(ab)(a′b′)

)
γb
′a′;Γ̄µ̄

}
+
∑

ab Y
α
ab;Γ

{
(−1)φµ

(
εΓabγ

ba;Γ̄µ̄ +
∑

a′b′ V
Γ

(ab)(a′b′)γ
b′a′;Γ̄µ̄

)
+1

2

∑
a′b′

(
W Γ

(ab)(a′b′) +W Γ
(a′b′)(ab)

)
γ†a′b′;Γµ

}
. (3.28)

Aśı pues, podemos obtener relaciones entre los coeficientes ε, V y W proyectando como se

muestra a continuación[
γa
′b′;Γ′µ′ ,

[
H,Γ†Γµ;α

]]
=

(
Xα
a′b′;Γε

Γ
a′b′ +

∑
a′′b′′

Xα
a′′b′′;ΓV

Γ
(a′b′)(a′′b′′)

)
δΓ′Γδµ′µ

+
1

2

∑
a′′b′′

Y α
a′′b′′;Γ

(
W Γ

(a′′b′′)(a′b′) +W Γ
(a′b′)(a′′b′′)

)
δΓ′Γδµ′µ

[
γ†a

′b′;Γ′µ′
[
H,Γ†Γµ;α

]]
= −

(
Y α
a′b′;Γε

Γ
a′b′ +

∑
a′′b′′

Y α
a′′b′′;ΓV

Γ
(a′′b′′)(a′b′)

)
δΓ′Γδµ′µ

− 1

2

∑
a′′b′′

Xα
a′′b′′;Γ

(
W Γ

(a′b′)(a′′b′′) +W Γ
(a′′b′′)(a′b′)

)
δΓ′Γδµ′µ .

(3.29)
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Mientras que del Hamiltoniano en (3.26) se tiene la ecuación de movimiento[
H,Γ†Γµ;α

]
= ΩΓ

αΓ†Γµ;α = ΩΓ
α

∑
ab

[
Xα
ab;Γγ

†
ab;Γµ − (−1)φµY α

ab;Γγ
ba;Γ̄µ̄

]
. (3.30)

A partir de lo anterior se obtiene que[
γa
′b′;Γ′µ′ ,

[
H,Γ†Γµ;α

]]
= ΩΓ

αX
α
a′b′;ΓδΓ′Γδµ′µ[

γ†a
′b′;Γ′µ′

[
H,Γ†Γµ;α

]]
= ΩΓ

αY
α
a′b′;ΓδΓ′Γδµ′µ . (3.31)

De la misma manera como se hizo en la sección 3.1 podemos despejar a X de las ecuaciones

(3.29) y (3.31) obteniendo que

Xα
ab;Γ =

∑
a′b′

V Γ
(ab)(a′b′)X

α
a′b′;Γ + 1

2
Y α
a′b′;Γ

(
W Γ

(a′b′)(ab) +W Γ
(ab)(a′b′)

)
ΩΓ
α − εΓab

≡
Λα
ab;Γ

ΩΓ
α − εΓab

, (3.32)

donde esta vez hemos identificado a la función de vértice Λ como

Λα
ab;Γ =

∑
a′b′

[
V Γ

(ab)(a′b′)X
α
a′b′;Γ +

1

2

(
W Γ

(a′b′)(ab) +W Γ
(ab)(a′b′)

)
Y α
a′b′;Γ

]
. (3.33)

Análogamente, de despejar a los coeficientes Y de las ecuaciones (3.29) y (3.31) se obtiene

que

Y α
ab;Γ = −

∑
a′b′

V Γ
(ab)(a′b′)Y

α
a′b′;Γ + 1

2
Xα
a′b′;Γ

(
W Γ

(a′b′)(ab) +W Γ
(ab)(a′b′)

)
(ΩΓ

α + εΓab)
≡

∆α
ab;Γ

(ΩΓ
α + εΓab)

, (3.34)

donde esta vez hemos identificado a la función de vértice ∆ como

∆α
ab;Γ = −

∑
a′b′

[
V Γ

(ab)(a′b′)Y
α
a′b′;Γ +

1

2

(
W Γ

(a′b′)(ab) +W Γ
(ab)(a′b′)

)
Xα
a′b′;Γ

]
. (3.35)

Sustituyendo a los coeficientes X y Y en las definiciones de Λ y ∆ se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones de recurrencia

Λα
ab;Γ =

∑
a′b′

[
V Γ

(ab)(a′b′)
(ΩΓ
α−εΓa′b′ )

Λα
a′b′;Γ +

1
2

(
WΓ

(a′b′)(ab)+W
Γ
(ab)(a′b′)

)
(ΩΓ
α+εΓ

a′b′ )
∆α
a′b′;Γ

]
∆α
ab;Γ = −∑a′b′

[
V Γ

(ab)(a′b′)
(ΩΓ
α+εΓ

a′b′ )
∆α
a′b′;Γ +

1
2

(
WΓ

(a′b′)(ab)+W
Γ
(ab)(a′b′)

)
(ΩΓ
α−εΓa′b′ )

Λα
a′b′;Γ

]
, (3.36)
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que es equivalente a la ecuación vectorial

∑
a′b′

 δ(ab)(a′b′) −
V Γ

(ab)(a′b′)
(ΩΓ
α−εΓa′b′ )

−1
2

(
WΓ

(a′b′)(ab)+W
Γ
(ab)(a′b′)

)
(ΩΓ
α+εΓ

a′b′ )

1
2

(
WΓ

(a′b′)(ab)+W
Γ
(ab)(a′b′)

)
(ΩΓ
α−εΓa′b′ )

δ(ab)(a′b′) +
V Γ

(ab)(a′b′)
(ΩΓ
α+εΓ

a′b′ )


 Λα

a′b′;Γ

∆α
a′b′;Γ

 = 0 , (3.37)

por lo cual una solución no trivial existe cuando el determinante de la matriz anterior es cero.

Por otro lado, para determinar a las enerǵıas RPA ΩΓ
α será necesario primero introducir a

las siguientes matrices

A(Γµ)(Γ′µ′)
(ab)(a′b′) ≡ 〈0|

[
γa
′b′;Γ′µ′ ,

[
H, γ†ab;Γµ

]]
|0〉 =

(
εΓabδa′aδb′b + V Γ

(a′b′)(ab)

)
δΓ′Γδµ′µ

B(Γµ)(Γ′µ′)
(ab)(a′b′) ≡ −〈0|

[
γ†a

′b′;Γ′µ′ ,
[
H, γ†ab;Γµ

]]
|0〉 = 1

2

(
W Γ

(a′b′)(ab) +W Γ
(ab)(a′b′)

)
δΓ′Γδµ′µ , (3.38)

podemos juntar a las ecuaciones (3.29) y (3.31) en una ecuación de autovalores de la forma

∑
ab

 A(Γµ)(Γ′µ′)
(ab)(a′b′) B(Γµ)(Γ′µ′)

(ab)(a′b′)

−B(Γµ)(Γ′µ′)
(ab)(a′b′) −A(Γµ)(Γ′µ′)

(ab)(a′b′)

 Xα
ab;Γ

Y α
ab;Γ

 = ΩΓ
α

 Xα
a′b′;Γ

Y α
a′b′;Γ

 δΓ′Γδµ′µ . (3.39)

La matriz A es la matriz de adelanto que ya fue introducida en la Sección 3.1, mientras

que a la matriz B se le nombra matriz de retraso. A partir de la ecuación (3.38) se puede

observar que ambas matrices son hermitianas y que el método TDA se recupera cuando B y

Y se anulan.

La ecuación (3.39) es una ecuación de autovalores para una matriz no-Hermitiana, que ha

sido ampliamente estudiada en la literatura y cuyas soluciones son estándar. Usualmente se

le puede encontrar reescrita de la siguiente manera

∑
ab

 A(Γµ)(Γ′µ′)
(ab)(a′b′) B(Γµ)(Γ′µ′)

(ab)(a′b′)

B(Γµ)(Γ′µ′)
(ab)(a′b′) A(Γµ)(Γ′µ′)

(ab)(a′b′)

 Xα
ab;Γ

Y α
ab;Γ

 = ΩΓ
α

 Xα
a′b′;Γ

−Y α
a′b′;Γ

 δΓ′Γδµ′µ . (3.40)

Esta forma de expresar las ecuaciones de RPA tiene un uso más bien didáctico, pues en

particular permite notar que si una solución
 X

Y

 corresponde a una enerǵıa Ω entonces,

tomando el complejo conjugado, otra solución
 Y ∗

X∗

 es obtenida con enerǵıa −Ω∗. Es por ello

que para resolver a las ecuaciones de RPA en lo general se utiliza la llamada descomposición
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de Choleski para reducir por la mitad las soluciones posibles, reteniendo solamente aquellas

con enerǵıa positiva [38].

Cabe mencionar que una de las propiedades más notables de las ecuaciones de la RPA es

la aparición de soluciones complejas cuando las interacciones involucradas en el Hamiltoniano

sobrepasan cierta intensidad cŕıtica, de modo que el vaćıo inicial (en este caso |0〉) se aleja

demasiado del verdadero estado base para ser un sustituto aceptable en las ecuaciones de

movimiento. Se puede demostrar que no aparecerán dicho tipo de soluciones siempre que la

matriz M definida por

M =

 A B

B∗ A∗

 , (3.41)

sea positiva definida. Esto a su vez ha demostrado ser equivalente a que el vaćıo realmente

minimice al valor de expectación de la enerǵıa para cualquier operador part́ıcula-agujero anti-

Hermitiano arbitrario [37].

Para finalizar la discusión sobre la RPA debe notarse que a pesar de que el método de

la RPA es conocido por preservar (en principio) las simetŕıas del Hamiltoniano total [39] tal

como la invariancia traslacional y Galiliana, dichas simetŕıas pueden ser rotas debido a alguna

de las siguientes razones [40]:

a) Uso de enerǵıas emṕıricas (no-autoconsistentes) de una part́ıcula.

b) Uso de interacciones que no sean invariantes traslacionales.

c) Truncamiento del espacio de configuraciones.

En el caso del presente modelo es el uso de enerǵıas de oscilador armónico para una

part́ıcula lo que impide que los cálculos de RPA conserven las simetŕıas adecuadas. Es por

ello que en la sección D.2 se evalúa la manera de modificar a las ecuaciones de RPA de manera

que sea posible separar a los estados espúrios provenientes de la no-autoconsistencia de los

cálculos.

La expresión para la matriz adelanto A corresponde a la ecuación (B.42). A su vez, la

expresión más general para la matriz retraso B está dada por la ecuación (B.58).



Caṕıtulo 4

Renormalización

Hemos discutido en los Caṕıtulos 1 y 2 que en el caso particular de nuestro modelo, la

expansión en funciones de oscilador armónico tridimensional introduce integrales en el espacio

de posiciones que son bien comportadas tanto a distancias relativas cortas como grandes.

Sin embargo, por razones numéricas se introduce un corte equivalente en cierta manera al

parámetro de corte ultravioleta Λ de la regularización por fuerza bruta. En lugar de un corte

continuo que trunque a las integrales en el espacio de momentos |p| < Λ, en el presente modelo

el corte Ncut trunca al espacio del número de cuantas de oscilación admisibles y por ende no

es un corte en un espacio continuo.

Antes de hablar de renormalización, será necesario definir a la masa f́ısica de una part́ıcu-

la como el eigenvalor del Hamiltoniano completo en el eigenestado de mı́nima enerǵıa que

describe a una part́ıcula en reposo. Es posible demostrar que con dicha definición, la masa

f́ısica corresponde con la ubicación del primer polo aislado en el propagador de la part́ıcula

en cuestión.

De cuantizar una teoŕıa libre seŕıa posible identificar directamente al parámetro m0 de la

ecuación (2.7) como la masa f́ısica de las part́ıculas. Sin embargo, la ubicación del polo en el

propagador recibe una contribución de las interacciones, por lo que decimos que la masa se

viste con las interacciones. Esta es la razón por la que en el Caṕıtulo 2 denominamos a m0

como la masa desnuda.

41
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El hecho de que la masa desnuda, aśı como el acoplamiento entre distintas part́ıculas

se modifiquen (se vistan) como resultado inevitable de la existencia de interacciones, hace

que se pierda la conexión directa entre los parámetros del Hamiltoniano (o del Lagrangiano,

según el formalismo utilizado) y los correspondientes parámetros f́ısicos medibles m y g.

Nos interesará siempre expresar nuestras cantidades f́ısicas en términos de dichos parámetros

f́ısicos y no de los parámetros desnudos m0 y g0. A este cambio de parámetros se le conoce

como renormalización.

Vale la pena enfatizar que de entrada, la necesidad de renormalizar no está intŕınsecamente

relacionada con la existencia de divergencias, y está igualmente presente incluso en teoŕıas

que son finitas desde un principio, como es el caso de ciertas teoŕıas supersimétricas [41, 42].

La necesidad en general de la renormalización se debe a que uno debe reportar las amplitudes

de dispersión en términos de cantidades finitas y medibles (o al menos, relacionadas con

algo medible). Es entonces que usualmente se define al acoplamiento renormalizado haciendo

referencia a un proceso de dispersión, por ejemplo, a una dispersión e− + e− → e− + e− en

QED a cierta escala de momento. El punto es simplemente que si se escogiera otra escala, la

definición de los acoplamientos tendŕıa que cambiar.

En este punto cabe insistir en que la renormalización usualmente se hace pidiendo que las

funciones de correlación que representan determinados procesos de dispersión no dependan

del corte. En este caso, el proceso de renormalización requerirá de dos etapas consecutivas:

En la primera de ellas (Subsección 4.1.1) se pide que las observables f́ısicas independientes

del corte sean las masas de los quarks, a pesar de que debido al confinamiento no es posible

representar al quark como un estado asintótico y por ende no hay tal cosa como la masa

f́ısica de un quark. En la segunda etapa (Subsección 4.1.2) se renormaliza a los parámetros de

interacción. Para ello la observable f́ısica que se mantiene independiente del corte es la masa

del pion.

En la Sección 4.3 se agrega por completez una breve discusión sobre la elección del ancho

del oscilador ξ−1/2, en donde se argumenta que no se trata de un parámetro libre y que además

dicha elección puede ser considerada independiente del corte Ncut.
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4.1. Renormalización del Hamiltoniano

Después de diagonalizar al término de propagación libre, el Hamiltoniano efectivo tiene

esquemáticamente la siguiente estructura:

H =
∑
p

εpnp − α
1

r
+ βr , (4.1)

donde r es la notación corta para representar a la interacción lineal, 1
r

para la interacción

Coulombiana estándar y εp es la enerǵıa de propagación libre de una part́ıcula relacionada al

estado p (ver Figura 1.2). Se denota por np a la suma de los operadores de número de quarks

y antiquarks después de ser evaluados sobre el estado p.

Es posible observar que los valores de expectación dependen del corte Ncut. Esto se debe

a que al tomar en cuenta más estados posibles del oscilador armónico, las enerǵıas de una

part́ıcula disminuyen al aproximarse a la solución continua de ondas planas, mientras que la

precisión en el cálculo tanto del valor esperado 〈 1
r 〉 como el de 〈r〉 aumenta de acuerdo a su

expansión en integrales de Talmi

〈H〉Ncut =
∑
p

εNcut
p 〈np〉Ncut − αNcut〈

1

r
〉Ncut + βNcut〈r〉Ncut . (4.2)

De este modo, si se ajusta a los parámetros del Hamiltoniano para reproducir algunos

estados de bajas enerǵıas (por ejemplo, el estado del pión) para un corte a usar como punto

de renormalización dado N0; entonces el valor de expectación del Hamiltoniano para dicho

corte será

〈H〉N0 =
∑
p

εN0
p 〈np〉N0 − αN0〈

1

r
〉N0 + βN0〈r〉N0 . (4.3)

Su relación con la ecuación (4.2) para un corte finito Ncut es entonces

〈H〉Ncut = 〈H〉N0 + 〈H〉Ncut>N0 , (4.4)

donde el último término se refiere a las contributiones para Ncut > N0.

La ecuación (4.4) puede ser extendida a cualquier tipo de operador, sustituyendo al Ha-

miltoniano H por el operador O, el cual puede ser r o cualquiera de los otros operadores

involucrados en la ecuación (4.1).
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4.1.1. Renormalización de las masas

En adelante denotaremos con mf
Ncut

a la masa del quark con sabor f = {q, s} (q = {u, d})
descrito en la base (τNl). El sub́ındice Ncut denota su dependencia con el corte en el número

de cuantas de oscilación. Esta masa corresponde a la definición de la ecuación (2.10) y por

ende se trata de la masa de las pseudopart́ıculas en la base de oscilador armónico, es decir,

antes de la prediagonalización del Hamiltoniano de propagación libre.

Las masas mf
Ncut

son parámetros libres de nuestro modelo y no son elegidas en conformi-

dad con las masas desnudas reportadas por los cálculos de redes, las cuales corresponden a

m̄ud =3.42 MeV y m̄s =93.8 MeV [44]. En su lugar argumentamos que la escala caracteŕısti-

ca inducida por el ancho de oscilador armónico (Ver Sección 4.3) genera una masa -aún en

ausencia de interacciones-, v́ıa el principio de incertidumbre de Heisenberg

∆p∆x ∼ ~ −→ (mc)(
√
γ)−1 ∼ ~ . (4.5)

Esto da por resultado una masa de ∼ 270 MeV para un ancho de oscilador de 0,75 fm. Por

supuesto que este resultado no depende ni del sabor ni del corte, pero ayuda a estimar que

las masas mf
Ncut

se encontrarán entre los 100 y hasta 400 MeV sólo por efectos de la base, es

decir, muy por encima de los valores desnudos expuestos en el párrafo anterior.

Por otro lado, interpretaremos como masa efectiva al primer estado de una part́ıcula

εk,j,Y,T con K = 1, j = 1
2

dependiendo de su isoesṕın de sabor, i.e., meff
q = ε1, 1

2
,± 1

2
, 1
2

y meff
s =

ε1, 1
2
,0,0. Dichas masas están entonces definidas en la base (λπk), en la cual el Hamiltoniano de

propagación libre de la ecuación (2.12) es diagonal, de modo que tal base seŕıa la de ondas

planas en el ĺımite Ncut −→∞.

De hecho, el uso de una base confinante como punto de partida -como lo es la base de

oscilador armónico-, rompe la simetŕıa quiral [10] y hace imposible el recuperar el ĺımite quiral

aún cuando se fije a las masas mf
Ncut

a cero.

Observamos que las masas efectivas ya no tienen un sub́ındice que denote la dependencia

con el corte. Esto es debido a que el proceso de renormalización aqúı propuesto consiste en

mantener a dichas masas fijas para todo Ncut al valor de enerǵıa que teńıa en el punto de
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renormalización N0.

Por otro lado, es posible observar que conforme se incrementa el número máximo de cuan-

tas Ncut > N0 que conforman al espacio a considerar, las masas mf
Ncut

deben ser reescaladas

para mantener a la masa efectiva independiente del corte. Para conseguir tal efecto, se les

multiplica por una función a ser determinada

mf
Ncut

= mf
N0

√
xfNcut

. (4.6)

La función
√
xfNcut resulta ser diferente para las masas mu,d y ms, por lo que el supeŕındice f

denota la dependencia de la función con el sabor.

Desafortunadamente, no es posible hacer una comparación directa con las masas corrientes

que se obtienen en modelos que utilizan ondas planas como base para los campos fermiónicos.

Esto se debe a la contribución que proviene de la enerǵıa cinética del oscilador armónico, el cual

como hemos mencionado no es sujeto a la renormalización, de modo que la renormalización

de las masas debe compensar por este hecho. Quizás podŕıa ser interesante para un proyecto

a futuro el buscar una forma de conectar el esquema de renormalización del presente modelo

con otras formas más “estándar” de llevar a cabo dicho proceso.

4.1.2. Renormalización de los parámetros de interacción

Para determinar a los parámetros de interacción óptimos α0 y β0 se ajusta al espectro

para un corte dado N0, por ejemplo, pidiendo que la masa del pion sea de 137 MeVs. De la

misma manera como se hizo con las masas, se pide que α y β reescalen con el corte de acuerdo

a una función de la forma

αNcut = αN0

√
xNcut

βNcut = βN0/
√
xNcut . (4.7)

Posteriormente, se vaŕıa a αNcut y βNcut dejando fija la masa del pión al mismo valor de 137

MeV. En este caso se ha impuesto que tanto α como β reescalen con la misma proporción

como función del parámetro de corte. Esto implica que conforme decrezca el valor de β a altas
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enerǵıas (libertad asintótica) entonces el término Coulombiano de la interacción va teniendo

más y más influencia en el espectro de mesones.

Tomemos como ejemplo el operador de interacción lineal, entonces multiplicado a la ecua-

ción (4.4) por el parámetro de interacción, puede ser reescrito como

βNcut〈r〉Ncut = βNcut

(
1 +
〈r〉Ncut>N0

〈r〉N0

)
〈r〉N0

= βN0〈r〉N0 , (4.8)

donde la relación entre βN0 and the βNcut es

βNcut = βN0/
√
xNcut

√
xNcut =

(
1 +
〈r〉Ncut>N0

〈r〉N0

)
. (4.9)

Esto garantiza el mismo valor de expectación v́ıa la renormalización de β como función del

corte. En la ecuación (4.9) las contribuciones de frontera para N mayor que N0 son asimiladas.

El expresar a la función de reescalamiento como una ráız cuadrada es por conveniencia.

Análogamente, para la interacción 1
r y asumiendo que el comportamiento < 1

r > ≈ 1
<r> es

satisfecho, tenemos que αNcut ≈ αN0

√
xNcut .

4.2. Resultados numéricos para la renormalización

La diagonalización se efectúa escogiendo el ancho de oscilador ξ−1/2 de acuerdo al principio

variacional discutido en la Sección 4.3 para un corte dado Ncut = N0. Tal ancho de oscilación

se mantendrá fijo para todos los valores posibles de Ncut de manera que se utilice la misma

base durante todo el proceso.

Para los resultados expuestos en el presente documento, hemos usado un punto de renor-

malización a bajas enerǵıas con N0 = 3. En el cuadro 4.1 se muestra cómo rescalan las masas

mf
Ncut

de los quarks aśı como los parámetros de interacción para mantener un espectro RPA

aproximadamente invariante.
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Ncut mq[GeV ] ms[GeV ] α β[GeV 2] meff
q [GeV ] meff

s [GeV ] πRPA[GeV ]

3 0.050 0.310 0.160 0.400 0.258 0.400 0.136

5 0.142 0.337 0.229 0.280 0.258 0.400 0.136

7 0.173 0.351 0.288 0.222 0.258 0.400 0.137

9 0.191 0.360 0.333 0.191 0.258 0.400 0.138

11 0.202 0.367 0.381 0.168 0.258 0.400 0.138

13 0.210 0.371 0.423 0.151 0.258 0.400 0.137

Cuadro 4.1: Renormalización numérica de las masas y de los parámetros de interacción. En

acuerdo con el Cuadro 4.3, todos los cálculos se realizan usando ξ =0.07 GeV2.

En el Cuadro 4.1 se muestra a la enerǵıa RPA del estado más bajo con los números

cuánticos del pión π0 como función del corte. Como puede verse, la enerǵıa del pión perma-

nece aproximadamente constante, mientras que las masas de los quarks y los acoplamientos

reescalan aproximadamente como una ley de potencias con

xNcut = 1 + a (Ncut −N0)b

xfNcut
= 1 + af (Ncut −N0)b

f

, (4.10)

donde los parámetros a, b, af , bf (f = {q, s}) son listados en el Cuadro 4.2, mientras que

xNcut y xfNcut
satisfacen por construcción las condiciones de frontera xN0 = 1 y xfN0

= 1,

respectivamente.

a b aq bq as bs

0.49 1.08 5.17 0.52 0.13 0.52

Cuadro 4.2: Parámetros del ajuste en potencias para las funciones de renormalización de la

ecuación (4.10).
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En la figura 4.1, se muestran los valores adimensionales m̃q =
m
Ncut
q

m
N0
q

, m̃s = m
Ncut
s

m
N0
s

, α̃ =
αNcut

αN0

y β̃ =
βNcut

βN0
.
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Figura 4.1: Renormalización de los parámetros.

De acuerdo a los resultados del Cuadro 4.2 es posible simplificar a las expresiones para las

funciones de renormalización mediante las siguientes aproximaciones:

mf
Ncut

≈ mf
N0

√
1 + af (Nmax −N0)

1
2

αNcut ≈ αN0

√
1 +

1

2
(Nmax −N0)

βNcut ≈
βN0√

1 + 1
2

(Nmax −N0)
. (4.11)

Hemos llevado a cabo una serie de diagonalizaciones numéricas, incrementando N desde

3 hasta 13 en pasos de 2 y determinando xNcut y xqNcut
de modo que la primera enerǵıa

de part́ıcula libre es aproximadamente la misma. Cambiando las masas y las constantes de

interacción de acuerdo a las ecuaciones anteriores, efectivamente se obtiene un espectro RPA

aproximadamente invariante. No podemos dar una expresión anaĺıtica a la renormalización a

causa de su naturaleza altamente no trivial.
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4.3. Ancho de oscilador

Durante una conferencia en 1953, Enrico Fermi criticó la complejidad del modelo de Free-

man Dyson al citar a John von Neumann, quien supuestamente afirmó “Con cuatro paráme-

tros puedo ajustar un elefante, y con cinco puedo lograr que mueva su trompa” [43]. Esta

frase habla por śı sola, pero para ejemplificarla aún más podemos establecer que cualesquiera

N puntos se pueden ajustar con una precisión arbitrariamente buena si se utiliza como ajuste

un polinomio de grado N − 1. Sin embargo, una teoŕıa que pretende ser fundamental debe

ser capaz de predecir el comportamiento de un sistema a través de primeros principios y no

a través de un gran número de parámetros libres.

Es por ello que, como se menciona en la Introducción, uno de los objetivos del presente

modelo es requerir el menor número posible de parámetros libres. Ello se logra en primera

instancia al determinar al ancho de oscilador armónico de la base mediante el uso de un

método variacional que nos permite relacionarlo con los demás parámetros del Hamiltoniano

en cuestión.

A pesar de que el ancho de oscilación no es un parámetro intŕınseco de la teoŕıa -pues en

principio se puede usar cualquier base para la expansión de los campos fermiónicos-, lo cierto

es que no cualquier elección de base será suficientemente buena en términos de convergencia.

De este modo, el fijar el ancho de oscilador v́ıa un principio variacional hace que la base

utilizada surja naturalmente como aquella que optimiza al espectro energético de la teoŕıa a

evaluar.

Con dicha finalidad se utliza la paqueteŕıa MINUIT del CERN [45], la cual permite mi-

nimizar al valor de los elementos de matriz diagonales del Hamiltoniano en la base de pares

que se definirán en la Sección 3.1.

∂

∂ξ

∑
ab

〈ab̄Γ|H|ab̄Γ〉 = 0

∂2

∂ξ2

∑
ab

〈ab̄Γ|H|ab̄Γ〉 ≥ 0 , (4.12)

donde la suma está restringida al subespacio de números cuánticos del pion, es decir, {JP , (Y, T )} =



CAPÍTULO 4. RENORMALIZACIÓN 50

{0−, (0, 0)} donde Y y T se refieren a hipercarga e isoesṕın de sabor.

En el Cuadro 4.3 se muestra el valor óptimo que se obtuvo numéricamente para la colección

de parámetros que se presentará en el Caṕıtulo 4.

Ncut mq[GeV ] ms[GeV ] α β[GeV 2] ξopt[GeV
2]

3 0.050 0.310 0.16 0.40 0.070

5 0.142 0.337 0.23 0.28 0.068

7 0.173 0.351 0.29 0.22 0.068

9 0.191 0.360 0.33 0.19 0.070

11 0.202 0.367 0.38 0.17 0.071

13 0.210 0.371 0.42 0.15 0.072

Cuadro 4.3: Valor óptimo para ξ como función del corte Ncut y de los parámetros del Hamil-

toniano usados en el Caṕıtulo 4.

Obtenemos en promedio un valor óptimo ξopt = 0.07 GeV2, el cual induce una escala

caracteŕıstica ξ−1/2 = 0.75 fm para los mesones del presente modelo. Dicho resultado es del

orden de lo deseable pues en la literatura se considera que la escala caracteŕıstica de los

mesones es de 1 fm.
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Resultados

En el presente caṕıtulo se presentan nuestros resultados y son comparados con los datos

experimentales disponibles. También se compara a los métodos de TDA y RPA entre śı con

la finalidad de explorar la influencia de las correlaciones del estado base sobre los diferentes

subespacios {JP , (0, 0)C , (Y, T )}, donde ambos métodos son implementados. En adelante se

omite a la representación singlete de color (0, 0)C , ya que por construcción todos los estados

colectivos de TDA y RPA son escalares en color.

Con el fin de agrupar las principales caracteŕısticas del sector de bajas enerǵıas del espectro

mesónico, vale la pena enlistar los números cuánticos de isospin, spin y paridad T (JP ) para

los estados de hasta 1 GeV [46].

1) Los Mesones Pseudoescalares son reportados en la Sección 5.1 y se les puede identificar

de la siguiente manera:

• Los estados tipo pión tienen T (JP ) = 1(0−).

• Los estados tipo kaón tienen T (JP ) = 1
2
(0−).

• Los estados tipo η y η′ tienen T (JP ) = 0(0−).

2) Los Mesones Vectoriales son reportados en la Sección 5.2 y son identificados con los

siguientes números cuánticos:

51
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• El mesón ρ tiene T (JP ) = 1(1−).

• Los estados tipo kaón vectorial tienen T (JP ) = 1
2
(1−).

• Los estados tipo ω y φ tienen T (JP ) = 0(1−).

3) Finalmente, los Mesones Escalares son reportados en la Sección 5.3 y es posible identi-

ficarlos como se muestra a continuación:

• El mesón a0 tiene T (JP ) = 1(0+).

• El estado K∗0 tiene T (JP ) = 1
2
(0+).

• Los estados f0(500), f0(980) = f ∗0 tienen T (JP ) = 0(0+).

No hay mesones pseudovectoriales reportados con enerǵıas por debajo de 1 GeV, [46].

En este momento es necesario recordar que el Hamiltoniano efectivo de la ecuación (2.1)

no mezcla sabor. Sin embargo, el procedimiento para remover los estados espúrios mostrado

en la Sección D.2 genera una mezcla de sabor que en general es pequeña, razón por la cual

los eigenestados reportados en el presente Caṕıtulo -a menos que se establezca lo contrario-,

son estados puros, es decir, de la forma qq̄ (q = u, d) ó ss̄.

En el Cuadro 5.1 se muestran los valores asignados a los distintos parámetros del modelo

para dos cálculos diferentes. Dichos cálculos se realizaron para dar un análisis cuantitativo de

la importancia del potencial de Coulomb (tipo −α/r) respecto al potencial lineal βr. Esto se

logra tras comparar al espectro que se obtiene utilizando α = 0 (set 1) con aquel que resulta

de usar α 6= 0 (set 2), manteniendo fijo al resto de los parámetros en ambos cálculos.

Los dos cálculos del Cuadro 5.1 se realizan utilizando un corte en el espacio de cuantas de

oscilación Ncut = 3 y en jmax = 3/2, aśı como un valor para ξopt =0.075 GeV2 que corresponde

a un ancho de oscilador de 0.8 fm, en concordancia con lo expuesto en el Cuadro 4.3. Los

parámetros son ajustados de modo que el cálculo del RPA reproduzca lo mejor posible a

las masas de los mesones ρ y ω, pues dichos mesones no son demasiado influenciados por la

simetŕıa quiral. El resto del espectro RPA es una consecuencia de tal ajuste.
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Set \parámetros mu,d[GeV ] ms[GeV ] α β[GeV 2]

1 0.05 0.23 0.0 0.42

2 0.05 0.23 0.1 0.42

Cuadro 5.1: Parámetros utilizados para los cálculos de TDA y RPA: 1) el parámetro α se

pone a cero y 2) el parámetro α se establece en 0.1. Para ambos cálculos se usa un ancho de

oscilador armónico correspondiente a 0.8 fm.

5.1. Mesones Pseudoescalares

Para los mesones pseudoscalares se requieren en principio cuatro diagonalizaciones inde-

pendientes, una para cada subespacio {T, Y }. Sin embargo, los subespacios (T, Y ) = (1/2, 1)

y (1/2,−1) resultan ser equivalentes dada la invariancia de conjugación de carga del Hamil-

toniano.

Puesto que por el momento no se hace ninguna distinción entre mesones cargados y neu-

tros, se reporta solamente un estado tipo pión, aśı como un único estado tipo kaon, corres-

pondiente al valor propio más bajo para T = 1 y T = 1
2
, respectivamente (ver Cuadro 5.2).

Por otro lado, como ya se argumentó antes, no es posible identificar a los estados tipo η y η′

hasta no introducir un ángulo de mezcla. Sin embargo, en el presente documento se identifica

a dichos estados como aquellos correspondientes a los dos valores propios más bajos qq̄ y ss̄

del subespacio (T, Y ) = (0, 0), respectivamente. Esta identifiación necesariamente conduce a

un estado tipo-η degenerado con el estado tipo pión.

Es posible observar del Cuadro 5.2 que las correlaciones de vaćıo que introduce el método

RPA hacen que la enerǵıa del pión decrezca hasta en un 9,7 % respecto a su valor TDA,

mientras que los estados tipo Kaon permanecen sin cambios, es decir, las contribuciones que

reciben de dichas correlaciones son despreciables.

De la misma manera se puede notar que, para los valores de α y β reportados en el

Cuadro 5.1, la influencia del potencial de Coulomb tipo α/r hace que las enerǵıas de los

estados pseudoescalares se reduzcan entre 2 y 3 MeV de su valor respecto al caso en que dicho
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Estado Exp. TDA(Set1) TDA(Set2) RPA(Set1) RPA(Set2)

π 139 590 588 534 531

K 495 678 676 678 676

η 547 590 588 534 531

η′ 957 761 759 736 734

Cuadro 5.2: Masas experimentales de los mesones pseudoescalares [MeV] comparadas con los

resultados para TDA y RPA, usando los sets de parámetros del Cuadro 5.1.

potencial no existiera. Por lo anterior se justifica que la contribución de dicho término puede

ser despreciada en nombre de reducir el número de parámetros del modelo.

5.1.1. Mezcla de sabor η − η′

Sabemos que los estados con hipercarga e isoesṕın de sabor (Y T ) = (00) deben presentar

mezcla de sabor, por ejemplo, los mesones f́ısicos η y η′ se obtienen en el modelo de quarks al

realizar una rotación de los estados singlete η1 = 1√
3

(
uū+ dd̄+ ss̄

)
y η8 = 1√

6

(
uū+ dd̄− 2ss̄

)
con un ángulo que experimentalmemente se reporta alrededor de los 17◦ [47].

Una descripción realista de los mesones pseudoscalares η y η′ demanda la presencia de

algún tipo de procedimiento que dé origen a la mezcla de sabor, lo cual necesariamente

implica la introducción de un término extra de interacción en el Hamiltoniano de la ecuación

(2.1) a ser diagonalizado utilizando los métodos de muchos cuerpos, es decir, al mismo tiempo

que el Hamiltoniano en su totalidad.

Sin embargo, en el presente Caṕıtulo sólo se evalúa por completez un método a posteriori

para llevar a cabo la mezcla de sabor, en el cual la interacción es introducida después haber

diagonalizado mediante los métodos de muchos cuerpos. De esta manera se impone que la

mezcla sólo se realice sobre los estados qq̄ y ss̄ que previamente hab́ıamos identificado con los

estados η y η′.

El mecanismo f́ısico responsable de la mezcla de sabor es la aniquilación de un par quark-
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antiquark en dos o tres gluones (Ver Figura 5.1) acoplados a color cero que subsecuentemente

crean un nuevo par quark-antiquark sin color, pero no necesariamente con el mismo sabor.

Es por ello que tal proceso sólo puede ocurrir en el sector con hipercarga e isoesṕın de sabor

nulos, que correspondeŕıa al estado singlete de SU(3). Las amplitudes para dichos procesos de

aniquilación virtuales son independientes del sabor pues los gluones se acoplan de la misma

manera a diferentes tipos de quark.

Figura 5.1: Aniquilación virtual de dos mesones neutros en gluones para a) JP = 0− y b)

JP = 1−. Tales procesos son responsibles de la mezcla dinámica de sabor.

Para simular dicho proceso se introduce en [48] una matriz 3 × 3 cuyos valores propios

corresponden a las masas del pión, el η y η′, sin embargo, el grado de libertad del pión resulta

redundante, por lo que en el presente proyecto se ha optado por manipular una matriz de

2×2 cuyos eigenvalores correspondan únicamente a las masas de η y η′. Para ello, denotamos

con HFM a los elementos de matriz del Hamiltoniano de mezcla de sabor que conectan a un

fonón (a nivel TDA ó RPA) con otro, por lo cual, la matriz a diagonalizar es

 Mqq̄ + 2HFM

√
2HFM

√
2HFM Mss̄ +HFM

 . (5.1)

Las masas Mqq̄ y Mss̄ de la ecuación (5.1) corresponden a los eigenvalores más bajos a

nivel TDA ó RPA para los estados puros qq̄ y ss̄ del Hamiltoniano (2.1) en el subespacio

{0−, (0, 0)} y cuyos valores se muestran en el Cuadro 5.2. Aún cuando HFM debe ser función

de la escala de enerǵıa de manera que decrezca con la enerǵıa en concordancia con la libertad
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asintótica, en el presente caso se utiliza un valor constante que pudiera interpretarse como

una aproximación de campo medio.

Los factores de 2 y
√

2 que multiplican a HFM son consecuencia del hecho de que no hace

distinción entre los estados |uū〉 y |dd̄〉 en la formulación hasta ahora presentada. Es por ello

que el estado |qq̄〉 debe ser identificado con el estado singlete |qq̄〉 = 1√
2

(
|uū〉+ |dd̄〉

)
.

Por último, los eigenvalores de la matriz de mezcla de sabor de la ecuación (5.1) están

dados por

E± =
1

2
( Mqq̄ +Mss̄ + 3HFM ±

√
9H2

FM + 2HFM(Mqq̄ −Mss̄) + (Mqq̄ −Mss̄)2 ) . (5.2)

En el cuadro 5.3 se muestra el ajuste realizado tanto a nivel TDA como RPA para el

parámetro HFM tal que se reproduzca la masa del mesón η′ de manera exacta.

Estado Exp. TDA(Set2) HFM RPA(Set2) HFM

η 547 674 90 634 105

η′ 957 942 90 946 105

Cuadro 5.3: Enerǵıas experimentales y resultados a nivel TDA y RPA después de haber

implementado una mezcla de sabor fenomenológica para las masas de los mesones η y η′

[MeV].

Sin embargo, otra elección para el ajuste pudo haber sido obtener la mejor aproximacíıon

posible a la diferencia de enerǵıas entre η y η′. Esta propuesta es mejor si se desea dar una

buena descripción de la composición de quarks ss̄ de ambos estados, con la desventaja de que

las enerǵıas de ambos estados resultan menores a la experimental.

5.2. Mesones Vectoriales

Para los mesones vectoriales calculados utilizando los valores para las masas y los paráme-

tros de interacción enlistados en el Cuadro 5.1, se obtuvieron los resultados que se enumeran

en el Cuadro 5.4.
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Estado Exp. TDA(Set1) TDA(Set2) RPA(Set1) RPA(Set2)

ρ 770 785 784 775 774

ω 782 792 791 782 782

K∗ 892 872 872 872 872

φ 1020 1087 1090 1081 1083

Cuadro 5.4: Masas experimentales para los mesones vectoriales [MeV] comparados con los

cálculos a nivel TDA y RPA, correspondientes a los parámetros del Cuadro 5.1.

En este momento cabe mencionar que el procedimiento de remoción del CM expuesto en

la Sección D.2 genera en śı mismo un mesón φ con mezcla de sabor sin requerir de ningún

procedimiento adicional. Dicho mesón resulta tener un contenido de 75 % de quarks ss̄, el cual

es quizás demasiado bajo para los datos experimentales, donde se considera que la extrañeza

del φ es casi del 100 %.

Las diferencias de enerǵıa entre las masas experimentales de los mesones vectoriales y

los resultados aqúı mostrados, tanto a nivel TDA como de RPA están alrededor del 10 % o

menos, por lo que considerando lo sencillo del procedimiento seguido y el bajo tiempo compu-

tacional necesario, el presente modelo puede representar una alternativa para los cálculos

no-perturbativos.

En la Figura 5.2, se muestran los resultados de la RPA obtenidos con el Set-2 de parámetros

después de haber llevado a cabo la mezcla de sabor con HFM = 105 MeV. Se compara a

dichos resultados tanto con los valores experimentales [46] como con los resultados de la

referencia [20].

Exceptuando los valores para enerǵıa RPA para los estados tipo pion y kaon -que resultan

demasiado altos respecto a sus valores experimentales-, varias caracteŕısticas del espectro de

mesones pseudoescalares y vectoriales se reproducen satisfactoriamente.
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Figura 5.2: Espectro experimental y RPA para los mesones pseudoescalares y vectoriales para

el Set-2 de parámetros después de haber implementado la mezcla de sabor y haber removido

el CM con el método Meyer-ter-Vehn mostrado en la Sección D.2.

La caracteŕıstica más notable del procedimiento de eliminación del CM es que rompe la

degeneración de los estados ρ y ω, subiendo a este último como debeŕıa. Esto se debe al hecho

que la estructura del vaćıo en el método ter-Vehn permite una pequeña mezcla de sabor,

incluso si el Hamiltoniano conserva la simetra de sabor.

5.3. Mesones escalares

Un análisis similar al realizado para los estados pseudoscalares y vectoriales se hace para

los estados escalares. Los mesones escalares con enerǵıa inferior a 1 GeV son estados muy

controvertidos [46, 49, 50], ya que en general tienen un gran ancho de decaimiento, lo cual
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causa un alto traslape entre las resonancias y el fondo, complicando aśı la interpretación

experimental de tales estados.

Sin embargo, algunos pocos mesones escalares son listados en el PDG [46] y vale la pena

mencionar sus números cuánticos T (JP ) y anchuras:

• El K∗0(800) (ó κ) con 1
2
(0+) y un ancho de 547 MeV.

• El a0(980) con 1(0+) y un ancho de 50− 100 MeV.

• El f0(500) (ó σ) y el f0(980), ambos con números cuánticos 0(0+) y anchos de 400 −
700 MeV y 10− 100 MeV respectivamente.

En el Cuadro 5.5, se muestran los resultados para el espectro TDA y RPA para los estados

escalares por debajo de 1 GeV.

Una vez más, en el presente documento se reportan los resultados sin implementar ninguna

especie de mezcla en el subespacio {T, Y } = (0, 0) de sabor, de manera que se interpreta como

f0(500) al primer estado puro qq̄, mientras que se identifica al estado f0(500) con el primer

estado puro ss̄. Para los casos con T = 1
2

y T = 1, es decir, K∗0 y a0, respectivamente,

se muestran los resultados a nivel TDA y RPA que se encuentran lo más cercanos al valor

experimental. Los demás estados obtenidos por debajo de 1 GeV en tales subespacios se

discuten más adelante.

El valor promedio del Cuadro 5.5 es tomado de [46]. Este toma en cuenta el gran número

de reportes sobre los estados escalares, aśı como las discrepancias dentro de la literatura.

En la Figura 5.3 es posible observar que en el presente modelo los estados tipo Kaón escalar

se aproximan en muy buena medida a los resultados experimentales. Esto tras considerar que

las predicciones teóricas para el estado K∗0(800) van desde los 594 MeV y hasta los 905 MeV,

mientras que los valores experimentales lo sitúan en el rango de 706− 855 MeV [46].

En el Cuadro 5.5 se reporta a la masa del mesón escalar a0(980) como la enerǵıa del primer

estado excitado (y no el de menor enerǵıa como en toda la discusión anterior). Sin embargo

se argumenta que es este quien corresponde al estado f́ısico mientras que el resto del espectro

actúa como fondo a ser analizado en el futuro.
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State Exp. TDA(Set1) TDA(Set2) RPA(Set1) RPA(Set2)

f0(500) (400-500) 601 599 546 542

K∗0(800) 682 687 686 687 686

f0(980) 990 1032 1035 979 981

a0(980) 980 932 933 893 894

Cuadro 5.5: Masas experimentales para los mesones escalares [MeV], [46], comparadas con lo

resultados a nivel TDA y RPA, para los parámetros reportados en el Set-2 del Cuadro 5.1.
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Figura 5.3: Estados escalares de la RPA para el Set-2 de parámetros del Cuadro 5.1, comparado

con los datos experimentales y con la referencia [20].
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Conclusiones

En conclusión, el modelo presentado es simple pero parcialmente exitoso. El modelo no

está listo todav́ıa y el espectro mostrado en la figura 5.2 aún puede ser mejorado drásticamente.

Sin embargo, las ventajas del modelo obtenidas hasta ahora se resumen a continuación:

•

• Una vez que se ha despreciado la contribución del término coulombiano del potencial, se

cuenta únicamente con cuatro parámetros libres: mu,d, ms, β y HFM . Dichos parámetros

son ajustados a las masas de los mesones η, η′, ω y ρ. Los kaones vectoriales K∗, el mesón

φ y todos los mesones escalares se encuentran en buena concordancia con los resultados

experimentales.

• La base del oscilador armónico es confinante y permite la integración anaĺıtica, ya que

las integrales involucrados en los elementos de la matriz de interacción se comportan

bien en los ĺımites de distancia relativa nula e infinita.

• Se tiene una rápida convergencia de las soluciones respecto al número de cuantos con-

siderados. Introduciendo un esquema de remormalización [14], las soluciones apenas

cambian después de Nmax = 8.

61
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• Lo anterior implica que no se requiere demasiada potencia computacional. Esto además

es debido al hecho de que las integrales son precalculadas anaĺıticamente, como se ha

mencionado antes.

• El espacio de coordenadas no contiene ninguna divergencia como las encontradas en el

espacio de momentos para cálculos de ondas planas.

• A diferencia de lattice QCD, el espacio-tiempo es continuo, no introduciendo ningún

error intŕınseco debido al espaciamiento finito de la red.

• La estructura de un vaćıo correlacionado introducido por el método RPA simula la

creación y aniquilación de pares virtuales.

• El método de Meyer-ter-Vehn permite restaurar las simetŕıas de traslación y Galileana

de los estados mesónicos construidos. Esto tiene como consecuencia una pequeña mezcla

de sabor evidente en la separación de los mesones vectoriales ω y ρ.

Debido a lo anterior, la conclusión final es que el modelo es factible pero requiere una mayor

investigación para poder competir con los enfoques actuales para los cálculos NP-QCD.

Una posible extensión a futuro del presente modelo es, como se mencionó en la Subsección

5.1.1, introducir un término en el Hamiltoniano que introduzca la mezcla de sabor a priori

y de preferencia partiendo de primeros principios [51]. Se recomienda también buscar una

manera de incorporar un rompimiento dinámico de la simetŕıa quiral aśı como interacciones

esṕın-esṕın [52].

Otra forma de mejorar el espectro es el uso de métodos de muchos cuerpos más sofisticados,

por ejemplo, utilizando el llamado Faddeev RPA, que introduce correcciones a la aproximación

quasibosónica mencionada en la Sección 3.2 al tomar en cuenta el principio de exclusión de

Pauli [53].

Una vez que el espectro experimental sea reproducido de manera satisfactoria será necesa-

rio investigar el ancho de los estados obtenidos tanto a nivel TDA como RPA, de manera que

sea posible caracterizar a los mesones escalares y quizás en el proceso mejorar la comprensión



CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES 63

que se tiene actualmente sobre tales estados. Subsecuentemente se puede probar la eficacia del

modelo para reproducir el espectro de bariones e incluso para estudiar estados de tetraquarks

y pentaquarks [54,55].



Apéndice A

Conmutadores del Álgebra de Pares

El presente Apéndice tiene por finalidad el servir como formulario para referenciar los

diversos cálculos de conmutadores que se llevarán a cabo a lo largo del Apéndice B. En él, se

calcula el álgebra compuesta por los operadores de creación y aniquilación de un par γ† y γ;

aśı como de los generadores de part́ıculas [b†b] y antipart́ıculas [dd†].

Sin embargo, resultará conveniente primero aclarar la notación, aśı como enunciar algunas

de las propiedades de los coeficientes involucrados en los cálculos.

Comencemos por reducir al coeficiente 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1 definido en la ecuación (3.3) en

los subespacios que lo conforman

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1
∣∣∣∣
SUc(3)

≡ 〈(10)µ1, (01)µ̄2|Γcµc〉1

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1
∣∣∣∣
SUf (2)

≡ 〈T1Tz1 , T2 − Tz2 |TTz〉

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1
∣∣∣∣
SUj(2)

≡ 〈j1m1, j2 −m2|LM〉 , (A.1)

donde se ha descompuesto al grupo SU(3) de sabor en su subgrupo SU(2) × U(1), dejando

del lado al componente isoescalar para manipulaciones posteriores.

Con dicha notación podemos condensar a las propiedades de los coeficientes Clebsch-

64
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Gordan (CG) tanto de SU(2) [56] como de SU(3) [25] de la siguiente manera

〈11µ1, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1 = (−1)φµ4

√
dim(Γ′)

dim(11)
〈Γ′µ′, 14µ4|11µ1〉1

〈1̄4µ̄4, 12µ2|Γ′′µ′′〉1 = 〈14µ4, 1̄2µ̄2|Γ̄′′µ̄′′〉1 . (A.2)

Se tendrán adicionalmente para SU(2) las siguientes identidades que relacionan a los

coeficientes CG de SU(2) con śımbolos 3j; y entre tres 3j con un 6j [56] que se muestran a

continuación

〈j1m1, j2m2|j3m3〉 = (−1)j1−j2−m3 ĵ3

 j1 j2 j3

m1 m2 −m3


 j1 j2 j3

m1 m2 m3

 j1 j2 j3

l1 l2 l3

 =
∑

m′1m
′
2m
′
3
(−1)l1+l2+l3+m′1+m′2+m′3

×

 j1 l2 l3

m1 m′2 −m′3

 l1 j2 l3

−m′1 m2 m′3

 l1 l2 j3

m′1 −m′2 m3

 , (A.3)

donde se usa la notación corta ĵ =
√

2j + 1. Se tienen además las siguientes relaciones:

∑
m1m2

 j1 j2 J

m1 m2 M

 j1 j2 J ′

m1 m2 M ′

 =
δJ ′JδM ′M

(Ĵ)2
(A.4)

∑
X

(−1)p+q+x(X̂)2

 a b X

c d p


 a b X

d c q

 =

 a c q

b d p

 (A.5)

∑
X

(X̂)2

 a b X

c d p


 a b X

c d q

 =
δpq
(p̂)2
{adp}{bcp} . (A.6)

La notación {abc} representa al śımbolo que es igual a 1 si a, b, c satisfacen las reglas del

tŕıangulo y son cero de otra manera [56].

Por otro lado, para el álgebra SU(3) será útil tener a la mano las siguientes identidades

∑
α2α3α12

〈Γ1α1,Γ2α2|Γ12α12〉ρ12〈Γ2α2,Γ3α3|Γ23α23〉ρ23〈Γ12α12,Γ3α3|Γα〉ρ123

=
∑

ρ〈Γ1α1,Γ23α23|Γα〉ρU [Γ1 Γ2 Γ Γ3 ; Γ12 ρ12 ρ123 Γ23 ρ23 ρ] , (A.7)
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donde U [Γ1 Γ2 Γ Γ3 ; Γ12 ρ12 ρ123 Γ23 ρ23 ρ] son los coeficientes de una transformación unita-

ria que relaciona a los acoplamientos de 3 representaciones irreducibles de SU(3) dependiendo

del orden del acoplamiento {Γ1 ⊗ Γ2} ⊗ Γ3 → Γ con Γ1 ⊗ {Γ2 ⊗ Γ3} → Γ.

Los coeficientes U pueden ser escritos en términos de coeficientes CG de SU(3) como se

muestra a continuación

U [Γ1 Γ2 Γ Γ3 ; Γ12 ρ12 ρ12,3 Γ23 ρ23 ρ1,23]

=
∑

µ1µ2µ3µ12µ23
〈Γ1µ1,Γ2µ2|Γ12µ12〉ρ12〈Γ12µ12,Γ3µ3|Γµ〉ρ12,3

×〈Γ2µ2,Γ3µ3|Γ23µ23〉ρ23〈Γ1µ1,Γ23µ23|Γµ〉ρ1,23 . (A.8)

A partir de la ecuación (A.8) se puede demostrar que en general

U [Γ1 Γ2 Γ Γ3 ; Γ12 ρ ρ
′ (00) − −] = (−1)Γ1+Γ2+Γ12δρ′ρ

√
dim(Γ12)

dim(Γ1)dim(Γ2)
, (A.9)

independientemente del valor de ρ23 y ρ1,23. La fase de la ecuación anterior está definida en [25]

como (−1)Γi = (−1)λi+µi para Γ = (λiµi).

A.1. Conmutador de 2 pares

De la ecuación (3.4) se tiene que el operador de aniquilación de un par γ está relacio-

nado con el operador [db] por una fase. Sin embargo, en la presente Sección se calcula por

conveniencia tanto al conmutador de [db] con un par, como el conmutador de un par con su

conjugado
[
b†d†

]
. Para ello, primero se calcula de forma general al siguiente conmutador[

dibj, b†kd
†
l

]
= dibjb†kd

†
l − b†kd†ldibj

= di(δjk − b†kbj)d†l − b†k(δil − did†l )bj

= δjkd
id†l − δilb†kbj

= δjkδil − δjkd†ldi − δilb†kbj . (A.10)
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Con lo anterior calculamos el conmutador de dos pares como se muestra a continuación[([
b†11
d†

1̄2

]Γ

µ

)†
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

[
d1̄2µ̄2b11µ1 , b†13µ3

d†
1̄4µ̄4

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

×
(
δ1113δµ1µ3δ1̄21̄4

δµ̄2µ̄4 − δ1113δµ1µ3d
†
1̄4µ̄4
d1̄2µ̄2 − δ1̄21̄4

δµ̄2µ̄4b
†
13µ3
b11µ1

)
. (A.11)

Luego analizamos cada uno de los términos entre paréntesis por separado. Para el primero

de ellos se tiene que∑
µ1µ2µ3µ4

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1δ1113δµ1µ3δ1̄21̄4
δµ̄2µ̄4

= δ1113δ1̄21̄4

∑
µ1µ2
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γ′µ′〉1

= δ1113δ1̄21̄4
δΓΓ′δµµ

′ , (A.12)

donde se ha abusado del hecho de que sólo los términos con 11 = 13 y 1̄2 = 1̄4 contribuyen a

la suma para aśı poder usar la regla de ortogonalidad de los coeficientes C-G.

Para el siguiente término utilizamos las reglas para bajar ı́ndices expresadas en (1.22) y

reacoplamos, resultando que

−δ1113

∑
µ1µ2µ3µ4

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1δµ1µ3d
†
1̄4µ̄4
d1̄2µ̄2

= −δ1113

∑
µ1µ2µ4

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈11µ1, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1(−1)φµ̄2d†
1̄4µ̄4
d12µ2

= −δ1113

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ4

(−1)φµ̄2 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈11µ1, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1〈1̄4µ̄4, 12µ2|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
d†

1̄4
d12

]Γ′′

µ′′
. (A.13)

Recordamos que el término entre llaves de la ecuación (A.22) es una notación abreviada

para los coeficientes C-G, por lo que les simplificaremos un subespacio a la vez.

Para la parte SU(3) de color se tiene que Γc = (λλ) implica que dim(Γc) puede tomar los

valores 1 y 8 para λ = 0, 1 respectivamente; mientras que dim(10) = dim(01) = 3. Se obtiene

entonces que la parte SU(3) del término entre llaves en (A.22) resulta ser∑
µ1µ2µ4

(−1)φµ̄2+φµ4

√
dim(Γ′)

3
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈Γ′µ′, 14µ4|11µ1〉1〈14µ4, 1̄2µ̄2|Γ̄′′µ̄′′〉1 . (A.14)
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Tras comparar a (A.14) con la identidad de la ecuación (A.7) es posible reescribir al término

entre llaves de la ecuación (A.22) como

(−1)φµ′′

√
dim(Γ′)

3

∑
ρ

〈Γ′µ′, Γ̄′′µ̄′′|Γµ〉ρU
[
Γ′ 14 Γ 1̄2 ; 11 1 1 Γ̄′′ 1 ρ

]
, (A.15)

donde se ha simplificado la fase usando que del último coeficiente de C-G de la expresión

(A.14) se tiene que µ̄2 + µ4 = µ′′.

Por otro lado, para la parte SU(2) de esṕın se tiene que el término entre llaves de la

ecuación (A.22) es∑
m1m2m4

(−1)j2+m2〈j1m1, j2 −m2|LM〉〈j1m1, j4 −m4|L′M ′〉〈j4 −m4, j2m2|L′′M ′′〉 . (A.16)

En esta ocasión requerimos las identidades de la ecuación (A.3), con las cuales podemos

reescribir a la parte SU(2) del término entre llaves de la ecuación (A.22) como∑
m1m2m4

(−1)j2+m2(−1)j1−j2−M(−1)j1−j4−M
′
(−1)j4−j2−M

′′
L̂L̂′L̂′′

×

 j1 j2 L

m1 −m2 −M

 j1 j4 L′

m1 −m4 −M ′

 j4 j2 L′′

−m4 m2 −M ′′


=
∑

m1m2m4
(−1)j2+m2−M ′−M−M ′′(−1)j1+j4+L′L̂L̂′L̂′′

×

 j1 j2 L

m1 −m2 −M

 j1 j4 L′

−m1 m4 M ′

 j4 j2 L′′

−m4 m2 −M ′′


=
∑

m1m2m4
(−1)j2+m2−M ′−M−M ′′(−1)j4+j2+L′′L̂L̂′L̂′′

×

 j1 j2 L

m1 −m2 −M

 j1 L′ j4

−m1 M ′ m4

 L′′ j2 j4

−M ′′ m2 −m4

 . (A.17)

Luego reescribimos la fase como

(−1)j2+m2−M ′−M−M ′′+j4+j2+L′′

= (−1)j1+j2+j4+m1+m2+m4 [(−1)j2+m2−M ′−M−M ′′+j4+j2+L′′−(j1+j2+j4+m1+m2+m4)]. (A.18)

Para simplificar la fase entre corchetes observamos que del segundo coeficiente CG en la

ecuación (A.16) se tiene que m1 −m4 = M ′, luego

(−1)j1+j2+m1−m4−M−M ′−M ′′ = (−1)j1+j2+L′′−M−M ′′ , (A.19)
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resultando aśı que la parte SU(2) del término entre llaves de la ecuación (A.22) es

(−1)j1+j2+L′′−M ′L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

−M ′′ M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j4

 , (A.20)

donde la fase se ha reescrito una vez más usando que del coeficiente 6j se tiene que M+M ′′ =

M ′.

Ahora juntamos las partes de SU(2) y SU(3) y las sustituimos de forma expĺıcita en la

ecuación (A.22) obteniendo que el segundo término mostrado en la ecuación (A.11) es

−δj1j3δk1k3δY1Y3δT1T3

×
{∑

Γ′′cµ
′′
c ρ

(−1)φµ′′c
√

dim(Γ′c)
3
〈Γ′cµ′c, Γ̄′′c µ̄′′c |Γcµc〉ρU

[
Γ′c (10) Γc (01) ; (10) 1 1 Γ̄′′c 1 ρ

]}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T1+T2+T ′′−T ′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′′ T ′ T

−T ′′z T ′z −Tz

 T ′′ T ′ T

T1 T2 T4




×

∑L′′M ′′(−1)j1+j2+L′′−M ′L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

−M ′′ M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j4




×
[
d†

1̄4
d12

]Γ′′

µ′′
. (A.21)

El tercer término de dicha ecuación (A.22) es

−δ1̄21̄4

∑
µ1µ2µ3µ4

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1δµ̄2µ̄4b
†
13µ3
b11µ1

= −δ1̄21̄4

∑
µ1µ2µ3

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄2µ̄2|Γ′µ′〉1(−1)φµ1b†13µ3
b1̄1µ̄1

= −δ1̄21̄4

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ3

(−1)φµ1 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄2µ̄2|Γ′µ′〉1〈13µ3, 1̄1µ̄1|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
b†13
b1̄1

]Γ′′

µ′′
.(A.22)

Por lo que esta vez, la parte SU(3) del término entre llaves es√
dim(Γ′′)

3

∑
µ1µ2µ3

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄2µ̄2|Γ′µ′〉1〈Γ′′µ′′, 11µ1|13µ3〉1

=
√

dim(Γ′′)
3

∑
ρ〈Γ′′µ′′,Γµ|Γ′µ′〉ρU [Γ′′ 11 Γ′ 1̄2 ; 13 1 1 Γ 1 ρ] . (A.23)
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Por otro lado, la parte SU(2) del término entre llaves en la ecuación (A.22) resulta ser

∑
m1m2m3

(−1)j1−m1〈j1m1, j2 −m2|LM〉1〈j3m3, j2 −m2|L′M ′〉1〈j3m3, j1 −m1|L′′M ′′〉1
=
∑

m1m2m3
(−1)j1−m1(−1)j1−j2−M(−1)j3−j2−M

′
(−1)j3−j1−M

′′
L̂L̂′L̂′′

×

 j1 j2 L

m1 −m2 −M

 j3 j2 L′

m3 −m2 −M ′

 j3 j1 L′′

m3 −m1 −M ′′


=
∑

m1m2m3
(−1)j1−m1−M−M ′−M ′′L̂L̂′L̂′′

×

 j1 j2 L

m1 −m2 −M

 L′ j2 j3

M ′ m2 −m3

 j1 L′′ j3

−m1 −M ′′ m3

 . (A.24)

En esta ocasión se utiliza que m2 = m1 −M y m3 = M ′′ + m1 para simplificar la fase,

obteniendo que la parte SU(2) es entonces

(−1)j2+j3−M ′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

M ′ −M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j3

 . (A.25)
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De lo anterior se tiene entonces que el conmutador de 2 pares es[([
b†11
d†

1̄2

]Γ

µ

)†
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
= δ1113δ1̄21̄4

δΓΓ′δµµ′

−δj1j3δk1k3δY1Y3δT1T3

×
{∑

Γ′′cµ
′′
c ρ

(−1)φµ′′c
√

dim(Γ′c)
3
〈Γ′cµ′c, Γ̄′′c µ̄′′c |Γcµc〉ρU

[
Γ′c (10) Γc (01) ; (10) 1 1 Γ̄′′c 1 ρ

]}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T1+T2+T ′′−T ′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′′ T ′ T

−T ′′z T ′z −Tz

 T ′′ T ′ T

T1 T2 T4




×

∑L′′M ′′(−1)j1+j2+L′′−M ′L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

−M ′′ M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j4


[d†1̄4

d12

]Γ′′

µ′′

−δj2j4δk2k4δY2Y4δT2T4

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γ′′c )

3
〈Γ′′cµ′′c ,Γcµc|Γ′cµ′c〉ρU [Γ′′c (10) Γ′c (01); (10) 1 1 Γc 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T2+T3−T ′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′ T ′′ T

T ′z −T ′′z −Tz

 T ′ T ′′ T

T1 T2 T3




×

∑L′′M ′′(−1)j2+j3−M ′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

M ′ −M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j3


[b†13

b1̄1

]Γ′′

µ′′
.

(A.26)

La llamada aproximación quasi-bosónica mencionada en la Sección 3.2 consiste en suponer

que el estado base correlacionado no difiere mucho del estado base de la base en que están

descritos los pares [34], por lo que de (A.26) se infiere que

〈RPA|
[([

b†11
d†

1̄2

]Γ

µ

)†
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
|RPA〉 ≈ 〈0|

[([
b†11
d†

1̄2

]Γ

µ

)†
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
|0〉

= δ1113δ1̄21̄4
δΓΓ′δµµ′ . (A.27)

Dicha expresión justifica entonces a la ecuación (3.23) .

Ya hemos calculado el conmutador de un par con su par conjugado. Ahora calcularemos

expĺıcitamente el conmutador de [db] con un par, pues es esta estructura la que aparece en

el Hamiltoniano de interacción y no la del par conjugado. Para ello volvemos a calcular el
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conmutador (A.10), esta vez partiendo de operadores con los ı́ndices abajo y dejando todo en

términos del acoplamiento [dd†].[
dibj, b

†
kd
†
l

]
= (−1)φµ̄i+φµj

(
dibjb†kd

†
l − b†kd†ldibj

)
= (−1)φµ̄i+φµj

(
di(δjk − b†kbj)d†l − b†k(δil − did†l )bj

)
= (−1)φµj δjkdid

†
l − (−1)φµ̄iδilb

†
kbj , (A.28)

a partir de lo cual calculamos al siguiente conmutador de acoplamientos[[
d11b1̄2

]Γ

µ

,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

[
d11µ1b1̄2µ̄2

, b†13µ3
d†

1̄4µ̄4

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

×
(

(−1)φµ2δ1213δµ2µ3d11µ1d
†
1̄4µ̄4
− (−1)φµ̄1δ1̄11̄4

δµ̄1µ̄4b
†
13µ3
b12µ2

)
. (A.29)

El primer término en (A.29) es

δ1213

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ4

(−1)φµ2 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈12µ2, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1〈11µ1, 1̄4µ̄4|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
d11d

†
1̄4

]Γ′′

µ′′
, (A.30)

donde la parte SU(3) del término entre llaves es

∑
µ1µ2µ4

√
dim(Γ)

3
〈Γµ, 12µ2|11µ1〉1〈12µ2, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1〈11µ1, 1̄4µ̄4|Γ′′µ′′〉1

=
√

dim(Γ)
3

∑
ρ〈Γµ,Γ′µ′|Γ′′µ′′〉ρU [Γ 12 Γ′′ 1̄4; 11 1 1 Γ′ 1 ρ] , (A.31)
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mientras que para la parte SU(2), dicho término es

∑
m1m2m4

(−1)j2−m2〈j1m1, j2 −m2|LM〉〈j2m2, j4 −m4|L′M ′〉〈j1m1, j4 −m4|L′′M ′′〉

=
∑

m1m2m4
(−1)j2−m2(−1)j1−j2−M(−1)j2−j4−M

′
(−1)j1−j4−M

′′
L̂L̂′L̂′′

×

 j1 j2 L

m1 −m2 −M

 j2 j4 L′

m2 −m4 −M ′

 j1 j4 L′′

m1 −m4 −M ′′


=
∑

m1m2m4
(−1)j2−m2−M−M ′−M ′′L̂L̂′L̂′′

×

 L′ j2 j4

−M ′ m2 −m4

 j1 L′′ j4

−m1 M ′′ m4

 j1 j2 L

m1 −m2 −M


= (−1)j1+j4−M ′′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

−M ′ M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j4

 . (A.32)

Por otro, el segundo término en (A.29) es

δ1114

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ3

(−1)φµ̄1 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄1µ̄1|Γ′µ′〉1〈13µ3, 1̄2µ̄2|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
b†13
b1̄2

]Γ′′

µ′′
, (A.33)

cuya parte SU(3) es dada por

∑
µ1µ2µ3

√
dim(Γ′)

3
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈Γ′µ′, 11µ1|13µ3〉1〈13µ3, 1̄2µ̄2|Γ′′µ′′〉1

=
√

dim(Γ′)
3

∑
ρ〈Γ′µ′,Γµ|Γ′′µ′′〉ρU [Γ′ 11 Γ′′ 1̄2; 13 1 1 Γ 1 ρ] , (A.34)
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mientras que para la parte SU(2) se tiene

∑
m1m2m3

(−1)j1+m1〈j1m1, j2 −m2|LM〉〈j3m3, j1 −m1|L′M ′〉〈j3m3, j2 −m2|L′′M ′′〉

=
∑

m1m2m3
(−1)j1+m1(−1)j1−j2−M(−1)j3−j1−M

′
(−1)j3−j2−M

′′
L̂L̂′L̂′′

×

 j1 j2 L

m1 −m2 −M

 j3 j1 L′

m3 −m1 −M ′

 j3 j2 L′′

m3 −m2 −M ′′


=
∑

m1m2m4
(−1)j1+m1−M−M ′−M ′′L̂L̂′L̂′′

×

 L′′ j2 j3

M ′′ m2 −m3

 j1 L′ j3

−m1 −M ′ m3

 j1 j2 L

m1 −m2 −M


= (−1)j2−j3−M

′′
L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

M ′′ −M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j3

 . (A.35)

Poniendo todo junto se tiene entonces que[[
d11b1̄2

]Γ

µ

,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
= δj2j3δk2k3δY2Y3δT2T3

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γc)

3
〈Γcµc,Γ′cµ′c|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γc (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γ′c 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T1+T4−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′ T ′′ T

−T ′z T ′′z −Tz

 T ′ T ′′ T

T1 T2 T4




×

∑L′′M ′′(−1)j1+j4−M ′′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

−M ′ M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j4


[d11d

†
1̄4

]Γ′′

µ′′

−δj1j4δk1k4δY1Y4δT1T4

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γ′c)

3
〈Γ′cµ′c,Γcµc|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γ′c (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γc 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T2−T3−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′′ T ′ T

T ′′z −T ′z −Tz

 T ′′ T ′ T

T1 T2 T3




×

∑L′′M ′′(−1)j2−j3−M
′′
L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

M ′′ −M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j3


[b†13

b1̄2

]Γ′′

µ′′
.

(A.36)
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En adelante se prefiere calcular a los conmutadores de manera exacta en términos del

acoplamiento [dd†], ya que como hab́ıamos mencionado antes, es esta estructura la que aparece

en el Hamiltoniano de interacción.

A.2. Conmutador de un generador con un par

A.2.1. Generador de part́ıculas con un par

Primero se calcula de forma general al siguiente conmutador[
b†ibj, b

†
kd
†
l

]
=

[
b†ibj, b

†
k

]
d†l + b†k

[
b†ibj,d

†
l

]
= b†ibjb

†
kd
†
l − b†kb†ibjd†l

= b†i

(
(−1)φµj δjk − b†kbj

)
d†l − b†kb†ibjd†l

= (−1)φµj δjkb
†
id
†
l . (A.37)

De lo anterior es posible observar que el conmutador de un generador con un par tiene un

único término, por lo que ahora calculamos[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

[
b†11µ1

b1̄2µ̄2
, b†13µ3

d†
1̄4µ̄4

]
= δ1213

∑
µ1µ2µ4

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈12µ2, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1(−1)φµ2b†11µ1
d†

1̄4µ̄4

= δ1213

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ4

(−1)φµ2 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈12µ2, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1〈11µ1, 1̄4µ̄4|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
b†11
d†

1̄4

]Γ′′

µ′′
. (A.38)

Observamos que el término entre llaves es el mismo que aparece en la ecuación (A.30), por
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lo que ya hemos calculado sus partes SU(2) y SU(3), de modo que es inmediato calcular que[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
= δj2j3δk2k3δY2Y3δT2T3

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γc)

3
〈Γcµc,Γ′cµ′c|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γc (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γ′c 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T1+T4−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′ T ′′ T

−T ′z T ′′z −Tz

 T ′ T ′′ T

T1 T2 T4




×

∑L′′M ′′(−1)j1+j4−M ′′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

−M ′ M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j4


[b†11

d†
1̄4

]Γ′′

µ′′
,

(A.39)

es el conmutador de un generador de part́ıculas con el operador de creación de un par.

A.2.2. Generador de part́ıculas con un par conjugado

A partir del siguiente conmutador[
b†ibj,dkbl

]
= dk

[
b†ibj, bl

]
+
[
b†ibj,dk

]
bl = dkb

†
ibjbl − dkblb†ibj

= dkb
†
ibjbl − dk

(
(−1)φµlδil − b†ibl

)
bj

= −(−1)φµlδildkbj . (A.40)

Por conveniencia reescribimos a la fase de la ecuación anterior como −(−1)φµl = (−1)φµ̄i ,

donde hemos abusado de que la delta de Kronecker sólo permite la contribución de los términos

con i = l. Con esto calculamos [[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,

[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

[
b†11µ1

b1̄2µ̄2
,d13µ3b1̄4µ̄4

]
= δ1114

∑
µ1µ2µ3

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄1µ̄1|Γ′µ′〉1(−1)φµ̄1d13µ3b1̄2µ̄2

= δ1114

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ3

(−1)φµ̄1 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄1µ̄1|Γ′µ′〉1〈13µ3, 1̄2µ̄2|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
d13b1̄2

]Γ′′

µ′′
. (A.41)
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Observamos que el término entre llaves es el mismo que aparece en la ecuación (A.33),

por lo que una vez más es inmediato calcular que[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,

[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
= δj1j4δk1k4δY1Y4δT1T4

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γ′c)

3
〈Γ′cµ′c,Γcµc|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γ′c (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γc 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T2−T3−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′′ T ′ T

T ′′z −T ′z −Tz

 T ′′ T ′ T

T1 T2 T3




×

∑L′′M ′′(−1)j2−j3−M
′′
L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

M ′′ −M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j3



[
d13b1̄2

]Γ′′

µ′′
,

(A.42)

es el conmutador de un generador de part́ıculas con el conjugado de un par.

Generador de antipart́ıculas con un par

A partir del siguiente conmutador[
did

†
j, b
†
kd
†
l

]
= b†k

[
did

†
j,d
†
l

]
+
[
did

†
j, b
†
k

]
d†l = b†kdid

†
jd
†
l − b†kd†ldid†j

= b†kdid
†
jd
†
l − b†k

(
(−1)φµ̄iδil − did†l

)
d†j

= −(−1)φµ̄iδilb
†
kd
†
j , (A.43)

se tiene que el conmutador de un generador de antipart́ıculas con un par también tiene un

único término, por lo que ahora calculamos[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

[
d11µ1d

†
1̄2µ̄2

, b†13µ3
d†

1̄4µ̄4

]
= −δ1114

∑
µ1µ2µ3

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄1µ̄1|Γ′µ′〉1(−1)φµ̄1b†13µ3
d†

1̄2µ̄2

= −δ1114

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ3

(−1)φµ̄1 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄1µ̄1|Γ′µ′〉1〈13µ3, 1̄2µ̄2|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
b†13
d†

1̄2

]Γ′′

µ′′
. (A.44)
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De nuevo, el coeficiente entre llaves resulta idéntico al que aparece en la ecuación (A.33),

por lo que podemos usar directamente el resultado obtenido para dicho término, con lo cual

el conmutador de un generador de antipart́ıculas con un par resulta[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
= −δj1j4δk1k4δY1Y4δT1T4

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γ′c)

3
〈Γ′cµ′c,Γcµc|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γ′c (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γc 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T2−T3−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′′ T ′ T

T ′′z −T ′z −Tz

 T ′′ T ′ T

T1 T2 T3




×

∑L′′M ′′(−1)j2−j3−M
′′
L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

M ′′ −M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j3


[b†13

d†
1̄2

]Γ′′

µ′′
.

(A.45)

A.2.3. Generador de antipart́ıculas con un par conjugado

A partir del siguiente conmutador[
did

†
j,dkbl

]
= dk

[
did

†
j, bl

]
+
[
did

†
j,dk

]
bl = did

†
jdkbl − dkdid†jbl

= di

(
(−1)φµ̄k δjk − dkd†j

)
bl − dkdid†jbl

= (−1)φµ̄k δjkdibl , (A.46)

y reescribiendo de nuevo por conveniencia (−1)φµ̄k = −(−1)φµj , calculamos al conmutador de

un generador de antipart́ıculas con un par conjugado como se muestra a continuación[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,

[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

[
d11µ1d

†
1̄2µ̄2

,d13µ3b1̄4µ̄4

]
= −δ1213

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ4

(−1)φµ2 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈12µ2, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1〈11µ1, 1̄4µ̄4|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
d11b1̄4

]Γ′′

µ′′
. (A.47)
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Con la forma en que reescribimos a la fase ahora es fácil identificar al término entre llaves

con aquél que aparece en la ecuación (A.30), por lo que el conmutador de un generador de

antipart́ıculas con un par conjugado resulta ser[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,

[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
= −δj2j3δk2k3δY2Y3δT2T3

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γc)

3
〈Γcµc,Γ′cµ′c|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γc (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γ′c 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T1+T4−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′ T ′′ T

−T ′z T ′′z −Tz

 T ′ T ′′ T

T1 T2 T4




×

∑L′′M ′′(−1)j1+j4−M ′′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

−M ′ M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j4



[
d11b1̄4

]Γ′′

µ′′
.

(A.48)

A.3. Conmutador de dos generadores

A.3.1. Generadores de part́ıculas

Primero se calcula de forma general al siguiente conmutador[
b†ibj, b

†
kbl

]
= (−1)φµj+φµl

(
b†ib

jb†kb
l − b†kblb†ibj

)
= (−1)φµj+φµl

(
b†i (δkj − b†kbj)bl − b†k(δil − b†ibl)bj

)
= (−1)φµj δkjb

†
ibl − (−1)φµlδilb

†
kb

j . (A.49)

De este modo, el conmutador de 2 generadores de part́ıculas es dado por[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
b1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

[
b†11µ1

b1̄2µ̄2
, b†13µ3

b1̄4µ̄4

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

×
(

(−1)φµ2δ1213δµ2µ3b
†
11µ1
b1̄4µ̄4

− (−1)φµ1δ1̄11̄4
δµ̄1µ̄4b

†
13µ3
b1̄2µ̄2

)
. (A.50)
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Una vez más evaluamos término por término. El primer término es

δ1213

∑
µ1µ2µ4

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈12µ2, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1(−1)φµ2b†11µ1
b1̄4µ̄4

= δ1213

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ4

(−1)φµ2 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈12µ2, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1〈11µ1, 1̄4µ̄4|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
b†11
b1̄4

]Γ′′

µ′′
. (A.51)

Observamos que el término entre llaves es exactamente el mismo que se calculó previamen-

te para simplificar la ecuación (A.30) y posteriormente reapareció en el conmutador de un

generador con un par, por lo que la ecuación (A.51) se reescribe como

δj2j3δk2k3δY2Y3δT2T3

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γc)

3
〈Γcµc,Γ′cµ′c|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γc (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γ′c 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′(−1)T1+T4−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′ T ′′ T

−T ′z T ′′z −Tz

 T ′ T ′′ T

T1 T2 T4




×

∑L′′M ′′(−1)j1+j4−M ′′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

−M ′ M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j4


[b†11

b1̄4

]Γ′′

µ′′
.

(A.52)

El segundo término de la ecuación (A.50) está dado por

−δ1114

∑
µ1µ2µ3

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄1µ̄1|Γ′µ′〉1(−1)φµ1b†13µ3
b1̄2µ̄2

= −δ1114

∑
Γ′′µ′′

{∑
µ1µ2µ3

(−1)φµ1 〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄1µ̄1|Γ′µ′〉1〈13µ3, 1̄2µ̄2|Γ′′µ′′〉1
}

×
[
b†13
b1̄2

]Γ′′

µ′′
, (A.53)

que resulta ser el mismo término que ya hab́ıamos calculado para simplificar la ecuación

(A.33) salvo por que la fase en esta ocasión no es barrada, pues proviene de bajar los ı́ndices

de operadores de part́ıculas. La fase barrada y la no barrada coinciden en su parte tanto de

sabor como de color, por lo que la única diferencia es un factor de (−1) proveniente del cambio

m → −m de la parte SU(2), que se cancela con el signo que precede a (A.53), por lo que
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finalmente, el conmutador de 2 generadores de part́ıculas es[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
b1̄4

]Γ′

µ′

]
=

δj2j3δk2k3δY2Y3δT2T3

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γc)

3
〈Γcµc,Γ′cµ′c|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γc (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γ′c 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T1+T4−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′ T ′′ T

−T ′z T ′′z −Tz

 T ′ T ′′ T

T1 T2 T4




×

∑L′′M ′′(−1)j1+j4−M ′′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

−M ′ M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j4


[b†11

b1̄4

]Γ′′

µ′′

+δj1j4δk1k4δY1Y4δT1T4

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γ′c)

3
〈Γ′cµ′c,Γcµc|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γ′c (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γc 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T2−T3−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′′ T ′ T

T ′′z −T ′z −Tz

 T ′′ T ′ T

T1 T2 T3




×

∑L′′M ′′(−1)j2−j3−M
′′
L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

M ′′ −M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j3


[b†13

b1̄2

]Γ′′

µ′′
.

(A.54)

A.3.2. Generadores de antipart́ıculas

En esta ocasión calculamos al conmutador de dos generadores de antipart́ıculas. Se debe

tener cuidado con la forma de subir y bajar ı́ndices dada por la ecuación (1.22), pues los

operadores de antipart́ıcula transforman con la fase barrada, como se muestra a continuación[
did

†
j,dkd

†
l

]
= (−1)φµ̄i+φµ̄k

(
did†jd

kd†l − dkd†ldid†j
)

= (−1)φµ̄i+φµ̄k
(
di(δjk − dkd†j)d†l − dk(δil − did†l )d†j

)
= (−1)φµ̄k δjkdid

†
l − (−1)φµ̄iδildkd

†
j . (A.55)
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De este modo, el conmutador de 2 generadores de antipart́ıculas es dado por[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
d13d

†
1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

[
d11µ1d

†
1̄2µ̄2

,d13µ3d
†
1̄4µ̄4

]
=
∑

µ1µ2µ3µ4
〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1〈13µ3, 1̄4µ̄4|Γ′µ′〉1

×
(

(−1)φµ̄2δ1̄21̄3
δµ̄2µ̄3d11µ1d

†
1̄4µ̄4
− (−1)φµ̄1δ1̄11̄4

δµ̄1µ̄4d13µ3d
†
1̄2µ̄2

)
. (A.56)

Observamos que la ecuación anterior tiene la misma forma que la ecuación (A.50) y difieren

únicamente por las fases barradas (que introducen un factor global de -1) y cambiando b→ d†,

de manera que es directo calcular que el conmutador de dos generadores de antipart́ıculas es[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
d13d

†
1̄4

]Γ′

µ′

]
=

−δj2j3δk2k3δY2Y3δT2T3

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γc)

3
〈Γcµc,Γ′cµ′c|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γc (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γ′c 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T1+T4−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′ T ′′ T

−T ′z T ′′z −Tz

 T ′ T ′′ T

T1 T2 T4




×

∑L′′M ′′(−1)j1+j4−M ′′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

−M ′ M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j4


[d11d

†
1̄4

]Γ′′

µ′′

−δj1j4δk1k4δY1Y4δT1T4

×
{∑

Γ′′c µ
′′
c ρ

√
dim(Γ′c)

3
〈Γ′cµ′c,Γcµc|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γ′c (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γc 1 ρ]

}

×

∑T ′′T ′′z
(−1)T2−T3−T ′′z T̂ T̂ ′T̂ ′′

 T ′′ T ′ T

T ′′z −T ′z −Tz

 T ′′ T ′ T

T1 T2 T3




×

∑L′′M ′′(−1)j2−j3−M
′′
L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

M ′′ −M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j3


[d13d

†
1̄2

]Γ′′

µ′′
.

(A.57)
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A.4. El Álgebra de la Interacción

Observamos que todos los conmutadores calculados a lo largo del presente Apéndice son

funcionalmente iguales. Es por ello que bastará con introducir la siguiente notación para

abreviar los resultados encontrados

AΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213) ={∑
ρ

√
dim(Γc)

3
〈Γcµc,Γ′cµ′c|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γc (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γ′c 1 ρ]

}

×

(−1)T1+T3−T ′′z L̂T̂ ′T̂ ′′

 T ′ T ′′ T

−T ′z T ′′z −Tz

 T ′ T ′′ T

T1 T2 T3




×

(−1)j1+j3−M ′′L̂L̂′L̂′′

 L′ L′′ L

−M ′ M ′′ −M

 L′ L′′ L

j1 j2 j3


 ,

(A.58)

BΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213) =

×
{∑

ρ

√
dim(Γ′c)

3
〈Γ′cµ′c,Γcµc|Γ′′cµ′′c 〉ρU [Γ′c (10) Γ′′c (01); (10) 1 1 Γc 1 ρ]

}

×

(−1)T2−T3−T ′′z L̂L̂′L̂′′

 T ′′ T ′ T

T ′′z −T ′z −Tz

 T ′′ T ′ T

T1 T2 T3




×

(−1)j2−j3−M
′′
L̂L̂′L̂′′

 L′′ L′ L

M ′′ −M ′ −M

 L′′ L′ L

j1 j2 j3


 . (A.59)
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Con ello es posible enlistar el álgebra de los operadores de la siguiente manera[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
b1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
AΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
b†11
b1̄4

]Γ′′

µ′′
+BΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
b†13
b1̄2

]Γ′′

µ′′

)
[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
d13d

†
1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
−AΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
d11d

†
1̄4

]Γ′′

µ′′
−BΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
d13d

†
1̄2

]Γ′′

µ′′

)
[[
d11b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
AΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
d11d

†
1̄4

]Γ′′

µ′′
−BΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
b†13
b1̄2

]Γ′′

µ′′

)
[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′ A
ΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
b†11
d†

1̄4

]Γ′′

µ′′[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′ B
ΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
d13b1̄2

]Γ′′

µ′′[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
= −∑Γ′′µ′′ B

ΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
b†13
d†

1̄2

]Γ′′

µ′′[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
= −∑Γ′′µ′′ A

ΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
d11b1̄4

]Γ′′

µ′′
. (A.60)

En la ecuación (A.60) se ha vuelto a condensar la notación para incluir tanto las partes

SU(3) de sabor y color como la parte SU(2) de esṕın.

Para aplicar el método RPA debemos calcular los elementos de matriz 〈0̃|γb′a′ [H, γ†ab]|0̃〉 y

〈0̃|[H, γ†ab]γ†a′b′|0̃〉 por lo que es conveniente calcular a partir de (A.60) a los conmutadores de

los operadores A y B con un par γ† y su conjugado, tal como se muestra a continuación:[
AΓ

111̄2;µ ,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=

[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
−
[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
AΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
b†11
d†

1̄4

]Γ′′

µ′′
+BΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
b†13
d†

1̄2

]Γ′′

µ′′

)
, (A.61)

[
AΓ

111̄2;µ ,
[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
=

[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
−
[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
AΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
d11b1̄4

]Γ′′

µ′′
+BΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
d13b1̄2

]Γ′′

µ′′

)
, (A.62)
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BΓ

111̄2;µ ,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=

[[
b†11
d†

1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
+

[[
d11b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
d†

1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
AΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
d11d

†
1̄4

]Γ′′

µ′′
−BΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
b†13
b1̄2

]Γ′′

µ′′

)
, (A.63)

[
BΓ

111̄2;µ ,
[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
=

[[
b†11
d†

1̄2

]Γ

µ
,
[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
+

[[
d11b1̄2

]Γ

µ
,
[
d13b1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
−AΓ′ΓΓ′′

µ′µµ′′ (131412)δ1411

[
d13d

†
1̄2

]Γ′′

µ′′
+BΓ′ΓΓ′′

µ′µµ′′ (131411)δ1312

[
b†11
b1̄4

]Γ′′

µ′′

)
. (A.64)

Finalmente, para aplicar otros métodos de muchos cuerpos más allá de la RPA podŕıa re-

sultar útil calcular los conmutadores de los operadores A y B con los generadores de part́ıculas

y antipart́ıculas[
AΓ

111̄2;µ ,
[
b†13
b1̄4

]Γ′

µ′

]
=

[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
b1̄4

]Γ′

µ′

]
−
[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
b1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
AΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
b†11
b1̄4

]Γ′′

µ′′
+BΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
b†13
b1̄2

]Γ′′

µ′′

)
, (A.65)

[
AΓ

111̄2;µ ,
[
d13d

†
1̄4

]Γ′

µ′

]
=

[[
b†11
b1̄2

]Γ

µ
,
[
d13d

†
1̄4

]Γ′

µ′

]
−
[[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
,
[
d13d

†
1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
AΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111214)δ1213

[
d11d

†
1̄4

]Γ′′

µ′′
+BΓΓ′Γ′′

µµ′µ′′ (111213)δ1114

[
d13d

†
1̄2

]Γ′′

µ′′

)
, (A.66)

[
BΓ

111̄2;µ ,
[
b†13
b1̄4

]Γ′

µ′

]
=

[[
b†11
d†

1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
b1̄4

]Γ′

µ′

]
+

[[
d11b1̄2

]Γ

µ
,
[
b†13
b1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
−AΓ′ΓΓ′′

µ′µµ′′ (131412)δ1114

[
b†13
d†

1̄2

]Γ′′

µ′′
−BΓ′ΓΓ′′

µ′µµ′′ (131411)δ1213

[
d11b1̄4

]Γ′′

µ′′

)
, (A.67)

[
BΓ

111̄2;µ ,
[
d13d

†
1̄4

]Γ′

µ′

]
=

[[
b†11
d†

1̄2

]Γ

µ
,
[
d13d

†
1̄4

]Γ′

µ′

]
+

[[
d11b1̄2

]Γ

µ
,
[
d13d

†
1̄4

]Γ′

µ′

]
=
∑

Γ′′µ′′

(
AΓ′ΓΓ′′

µ′µµ′′ (131412)δ1114

[
d13b1̄2

]Γ′′

µ′′
+BΓ′ΓΓ′′

µ′µµ′′ (131411)δ1213

[
b†11
d†

1̄4

]Γ′′

µ′′

)
. (A.68)
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Matrices de adelanto y retraso

Como se mencionó en el Caṕıtulo 3, en el presente modelo se ha hecho la elección de

utilizar los métodos de muchos cuerpos TDA y RPA para encontrar al espectro de enerǵıa

de los estados mesónicos correspondiente al Hamiltoniano efectivo de la ecuación (2.22), en

donde la interacción era originalmente proporcional a la siguiente combinación de operadores

Hcoul ∝
(

[A12A34]00 + [A12B34]00 + [B12A34]00 + [B12B34]00

)
. (B.1)

A lo largo del presente apéndice se calculará a las matrices de adelanto y retraso necesarias

para aplicar los antes mencionados métodos de TDA y RPA. Se demostrará además por

qué las interacciones del tipo [A12B34]00 y [B12A34]00 no contribuyen al espectro a este nivel de

aproximación.

B.1. Valor esperado de γb
′a′[H, γ†ab]

Tanto en el método TDA presentado en la Sección 3.1, como para el método RPA de la

Sección 3.2, se define a la llamada matriz de adelanto como el valor de expectación sobre el

vaćıo del operador
[
γb
′a′ , [H, γ†ab]

]
. Es por eso que a lo largo de la Sección B.1 calculamos

equivalentemente el valor de expectación 〈0|γb′a′ [H, γ†ab]|0〉.

86
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Figura B.1: Diferentes tipos de diagrama involucrados en el Hamiltoniano efectivo de in-

teracción de la ecuación (2.22). Sólo los diagramas de dispersión [A12A34]00 y de creación y

aniquilación de pares [B12B34]00 contribuyen a nivel TDA y RPA.

Por conveniencia calculamos primero la parte correspondiente al Hamiltoniano de propa-

gación libre en la Subsección B.1.1, para posteriormente calcular la contribución del Hamil-

toniano de interacción en la Subsección B.1.2.

B.1.1. Valor esperado de γb
′a′
[
K, γ†ab

]
Buscamos calcular el valor de expectación 〈0|γb′a′;Γ̄′µ̄′

[
K, γ†ab;Γµ

]
|0〉 donde K es el Hamilto-

niano cinético dado por la ecuación (2.12), es decir,

〈0|γa′b′;Γ′µ′
[
K, γ†Γab;µ

]
|0〉 =

∑
kj εkjY T 〈0|γa

′b′;Γ′µ′
[
b†kjb

kj − dkjd†kj, γ†ab;Γµ
]
|0〉 . (B.2)

A"A"I: )( + ) -( + ) -( , ) _( 

IA ,B.I: }V'}A + )V -)A 
l 

I B"A"I~ ~ v.( + A( ,V.( A( 

IBnB,: VV + VA _AV + 1\/\ 
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Utilizando la definición del par γ†ab;Γµ dado por la ecuación (3.2) se obtienen dos conmu-

tadores de la forma[
b†ib

j, b†kd
†
l

]
=

[
b†ib

j, b†k

]
d†l + b†k

[
b†ib

j,d†l

]
= b†ib

jb†kd
†
l − b†kb†ibjd†l

= b†i

(
δjk − b†kbj

)
d†l − b†kb†ibjd†l

= δjkb
†
id
†
l[

did†j, b
†
kd
†
l

]
= b†k

[
did†j,d

†
l

]
+
[
did†j, b

†
k

]
d†l = b†kd

id†jd
†
l − b†kd†ldid†j

= b†kd
id†jd

†
l − b†k

(
δil − did†l

)
d†j

= −δilb†kd†j . (B.3)

Utilizando las reglas de ortogonalidad entre los coeficientes CG involucrados en los aco-

plamientos que definen a los pares, es directo calcular que la contribución del Hamiltoniano

de propagación libre a la matriz adelanto resulta ser〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
K, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

kj εkjY T δka′kaδkb′kbδja′jaδjb′jbδYa′YaδYb′YbδTa′TaδTb′TbδL′LδM ′M

×(δkakδjajδYaY δTaT + δkbkδjbjδYbY δTbT ) . (B.4)

B.1.2. Valor esperado de γb
′a′[V, γ†ab]

Como ya mencionamos con anterioridad, el potencial se separa en cuatro tipos de in-

teracción, por lo cual el valor esperado γb
′a′ [V, γ†ab] tiene cuarto términos que analizamos a

continuación.

Sin embargo, resultará conveniente observar primero que algunos términos se eliminan tras

considerar que los generadores de la interacción están en la representación de color Γc = (11),
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pues ello hace posible relacionar a los acoplamientos
[
dd†
]

y
[
d†d
]

de la siguiente manera[
d11d

†
1̄2

]Γ

µ
=

∑
µ1µ2

〈11µ1, 1̄2µ̄2|Γµ〉1d11µ1d
†
1̄2µ̄2

=
∑

m1m2c1c2f1f2

〈(01)f̄2, (10)f1|(λfλf )F 〉1〈(01)c̄2, (10)c1|(11)C〉1

× (−1)j1+j2−L〈j2 −m2, j1m1|LM〉(−1)d†
1̄2µ̄2
d11µ1

= (−1)φ12Γ+1

[
d†

1̄2
d11

]Γ

µ

, (B.5)

donde la posible delta del anticonmutador se elimina por las reglas de ortogonalidad de los

CG en dicho subespacio SU(3) de color, donde δ1112 ∝ 〈(10)c1, (01)c̄2|(00)0〉1 implica que∑〈(10)c1, (01)c̄2|(11)C〉1δ1112 ∝ δ(00)(11) = 0. De este modo, en el caso de generadores con

(11) de color y usando la definición del operador A de la ecuación (2.21) se tiene que

A|0〉 = 0 , 〈0|A = 0 . (B.6)

•
)

Interacción tipo [A12A34]00

El conmutador a calcular está dado por〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
AΓ0

12AΓ0
34

]0
0
, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
AΓ0

12;µ0
AΓ̄0

34;µ̄0
, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

(
AΓ0

111̄2;µ0

[
AΓ̄0

131̄4;µ̄0
, γ†ab;Γµ

]
+
[
AΓ0

111̄2;µ0
, γ†ab;Γµ

]
AΓ̄0

131̄4;µ̄0

)〉
. (B.7)

Observamos que el segundo sumando de la ecuación (B.7) se elimina de acuerdo a la

ecuación (B.6) al hacer actuar a A directamente sobre el vaćıo, por lo que la interacción se

divide en cuatro términos, correspondientes a los cuatro diagramas de dispersión de la Figura

B.1:
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〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
AΓ0

12AΓ̄0
34

]0

0
, γ†ab;Γµ

]〉
= 1

2

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

(
αj1τ(N1l1)λ1π1k1

)∗ (
αj2τ(N2l2)λ2π2k2

)(
αj3τ(N3l3)λ3π3k3

)∗ (
αj4τ(N4l4)λ4π4k4

)
δλ1λ2δλ3λ4

×
{〈

γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
b1̄2

]Γ0

µ0

[[
b†13
b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
−
〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
b1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13d

†
1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
−
〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
d11d

†
1̄2

]Γ0

µ0

[[
b†13
b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
+

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
d11d

†
1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13d

†
1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉}
.

(B.8)

•
)

Interacción tipo [A12B34]00

Como ya se ha mencionado con anterioridad, la interacción tipo [A12B34]00 no contribuye

(en particular) a nivel TDA, por lo cual no será necesario calcular expĺıcitamente su aportación

a la matriz adelanto, sino que bastará con argumentar el porqué esta se anula.

Comencemos por notar que el valor esperado del conmutador en cuestión es de la forma〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
AΓ0

12BΓ̄0
34

]0

0
, γ†ab;Γµ

]〉
∼
〈
γa
′b′;Γ′µ′AΓ0

111̄2;µ0

[
BΓ̄0

131̄4;µ̄0
, γ†ab;Γµ

]
+ γa

′b′;Γ′µ′
[
AΓ0

111̄2;µ0
, γ†ab;Γµ

]
BΓ̄0

131̄4;µ̄0

〉
. (B.9)

De acuerdo a la ecuación (B.6), el primer sumando de la ecuación anterior puede ser

reescrito de la forma 〈[
AΓ0

111̄2;µ0
, γa

′b′;Γ′µ′
] [
BΓ̄0

131̄4;µ̄0
, γ†ab;Γµ

]〉
, (B.10)

donde la ecuación (A.62) dice que [A, γ] ∼ γ mientras que la ecuación (A.63) indica que

[B, γ†] ∼ [b†b] + [dd†], de modo que〈[
AΓ0

111̄2;µ0
, γa

′b′;Γ′µ′
] [
BΓ̄0

131̄4;µ̄0
, γ†ab;Γµ

]〉
∼
〈
γ([b†b] + [dd†])

〉
= 0 , (B.11)

pues el exceso de operadores de creación anula al valor esperado respecto al vaćıo.

Para mostrar que el segundo sumando de la ecuación (B.9) también se anula, bastará con

hacer la observación de que B|0〉 = γ†|0〉. Además, de acuerdo a la ecuación (A.61) se tiene que
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el conmutador de un generador con el operador de creación de un par, resultará proporcional

a un nuevo par, i.e.,
[
A, γ†

]
∼ γ†, de modo que dicho término es de la forma 〈γ†γ†〉, el cual

tiene un exceso de operadores de creación de un par, por lo que finalmente

〈0|γa′b′;Γ′µ′
[[
AΓ0

12BΓ̄0
34

]0

0
γ†ab;Γµ

]
|0〉 = 0 . (B.12)

•
)

Interacción tipo [B12A34]00

A pesar de que la interacción [B12A34]00 es la adjunta del operador [A12B34]00, es posible

mostrar expĺıcitamente que su contribución a la matriz adelanto también resulta nula. Para

ello observamos que 〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
BΓ0

12AΓ̄0
34

]0

0
, γ†ab;Γµ

]〉
∼
〈
γa
′b′;Γ′µ′BΓ0

111̄2;µ0

[
AΓ̄0

131̄4;µ̄0
, γ†ab;Γµ

]
+ γa

′b′;Γ′µ′
[
BΓ0

111̄2;µ0
, γ†ab;Γµ

]
AΓ̄0

131̄4;µ̄0

〉
. (B.13)

Una vez más el segundo sumando se elimina al hacer actuar a A directamente sobre el

vaćıo, mientras que, por ser B de la forma B ∼ (γ† + γ); el primer término en (B.13) es de la

forma 〈γ(γ†+γ)γ†〉, por lo que presenta un exceso de operadores de creación o de aniquilación

respectivamente. Luego,

〈0|γa′b′;Γ′µ′
[[
BΓ0

12AΓ̄0
34

]0

0
, γ†ab;Γµ

]
|0〉 = 0 . (B.14)

•
)

Interacción tipo [B12B34]00

En este caso, el conmutador a calcular es〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
BΓ0

12BΓ̄0
34

]0

0
, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
BΓ0

12;µ0
BΓ̄0

34;µ̄0
, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

(
BΓ0

111̄2;µ0

[
BΓ̄0

131̄4;µ̄0
, γ†ab;Γµ

]
+
[
BΓ0

111̄2;µ0
, γ†ab;Γµ

]
BΓ̄0

131̄4;µ̄0

)〉
. (B.15)

Como ya se mencionó antes, se tiene esquemáticamente que B ∼ (γ† + γ), por lo que

la primera simplificación posible a la ecuación (B.15) se obtiene notando que el término de

creación de un par dentro de la definición de B conmuta con el operador externo de creación
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de un par. A partir de lo anterior y usando la definición de la ecuación (2.21) se tiene que esta

interacción también se divide en cuatro términos, correspondientes a los cuatro diagramas de

creación y aniquilación de pares en la Figura B.1:〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
BΓ0

12BΓ̄0
34

]0

0
, γ†ab;Γµ

]〉
= 1

2

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

(
αj1τ(N1l1)λ1π1k1

)∗ (
αj2τ(N2l2)λ2π2k2

)(
αj3τ(N3l3)λ3π3k3

)∗ (
αj4τ(N4l4)λ4π4k4

)
×
{〈

γa
′b′;Γ′µ′

[
d11b1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
−
〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
d†

1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
−
〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
d11b1̄2

]Γ0

µ0

, γ†ab;Γµ

] [
b†13
d†

1̄4

]Γ0

µ̄0

〉
+

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
d11b1̄2

]Γ0

µ0

, γ†ab;Γµ

] [
d13b1̄4

]Γ0

µ̄0

〉}
.

(B.16)

En la ecuación anterior resulta más evidente que el primer y último sumando no contri-

buyen a la matriz adelanto pues de (A.60) se tiene que [γ, γ†] ∼ [b†b] + [dd†] por lo que dichos

términos tendrán un exceso de operadores de aniquilación

En adelante calcularemos los valores esperados no nulos involucrados en las ecuaciones

(B.8) y (B.16). Para ello utilizaremos la notación condensada de la ecuación (3.3) para ma-

nipular al mismo tiempo a los subespacios de color, sabor y esṕın en tanto que sea posible,

para posteriormente hacer las reducciones necesarias subespacio por subespacio.

El primer sumando de la ecuación (B.8) es de la forma

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
b1̄2

]Γ0

µ0

[[
b†13
b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ′s
(−1)φµ0√

dim(Γ0)
〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈1, 2̄|Γ0µ0〉〈3, 4̄|Γ̄0µ̄0〉

×〈0|db̄′ba′b†1b2̄

[
b†3b4̄, b

†
ad
†
b̄

]
|0〉 , (B.17)

donde

〈0|db̄′ba′b†1b2̄

[
b†3b4̄, b

†
ad
†
b̄

]
|0〉 = (−1)φµ4δ4

a〈0|db̄
′
ba
′
b†1b2̄b

†
3d
†
b̄
|0〉 = (−1)φµ2+φµ4δa

′

1 δ
2
3δ

4
aδ
b′

b ,(B.18)

por lo cual es posible reescribir a los coeficientes CG en acuerdo a las deltas de la siguiente
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manera:

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
b1̄2

]Γ0

µ0

[[
b†13
b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ′s
(−1)φµ0+φµ2+φµ4√

dim(Γ0)
〈a′, b̄|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈a′, 2̄|Γ0µ0〉〈2, ā|Γ̄0µ̄0〉δa′1 δ

2
3δ

4
aδ
b′

b . (B.19)

Observamos que el coeficiente 〈2, ā|Γ̄0µ̄0〉 implica que podemos utilizar la definición de

la fase dada en (3.4) para reescribir (−1)φµ2+φµ4 = −(−1)φµ2+φµ̄a = −(−1)φµ̄0+φ2aΓ0 tal que

(−1)φµ̄0+φµ0 = 1.

Además, para manipular a los coeficientes C-G utilizamos la propiedades de la ecuación

(A.2), con lu cual

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
b1̄2

]Γ0

µ0

[[
b†13
b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
= − (−1)

φ2aΓ0√
dim(Γ0)

∑
µ′s〈a′, b̄|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉

√
dim(Γ0)√
dim(a)

(−1)φµ2+φΓ02a〈Γ0, 2|a〉

×
√

dim(Γ0)√
dim(a′)

(−1)φµ2+φΓ02a′ 〈Γ0, 2|a〉δa′1 δ
2
3δ

4
aδ
b′

b

= −
√

dim(Γ0)

dim(a)
(−1)φ2aΓ0δa

′
1 δ

2
3δ

4
aδ
a′
a δ

b′

b

∑
µaµb
〈a, b̄|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉

= −
√

2L0+1
2ja+1

√
8

3
1
3
(−1)j1+j2−L0δj4j1δ

j2
j3
δ
ja′
ja
δ
jb′
jb
δjaj1 δ

k4
k1
δk2
k3
δ
kb′
kb
δkak1

×δπ4
π1
δπ2
π3
δ
πb′
πb δ

πa
π1
δT4
T1
δT2
T3
δ
Ta′
Ta
δ
Tb′
Tb
δTaT1

δY4
Y1
δY2
Y3
δ
Yb′
Yb
δYaY1

δL
′

L δ
M ′
M δT

′
T δ

Tz′
Tz

. (B.20)

El segundo sumando de la ecuación (B.8) es de la forma

−∑µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
b1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13d

†
1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
= −∑µ′s

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈1, 2̄|Γ0µ0〉〈3, 4̄|Γ̄0µ̄0〉

×〈0|db̄′ba′b†1b2̄

[
d3d

†
4̄
, b†ad

†
b̄

]
|0〉 , (B.21)

donde podemos utilizar a la propiedad de la ecuación (B.5) para reescribir

〈0|db̄′ba′b†1b2̄

[
d3d

†
4̄
, b†ad

†
b̄

]
|0〉 = −〈0|db̄′ba′b†1b2̄

[
d†

4̄
d3, b

†
ad
†
b̄

]
|0〉

= −(−1)φµ̄bδ3
b 〈0|db̄

′
ba
′
b†1b2̄b

†
ad
†
4̄
|0〉 = −(−1)φµa+φµ̄bδa

′
1 δ

2
aδ

3
b δ
b′
4 , (B.22)

donde el CG 〈a, b̄|Γµ〉 nos permite reescribir a la fase (−1)φµa+φµ̄b = (−1)φabΓ+φµ .
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Se tiene entonces que

−∑µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
b1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13d

†
1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
= (−1)φabΓ√

dim(Γ0)

∑
µ′s(−1)φµ0+φµ〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈a′, ā|Γ0µ0〉〈b, b̄′|Γ̄0µ̄0〉δa′1 δ

2
aδ

3
b δ
b′
4 . (B.23)

En esta ocasión será necesario simplificar expĺıcitamente a la ecuación anterior un subes-

pacio a la vez. Para la parte SU(2) se tiene que

(−1)φabΓ√
dim(Γ0)

∑
µ′s(−1)φµ0+φµ〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈a′, ā|Γ0µ0〉〈b, b̄′|Γ̄0µ̄0〉δa′1 δ

2
aδ

3
b δ
b′
4

∣∣∣∣
SU(2)

= (−1)ja+jb−L√
2L0+1

∑
m′s L̂

′L̂(L̂0)2δ
ja′
j1
δj2jaδ

j3
jb
δ
jb′
j4

×(−1)ja′−jb′−M
′
(−1)ja−jb−M0(−1)ja′−ja−M0(−1)jb−jb′−M0(−1)L−M(−1)L0−M0

×

 ja′ jb′ L′

ma′ −mb′ −M ′

 ja jb L

ma −mb −M

 ja′ ja L0

ma′ −ma −M0

 jb jb′ L0

mb −mb′ M0


= (−1)ja+jb−LL̂′L̂L̂0

∑
m′s

∑
L′′(L̂

′′)2δ
ja′
j1
δj2jaδ

j3
jb
δ
jb′
j4

×(−1)ja′+ja−L0+jb′+jb+L
′′−ma′−mb−M ′−M(−1)L−M(−1)L0−M0

×

 ja′ jb′ L′

ma′ −mb′ −M ′

 ja jb L

ma −mb −M

 jb′ ja′ L′′

−mb′ ma′ −M ′′


×

 ja jb L′′

−ma mb′ M ′′

 ja′ ja L0

jb jb′ L′′


= L̂′L̂L̂0

∑
m′s

∑
L′′(L̂

′′)2(−1)ja+jb−L′′(−1)M
′−Mδ

ja′
j1
δj2jaδ

j3
jb
δ
jb′
j4

×

 ja′ jb′ L′

ma′ −mb′ −M ′

 ja′ jb′ L′′

ma′ −mb′ −M ′′

 ja jb L

ma −mb −M


×

 ja jb L′′

ma −mb′ −M ′′

 ja′ ja L0

jb jb′ L′′


= (−1)ja+jb−LL̂0

 ja′ ja L0

jb jb′ L

 δL
′

L δ
M ′
M δ

ja′
j1
δj2jaδ

j3
jb
δ
jb′
j4
. (B.24)
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Por lo que usando la identidad 0 b c

d e f

 =
(−1)b+d+e

b̂ê
δbcδef , (B.25)

es inmediato obtener que para la parte SU(2) de sabor

(−1)φabΓ√
dim(Γ0)

∑
µ′s(−1)φµ0+φµ〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈a′, ā|Γ0µ0〉〈b, b̄′|Γ̄0µ̄0〉δa′1 δ

2
aδ

3
b δ
b′
4 δ

a′
a δ

b′

b

∣∣∣∣
SUf (2)

= (−1)Ta+Tb−T

 Ta′ Ta 0

Tb Tb′ T

 δT
′

T δ
Tz′
Tz
δ
Ta′
T1
δT2
Ta
δT3
Tb
δ
Tb′
T4

= 1
3
δT
′

T δ
Tz′
Tz
δ
Ta′
T1
δT2
Ta
δT3
Tb
δ
Tb′
T4
δ
Ta′
Ta
δ
Tb′
Tb

. (B.26)

Para la parte SU(3) de color recordamos que Γ0 = (11) y Γ = Γ′ = (00), por lo que

(−1)φabΓ√
dim(Γ0)

∑
µ′s(−1)φµ0+φµ〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈a′, ā|Γ0µ0〉〈b, b̄′|Γ̄0µ̄0〉δa′1 δ

2
aδ

3
b δ
b′
4

∣∣∣∣
SU(3)

=
∑

c′s
(−1)φC√

8
〈(10)ca′ , (01)c̄b′|(00)0〉〈(10)ca, (01)c̄b|(00)0〉

×〈(10)ca′ , (01)c̄a|(11)C〉〈(10)cb, (01)c̄b′ |(11)C̄〉

=
∑

c′s
(−1)χC√

8

(−1)
χca′√
3

δca′cb′
(−1)χca√

3
δcacb〈(10)ca′ , (01)c̄a|(11)C〉〈(10)cb, (01)c̄b′|(11)C̄〉

= 1
3

∑
ca′caC

1√
8
〈(10)ca′ , (01)c̄a|(11)C〉〈(10)ca, (01)c̄a′ |(11)C̄〉 = 1

3
1√
8

∑
C δCC

=
√

8
3
. (B.27)

Como 11 = ... = 14 = 1a = 1b = (10) entonces todas las deltas sobre SU(3) se han

eliminado en la expresión anterior por ser redundantes.

Juntando a las ecuaciones (B.24), (B.26) y (B.27) en la ecuación (B.23) y reacomodando

las deltas se tiene que

−∑µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
b1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13d

†
1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉

=
√

8
3

1
3
L̂0(−1)ja+jb−L

 ja′ ja L0

jb jb′ L

 δ
ja′
j1
δj2jaδ

j3
jb
δ
jb′
j4
δ
ka′
k1
δk2
ka
δk3
kb
δ
kb′
k4

×δπa′π1 δ
π2
πaδ

π3
πb
δ
πb′
π4 δ

T2
T1
δT4
T3
δT1
Ta
δT3
Tb
δ
Ta′
Ta
δ
Tb′
Tb
δ
Ya′
Y1
δY2
Ya
δY3
Yb
δ
Yb′
Y4
δL
′

L δ
M ′
M δT

′
T δ

Tz′
Tz

.

(B.28)
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El tercer sumando de la ecuación (B.8) es∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
d11d

†
1̄2

]Γ0

µ0

[[
b†13
b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ′s
(−1)φµ0√

dim(Γ0)
〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈1, 2̄|Γ0µ0〉〈3, 4̄|Γ̄0µ̄0〉

×〈0|db̄′ba′d1d
†
2̄

[
b†3b4̄, b

†
ad
†
b̄

]
|0〉 , (B.29)

donde

〈0|db̄′ba′d1d
†
2̄

[
b†3b4̄, b

†
ad
†
b̄

]
|0〉 = −(−1)φµ4δ4

a〈0|db̄
′
ba
′
d†

2̄
d1b

†
3d
†
b̄
|0〉 = −(−1)φµ1+φµ4δ1

b δ
b′

2 δ
a′

3 δ
4
a .

(B.30)

Se tiene entonces que∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
d11d

†
1̄2

]Γ0

µ0

[[
b†13
b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
= (−1)φabΓ√

dim(Γ0)

∑
µ′s(−1)φµ0+φµ〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈b, b̄′|Γ0µ0〉〈a′, ā|Γ̄0µ̄0〉δ1

b δ
b′
2 δ

a′
3 δ

4
a . (B.31)

El tercer término de (B.8) se puede calcular de la misma manera que el segundo término,

haciendo los intercambios 1↔ 3 y 2↔ 4, con lo cual∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
d11d

†
1̄2

]Γ0

µ0

[[
b†13
b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉

=
√

8
3

1
3
L̂0(−1)ja+jb−L

 ja′ ja L0

jb jb′ L

 δ
ja′
j3
δj4jaδ

j1
jb
δ
jb′
j2
δk2
k1
δk4
k3
δk1
kb
δk3
ka

×δπ2
π1
δπ4
π3
δπ1
πb
δπ3
πaδ

T2
T1
δT4
T3
δT1
Tb
δT3
Ta
δ
Ta′
Ta
δ
Tb′
Tb
δY2
Y1
δY4
Y3
δY1
Yb
δY3
Ya
δL
′

L δ
M ′
M δT

′
T δ

Tz′
Tz

. (B.32)

Aún cuando es menos evidente, la hermiticidad del hamiltoniano nos indica que el cuarto

término de (B.8) debe ser equivalente al primero bajo el intercambio de ı́ndices (12) ↔ (34)

y (a′b′)↔ (ab). Efectivamente, haciendo el cálculo con cuidado se obtiene que∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
d11d

†
1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13d

†
1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ′s
(−1)φµ0+φµ1+φµ3√

dim(Γ0)
〈a, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈1, b̄′|Γ0µ0〉〈b, 1̄|Γ̄0µ̄0〉δ4

1δ
b′
2 δ

b
3δ
a′
a

= −
√

2L0+1
2ja+1

√
8

3
1
3
(−1)j1+j2−L0δj4j1δ

j2
j3
δ
ja′
ja
δ
jb′
jb
δjbj2δ

k4
k1
δ
kb′
k2
δkbk3
δ
ka′
ka

×δπ4
π1
δ
πb′
π2 δ

πb
π3
δ
πa′
πa δ

T4
T1
δT2
T3
δ
Ta′
Ta
δ
Tb′
Tb
δTbT2
δY4
Y1
δ
Yb′
Y2
δYbY3
δ
Ya′
Ya
δL
′

L δ
M ′
M δT

′
T δ

Tz′
Tz

. (B.33)
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Por último, evaluamos los términos de la interacción tipo [B12B34]00 mostrados en la ecua-

ción (B.16). Se tiene que el segundo sumando en dicha ecuación es

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
d†

1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ′s
(−1)φµ0√

dim(Γ0)
〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈1, 2̄|Γ0µ0〉〈3, 4̄|Γ̄0µ̄0〉

×〈0|db̄′ba′b†1d†2̄
[
d3b4̄, b

†
ad
†
b̄

]
|0〉 , (B.34)

donde el valor esperado de los operadores sobre el vaćıo es

〈0|db̄′ba′b†1d†2̄
[
d3b4̄, b

†
ad
†
b̄

]
|0〉 = (−1)φµ4δ4

a〈0|db̄
′
ba
′
b†1d

†
2̄
d3d

†
b̄
|0〉 = (−1)φµ̄3+φµ4δa

′

1 δ
b′

2 δ
3
b δ

4
a .

(B.35)

Simplificando la fase mediante el uso del C-G 〈a, b̄|Γµ〉 se tiene que (−1)φµ̄3+φµ4 = (−1)φµa+φµ̄b =

(−1)φµ0+φabΓ . De este modo resulta que dicho término es

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[
b†11
d†

1̄2

]Γ0

µ0

[[
d13b1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]〉
=
∑

µ′s
(−1)φabΓ√

dim(Γ0)
〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈a′, b̄′|Γ0µ0〉〈a, b̄|Γ̄0µ̄0〉δa′1 δ

b′
2 δ

3
b δ

4
a

= (−1)φabΓ√
dim(Γ0)

δa
′

1 δ
b′
2 δ

3
b δ

4
aδ

Γ′
Γ δ

µ′
µ δ

Γ
Γ0
δµµ0

. (B.36)

Observamos que en el subespacio SU(3) de color se tiene que δΓ
Γ0

= δ
(00)
(11) = 0 por lo

que dicho término no contribuirá a la matriz de adelanto. Sin embargo, si se utilizara una

interacción escalar en color, entonces śı deberá ser tomado en cuenta. Una posible interacción

sin color puede ser la electrodébil o bien, el proceso de 3 gluones acoplados a color total cero.

Este último es responsable de los procesos de mezcla de sabor (ver Figura 5.1).

Por otro lado, el tercer sumando de la ecuación (B.16) śı resultará tener una contribución

no nula a la matriz adelanto. Observamos que

−∑µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
d11b1̄2

]Γ0

µ0

, γ†ab;Γµ

] [
b†13
d†

1̄4

]Γ0

µ̄0

〉
= −∑µ′s

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈1, 2̄|Γ0µ0〉〈3, 4̄|Γ̄0µ̄0〉

×〈0|db̄′ba′
[
d1b2̄, b

†
ad
†
b̄

]
b†3d

†
4̄
|0〉 . (B.37)
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En esta ocasión el valor esperado sobre el vaćıo involucra 3 términos

〈0|db̄′ba′
[
d1b2̄, b

†
ad
†
b̄

]
b†3d

†
4̄
|0〉 = (−1)φµ̄1+φµ2δ2

aδ
1
b 〈0|db̄

′
ba
′
b†3d

†
4̄
|0〉

−(−1)φµ2δ2
a〈0|db̄

′
ba
′
d1d

†
b̄
b†3d

†
4̄
|0〉 − (−1)φµ̄1δ1

b 〈0|db̄
′
ba
′
b2̄b

†
ab
†
3d
†
4̄
|0〉 . (B.38)

El primer sumando se eliminará tras notar la similitud con el caso anterior, donde la combi-

nación de δ2
aδ

1
b con el CG 〈a, b̄|Γµ〉 hace que dicho término sea proporcional a δΓ

Γ0
= δ

(00)
(11) = 0

para una interacción que no sea escalar en color. De este modo, se tiene que

−∑µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
γa
′b′;Γ′µ′

[[
d11b1̄2

]Γ0

µ0

, γ†ab;Γµ

] [
b†13
d†

1̄4

]Γ0

µ̄0

〉
=
∑

µ′s
(−1)φµ0√

dim(Γ0)
〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈1, 2̄|Γ0µ0〉〈3, 4̄|Γ̄0µ̄0〉

×(−1)φµ̄1+φµ2

(
δ1

4δ
2
aδ
a′
3 δ

b′

b + δ1
b δ

2
3δ
b′
4 δ

a′
a

)
=
∑

µ′s
(−1)

φ12Γ0√
dim(Γ0)

〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈1, ā|Γ0µ0〉〈a′, 1̄|Γ̄0µ̄0〉δ1
4δ

2
aδ
a′
3 δ

b′

b

+
∑

µ′s
(−1)

φ12Γ0√
dim(Γ0)

〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈b, 2̄|Γ0µ0〉〈2, b̄′|Γ̄0µ̄0〉δ1
b δ

2
3δ
b′
4 δ

a′
a

=

√
dim(Γ0)

dim(a)
(−1)φ1aΓ0δ1

4δ
2
aδ
a′
3 δ

a′
a δ

b′

b δ
Γ′
Γ δ

µ′
µ +

√
dim(Γ0)

dim(b)
(−1)φb2Γ0δ1

b δ
2
3δ
b′
4 δ

a′
a δ

b′

b δ
Γ′
Γ δ

µ′
µ

= L̂0

ĵ2a

√
8

3
1
3
(−1)j1+ja−L0δj4j1δ

j2
ja
δ
ja′
j3
δ
ja′
ja
δ
jb′
jb
δk4
k1
δk2
ka
δ
ka′
k3
δ
kb′
kb

×δπ4
π1
δπ2
πaδ

πa′
π3 δ

πb′
πb δ

T4
T1
δT2
Ta
δ
Ta′
T3
δ
Ta′
Ta
δ
Tb′
Tb
δY4
Y1
δ
Yb′
Y2
δYbY3
δ
Yb′
Yb
δL
′

L δ
M ′
M δT

′
T δ

Tz′
Tz

+ L̂0

ĵ2b

√
8

3
1
3
(−1)j2+jb−L0δj1jb δ

j2
j3
δ
jb′
j4
δ
ja′
ja
δ
jb′
jb
δk1
kb
δk2
k3
δ
kb′
k4
δ
ka′
ka

×δπ1
πb
δπ2
π3
δ
πb′
π4 δ

πa′
πa δ

T1
Tb
δT2
T3
δ
Tb′
T4
δ
Ta′
Ta
δ
Tb′
Tb
δY1
Yb
δY2
Y3
δ
Yb′
Y4
δ
Ya′
Ya
δL
′

L δ
M ′
M δT

′
T δ

Tz′
Tz

. (B.39)

Juntando las contribuciones de la enerǵıa cinética de la ec. (B.4); de la interacción tipo

[A12A34]00 (ecuaciones (B.20), (B.28), (B.32) y (B.33) ); y la interacción entre pares [B12B34]00 de

la ec. (B.39); e insertándolas en la definición de nuestro Hamiltoniano efectivo de la ecuación
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(2.23) se tiene que la matriz adelanto está dada por

Aa′b′Γ′µ′

abΓµ = 〈0|
[
γa
′b′;Γ′µ′ ,

[
H, γ†ab;Γµ

]]
|0〉

=
∑

k,j,π,Y,T εk,j,π,Y,T δπa′πaδπb′πbδka′kaδkb′kbδja′jaδjb′jbδYf ′aYfa
δYf ′

b
Yfb
δTf ′aTfa

δTf ′
b
Tfb
δΓ′Γδµ′µ

×
(
δkkaδjjaδTfTfaδππa + δkkbδjjbδTfTfaδππb

)
+1

2

∑
L0

∑
{kijiπiYiTi}

√
8L̂0

3
{TfaTfbT} δTf1Tf2δTf3Tf4δTf ′aTfaδTf ′bTfbδYf1Yf2δYf3Yf4δYf ′aYfaδYf ′bYfbδΓ′Γδµ′µ

×
{
E(3)L0

{πikijiYiTi}(−1)j1+j4−L

 L0 j3 j4

L j1 j2

 δj1jbδj2jb′δj3ja′δj4ja

×δk1kbδk2kb′
δk3ka′

δk4kaδπ1πbδπ2πb′
δπ3πa′

δπ4πaδYf1YfbδYf3YfaδTf1TfbδTf3Tfa

+E(2)L0

{πikijiYiTi}(−1)j2+j3−L

 L0 j4 j3

L j2 j1

 δj1ja′δj2jaδj3jbδj4jb′

×δk1ka′
δk2kaδk3kbδk4kb′

δπ1πa′
δπ2πaδπ3πbδπ4πb′

δYf1YfaδYf3YfbδTf1TfaδTf3Tfb

+E(4)L0

{πikijiYiTi}(−1)j1+j2−L0 1
(ĵ3)2 {L0j1j2} {Ljajb} δj1j4δj2jb′δj3jbδja′jaδjb′jb

×δk1k4δk2kb′
δk3kbδka′kaδπ1π4δπ2πb′

δπ3πbδπa′πaδYf1Yf3δYf1YfbδTf1Tf3δTf1Tfb

+E(1)L0

{πikijiYiTi}(−1)j1+j2−L0 1
(ĵ1)2 {L0j1j2} {Ljajb} δj1ja′δj2j3δj4jaδja′jaδjb′jb

×δk1ka′
δk2k3δk4kaδkb′kbδπ1πa′

δπ2π3δπ4πaδπb′πbδYf1Yf3δYf1YfaδTf1Tf3δTf1Tfa

}
+1

2

∑
L0

∑
{kijiπiYiTi}G(3)L0

{πikijiYiTi}

√
8L̂0

3
{TfaTfbT}

×δTf1Tf2δTf3Tf4δTf1Tf3δTf ′aTfaδTf ′bTfbδYf1Yf2δYf3Yf4δYf1Yf3δYf ′aYfaδYf ′bYfbδΓ′Γδµ′µ

×
{

(−1)j1+j3−L0 1
(ĵ3)2 {L0j1j2} {Ljajb} δj1j4δj2jaδj3ja′δja′jaδjb′jb

×δk1k4δk2kaδk3ka′
δkb′kbδπ1π4δπ2πaδπ3πa′

δπb′πbδYf1YfaδTf1Tfa

+(−1)j2+j4−L0 1
(ĵ1)2 {L0j2j1} {Ljajb} δj1jbδj2j3δj4jb′δja′jaδjb′jb

×δk1kbδk2k3δk4kb′
δkaka′δπ1πbδπ2π3δπ4πb′

δπaπa′δYf1YfbδTf1Tfb

}
,

(B.40)
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donde se utilizó la notación histórica

E(1)L0

{πikijiYiTi} =
∑
{λi} V

L0

{λiπikijiYiTi}δλ1,+
1
2
δλ2,+

1
2
δλ3,+

1
2
δλ4,+

1
2

E(2)L0

{πikijiYiTi} =
∑
{λi} V

L0

{λiπikijiYiTi}δλ1,+
1
2
δλ2,+

1
2
δλ3,− 1

2
δλ4,− 1

2

E(3)L0

{πikijiYiTi} =
∑
{λi} V

L0

{λiπikijiYiTi}δλ1,− 1
2
δλ2,− 1

2
δλ3,+

1
2
δλ4,+

1
2

E(4)L0

{πikijiYiTi} =
∑
{λi} V

L0

{λiπikijiYiTi}δλ1,− 1
2
δλ2,− 1

2
δλ3,− 1

2
δλ4,− 1

2

G(1)L0

{πikijiYiTi} =
∑
{λi} V

L0

{λiπikijiYiTi}δλ1,+
1
2
δλ2,− 1

2
δλ3,+

1
2
δλ4,− 1

2

G(2)L0

{πikijiYiTi} =
∑
{λi} V

L0

{λiπikijiYiTi}δλ1,+
1
2
δλ2,− 1

2
δλ3,− 1

2
δλ4,+

1
2

G(3)L0

{πikijiYiTi} =
∑
{λi} V

L0

{λiπikijiYiTi}δλ1,− 1
2
δλ2,+

1
2
δλ3,+

1
2
δλ4,− 1

2

G(4)L0

{πikijiYiTi} =
∑
{λi} V

L0

{λiπikijiYiTi}δλ1,− 1
2
δλ2,+

1
2
δλ3,− 1

2
δλ4,+

1
2
. (B.41)

Los elementos de interacción están dados por

V L0

{λiπikijiYiTi}

= 1
2

∑
{Nili} V

L0

{NilijiYiTi}
∑

ττ ′ δπ1,(−1)
1
2−τ+l1

δ
π2,(−1)

1
2−τ+l2

δ
π3,(−1)

1
2−τ

′+l3δπ4,(−1)
1
2−τ

′+l4

×
(
αj1τ(N1l1)λ1π1k1

)∗ (
αj2τ(N2l2)λ2π2k2

)(
αj3τ ′(N3l3)λ3π3k3

)∗ (
αj4τ ′(N4l4)λ4π4k4

)
, (B.42)

donde a su vez los coeficientes del potencial V L0

{NilijiYiTi} están dados por la ecuación (2.18) y

su expresión anaĺıtica para el potencial de Cornell es deducida en el Apéndice C.

B.2. Valor esperado de
[
H, γ†ab

]
γ†a′b′

Para aplicar el método de RPA presentado en la Sección 3.2 se necesita determinar a la

matriz retraso, cuyos coeficientes están dados por

Bij = −〈0|
[
γ†i,

[
H, γ†j

]]
|0〉 = 〈0|

[
H, γ†j

]
γ†i|0〉 . (B.43)

Es claro que Bij 6= 0 sólo cuando
[
H, γ†

]
∼ γ. Observamos que el Hamiltoniano cinético

es básicamente una combinación de operadores de número, por lo cual
[
K, γ†

]
∼ γ† y como

era de esperar, no contribuye a la matriz retraso.
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Calculamos entonces el valor de expectación del Hamiltoniano de interacción en sus distin-

tos términos. De la hermiticidad del retraso será de esperarse que sólo las interacciones tipo

[A12A34]00 y tipo [B12B34]00 sean distintos de cero, ya que dichas interacciones son las únicas

que poseen la propiedad de simetŕıa de intercambio de ı́ndices (12)↔ (34).

•
)

Interacción tipo [A12A34]00

Esquemáticamente podemos observar que el valor esperado sobre el vaćıo del retraso para

la interacción tipo [A12A34]00 es de la forma

〈0|
[
A12A34, γ

†] γ†|0〉 ∼ 〈0| (A12

[
A34, γ

†]+
[
A12, γ

†]A34

)
γ†|0〉 . (B.44)

De acuerdo a la ecuación (B.6) el primer término se elimina para interacciones (11) de color,

mientras que de la ecuación (A.61) tenemos que
[
A, γ†

]
∼ γ† por lo que es segundo término

es de la forma 〈0|
[
A, γ†

]2 |0〉 ∼ 〈0| (γ†)2 |0〉 = 0. De esta manera, la interacción [A12A34]00 no

contribuye al retraso.

•
)

Interacción tipo [A12B34]00

A la interacción tipo [A12B34]00 también la evaluamos de forma esquemática, observando

que el retraso en este caso es de la forma

〈0|
[
A12B34, γ

†] γ†|0〉 ∼ 〈0|
(
A12

[
B34, γ

†]+
[
A12, γ

†]B34

)
γ†|0〉

∼ 〈0|γ†
(
γ† + γ

)
γ†|0〉 = 0 , (B.45)

donde una vez más el primer término se elimina al hacer actuar a A directamente sobre el

vaćıo, mientras que para el segundo término se usó que de su definición, B ∼ γ† + γ .

•
)

Interacción tipo [B12A34]00

En el caso de la interacción tipo [B12A34]00 también basta con mostrar esquemáticamente

que la matriz de retraso es de la forma

〈0|
[
B12A34, γ

†] γ†|0〉 ∼ 〈0|
(
B12

[
A34, γ

†]+
[
B12, γ

†]A34

)
γ†|0〉

∼ 〈0|
(
γ† + γ

)
γ†γ†|0〉+ 〈0| (nb + nd) γ

†|0〉 = 0 , (B.46)

donde una vez más se usó que
[
A, γ†

]
∼ γ†, y que de la ecuación (A.63) el conmutador de B

con un par es una combinación de generadores
[
B, γ†

]
∼ [b†b] + [dd†].
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Podemos observar que la matriz de retraso es hermı́tica por construcción, por lo que pudo

haber sido de esperar que las interacciones tipo [A12B34]00 y tipo [B12A34]00 no contribuyeran

por no mantener la simetŕıa de intercambio de ı́ndices (12)↔ (34).

•
)

Interacción tipo [B12B34]00

Como ningún otro término contribuye a la matriz de retraso tenemos que

〈0|
[
H, γ†ab;Γµ

]
γ†a

′b′;Γ′µ′|0〉

= −1
2

∑
{λiπikijiYiTi} V

L0

{λiπikijiYiTi}〈0|
[[
BΓ0

12BΓ̄0
34

]0

0
, γ†ab;Γµ

]
γ†a

′b′;Γ′µ′|0〉 , (B.47)

donde el valor esperado de los operadores sobre el vaćıo es〈[[
BΓ0

12BΓ̄0
34

]0

0
, γ†ab;Γµ

]
γ†a

′b′Γ′µ′
〉

=
∑

µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

{〈
BΓ0

12;µ0

[
BΓ̄0

34;µ̄0
, γ†ab;Γµ

]
γ†a

′b′;Γ′µ′
〉

+

〈[
BΓ0

12;µ0
, γ†ab;Γµ

]
BΓ̄0

34;µ̄0
γ†a

′b′;Γ′µ′
〉}

.

(B.48)

Observamos que el segundo término de (B.48) se anula al hacer actuar al conmutador

de B con un par directamente sobre el vaćıo, ya que de (A.63) tenemos que 〈0|
[
B, γ†

]
∼

〈0|
(
[b†b] + [dd†]

)
= 0.

Para simplificar al primer término en (B.48), basta consider que sólo la parte [d1b2]Γ0

µ0
del

operador BΓ0
12;µ0

sobrevive al hacerle actuar directamente sobre el vaćıo, por lo que utilizando

la definición del operador B se tiene que〈[[
BΓ0

12BΓ̄0
34

]0

0
, γ†ab;Γµ

]
γ†a

′b′Γ′µ′
〉

= 1
2

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

(
αj1τ(N1l1)λ1π1k1

)∗ (
αj2τ(N2l2)λ2π2k2

)(
αj3τ(N3l3)λ3π3k3

)∗ (
αj4τ(N4l4)λ4π4k4

)
δλ1λ2δλ3λ4

×
{〈

[d11b1̄2
]Γ0

µ0

[
[d13b1̄4

]Γ0

µ̄0
, γ†ab;Γµ

]
γ†a′b′Γ′µ′

〉
−
〈

[d11b1̄2
]Γ0

µ0

[[
b†13
d†

1̄4

]Γ0

µ̄0

, γ†ab;Γµ

]
γ†a

′b′Γ′µ′
〉}

.

(B.49)

El segundo término de la ecuación anterior tampoco tendrá contribución al retraso ya que
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contiene un exceso de operados de creación, por lo que el único término no nulo resulta ser

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
[d11b1̄2

]Γ0

µ0

[
[d13b1̄4

]Γ0

µ̄0
, γ†ab;Γµ

]
γ†a′b′Γ′µ′

〉
=
∑

µ′s
(−1)φµ0√

dim(Γ0)
〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈1, 2̄|Γ0µ0〉〈3, 4̄|Γ̄0µ̄0〉

×〈0|d1b2̄

[
d3b4̄, b

†
ad
†
b̄

]
b†ā
′
d†b

′|0〉 . (B.50)

Observamos que

〈0|d1b2̄

[
d3b4̄, b

†
ad
†
b̄

]
b†ā
′
d†b

′ |0〉

= (−1)φµa+φµ̄b
(
δ1
b δ
a′
2 δ

b′
3 δ

4
a + δb

′
1 δ

2
aδ

3
b δ
a′
4 − δb

′
1 δ

a′
2 δ

3
b δ

4
a − δ1

b δ
2
aδ
b′
3 δ

a′
4

)
. (B.51)

De la misma manera como ocurrió para algunos términos de la matriz adelanto, los últimos

dos términos de la ecuación anterior se anulan para una interacción en la representación (11) de

color, es decir, tras notar que 〈a, b̄|Γµ〉δ3
b δ

4
a y 〈a, b̄|Γµ〉δ1

b δ
2
a son proporcionales en su subespacio

de color a δ
(11)
(00) = 0.

Reescribiendo a la fase (−1)φµa+φµ̄b = (−1)φabΓ+φµ se tiene entonces que

∑
µ0

(−1)φµ0√
dim(Γ0)

〈
[d11b1̄2

]Γ0

µ0

[
[d13b1̄4

]Γ0

µ̄0
, γ†ab;Γµ

]
γ†a′b′Γ′µ′

〉
= (−1)φabΓ√

dim(Γ0)

∑
µ′s

(−1)φµ0+φµ√
dim(Γ0)

〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈b, ā′|Γ0µ0〉〈b′, ā|Γ̄0µ̄0〉δ1
b δ
a′
2 δ

b′
3 δ

4
a

+ (−1)φabΓ√
dim(Γ0)

∑
µ′s

(−1)φµ0+φµ√
dim(Γ0)

〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈b′, ā|Γ0µ0〉〈b, ā′|Γ̄0µ̄0〉δb′1 δ2
aδ

3
b δ
a′
4 . (B.52)

Resulta necesario simplificar expĺıcitamente a la ecuación anterior un subespacio a la vez.

La parte SU(2) del primer término en (B.52) es
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(−1)φabΓ√
dim(Γ0)

∑
µ′s(−1)φµ0+φµ〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈b, ā′|Γ0µ0〉〈b′, ā|Γ̄0µ̄0〉δ1

b δ
a′
2 δ

b′
3 δ

4
a

∣∣∣∣
SU(2)

= (−1)ja+jb−L√
2L0+1

∑
m′s L̂

′L̂(L̂0)2δj1jb δ
ja′
j2
δ
jb′
j3
δj4ja

×(−1)ja−jb−M(−1)ja′−jb′−M
′
(−1)jb′−ja+M0(−1)jb−ja′−M0(−1)L−M(−1)L0−M0

×

 ja jb L

ma −mb −M

 ja′ jb′ L′

−ma′ mb′ −M ′

 jb′ ja L0

mb′ −ma M0

 jb ja′ L0

mb −ma′ −M0


= (−1)ja+jb−LL̂′L̂L̂0

∑
m′s

∑
L′′(L̂

′′)2δj1jb δ
ja′
j2
δ
jb′
j3
δj4ja

×(−1)ja′+jb−L0+jb′+ja+L′′−mb′−mb(−1)L−M
′
(−1)L0−M0

×

 ja jb L

ma −mb −M

 ja′ jb′ L′

−ma′ mb′ −M ′

 ja jb L′′

−ma mb′ M ′′


×

 ja′ jb′ L′′

−ma′ mb′ −M ′′

 jb ja′ L0

jb′ ja L′′


= (−1)ja+jb+ja′+jb′ L̂0

 jb ja′ L0

jb′ ja L

 δL
′

L δ
M ′
M δj1jb δ

ja′
j2
δ
jb′
j3
δj4ja , (B.53)

de donde una vez más es inmediato calcular para la parte SU(2) de sabor que

(−1)φabΓ√
dim(Γ0)

∑
µ′s(−1)φµ0+φµ〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈b, ā′|Γ0µ0〉〈b′, ā|Γ̄0µ̄0〉δ1

b δ
a′
2 δ

b′
3 δ

4
a

∣∣∣∣
SUf (2)

= (−1)Ta+Tb+Ta′+Tb′

 Tb Ta′ 0

Tb′ Ta T

 δT
′

T δ
Tz′
Tz
δT1
Tb
δ
Ta′
T2
δ
Tb′
T3
δT4
Ta

= 1
3
(−1)Ta′+Tb′+T {TfaTfbT} δT

′
T δ

Tz′
Tz
δT1
Tb
δTaT3

δT2
T1
δT3
T4
δ
Ta′
Tb
δ
Tb′
Ta

. (B.54)
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Para la parte SU(3) de color recordamos que Γ0 = (11) y Γ = Γ′ = (00), por lo que

(−1)φabΓ√
dim(Γ0)

∑
µ′s(−1)φµ0+φµ〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈b, ā′|Γ0µ0〉〈b′, ā|Γ̄0µ̄0〉δ1

b δ
a′
2 δ

b′
3 δ

4
a

∣∣∣∣
SU(3)

=
∑

c′s
(−1)φC√

8
〈(10)ca′ , (01)c̄b′|(00)0〉〈(10)ca, (01)c̄b|(00)0〉

×〈(10)cb, (01)c̄a′|(11)C〉〈(10)cb′ , (01)c̄a|(11)C̄〉

=
∑

c′s
(−1)χC√

8

(−1)
χca′√
3

δca′cb′
(−1)χca√

3
δcacb〈(10)cb, (01)c̄a′ |(11)C〉〈(10)cb′ , (01)c̄a|(11)C̄〉

= 1
3

∑
ca′caC

1√
8
〈(10)ca, (01)c̄a′|(11)C〉〈(10)ca′ , (01)c̄a|(11)C̄〉 = 1

3
1√
8

∑
C δCC

=
√

8
3
. (B.55)

Juntando las ecuaciones (B.53), (B.54) y (B.55) se tiene que el primer término de la

ecuación (B.52) es

(−1)φabΓ√
dim(Γ0)

∑
µ′s

(−1)φµ0+φµ√
dim(Γ0)

〈a′, b̄′|Γ′µ′〉〈a, b̄|Γµ〉〈b, ā′|Γ0µ0〉〈b′, ā|Γ̄0µ̄0〉δ1
b δ
a′
2 δ

b′
3 δ

4
a

=
√

8
3

1
3
L̂0(−1)ja+jb+ja′+jb′

 jb ja′ L0

jb′ ja L

 δj1jb δ
ja′
j2
δ
jb′
j3
δj4jaδ

k1
kb
δ
ka′
k2
δ
kb′
k3
δk4
ka
δπ1
πb
δ
πa′
π2 δ

πb′
π3 δ

π4
πa

×(−1)Ta′+Tb′+T {TfaTfbT} δT1
Tb
δTaT3

δT2
T1
δT3
T4
δ
Ta′
Tb
δ
Tb′
Ta
δY1
Yb
δ
Ya′
Y2
δ
Yb′
Y3
δY4
Ya
δL
′

L δ
M ′
M δT

′
T δ

Tz′
Tz

. (B.56)

Observamos que el segundo término de la ecuación (B.52) es el mismo que el primer

término haciendo el intercambio de ı́ndices 1↔ 3 y 2↔ 4, por lo que poniendo todo junto se

tiene finalmente que

Ba
′b′Γ′µ′

abΓµ = −〈0|
[
γ†a

′b′;Γ′µ′ ,
[
H, γ†ab;Γµ

]]
|0〉

=
∑

L0

∑
{kijiπiYiTi} V

L0

{λiπikijiYiTi}

√
8L̂0

6
{TfaTfbT}

×δTf1Tf2δTf3Tf4δTf ′aTfbδTfaTf ′bδYf1Yf2δYf3Yf4δYf ′aYfbδYfaYf ′bδΓ′Γδµ′µ

×(−1)j1+j2+j3+j4+Tf1+Tf3+T

 L0 j3 j4

L j1 j2

 δλ1,− 1
2
δλ2,+

1
2
δλ3,− 1

2
δλ4,+

1
2

×
{
δk1kbδk2ka′

δk3kb′
δk4kaδj1jbδj2ja′δj3jb′δj4jaδπ1πbδπ2πa′

δπ3πb′
δπ4πaδYf1YfbδYf3YfaδTf1TfbδTf3Tfa

+δk1kb′
δk2kaδk3kbδk4ka′

δj1jb′δj2jaδj3jbδj4ja′δπ1πb′
δπ2πaδπ3πbδπ4πa′

δYf1YfaδYf3YfbδTf1TfaδTf3Tfb

}
,

(B.57)
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que a su vez se puede reescribir como

Ba
′b′Γ′µ′

abΓµ = −〈0|
[
γ†a

′b′;Γ′µ′ ,
[
H, γ†ab;Γµ

]]
|0〉

=
∑

L0

∑
{kijiπiYiTi}G(4)L0

{πikijiYiTi}

√
8L̂0

6
{TfaTfbT}

×δTf1Tf2δTf3Tf4δTf ′aTfbδTfaTf ′bδYf1Yf2δYf3Yf4δYf ′aYfbδYfaYf ′bδΓ′Γδµ′µ

×(−1)j1+j2+j3+j4+Tf1+Tf3+T

 L0 j3 j4

L j1 j2


×
{
δk1kbδk2ka′

δk3kb′
δk4kaδj1jbδj2ja′δj3jb′δj4jaδπ1πbδπ2πa′

δπ3πb′
δπ4πaδYf1YfbδYf3YfaδTf1TfbδTf3Tfa

+δk1kb′
δk2kaδk3kbδk4ka′

δj1jb′δj2jaδj3jbδj4ja′δπ1πb′
δπ2πaδπ3πbδπ4πa′

δYf1YfaδYf3YfbδTf1TfaδTf3Tfb

}
.

(B.58)

Notamos que la matriz de retraso resulta ser simétrica ante el intercambio de ı́ndices

(12)↔ (34), lo cual refleja la condición de hermiticidad que debe satisfacer por construcción.



Apéndice C

El Hamiltoniano de Interacción

El potencial de interacción derivado del operador de Faddeev-Popov es bastante compli-

cado pero incluye a los gluones en el formalismo de la Teoŕıa Cuántica de Campos, y con ellos

el fenómeno de confinamiento. Una posibilidad es reemplazar al término de Faddeev-Popov

por un potencial estático efectivo que dependa únicamente de las posiciones de cada una de

las densidades de carga interactuantes.

〈x| 1

∇ ·D (−∇2)
1

∇ ·D |y〉 −→ V (|x− y|) =
−α
|x− y| + β|x− y| (C.1)

donde α y β son constantes positivas tal como fue discutido en el Caṕıtulo 2.

A diferencia del caso en que se utiliza un desarrollo en ondas planas, el rango finito se

impone a las funciones de onda usando la base de oscilador armónico, con lo cual no es

necesario cortar al potencial a ninguna escala.

De acuerdo a la ecuación (2.1) se tiene que el Hamiltoniano de interacción entre quarks es

Hq−q
Coulomb =

∫
d3xd3yρa(x)V (|x− y|)ρa′(y)

=

∫
d3xd3y

∑
C

Ψ†(x)TCΨ(x)V (|x− y|)Ψ†(y)TCΨ(y) , (C.2)

donde hemos a su vez utilizado la expresión (2.2) para la densidad de carga de color restringida

únicamente al sector de quarks (q). Comenzamos por sustituir la expansión para los campos

107
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en la base acoplada a momento angular total

Ψcf (r,Ω) =
∑
Nlmσ

∑
jmj

〈lml,
1

2
σ|jmj〉RNl(r)Ylm(Ω)

 χσb
†
1
2

(Nl)jmjcf

χσb
†
− 1

2
(Nl)jmjcf

 (C.3)

Con ello, es posible reescribir al Hamiltoniano de interacción de la ecuación (C.2) como

Hq−q
Coulomb = −1

2
g2

∫
d3xd3y

∑
C

ψ†(r)TCψ(r)V (|x− y|)ψ†(r′)TCψ(r′)

= −1

2
g2
∑
C

∑
Nilimiσiτimjijicifi

∫
r2r′2drdr′dr̂dr̂′b†τ1(N1l1)j1mj1c1f1

bτ2(N2l2)j2mj2c2f2

× b†τ3(N3l3)j3mj3c3f3
bτ4(N4l4)j4mj4c4f4 [TC ]c1c2 [TC ]c3c4V (|x− y|)

× R∗N1l1
(x)Y ∗l1m1

(x̂)RN2l2(x)Yl2m2(x̂)〈l1m1,
1

2
σ1|j1λ1〉〈l2m2,

1

2
σ2|j2λ2〉

× R∗N3l3
(y)Y ∗l3m3

(ŷ)RN4l4(y)Yl4m4(ŷ)〈l3m3,
1

2
σ3|j3λ3〉〈l4m4,

1

2
σ4|j4λ4〉

× δσ1σ2δσ3σ4δα1α2δα3α4δf1f2δf3f4 . (C.4)

Los generadores SU(3) de color TC y TC de la ecuación (C.4) pueden escribirse en términos

de coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) [25], a partir de los elementos de matriz (TC)c1c2

= 〈(1, 0)c1|TC |(1, 0)c2〉 y aplicando el teorema de Wigner-Eckart, con lo cual se obtiene

(TC)c1c2 = (−1)χc2+1 1√
2
〈(1, 0)c1, (0, 1)c̄2 | (1, 1)C〉1 . (C.5)

De esta manera se tiene que

Hq−q
Coulomb = −1

2
g2
∑

C

∑
τiNilimijiλiσifici

(−1)χCδτ1τ2δτ3τ4δσ1σ2δσ3σ4δf1f2δf3f4

×
[
〈l1m1,

1
2
σ1 | j1λ1〉〈l2m2,

1
2
σ2 | j2λ2〉 (−1)χc2+1

√
2
〈(10)c1, (01)c̄2 | (11)C〉1

]
×
[
〈l3m3,

1
2
σ3 | j3λ3〉〈l4m4,

1
2
σ4 | j4λ4〉 (−1)χc4+1

√
2
〈(10)c3, (01)c̄4 | (11)C̄〉1

]
×
∫
d3xd3yψ∗N1l1m1

(x)ψN2l2m2(x)V (| x− y |)ψ∗N3l3m3
(y)ψN4l4m4(y) .

×b†τ1(N1l1)j1λ1c1f1
bτ2(N2l2)j2λ2c2f2b†τ3(N3l3)j3λ3c3f3

bτ4(N4l4)j4λ4c4f4 (C.6)

En la ecuación (C.6), la presencia de δτ1τ2δτ3τ4 , δσ1σ2δσ3σ4 y δf1f2δf3f4 vienen directamente de

la estructura de la densidad de carga de color la cual no contiene ninguna dependencia en

pseudoesṕın, esṕın ni sabor, respectivamente.
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Primero nos concentraremos en resolver la integral sobre x y y. Acoplando las funciones

que son complejas conjugadas entre śı y de la misma manera a las que no son conjugadas, se

obtiene que∑
J ′M ′jJMJ

〈l1m1, l3m3 | J ′M ′
J〉〈l2m2, l4m4 | JMJ〉

×
∫
d3xd3y

[
Ψ∗N1l1

(x)⊗Ψ∗N3l3
(y)
]J ′
M ′J

V (| x− y |) [ΨN2l2(x)⊗ΨN4l4(y)]JMJ
. (C.7)

Usando las transformaciones de Talmi-Moshinsky [32, 33] para reacoplar la integral en la

ecuación (C.7), resulta que∑
N ′rl
′
rNrlr;N

′
RL
′
RNRLR

(N ′rl
′
r, N

′
RL
′
R, J

′ | N1l1, N3l3, J
′)(Nrlr, NRLR, J | N2l2, N4l4, J)

×
∫
d3rd3R

[
Ψ∗N ′RL′R(R)⊗Ψ∗N ′rl′r(r)

]J ′
M ′J

V (
√

2r) [ΨNRLR(R)⊗ΨNrlr(r)]JMJ
, (C.8)

donde R = 1√
2

(x+ y) se relaciona con la coordenada de CM y r = 1√
2

(x− y) a la posición

relativa. Debido a que en la última ecuación, el potencial es independiente de R, la dependen-

cia sobre dicha coordenada se puede integrar fácilmente. Con ello, la integral en la ecuación

(C.8) resulta ser ∑
M ′RMR;m′rmr

〈L′RM ′
R, l
′
rm
′
r | J ′M ′

J〉〈LRMR, lrmr | JMJ〉∫
d3RΨ∗N ′RL′RM ′R(R)ΨNRLRMR

(R)

∫
d3rΨ∗N ′rl′rm′r(r)V (

√
2r)ΨNrlrmr(r)

= δN ′RNRδL′RLR
∑

MR;m′rmr

〈LRMR, l
′
rm
′
r | J ′M ′

J〉〈LRMR, lrmr | JMJ〉∫
d3rΨ∗N ′rl′rm′r(r)V (

√
2r)ΨNrlrmr(r) . (C.9)

Debido a que el potencial V es un escalar, se tiene como constricción adicional que l′r = lr

y m′r = mr. La integral en śı tampoco depende de mr. Luego, es posible reemplazar a mr

por su proyección de máximo peso lr. Con esto, la suma sobre (MR,m
′
r,mr) junto con los

dos coeficientes de Clebsch-Gordan se covierten en una suma sobre (MR,mr), lo cual a su vez

representa una regla de ortogonalidad que deriva en las deltas de Kronecker δJ ′JδM ′JMJ
.
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Juntando todas las consideraciones anteriores, la ecuación (C.7) se convierte en∑
JMJ ;N ′rNrlr;NRLR

〈l1m1, l3m3 | JMJ〉〈l2m2, l4m4 | JMJ〉

× (N ′rlr, NRLR, J | N1l1, N3l3, J)(Nrlr, NRLR, J | N2l2, N4l4, J)

×
∫
d3rΨ∗N ′rlrlr(r)V (

√
2r)ΨNrlrlr(r) . (C.10)

Con la ecuación (C.10), el Hamiltoniano en (C.6) adquiere la forma

Hcoul = −1

4

∑
Nilimijiλiσi

∑
JMJN ′rNrlrNRLR

δσ1σ2δσ3σ4(−1)j2−λ2+j4−λ4(−1)χf2+χf4

×〈l1m1,
1

2
σ1 | j1λ1〉〈l2m2,

1

2
σ1 | j2λ2〉〈l3m3,

1

2
σ3 | j3λ3〉〈l4m4,

1

2
σ3 | j4λ4〉

×〈l1m1, l3m3 | JMJ〉〈l2m2, l4m4 | JMJ〉
∫
d3rΨ∗N ′rlrlr(r)V (

√
2r)ΨNrlrlr(r)

×(N ′rlr, NRLR, J | N1l1, N3l3, J)(Nrlr, NRLR, J | N2l2, N4l4, J)

×
{∑

C

(−1)χC
∑
ciτifi

(−1)
1
2
−τ2+ 1

2
−τ4δτ1τ2δτ3τ4 δf1f2δf3f4

×〈(10)c1, (01)c̄2 | (11)C〉1〈(10)c3, (01)c̄4 | (11)C̄〉1
×b†τ1(N1l1)j1λ1c1f1

b−τ2(N2l2)j2−λ2c̄2f̄2
b†τ3(N3l3)j3λ3c3f3

b−τ4(N4l4)j4−λ4c̄4f̄4

}
, (C.11)

En la ecuación (C.11), la fase (−1)χc2+χc4 de la ecuación (C.6) se ha cancelado con la

misma fase proveniente de bajar los ı́ndices de los operadores. La fase restante (−1)χC es

proporcional al acoplamiento SU(3) a color cero, donde sólo hace falta el factor
√

8 en el

denominador. Por otro lado, la contracción sobre τi (i.e. (−1)
1
2
−τ2δτ1τ2) y fi (i.e. (−1)χf2δf1f2)

representan un acoplamiento total a cero, donde sólo faltaŕıa agregar el factor 1/
√

2 en el

denominador para el primer caso y 1/
√

3 en el segundo. Corrigiendo por estos factores, se

tiene que la expresión entre llaves de la ecuación (C.11) resulta ser

{
....

}
=

∑
LML

(−1)j2−λ2+j4−λ4(
√

2)2(
√

3)2
√

8〈j1λ1, j2 − λ2 | LML〉〈j3λ3, j4 − λ4 | L−ML〉

× (−1)L−ML

√
2L+ 1

[[
b†(N1l1)j1

⊗ b(N2l2)j2

]0L(11)(00)

⊗
[
b†(N3l3)j3

⊗ b(N4l4)j4

]0L(11)(00)
]00(00)(00)

0000

.

(C.12)
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Los acoplamientos intermedios y el total están ordenados de la siguiente manera: pseudoesṕın,

momento angular total, color y sabor.

Con lo anterior es posible reescribir al Hamiltoniano de Coulomb de la ecuación (Eq. (C.6))

como

Hcoul = −1

2

∑
NilimijiλiσiLML

∑
JMJN ′rNrlrNRLR

1

2
(
√

2)2(
√

3)2
√

8(−1)j2−λ2+j4−λ4
(−1)L−ML

√
2L+ 1

× 〈l1m1,
1

2
σ1 | j1λ1〉〈l2m2,

1

2
σ1 | j2λ2〉〈j1λ1, j2 − λ2 | LML〉

× 〈l3m3,
1

2
σ3 | j3λ3〉〈l4m4,

1

2
σ3 | j4λ4〉〈j3λ3, j4 − λ4 | L−ML〉

× 〈l1m1, l3m3 | JMJ〉〈l2m2, l4m4 | JMJ〉
∫
d3rΨ∗N ′rlrlr(r)V (

√
2r)ΨNrlrlr(r)

× (N ′rlr, NRLR, J | N1l1, N3l3, J)(Nrlr, NRLR, J | N2l2, N4l4, J)

×
[[
b†(N1l1)j1

⊗ b(N2l2)j2

]0L(11)(00)

⊗
[
b†(N3l3)j3

⊗ b(N4l4)j4

]0L(11)(00)
]00(00)(00)

0000

. (C.13)

Usando las relaciones para las sumas sobre el producto de tres o cuatro coeficientes de

Clebsch-Gordan [56], se llega a la expresión final para la interacción de Coulomb

Hcoul =

−1
2

∑
NilijiL

V L
{Niliji}

[[
b†(N1l1)j1

⊗ b(N2l2)j2

]0L(11)(00)

⊗
[
b†(N3l3)j3

⊗ b(N4l4)j4

]0L(11)(00)
]00(00)(00)

0000

,

(C.14)

donde

V L
{Niliji} =

∑
JN ′rNrlrNRLR

3
√

8
√

(2j1 + 1)(2j2 + 1)(2j3 + 1)(2j4 + 1)
√

2L+ 1(2J + 1)

× (−1)L+j2+j4−J+1

 l1 L l2

j2
1
2

j1


 l3 L l4

j4
1
2

j3


 l2 J l4

l3 L l1


× (N ′rlr, NRLR, J | N1l1, N3l3, J)(Nrlr, NRLR, J | N2l2, N4l4, J)

×
∫
d3rΨ∗N ′rlrlr(r)V (

√
2r)ΨNrlrlr(r) .

(C.15)
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Es posible observar que la integral que aparece en la ecuación (C.15) no depende del

ángulo del vector r, por lo que la integral sobre este simplemente resultará en una regla de

ortogonalidad de los armónicos esféricos, es decir,∫
d3rΨ∗N ′rlrlr(r)V (

√
2r)ΨNrlrlr(r) =

∫ ∞
0

r2drRn′rlr(r)V (
√

2r)Rnrlr(r) . (C.16)

Para un potencial del tipo rk, k ∈ Z se tiene que la integral sobre r de la ecuación anterior

se denomina integral de Talmi y sus valores son anaĺıticos. Por ejemplo, para la interacción

lineal se tiene que las integrales involucradas en los coeficientes del potencial son de la forma

∫∞
0
r2drRn′rlr(r)β

√
2rRnrlr(r) =

√
2β π

4

[
n′r!nr!

Γ(n′r+lr+ 3
2)Γ(nr+lr+ 3

2)

] 1
2

(−1)n
′
r+nr

∑min(nr,n′r)
s=0

(lr+s+1)!

s!(nr−s)!(n′r−s)!Γ(s−nr+ 3
2)Γ(s−n′r+ 3

2)
,

(C.17)

mientras que las integrales para la parte Coulombiana de la interacción son de la forma

∫∞
0
r2drRn′rlr(r)

α√
2r
Rnrlr(r) =

α√
2π

[
n′r!nr!

Γ(n′r+lr+ 3
2)Γ(nr+lr+ 3

2)

] 1
2 ∑min(nr,n′r)

s=0

(lr+s)!Γ(nr−s+ 1
2)Γ(n′r−s+ 1

2)
s!(nr−s)!(n′r−s)!

. (C.18)



Apéndice D

Remoción del Centro de Masa

Como ya fue mencionado en el Caṕıtulo 1, la base de oscilador armónico no es una base

relativista, es decir, no es invariante ante transformaciones del grupo de Lorentz. Sin embar-

go, es posible recuperar la invariancia Galileana al asegurar que los fonones construidos no

contengan excitaciones del centro de masa (CM), por ser espúrias.

En el presente apéndice se evaluarán dos métodos distintos para remover las excitaciones

del CM. La primera de ellas consiste en utilizar a las transformaciones Talmi-Moshinsky (TM)

para restringir la definición de los fonones únicamente al subespacio sin quantas de oscilación

en su CM. La segunda de ellas requiere una modificación a nivel de las ecuaciones de RPA

que permite separar e identificar a los estados espúrios del espectro.

D.1. Remoción con transformaciones Talmi-Moshinsky

Como se expuso en la Sección 1.2, la transformación α realiza el cambio de base

(τNl)
α−→ (λπk) .

Sin embargo, para remover el CM utilizando transformaciones TM será necesario trabajar en

el esquema donde (Nl) están bien definidos, por lo que resulta conveniente definir una base

113
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(πNl) via los operadores

q̃†π(Nl)jmcf =
∑
τ

δ
π,(−1)

1
2−τ+lq

†
τ(Nl)jmcf , (D.1)

la cual se encuentra relacionada con la base (λπk) definida en la ecuación 1.4 de la siguiente

manera

q̃†π(Nl)jmcf =
∑
λτk

(
αjτ(Nl)λπk

)∗
Q†λπkjmcfδπ,(−1)

1
2−τ+l . (D.2)

Cabe enfatizar que es importante remitir a todos nuestros operadores a la base (λπk) pues es

en tal base que el Hamiltoniano de propagación libre es diagonal. Esquemáticamente lo que

estamos haciendo es descomponer a la transformación α en dos transformaciones sucesivas

(τNl)
ατ→π−→ (πNl)

αNl→λk−→ (λπk) ,

de manera que podamos definir a los pares en el esquema (πNl) para finalmente aplicar

una transformación αNl→λk que recupere la conexión con las excitaciones que śı podemos

interpretar f́ısicamente, es decir, en el esquema (λπk).

Es posible demostrar que los operadores q̃ definidos en (D.2) satisfacen las reglas de anti-

conmutación adecuadas{
q̃π
′(N ′l′)j′m′c′f ′ , q̃†π(Nl)jmcf

}
=

∑
τ ′τ

δ
π′,(−1)

1
2−τ

′+l′δπ,(−1)
1
2−τ+l

{
qτ
′(N ′l′)j′m′c′f ′ , q†τ(Nl)jmcf

}
=

∑
τ

δ
π′,(−1)

1
2−τ+lδπ,(−1)

1
2−τ+lδN ′Nδl′lδj′jδm′mδc′cδf ′f

= δπ′πδN ′Nδl′lδj′jδm′mδc′cδf ′f
∑
τ

δ
π,(−1)

1
2−τ+l

= δπ′πδN ′Nδl′lδj′jδm′mδc′cδf ′f , (D.3)

donde se usó que
∑

τ δπ,(−1)
1
2−τ+l = 1 pues una y sólo una de las deltas se enciende en cada

posible valor de τ .

Además, utilizando lo anterior juntos con la definición en (D.2) se obtiene que{
q̃π
′(N ′l′)j′m′c′f ′ , q̃†π(Nl)jmcf

}
=
∑

λkτ ′τ

(
αjτ ′(N ′l′)λπk

)(
αjτ(Nl)λπk

)∗
δ
π,(−1)

1
2−τ

′+l′δπ,(−1)
1
2−τ+lδπ′πδj′jδm′mδc′cδf ′f

!
= δπ′πδN ′Nδl′lδj′jδm′mδc′cδf ′f , (D.4)



APÉNDICE D 115

por lo que se obtiene la relación (que de otra manera seŕıa poco evidente)∑
λkτ ′τ

(
αjτ ′(N ′l′)λπk

)(
αjτ(Nl)λπk

)∗
δ
π,(−1)

1
2−τ

′+l′δπ,(−1)
1
2−τ+l = δN ′Nδl′l . (D.5)

D.1.1. Definición del par sin excitaciones del centro de masa

Utilizando la ecuación (D.2) puedo definir a los estados

|πa(Nala
1
2
)ja, πb(Nblb

1
2
)jb; JMJΓµ〉 =

[
q̃†πa(Nala)ja

q̃πb(Nblb)jb

]JΓ

MJµ
|0̃〉

=
∑

λaτaka

∑
λbτbkb

(
αjaτa(Nala)λaπaka

)∗ (
αjbτb(Nblb)λbπbkb

)
δ
πa,(−1)

1
2−τa+la

δ
πb,(−1)

1
2−τb+lb

×
[
Q†λaπakajaQλbπbkbjb

]JΓ

MJµ
|0̃〉 , (D.6)

donde el vaćıo |0̃〉 es aquél que es aniquilado por los operadores b y d de la ecuación (1.20).

Se debe notar que he definido a los operadores q̃ en el esquema (ls)j y para poder utilizar

las transformaciones TM será necesario transformar al esquema ls.

|πa(Nala
1
2
)ja, πb(Nblb

1
2
)jb; JMJΓµ〉

=
∑

LS U


la

1
2

ja

lb
1
2

jb

L S J

 |πa(Nala
1
2
), πb(Nblb

1
2
); (LS)JMJΓµ〉 . (D.7)

Podemos además utilizar la regla de completez sobre los coeficientes de Moshinsky para

encontrar la relación que traduce al esquema de excitaciones relativas y de CM con la base

(λπk)

|πa(Nala
1
2
)ja, πb(Nblb

1
2
)jb; JMJΓµ〉

=
∑

LS

∑
NrlrNRlR

U


la

1
2

ja

lb
1
2

jb

L S J

 (NRlR, Nrlr;L | Nala, Nblb;L)

×|πaπb, NRlRNrlr; (LS)JMJΓµ〉 . (D.8)
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Relacionando lo anterior con la ecuación (D.6) se tiene que

∑
λaτaka

∑
λbτbkb

(
αjaτa(Nala)λaπaka

)∗ (
αjbτb(Nblb)λbπbkb

)
δ
πa,(−1)

1
2−τa+la

δ
πb,(−1)

1
2−τb+lb

×
[
Q†λaπakajaQλbπbkbjb

]JΓ

MJµ
|0̃〉

=
∑

LS

∑
NrlrNRlR

U


la

1
2

ja

lb
1
2

jb

L S J

 (NRlR, Nrlr;L | Nala, Nblb;L)

×|πaπb, NRlRNrlr; (LS)JMJΓµ〉 , (D.9)

de donde podemos despejar al estado |πaπb, NRlRNrlr; (LS)JMJΓµ〉 utilizando las reglas de

ortogonalidad tanto del 9j como de los coeficientes de Moshinsky, es decir, multiplicando y

sumando ambos lados de la ecuación (D.9) por

∑
jajb

U


la

1
2

ja

lb
1
2

jb

L′ S ′ J


∑

NalaNblb

(N ′Rl
′
R, N

′
rl
′
r;L

′ | Nala, Nblb;L
′) . (D.10)

Por lo que se obtiene que

|πaπb, NRlRNrlr; (LS)JMJΓµ〉

=
∑

NalaNblb
(NRlR, Nrlr;L | Nala, Nblb;L)

∑
jajb
U


la

1
2

ja

lb
1
2

jb

L S J


×∑λaτaka

∑
λbτbkb

(
αjaτa(Nala)λaπaka

)∗ (
αjbτb(Nblb)λbπbkb

)
δ
πa,(−1)

1
2−τa+la

δ
πb,(−1)

1
2−τb+lb

×
[
Q†λaπakajaQλbπbkbjb

]JΓ

MJµ
|0̃〉 . (D.11)
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Podemos introducir a los coeficientes

CλaπakajaλbπbkbjbNrlrSJ

=

∑
τaNalaτbNblb

U


la

1
2

ja

lb
1
2

jb

L S J

 (00, Nrlr;L | Nala, Nblb;L)

×
(
αjaτa(Nala)λaπaka

)∗ (
αjbτb(Nblb)λbπbkb

)
δ
πa,(−1)

1
2−τa+la

δ
πb,(−1)

1
2−τb+lb

. (D.12)

Por lo que finalmente los estados sin excitaciones del CM se pueden escribir como

|πaπb, Nrlr; (lrS)JMJΓµ〉

=
∑

λakajaλbkbjb
CλaπakajaλbπbkbjbNrlrSJ

[
Q†λaπakajaQλbπbkbjb

]JΓ

MJµ
|0̃〉

=
∑

kajakbjb
C

1
2
πakaja− 1

2
πbkbjb

NrlrSJ

[
b†πakajad

†
πbkbjb

]JΓ

MJµ
|0̃〉

+
∑

kajakbjb
C−

1
2
πakaja− 1

2
πbkbjb

NrlrSJ

[
dπakajad

†
πbkbjb

]JΓ

MJµ
|0̃〉 , (D.13)

donde hemos usado que en el caso en que (NRLR) = (00) se tiene necesariamente que L = lr.

En base a la construcción del estado de la ecuación (D.13) podemos restringirnos solamente

a excitaciones de la forma [b†d†], omitiendo los términos de dispersión de un quark y un

antiquark como usualmente uno hace en las aproximaciones a nivel TDA y RPA, por lo que

la propuesta es definir

γ̂†πaπbNrlrSJMJΓµ =
∑

kajakbjb

C
1
2
πakaja− 1

2
πbkbjb

NrlrSJ

[
b†πakajad

†
πbkbjb

]JΓ

MJµ
. (D.14)

Observamos que los coeficientes CabNrlrSJ son reales aśı que respecto a las viejas definiciones

de lo pares se tiene que

γ̂†πaπbNrlrSJMJΓµ =
∑

kajakbjb

C
1
2
πakaja− 1

2
πbkbjb

NrlrSJ
γ†πakaja,πbkbjb;JMJΓµ

γ̂πaπbNrlrSJMJΓµ =
∑

kajakbjb

C
1
2
πakaja− 1

2
πbkbjb

NrlrSJ
γπakaja,πbkbjb;JMJΓµ . (D.15)
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Con lo anterior es inmediato calcular que

〈0̃|
[
γ̂π
′
aπ
′
bN
′
rl
′
rS
′J ′Γ′M ′Jµ

′
, γ̂πaπbNrlrSJΓMJµ

]
|0̃〉 = 0 , (D.16)

mientras que para el tensor métrico se obtiene que

〈0̃|
[
γ̂π
′
aπ
′
bN
′
rl
′
rS
′J ′Γ′M ′Jµ

′
, γ̂†πaπbNrlrSJΓMJµ

]
|0̃〉

=
∑

kajakbjb
C

1
2
πakaja− 1

2
πbkbjb

N ′rl
′
rS
′J C

1
2
πakaja− 1

2
πbkbjb

NrlrSJ
δπ′aπaδπ′bπbδJ ′JδM ′JMJ

δΓ′Γδµ′µ . (D.17)

Es decir, la base de pares definida por la ecuación (D.15) no es ortonormal. Es por ello que

resulta necesario llevar a cabo una ortonormalización de Gram-Schmidt sobre dicha base para

cada bloque con πa, πb, J,Γ fijos. Cada uno de estos bloques tendrá tantos elementos de la

base ortonormal original {γ†πakaja,πbkbjb;JMJΓµ} como posibles combinaciones de estados con

ka, ja, kb, jb dados. Denotemos a dicho número como n y sea κj = 1, · · · , n el ı́ndice que corre

sobre dichos estados.

Por otro lado, denotamos con m al número de estados posibles en la base {γ̂†πaπbNrlrSJΓMJµ
}

y sea κr = 1, · · · ,m el ı́ndice que corre sobre todas las posibles combinaciones de Nr, lr y S.

En general n < m pues para un corte fijo en el espacio de cuantas accesibles Nmax se

tendrá maximalmente Nrmax = Namax + Nbmax = 2Nmax y habrá más estados descritos en el

sistema de movimiento relativo que en la base ortogonal original. Luego, no todos los estados

de la base son linealmente independientes, sino maximalmente n de ellos.

Por ejemplo, para Nmax = 3 y j = 1
2

fijo, sólo los dos estados orbitales más bajos s y p

son posibles, tal que el ı́ndice k corre sobre los valores k = 1, 2, de modo que n = 4 es la

cardinalidad del conjunto {ka|ka = 1, 2} × {kb|ka = 1, 2} × {ja|ja = 1
2
} × {jb|jb = 1

2
}.

El procedimiento necesario es entonces realizar una ortonormalización de Gram-Schmidt

sobre un subespacio de dimensión n sobre el conjunto de vectores de movimiento relativo de

dimensión m, cuyos componentes se encuentran referenciados a la base ortonormal original
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mediante los n×m coeficientes C. Esto nos dará un nuevo conjunto de pares

γ̃†πaπbκrJMJΓµ =
∑

kajakbjb

Wπakajaπbkbjb
κrJ

γ†πakaja,πbkbjb;JMJΓµ

γ̃πaπbκrJMJΓµ =
∑

kajakbjb

Wπakajaπbkbjb
κrJ

γπakaja,πbkbjb;JMJΓµ , (D.18)

donde los coeficientes W referenćıan a la base ortonormal original de acuerdo al algoritmo

γ̃†πaπbκrJMJΓµ =


γ̂†πaπb1;JMJΓµ

||γ̂†πaπb1;JMJΓµ||
si κr = 1

γ̂†πaπbκrJMJΓµ−
∑κr−1
κl=1 〈γ̃

πaπbκlJMJΓµ|γ̂†πaπbκrJMJΓµ〉γ̃
†
πaπbκlJMJΓµ

||γ̂†πaπbκrJMJΓµ−
∑κr−1
κl=1 〈γ̃

πaπbκlJMJΓµ|γ̂†πaπbκrJMJΓµ〉γ̃
†
πaπbκlJMJΓµ||

si κr = 2, ...,m
,

(D.19)

donde los traslapes entre estados se obtienen numéricamente referenciando siempre a la base

ortonormal original como si se tratara de un producto interno canónico 〈v|u〉 = vTu sobre Rn

y norma ||v|| =
√
〈v|v〉.

Los pares tildados de la ecuación (D.18) ya no tienen a los números cuánticos Nr, lr y S

bien definidos, sino que son una mezcla de estados con NR = 0, es decir, dentro del subespacio

sin excitaciones de CM.

Notamos entonces que dados los viejos elementos de matriz de forward

Aπ′ak
′
aj
′
a,π
′
bk
′
bj
′
b;J
′M ′JΓ′µ′

πakaja,πbkbjb;JMJΓµ

= 〈0̃|
[
γπ
′
ak
′
aj
′
a,π
′
bk
′
bj
′
b;J
′M ′JΓ′µ′ ,

[
H, γ†πakaja,πbkbjb;JMJΓµ

]]
|0̃〉 , (D.20)

tendremos ahora una nueva matriz Ã definida por

Ãπ′aπ
′
bκ
′
rJ
′M ′JΓ′µ′

πaπbκrJMJΓµ

= 〈0̃|
[
γ̃π
′
aπ
′
bκ
′
rJ
′M ′JΓ′µ′ ,

[
H, γ̃†πaπbκrJMJΓµ

]]
|0̃〉

=
∑

k′aj
′
ak
′
bj
′
b

∑
kajakbjb

Wπ′ak
′
aj
′
aπ
′
bk
′
bj
′
b

κ′rJ
′ Wπakajaπbkbjb

κrJ
Aπ′ak

′
aj
′
a,π
′
bk
′
bj
′
b;J
′M ′JΓ′µ′

πakaja,πbkbjb;JMJΓµ . (D.21)

Análogamente, para la matriz backward se tiene que

B̃π
′
aπ
′
bκ
′
rJ
′M ′JΓ′µ′

πaπbκrJMJΓµ

= −〈0̃|
[
γ̃†π

′
aπ
′
bκ
′
rJ
′M ′JΓ′µ′ ,

[
H, γ̃†πaπbκrJMJΓµ

]]
|0̃〉

=
∑

k′aj
′
ak
′
bj
′
b

∑
kajakbjb

Wπ′ak
′
aj
′
aπ
′
bk
′
bj
′
b

κ′rJ
′ Wπakajaπbkbjb

κrJ
Bπ
′
ak
′
aj
′
a,π
′
bk
′
bj
′
b;J
′M ′JΓ′µ′

πakaja,πbkbjb;JMJΓµ , (D.22)



APÉNDICE D 120

donde las matrices Aπ′ak
′
aj
′
a,π
′
bk
′
bj
′
b;J
′M ′JΓ′µ′

πakaja,πbkbjb;JMJΓµ y Bπ
′
ak
′
aj
′
a,π
′
bk
′
bj
′
b;J
′M ′JΓ′µ′

πakaja,πbkbjb;JMJΓµ son las matrices de forward y

backward que ya han sido calculadas en el Apéndice B.

El hecho de restringir los cálculos a un subespacio donde los fonones no presentan excita-

ciones de CM tiene la ventaja de reducir la dimensión de las matrices involucradas y por tanto

requiere de menor poder de cómputo y se eliminan los estados redundantes que surgen por

efectos de base. Además, se tiene la ventaja de haber recuperado un esquema (LS)J donde

es sencillo definir una posible interacción esṕın-esṕın.

La principal desventaja del método es que se elimina la posibilidad de que el vaćıo de

la RPA tenga una estructura de pares de fonones acoplados a excitación total de CM nula

aunque cada uno de sus componentes contenga excitaciones de CM, es decir, se pierde la

contribución de estados de la forma [γ†NrNRγ
†
NrNR

]00.

Es por lo anterior y por la simpleza de los cálculos involucrados, que se prefiere optar por

la segunda opción, donde se retiene una base con estados espúrios, pero estos son separados

tras modificar las ecuaciones de la RPA. Esta opción es descrita en la Sección D.2.

D.2. Separación exacta de estados espúrios

El método mostrado en la presente Sección ha sido modificado de [40] para incluir la

posibilidad de part́ıculas con masas distintas como los componentes de los fonones utilizados en

la contrucción del método de RPA. Dicho método consiste en diagonalizar al Hamiltoniano en

la base original que contiene estados espúrios, pero separando a estos de los modos intŕınsecos.

En la Sección 3.2 se definió al fonón RPA como

Γ†α;Γµ =
∑
ab

(
Xα;abΓγ

†
ab̄;Γµ

− Yα;abΓγāb;Γµ

)
, (D.23)

los cuales diagonalizan al Hamiltoniano que puede ser escrito de la siguiente manera

H =
∑
aba′b′

A(Γµ)(Γµ)
(ab)(a′b′)γ

†
ab̄;Γµ

γa
′b̄′;Γµ +

1

2

∑
aba′b′

B(Γµ)(Γµ)
(ab)(a′b′)

(
γ†
ab̄;Γµ

γ†ā
′b′;Γµ + γā′b′;Γµγ

ab̄;Γµ
)
. (D.24)
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Cuantizando en el espacio de bosones RPA, los operadores de momento P y de coordenada

de CM R están dados por

P†Γµ =
∑
ab

pab

(
γ†
ab̄;Γµ

− γāb;Γµ
)

R†Γµ =
1

M̃

∑
ab

mabrab

(
γ†
ab̄;Γµ

+ γāb;Γµ

)
, (D.25)

donde los elementos de matriz pab y rab satisfacen que p∗ab = −pab y r∗ab = rab respectivamente.

Además, se ha denotado por mab a la masa del par γ, es decir, mab = ma +mb.

A diferencia de la referencia [40], los operadores P y R tienen en este caso ı́ndices magnéti-

cos y por ende se debe definir una regla de transformación, la cual es elegida de manera

consistente con la forma en que transforman los pares γ,γ† al subir o bajar ı́ndices, es decir,

definimos

PΓµ =
(
P†Γµ

)†
PΓ̄µ̄ = (−1)φµPΓµ

RΓµ =
(
R†Γµ

)†
RΓ̄µ̄ = (−1)φµRΓµ . (D.26)

Con lo anterior es posible demostrar que P†Γµ = PΓµ y R†Γµ = RΓµ, por lo cual se omite el

conjugado hermitiano † en adelante.

Una vez aclarada la notación de ı́ndices, es posible determinar a la Masa total efectiva

M̃ del fonón Γ que aparece en la ecuación (D.25) imponiendo la relación de conmutación

canónica
[
RΓ′µ′ ,PΓµ

]
= iδΓ

Γ′δ
µ
µ′ (en unidades naturales), con lo cual resulta ser

M̃ = −2i
∑
ab

mabrabpab . (D.27)

En caso de que las enerǵıas de una part́ıcula sean autoconsistentes y se tenga un espacio de

part́ıcula-agujero completo (no truncado) se tendrá que M̃ = M =
∑

abmab es la masa total

real de los fonones y no será necesario ningún procedimiento extra para recuperar la simetŕıa

traslacional de los estados RPA.

Sin embargo, en el caso general, el hecho de que
[
γ†
ab̄;Γµ

,P
]
6= 0 y

[
γ†
ab̄;Γµ

,R
]
6= 0

muestra que el conjunto de bosones Γ contiene mezclas de movimiento de CM. Es por ello
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que se desea transformar a la base de bosones a un nuevo conjunto
{
γ†
ab̄;Γµ

, γab̄;Γµ
}
−→{

P ,R,G†
ab̄;Γµ

,Gab̄;Γµ
}
, que consiste en haber separado expĺıcitamente a los modos P y R de

los bosones intŕınsecos G† y G, satisfaciendo estos últimos las relaciones de conmutación[
Ga′b̄′;Γµ,G†

ab̄;Γµ

]
= δa′aδb′b[

Ga′b̄′;Γµ,Gab̄;Γµ
]

= 0[
G†
ab̄;Γµ

,P
]

=
[
Gab̄;Γµ,P

]
= 0[

G†
ab̄;Γµ

,R
]

=
[
Gab̄;Γµ,R

]
= 0 . (D.28)

Para garantizar lo anterior será necesario llevar a cabo un proceso de ortogonalización de

Gram-Schmidt -cuyos detalles no se muestran en el presente documento pero que puede ser

consultado en [40]-, con lo cual se obtiene que

γab̄;Γµ = −i
[
γab̄;Γµ,PΓµ

]
RΓµ + i

[
γab̄;Γµ,RΓµ

]
PΓµ

+
∑
a′b′

{[
γab̄;Γµ,G†

a′b̄′;Γµ

]
Ga′b̄′;Γµ −

[
γab̄;Γµ,Ga′b̄′;Γµ

]
G†
a′b̄′;Γµ

}
γ†
ab̄;Γµ

= −i
[
γ†
ab̄;Γµ

,PΓµ
]
RΓµ + i

[
γ†
ab̄;Γµ

,RΓµ
]
PΓµ

+
∑
a′b′

{[
γ†
ab̄;Γµ

,G†
a′b̄′;Γµ

]
Ga′b̄′;Γµ −

[
γ†
ab̄;Γµ

,Ga′b̄′;Γµ
]
G†
a′b̄′;Γµ

}
, (D.29)

donde, a partir de (D.25) y de la relación de conmutación para las γ’s, se tiene que[
γab̄;Γµ,PΓµ

]
=
[
γ†
ab̄;Γµ

,PΓµ
]

= pab[
γab̄;Γµ,RΓµ

]
= −

[
γ†
ab̄;Γµ

,RΓµ
]

= 1
M̃
mabrab , (D.30)

de modo que sustituyendo en (D.29) se tiene que

γab̄;Γµ = −ipabRΓµ +
i

M̃
mabrabPΓµ +

∑
a′b′

{[
γab̄;Γµ,G†

a′b̄′;Γµ

]
Ga′b̄′;Γµ −

[
γab̄;Γµ,Ga′b̄′;Γµ

]
G†
a′b̄′;Γµ

}
γ†
ab̄;Γµ

= −ipabRΓµ −
i

M̃
mabrabPΓµ +

∑
a′b′

{[
γ†
ab̄;Γµ

,G†
a′b̄′;Γµ

]
Ga′b̄′;Γµ −

[
γ†
ab̄;Γµ

,Ga′b̄′;Γµ
]
G†
a′b̄′;Γµ

}
.

(D.31)
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A su vez, se puede sustituir a la ecuación (D.31) en el Hamiltoniano de la ecuación (D.24)

obteniendo aśı que H es, en términos de los nuevos bosones, de la forma

H = α0RΓµRΓµ + β0PΓµPΓµ +RΓµ

∑
ab

αab

(
Gab̄;Γµ + G†ab̄;Γµ

)
+ iPΓµ

∑
ab

βab

(
Gab̄;Γµ − G†ab̄;Γµ

)
+Hint

(
G,G†

)
. (D.32)

Los términos en (D.32) que son cuadráticos en P y en R corresponden a oscilaciones

espúrias del CM, mientras que los términos lineales P y R generan acoplamientos espúrios

entre los modos intŕınsecos y el movimiento de CM. Dichos términos de acoplamiento deben

ser descartados y los modos verdaderamente intŕınsecos deben obtenerse únicamente diago-

nalizando a Hint.

Los coeficientes α y β, aśı como el Hamiltoniano Hint se pueden obtener directamente de

realizar la sustitución de (D.31) en la expresión para H. Sin embargo, dicho proceder puede

resultar tedioso y es por ello que en [40] se propone la siguiente manera de determinarlos:

A partir de (D.32) y usando que de acuerdo a la ecuación (D.30) los operadores G y G†

conmutan con P y R, se puede calcular que

[H,PΓµ] = α0

(
RΓµ [RΓµ,PΓµ] +

[
RΓµ,PΓµ

]
RΓµ

)
+ [RΓµ,PΓµ]

∑
ab

αab

(
Gab̄;Γµ + G†ab̄;Γµ

)
[H,RΓµ] = β0

(
PΓµ [PΓµ,RΓµ] +

[
PΓµ,RΓµ

]
PΓµ

)
+ i [PΓµ,RΓµ]

∑
ab

βab

(
Gab̄;Γµ − G†ab̄;Γµ

)
.

(D.33)

Utilizando la relación canónica de conmutación se tiene entonces que

[H,PΓµ] = 2iα0RΓµ + i
∑
ab

αab

(
Gab̄;Γµ + G†

ab̄;Γµ

)
[H,RΓµ] = −2iβ0PΓµ +

∑
ab

βab

(
Gab̄;Γµ − G†

ab̄;Γµ

)
, (D.34)

con lo cual resulta inmediato obtener a α0 y β0 como[
[H,PΓµ] ,PΓµ

]
= −2α0[

[H,RΓµ] ,RΓµ
]

= −2β0 , (D.35)
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por lo cual es posible despejar al acoplamiento espúrio de la ecuación (D.34) como

HR ≡ RΓµ

∑
ab

αab

(
Gab̄;Γµ + G†ab̄;Γµ

)
= −iRΓµ

( [
H,PΓµ

]
+ i
[
[H,PΓµ] ,PΓµ

]
RΓµ

)
HP ≡ iPΓµ

∑
ab

βab

(
Gab̄;Γµ − G†ab̄;Γµ

)
= iPΓµ

( [
H,RΓµ

]
− i
[
[H,RΓµ] ,RΓµ

]
PΓµ

)
. (D.36)

Por ende, uno puede determinar a los acoplamientos espúrios sin la necesidad de construir

expĺıcitamente a los bosones G y G†. De hecho, uno puede evaluar a dichos acoplamientos en

términos de la base original de bosones γ y γ† como se muestra a continuación

HR =
1

2

∑
aba′b′

Z(R)
(ab)(a′b′)

{
γ†
ab̄;Γµ

γa
′b̄′;Γµ +

1

2

∑
aba′b′

(
γ†
ab̄;Γµ

γ†ā
′b′;Γµ + γā′b′;Γµγ

ab̄;Γµ
)}

HP =
1

2

∑
aba′b′

Z(P )
(ab)(a′b′)

{
γ†
ab̄;Γµ

γa
′b̄′;Γµ − 1

2

∑
aba′b′

(
γ†
ab̄;Γµ

γ†ā
′b′;Γµ + γā′b′;Γµγ

ab̄;Γµ
)}

, (D.37)

donde

Z(R)
(ab)(a′b′) =

4α0

M̃2
[mabrab(r̃a′b′ −ma′b′ra′b′) + (r̃ab −mabrab)ma′b′ra′b′ ]

Z(P )
(ab)(a′b′) = −4β0 [pab(p̃a′b′ − pa′b′) + (p̃ab − pab)pa′b′ ] , (D.38)

mientras que los coeficientes están dados por

α0 = −
∑
aba′b′

pab

(
A(Γµ)(Γµ)

(ab)(a′b′) + B(Γµ)(Γµ)
(ab)(a′b′)

)
pa′b′

α0 =
1

M̃2

∑
aba′b′

mabrab

(
A(Γµ)(Γµ)

(ab)(a′b′) − B(Γµ)(Γµ)
(ab)(a′b′)

)
ma′b′ra′b′

r̃ab =
M̃

2iα0

∑
a′b′

(
A(Γµ)(Γµ)

(ab)(a′b′) + B(Γµ)(Γµ)
(ab)(a′b′)

)
pa′b′

p̃ab =
i

2β0M̃

∑
a′b′

(
A(Γµ)(Γµ)

(ab)(a′b′) − B(Γµ)(Γµ)
(ab)(a′b′)

)
ma′b′ra′b′

M̃ = −2i
∑
ab

mabrabpab . (D.39)
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De este modo es posible remover del Hamiltoniano en (D.24) a los acoplamientos espúrios

dados por la ecuación (D.37). Todo ello en términos de la base original de bosones. Es decir,

H′ = H−HR −HP . (D.40)

A nivel de las ecuaciones de RPA usuales, esto es equivalente a resolver el mismo sistema

pero modificando a las matrices forward y backward como se muestra a continuación

Ã(Γµ)(Γµ)
(ab)(a′b′) = A(Γµ)(Γµ)

(ab)(a′b′) −
1

2

(
Z(R)

(ab)(a′b′) + Z(P )
(ab)(a′b′)

)
B̃(Γµ)(Γµ)

(ab)(a′b′) = B(Γµ)(Γµ)
(ab)(a′b′) −

1

2

(
Z(R)

(ab)(a′b′) −Z
(P )
(ab)(a′b′)

)
. (D.41)

A su vez, dicha modificación es equivalente en términos del Hamiltoniano (D.32) escrito

como función de P y R, al Hamiltoniano

H′ = α0RΓµRΓµ + β0PΓµPΓµ +Hint

(
G,G†

)
. (D.42)

Es decir, aún no se ha removido el término espúrio correspondiente a la oscilación del CM

dada por α0R2 + β0P2. Sin embargo, dicho modo aparece a una enerǵıa finita y se separa de

manera exacta del resto del espectro con la enerǵıa

ECM = 2
√
α0β0 . (D.43)

En general las soluciones obtenidas mediante el proceso mostrado en el presente Apéndice

son positivas. En el caso de que α0 ≤ 0 ó β0 ≤ 0 uno puede agregar un término λ (α0R2 + β0P2)

al Hamiltoniano.

En el caso particular del presente modelo, la enerǵıa del estado puramente de CM E0

resulta ser del orden de 3 GeV, por lo que está muy por encima de los estados mesónicos

presentados en el Caṕıtulo 5.
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[13] T. Yépez-Mart́ınez, P. O. Hess, Phys. Rev. C 81, 045204 (2010).

126



BIBLIOGRAFÍA 127
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