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Introduccion

Ubrigens brauchen wir uns keineswegs dariber zu erschrecken,
dass die Erkenntnisstufe, auf der wir heute stehen,
ebensoweniq endgiiltig ist als alle vorhergegangenen. '

-F. Engels.

En la teoria clasica del electromagnetismo las particulas cargadas -como el electrén-, in-
teractian mediante un campo electromagnético. Experimentalmente se ha demostrado que
dichos campos estan cuantizados en paquetes de onda a los que llamamos fotones, razén por
la cual se dice que son estos ultimos los mediadores de la interaccién electromagnética. A la
Teoria Cudantica de Campos (QFT) encargada de describir tales interacciones se le conoce
como Electrodindmica Cudntica (QED).

De manera similar a la QED, la Cromodindmica Cudntica (QQCD) es una teoria de campo
que describe a la interaccion entre particulas con carga de color -los quarks-, mediada por
los llamados gluones. La nomenclatura usada en QCD proviene de hacer una analogia con la
teoria del color, donde se cuenta con tres colores primarios aditivos asi como sus tres colores
1mversos o sustractivos.

A la interaccién entre cargas de color se le denomina como interaccion fuerte. Dicho nombre
proviene del hecho que en los nucleos estables la interaccion fuerte domina a la repulsion

electromagnética entre los protones que los conforman.

tPor cierto, de ninguna manera debemos asustarnos de que el nivel de conocimiento en el que nos encon-

tramos hoy en dia no sea més definitivo que todos los anteriores.
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Los gluones representan a los cuantos del campo de color y son los responsables de ligar
a los quarks que componen a las particulas que denominamos hadrones. Sin contar los casos
exo6ticos, hay dos tipos de hadrén: los mesones y los bariones. En el modelo de quarks consti-
tuyentes se describe a los mesones como particulas compuestas por un par quark-antiquark,
mientras que los bariones estan compuestos por tres quarks.

La interaccién fuerte difiere del electromagnétismo en el hecho de que los gluones contienen
en si mismos carga de color y por lo tanto son autointeractuantes. Esto se refleja en el caracter
no-Abeliano de la teoria de norma SU(3) de color que se utiliza para la descripcién del campo
gludnico.

Ademas de lo anterior, la QCD esta caracterizada por dos propiedades fundamentales:
el confinamiento y la libertad asintética. El confinamiento establece que todo estado posible
de la naturaleza (estado fisico) debe ser necesariamente neutro en color, es decir, un escalar
bajo rotaciones SU(3); y localizado, de modo que las cargas de color no son observables como
estados libres extendidos. La libertad asintotica se refiere al decremento de la constante de
acoplamiento de la interaccion fuerte o, conforme disminuye la distancia entre cargas, lo cual
hace posible el estudio perturbativo de la QCD a altas energias, por ejemplo, a la escala de
energia de un proceso de dispersién entre protones.

Sin embargo, en el régimen de bajas energias (<1 GeV) la constante de acoplamiento es del
orden de la unidad y por lo tanto resulta imposible modelar a la interacciéon de color como una
perturbacion. A pesar de que desde la formulacién del modelo estandar se ha dedicado un gran
esfuerzo a describir a las interacciones fuertes en el que llamaremos el régimen no-perturbativo
(NP-QCD), atin no existe una solucién satisfactoria para la QCD a bajas energias.

Existen muchos modelos fenomenolégicos que han intentado formular una teoria efectiva
de la NP-QCD. Uno de los primeros en hacerlo fue el modelo de bolsa del MIT (MIT Bag
Model) [1], cuya principal desventaja es ser poco realista ademds de requerir de parametros
externos a la teoria.

Otra aproximacién a NP-QCD es la llamada Teoria de perturbacion quiral (ChPT) donde

el Lagrangiano de la QCD se aproxima por un Lagrangiano sin término de masa y se realiza
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una expansion perturbativa para masas de quarks pequenas. Dicha formulacién ha tenido éxito
en reproducir propiedades importantes de los hadrones ligeros, tales como la polarizacién del
espin del quark, momentos magnéticos y factores de forma débiles. Sin embargo, el hecho
de que los calculos de amplitudes en la ChPT son perturbativos genera una ruptura de la
unitaridad a altas energias, donde los momentos externos ya no son un buen parametro de
expansién [2].

Hasta ahora, principalmente el Célculo en Redes (Lattice QCD) [3] es capaz de derivar
resultados no-perturbativos a partir de primeros principios. Por ejemplo, ha logrado describir
a los estados hadrénicos de bajas energias [4,5] asi como a los estados mesonicos altamente
excitados [6, 7] manteniendo la invariancia de norma de manera exacta. Sin embargo, dicho
procedimiento esta intrinsecamente limitado por el rapido crecimiento del esfuerzo numérico
requerido conforme los calculos se aproximan al limite continuo donde el parametro de red
tiende a cero, o bien, en el limite de volumen infinito. Otra desventaja es el llamado problema
de duplicacion de fermiones, que evita la posibilidad de mantener la simetria quiral como una
caracteristica natural de las teorias de campo fermionicas en la red.

Otra forma de abordar los calculos de la NP-QCD es mediante la soluciéon de ecuaciones
Dyson-Schwinger (DSE). La principal ventaja de tal formalismo es que permite la obtencién
dinamica de observables a bajas energias, por ejemplo, las constantes de decaimiento y la
masa de los quarks [8-10]. Sin embargo, las DSE forman un conjunto infinito de ecuaciones
integrales acopladas, por lo cual el sistema debe ser truncado y por ende no puede ser resuelto
por completo, ademas de que no existe una prescripcion clara de cémo llevar a cabo dicho
truncamiento.

Es por ello que el objetivo general del presente proyecto es formular un modelo que re-
presente una alternativa para realizar calculos no-perturbativos partiendo de una teoria de

campo efectiva. Se pretende ademés que dicho modelo tenga las siguientes propiedades:

e (QQue los cdlculos involucrados sean capaces de reproducir los resultados de Lattice QCD
pero con menor poder de computo necesario y sin estar limitados por el espaciamiento

finito de la red, de modo que cualquier truncamiento sea controlado y rapidamente
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convergente.

e Que requiera el menor nimero posible de parametros libres. Esto se logra mediante el
uso de métodos variacionales para relacionar a los parametros entre si, tal que no todos
ellos sean libres sino que surjan naturalmente como funcién de la teoria a evaluar. Lo

anterior se discute con mas detalle en la Seccién 4.3.

e Que ofrezca una interpretacion fisica mas intuitiva que los modelos arriba mencionados.

Esto se espera lograr tras la verificacion a posterior: de la eficacia de los ansatz asumidos.

e (QQue sea simple pero realista, es decir, que contenga los ingredientes importantes de la
teoria. Esto se pretende conseguir al basar el proyecto en diversos formalismos que, al
simular los efectos de la QCD, es de esperar que representen una buena aproximacién a

los resultados experimentales.

e Por ultimo, se espera que a futuro los resultados numéricos generen un espectro suficien-
temente rico como para compararle con los resultados de otros métodos no-perturbativos

e incluso ser capaz de llevar a cabo predicciones tedricas.

A la fecha, el proyecto del grupo de trabajo del Dr. Peter O. Hess ya ha hecho posible
estudiar modelos efectivos para sistemas de quarks y gluones a bajas energias con resultados
analiticos y semi-analiticos [11-19].

El modelo expuesto a lo largo del presente documento consta de un Hamiltoniano efectivo
de la QCD inspirado en el formalismo de la norma de Coulomb, donde los quarks interactian
via un potencial estatico que simula el efecto de los gluones.

La caracteristica principal del modelo es que la parte espacial de los campos fermiénicos
es expandida en la base no-relativista de funciones de oscilador armoénico tridimensional en el
espacio de coordenadas. En el Capitulo 1 se justifica dicha elecciéon y se mencionan algunos
aspectos matematicos que ello involucra.

En el Capitulo 2 se da una expresion para el Hamiltoniano efectivo expandido en las

funciones de oscilador armoénico. En dicho capitulo se introduce ademas a las transformacio-
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nes Talmi-Moshinsky (TM), las cuales permiten ciertas simplificaciones en el calculo de los
elementos de matriz del potencial.

Posteriormente, en el Capitulo 3 se justifica el uso los llamados métodos de muchos cuer-
pos para diagonalizar al Hamiltoniano en una base de pares de particula-agujero que son
identificados como estados mesénicos.

En el Capitulo 4 se da un tratamiento detallado a la dependencia del calculo del espectro
mesonico como funcién del corte en el espacio de funciones de oscilador arménico.

Los resultados de dichos cdlculos son presentados en el Capitulo 5 y las conclusiones son
enumeradas en el Capitulo 6.

Los Apéndices A, B y C muestran los cédlculos intermedios con detalle, mientras que el
Apéndice D presenta una discusion sobre cémo se restauran las simetrias del Hamiltoniano

perdidas a causa del uso de funciones no-relativistas.



Capitulo 1

Eleccion de una base

No somos el primer grupo que ha hecho uso de los métodos de muchos cuerpos para
encontrar el espectro mesénico relacionado con un potencial estatico efectivo [20-22]. La
diferencia fundamental que propone el proyecto expuesto en el presente documento es el uso
de la base de oscilador armonico tridimensional para expandir a los campos fermidnicos en el
espacio de posiciones.

En principio cualquier base completa puede ser utilizada para construir el espacio de Fock.
Sin embargo, la estructura del vacio dependera de la base elegida. Entre mejor sea el ansatz
para representar al vacio de la teoria interactuante, la eleccion de la expansién resultara mas
eficiente en describir a la fisica involucrada.

Usualmente los campos (fermiénicos o bosénicos) son expandidos en la base de ondas
planas, las cuales son soluciones al problema de propagacién libre, es decir, a la ecuacion de
Dirac o de Klein-Gordon, respectivamente. La teoria de campos ha sido explorada a fondo
en dicho formalismo que es 1til cuando se hacen expansiones perturbativas, pero poco se ha
hecho para dar formalismo a una teoria de campo en expansion en funciones de oscilador.

Las razones por las cuales proponemos el uso de una base distinta para desarrollar a los

campos son las siguientes:

e Debido al confinamiento, se espera que el dominio de cualquier excitacion del campo
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de color esté restringido a un volumen compacto, con hadrones individuales localizados.
Es por ello que la base de oscilador es intuitivamente mas adecuada, pues establece
una escala caracteristica en el espacio de posiciones. Esto se debe a que al expandir
los campos en dicha base, las funciones de distribucién de carga de color resultan estar
suprimidas a largas distancias mediante una exponencial Gaussiana (ver ecuacién 1.2).
Andlogamente la funcién del centro de masa (CM) es suprimida a su vez por una funcién

de peso Gaussiana.

e Si bien la base de oscilador arménico no es una base relativista (no es invariante bajo
transformaciones de Lorentz), en principio es posible recuperar la invariancia Galileana
del CM de los mesones, por ejemplo, mediante el uso de las antes mencionadas transfor-
maciones TM [23] (ver Apéndice D). Esto quiere decir que los quarks individualmente
no seran invariantes ante traslaciones espaciales, sin embargo los grados de libertad
importantes a considerar en la QCD a bajas energias son los mesones ligeros y no sus

componentes constituyentes.

e No es necesario introducir frecuencias de corte como se hace en la regularizacién bien
conocida en el espacio de momentos. Esto es debido a que las integrales en el espacio
de posiciones son finitas tanto para distancias cortas (momentos grandes) o largas (mo-
mentos pequenos). El corte sin embargo se ha de introducir numéricamente al truncar
la expansion de las funciones en el espacio de Hilbert, por lo que en este formalismo el
proceso de regularizacion hara que la masa y la constante de acoplamiento corrientes

sean funcion de un parametro de corte discreto.

e 'Tras realizar una transformacién de coordenadas al sistema CM, las integrales involu-
cradas en los elementos de matriz del potencial de interaccién se desacoplan, por lo que
pueden ser determinados mediante el calculo de una tnica integral unidimensional, que

sera de las llamadas integrales de Talmi con resultados analiticos.

e Por 1ltimo pero no menos importante, el teorema de Jost-Schroer establece que cualquier

campo, cuya funcion de dos puntos coincida con aquella de un campo libre, debe ser
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en si mismo un campo libre [24]. En otras palabras, la funcién de Green de dos puntos
de un campo libre, no es unitariamente equivalente a una funcién de Green del mismo
problema interactuante. Luego, a pesar de que las ondas planas funcionan bien para
expansiones perturbativas en teorias débilmente interactuantes (tras aplicar un proceso
completo de regularizacién), en teorias fuertemente interactuantes como NP-QCD no

podemos establecer que las soluciones libres sean las més adecuadas.

1.1. La expansion de la base

La expansion para los campos fermionicos estd dada por [11-14]

XUQ%Nlmlacf
Wep(r, Q) = D Ryi(r)Yim(9) - : (1.1)
Nimo XJQ_iNlmlUCf
donde el primer indice de los operadores Q es el pseudoespin T = j:% que referird a la

aniquilacion de una pseudoparticula si T = +% o a la creacién de su respectiva antiparticula si
T= —%. Les denominamos pseudoparticulas pues las excitaciones que se representan en esta
base no puede ser consideradas como las excitaciones fisicas (ver Figura 1.1). Tras diagonalizar
al subespacio del pseudoespin para el caso de propagacion libre, también se podra considerar a
dicho nimero cuantico como un indicador de si la particula es creada por arriba o por debajo
del nivel de Fermi.

El resto de los indices involucrados en los operadores de la ecuacién (1.1) se refieren a un
estado con nimero cuantico principal N; momento angular orbital [ con proyecciéon magnética
my; espin % con proyeccién o = i%; en la representaciéon (10) de color con ¢ = {Y,, T., T.. }; v
representacion (10) de sabor con f = {Y}, Ty, T}, }. Genéricamente Y denota a la hipercarga
y T al isoespin con proyeccion 7.

Las funciones angulares en la ecuacién (1.1) son los arménicos esféricos Y}, (€2), mientras

. : : : : : I+3
que las soluciones radiales se relacionan con los polinomio de Laguerre asociados L, *(z)
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mediante

n=24= (1.2)

A £71/2 se le relaciona con el ancho del oscilador arménico. Este no resultara ser un pardmetro
libre, sino que serd calculado mediante el principio variacional de Ritz, es decir, su valor 6ptimo
quedara completamente determinado como funcién del Hamiltoniano en consideracién. Esto
ultimo se discutira en la Seccién 4.3.

Sin embargo, en el presente modelo se prefiere trabajar en la base acoplada a un momento
angular total j con proyecciéon m;.

Q];Nlmlacf = Z<lml> %U‘jmﬁQi(Nl)jmjcf : (1.3)
Jm;

El subindice (N{)j del operador del lado derecho de la ecuacién sirve para recordar que,
aunque se trata de un esquema con momento angular total bien definido, éste proviene de
haber acoplado a un orbital (N1) con la representacién % de espin. Para fines practicos, se
denota a la base en que estan descritos los operadores (Q como base (TNI).

Como se muestra en el Capitulo 2, el hamiltoniano de propagacién libre no resultara ser
diagonal en dicha base, por lo cual se define a una transformacién unitaria que diagonalice
simultaneamente al pseudoespin 7 — A como a los nimeros cuantico principal y de momento
angular orbital (N1) — (k).

f _ f ot
QT(Nl)ijf - Z <04Z-(Nl))\7rk) q)nrkjmcfam(_l)%*‘rH : (14)
Tk

El indice k es positivo definido y corre sobre todos los estados orbitales después de la
diagonalizacion. Por ejemplo, para un corte N = 3y j = %, s6lo los orbitales s y p son
posibles, por lo cual £ = 1,2 para cada 7 fijo.

El indice A = j:% etiqueta a las excitaciones segin se encuentren por encima (debajo) del
Mar de Dirac, y por ende uno puede reinterpretarles como excitaciones de quark (antiquark)

en analogia al esquema particula-agujero de los métodos de muchos cuerpos.



CAPITULO 1. ELECCION DE UNA BASE 10

th

a) ; p oA

Figura 1.1: a) Diagrama de propagacion libre de una pseudoparticula en el esquema del
pseudoespin 7. La propagacion libre no puede generar ninguna excitacién, por lo que la
transformacién de la ec. (1.4) cambia al esquema de particula-agujero (pseudoespin \). b)
Diagramas de la propagacion libre de una particula (que se propaga hacia adelante en el

tiempo) y su correspondiente agujero (que se propaga hacia atrds en el tiempo).

Una vez que se ha eliminado a (INI) en favor del nuevo nimero cudntico principal k, se
pierde la regla de transformacién bajo paridad, razoén por la cual se ha definido al indice
m = %1 en la nueva base con la finalidad de compensar la informacién que se podria perder
al llevar a cabo la transformacion. En la Seccién 1.2 se examinard en mayor detalle a la
paridad de los campos fermiénicos, donde ademéds se deducira a la expresion (1.4) mediante
argumentos de paridad.

A la base en que estan descritos los operadores ¢ se le denotara por (Amk) y por construc-
cién el Hamiltoniano de propagacion libre es diagonal en dicha base. Sin embargo, sabemos
que la solucién para dicho Hamiltoniano son las ondas planas, por lo que ambas bases se en-
cuentran intimamente relacionadas. Para evidenciar dicha relacién, supongase que el espacio
de cuantas accesibles de oscilacion esta truncado, por razones de computo, por un nimero
cuantico principal maximo N.,. Debido a la completez de la base de oscilador arménico, las
soluciones deben tender a reproducir a las ondas planas en el limite en que todos los cuantas
de oscilacion son tomados en cuenta N,,; — 00.

Es por lo anterior que resulta fundamental trabajar en la base (Amk), pues es la conexién
que traduce a las excitaciones descritas por los operadores ¢ de la ecuacién (1.4) con los

estados asintoticos de una teoria de campos mas estandar, en donde realmente se les puede
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interpretar como operadores de quark y antiquark respectivamente.

A este nivel es necesario advertir que por efectos de base, conforme el corte en el niimero
cuantico principal N.,; aumenta, aparecen mas y mas estados de oscilador arménico, muchos
de los cuales tenderan a degenerarse en el limite al continuo. Por tal razén, no todos los
estados obtenidos en esta base pueden ser interpretados en términos de excitaciones fisicas.
Sin embargo, el estado més bajo tendra una rapida convergencia respecto al corte, mientras
que los niveles superiores tenderan a degenerarse con éste. Lo anterior sirve para argumentar
que por lo menos el estado base, obtenido después de aplicar los métodos de muchos cuerpos

(ver Capitulo 3), puede ser considerado con confianza como un estado fisico.

£(GeV)
12+

| T T T Y S Y N TN T N AN TN T TN S [N N SN TN MU SN Y S A S | N CUt
0 5 10 15 20 25 30

Figura 1.2: Comportamiento con respecto al corte N., de los niveles de energia de una
particula ¢, [GeV] tras diagonalizar al Hamiltoniano de propagacién libre en la base de osci-
lador armonico. Conforme éste aumenta aparecen mas y méas estados posibles. El estado més
bajo presenta una rapida convergencia respecto a N, mientras que los niveles superiores

tenderan a degenerarse con dicho estado.
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1.2. Paridad de los campos

En cualquier teoria de campo fermidnica, la operaciéon de una transformacion de paridad
es implementada mediante la matriz 7° de Dirac, es decir, PU(z)P~! = /0¥ (—z), = € R>.

Con ello, la accién del operador de paridad sobre los campos (1.1) debe ser

A 1 0 XJQ%Nlmocf
PU()P~ = ) Ruil|a|)Yim(~) iy
Nimocf 0 -1 XUQ§NlmUCf
~1
R XJQENlmo'cf
= > (D)'Bwi(|z|)Yim (&) -
Nimocf _XUQ_gNlmgcf
VL Nimoef
o 2
= Y Ralehi@r [ P 15)
— L Nimocef
Nimocf XUQ 2
O bien, en términos del pseudoespin 7 se tiene que en general
P@TNlma'cfr])fl _ (_1)l+%fTQTNlmacf : (16)

donde podemos observar que la fase (—1)! codifica el equivalente en espacio de posiciones a
haber hecho el cambio p — —p.

Como ya se menciond, la ecuacién (1.4) define a una transformacién que diagonaliza si-
multaneamente al pseudoespin asi como a los niimeros cuéntico principal y de momento angu-
lar orbital. Para hacer que ambos lados de dicha ecuacién transformen de manera consistente

bajo paridad, pediremos que los operadores en la base (Ark) satisfagan que

Pq;r\rrkjmcfp_l = <7T>q;r\7rkjmcf ) (17)

por lo que de sustituir las reglas de transformacién en la transformacion a se puede separar

la situacién en dos casos:
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e Para pseudoespin 7 = % se tiene que

_1 _
PQI(Nl)ijf - ( ) QI(NZ)Jme
- if * Jf o
= Ek: {(O‘I(M) +k> Q1+kymcf (&%(Nl)%*’) T3 —tjmer

ar ' if 4
+ al(Nl)—l+k q Likjmef a;(Nl)_;_k A1 pimes| (1.8)
2 3 !

por lo que en este caso, si el momento angular orbital es [ = par entonces

Oé]leNl)lfk Oé};Nl)féfk =0
a%f(Nl)%+k ) %(Nl)f§+k 70 (1‘9>
mientras que para el caso | = impar se tiene que
O‘Jl]le)%M - ajlf<N1)—l+k =0
ajlijl)l L al(Nl) i, A0 (1.10)
e En el caso en que el pseudoespin es 7 = —%

T -1 _  (_1\+H1f
7DQ*%(Nl)jmcfp = (=1 Qf%(Nl)jmcf
_ if * oy if * 4
- ; |:<a—1(Nl) +k> q%—&-kijf N (Oz 1(Nl)§—k) q%_kjmcf

if St if * 4
+ <Oé L(ND-3 k) Q_%—&-kjmcf_ <a—%(Nl)—%—k:> q_;_kjmcf} ,(1.11)

se tiene que para momento angular orbital [ = par entonces

if if
CCrvniek = Ok =
if if
sk itk 70 (1.12)
mientras que si [ = impar se tiene que
if if
Oy (wyiok = Oavy-tp =0
if if
a—%(Nl)§+k ’ a—%(Nl)—%-}-k; 70 (1.13)
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Una vez identificados los elementos no nulos podemos reescribir a la transformacién en

términos de los elementos de matriz reales o/ COmo
T(N) Ak

[ = par:
t — if *
Q%(Nl)jmcf - Z (a%(Nl))\+k) Dt kjmef
kA
f — if ot
Q*%(Nl)jmcf o Z (Oéf%(Nl))\—k> q)\—kjmcf
kA
[ = impar :
t _ if * 4
Q%(Nl)jmcf - Z (a%(Nl))\—k> IX—kjmef
kA
f _ if g
Q—%(Nl)jmcf - Z (a—%(Nl)/\-Hg) Datkjmef - (1.14)
kA

Observamos de los casos anteriores que la paridad queda completamente determinada
. ., 1_ . . ., .
mediante la relacién m = (—1)z~"*!. Es posible entonces escribir a la transformaciéon mediante

el uso de deltas de Kronecker que determinen a la paridad de la siguiente manera

f _ f ot
QT(Nl)ijf - Z <04Z-(Nl))\7rk) q)nrkjmcfam(_l)%*‘rH : (115)
Tk

O bien tomando el conjugado hermitico de lo anterior, se tiene que

Qr(NDimef Z <O‘1{N1)Aﬂk> qukijf(;m(il)%iTH ) (1.16)
kA

En este esquema, la convencion para subir o bajar indices esta dada por las siguientes

reglas de transformacién de los operadores:

Arkjmef XfHXeti—mti—A )
q - (_1) ! 2 A\nkj—mef

q;ﬂkjmcf _ (_1)Xf+Xc+j—m+%—>\qT Arkj—mef (1.17)

La notacién ¢(f) se refiere al conjugado de la representacién SU(3) de color (sabor) de
modo que ¢ = A\u)YTT, — ¢ = (p\) = YT —T,.
De acuerdo a la convencién de fases que se utiliza en [25], la variable x; depende de los

nimeros magnéticos de la representacion I'; = (\;u;) de SU(3) de la siguiente manera

1 1

= (N — ) — e 11
Xi 3(>\z 14) S (1.18)
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A su vez, €; es proporcional a la hipercarga ¢; = —3Y. Es posible observar que la fase ( —1)%”\
de la ecuacién (1.17) se encuentra codificada en el hecho que los operadores b transforman
proporcionalmente a (—1)~™ y los operadores d con (—1)7T™.

Por ejemplo, la ecuacién (1.16) se transforma como

QT(Nl)j—méf = Z(_l)xf+xc+j_m+%_/\ (az-{m),\ﬂk> q/\ﬂkjfméf(sm(_l)%fﬂrl . (1'19)
Tk

En este momento cabe insistir que la transformacién de las ecuaciones (1.15) y (1.16)
puede ser interpretada como un mapeo entre la base de oscilador armoénico tridimensional
y las soluciones continuas de propagacion libre; las cuales se ha argumentado que tienden a
representar ondas planas en el limite N.,; — oo.

En el presente documento se optara por absorber las reglas de paridad en los coeficientes

de la transformacién. Es decir, definiendo &/ { Nk = ozi{ NI )\7rk:67r7 - Y luego omitiendo
la tilde pero manteniendo dichas reglas implicitas.

Dicha notacion tiene la ventaja de ser compacta, sin embargo, habra que tener cuida-
do en diferenciar el tratamiento que se da a estados con A = :I:% pues particulas y anti-
particulas transforman con representaciones distintas, ademés de que el concepto de orden
normal dependera de dicho indice. Esto es debido a que estamos trabajando en un esquema

en términos de excitaciones de particula-agujero, que antes asociabamos con el esquema de

quark-antiquark via definir a los operadores

T - 1
bwkjmcf - q%ﬂkjmcf
—
dwkjmcf — qféwk:jmcf 9 (]‘20>

donde, por construccion el Hamiltoniano libre sera diagonal en el nuevo indice de pseudoespin

Ay por lo tanto el vacio correspondiente a dicha teoria satisface que

q' 10) = drkjmer|0) =0 . (1.21)

—%Wk:jmcf

Es decir, el vacio de la teoria libre se puede interpretar como el mar de Dirac, el cual esta ocu-

pado hasta el nivel de Fermi de modo tal que cualquier intento de crear una excitacién por
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debajo de dicho nivel se elimina por el principio de exclusion. Es en este sentido que el or-
den normal es definido dejando a los operadores que aniquilan al vacio hasta la derecha, por
ejemplo, dfd = q’\:_%q;:_%.

Las reglas para subir y bajar indices en la base de particula-antiparticula son:

b = (-1)"b, b

d" = (-1)%d, d.=(-1)%d", (1.22)

donde (-1)% = (=1)xstxeti—m y (_1)¢ﬁ = (—1)Xstxetitm,
Para finalizar la discucion sobre la paridad, podemos observar que a partir de la regla (1.7)

y la definicién (1.20) se deduce que

ijrkjmcfp—l = b

wkjmcef

Pdl e Pt = —md] (1.23)

wkjmef

por lo que aplicando la transformacion de paridad a los estados de pares particula-antiparticula

que se definirdn en el Capitulo 3.1 se tiene que
PAyl Pl = — f (1.24)
,yab;F,u Traﬂ-b/yab;FM ' '

Esto 1ltimo podria resultar util en su momento para determinar las reglas de seleccion de los

estados posibles para el Hamiltoniano efectivo del modelo.



Capitulo 2

El Hamiltoniano efectivo

En general, el lenguaje requerido para describir particulas no masivas usando un campo
vectorial resulta necesariamente redundante, es decir, se tienen més variables (las 4 com-
ponentes del cuadrivector) que grados de libertad fisicos (correspondientes a las 2 posibles
polarizaciones del bosén de norma.) Esto tiene por consecuencia que, de insistir en que los
campos no masivos transformen como vector bajo las transformaciones de Lorentz, enton-
ces las tranformaciones de norma locales no deben tener ninguna consecuencia fisica. Es por
ello que toda teoria de campo debe involucrar una eleccion: o se trabaja en un formalismo
covariante pero redundante, o se utiliza un lenguaje sin redundancia pero no covariante.

En la teoria de campo efectiva del presente modelo se prefiere fijar a la norma a costa
de perder la covarianza explicita. Esto se hace con el fin de retener solamente los grados de
libertad fisicamente relevantes. Mas atn, el Hamiltoniano efectivo de la QCD del presente
modelo se encuentra fundamentado en el formalismo de la norma de Coulomb, pues dicha

eleccién presenta las siguientes ventajas:

e Al igual que como ocurre en QED, la norma de Coulomb da origen a un potencial
estatico e instantaneo. Los calculos de redes han mostrado que dicho potencial es apro-
ximadamente de la forma —2 4 Br [26] donde r es la distancia relativa entre cargas

de color. Dicha interaccién se conoce en la literatura como potencial de Cornell y su

17
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componente lineal reproduce el fenémeno de confinamiento, pues energéticamente hace

cada vez menos favorable el separar a las cargas de color.

e Es posible extraer un potencial estatico en tanto que se cumpla la aproximacion adiabati-
ca [27]. Lo anterior estd garantizado para los quarks pesados charm (c), bottom (b) y top

(t), haciendo de éste un marco natural para el estudio de estados ligados no-relativistas.

e El modelo de quarks constituyentes (CQM) ha mostrado que un potencial estético tam-
bién resulta ser una buena aproximacién para los sabores ligeros up (u), down (d) y
strange (s) una vez que los quarks son identificados con excitaciones de quasiparticu-
las, las cuales saturan a ~ 200 MeV conforme la masa desnuda es reducida [28]. La
aproximacion no-relativista retiene incluso cierta validez para quarks desnudos no ma-

sivos [26].

e Ls debido a lo anterior que el potencial de Cornell introduce el efecto de los gluones
de manera efectiva, pues representa a la superficie adiabatica correspondiente al estado
base del gluén. Esto hace posible el tratamiento de una teoria simplificada donde los

unicos campos involucrados sean los fermiénicos.

e La aparicién de un vacio con la estructura de un condensado de pares quark-antiquark es
usualmente asociado con el potencial confinante [29,30]. De este modo, los métodos de
muchos cuerpos que involucran la bosonizacion del vacio reproducen de manera natural

a la estructura del condensado.

En el presente trabajo se propone utilizar un potencial estatico de interaccion entre quarks
V(|r — 7'|), para simular la presencia de los gluones, de modo que se trabaja con un Hamil-

toniano efectivo de la forma
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H=Hg,+H,, +V
Hy, = [ (r)[—iac- V]gp(r)dr
H,, = [¢'(r)[Bmoltp(r)dr
HE Sy = —30%0wa [ o8 (0)V (Jr = v/)p 0% (") drdr' (2.1)

donde «; y 8 se relacionan con las matrices de Dirac como o; = 79 y 8 = 14°. Se denota

como mg a la masa desnuda del quark que rompe la simetria quiral; y
p@a — Z UL SR (2.2)

es la densidad de carga de color restringida unicamente al sector de quarks (g). Se debe notar
que este modelo no incluye a los gluones en absoluto. Sin embargo, se espera que el potencial
estatico V' aproxime en magnitud a la interaccién dindmica de los gluones y que reproduzca
su efecto confinante.

Vale la pena mencionar que esta aproximacion no garantiza la invariancia de norma. Sin
embargo se espera que entre mejor sea la aproximaciéon, menor sea el rompimiento de la in-
variancia. Debe adema&s notarse que un potencial que dependa tnicamente de las posiciones,
como el usado en el presente modelo, no puede generar una mezcla de sabor. Esto sera discu-
tido més a detalle en la Subseccién 5.1.1.

Debe entenderse que el procedimiento utilizado a lo largo del presente documento es una

primera forma de abordar el problema y es evaluada por sencillez, asi como para determinar

la factibilidad del modelo.

2.1. El Hamiltoniano de Propagacion Libre

El Hamiltoniano de propagacién libre esta conformado por los términos cinético y de masa

restringidos al sector de quarks

H&+Hm:/¢W»m»V+MMMﬂW.



CAPITULO 2. EL HAMILTONIANO EFECTIVO 20

Como se mencioné en el Capitulo 1, el hamiltoniano de propagacién libre no resultara ser
diagonal en la base de polinomios generalizados de Laguerre, por lo cual se define a una
transformacién unitaria que diagonalice simultdaneamente al pseudoespin 7 — A asi como a
los nimeros cudntico principal y de momento angular orbital (NI) — (k).

Esta parte del Hamiltoniano puede ser prediagonalizado para un nuimero arbitrario de
niveles orbitales determinados por la transformacién unitaria de los indices (7 NI) — Ak que

se muestra a continuacion:
i _ if t o
QT(Nl)jmjcf = Z <aT(Nl)Awk> Dekjmjcf (2.3)
kA

donde la delta que determina a la paridad o .. que aparecia en la ecuacion (1.4) ha

m(—1)2"
sido absorbida en la definicién de los coeficientes o.

En [11] se muestra que el término cinético de quarks definido en (2.1) como

/¢WM}M~VM@MT, (2.4)

toma la siguiente forma al ser expandido en la base de oscilador arménico (7 NI) como

z:%w

NN'j

QJr (Nj+3) Q_E(N,’] 2) +QT 'Q_%(N’H%)j

J

1 _1 1 i+ Ly
+QT_%(NJ+%)J'.Q2(NJ V+Ql, JNG-1)s QQ(N’H?”] , (2.5)

donde £7/% es el ancho de oscilador arménico discutido en la Seccién 4.3. El producto escalar
indica la suma sobre los indices de proyeccién de espin m;, color ¢ y sabor f.

Los coeficientes k:gVN, resultan ser

: N—j+3 IN+j+3
K = TZ(;N’,N+1+ TéN’N 1 (2.6)

de manera que a pesar de no ser diagonal en dicha base, el término cinético sélo mezcla estados
con nimeros cuanticos (N1) consecutivos, por lo que el esfuerzo numérico para diagonalizarlo

no es particularmente mayor que si se hubiera comenzado por una expansion en ondas planas.
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Ademss, la transformacién-a de la ecuacién (2.3) nos permite diagonalizar simultédnea-
mente a la parte cinética y al término de masa. A este ultimo se le definié en la ecuacion (2.1)

CcOomo

H,,, = [ 9!(r)ml(r)dr 21

Este es el tnico término del Hamiltoniano en cuestién que distingue el sabor de los quarks,
atin cuando no lo mezcla. Es a este nivel que se introduce una diferencia de energia en reposo
para los quarks u, d y s.

Usando la expansién de los campos fermidénicos en la base (7NI) y dada la estructura
diagonal del acoplamiento, el término de masa resulta

H,, =moY [ng)j QNI QT Q‘%(N’”j] , (2.8)
Nij

donde una vez mas, el producto escalar representa la suma sobre los elementos diagonales en
color, sabor y proyeccion de espin.

Como la estructura de H,,, ya es diagonal en todos sus indices, entonces la transformacién

definida en (2.3) dnicamente cambia los indices de suma )\, — >, , obteniéndose asf que
qu = (mO)YT Z [q;kj . qzk‘] _ qT %k‘] . q Qk]:| . (29)

En la ecuacién anterior hemos realizado el cambio mg — (mg)yr para distinguir a la masa
de los quarks unicamente como funcién de su hipercarga e isoespin de sabor (Y'T'). Para el
propdsito del presente trabajo, se asume la misma masa para los quarks u y d, siendo esta

menor que la masa del quark s.
(mo)YT = mu,déy,%(&% -+ mS(SY’f%éT,O . (210)

En conjunto, la transformacién-a es entonces introducida para prediagonalizar a los térmi-
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nos Hg, + H,,, del Hamiltoniano, es decir, a la matriz

(

kgleQ sihh=j+35, lbb=j—3 n#n
k?vQNl Sillzj—%7 l2:j+%7 T # T
K Nitsmaaty = +(mo)yronn, sili=l, m=7=3 (2.11)
—(mo)yrdnn, sili=1l, 1=m=—3
0 en cualquier otro caso.

\
Notese que dicha prediagonalizacion se debe hacer de manera separada para los subespacios
de los quarks u y d (myq) y el quark s (m).

De manera que una vez realizada la transformacién-« y utilizando el esquema de particula-

antiparticula de la ecuacién (1.20) se obtiene un operador de un cuerpo de la forma
K = Hg, +H, =) eyr (b,Zj b —dy; - d“fj) : (2.12)
kj

donde €;y7 son las eigenenergias del Hamiltoniano de propagacion libre.

2.2. El Hamiltoniano de Interaccion

Antes de deducir una expresion analitica para la interacciéon sera necesario recordar que la
base de oscilador arménico no es una base relativista, por lo que en el Apéndice D se discuten
dos métodos que permitirdn restaurar la invariancia traslacional del CM de los estados cons-
truidos en el presente modelo. Independientemente del método elegido, las transformaciones
TM [31] juegan un papel fundamental en la identificacién de excitaciones del CM.

Las transformaciones TM permiten referir a dos funciones de onda centradas en las coor-

denadas @ y y respectivamente, al sistema de coordenadas de Jacobi R = \% (x+y)y
r=(x—y)

(0N, () @ U, ()], = YNt Nt Neleys NrlR; LI Nolo Noly; L) [V, (1) ® Unin (R -
(2.13)
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Por conservacion de la energia se tiene que
N,+ Ny = Nr+ N, , (2.14)
mientras que por conservaciéon de momento angular
(=1)latlo = (—1)trttr (2.15)

Se debe notar que la definicién de las coordenadas de Jacobi R y 7 no coincide con la
definicién de las coordenadas de CM y de movimiento relativo, sin embargo, la diferencia
para el caso de particulas con masas iguales es simplemente un factor de v/2. Para describir
pares de particulas con masa diferente se puede recurrir a una definicién mas general de las
coordenadas de Jacobi [32]. Sin embargo, un tratamiento alternativo para remover el CM de
dichos casos es discutido en la Seccién D.2.

Por otro lado, recordamos de la ecuacién (2.1) que en el presente modelo se utiliza un

potencial estatico para simular la interaccién quark-antiquark debida al efecto de los gluones.

1

HY = =58 [ u(@)V(Je — yf () dady (216)

En el Apéndice C se deduce que el operador de interaccién de un potencial central arbi-

trario puede ser escrito en la base (7/NI) como

_ L
Hququomb = _% Z{Nili]'iYiTi}LO Vt{]\(])ilitiiTi}
T 0Lo(11)0 T 0Lo(11)0 00(00)0
X “Q(Nlll)jlml ® Q(N212)j2Y2T2] ® [Q(Nslg)j:aYsts ® Q(N4l4)j4Y4T4] Looo 7
(2.17)

donde el acoplamiento intermedio se refiere a pseudoespin 7 = 0, momento angular total Ly,

representacion irreducible (11) de color, asi como 0 en hipercarga e isoespin de sabor. Por
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. Lo ,
otro lado, los coeficientes V{ Nitijiveryy €stan dados por

Lo _ LMy VoTi 1 14 Y47 oT5+1
Vinajoymy = (—1)372 5 (=)t 5 OVY2 0y 1, 0vay, O3 7

A A A A

. . l % ) l2 % J2
Ji I3 L 1 . 1 .
. ls 3 Js ly 5 Ja
J2 Ja Lo
I, S L l. S L
<N;l7’7 NRZR; lrlNllla N3l3; l7”> <N7‘lr7 NRZR; ZT|N2l27 N4l4; lr) fOOO TQdTRn’Tlr (T)V(\/ﬁT)Rnrlr (T) :

(2.18)

En el Apéndice C se muestra también la expresion para los coeficientes V{%\(/)ilitiiTi} para
el llamado Potencial de Cornell V(r) = —% + Br, donde o y (3 son constantes positivas. En
principio se trata de parametros libres del modelo, sin embargo, se espera que el valor de «
sea de 1/4m para recuperar el limite abeliano de la teorfa, mientras que el valor de /5 es de
0.18 GeV? en el modelo de quarks constituyentes, mientras que en los célculos de redes tiene
valores tipicos de 0.26 GeV? [26].

El término —% corresponde al potencial inducido por el intercambio de un gluon entre un
quark y un anti-quark y se le conoce como la Parte Coulombiana del potencial, pues su forma
es identica al potencial Coulombiano electromagnético. La segunda parte, 8r, es conocida
como la Parte Confinante del potencial y parametriza a los efectos no-perturbativos de la
QCD.

Las integrales involucradas en los elementos de matriz del potencial de la ecuacién (2.18)

son entonces de la forma

(0
I{niylivL} = /RQdR/TQdTRmh (T)R’Vl2l2 (T) (; +BT> Rnsla(R>Rn4l4(R) ) (2'19>

las cuales son llamadas Integrales de Talmi. Estas son analiticas y convergentes tanto en el
limite de » — 0 como de 7 — oo. Ademas, en el sistema de coordenadas de Jacobi la depen-
dencia en la coordenada R se elimina naturalmente a través de las reglas de ortogonalidad,

de modo que la interaccién no genera excitaciones espurias.
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Figura 2.1: Estado base del potencial estatico gg. La linea solida es la soluciéon numérica

completa. Aqui 79 ~1/430 MeV ! es el pardmetro de Sommer de la teorfa de lattice. Grafica

tomada de [26].

Tras aplicar la transformacion (2.3), sumar sobre el pseudo-espin 7 y reacoplar, se reescribe

a cada uno de los acoplamientos intermedios de la ecuacién (2.17) como

0Lop(11)00
i| = ﬁ Z’Tﬂ'lklﬂ'QkQ

.I.
[QTI(Nlll)J1Y1T1 ® Q"'Q Nalp)jaYoTo

Lo(11)00

*
Jf1 J2f2
o N1ll)*—7T1k1) ( T(N212 —7r2k2) Tk YTy ® b”2k272Y2T2:|MC

* Lo(11)00
% a]lfl J2f2 b Qb
Nlll —7'('1]{)1 N2l2 —7'('2]{)2 lkIJIYITI TF2]€2J2Y2T2 MC
* Lo(11)00
B ! 22 b d’ - o(1)
T(Nlll —7r1k1 N2l2 ——7r2k2 lk'l]lYlTl 7r2k2j2Y2T2 MC

. x Lo(11)00
o (O‘jrl({\lﬁll)—%mh) <O[7]'2({\?2l2)—%7r2k2) [dﬁlkljlYlTl ® djTngjQYQTQ}MC } , (2:20)
donde los signos alternantes provienen de la convencion de fase de la ec. (1.17) y la suma sobre
el pseudoespin A, Ay ha sido escrita explicitamente para poder rastrear el tipo de excitacién
que representa, asi como para poder posteriormente definir el orden normal, tal como se
discutié arriba.
Para expresar de manera sencilla el resultado de aplicar la transformacién (2.3) a los

operadores involucrados en la interaccion, sera conveniente introducir la notacion corta para
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los operadores A y B, que incluye solamente a los acoplamientos en el subespacio SU(2) de

sabor

Figura 2.2: El operador A involucra diagramas de dispersion mientras que el operador B

representa procesos de creaciéon o aniquilacion de un par.

Lo(11)00
AF

milimala; p

*
nf J2f2 T

o) o b . . b iy
T(N1l1)%7r1k1> < T(NQZQ)%TFQ’CQ) |: mk1j1Y1Th ® 7T2k:2]2Y2T2:|MC

. Lo(11)00
oL 222 d , ® d’ _
T(N1lh)—3mik: 7(Nala)—$maks Tk YiTy mak2j2YoTa | prev

*
r — J1f1 j2f2 A _ Lo(11)00
(aT(Nlh)—%mIﬂ) <aT(N212)%7r2k2> [dﬂlkUlYlTl ® b7r2k232Y2T2]MC

mlimala; p

. * . Lp(11)00
e al2 2 bt ® df _ o(11)
T(N1l1)%7r1k1 T(Nzlg)—%?rgkg mikij1Y1 Ty Tokaj2YaTo MC :

(2.21)

Mediante la notacién de la ecuacién (2.21) se puede expresar a la interacciéon de manera

sencilla como

L
H cour = _% ZLOTT’ Z{NilikijiAiWiYiTi} V{J\(;ilitiiTi}
x (A2 Asl) + [Ar2Baal) + BroAsil) + [BraBalf ) (2.22)

En el Apéndice B se demuestra que sélo las combinaciones [A12.A34] v [B12B34] contribuyen
al nivel de las aproximaciones del Capitulo 3, por lo que mediante el proceder expuesto en
el presente documento, para todo fin practico se puede considerar que el Hamiltoniano del

modelo sea



CAPITULO 2. EL HAMILTONIANO EFECTIVO 27

[Al'zA:s-l]g = --- + mes + --- 25 ---

[sus;,l]$i=v___v v v /\/\

(1'] (l; '_1

Figura 2.3: Sélo las interacciones tipo [Aj2.434] v [B12B34] contribuyen a nivel de los métodos
de muchos cuerpos expuestos en el Capitulo 3; mientras que las interacciones del tipo [A12/534]

v [Bi2Asz4] van més alld de dichos métodos.

H =) erjyr <bL]. b —dy, - dﬂw‘)
=3 Ztarr Dpwaasnmavity Visivirsy < (A1 Azl + [512534]8> ) (2.23)

donde la expresion analitica para los coeficientes V{ NilijiviTs} €S deducida en el Apéndice C.



Capitulo 3

Eleccion de un método de

diagonalizacion

En el Capitulo 2 se contruyé un hamiltoniano que consta de un término de propagacion li-
bre de un cuerpo y un término de interaccion entre dos cuerpos mediante un potencial estatico
efectivo. Esta clase de hamiltonianos no relativistas de a lo mas dos cuerpos es un problema
estandar y sobre el cual existe mucha literatura con varios métodos de solucion. En particular,
los Métodos de Muchos Cuerpos han resultado una herramienta poderosa para describir siste-
mas cuanticos donde las interacciones entre muchas particulas crean correlaciones cuanticas
entre ellas, haciendo de la funcién de onda correspondiente un objeto complejo y que contiene
una gran cantidad de informacién. Es por ello que tales métodos se han aplicado en diversas
areas de las ciencias basicas, por ejemplo, en la fisica de materia condensada, la fisica nuclear
y la quimica cuantica.

En el presente modelo se ha optado por utilizar dos distintos métodos de muchos cuerpos
con la finalidad de diagonalizar a nuestro hamiltoniano: el método de Tamm-Dankoff (TDA)
y el método de la Aproximacion de la fase aleatoria (RPA). El primero de ellos no incluye un
estado base correlacionado, por lo que corresponderia al vacio de una teoria libre y por ende es
una aproximacién burda al problema de la NP-QCD donde las interacciones son fuertes. Las

correlaciones son introducidas por el método de RPA, pero ambos métodos son evaluados con

28
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el fin de cuantificar la influencia de dichas correlaciones en el espectro de mesones, ademas de
mostrar cierto valor didactico al comenzar por un método mas sencillo y luego complicarlo.
Pero, jcudles son las razones para en este modelo en particular utilizar a los métodos de

muchos cuerpos?

e En el lenguaje de la fisica nuclear, se considera a un sistema de N fermiones en su estado
base, por lo que de acuerdo al principio de exclusién de Pauli, ocupan los N estados
mas bajos hasta cierto nivel: el Nivel de Fermi er. Es por ello que cualquier excitacion
del sistema puede ser interpretada como la creacién de una particula por encima de ep

y un agujero por debajo de éste.

Por otro lado, en el esquema de Dirac se puede interpretar a la antimateria fermiénica
como estados con energia negativa que llenan por completo el Mar de Dirac hasta una
energia de Fermi £ ~ m (en unidades naturales), por lo que en una analogia directa a la
fisica nuclear, se puede interpretar a una excitacion quark-antiquark como la creacion de
una pseudoparticula por encima del Mar de Dirac y la creacién de su respectivo agujero
por debajo de éste. Esto nos permite modelar a los mesones como la excitaciéon minimal

del vacio restringiéndonos a mano a pares que sean escalares en color.

e Como ya se menciond en el Capitulo 2, la norma de Coulomb adema&s de dar origen
al potencial estatico confinante, genera un vacio con estructura de condensado quark-
antiquark. Dicha estructura es el ansatz que se ocupa para la expansién del vacio in-
teractuante en los métodos de muchos cuerpos que involucran una bosonizacion de las

excitaciones.

e Como se mostrara en las secciones 3.1 y 3.2, los métodos TDA y RPA permiten cons-
truir a los propagadores de la teoria interactuante. En ambos casos, los eigenvalores del
Hamiltoniano aparecen como polos en dichos propagadores, de manera que es correcto

interpretarles como las masas fisicas de los estados evaluados.

Una vez justificados los métodos a evaluar, pasaremos al formalismo que estos involucran:
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b
|
]
i
8
iy

Figura 3.1: A la izquierda, una excitacién particula-agujero por encima del nivel de Fermi. A

la derecha, una excitaciéon quark-antiquark por encima del Mar de Dirac.

Para hacer uso de los métodos de muchos cuerpos es necesario definir a los estados de
un par particula-agujero correspondientes a la teoria. Nosotros optamos por definirlos como
un acoplamiento a buenos nimeros cuanticos para momento angular total L y representacion
(00) de color. Sin embargo, para el sector de sabor hemos decidido romper la simetria SU(3)
en favor de su subdlgebra SU(2), de manera que se acopla al par sélo a buen isoespin e
hipercarga de sabor, conservando las reglas de suma del grupo completo. Dicha elecciéon se
debe a que permitimos a priori la mezcla entre estados con (00) y (11) de sabor ya que, aun
cuando en el modelo de quarks el 7; corresponde a la representacién (00) mientras que 7y

corresponde al (11), estos no son los estados fisicos, pues sabemos que deben estar mezclados.

; T L(00).YT

Pyal_);I‘u = q%wakajaYaTa q- %kabijbTb]

(3.1)

MO

Con esta construccion, el operador 7213@ aniquila una particula por debajo del Mar de
Dirac (crea una antiparticula) y crea una particula por encima de éste. Sin embargo, resul-
tard mas conveniente utilizar el esquema de quark-antiquark de la ecuacién (1.20), por lo que

podemos escribir a la definicién de los pares utilizando la siguiente notacién corta

’YZB;F;L - Zuaub (afta, Bﬂbwmbluad%ﬁb
_ T
,yab,I‘,u — <7113;Fu> . (32)

En el presente modelo los operadores de pares de la ecuacién (3.2) representan estados



CAPITULO 3. ELECCION DE UN METODO DE DIAGONALIZACION 31

mesonicos singletes en color que estan descritos por el dlgebra SU;(2) x SU¢(2) x SU,(3), con

lo cual los coeficientes Clebsh-Gordan tienen la siguiente estructura [25]:

<a,ua> Bﬂb‘r,u> = <jama7jb - mb’JMJ> <TaTza7 Tb - sz|TTz><(1O)Ca7 (01)5{,’(00)(»1 .

bl =b!

Ta kajamaca YoTa

dl = d : (3.3)

Takaja—mMaCa—YaTy

A pesar de que el acoplamiento de SU¢(3) de sabor ha sido roto en favor de un acoplamiento
SU¢(2) de isoespin, las reglas para subir o bajar indices de los operadores involucrados en
la, definicién del par, atin transforman con la convencién de la ecuacion (1.22), es decir, con
la fase completa de SUf(3). Con dicha convencién, el operador de aniquilacién de un par se
puede escribir como un acoplamiento de la siguiente manera

Y =N aptg, b | Dpyd bt =" (=1) %t (g, bjig | D pp) iy, b,
Ha b Ha b
= Z (_1)xCa+Xfa+J'a—ma(_1)ch+><fb+jb+mb <jama7 Gy — mb\LM>
mambcacbfafb

X <Tfu.TZa7 be - sz‘TfTZ><(1O)Ca? <01>éb|(AC)‘C)C>1d1bebTaﬁa

— Z (—1)Xexrtda=mativtmy (G 5 L — M)
mambcacbfafb

X (T4 T, Ty, — T |TAT) (10)c, (012 (AA) Chadiy b i,

r
= (_1)XC+XF+L—M (_1)ja+jb_L [dlbbia] , (3‘4)
(1) (~1)asr '

donde -a pesar de no contar con un coeficiente CG que acople a las hipercargas-, se ha
identificado a (—1)XF = (—1)Xfa™Xss
Para aplicar el método de RPA, sera necesario ademas definir una manera de subir y bajar

indices de los operadores de un par. Dicha regla de transformacion seré entonces

et =37 ahta, b | D) biedie = (—1)¢>ng;f,;

abrpy !
Yavrw = (Y1) = (—1)PmyetTE (3.5)

La fase (—1)%* es aquella que se definié en la ecuacién (3.4).
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3.1. Método de Tamm-Dankoff

Se denomina bosonizacion al proceso que consiste en definir estados colectivos de pares
de fermiones acoplados a un espin entero y es caracteristico de algunos métodos de muchos
cuerpos como el BCS, TDA o la RPA [34]. Esto quiere decir que los operadores de un par
de fermiones obedecen, al menos en promedio, un algebra bosénica de la forma [ai, a}] = 6;'-,
ignorando en parte la estructura fermionica de sus componentes.

El método TDA es en fisica nuclear, la forma mas sencilla pero realista de tratar a las
excitaciones particula-agujero. Consiste en definir al operador de creacion de un fonon TDA
como una combinacién lineal de todos los pares 7 de la forma

FL;F;J, = Z (Xa;abF) 7:25;1—\# . (36)
ab

El nombre de fonén se utiliza en el lenguaje de los métodos de muchos cuerpos en analogia
a la fisica de materia condensada, ya que se refiere a modos colectivos cuyas amplitudes son
comparables en la mayoria de sus configuraciones.
El operador de aniquilacién de un fonén se obtiene conjugando a (3.6)
pes = Z (Xaar)” VGE;FM : (3.7)
ab

Asi pues, el par 7213-@ puede ser un estado ¢ (¢ = {u,d}) o un estado ss, donde ¢ (s) tiene

T

numeros cuanticos a mientras que ¢ (§) tiene nimeros cudnticos b. Esto implica que Lorp

podria en principio ser una superposiciéon de la forma \/ig(ch + s5) como uno esperaria a partir
del modelo de quarks. Sin embargo, debido a que el Hamiltoniano que se utiliza en el presente
modelo no mezcla sabor, los estados colectivos sélo permiten la combinacién de pares que
acoplen a la misma representacién (I'y).

A partir de su definicion, es posible obtener algunas propiedades del fonén TDA. Por ejem-

plo, de pedir ortonormalidad a los estados |o; Tp) = rf |0) se obtiene que los coeficientes

[eHN)

X de la combinacion de pares satisfacen la siguiente propiedad

Z (Xa’;abl'">* Xa;abl" - 5a’a61"’1" ) (38)
ab
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es decir, el vector X tiene la normalizacién Y | X|? = 1.

Ademas, a partir de la ecuacién (3.7) es posible observar que el vacio del fonén TDA, es
decir, aquel que satisface T'|TDA) = 0, es el mismo que aniquilan los pares originales v|0) = 0.
Esto significa que el vacio de los estados colectivos que definimos en (3.6) corresponde al vacio
de la teoria libre |[TDA) = |0), es decir, no tiene correlaciones.

Trabajar sobre el vacio de una teoria libre puede ser una muy mala aproximacién para
una teoria fuertemente interactuante como lo es la NP-QCD. Sin embargo, esto conlleva una
gran simplificacién: Dado que los viejos pares v satisfacen en promedio el dlgebra de oscilador
“'b/;r'“/,’ylb;ru |0) = 0a/aOpp0rrd,ry, entonces los pares TDA y sus conjugados

10) = 6araOrr0, -

arménico (0| |y
también forman un algebra bosénica sobre el vacio (0| |+ TT Fu

La bosonizacién TDA consiste ademas en suponer que se puede escribir al Hamiltoniano
de interés en términos de los pares originales como una parte diagonal y una no-diagonal,
que se puede luego mapear en un Hamiltoniano efectivo tipo oscilador armoénico en la base
de fonones.

ab; o'y TDA Q;
0= Z ab’yabFu,y FM+ Z ‘/(ab) 'b'),ylbl“u FN ZQEFLFNF FM’ (39)

abp aba’b’

donde identificamos a €2, con la a-ésima energia TDA del sistema en unidades naturales.
De la ecuacién (3.9) observamos que antes de realizar el mapeo los operadores ' satisfacen

la siguiente ecuaciéon de movimiento

|:H7 %ib;ru} = Ggﬂlb;ru + Z V(E/b/)(abﬂl'b/;ru ) (3.10)
a't!

de donde se deduce que la ecuaciéon de movimiento para los pares TDA es
[H F}u a] = Zab Xc?b;l" |:H7 ,ylb;Fu:|
=2 Xabr (Egﬂlb;ru + 2 V(l;fb')(abﬂl/b/;m>
= ab (ngng;r + D v(l;b)(a’b’)Xg’b’;F) ’Ylb;ru : (3.11)

Sin embargo, la ecuaciéon de movimiento de los pares TDA después del mapeo es

[H Il a] QT = 08 XSl (3.12)
ab
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de modo que podemos juntar a las ecuaciones (3.11) y (3.12) en la siguiente ecuacién

Z <6£bX§b;F + Z ‘/(Eb)(a’b’)Xg’b’;F> WIb;ru = Qg Z X(?b;FVlb;ru . (3.13)
ab

ab a’'t!

En el método de TDA se define a la llamada matriz de adelanto de la siguiente manera
T T o a'v T T
Agal?))((a'bl’i)) - [7 T [H’ 721”“” = (€apdarads + Viarryary) Sy - (3.14)
Sin embargo, como el Hamiltoniano debe ser un escalar, siempre es posible definir a la matriz
de adelanto reducida A () (wy) mediante la relacién

Tp)(T'p")
A(all?;(a’bl") = Aab)(@v)Orrouy - (3.15)

De esta manera podemos proyectar a la ecuacion (3.13) sobre su espacio dual, obteniendo

asi la siguiente ecuacion de eigenvalores
> A X = U Xy - (3.16)
ab

Es decir, diagonalizar a la matriz de adelanto permite encontrar a la energia del fonén TDA,
asi como determinar a los coeficientes X de la combinacién lineal para que el mapeo sea
invertible.

Por otro lado, si despejamos a los coeficientes X de la ecuacién (3.13) se obtiene que

r a «
a za’b’ ‘/(ab)(a’b’)Xa’b’;F o Aab;F

ot QF — € ERGAE (540
donde hemos identificado a la funcién de vértice A como
o = D Vs Xowr » (3.18)
a'b
que genera a la siguiente ecuacion de recurrencia
St = O Vi X = Vs Ddwr_ (3.19)
ab;l’ — (ab)(a'V)“*a'b;T — (ab)(a’t’) QF — EFb . .

a’t! a’t!
En el Apéndice B se calcula a la matriz adelanto para un potencial estatico arbitrario. Su

expresién mas general estd dada en la ecuacién (B.42).
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3.2. Aproximacién de la fase aleatoria

El método de la RPA fue introducido en 1953 por Bohm y Pines para describir oscilaciones
en un gas degenerado de electrones [35]. La diferencia bésica entre el relativamente simple
método de TDA y la maés sofisticada RPA es la introduccién de un estado base correlacionado,

el cual resulta estar compuesto por un nimero par de pares [36], es decir, es de la forma
LA
IRPA) = Nex!'ttho|0) | (3.20)
donde N es una constante de normalizacién y

(3.21)

i 110 _ (=% & .4
[%ﬂo Z,; MR,
Es posible observar que el vacio de la RPA se reduce al vacio de TDA cuando Y = 0, es
decir, |RPA) = |TDA) = |0).
Por consistencia con la manera de transformar a los pares definidios en las ecuaciones

(3.2) y (3.5), se define al operador de creacién del fonén RPA como una combinacién lineal

de operadores de creacién y de aniquilacién con todos los indices abajo.

FL;F}L = Eab (Xa;abFleg;F‘u - Ya;abFV&b;Fu)

. T * ai‘ * ab;
redti = (FL;M) = Db (Xa;abﬂ =Yy b’r’"‘) : (3.22)

De la ecuacién anterior se puede notar que v|0) = 0 = I'|0) # 0, es decir, la estructura del
vacio efectivamente ha sido modificada para introducir las correlaciones de pares.

La llamada aproximacion quasi-bosonica consiste en este caso en suponer que el estado
base correlacionado no difiere mucho del vacio en la base (Amk) , es decir, |[RPA) ~ |0). Dicha
aproximacion requiere entonces que los coeficientes Y sean los suficientemente pequenos com-
parados con los coeficientes X, tal que RPA representa pequenas correcciones a lo obtenible

por el método TDA, en cuyo caso, de (A.26) se infiere que

<R,PA‘ ,Ya/?)/;FH,f}/lB;F'u] ‘R,PA> ~ (Sa/aéb/barvréu/“ . (323)
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El nombre de quasi-boson proviene del hecho de que la ecuacion (3.23) seria una relacién
exacta si los operadores de pares v! obedecieran relaciones de conmutacién para operadores
bosoénicos. Sin embargo, dicha ecuacién ignora la estructura fermionica de sus componentes
pues desprecia a los términos provenientes del intercambio de particulas.

En lo siguiente omitimos el valor de expectacién sobre el vacio de la ecuacién (3.23)
recordando que los pares 7 forman un dlgebra de oscilador arménico sélo en su promedio
sobre el vacio y bajo la aproximacion quasi-bosoénica.

A partir de las ecuaciones en (3.22) es posible observar que el hecho que los fonones formen
un algebra de oscilador [FF'“';O‘/, F} u;a] = 0/a0rr0,/,, equivale a pedir que los coeficientes de

la combinacién de pares satisfagan la siguiente propiedad

Z [ ;';abFXa;abF - Y;’;abFYa;abF} = Oaa (3.24)

ab

de modo que el vector (X,Y) tiene la normalizacién > (X% — Y?) = 1.

El método RPA consiste en mapear a un Hamiltoniano con la siguiente estructura

= Z Z Egbfylb;lﬂ”fyab;r# - Z Z V(Eb)(a’b’)ﬁy(];b;l“uf)/a/bl;ru

Fp  ab I'n aba’t’
1 r va';T ab:T
+ B Z Z Wiab)aw) (72b;r,ﬂT L S IV i A “) , (3.25)
Ty aba’t!
en uno de la forma

Tr Tpa

H=Y % Ol (3.26)
I'u «o

donde se ha abusado de la notacién > . = >, pues I'. y I'y son fijos.

A diferencia de los coeficientes del potencial V(Eb)(a,b,), los coeficientes W(Eb)(a,b,) representan
una interaccion que no conserva el nimero de pares particula-agujero. Por ejemplo, en fisica
nuclear pueden representar la creacién de un par por absorcién de un rayo gamma en el nicleo,

o la aniquilacién de un par preexistente en éste [37].
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Del Hamiltoniano en (3.25), las ecuaciones de movimiento para los pares resultan ser

r
[H’ P)/lb;l",u] = egbrylb;l",u + Z ‘/(a’b’)(ab)fy:;’b’;Fu
/b/

I Z (bu ’b’)(ab + Wab oy )'Yb/a/;fﬂ
/b/

a’'bt!

- _Z (a’d") +W a’b’)(ab) ) ryc]:’b’;l“ﬁ s (327)

/b/

por lo cual la ecuacién de movimiento para los fonones resulta ser

H,T]

= ng;r{egﬂlb;m + D V(E'b/)(abﬂl'b/;ru
+% Doy (=1)% <W(I;’b’)(ab) + W(Eb)(a’b’)) Vb/a,f“}
+> Yacly;;r{(—l)qSM (ngba;m + D V(Ic:b)(a/b’ﬂb/a/;m)
+5 Do < (ab)(a'b) T W a'b’) ab)> Varty; Fu} : (3.28)

Asi pues, podemos obtener relaciones entre los coeficientes €, V' y W proyectando como se

muestra a continuacién

|:,ya v |:H F.l‘:‘p, aj|i| = (X:/b/;l—\eglb/ + Z Xﬁ'b”;rwg’b’)(a"b”)) 61"/[‘6#/#

//bl/

+ - Z Y a’b- F < ”b”)(a’b’ + W(a’b/ a’b! )5F/F5ﬂ//‘

//b//

[fym v |:H F;M a]:| = — (Yaoléb/;FEZIb/ + Z Yﬁ’b";FWE”b”)(a’b’)) 5FT5“/“

//b/l

- = Z X al'b'! F( ’b’)(a”b” ‘l‘ W(a”b”)(a’b’ >5F/F5N/N .

//bl/

(3.29)
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Mientras que del Hamiltoniano en (3.26) se tiene la ecuacién de movimiento

[Ha FT ] - QEFT - QE Z [Xa?b;F’Ylb;Fu - (_1>¢H}<1%;F7ba;fﬁ . (33())

| y7ied T
ab

A partir de lo anterior se obtiene que

Ty

[W/bl;rlula[HIT ” = QX300

[leb/;w/ []_LFT H = OLYS OO, - (3.31)

| 736"

De la misma manera como se hizo en la seccién 3.1 podemos despejar a X de las ecuaciones

(3.29) y (3.31) obteniendo que

T « 1y a r r
Vianw) Xavir + 3 ¥ayr (Ww'b')(ab) * W(ab><a’b’>> ASyr

obT = = , (3.32)
; QF — e QF — ey
donde esta vez hemos identificado a la funcién de vértice A como
« o 1 «
abT = Z [V(I;b)(a'b') 2t T T 5 (W(l;’b’)(ab) + W(l;b)(a'b')> a’b’;F:| : (3.33)

a't!
Andlogamente, de despejar a los coeficientes Y de las ecuaciones (3.29) y (3.31) se obtiene

que

T a 1 ya r r
‘/(ab)(a’b/)ya’b’;l" + iXa’b’;l" <W(a’b/)(ab) + W(ab)(a’b’)) Aab'F A
@ = = o , 3.3
e =2 (OF ) @rrdy O

a’b’!

donde esta vez hemos identificado a la funciéon de vértice A como
(e (03 1 o
abl = — Z |:‘/(I¢;b)(a’b’)Y:1’b’;F + 5 <W(1:1’b’)(ab) + W(Eb)(a’b’))Xa’b’;F} : (3.35)
a't!
Sustituyendo a los coeficientes X y Y en las definiciones de A y A se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones de recurrencia

r 1 r r
A& = E MAQ + 2 (W(a/b’)(ab)+W(ab)(a’b’)> A
ab;I" — a't! (ngfrxb/) a'b’;T (Q£+6F/b’) a'b’;I
a a

7 1(wg +WT )
a (ab)(a’d) A« 2 \"" (a’b’)(ab) (ab)(a’b’) @
A(lb;r — Za’b’ |:(Q£+Er/b/) Aa/bl;l" —'I_ Aa’b’;F 3 (336)

(Qg_eglb/)
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que es equivalente a la ecuacién vectorial

T T T
5 o Manany 1 (W<a’b')(ab)+W<ab><a'b’)) Ao
Z (ab)(a’t) (Qg_eglb/) 2 (Qg+eglb/) a't’;T" =0 (3 37)
(WE oty Wy ey ) VE e o ’ '
a'b l (a’b’)(ab) (ab)(a’b’) 5 ' + (ab)(a’d’) A 1T
2 (Qg*eglb/) (ab)(a’t’) (Qg+€£/b/) @vs

por lo cual una solucién no trivial existe cuando el determinante de la matriz anterior es cero.
Por otro lado, para determinar a las energias RPA L serd necesario primero introducir a

las siguientes matrices
AL = (0] [@ VT | H, ] 10) = (€5y0uradyy + VE Srord
(ab)(a’V) s |44 Vabirp = | €ap9a’aOb'b (a’'b')(ab) | OT'TOu’

Tp)(TMu') 10,
Béaé?((a,b,)) = —(0] [’YTab e [H, ’Yib;ruH 0) =3 <W(1:1’b’)(ab) + W(Fab)(a'bf)> Orrduy 5 (3.38)

podemos juntar a las ecuaciones (3.29) y (3.31) en una ecuacién de autovalores de la forma

(Tp) (T ") (Tp) (T ") o o
A(af)(a’b% IB(al}f)( ’biL) Xab;F ol Xa/b’;l"
2. () (1) () (') o = o OrrOun (3:39)
ab _B(ab)(a’b’) _A (ab)(a’d’) Y:zb;r Ya’b’;F

La matriz A es la matriz de adelanto que ya fue introducida en la Seccién 3.1, mientras
que a la matriz B se le nombra matriz de retraso. A partir de la ecuacién (3.38) se puede
observar que ambas matrices son hermitianas y que el método TDA se recupera cuando B y
Y se anulan.

La ecuacién (3.39) es una ecuacién de autovalores para una matriz no-Hermitiana, que ha
sido ampliamente estudiada en la literatura y cuyas soluciones son estdndar. Usualmente se

le puede encontrar reescrita de la siguiente manera

(Tp)(T7p") (Cp) (T’ ey e
Z A(ab)(a/b,) B(ab)(a/bl) Xab;F — QF Xa/b’;F oo, (3 40)
B(Fu)(F’u’) A(Fu)(r' ) ya @ ya mrop'p - .
ab ( )( /b/) (ab /b/) ab;F - CL’b’;F

Esta forma de expresar las ecuaciones de RPA tiene un uso mas bien didactico, pues en

particular permite notar que si una solucién ( i

) corresponde a una energia ) entonces,
tomando el complejo conjugado, otra solucién ( i ) es obtenida con energia —2*. Es por ello

que para resolver a las ecuaciones de RPA en lo general se utiliza la llamada descomposicion
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de Choleski para reducir por la mitad las soluciones posibles, reteniendo solamente aquellas
con energia positiva [38].

Cabe mencionar que una de las propiedades mas notables de las ecuaciones de la RPA es
la aparicion de soluciones complejas cuando las interacciones involucradas en el Hamiltoniano
sobrepasan cierta intensidad critica, de modo que el vacio inicial (en este caso |0)) se aleja
demasiado del verdadero estado base para ser un sustituto aceptable en las ecuaciones de
movimiento. Se puede demostrar que no apareceran dicho tipo de soluciones siempre que la

matriz M definida por

A B
M = , (3.41)

B* A*
sea positiva definida. Esto a su vez ha demostrado ser equivalente a que el vacio realmente
minimice al valor de expectacion de la energia para cualquier operador particula-agujero anti-

Hermitiano arbitrario [37].

Para finalizar la discusién sobre la RPA debe notarse que a pesar de que el método de
la RPA es conocido por preservar (en principio) las simetrias del Hamiltoniano total [39] tal

como la invariancia traslacional y Galiliana, dichas simetrias pueden ser rotas debido a alguna

de las siguientes razones [40]:

a) Uso de energias empiricas (no-autoconsistentes) de una particula.
b) Uso de interacciones que no sean invariantes traslacionales.

¢) Truncamiento del espacio de configuraciones.

En el caso del presente modelo es el uso de energias de oscilador arménico para una
particula lo que impide que los calculos de RPA conserven las simetrias adecuadas. Es por
ello que en la seccién D.2 se evalia la manera de modificar a las ecuaciones de RPA de manera
que sea posible separar a los estados espuirios provenientes de la no-autoconsistencia de los
calculos.

La expresién para la matriz adelanto A corresponde a la ecuacién (B.42). A su vez, la

expresiéon mas general para la matriz retraso B estd dada por la ecuacién (B.58).



Capitulo 4

Renormalizacion

Hemos discutido en los Capitulos 1 y 2 que en el caso particular de nuestro modelo, la
expansion en funciones de oscilador arménico tridimensional introduce integrales en el espacio
de posiciones que son bien comportadas tanto a distancias relativas cortas como grandes.
Sin embargo, por razones numéricas se introduce un corte equivalente en cierta manera al
parametro de corte ultravioleta A de la regularizacién por fuerza bruta. En lugar de un corte
continuo que trunque a las integrales en el espacio de momentos |p| < A, en el presente modelo
el corte N, trunca al espacio del nimero de cuantas de oscilaciéon admisibles y por ende no
es un corte en un espacio continuo.

Antes de hablar de renormalizacién, sera necesario definir a la masa fisica de una particu-
la como el eigenvalor del Hamiltoniano completo en el eigenestado de minima energia que
describe a una particula en reposo. Es posible demostrar que con dicha definicion, la masa
fisica corresponde con la ubicacion del primer polo aislado en el propagador de la particula
en cuestion.

De cuantizar una teoria libre seria posible identificar directamente al parametro mg de la
ecuacién (2.7) como la masa fisica de las particulas. Sin embargo, la ubicacién del polo en el
propagador recibe una contribucién de las interacciones, por lo que decimos que la masa se
viste con las interacciones. Esta es la razén por la que en el Capitulo 2 denominamos a mg

como la masa desnuda.

41
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El hecho de que la masa desnuda, asi como el acoplamiento entre distintas particulas
se modifiquen (se vistan) como resultado inevitable de la existencia de interacciones, hace
que se pierda la conexién directa entre los parametros del Hamiltoniano (o del Lagrangiano,
segun el formalismo utilizado) y los correspondientes parametros fisicos medibles m y g.
Nos interesara siempre expresar nuestras cantidades fisicas en términos de dichos parametros
fisicos y no de los parametros desnudos mg y go. A este cambio de pardmetros se le conoce
como renormalizacion.

Vale la pena enfatizar que de entrada, la necesidad de renormalizar no estd intrinsecamente
relacionada con la existencia de divergencias, y esta igualmente presente incluso en teorias
que son finitas desde un principio, como es el caso de ciertas teorfas supersimétricas [41,42].
La necesidad en general de la renormalizacién se debe a que uno debe reportar las amplitudes
de dispersién en términos de cantidades finitas y medibles (o al menos, relacionadas con
algo medible). Es entonces que usualmente se define al acoplamiento renormalizado haciendo
referencia a un proceso de dispersién, por ejemplo, a una dispersién e~ + e~ — e~ + e~ en
QED a cierta escala de momento. El punto es simplemente que si se escogiera otra escala, la
definicién de los acoplamientos tendria que cambiar.

En este punto cabe insistir en que la renormalizacién usualmente se hace pidiendo que las
funciones de correlacion que representan determinados procesos de dispersion no dependan
del corte. En este caso, el proceso de renormalizacion requerird de dos etapas consecutivas:
En la primera de ellas (Subseccién 4.1.1) se pide que las observables fisicas independientes
del corte sean las masas de los quarks, a pesar de que debido al confinamiento no es posible
representar al quark como un estado asintético y por ende no hay tal cosa como la masa
fisica de un quark. En la segunda etapa (Subseccién 4.1.2) se renormaliza a los pardmetros de
interaccién. Para ello la observable fisica que se mantiene independiente del corte es la masa
del pion.

En la Seccion 4.3 se agrega por completez una breve discusién sobre la eleccién del ancho
del oscilador €/2, en donde se argumenta que no se trata de un parametro libre y que ademés

dicha eleccion puede ser considerada independiente del corte N,;.
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4.1. Renormalizacion del Hamiltoniano

Después de diagonalizar al término de propagacién libre, el Hamiltoniano efectivo tiene

esquematicamente la siguiente estructura:
1
H = EpNy — a— + Pr 4.1
ey oz 4 (41)

donde r es la notacion corta para representar a la interaccion lineal, % para la interaccion
Coulombiana estandar y ¢, es la energia de propagacion libre de una particula relacionada al
estado p (ver Figura 1.2). Se denota por n, a la suma de los operadores de nimero de quarks
y antiquarks después de ser evaluados sobre el estado p.

Es posible observar que los valores de expectacién dependen del corte N,,;. Esto se debe
a que al tomar en cuenta mas estados posibles del oscilador armoénico, las energias de una
particula disminuyen al aproximarse a la soluciéon continua de ondas planas, mientras que la

1

precision en el calculo tanto del valor esperado (7) como el de (r) aumenta de acuerdo a su

expansion en integrales de Talmi

1
<H>Ncut - Z géVCUt <np>Ncut - aNcut <;>Ncut + /BNcut <T>Ncut N (42>

p

De este modo, si se ajusta a los parametros del Hamiltoniano para reproducir algunos
estados de bajas energias (por ejemplo, el estado del pién) para un corte a usar como punto
de renormalizacion dado Ny; entonces el valor de expectacion del Hamiltoniano para dicho

corte sera
1
(H)y, = > el (ny)n, — 04N0<;>No + Brno (7)o - (4.3)
P
Su relacién con la ecuacién (4.2) para un corte finito Ny es entonces

(H)Now = (H)ny + (H)New>No (4.4)

donde el dltimo término se refiere a las contributiones para Ng,; > Np.
La ecuacién (4.4) puede ser extendida a cualquier tipo de operador, sustituyendo al Ha-
miltoniano H por el operador O, el cual puede ser r o cualquiera de los otros operadores

involucrados en la ecuacién (4.1).
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4.1.1. Renormalizacion de las masas

En adelante denotaremos con m{vcut a la masa del quark con sabor f = {q, s} (¢ = {u, d})

descrito en la base (7N1). El subindice N,,; denota su dependencia con el corte en el nimero
de cuantas de oscilacién. Esta masa corresponde a la definicién de la ecuacién (2.10) y por
ende se trata de la masa de las pseudoparticulas en la base de oscilador arménico, es decir,
antes de la prediagonalizacion del Hamiltoniano de propagacién libre.

Las masas m{th son parametros libres de nuestro modelo y no son elegidas en conformi-
dad con las masas desnudas reportadas por los calculos de redes, las cuales corresponden a
Mg =3.42 MeV y m, =93.8 MeV [44]. En su lugar argumentamos que la escala caracteristi-

ca inducida por el ancho de oscilador armonico (Ver Seccién 4.3) genera una masa -aun en

ausencia de interacciones-, via el principio de incertidumbre de Heisenberg
ApAx ~ h — (me)(y/7) ' ~h . (4.5)

Esto da por resultado una masa de ~ 270 MeV para un ancho de oscilador de 0,75 fm. Por
supuesto que este resultado no depende ni del sabor ni del corte, pero ayuda a estimar que
las masas m{\,cut se encontraran entre los 100 y hasta 400 MeV sélo por efectos de la base, es
decir, muy por encima de los valores desnudos expuestos en el parrafo anterior.

Por otro lado, interpretaremos como masa efectiva al primer estado de una particula

1411 ymgff:

Epjyrcon K =1, j= % dependiendo de su isoespin de sabor, i.e., mgff =141t

€1.100° Dichas masas estan entonces definidas en la base (Ark), en la cual el Hamiltoniano de
propagacion libre de la ecuacién (2.12) es diagonal, de modo que tal base serfa la de ondas
planas en el limite N.,; — oc.

De hecho, el uso de una base confinante como punto de partida -como lo es la base de
oscilador arménico-, rompe la simetria quiral [10] y hace imposible el recuperar el limite quiral
aun cuando se fije a las masas m{vcut a cero.

Observamos que las masas efectivas ya no tienen un subindice que denote la dependencia

con el corte. Esto es debido a que el proceso de renormalizacion aqui propuesto consiste en

mantener a dichas masas fijas para todo N, al valor de energia que tenia en el punto de
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renormalizacién Ny.

Por otro lado, es posible observar que conforme se incrementa el niimero maximo de cuan-
tas N. > No que conforman al espacio a considerar, las masas m{vm deben ser reescaladas
para mantener a la masa efectiva independiente del corte. Para conseguir tal efecto, se les

multiplica por una funcién a ser determinada

NLut = mNO \/ Ncut (46)

La funcion ‘/I{th resulta ser diferente para las masas m,, 4 y ms, por lo que el superindice f
denota la dependencia de la funcién con el sabor.

Desafortunadamente, no es posible hacer una comparacion directa con las masas corrientes
que se obtienen en modelos que utilizan ondas planas como base para los campos fermionicos.
Esto se debe a la contribucion que proviene de la energia cinética del oscilador armoénico, el cual
como hemos mencionado no es sujeto a la renormalizacién, de modo que la renormalizacion
de las masas debe compensar por este hecho. Quizas podria ser interesante para un proyecto
a futuro el buscar una forma de conectar el esquema de renormalizacion del presente modelo

con otras formas més “estandar” de llevar a cabo dicho proceso.

4.1.2. Renormalizacién de los parametros de interaccion

Para determinar a los parametros de interaccién éptimos ag y 5y se ajusta al espectro
para un corte dado Ny, por ejemplo, pidiendo que la masa del pion sea de 137 MeVs. De la
misma manera como se hizo con las masas, se pide que a y [ reescalen con el corte de acuerdo

a una funcién de la forma

aNcut = OéNO V 'TNCut
5Ncut - /BNO/V chut ‘ (47)

Posteriormente, se varia a ay,,, v On.,, dejando fija la masa del pién al mismo valor de 137
MeV. En este caso se ha impuesto que tanto o como [ reescalen con la misma proporcion

como funcién del parametro de corte. Esto implica que conforme decrezca el valor de 3 a altas
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energias (libertad asintética) entonces el término Coulombiano de la interaccién va teniendo
mas y mas influencia en el espectro de mesones.

Tomemos como ejemplo el operador de interaccion lineal, entonces multiplicado a la ecua-
ci6n (4.4) por el pardmetro de interaccién, puede ser reescrito como

/BNcut<r>Ncut = ﬂNcut <1 + <T>NC—M>NO> <T>N0

<r>N0
B () Ny (4.8)

donde la relacién entre [y, and the Sy, es

ﬁNcut - /BNO/Vchllt
\/m — <1+ <T>Ncuc>N0> ] (49)

<T>No
Esto garantiza el mismo valor de expectacion via la renormalizacién de § como funcién del
corte. En la ecuacién (4.9) las contribuciones de frontera para N mayor que Ny son asimiladas.
El expresar a la funciéon de reescalamiento como una raiz cuadrada es por conveniencia.
Anélogamente, para la interaccién % y asumiendo que el comportamiento < % > &~ % es

satisfecho, tenemos que an.,, = ANy\/T Noy: -

4.2. Resultados numéricos para la renormalizacion

La diagonalizacién se efecttia escogiendo el ancho de oscilador £€~'/2 de acuerdo al principio
variacional discutido en la Seccion 4.3 para un corte dado N.,;, = Ny. Tal ancho de oscilacion
se mantendra fijo para todos los valores posibles de N.,; de manera que se utilice la misma
base durante todo el proceso.

Para los resultados expuestos en el presente documento, hemos usado un punto de renor-
malizacién a bajas energias con Ny = 3. En el cuadro 4.1 se muestra cémo rescalan las masas

/

my, ., de los quarks asi como los pardmetros de interaccién para mantener un espectro RPA

aproximadamente invariante.
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Newe  my[GeV] my[GeV] « BlGeV? mGeV]  mI[GeV] Trpa|GeV]
3 0.050 0.310 0.160 0.400 0.258 0.400 0.136
5) 0.142 0.337 0.229 0.280 0.258 0.400 0.136
7 0.173 0.351 0.288 0.222 0.258 0.400 0.137
9 0.191 0.360 0.333 0.191 0.258 0.400 0.138
11 0.202 0.367 0.381 0.168 0.258 0.400 0.138
13 0.210 0.371 0.423 0.151 0.258 0.400 0.137

Cuadro 4.1: Renormalizacion numérica de las masas y de los parametros de interaccion. En

acuerdo con el Cuadro 4.3, todos los célculos se realizan usando & =0.07 GeV?2.

En el Cuadro 4.1 se muestra a la energia RPA del estado mas bajo con los nimeros

cudnticos del pién 7°

como funcién del corte. Como puede verse, la energia del pién perma-
nece aproximadamente constante, mientras que las masas de los quarks y los acoplamientos

reescalan aproximadamente como una ley de potencias con
chut = 1 + a (NCut - No)b
$]fvc|1t = 1 + a’f (NCut - No)bf Y (41())

donde los pardmetros a,b,a’, b’ (f = {q,s}) son listados en el Cuadro 4.2, mientras que

f . ., . . _ f _
TN, Y Ty, Satisfacen por construccion las condiciones de frontera zy, = 1y zy, = 1,

respectivamente.

a b a? b? a’ b®

0.49 1.08 5.17 0.52 0.13 0.52

Cuadro 4.2: Parametros del ajuste en potencias para las funciones de renormalizacion de la

ecuacion (4.10).
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. . ~ Neut ~ Neut a
En la figura 4.1, se muestran los valores adimensionales 1, = mf’—NU, M = "oy, O = %
mq ms 0

~_/6'Ncut
y B =

NCut

Figura 4.1: Renormalizacion de los pardmetros.

De acuerdo a los resultados del Cuadro 4.2 es posible simplificar a las expresiones para las

funciones de renormalizacién mediante las siguientes aproximaciones:

m]fvcut ~ m]f\/o \/1 + af(Nl’l’laX - NO)%

1
Q{]cht ~ O{]\70 \/1 + 5 (NmaX - NO)
B,
\/1 + % (Nmax - NO)

B~ (4.11)

Hemos llevado a cabo una serie de diagonalizaciones numéricas, incrementando N desde
3 hasta 13 en pasos de 2 y determinando wzy,, y % de modo que la primera energia
de particula libre es aproximadamente la misma. Cambiando las masas y las constantes de
interaccion de acuerdo a las ecuaciones anteriores, efectivamente se obtiene un espectro RPA
aproximadamente invariante. No podemos dar una expresiéon analitica a la renormalizacién a

causa de su naturaleza altamente no trivial.
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4.3. Ancho de oscilador

Durante una conferencia en 1953, Enrico Fermi critico la complejidad del modelo de Free-
man Dyson al citar a John von Neumann, quien supuestamente afirmé “Con cuatro parame-
tros puedo ajustar un elefante, y con cinco puedo lograr que mueva su trompa” [43]. Esta
frase habla por si sola, pero para ejemplificarla atin méas podemos establecer que cualesquiera
N puntos se pueden ajustar con una precision arbitrariamente buena si se utiliza como ajuste
un polinomio de grado N — 1. Sin embargo, una teoria que pretende ser fundamental debe
ser capaz de predecir el comportamiento de un sistema a través de primeros principios y no
a través de un gran nimero de parametros libres.

Es por ello que, como se menciona en la Introduccion, uno de los objetivos del presente
modelo es requerir el menor nimero posible de pardmetros libres. Ello se logra en primera
instancia al determinar al ancho de oscilador arménico de la base mediante el uso de un
método variacional que nos permite relacionarlo con los demas parametros del Hamiltoniano
en cuestion.

A pesar de que el ancho de oscilacion no es un parametro intrinseco de la teoria -pues en
principio se puede usar cualquier base para la expansion de los campos fermionicos-, lo cierto
es que no cualquier eleccién de base sera suficientemente buena en términos de convergencia.
De este modo, el fijar el ancho de oscilador via un principio variacional hace que la base
utilizada surja naturalmente como aquella que optimiza al espectro energético de la teoria a
evaluar.

Con dicha finalidad se utliza la paqueteria MINUIT del CERN [45], la cual permite mi-
nimizar al valor de los elementos de matriz diagonales del Hamiltoniano en la base de pares

que se definirdn en la Seccion 3.1.

o _ _
— bL|H|abD) = 0

ag%:(a | H |abl)

0 _ .

8—522<abr\mabr> > 0, (4.12)

ab

donde la suma est4 restringida al subespacio de niimeros cuénticos del pion, es decir, {J* (Y, T)} =
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{07,(0,0)} donde Y y T se refieren a hipercarga e isoespin de sabor.
En el Cuadro 4.3 se muestra el valor 6ptimo que se obtuvo numéricamente para la colecciéon

de parametros que se presentara en el Capitulo 4.

New | my|GeV] my|GeV| a BlGeV?] Eopt|GeV?]
3 0.050 0.310 0.16 0.40 0.070
5) 0.142 0.337 0.23 0.28 0.068
7 0.173 0.351 0.29 0.22 0.068
9 0.191 0.360 0.33 0.19 0.070
11 0.202 0.367 0.38 0.17 0.071
13 0.210 0.371 0.42 0.15 0.072

Cuadro 4.3: Valor 6ptimo para £ como funcion del corte N, y de los pardmetros del Hamil-

toniano usados en el Capitulo 4.

Obtenemos en promedio un valor éptimo &,,; = 0.07 GeV?, el cual induce una escala

1/2 = 0.75 fm para los mesones del presente modelo. Dicho resultado es del

caracteristica &~
orden de lo deseable pues en la literatura se considera que la escala caracteristica de los

mesones es de 1 fm.



Capitulo 5

Resultados

En el presente capitulo se presentan nuestros resultados y son comparados con los datos
experimentales disponibles. También se compara a los métodos de TDA y RPA entre si con
la finalidad de explorar la influencia de las correlaciones del estado base sobre los diferentes
subespacios {J,(0,0)¢, (Y,T)}, donde ambos métodos son implementados. En adelante se
omite a la representacion singlete de color (0,0)¢, ya que por construccién todos los estados
colectivos de TDA y RPA son escalares en color.

Con el fin de agrupar las principales caracteristicas del sector de bajas energias del espectro
mesénico, vale la pena enlistar los nimeros cuanticos de isospin, spin y paridad T'(J¥) para

los estados de hasta 1 GeV [46].

1) Los Mesones Pseudoescalares son reportados en la Seccion 5.1 y se les puede identificar

de la siguiente manera:

e Los estados tipo pidn tienen T'(J) = 1(07).

e Los estados tipo kadn tienen T(J") = 3(07).
e Los estados tipo n y 1’ tienen T'(J7) = 0(07).

2) Los Mesones Vectoriales son reportados en la Seccién 5.2 y son identificados con los

siguientes niimeros cuanticos:
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e El mesén p tiene T'(J7) = 1(17).
e Los estados tipo kadn vectorial tienen T'(J¥) = 1(17).

e Los estados tipo w y ¢ tienen T(JF) = 0(17).

3) Finalmente, los Mesones Escalares son reportados en la Seccién 5.3 y es posible identi-
ficarlos como se muestra a continuacion:
e El meson q tiene T'(JF) = 1(07).
e El estado K7 tiene T'(JF) = 3(0™).
e Los estados fo(500), fo(980) = f§ tienen T(JF) = 0(0").

No hay mesones pseudovectoriales reportados con energias por debajo de 1 GeV, [46].

En este momento es necesario recordar que el Hamiltoniano efectivo de la ecuacién (2.1)
no mezcla sabor. Sin embargo, el procedimiento para remover los estados esptrios mostrado
en la Seccion D.2 genera una mezcla de sabor que en general es pequena, razon por la cual
los eigenestados reportados en el presente Capitulo -a menos que se establezca lo contrario-,
son estados puros, es decir, de la forma qq (¢ = u,d) 6 ss.

En el Cuadro 5.1 se muestran los valores asignados a los distintos parametros del modelo
para dos calculos diferentes. Dichos calculos se realizaron para dar un analisis cuantitativo de
la importancia del potencial de Coulomb (tipo —a/7) respecto al potencial lineal Sr. Esto se
logra tras comparar al espectro que se obtiene utilizando av = 0 (set 1) con aquel que resulta
de usar o # 0 (set 2), manteniendo fijo al resto de los pardmetros en ambos célculos.

Los dos célculos del Cuadro 5.1 se realizan utilizando un corte en el espacio de cuantas de
oscilacion Ney = 3y €n fae = 3/2, asi como un valor para &,y =0.075 GeV? que corresponde
a un ancho de oscilador de 0.8 fm, en concordancia con lo expuesto en el Cuadro 4.3. Los
pardametros son ajustados de modo que el calculo del RPA reproduzca lo mejor posible a
las masas de los mesones p y w, pues dichos mesones no son demasiado influenciados por la

simetria quiral. El resto del espectro RPA es una consecuencia de tal ajuste.
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Set \parametros may,qa|GeV] ms[GeV| o BlGeV?
1 0.05 0.23 0.0 0.42
2 0.05 0.23 0.1 0.42

Cuadro 5.1: Pardmetros utilizados para los calculos de TDA y RPA: 1) el pardmetro a se
pone a cero y 2) el pardmetro « se establece en 0.1. Para ambos cédlculos se usa un ancho de

oscilador armoénico correspondiente a 0.8 fm.
5.1. Mesones Pseudoescalares

Para los mesones pseudoscalares se requieren en principio cuatro diagonalizaciones inde-
pendientes, una para cada subespacio {7, Y }. Sin embargo, los subespacios (7,Y) = (1/2,1)
y (1/2,—1) resultan ser equivalentes dada la invariancia de conjugacién de carga del Hamil-
toniano.

Puesto que por el momento no se hace ninguna distincién entre mesones cargados y neu-

tros, se reporta solamente un estado tipo pién, asi como un unico estado tipo kaon, corres-

pondiente al valor propio més bajo paraT =1y T = %, respectivamente (ver Cuadro 5.2).
Por otro lado, como ya se argumenté antes, no es posible identificar a los estados tipo n y 1’
hasta no introducir un angulo de mezcla. Sin embargo, en el presente documento se identifica
a dichos estados como aquellos correspondientes a los dos valores propios mas bajos q7 y s§
del subespacio (T,Y) = (0,0), respectivamente. Esta identifiacién necesariamente conduce a

un estado tipo-n degenerado con el estado tipo pion.

Es posible observar del Cuadro 5.2 que las correlaciones de vacio que introduce el método
RPA hacen que la energia del pién decrezca hasta en un 9,7 % respecto a su valor TDA,
mientras que los estados tipo Kaon permanecen sin cambios, es decir, las contribuciones que
reciben de dichas correlaciones son despreciables.

De la misma manera se puede notar que, para los valores de a y [ reportados en el
Cuadro 5.1, la influencia del potencial de Coulomb tipo «/r hace que las energias de los

estados pseudoescalares se reduzcan entre 2 y 3 MeV de su valor respecto al caso en que dicho
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Estado Exp. TDA(Set1) TDA(Set2) RPA(Set1) RPA(Set2)
s 139 290 588 534 531
K 495 678 676 678 676
Ui 247 290 o988 534 031
n 957 761 759 736 734

Cuadro 5.2: Masas experimentales de los mesones pseudoescalares [MeV] comparadas con los

resultados para TDA y RPA, usando los sets de parametros del Cuadro 5.1.

potencial no existiera. Por lo anterior se justifica que la contribucién de dicho término puede

ser despreciada en nombre de reducir el nimero de parametros del modelo.

5.1.1. Mezcla de sabor n — 1/

Sabemos que los estados con hipercarga e isoespin de sabor (Y'T') = (00) deben presentar
mezcla de sabor, por ejemplo, los mesones fisicos  y 1 se obtienen en el modelo de quarks al
realizar una rotacién de los estados singlete 17, = \/Lg (uﬂ + dd + 85) yng = \/ig (uﬂ + dd — 235)
con un angulo que experimentalmemente se reporta alrededor de los 17° [47].

Una descripcion realista de los mesones pseudoscalares n y 7 demanda la presencia de
algin tipo de procedimiento que dé origen a la mezcla de sabor, lo cual necesariamente
implica la introduccion de un término extra de interacciéon en el Hamiltoniano de la ecuacion
(2.1) a ser diagonalizado utilizando los métodos de muchos cuerpos, es decir, al mismo tiempo
que el Hamiltoniano en su totalidad.

Sin embargo, en el presente Capitulo sélo se evaliia por completez un método a posteriori
para llevar a cabo la mezcla de sabor, en el cual la interaccion es introducida después haber
diagonalizado mediante los métodos de muchos cuerpos. De esta manera se impone que la
mezcla solo se realice sobre los estados qq y s5 que previamente habiamos identificado con los
estados n y n'.

El mecanismo fisico responsable de la mezcla de sabor es la aniquilacion de un par quark-
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antiquark en dos o tres gluones (Ver Figura 5.1) acoplados a color cero que subsecuentemente
crean un nuevo par quark-antiquark sin color, pero no necesariamente con el mismo sabor.
Es por ello que tal proceso sélo puede ocurrir en el sector con hipercarga e isoespin de sabor
nulos, que corresponderia al estado singlete de SU(3). Las amplitudes para dichos procesos de
aniquilacion virtuales son independientes del sabor pues los gluones se acoplan de la misma

manera a diferentes tipos de quark.

—— N\ N\ —— —_—— -
4 1 v  AAVAVAV)N | b
VG 2V, VoV, Y, S —_—— >
a) b)

Figura 5.1: Aniquilacién virtual de dos mesones neutros en gluones para a) J© = 0~ y b)

JP = 17. Tales procesos son responsibles de la mezcla dindmica de sabor.

Para simular dicho proceso se introduce en [48] una matriz 3 X 3 cuyos valores propios
corresponden a las masas del pién, el n y 1/, sin embargo, el grado de libertad del pién resulta
redundante, por lo que en el presente proyecto se ha optado por manipular una matriz de
2 x 2 cuyos eigenvalores correspondan unicamente a las masas de n y 7. Para ello, denotamos
con Hgys a los elementos de matriz del Hamiltoniano de mezcla de sabor que conectan a un

fonén (a nivel TDA 6 RPA) con otro, por lo cual, la matriz a diagonalizar es

My +2Hpy V2 Hpu

(5.1)
V2 Hpyy Mgs + Hpy

Las masas M,; y M,s de la ecuacion (5.1) corresponden a los eigenvalores més bajos a
nivel TDA 6 RPA para los estados puros ¢q y ss del Hamiltoniano (2.1) en el subespacio
{07,(0,0)} y cuyos valores se muestran en el Cuadro 5.2. Atin cuando Hgys debe ser funcién

de la escala de energia de manera que decrezca con la energia en concordancia con la libertad
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asintética, en el presente caso se utiliza un valor constante que pudiera interpretarse como
una aproximacion de campo medio.

Los factores de 2 v v/2 que multiplican a Hpys son consecuencia del hecho de que no hace
distincién entre los estados |u@i) y |dd) en la formulacién hasta ahora presentada. Es por ello
que el estado |qq) debe ser identificado con el estado singlete |¢g) = \/Lﬁ( u) + |dd)).

Por ultimo, los eigenvalores de la matriz de mezcla de sabor de la ecuacién (5.1) estén

dados por

1
B = 5( Myg+ Mg+ 8Hpu £ VOHZy + 2Hpar (Mg — M) + (Mg — M2 ) . (5.2)

En el cuadro 5.3 se muestra el ajuste realizado tanto a nivel TDA como RPA para el

pardmetro Hp)s tal que se reproduzca la masa del mesén 7' de manera exacta.

Estado Exp. TDA(Set2) Hpym RPA(Set2) Hpym
n 047 674 90 634 105
n 957 942 90 946 105

Cuadro 5.3: Energias experimentales y resultados a nivel TDA y RPA después de haber
implementado una mezcla de sabor fenomenoldgica para las masas de los mesones 1 y 7’

[MeV].

Sin embargo, otra eleccién para el ajuste pudo haber sido obtener la mejor aproximaciion
posible a la diferencia de energias entre n y n'. Esta propuesta es mejor si se desea dar una
buena descripcion de la composicion de quarks ss de ambos estados, con la desventaja de que

las energias de ambos estados resultan menores a la experimental.

5.2. Mesones Vectoriales

Para los mesones vectoriales calculados utilizando los valores para las masas y los parame-
tros de interaccion enlistados en el Cuadro 5.1, se obtuvieron los resultados que se enumeran

en el Cuadro 5.4.
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Estado Exp. TDA(Set1) TDA(Set2) RPA(Set1) RPA(Set2)
p 770 785 784 775 774
w 782 792 791 782 782
K 892 872 872 872 872
0] 1020 1087 1090 1081 1083

Cuadro 5.4: Masas experimentales para los mesones vectoriales [MeV] comparados con los

calculos a nivel TDA y RPA, correspondientes a los parametros del Cuadro 5.1.

En este momento cabe mencionar que el procedimiento de remocion del CM expuesto en
la Secciéon D.2 genera en si mismo un mesén ¢ con mezcla de sabor sin requerir de ningin
procedimiento adicional. Dicho mesén resulta tener un contenido de 75 % de quarks ss, el cual
es quizas demasiado bajo para los datos experimentales, donde se considera que la extraneza
del ¢ es casi del 100 %.

Las diferencias de energia entre las masas experimentales de los mesones vectoriales y
los resultados aqui mostrados, tanto a nivel TDA como de RPA estan alrededor del 10% o
menos, por lo que considerando lo sencillo del procedimiento seguido y el bajo tiempo compu-
tacional necesario, el presente modelo puede representar una alternativa para los célculos
no-perturbativos.

En la Figura 5.2, se muestran los resultados de la RPA obtenidos con el Set-2 de parametros
después de haber llevado a cabo la mezcla de sabor con Hpy, = 105 MeV. Se compara a
dichos resultados tanto con los valores experimentales [46] como con los resultados de la
referencia [20].

Exceptuando los valores para energia RPA para los estados tipo pion y kaon -que resultan
demasiado altos respecto a sus valores experimentales-, varias caracteristicas del espectro de

mesones pseudoescalares y vectoriales se reproducen satisfactoriamente.
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Figura 5.2: Espectro experimental y RPA para los mesones pseudoescalares y vectoriales para
el Set-2 de parametros después de haber implementado la mezcla de sabor y haber removido

el CM con el método Meyer-ter-Vehn mostrado en la Secciéon D.2.

La caracteristica mas notable del procedimiento de eliminacién del CM es que rompe la
degeneracion de los estados p y w, subiendo a este iltimo como deberia. Esto se debe al hecho
que la estructura del vacio en el método ter-Vehn permite una pequena mezcla de sabor,

incluso si el Hamiltoniano conserva la simetra de sabor.

5.3. Mesones escalares

Un anélisis similar al realizado para los estados pseudoscalares y vectoriales se hace para
los estados escalares. Los mesones escalares con energia inferior a 1 GeV son estados muy

controvertidos [46,49, 50|, ya que en general tienen un gran ancho de decaimiento, lo cual
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causa un alto traslape entre las resonancias y el fondo, complicando asi la interpretacion
experimental de tales estados.

Sin embargo, algunos pocos mesones escalares son listados en el PDG [46] y vale la pena
mencionar sus ntimeros cuanticos 7'(JF) y anchuras:

e El K3(800) (6 ) con £(07) y un ancho de 547 MeV.

e El 4¢(980) con 1(07) y un ancho de 50 — 100 MeV.

e El ,(500) (6 o) y el fo(980), ambos con nimeros cudnticos 0(0") y anchos de 400 —
700 MeV y 10 — 100 MeV respectivamente.

En el Cuadro 5.5, se muestran los resultados para el espectro TDA y RPA para los estados
escalares por debajo de 1 GeV.

Una vez mas, en el presente documento se reportan los resultados sin implementar ninguna
especie de mezcla en el subespacio {T, Y} = (0,0) de sabor, de manera que se interpreta como
f0(500) al primer estado puro ¢¢, mientras que se identifica al estado f,(500) con el primer
estado puro s5. Para los casos con T' = % y T = 1, es decir, Kj y ag, respectivamente,
se muestran los resultados a nivel TDA y RPA que se encuentran lo més cercanos al valor
experimental. Los demads estados obtenidos por debajo de 1 GeV en tales subespacios se
discuten mas adelante.

El valor promedio del Cuadro 5.5 es tomado de [46]. Este toma en cuenta el gran nimero
de reportes sobre los estados escalares, asi como las discrepancias dentro de la literatura.

En la Figura 5.3 es posible observar que en el presente modelo los estados tipo Kaon escalar
se aproximan en muy buena medida a los resultados experimentales. Esto tras considerar que
las predicciones tedricas para el estado K§(800) van desde los 594 MeV y hasta los 905 MeV,

mientras que los valores experimentales lo sitian en el rango de 706 — 855 MeV [46].

En el Cuadro 5.5 se reporta a la masa del mesén escalar ay(980) como la energia del primer
estado excitado (y no el de menor energia como en toda la discusién anterior). Sin embargo
se argumenta que es este quien corresponde al estado fisico mientras que el resto del espectro

actia como fondo a ser analizado en el futuro.
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State Exp. TDA(Set1) TDA(Set2) RPA(Set1) RPA(Set2)
£(500) | (400-500) 601 599 546 542
K} (800) 682 687 686 687 686
f0(980) 990 1032 1035 979 981
ao(980) 980 932 933 893 894

Cuadro 5.5: Masas experimentales para los mesones escalares [MeV], [46], comparadas con lo

resultados a nivel TDA y RPA, para los parametros reportados en el Set-2 del Cuadro 5.1.

-+ TR -+
K
Lo [F5080) ] a9 (980) | fi -+
ag
L(800) | fo, a
-+ K -+
=
<]
O, . fo
& 05 SO0 — 4
0.0 4~ 4
T=0 T=1% T=1 T=0 T=1% T=1 JP=0*
Exp. RPA(Set-2) RPA Ref. [20]

Figura 5.3: Estados escalares de la RPA para el Set-2 de parametros del Cuadro 5.1, comparado

con los datos experimentales y con la referencia [20].
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Conclusiones

En conclusion, el modelo presentado es simple pero parcialmente exitoso. El modelo no
estd listo todavia y el espectro mostrado en la figura 5.2 atin puede ser mejorado drasticamente.

Sin embargo, las ventajas del modelo obtenidas hasta ahora se resumen a continuacion:

e Una vez que se ha despreciado la contribucién del término coulombiano del potencial, se
cuenta unicamente con cuatro parametros libres: m,, 4, ms, 8y Hppr. Dichos pardmetros
son ajustados a las masas de los mesones 1, 1/, w y p. Los kaones vectoriales K*, el mesén
¢ y todos los mesones escalares se encuentran en buena concordancia con los resultados

experimentales.

e La base del oscilador armonico es confinante y permite la integracién analitica, ya que
las integrales involucrados en los elementos de la matriz de interaccion se comportan

bien en los limites de distancia relativa nula e infinita.

e Se tiene una rapida convergencia de las soluciones respecto al nimero de cuantos con-
siderados. Introduciendo un esquema de remormalizacién [14], las soluciones apenas

cambian después de N, 4. = 8.
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e Lo anterior implica que no se requiere demasiada potencia computacional. Esto ademés
es debido al hecho de que las integrales son precalculadas analiticamente, como se ha

mencionado antes.

e El espacio de coordenadas no contiene ninguna divergencia como las encontradas en el

espacio de momentos para calculos de ondas planas.

e A diferencia de lattice QCD, el espacio-tiempo es continuo, no introduciendo ningin

error intrinseco debido al espaciamiento finito de la red.

e La estructura de un vacio correlacionado introducido por el método RPA simula la

creacién y aniquilacion de pares virtuales.

e FEl método de Meyer-ter-Vehn permite restaurar las simetrias de traslacion y Galileana
de los estados mesénicos construidos. Esto tiene como consecuencia una pequena mezcla

de sabor evidente en la separacion de los mesones vectoriales w y p.

Debido a lo anterior, la conclusién final es que el modelo es factible pero requiere una mayor
investigacion para poder competir con los enfoques actuales para los calculos NP-QCD.

Una posible extension a futuro del presente modelo es, como se mencioné en la Subseccién
5.1.1, introducir un término en el Hamiltoniano que introduzca la mezcla de sabor a prior:
y de preferencia partiendo de primeros principios [51]. Se recomienda también buscar una
manera de incorporar un rompimiento dindmico de la simetria quiral asi como interacciones
espin-espin [52].

Otra forma de mejorar el espectro es el uso de métodos de muchos cuerpos mas sofisticados,
por ejemplo, utilizando el llamado Faddeev RPA, que introduce correcciones a la aproximacion
quasibosénica mencionada en la Seccion 3.2 al tomar en cuenta el principio de exclusion de
Pauli [53].

Una vez que el espectro experimental sea reproducido de manera satisfactoria serd necesa-
rio investigar el ancho de los estados obtenidos tanto a nivel TDA como RPA, de manera que

sea posible caracterizar a los mesones escalares y quizas en el proceso mejorar la comprension
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que se tiene actualmente sobre tales estados. Subsecuentemente se puede probar la eficacia del

modelo para reproducir el espectro de bariones e incluso para estudiar estados de tetraquarks

y pentaquarks [54,55].



Apéndice A
Conmutadores del Algebra de Pares

El presente Apéndice tiene por finalidad el servir como formulario para referenciar los
diversos calculos de conmutadores que se llevaran a cabo a lo largo del Apéndice B. En él, se
calcula el dlgebra compuesta por los operadores de creacién y aniquilacién de un par y' y ~;
asi como de los generadores de particulas [bTb] y antiparticulas [ddT].

Sin embargo, resultard conveniente primero aclarar la notacién, asi como enunciar algunas
de las propiedades de los coeficientes involucrados en los cédlculos.

Comencemos por reducir al coeficiente (11, Iofia|T 1)1 definido en la ecuacién (3.3) en

los subespacios que lo conforman

(Lipu, Tofio|Tpa)y = ((10)pu, (01)fa2|Teprc)

SU(3)

(Lyp, Tofio|Tp)y = (IT.,,T» - T,|TT,)
SUs(2)

(Lipa, Lofio| T = (jimi,j2 — ma|LM) , (A1)
SU;(2)

donde se ha descompuesto al grupo SU(3) de sabor en su subgrupo SU(2) x U(1), dejando
del lado al componente isoescalar para manipulaciones posteriores.

Con dicha notacion podemos condensar a las propiedades de los coeficientes Clebsch-
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Gordan (CG) tanto de SU(2) [56] como de SU(3) [25] de la siguiente manera

_ dim(T"
(Lipy, Lypa|U'p)y = (—1)%m dim—Eh;@/M/’ Lapeg|1ypa1 )1
(Tyfig, Lopio| " ") = (Lapua, Lofio| T 10")1 (A.2)

Se tendran adicionalmente para SU(2) las siguientes identidades que relacionan a los

coeficientes CG de SU(2) con simbolos 3j; y entre tres 35 con un 65 [56] que se muestran a

continuacion
. . . L N jl jQ j3
<]1m1»]2m2|]3m3> = (—1)]1 J2 m3]3
mp Mz —mg
JuJ2 J3 Ju J2 J3 = (_1)11+12+13+mf1+m/2+mé
mp Mo Mg L 1y s
L ls h J2 s I la s
’ ) (A.3)
mymy g —my my my my —mb my

donde se usa la notacién corta j = /27 + 1. Se tienen ademés las siguientes relaciones:

' o J ’ o J 700
Z J1 J2 ¥ J2 _ 5] J(SM M (A4)
mi1ms2 my My M myp My MI (J)2
. b X b X
Z(_l)erqux(X)Z a a _ a ¢ q (A5)
X c d p d c q b d p
N e b X a b X 5
> (X) = —o{adp}{bep} . (A.6)
X c d p c d g ()

La notacién {abc} representa al simbolo que es igual a 1 si a, b, ¢ satisfacen las reglas del

triangulo y son cero de otra manera [56].

Por otro lado, para el algebra SU(3) sera ttil tener a la mano las siguientes identidades

Y masars L1010, Daaa|Ti202) py, (Taaig, Tzas|Tozaas) pys (C1202, Tzas|Ta) 0,

= ZP<F1041,F230423|F04>,;U [F1 [y '3 ;T2 pi2 pies oz pos /?] ) (A-7)
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donde U [I'y Ty T' I's ;12 p1a p12s Dag pas p] son los coeficientes de una transformacién unita-
ria que relaciona a los acoplamientos de 3 representaciones irreducibles de SU(3) dependiendo
del orden del acoplamiento {I'y @ ')} @ 's > T con T'; @ {Ty @ '3} — T

Los coeficientes U pueden ser escritos en términos de coeficientes CG de SU(3) como se

muestra a continuacién

U[F1 Iy ' Iz 5 T pro P12,3 Lo pa3 /31,23]
=D papispranias \E 11 Dopta|Diopinn) oo (Trzpinz, Tspa Ta) po g

X (Dopio, Ta s Taspias) ooy (Crpns Lospios| i) po g - (A.8)

A partir de la ecuacién (A.8) se puede demostrar que en general

dim(T";5)
dim(T';)dim(Ty) ’

Ul To U Ty T pp' (00) — —] = (_1)F1+F2+F1250’p\/ (A.9)

independientemente del valor de pas y p123. La fase de la ecuacién anterior estd definida en [25]

como (—1)1 = (=1)**#i para I' = (\p).

A.1. Conmutador de 2 pares

De la ecuacion (3.4) se tiene que el operador de aniquilacién de un par 7 estd relacio-
nado con el operador [db] por una fase. Sin embargo, en la presente Seccién se calcula por
conveniencia tanto al conmutador de [db] con un par, como el conmutador de un par con su

conjugado [b'd'|. Para ello, primero se calcula de forma general al siguiente conmutador
jug

[dl’bﬂ' , de}] — d'bbld — bid db
= d'(0p — b )d] — bj(dy — d'd])V’
= Opd'dl —0;bl b
= 00 — Opdid’ — 0,bLY (A.10)
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Con lo anterior calculamos el conmutador de dos pares como se muestra a continuacion

([a])) fen]]

=D s L1t Lofi| T )1 (Lapes, Tafia| T )1 [dlmbhm B, 14#4}
= D papuapna L1 Lofio|Tpa)y (Lapaz, Tafia|T7 1)1
% (0101005012107 — 011,05l 77 = 011,05, b, 07 ) (AT
Luego analizamos cada uno de los términos entre paréntesis por separado. Para el primero

de ellos se tiene que

ZH1M2#3M4 (Lipa, I2,112|FM>1<1:«;M:«:, 14/14\F'//>1511135um35i2i45ﬁ2g4
= 01150114 Dy (L1101 Lofio|T )1 (11 o, Tofin| T ')y
= 01,1501,1,0rr 04’ (A.12)
donde se ha abusado del hecho de que sélo los términos con 1; = 13 y 1, = 1, contribuyen a
la suma para asi poder usar la regla de ortogonalidad de los coeficientes C-G.

Para el siguiente término utilizamos las reglas para bajar indices expresadas en (1.22) y

reacoplamos, resultando que

SJTEED DN SY R Lofio|T )1 (Lapug, Lafig| TV i)y mude,Mdlzm
= 0115 Dy papua (L1, Lafto | Dpe)y (L g, Tafua| T )1 (— 1)%e dl aia Do

= —01,15 D _pwye {Zuwm (—=1)%%2 (Lipur, Lofia|Dpehr (Lapan, LafualU' g1 (Lafia, Lope |F"M">1}

X [didlg} (A.13)

o
Recordamos que el término entre llaves de la ecuacién (A.22) es una notacién abreviada
para los coeficientes C-G, por lo que les simplificaremos un subespacio a la vez.
Para la parte SU(3) de color se tiene que I', = (A)) implica que dim(I",) puede tomar los
valores 1 y 8 para A = 0, 1 respectivamente; mientras que dim(10) = dim(01) = 3. Se obtiene

entonces que la parte SU(3) del término entre llaves en (A.22) resulta ser

) dim (T _
D (—1)fmtom 3( )(11/~61712/~62|FM>1<F/M/714M4|11M1> (Lapta, Lo T'5") 1 (A14)

H1p2 4
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Tras comparar a (A.14) con la identidad de la ecuacién (A.7) es posible reescribir al término

entre llaves de la ecuacién (A.22) como

di
) L) Z (U T ), U [TV 14T Ty 1, 11071 9] (A.15)

donde se ha simplificado la fase usando que del ultimo coeficiente de C-G de la expresion
(A.14) se tiene que fig + pg = p”.
Por otro lado, para la parte SU(2) de espin se tiene que el término entre llaves de la

ecuacion (A.22) es

Z (=1)24"2 (jimy, jo — mao| LM ) (jimu, ja — ma| L'M')(js — my, joma|L"M") . (A.16)
mimeomy

En esta ocasién requerimos las identidades de la ecuacién (A.3), con las cuales podemos

reescribir a la parte SU(2) del término entre llaves de la ecuacién (A.22) como

D O e I G Vil 0 K
mi1moma

" J1 J2 L J1 Ja L Ja jJo L
my —my —M my —mg —M —mg mog —M"
:Z ( 1)12+m2 M'—M— M”( 1)j1+j4+L’[:[:/[://
mimomyg
y J1 Je L TR VR ja Jo L
my —my —M —-my my M’ —my mo —M"
_ Z ( )]2+m2 M'—M— M”( 1)j4+j2+L”]A'J]A'/]A'//
mimomy
. 4 I . I I . .
y Ju )2 1 Ja J2 Ja (A7)
my —ms —M —my M my —M" msy —my

Luego reescribimos la fase como
(_1)j2+m2—M’—M—M”+j4+j2+L”

— (_1)j1+j2+j4+m1+M2+m4[(_1)j2+m2—M'—M—M"+j4+j2+L”—(j1+j2+j4+m1+m2+m4)]. (A18)

Para simplificar la fase entre corchetes observamos que del segundo coeficiente CG en la
ecuacion (A.16) se tiene que my —my = M’, luego
(_1)j1+j2+m1*m4*M*Ml*M“ — (_1)j1+j2+L”*M*M” (A19)

Y
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resultando asi que la parte SU(2) del término entre llaves de la ecuacién (A.22) es

" / /i /
(1)l =M L L L L" L' L ’ (A.20)
-M" M -M Ji J2 Ja

donde la fase se ha reescrito una vez mas usando que del coeficiente 65 se tiene que M + M" =
M.
Ahora juntamos las partes de SU(2) y SU(3) y las sustituimos de forma explicita en la

ecuacién (A.22) obteniendo que el segundo término mostrado en la ecuacién (A.11) es

6]1]35k1k35Y1Y36T1T3
{Zpu (- 1) /dim?EF’c) (TLpat, TUEY T epae) U [T (10) T (01) 5 (10) 11177 1 p}}
/! / 1 /
X ZT//T// (_ 1)T1 +T2 +T”7Tz/ TT/T” T T T T T T
: =T 1. -T, T 1y T,
L/l L/ L L// L/ L
) 4 S (= 1yt L
_M// M/ _M ]1 jQ j4
x [di d r” (A.21)
14 12 o .
w

El tercer término de dicha ecuacién (A.22) es

—0T51 D uaprspea S L1H Tofio|Tpe)1 (13ps, Lafia| TV 1) 105, bhusbhm
= 01310 D gy (L101s Lofiz| D)1 (L s, Tofio| T pi' )y (= 1)%1b] , by,
01,14 Doy {Zmum(_l)% (Lipa, Tofio|T )1 (1apes, Tofia| T )1 (Tapas, 11ﬂ1|1“”,u”)1}

F//

x [bigbil} (A.22)

#//

Por lo que esta vez, la parte SU(3) del término entre llaves es

dlm K mem<11u1,12ﬂ2|rﬂ> (Lapz, Topio| T )1 (71", Ly [ 133 )0

dlm ) Z <1—wlu// FM’F/ /> [FH 1, T’ 12 1311 'l p} . <A23)
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Por otro lado, la parte SU(2) del término entre llaves en la ecuacion (A.22) resulta ser

Zmlmzms(—l)jl_ml (jima, jo — ma|LM )1 (jsms, jo — mao|L'M')1(jsms, j1 — mq|L"M");

= Zmlmzmgj(_l)jliml (—].)jlij?iM(—l)jgijQiM/(_1)]'3*]'1*]\4//[:‘&/[://

" an o J2 L Js g2 L g n L
myp —Mo —M ms —Mo —M’ ms3 —Mmy —M"
_ Zm1m2m3(_1)j1—m1—M—M/—M”j-J[:/ZA-//
y i J2 L L' ja Js g L7 s | (A24)
myp —Mso -M M’ meo —Mg3 —my —M" ms

En esta ocasién se utiliza que mo = my — M y ms = M"” + m, para simplificar la fase,
obteniendo que la parte SU(2) es entonces
L L L L' L

(=1)fztds=M'[ 111/ : (A.25)
M -M" —-M Jv o J2 Js
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De lo anterior se tiene entonces que el conmutador de 2 pares es

[([b{ldi] ) [deH ] — 61,1017, 0000 0

5]1335k1k35Y1Y35T1T3
X {ZF,C,M,C/,D(_QM,/dlm<r’><rcuc,r" Y|Tepie),U [I7 (10) T, (01) ; (10) 11T 1 p}}
11 N, T,/ T, T T/, T, T
X ZTNT”(_]_)T1+TQ+T fTZTT/T//
: T T T, T T, T
7 ’ LN L/ L L” L/ L r
X & S g (=L)AL =M L [didb}
_M/I M/ _M jl j2 j4 ,u//
- 5]'2j4 5k2 ka 5Y2 Yy 5T2 Ty

x{zrgugp AT ([ 1| D), U [ (10) T, (0L); <10>11mp}}

X &S g (= 1) AT TP T rroT rrr
: T T, T Ty
PR (VA L/ I LL o
< S ()M o C [blgbil] .
M -M" —-M JioJ2 s "

(A.26)

La llamada aproximacion quasi-bosonica mencionada en la Seccion 3.2 consiste en suponer
que el estado base correlacionado no difiere mucho del estado base de la base en que estan

descritos los pares [34], por lo que de (A.26) se infiere que

([b{ldi] )T b}, d, ]F (0| [([bgldi] )T [de” ] 0)

= 01,1307,1,0rr Oy - (A.27)

Q

(RPA |IRPA)

Dicha expresion justifica entonces a la ecuacién (3.23) .
Ya hemos calculado el conmutador de un par con su par conjugado. Ahora calcularemos
explicitamente el conmutador de [db] con un par, pues es esta estructura la que aparece en

el Hamiltoniano de interaccién y no la del par conjugado. Para ello volvemos a calcular el
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conmutador (A.10), esta vez partiendo de operadores con los indices abajo y dejando todo en

términos del acoplamiento [dd].

[dby.bldl] = ()P0 (@bbld] - bldiav)
= (1) (0 — bJY)d] — bl (5 — d'd])b)
= (=1)%0,did] — (—1)%i5,blb; (A.28)

a partir de lo cual calculamos al siguiente conmutador de acoplamientos

Hd11b12] : [bL’dL]Z:]

n
=D s L1t Lofia|Tpa)1 (Lapes, Tafia| T ') |:dl1u1bigﬁ2a bigm,dim}
=D s L1t Lofio| D)1 (Tapes, Lafia|T' ')
X ((_1)(25”2612135M2#3d11#1d%4g4 - (_1)¢ﬂ1 511145ﬁ1ﬁ4b13u3b12u2) : (A'29>

El primer término en (A.29) es

01515 D {Zumm (—=1)%2 (Lipa, Lofia|Tpe)r (Lopta, Lafia| T4/ )1 (L, 14ﬂ4|F"M”>1}
F//

X [dhdu , (A.30)

ILL//

donde la parte SU(3) del término entre llaves es

zmmw dimT(F)@,ua Lopio]| L1 g )1 (Lopio, Lafia| T )1 (Laper, Tafua [T 1)1

= din:ls(r) > L T [T7p") U I 1o T Iy; 1,111 1 p] (A.31)



APENDICE A 73

mientras que para la parte SU(2), dicho término es

> mimama (1272 (ima, o — ma| LM) (jama, ja — muy| L' M) (jima, ja — ma|L"M")

= Zmlm2m4(—1)j2*m2(_l)jlij*M(_l)jQ*]@fM/(_1)‘]'17]'47M//[:i/[://

" Ji I L Jo Ja L Ji Ja L"
my —my —M me —my —M' my —mg —M"
_ jo—ma—M—-M'—M" 7 71T
= Zm1m2m4 (_1)12 2 LL'L"
y L' j2» s g L' gy J1 Je L
—M' me —my —my M" my my —my —M
. a o n L L’ L L' " L
= (=1t ML (A.32)
-M' M =M JiJ2 Ja

Por otro, el segundo término en (A.29) es

01314 2wy {Zmuzus (=1)%%1 (1ypa1, Lofio|Dpe)r (Lapes, Lojan [T 0 )1 (Lapas, Tofio| T 1)1 }
1’1//

X [bLbIQ] . (A.33)

w

cuya parte SU(3) es dada por

dim (T T _
D psians ) (Mg, Tafia D)y (U, Lo | Lspas)y (Lspas, Tofio| T ")

— /S (T Tl D), U [T 1 T Ty 13 11T 1] (A.34)
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mientras que para la parte SU(2) se tiene
> mimams (D Gimy, o — ma| LM ) (jsms, j1 — ma|[L' M) (jsms, jo — ma|L" M")

_ Z ( )J1+m1( 1)j1—j2—M(_1)j3—j1—M'(_1)j3—j2—M"£j;/£”
mimaoms

y o J2 L J3 N L J3 J2 L
my —Mo -M ms —MmMy —M/ ms —My —M”
_ Zm1m2m4( )J1+m1 M—-M'— M”LL/L//
5 L™ G Js gL g i Jj2 L
M” mo —MNg —mq —M/ ms my —Mo -M
DA L r L L" L' L
= (=1)f2—ds=M"[ [/ (A.35)
M" =M -M JiJ2 Js
Poniendo todo junto se tiene entonces que
r I
oo s
m
5]2]3 6162 k3 5Y2 Y3 5T2T3
X {ZF/, oo ) Bl Tl [T, U [T, (10) TY (01); (10) 11T 1 p]}
B T T T T T" T
>< ZT//T//(_]-)T1+T47TZ TT/T//
: =TT T, Ty Ty Ty
A L L L L' L" L r
A S A Ll 4,4
_M/ M// _M jl j2 j4 M/
_5j1j45k1k45Y1Y45T1T4
| St VB, o 20,0 T (10) T2 1) (10) 11T, 11
e T T T T T T
X &S g (=) 2=
: 7 =T T, T Ty T;
e L r L L" L' L r
% &Y g (1ML L blon
M" =M -M o J2 J3 W

(A.36)
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En adelante se prefiere calcular a los conmutadores de manera exacta en términos del
acoplamiento [dd'], ya que como habfamos mencionado antes, es esta estructura la que aparece

en el Hamiltoniano de interaccidn.

A.2. Conmutador de un generador con un par

A.2.1. Generador de particulas con un par

Primero se calcula de forma general al siguiente conmutador

oloy.olal] = [olo,.bl] i + of oo, = vlo,pla ~ blolo,d
= bl (-1 blb,) di — bbb
= (=1)%;,bldl . (A.37)

De lo anterior es posible observar que el conmutador de un generador con un par tiene un

unico término, por lo que ahora calculamos

HbLbh}F, {deLH
" 7
=D s L1t Lofio| T )1 (Lapes, Tafia| T ') [bLM b1, bLugdigJ
= 01a1 2 s (L1, Tofia| Ty (Lopin, Tajia| /g )y (=1)%%28] ,
= 0115 Do {Zm#w4<_1)¢“2 (L, Tofia| D)1 (Topg, Tafia| U ')y (Typn, 14/14]F”u”>1}

X [b* di L" . (A.38)

Observamos que el término entre llaves es el mismo que aparece en la ecuacién (A.30), por
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lo que ya hemos calculado sus partes SU(2) y SU(3), de modo que es inmediato calcular que

|CERRTN

5]2]3 6192 k3 6Y2 Y3 5T2T3

Y {zm AT (1 | D, U [T (10) T (01): (10) 11171 pJ}

X S g (= 1) AT T rerT T
: -7 T —T. T, T, T,
A (v pp [ F R et b}, d] ]FH
L M" , " L L)
-M" M" —-M Ji o J2 J4
(A.39)

es el conmutador de un generador de particulas con el operador de creacién de un par.

A.2.2. Generador de particulas con un par conjugado

A partir del siguiente conmutador
[b;fbj,dkbl] . [bjbj,bl} + [blbj,dk} b, = dyblb;b, — dyb;bb;
— dbib;b, — dy ((—1)% 5 — bjbl> b,
= —(=1)%u6;db; . (A.40)

Por conveniencia reescribimos a la fase de la ecuacién anterior como —(—1)%u = (—1)%%

donde hemos abusado de que la delta de Kronecker sélo permite la contribucién de los términos

[[bilbbi ; |:d13bi4:| F]

I

= Eulumm(llﬂb iZﬁQ‘F/L> <13N37 14M4’F/ /> [bLul b12ﬁ27 d13u3b14ﬂ4}
= 011 Dy oy (L1101, Lafia| U )1 (Lo, T [T )1 (—1) 971 dy 1 b1y

= 0114 2o {Zumm(_l)% (Lipur, Tofia| Dpdr (Lapes, L [T p' )1 (La s, 12112|F"/L">1}

con i = [. Con esto calculamos

1"//
x {dlsbb} . (A.41)

“Il
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Observamos que el término entre llaves es el mismo que aparece en la ecuacién (A.33),

por lo que una vez mas es inmediato calcular que

[[bLbhE, b

= 0,710k ks Ovi v, OTh T,

< {zrgugp AnT%) (011 T | D), U T (10) T (01); (10) 11T, 1 p]}

Fl

|

/

w

RPN ™ 7 T T 17 T
X ZTIITII (_ 1)T27T37TZ// TT/T//
: 7 —-T! T, Ty Ty, T
o e L I L L' I L r”
X ZL”M”(_1>”7]37M LL/L” |:d13b12:| )
M M —-M Ji J2 J3 W
(A.42)
es el conmutador de un generador de particulas con el conjugado de un par.
Generador de antiparticulas con un par
A partir del siguiente conmutador
[did}, b;d}] — b [did}, dﬂ + [did}, b;] d} = bld;dld] — bld]d;d]
— bldidld] — b] ((~1)% 0y — dd]) d]
= _(_1>¢ﬁi(5ilb};d;‘ ; (A.43)

se tiene que el conmutador de un generador de antiparticulas con un par también tiene un

Unico término, por lo que ahora calculamos

] b

- Z#1u2M3M4<11'M1’12'&2’F'u>1<13'u3’i4ﬂ4‘rl'u,>1 |:d11“1d§2ﬁ2’b13ﬂ3d§4/14:|
= 01114 D oy (L1115 Tl D)1 (L, Ty [Ty (1) %m0 bl
= —0O1y14 Dy {mem(—l)d’ﬁl (Lypen, Lofio| T a1 (Lapes, T |07 )1 (L s, I2,l_l2|11”l//>1}

x [bT di r” . (A.44)
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De nuevo, el coeficiente entre llaves resulta idéntico al que aparece en la ecuacién (A.33),
por lo que podemos usar directamente el resultado obtenido para dicho término, con lo cual

el conmutador de un generador de antiparticulas con un par resulta

“dlldL]Z , [b{sduﬂ

== 6j1j4 5k1 ky 5Y1 Yy 6T1 Ty

x {pr ) (17 4L, Topte| T i) ,U [T (10) T2 (01); (10) 11T 1 p1}

y Z ( _ 1 ) Ty—Ts *Tz// T’f"’f‘” T// T/ T T// T/ T
TNTZ" /! _ !/ _
" -T! -T, T T3
o e L L L L' L' L N
x ZLHM”(_l)jQ_jS_M LLL? " / . . . |:b13d]£2] 7
M" -M" —-M Ju o J2 J3
(A.45)

A.2.3. Generador de antiparticulas con un par conjugado

A partir del siguiente conmutador

[didj., dkbl] — d, [did;, bl] + [did}, dk] b = d;ddyb, — dydidlb,
— di (1) 05 — dy}) by — dydidiby

= (=1)?dudby (A.46)

y reescribiendo de nuevo por conveniencia (—1)%# = —(—1)% calculamos al conmutador de

un generador de antiparticulas con un par conjugado como se muestra a continuacién
r I
[[dhduu , {dhbl‘l] ]
M
= D gy LTHL Tofio| D)1 (1aps, Lafia| TV 1)1 |:d11u1d§2ﬂ27 dlgugbth

= —O1a15 Dy {Z,MM (—=1)%%2 (L, Tofio|Tpe)r (Lopiz, Tafua D)1 (1o pan, I4/34|F"M">1}

1"//
X |:d11b141 . (A47)

“Il
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Con la forma en que reescribimos a la fase ahora es facil identificar al término entre llaves
con aquél que aparece en la ecuacién (A.30), por lo que el conmutador de un generador de
antiparticulas con un par conjugado resulta ser

[T

o
- - 5J'2j3 5k2 ks 5Y2 Y3 5T2 T3

< { Srgpe VP e T2, [ (10) T2 (01 (10) 11121 1)

PN T T T T 17" T
X ZT{/T// (_ 1)T1 +T47T2/!/ TT/T//
: T T' —T, TN T, Ty
o I/ L L L L' L r”
x ZL”M"(_l)jlﬂrM”LL/LH |:d11b14:|
-M' M" -M g1 Jo Ja w
(A.48)
A.3. Conmutador de dos generadores
A.3.1. Generadores de particulas
Primero se calcula de forma general al siguiente conmutador
[blb,.bib] = (<17 (blb7bb — bbb[b)
= (=1)% % (bl(81 — bL6)B' — B0 — BB
= (=1)%8y;blb; — (—=1)%40,bl b . (A.49)

De este modo, el conmutador de 2 generadores de particulas es dado por

[CEAMCEON

= 2 s o L1 Tofio| T gy (L gz, Tafia| T 1) [bLm b1y, bigugbhm]
= Zuww3u4<1lﬂl, Tofio| D)1 (1sps, Lajia| TV 1)1
X ((_1)(%25121156N2M3b]£1u1b14u_4 - (_1)(%1 511145ﬂ1ﬂ4b13u3b12ﬁ2> . (A50)
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Una vez mas evaluamos término por término. El primer término es

O1o15 Dy s (L1p01s Lofia| T i)y (Lopig, Tafia T pt') 1 (—1) %2 bl b1,
= 01y15 Doy {Zuwm(—l)d’” (Lipur, Tofia|Dpdr (Lopz, Tafua| T p' )1 (Lo pan, i4l7a4|1ﬂ"u">1}
T F//
X [bhbh] (A.51)

/14”

Observamos que el término entre llaves es exactamente el mismo que se calculé previamen-
te para simplificar la ecuacién (A.30) y posteriormente reaparecié en el conmutador de un

generador con un par, por lo que la ecuacién (A.51) se reescribe como

5j2j3 6k2k3 5Y2 Y3 5T2 T3

x {ZW AT (1, T [T, 0 [La (10) T (01); (10) 1117 1 p]}

A S g cpyremerggepe (7T T P T TT
—T T -T. T Ty
_\jr+ja—M" T TITn L L L L L L T r
X ZL”M"( 1) LL'L b11b14 ”
-M' M —M Ji o J2 Ja "

(A.52)

El segundo término de la ecuacién (A.50) esta dado por

01414 D iy g (L1 #1s Lafi | T )1 (L, Ty i [TV 4/ ) 1 (—1) % b131t3b12ﬂ_2
= —O1y14 Dy {mem(—l)d’“l (Lypen, Lofio T a1 (Lapes, Lo |07 )1 (L s, I2,112|F”M">1}

x [bLbE] , (A.53)

/‘L”

que resulta ser el mismo término que ya habiamos calculado para simplificar la ecuacion
(A.33) salvo por que la fase en esta ocasién no es barrada, pues proviene de bajar los indices
de operadores de particulas. La fase barrada y la no barrada coinciden en su parte tanto de
sabor como de color, por lo que la tnica diferencia es un factor de (—1) proveniente del cambio

m — —m de la parte SU(2), que se cancela con el signo que precede a (A.53), por lo que
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finalmente, el conmutador de 2 generadores de particulas es
r Ind
Hbilbh] |blbn) } _
" 7
5j2j3 5k2k3 5Y2 Y3 5T2 T3
< S Ve T2, IE (10) T2 (01 (10) 111011
e T T T ™ T T
X ZTHT// <_1)Tl +T4_Tz TT/T//
: =T 1T T, Tn T, T,
o aa A L L L L L" L r”
S — i
-M" M" —-M Ji J2 Ja
+5j1j45k1k45Y1Y45T1T4
{ S VP T2, 0L (10) T2 (01 (10) 11T 11
B T T T ™ T T
- 7 —-T! T, T, T, T;
L aaa L L L L L' L T
% 3 T g (~ )M LEE blon]
MM =M )| g s -
(A.54)

A.3.2. Generadores de antiparticulas

En esta ocasion calculamos al conmutador de dos generadores de antiparticulas. Se debe
tener cuidado con la forma de subir y bajar indices dada por la ecuacién (1.22), pues los

operadores de antiparticula transforman con la fase barrada, como se muestra a continuacién

[did},dkdﬂ —(—1)Pmt o <did}dkdj — dm}md})

_ (1)t (di(ajk — dtdl)d] — d (5, — d'd] )d})

= (1) 0did] — (—1)%%6,dyd! . (A.55)
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De este modo, el conmutador de 2 generadores de antiparticulas es dado por
r I
|:|:d11d;2:| ) |:d13d-£1:| /:|
1 1
= Zmuzusmulm’ Tofio|Tpad1 (Lapus, Lafia| T /)4 [dhmd%m, d13p3d§4ﬂ4]
=D s L1t Lofia| T )1 (Laps, Tafia| T ')
X ((_1)¢ﬂ2512135ﬂ2ﬂ3d1w1d§4ﬁ4 - (_1)¢ﬂ1 511145ﬂ1ﬂ4d13u3d§2p2> : (A56)

Observamos que la ecuacion anterior tiene la misma forma que la ecuacién (A.50) y difieren

unicamente por las fases barradas (que introducen un factor global de -1) y cambiando b — d',

de manera que es directo calcular que el conmutador de dos generadores de antiparticulas es

] o] -

- 6j2js 5142 ks 5Y2 Y3 6T2 T3

{ S VP e T2, I (10) T2 (01 (10) 111211

I T T" T T T T
X ZT”T” (_ 1)Tl +T47TZN TT/T//
’ -7, T/ -T, T, T, T,
A L L L L L L v
X QS g ()M LT [dhdu )
-M" M —M JiJ2 Ja “
_5j1j45k’1k45Y1Y45T1T4

| Srgpep VP L P2, (1L (10) T2 (01 (10) 11T, 11}

x ZTNT// ( —1 )T2 —T5-TY T’T/T// ™ 7 T T T T
z TZ,/ _TZ/I _TZ Tl 7"2 T3
2—js—M" [ [ 1] L L L L L' L t v
X ZLNM”(_]-)]Q ’ e " / . . . |: 13d12:| ”
ME =M =M JuoJ2 I3 1

(A.57)
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A.4. El Algebra de la Interacciéon

Observamos que todos los conmutadores calculados a lo largo del presente Apéndice son
funcionalmente iguales. Es por ello que bastard con introducir la siguiente notacién para

abreviar los resultados encontrados

AT (111515) =

{2 dinCe) (1 T [0, U [T (10) T (01); (10) 11T 1 p1}

X (_]-)T1+T3*TZNIA/T’T// T T T
T T' -T, T, Ty
X (—1)j1+j3—M"f,f,/f,// L R ;
-M M" —M Ji J2 3
(A.58)
B (111515) =
{Z T (Ui, Teptc LU [T (10) T (01); (10)1”01/)]}
x { (=1)Te=Ts=T LI/ mer T e
T -T! T, T Ty T
L L' L' L
X Q (=1)RM LI - (a9

M" —-M" —M Ji J2 3
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Con ello es posible enlistar el algebra de los operadores de la siguiente manera

[CEAMCEON

1

e r BN r
- ZF"}LN (AEEE (111214)51213 |:b11bi4:| BII:EHN(l 1213)51114 |:b1i3bi2:|u,,)

[aa,] [ad] ]

FN
= S ( AT (141210)01,1, [didl,| | = BEEE (11151)01,1, [dlgdu#”)

/ 1 F / 1 FN
= (AHE L (11 1514)81,1, [dhdu — BIET(141515)61,1, [bLbbL/)

[ohon]] [olal]] | = So Az 100 ol ]

F//

Hblbh} [d15b14} J 2 "B;E/l;;l://(hl?l?’)éhl‘*[d13bi2]

/'I‘N

//

Hdhcﬂ } [deL] } = = S B (12 13)01,1, [l d, ]M
Hdhduu, [dlgbh]ﬂ — S AT (111514001, [dhbhEZ . (A.60)

En la ecuacién (A.60) se ha vuelto a condensar la notacién para incluir tanto las partes
SU(3) de sabor y color como la parte SU(2) de espin.

Para aplicar el método RPA debemos calcular los elementos de matriz (07" [H,~/!,]|0) y
(O[H, 4}, ]7E,,10) por lo que es conveniente calcular a partir de (A.60) a los conmutadores de

los operadores A y B con un par 7' y su conjugado, tal como se muestra a continuacién:

{A{lw , [b}gdu } = Hb{lbh]z, :deu } = Hdlldu [deLL]

1! " / /! F//
= (Aggg (111214)01,1, [b}ld}4 + BILT(1,1,15)81,1, [dei] ) . (A61)

dp

{Ailw,[dhbhri}:Hbilblz]r,:dhbu};:] Hdhdl} [dlgbu]ri]

1
/ 1

/ 1 FII
= i ( T (111214) 01,1, [d11b14 , + By (111213) 01,1, [dldme,) , (A.62)

I

M//




APENDICE A 85

]| = (plal] ]|+ ] olal ]

1

mr / /! F//
= <A5}j}; (111514)81,1, [dhdu — BIT(1,1515)61,1, [b13b12] ) , (A.63)

"

{Bilw,[dlgbh};] Hb}ld{} [d13b14]ri]+[[d11b12}2a [dlgbn]ﬂ
=, ( ATTT (151415) 81,0, [dlsduz + BUITT (151414)81,1, [b{lbh]w L (A.64)

Finalmente, para aplicar otros métodos de muchos cuerpos mas alla de la RPA podria re-
sultar 1til calcular los conmutadores de los operadores A y B con los generadores de particulas

y antiparticulas

{A{lw,[bygbum HbLbh} b1, 1] :}—Hdth] [bLme

1
/ 1

/T r
= ZF"MN ( g M//(l 1214)51213 |:b11b14 o + BM,U' M”<1 1213)51114 |:b13b12:| //) 5 (A65)

{Aiw , [dlsdﬂu = “bLbb]Z’ :dldem - Hdth } [dlsdlm

1"

' / " F”
= (AME L (111514)61,1, [dhdi BT (11115)80,1, [d13d1] ) . (A.66)
T 7

{B{lw,[b{sbu]::} HdeH [b§3b14] } “dhblz} [bigbu]ﬂ

l/

! 1/ ! 1/ FII
= S ( AL (141415)6,1, [blsduu — BT (141411)d1,1, [dhth”) . (A67)

{Bfﬂw,[dlsduﬂ HdeH [dlgdnﬁil—i—“dhbgr, [dlgdi}ﬂ

//

F/l
= S (Ag T (151415)61,1, [d13b12L, + BUTT (131411)81,1, [bhd” ) . (A68)



Apéndice B
Matrices de adelanto y retraso

Como se menciond en el Capitulo 3, en el presente modelo se ha hecho la eleccion de
utilizar los métodos de muchos cuerpos TDA y RPA para encontrar al espectro de energia
de los estados mesénicos correspondiente al Hamiltoniano efectivo de la ecuacién (2.22), en

donde la interaccion era originalmente proporcional a la siguiente combinacién de operadores
H .,y x ( [A12A34]8 + [«412334]8 + [312A34]8 + [512534]8) . (B.1)

A lo largo del presente apéndice se calculara a las matrices de adelanto y retraso necesarias
para aplicar los antes mencionados métodos de TDA y RPA. Se demostrara ademéds por
qué las interacciones del tipo [A12834]8 y [812A34]8 no contribuyen al espectro a este nivel de

aproximacion.

B.1. Valor esperado de ~"* H, ”ylb]

Tanto en el método TDA presentado en la Seccién 3.1, como para el método RPA de la
Seccion 3.2, se define a la llamada matriz de adelanto como el valor de expectacién sobre el
vacio del operador [vb/“/, [H, vlb]] Es por eso que a lo largo de la Seccién B.1 calculamos

equivalentemente el valor de expectacién (07" [H,~!,]|0).

86
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Al

(A 3.'541]3 v

K
A } I
| BraAulj = V. ( 'S

Figura B.1: Diferentes tipos de diagrama involucrados en el Hamiltoniano efectivo de in-
teraccién de la ecuacién (2.22). Sélo los diagramas de dispersion [A12A34}8 y de creacién y

aniquilacién de pares [15’12834]8 contribuyen a nivel TDA y RPA.

Por conveniencia calculamos primero la parte correspondiente al Hamiltoniano de propa-
gacién libre en la Subseccion B.1.1, para posteriormente calcular la contribucion del Hamil-

toniano de interaccién en la Subseccion B.1.2.

B.1.1. Valor esperado de yb/a/ [K , Vlb}

Buscamos calcular el valor de expectacién <0|7b @iT [K : ﬂbb;m} |0) donde K es el Hamilto-

niano cinético dado por la ecuacién (2.12), es decir,

<0‘7a,bl;rlul [K,’ylg;u} |O> = ij ijYT<O”Ya/b/;F/“, [bitjbkj - dkdekj"Vlb;ru ‘0> : (B-Q)
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Utilizando la definicién del par ’Ylb;m dado por la ecuacién (3.2) se obtienen dos conmu-

tadores de la forma

blo bld| = |blb),b]| df + b bt df| = blb7b]d] - bbbl
— o] (3 — b’ ) d — blbibd]
= dybld]
@d)vld]| = bl |ddld|+|dd] b]|df =bla'did] - bld]dd]
— bld'did] - b] (3, — d'd]) d
= —dubld! . (B.3)

Utilizando las reglas de ortogonalidad entre los coeficientes CG involucrados en los aco-
plamientos que definen a los pares, es directo calcular que la contribucion del Hamiltoniano

de propagacion libre a la matriz adelanto resulta ser

<7albl;rl“ / [K Wlb;ru} >

= ij kY TOk s ko Okiy k051 o Oy 11 OV, Yo OV, Y3 0T, T, 0Ty, T O L/ LO MY Mt

X (0kak00j0vay OT, 7 + Oy 05,0y, v O3 - (B.4)

B.1.2. Valor esperado de y*“[V, ’ylb]

Como ya mencionamos con anterioridad, el potencial se separa en cuatro tipos de in-
teraccién, por lo cual el valor esperado "¢ [V, vlb] tiene cuarto términos que analizamos a
continuacion.

Sin embargo, resultara conveniente observar primero que algunos términos se eliminan tras

considerar que los generadores de la interaccion estan en la representacién de color I'. = (11),
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pues ello hace posible relacionar a los acoplamientos [ddw y [de} de la siguiente manera

r _
[dhd%{z]# = Zulul,12ﬂ2\rﬂ>1d11u1d}2ﬁ2

M2

= Yo (0o (10)Al(AAL) F)1{(01)s, (10)e| (11)C)

mimacica f1f2
X (=1L, - mz,j1m1]LM>(—1)d}2ﬁQd1m1
T
= ot da] (B.5)
I

donde la posible delta del anticonmutador se elimina por las reglas de ortogonalidad de los
CG en dicho subespacio SU(3) de color, donde 41,1, o< ((10)cy, (01)é,](00)0); implica que
> {(10)c1, (01)E2|(11)C) 161,15, X dony11) = 0. De este modo, en el caso de generadores con

(11) de color y usando la definicién del operador A de la ecuacién (2.21) se tiene que
A0y=0 , (0J4=0. (B.6)

0> Interaccién tipo [.A12A34]8

El conmutador a calcular esta dado por

LD ¢u o T !
(e (LA A ] ) = o s (™ [ Al Albg o] )

)00 [ vt (40 r r i r
= 2o \/m<7 (“41312 it0 |:'A13(‘)14 o2 Vot Fu] [“411012 jho” 'Vab;Fu} A1, uo) > - (B.7)

Observamos que el segundo sumando de la ecuacién (B.7) se elimina de acuerdo a la
ecuacién (B.6) al hacer actuar a A directamente sobre el vacio, por lo que la interaccién se

divide en cuatro términos, correspondientes a los cuatro diagramas de dispersion de la Figura

B.1:
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1

<,ya/b';r'u’ HA A ] >”Yabm]>

1)%r0 * Jj2 J3 * Ja
-2 ZMO /dlm (To) ( (N1ly )\17r1k1> (aT(NQlQ)Azwgkz aT(Nglg)Ayrgkg aT(N4l4))\47r4k4 5>\1)\26>\3>\4

A et (o], ot )= (o o] [l ], ] )
(o ot ] (e b )+ G ot ][], ob] )}

(B.8)

Ji

o) Interaccién tipo [.,412334]8

Como ya se ha mencionado con anterioridad, la interaccién tipo [.A12834]8 no contribuye
(en particular) a nivel TDA, por lo cual no sera necesario calcular explicitamente su aportacién
a la matriz adelanto, sino que bastard con argumentar el porqué esta se anula.

Comencemos por notar que el valor esperado del conmutador en cuestion es de la forma

=10
YR I
<,ya oI |:[A1§B3£] 0 7fylb;Fu:| >
W AT r Wi | AT i T
~ <7a g Alfiz;uo [813014 #o’vab Fu} +° g ["41?12 uo”y“bfﬂ] 813?14;ﬁ0> ) (B.9)

De acuerdo a la ecuacién (B.6), el primer sumando de la ecuacién anterior puede ser

reescrito de la forma

r ab | [ ol
< ['Aholz ko’ 8 ] [813014 30 fy(lb FM} > ) <B'10>

donde la ecuacién (A.62) dice que [A,7] ~ 7 mientras que la ecuacién (A.63) indica que

[B,~1] ~ [b'b] + [dd'], de modo que

< |:A11—‘i)12;u07/ya’b’;f"uli| [Bf:14,u077abrﬂ] > ~ <’7([bTb] + [ddTD> =0 , (Bl]_)

pues el exceso de operadores de creacién anula al valor esperado respecto al vacio.
Para mostrar que el segundo sumando de la ecuacién (B.9) también se anula, bastard con

hacer la observacién de que B|0) = 77|0). Ademas, de acuerdo a la ecuacién (A.61) se tiene que
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el conmutador de un generador con el operador de creacién de un par, resultard proporcional
a un nuevo par, i.e., [A, VT] ~ 7T, de modo que dicho término es de la forma (y'yf), el cual

tiene un exceso de operadores de creacién de un par, por lo que finalmente
(O]« H-A 34} 7lb;Fu:| 0) =0. (B.12)

o> Interaccion tipo [312A34]8
A pesar de que la interaccién [312A34]8 es la adjunta del operador [A12834]8, es posible

mostrar explicitamente que su contribucién a la matriz adelanto también resulta nula. Para

(o [ ]

a’b ;T ' 1300 o a't' ;T ! o ] Lo
- <7 Blﬂ%uo [A1314 MO’%I’ F“} T 81112 po? TabiT A13i4;ﬁ0 - (B13)

ello observamos que

Una vez més el segundo sumando se elimina al hacer actuar a A directamente sobre el
vacio, mientras que, por ser B de la forma B ~ (7 +~); el primer término en (B.13) es de la
forma, {((7"+~)7"), por lo que presenta un exceso de operadores de creacién o de aniquilacién

respectivamente. Luego,
(0T H oA } ,%W} 0)=0. (B.14)

o) Interaccién tipo [51215’34]8

En este caso, el conmutador a calcular es

ot ¢u 10 TV,
<7‘””F” HBFOB !, %bru]> 2o \/ﬁ<7ab’m [612“0834“0’%”“}>
. ¢u0 a’b’;F/ / T IN I F
Zuo \/m<fy 8 (Blloig;uo [813014 MO’%b F“} + [811012 ”O’%b FH] 61514;/1()) > - (B19)

Como ya se mencioné antes, se tiene esquematicamente que B ~ (v + ), por lo que
la primera simplificacién posible a la ecuacién (B.15) se obtiene notando que el término de

creacién de un par dentro de la definiciéon de B conmuta con el operador externo de creacion
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de un par. A partir de lo anterior y usando la definicién de la ecuacién (2.21) se tiene que esta
interaccion también se divide en cuatro términos, correspondientes a los cuatro diagramas de

creacién y aniquilacion de pares en la Figura B.1:

<,ya’b’;F’#/ HB B } ,vabpu}>

( 1)¢IJ'O * . . * .4
=32 T (T < ilel),\lmkl) <O‘] NQZQ)AMng) (aZ’S(Nglg)Ag,ngg) (O‘jr(N4z4),\47r4k4>
{< ’b’F”[dhbiz} B Hdhbu ,VMMD < AW ], d], ]M Hd13b14] mibrub
—{ v | dy by bl | AT dy by di,bi,|
Y 1112 077ab1“u 1391, 1, Y12 77ab1“p 1314 o :

(B.16)

[

En la ecuacién anterior resulta més evidente que el primer y tltimo sumando no contri-
buyen a la matriz adelanto pues de (A.60) se tiene que [y, '] ~ [b7b] + [dd!] por lo que dichos
términos tendran un exceso de operadores de aniquilacién

En adelante calcularemos los valores esperados no nulos involucrados en las ecuaciones
(B.8) y (B.16). Para ello utilizaremos la notacién condensada de la ecuacién (3.3) para ma-
nipular al mismo tiempo a los subespacios de color, sabor y espin en tanto que sea posible,
para posteriormente hacer las reducciones necesarias subespacio por subespacio.

El primer sumando de la ecuacién (B.8) es de la forma

¢l" a/ /.1,
Z#O — I?o <7 BT [bLbh} » thbh}_ ,vlbm]>
=3, L (o W [T (a, BT ) (1, 2[Topao) (3. A[Tofio)

dlm

X <0|d5’ba’b}bg [bgbg, bgdﬂ 0) (B.17)
donde
(0]d” b*' bl b, [b;bg, bgdﬂ 0) = (—1)%52(0]d” b bl bybldl|0) = (—1)%w2 967 625458 (B.18)

por lo cual es posible reescribir a los coeficientes CG en acuerdo a las deltas de la siguiente



APENDICE B 93

manera:

Zuo \(/%< a’b' T ! [bLbh}Z thbh} 77abI‘u:|>

o
2 St BT, BT ) e, 2 T o) (2,0 o) 83630F . (B.19)

_Zps

Observamos que el coeficiente (2, a|lojio) implica que podemos utilizar la definicién de
la fase dada en (3.4) para reescribir (—1)%met®u = —(—1)%2F%ia = —(—1)%mn0F%2r0 tal que
(_1)¢ﬁo+¢uo = 1.

Ademas, para manipular a los coeficientes C-G utilizamos la propiedades de la ecuacién

(A.2), con lu cual

(=1)%"0 a't’ ;T ! T T
Z,LLO dim(Ty) </7 H |:b11b12i|#0 [[b13b14} B ,’Yabpu} >

%24 7 7 4/ dim
— _( (11) 2(;0) ZM,S<Q’7 b ') a, b|Fu)2+f?(_1)¢u2+¢r02a (T, 2|a)
m{lo mia

dim(To

=

(1) érom (L, 2|y’ 53540

]x

dim(a’
dim(To)

= — Y (100 630,056 3

— _—VQLO'*‘il( 1) Jjitje— Loéﬁ‘;ﬁ(ﬁj 552/ 53;15’%‘451@5]“17/ 5ka

a, b|T' ') {a, b|T 1)

uub<

S i T A e M Mg A R M MR A A A S (B.20)

w1 Oy 2 Th Yy

El segundo sumando de la ecuacién (B.8) es de la forma

( 14)#0 a/b’;l"’,u’ bT b— To d d Lo
_ZMO 4/ dim(T) v 1712 1o 13%71, o 7/7ab1",u
== s \/ﬁ< o', V[T ') (a, b|T) (1, 2|Topo) (3, 4Tofio)
% (0|d” b b b [d;;dT deT] 0) (B.21)

4> 7a""p

donde podemos utilizar a la propiedad de la ecuacién (B.5) para reescribir

(01" "' blbs | dyd], bidf] [0) = —(0]d" b"blbs | dids, bldf | 0)

47 7a™"p

= —(=1)%63(0]d” b b bsb] dL|0) = —(—1)%wa*9m oy 52530% | (B.22)

donde el CG {a,b|T'i) nos permite reescribir a la fase (—1)%e*®m = (—1)%ar+ou,
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Se tiene entonces que

¢uo AV - Lo T T

i )¢“0+¢”<a V') a, blFu><a a\Fouo><b V[Tofio) o 020307 . (B.23)

mzus<

En esta ocasién serd necesario simplificar explicitamente a la ecuacién anterior un subes-

pacio a la vez. Para la parte SU(2) se tiene que

Ao = 3 (= 1)l V) (a, BT ) (', @l Topo) (b, V| Tofo) 37 670704

4/ dim(Tg)

SU(2)
= S S DLLo) 55 60007
(LY (=M 1) =Mo 1= —Mo( 1)1 (1)~
" Ja Iy L Ja  Jb L Ja Ja Lo b Jv Lo
mg —my —M’ meg —my —M mgy —mg —M my —my My
= (=1t LD DLy 0 S0 (L2050 672678 67

X (_1)ja/+ja7L0+jb/+jb+LN7ma/7mbe/7M(_1)L7M(_1)L07M0

y Ja Iy L Ja B L gy Jo L"
mg —my —M' mg —my —M —my mgy —M"
" Ja g L" Jar Ja Lo
—My My M// jb jb’ L/l
= DLy Yy S (L) (it ()M g g
X ja/ jbl L, ja/ ]b/ L/I ja jb L
my —my —M' my —my —M" me —my —M
" Ja b L Ja Ja Lo
mg —my —M" Jo gy L”
Ja+ip—L ] Jo Ja Lo L' SM' sJa’ 532 573 §7v'
=(-1) Lo O Onp 65 67207260 (B.24)

b gy L
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Por lo que usando la identidad

0 b ¢ ( 1)b+d+e
= ———0pclef (B.25)
d e f be

es inmediato obtener que para la parte SU(2) de sabor

¢abF / 2
AL S (=)ot (a! VT ) (@, BT ) (@', @|Topo) (b, U | Tofio) 85 62636Y 6¢ 6%
\ /dlm(Fo W SU;(2)
Tal Ta O / / / /
= (—1)TutTo-T 0% 647 877 07201061
T, Ty T
S L A A (B.26)

Para la parte SU(3) de color recordamos que I'y = (11) y I' = IV = (00), por lo que

1)%abr ‘15# +ou ",/ a’ $253 b
/—dlm(FO > (= 1)t (el W T ') (a, bIT ) (a’, @[ Topao) (b, V' Cojio) 87 520305 o

=3, FLC((10)c, (01)é|(00)0){(10)cq., (01)5/ (00)0)
% {(10)cqr, (01)c | (11)C)((10)cp, (01)éy|(11
= 3 I ENG ey S b (10)cwr, (01)c| (11)C)

V3 Vi
=5 Yo peac 5 4(10)car, (01)c|(11)C)((10)eq, (01)cx |[(11)C) = 5% 3¢ dec

(0
C)
10)e3, (01)é|(11)C)

\/

—~
I =
A\_/

(B.27)

“[5

Como 1 = ... = 14 = 1, = 1, = (10) entonces todas las deltas sobre SU(3) se han

eliminado en la expresién anterior por ser redundantes.

Juntando a las ecuaciones (B.24), (B.26) y (B.27) en la ecuacién (B.23) y reacomodando

las deltas se tiene que

47”0 a/b';l"’ / .i. ~ To T To T
B Z'“O +/dim(Io) <7 g |:b11b12:| o dldel o » Vab:Tp

~ S ja/ ja LO ’ kg ks
et 3 572 73 30 g1t 2 g
b v

X Oy T2 0TS 67 G101 0T Or0 e Bt By 6326308y 6F 83 6T 67"

(B.28)
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El tercer sumando de la ecuacién (B.8) es

S ﬁ< vl [[olon] " ] )
= Zus \/T< a' b |1 ') (@, b|T 1) (1, 2|Topuo) (3, 4Cofi)
Mmﬁwﬂ&ﬂ@mﬁmﬂm% (B.29)
donde
(0ld” b dy i [bgbg, bgdﬂ 0) = —(—1)%464(0]d” b” didy bldl[0) = —(—1)%m+om 5158 67 6% .
(B.30)

Se tiene entonces que

¢7,u o T !
2“0 dim If)o <7 o |:d11dT i| |:|:bL’b14i| ii 7/}/le“:| >

= L 5 (1) B I BT 0, Do)l o) 00 5555 . (B.31)

El tercer término de (B.8) se puede calcular de la misma manera que el segundo término,

haciendo los intercambios 1 <+ 3 y 2 <> 4, con lo cual

1)%0 a'b T ! + 1
Z“O \/dll’)l’l To) <7 i [dlld :| |:|:b13b14:|u 7fyabF,u:| >

) . » i I
— %%LO(_l)JaJrjb L ‘7. ‘] 0 55; 5;4552 5;;,/ 514:2 5k4 6k1 5k3
Jo gy L
X T2 6T LT3 G2 O O OO B 032 OyE Ovt 0y2 OF oM ST 5 (B.32)

Atn cuando es menos evidente, la hermiticidad del hamiltoniano nos indica que el cuarto
término de (B.8) debe ser equivalente al primero bajo el intercambio de indices (12) <> (34)

y (a'l') <> (ab). Efectivamente, haciendo el calculo con cuidado se obtiene que

dm b T !
Zpo L FOO <’V Vi p [dth} {[dth ]M 77ab1“u:|>

d’u +toug+opu - _ / /
= 2w “;T)g< a, b'[T'p')(a, b|T 1) (1, ' [Topto) b, 1|Tofio) 0105 0505

_ \2PLot1B81 G14jo—Lo 574 5§32 $Ja? 5T 5db ska kb’ ky ks
= T .41 3 5(—1) 03,035 050 03, 03,011 Oy O O

74 ST S 57! §Tu 5T Ty Tyr Ty Yo Yoy Y3 Yor oL/ cM? 5T T
X 75T 570 5T 61 612 60! 51 T a0 5oyl 5L 63 6T 6T (B.33)
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PR , . . ., . 0
Por tltimo, evaluamos los términos de la interaccién tipo [Bi2Bs4, mostrados en la ecua-

cién (B.16). Se tiene que el segundo sumando en dicha ecuacion es

1)¢uo o' ! t gt To
Zuo \/m<fy [bhdl }M Hdlabu] 77ab F,u:| >
Pu — _ ~
= e = V|0 ') a, BT ) (1, 2[Copto) (3, 4[Tofio)

dim(T"

x<oyd5’b“’b{d; [dgb;l,bfldg] 0) (B.34)
donde el valor esperado de los operadores sobre el vacio es
(0|d” b* bl d} [d3b4, } 0) = (—1)%464(0]d” b bl didydl|0) = (—1)%ms9mi 50 58 5351
(B.35)

Simplificando la fase mediante el uso del C-G (a, b|T'11) se tiene que (—1)%sF%u = (—1)%raton, =

(—1)%uot®ar De este modo resulta que dicho término es

¢uo b T 1
2o \/m<7 o [bildi L Hd“bu] ’Vaw]>

Pq - _ 1 ~p
= s S ) BT o, B Do), BT 8 630

= (Dfur =0 '8 opsaet ot ok ot . (B.36)

dlm T'o” 1o

Observamos que en el subespacio SU(3) de color se tiene que 5;0 = 5((00; 0 por lo
que dicho término no contribuira a la matriz de adelanto. Sin embargo, si se utilizara una
interaccion escalar en color, entonces si debera ser tomado en cuenta. Una posible interaccion
sin color puede ser la electrodébil o bien, el proceso de 3 gluones acoplados a color total cero.
Este tltimo es responsable de los procesos de mezcla de sabor (ver Figura 5.1).

Por otro lado, el tercer sumando de la ecuacién (B.16) si resultard tener una contribucién

no nula a la matriz adelanto. Observamos que

¢[,LO a’b’;F' / T T FO
iy <7 ! “d“bb} ’7“”“] [b13d14]ﬂ0>
¢uo

== 2ws \/m< a', b'|T'1') @, DT 1) (1, 2|Topto) (3, 4Tofio)

x (0]d” b” [dlbg, bgdg] bldi|0) . (B.37)



APENDICE B 98
En esta ocasién el valor esperado sobre el vacio involucra 3 términos

(0ld” b [dlbﬁ, bjld})} bldi[0) = (—1)%m+0e2 4251 (0|d” b bl |0)
—(—1)%=42(0|d" b" d, dibld}|0) — (—1)%%15}(0]d" b bsb] bd]|0) . (B.38)

El primer sumando se eliminara tras notar la similitud con el caso anterior, donde la combi-
nacién de 626; con el CG (a, b|T'y) hace que dicho término sea proporcional a 7, = 55?3 =0

para una interaccion que no sea escalar en color. De este modo, se tiene que

(_1)¢’M0 a'b T ! ~ Lo f t t To
- Zuo /dim(To) m<7 a |:[d11b12i|uoa7ab;l“u:| [b13d14] o >
_1)%u - - —~ —
= s s (@ VI ) (o, BT ) (1, 2[Topo) (3, 4 o)
X (—1)¢m*ous (516265 68 + 610264 69')

(71)4’121"0

W's \/m<a/7 B,|F,:U’,> <CL, I_)|F,LL> <17 a‘FO,u0> <CL,, i’F0ﬂ0>5i625§/52,

_1)%121 - _ _ N L,
o ;fm(ro(’) (a/, B\ ') (@, BT ) (b, 2| Do pao) (2, ' | Tofig ) 610267 52

= Voo (1) rero 515208 62 88 SR 81+ Voo (—1)uaro o1 638Y o' oF oL o
_ Lov81 (_1)3'1 +ja—Lo §i1 §i2 §la’ §la’ 570/ 5]/’54 5]122 511:,-&, 5}’?'
1 3 b

T2 33 J17Ja"J3 “Ja “Jb

T4 ST STa! ST §Ta $To Ta/ Ta’ Tb/ Yy Yb’ Yy 1/b/ L' sM’' ST’ Tz/
a0 0T O 5T e 5T 5TV 51 §¥ 508V 5 5M 6T 6%

T U Ta

Lo VB 1/  1\jotjo—Lo 591 sd2 §Tu sdar sTu ki sk sk ckar
+Lg Ry 51592 1 e 530 5 ke gk g

2 33 Jo " J3 " Ja “Ja 7
1 Smo ST §Tar sT1 §To sTyr sTor sTyr oY1 §Yo sYor sYor oL/ cM! 5T 5T
X 5162 6T 5T ST ST o0 1 51 6163263 Syl SE SM ST 87 (B.39)

Juntando las contribuciones de la energia cinética de la ec. (B.4); de la interaccién tipo
[A12.A34] (ecuaciones (B.20), (B.28), (B.32) y (B.33) ); y la interaccién entre pares [BoBsy]g de

la ec. (B.39); e insertandolas en la definicién de nuestro Hamiltoniano efectivo de la ecuacién
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(2.23) se tiene que la matriz adelanto esta dada por

AZbI;EI ¥ <O| [Va,b,;rlﬂla [Ha ﬁYlb;F,u:H ‘O>
= 2k ¥ kgm0 ma Oy Ok Ok 0 05 0 0o i O, Yy, Oy vy, Oy, 13, O 77, O O
X (5kka5]Ja5Tfo 57r7ra + 5kkb5jjb5Tfoa5ﬂ—7rb)
+3 221, 2 hujimViTi) \@Tﬁo L. 13,7} Oy, 1y, Oy 14, Oty 15, 6Tf;be 0y, Y7, 07,7, 0¥, 17, 5Yf; ¥, Orm0up

- Lo js Ja
L _
X { E<3){7(T)¢kitiiTi} (_ 1>j1+j4 g I . 5.71]b5]2]b' 5]3]}1/ 6j4ja
Ji Je2

Xéklkbékgkb/5k3k /5k4ka T 7r27rb/57r37r i 7T47ra5Yf1Yf 5Yf3Yfa 5Tf1Tf 6Tf3Tfa

L Lo ja Js
+E(2){7r01 l]ZYT} J2+]3 k . 5j1ja/
L ja j1

5J'2ja 6]'3]'17 0

JaJp!
Xdklk /5k2ka 6]63]%5’64]%/ T/ 7I'27Ta 571‘371’1, T4y 5Yf1 Yfa 5Yf3be (5Tf1Tfa (5Tf3be
0 _1)Jt1+je— Lo .
+E(4){ﬂ-iki]’iYiTi}( 1) 2 {Loj1j2} { Ljajn} 051540523y 035 05r Oy o

>< 51{31 k4 51{32 kb/ 5]433 ]Cb 5ka’ ka 571'1 T4 57’F27Tb/ 571'3 Ty 67'('&/ Ta 5Yf1 Yf3 5Yj1 be 5Tf1 TfS 5Tfl be

+E(1)f7?ikitiiTi}(_1>J1+J2 LO )2 {LOJIJZ} {Ljajn} 5]1]a 5]2]36]4]a5]a/ja5jb/jb

X 6k1 ko 6k2 ks 6k‘4ka 5kb’ ky 57r17ra/ 67r27r3 671’471'@ 67Tb/ ™ 6Yfl Yf3 5Yf1 Y¢, 5Tf1 Tf3 5Tfl Ty, }
1 Lo V8L
+3 ZLO Z{kiijiTi} G(S){m kij:YiTi} 3 {TfanbT}
X 5Tfl Tf2 6Tf3 Tf4 5Tf1 TfS 5Tf¢/z Tfa 5Tfl,; be 5Yfl Yf2 6Yf3 Yf4 5Yf1 Yf3 5Yfé Yfa 5Yfl/; be 6F/F5p/;,b

+ L . R
X{( 1)J1 g 0(3 )2 {Lojija} { Ljajn} 6 j1da ]2]a5]3]a/6],1/3a5]b/.7b
X 5k1 kq 5k2ka 6](:3 ko 6kb/ ky 671'1 T4 57r27ra 67r37ra/ 57rb/ T 5Yf1 Ys, 5Tf1 Ty,

+(— 1)j2+j4 LO )2 {L0]2]1}{L3a]b} 5]1]b5]2]35]4jb/5Ja/ja6jb/jb

X Ok ky Ok 5k4kb, Okaky Oy my Omymg Omymy O, 5Yf1 Yy, 5Tfl Ty, } )

(B.40)
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donde se utilizo la notacion historica

Lo

{Trz Z]ZYT} Z{AL} ‘/v{Azﬂ'zkz]z)/sz}é)‘lv'i_%5)‘27+%5)‘37+%5)‘47"’_%
_ Lo

2 {mikigiYsTi} — z{A-} ‘/{/\iﬂikijz‘Y'T‘}(;)‘l""la)‘Z +15A3 —15A4,—%

3 {mikiViTiy — Z{A} {>\ mik ZleT}(SAl, 15A2 15A3+15A4,+2

(L2
(2
(3)¢2

E(4){m kg YiTiy — Z{,\i} V{A(jmkijmn}‘sx\l,—%é A2 —15,\3,—75,\4,—7
( >{m kijiYiTi} — Z{Ai} V{a(;mkitiiTi}(SAl,—l—%5>\2,—%5>\3,+%5>\4,—%
(2){m kijiYiTi} — Z{,\-} ‘/{I;\(zwikiti-T-}(SA1,+%5A2,—%5)\3,—%6A4,+%
(3)g2

G 3 {7rz z]zYT} o Z{)‘} {)\ ik z]zYT}(S)‘lafé(s)‘%‘f’%(S)\Sa 16)\47**
G(4>{7(T)z‘kitiiTi} - Z{/\i} ‘/v{)\(zﬂikijinTi}d)‘lv 15}\2 +1(5>\3 —*(SA4,+2 : (B41)

2

Los elementos de interaccién estan dados por

Lo
‘/{/\iﬂikitiiTi}
_ 1 Lo
- 3 Z{Nili} V{Nilij,-YiTi} ZTT’ 57“7(_1)%—7“1 67@,(_1)%—7“2 57(3,(_1)%—7'“3 5774’(_1)%—7@14

J1 N J3 * (s
X <aT(N1ll)/\17r1k:1> (aT(szg)Amz@) <ar’(Ngl3)/\37r3k3> (ar’(N4l4)/\47r4kz4> ; (B.42)

donde a su vez los coeficientes del potencial V-2 (N3l YT} estan dados por la ecuacién (2.18) y

su expresion analitica para el potencial de Cornell es deducida en el Apéndice C.

B.2. Valor esperado de [H : ”ylb} ’Y;['b'

Para aplicar el método de RPA presentado en la Seccién 3.2 se necesita determinar a la

matriz retraso, cuyos coeficientes estan dados por

By = —(0] 7", [H.7]]] 10) = (0] [#.9]] +7(0) - (B.43)

Es claro que B;; # 0 sélo cuando [H , WT} ~ 7. Observamos que el Hamiltoniano cinético
es basicamente una combinaciéon de operadores de niimero, por lo cual [K , 'yq ~ 7"y como

era de esperar, no contribuye a la matriz retraso.
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Calculamos entonces el valor de expectacion del Hamiltoniano de interaccion en sus distin-
tos términos. De la hermiticidad del retraso sera de esperarse que solo las interacciones tipo
[A12A34]8 y tipo [512534]8 sean distintos de cero, ya que dichas interacciones son las tinicas
que poseen la propiedad de simetria de intercambio de indices (12) <> (34).

e | Interaccién tipo [A12A34]8

Esquematicamente podemos observar que el valor esperado sobre el vacio del retraso para

la interaccion tipo [A12A34]8 es de la forma
<O| |:A12A3477T:| ’yT|0> ~ <0| (A12 [A347’7T:| + |:A12a ’er:| A34> 'YT‘()) : (B44)

De acuerdo a la ecuacién (B.6) el primer término se elimina para interacciones (11) de color,
mientras que de la ecuacién (A.61) tenemos que [A, 7*} ~ ~! por lo que es segundo término
es de la forma (0] [A, VT}Z |0) ~ (0] (VT)2 0) = 0. De esta manera, la interaccién [A;z.4s4]) no
contribuye al retraso.

o> Interaccion tipo [A12Bs4];

A la interaccion tipo [A12834]8 también la evaluamos de forma esquematica, observando

que el retraso en este caso es de la forma

(0] [A12B34, 7] 71[0) ~ (0] (A2 [Bsa, v'] + [Ai2. 7] Bsa) 7110)
~ (01" (v +7)Af0) =0, (B.45)
donde una vez mas el primer término se elimina al hacer actuar a A directamente sobre el
vacio, mientras que para el segundo término se usé que de su definicién, B ~ 4T 4~ .
e | Interaccién tipo [812A34]8
En el caso de la interacciéon tipo [812A34]8 también basta con mostrar esquematicamente

que la matriz de retraso es de la forma
(0] [812A347’YT} ”YT’0> ~ (0] (612 [«434>’YT] + [812,’” A34) ’YT\(J)
~ (01 (4" +9) 4"10) + (0 (n +na) 770y =0 . (B.46)

donde una vez méas se uso que [A, ’ﬂ ~ 7', v que de la ecuacién (A.63) el conmutador de B

con un par es una combinacién de generadores [B,~']| ~ [b'b] + [ddT].
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Podemos observar que la matriz de retraso es hermitica por construccién, por lo que pudo
haber sido de esperar que las interacciones tipo [.A1215’34]8 y tipo [312A34]8 no contribuyeran
por no mantener la simetria de intercambio de indices (12) <> (34).

o) Interaccién tipo [15’1215’34]8

Como ningun otro término contribuye a la matriz de retraso tenemos que

<0| [H, W/lb;l“u] fyTa/b/;r/M/ ’O>

=—3 Z{A Urs z]zYT} ‘/{/\1772 1]2YT}<O| [[B B i| 772b;r/":| ’yTalb,;F,,u/’O> ’ <B47>

donde el valor esperado de los operadores sobre el vacio es

<“B B } ,vlb;m} ,yTa’b’F/u/>

— 1)%Ho T T a'b T ! e
ZMO v dim(T'o) {<Bl2 o [632;“_07 %b;ru} 7! ' > < [612 o ’Vab ru] 634 o gl ' >} .
(B.48)

Observamos que el segundo término de (B.48) se anula al hacer actuar al conmutador
de B con un par directamente sobre el vacio, ya que de (A.63) tenemos que (0| [B, WT] ~
(0] ([b76] + [ddT]) = 0.

Para simplificar al primer término en (B.48), basta consider que sélo la parte [d1b2]£§ del
operador BiS, .o Sobrevive al hacerle actuar directamente sobre el vacio, por lo que utilizando

la definicién del operador B se tiene que

<[[B B ] ,’yabru} ryTa’b’F/H1>

* *
_(=1)%0 ot J2 Ja Ja
Ho dlm ) T(Nlll )\171'1]{31 aT(NQlQ))\Qﬂ'QkQ CY‘I‘(Z\73I3))\371'3’63 O[T(N4l4))\4ﬂ'4k4 5>‘1>‘26>‘3>‘4

DD
X{< [d1,b1,),,0 FO d13bi4]£§ vVlb;Fu] %Lb'mu> - < [dllbiz]ig [[dei ]M ﬁlb;m] 7Ta/blrlw>} '
(B.49)

El segundo término de la ecuacion anterior tampoco tendra contribucién al retraso ya que
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contiene un exceso de operados de creacién, por lo que el tinico término no nulo resulta ser

P
Zuo \/chlr)niroo< [dhbiQ]Eg |:[d13b14]£8 leb;ru} ”Yl/b/pu,>
= 3 S B 0, BT 20T 3,4t
% (0|d1bs [dgbg,bldﬂ b d |0y . (B.50)

Observamos que

(0ldsbs |dsbs, bl ] b d™ |0)
= (—1)Pratom (5165 0% 04 + 0% 026305 — &Y 85 0564 — 640265 6) . (B.51)

De la misma manera como ocurrié para algunos términos de la matriz adelanto, los taltimos
dos términos de la ecuacién anterior se anulan para una interaccién en la representacion (11) de
color, es decir, tras notar que {a, b|T'u)d3d; v {a, b|T1)did2 son proporcionales en su subespacio

de color a 6(11) =0.

Reescribiendo a la fase (—1)%ue i = (—1)%ru ge tiene entonces que

1)%n T r
ZMO \/dlr)n FOO < [dllbiQ]Mg |:[d13b14]/12 7Wlb;ru} /yjl-’b’l"’,u’>
—1)%a _\bug+é _ _ B o o
- \(/dllin Il:l(; Z'uls (\/1<)iirl:1(zI‘ - <CI,/, b/|F/,U/><a’ b|F:u> <b> al|FOMO><b/, a]Fgug>5g5§ 5§ 52

1)%abl 1)%rot®n

\/dlm(l"o Z“S y/ dim(T )<

Resulta necesario simplificar explicitamente a la ecuacién anterior un subespacio a la vez.

a V|0’ (a, [T p) (¥, alTopo) (b, @ Tofio) 07 620305 . (B.52)

La parte SU(2) del primer término en (B.52) es
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M (1) (a!, |0 (a, BT} b, @ | Topo) (9, al Fofio) 5105 8 32

- ) 3 ) ) 2 Y3 %a
4/ dim(To) SU(2)

_ (=1)dati—L 'L, 7 \2 £i1 §dal ST $4
= T 2LotT stL ( >6 6]26]35Ja

(i (L (i (Mo (1) (o

% ja jb L ja’ jb’ L' jb’ ja LO jb ja’ LO
mg —My —-M —MMg MMy — M’ My —Mg Mo my —Mgy —Mo
= (1P YL Ly S Sy (L2807 635,

X (_1)ja/+jb*L0+jb/+ja+L"7mb/fmb (_I)LfM/ (_1)L07M0

y Ja  Jb L Jao gy L Ja  Jp L
Mg —My -M —Myg My —M’ —mMg My M”
" Ja gy L Jo Jar Lo
—Mg My —-M" jb’ ja L"
_ Jatdotde+iy T o Jar Lo L/ sM' 51 sdar sTv sia
— (—1)dwtivtiartiv [ 5L M 5% et 5T 531 (B.53)

jb’ ja L

de donde una vez més es inmediato calcular para la parte SU(2) de sabor que

%br /
= s( )¢“°+¢"<a b,‘rl M a, b|FH><b a'|Copio) (V' a|F0u0>615“ o 53
A /dlm (To) I 3 SU; 2)
T, Ty 0 ,
_ (e ) ST o 1ol oo
T, T, T

— %( 1>T Ty +T {Tf beT} 5T’ T, /5T1 5T 6T25T35T /6Tb/ <B54)



APENDICE B 105

Para la parte SU(3) de color recordamos que I'y = (11) y I' = I = (00), por lo que

L)¢abt 1)%m0%9u (o T 1) (a, BT ) (b, @ |To o) (¥, @l Dofio) 030% 6Y 64
MZM( 1) (a, V[T p") (@, BT ) (b, @' |Dopao) (V' a|Tofio) 500

= 3, CLC((10)cy, (01)é|(00)0){(10)cq., (01)G/(00)0)
x((10)es, (01)c | (11)C){(10)ey, (01)| (11)C)
= 3 CECENG, e EE 6, ((10)c, (01)cr | (11)C){(10) ey, (01)| (11)C)
= 1Y, o 2= ((10)cq, (01) [(1)CH(10)cw, (01)G | (11)C) = § 4= 30 bce

=8 (B.55)

Juntando las ecuaciones (B.53), (B.54) y (B.55) se tiene que el primer término de la

ecuacién (B.52) es

(—1)%abr (—1)%r0*%n - - _ 1B =\ c1cal cb c4
s s amay (@ VI ), 0T ) (b, @[Topto) (V' @|Tofio) 9,03 05 0,

- ; ; ; ; jb ja’ LO ’ k/k/ 1 STl Tyl o
= g Lo(= 1)ttty ¢ 70 G §e! 5T ISR Sy 5, §F4 6T ors’ S O
Jv Ja L
x (= 1)Lt Ty AT (T, Ty T} 65 6105 2 5T 5T 510 531500 577 632 6L 52 617 57 (B.56)
fat fo T, Y1 Y1 Y1 Y1 VT, Yv Py, Yvs VY, YL YM YT YT, - :

Observamos que el segundo término de la ecuacién (B.52) es el mismo que el primer
término haciendo el intercambio de indices 1 <+ 3 y 2 <+ 4, por lo que poniendo todo junto se

tiene finalmente que
/b/F/ ’ ’b/;F/ ’ T
BZpr = —(0| [’VTCL “, [H, %b;m” 10)
_ L V8L
o ZLO Z{k‘ijiﬂ'iYiTi} V{Agmk’ijiﬁ'Ti} 6 : {TfanbT}
X 01y, 7y, 07y, Ty, 5ng 1y, 01, T i 0¥, Yy, 0¥y, vy, 5Yfg vy, 0v;, Yy OOy

Lo js Ja
_1\j1+je+is+ja+ Ty, + T, +T
X( 1) ns . 5>\1_%5>\2,+%5>\3,—%5>\4,+%
L g1 J2
X {6k1kb5k2ka/ 5}63]%/ 5k4ka 5]1]176]2](1 5]3jb/ 6j4ja 57T17rb57r27ra/ 67r37rb/ 57r47ra5Yf1 be 5Yf3Yfa 5Tf1 be 5Tf3Tfa

+0ky oy Okizkea Ok, Okia ks Oty Oz Oy Ojagas Oy my Omarma Omamy Omare, Oy, 4, Oy, vy, Oy, 7y, Oy T, } :

(B.57)
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que a su vez se puede reescribir como

Bl = = (0] [y [l | 10)
= ZLO Z{ki]’mm:ﬂ-} G(@fﬁikﬂmn}fsT% {TfanbT}
X 5Tfl Ty, 5ch3 Ty, 5Tf[1 Ty, 5Tfa Ty 5Yf1 Yy, 5Yf3 Yy, 5Yfé Yy, 5Yfa Yy Orr0u
x (— 1)1 izt tia+ Ty +Tpg +T Lo Js Ja
L g1 J2

) { 6]“1 Ky 5/€2ka/ 5k3kb/ 6k4 ka 5j1jb 5j2ja/ 5j3jb’ 5j4ja 57T1 T 57F2 T (57T3 ! 57r47ra 6Yf1 Yy, 5Yf3 Yia 5Tf1 Ty, 5Tf3 Tta

+5k1 kb/ 5k2 ko 5k‘3 ky 5k4k‘a/ 5j1jb/ 5j2ja 5]3]5 6j4ja/ 57F17Tb/ 67r27ra 57r37rb 57r47ra/ 5Yf1 Yfa 6Yf3 be 5Tfl Tfa 5Tf3 be } .

(B.58)

Notamos que la matriz de retraso resulta ser simétrica ante el intercambio de indices

(12) <> (34), lo cual refleja la condicién de hermiticidad que debe satisfacer por construccién.



Apéndice C
El Hamiltoniano de Interaccion

El potencial de interaccién derivado del operador de Faddeev-Popov es bastante compli-
cado pero incluye a los gluones en el formalismo de la Teoria Cuantica de Campos, y con ellos
el fenémeno de confinamiento. Una posibilidad es reemplazar al término de Faddeev-Popov
por un potencial estatico efectivo que dependa tnicamente de las posiciones de cada una de

las densidades de carga interactuantes.

1

vo V)vD

|z — 1y

donde o y B son constantes positivas tal como fue discutido en el Capitulo 2.

(x| ly) — V(e —-yl) = + Ble -yl (C.1)

A diferencia del caso en que se utiliza un desarrollo en ondas planas, el rango finito se
impone a las funciones de onda usando la base de oscilador arménico, con lo cual no es
necesario cortar al potencial a ninguna escala.

De acuerdo a la ecuacién (2.1) se tiene que el Hamiltoniano de interaccién entre quarks es

HE S = [ ot @)V (12— g (v)

= [ @ty Y V@@V (e - )V @IV . (C2)

donde hemos a su vez utilizado la expresion (2.2) para la densidad de carga de color restringida

unicamente al sector de quarks (q). Comenzamos por sustituir la expansién para los campos
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en la base acoplada a momento angular total

T
Xob1 s
Uep(r, ) = Y D (b5 L i) R (1) Yim () (ND)gmjef (C.3)

T
Nimo jm; X‘jb—%(Nl)jmjcf

Con ello, es posible reescribir al Hamiltoniano de interaccién de la ecuacién (C.2) como

Hli = —30° [ @y S0 0 Tew )V (o~ o' ) T ()

1

_ 2 2 Arpt o (Nala)jam ca f
o _ég Z Z /7’ r"“drdr’ dT’dr’b Nll1)31m71c1f1b 2(Nal2)jamj,ca fo

C  Nilymio;mimy, jici fi

X bj’s(Nsls)jsmjgcsfsbT4(N4l4)j4mj4C4f4 [TC}E [Tc]iiVOm - y')

. R 1 ) 1 ]
X Ry, (2) Y] 0, (2) Ryt (2) Yigm, (2) (lima, 501|J1>\1>(l2m27 §U2|J2)\2>

" A . 1 . 1 .
X Ry, (W) Yims (D) Byt (Y) Yigm, (9) (lsms, 503\J3>\3><l4m4a §U4|J4>\4>

X 501025030450&104250430445f1f25f3f4 . (04)

Los generadores SU(3) de color Tg y T de la ecuacién (C.4) pueden escribirse en términos

de coeficientes de Clebsch-Gordan de SU(3) [25], a partir de los elementos de matriz (T¢)”

Cc2

= ((1,0)c1|Tc|(1,0)cq) y aplicando el teorema de Wigner-Eckart, con lo cual se obtiene

L((1,0)01, (0,1)é2 | (1,1)C); . (C.5)

(o), = () =

De esta manera se tiene que

Hququomb 29 ZC ZTiNilimiji)\iaifici (=1)X€07,750r574 00105 O30 Of£20ff4
[ (ma, o i) (ama, joa | ada) S (10)er, (01)2 | (11)C),]
< [(lams, 3o | jsha) (lima, 3o | jah) S (10)es, (01)e | (11)C),]

X [ Prd*yd i, 1y m, () UN1ams (®)V (| & = Y )R, 1ms (W) ONma (Y)

T T2 (Nala)joraca fopt T4(Nala)jadaca fa
Xle(Nlll)jl)\lclflb bT3(N3l3)j3)\3cgf3 (C6)

En la ecuacién (C.6), la presencia de 0, 7,0ryrs5 0010500504 Y Of, £,0 £, £, Vienen directamente de
la estructura de la densidad de carga de color la cual no contiene ninguna dependencia en

pseudoespin, espin ni sabor, respectivamente.
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Primero nos concentraremos en resolver la integral sobre « y y. Acoplando las funciones
que son complejas conjugadas entre si y de la misma manera a las que no son conjugadas, se
obtiene que

Z <l1m1,l3m3 | J/M3><l2m2,l4m4 | JMJ>
J’MJ’.JMJ

* * J’
X / drd’y [V, (@) © Vi, ()], Vi@ =y ) [Wao (@) © Un, ()3, - (C.7)
Usando las transformaciones de Talmi-Moshinsky [32,33] para reacoplar la integral en la
ecuacién (C.7), resulta que

> (NI, NpLr, J' | Nily, Nsls, J')(Nulp, NpLg, J | Naly, Nuly, J)

ror)
NNyl Ny Ly Nr L

J/
X /dgrdSR [ ?v;%L’R(R) ® ‘I’}kv,cl;(r) M, V(\/ﬁr) [Wnprs(R) @ \I’NTlr("“)]z{@ , (C.8)

J
donde R = \/Li (x 4 y) se relaciona con la coordenada de CM y r = \/Li (x — y) a la posicién
relativa. Debido a que en la ultima ecuacién, el potencial es independiente de R, la dependen-
cia sobre dicha coordenada se puede integrar facilmente. Con ello, la integral en la ecuacion

(C.8) resulta ser

> LMy, Um) | J M)W LgMpg, Lm, | JM))
My Mpismymy

[ R ROVt (R) [ Wi (1Y (V2 U1, (1)

= OniNeOrre Y (LrMg, Uml | J'M})(LgMpg,lm, | JM;)

Mp;mim,

[ U OV (V2 U (7). (©9)

Debido a que el potencial V' es un escalar, se tiene como constriccion adicional que I = I,
y m.. = m,. La integral en si tampoco depende de m,. Luego, es posible reemplazar a m,
por su proyeccién de maximo peso [,.. Con esto, la suma sobre (Mg, m! m,) junto con los
dos coeficientes de Clebsch-Gordan se covierten en una suma sobre (Mg, m,), lo cual a su vez

representa una regla de ortogonalidad que deriva en las deltas de Kronecker ¢ ;0 M M-
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Juntando todas las consideraciones anteriores, la ecuacién (C.7) se convierte en

Z (11m1,13m3 | JMJ><lzm2,l4m4 | JMJ)

JM j;N]/ Nplr;NrLR
X (Nylvl’l‘v NRLR7 J | N1l17 N3l37 J)<N7‘l7‘7 NRLRa J | NQZQa N4l47 J)

<[ @i OV VB ) (€.10)

Con la ecuacién (C.10), el Hamiltoniano en (C.6) adquiere la forma
1 . ‘
Hcoul - _Z_L Z Z 5010260304<_1)]27)\2+j47)\4(_1)Xf2+xf4
Nilimijidio; JM NNyl NrLg

1 , 1 , 1 . 1 4
><<l1m1, 501 | ]1>\1><52m2, 501 | j2)\2><l3m3, 503 ’ ]3>\3><l4m4, 503 | ]4)\4>

sy, Isms | JM ) ama, Lima | JM,) / FrW, (P (V2,1 ()
7{[7‘7 NRLR7 J | Nllly N3l37 J)(NTZT7 NRLR7 J | N2l27 N4l47 J)

T _pt _
Xle(Nlll)jl)\lclflb_7'2(NQZQ)j2_)\252f2bT3(N3lg)j3)\3C3f3b_T4(N4l4)j4_)\4E4f4} ? (C11>

En la ecuacién (C.11), la fase (—1)X2™Xes de la ecuacién (C.6) se ha cancelado con la
misma fase proveniente de bajar los indices de los operadores. La fase restante (—1)X¢ es
proporcional al acoplamiento SU(3) a color cero, donde sélo hace falta el factor v/8 en el
denominador. Por otro lado, la contraccién sobre 7; (i.e. (=1)278,.,,) y fi (i.e. (—=1)X24 f1fs)
representan un acoplamiento total a cero, donde sélo faltaria agregar el factor 1/ V2 en el
denominador para el primer caso y 1/ V3 en el segundo. Corrigiendo por estos factores, se

tiene que la expresion entre llaves de la ecuacién (C.11) resulta ser

{} = S (RN (VR (VBB s — Ao | LMi)isAs, s — A | L — M)

LMy,

(=DF M H t

0L(11)(00)
VoL +1 (N1l1)j1 ® b(N212)j2]

® |:b(N3l3)j3 ® b(N4l4)j4] :|
0000

(C.12)
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Los acoplamientos intermedios y el total estan ordenados de la siguiente manera: pseudoespin,
momento angular total, color y sabor.

Con lo anterior es posible reescribir al Hamiltoniano de Coulomb de la ecuacién (Eq. (C.6))

como
R T DD DI SRV G
2 Nilim;jidios LMy, JMyN.Nyl,NrLg 2 2L+ 1

1 . 1 ) ) )
X (limy, 501 | j1A1) {lama, 701 | jaA2) (J11, jo — Ao | LML)
1 . 1 ) ) )
X <l3m3, 503 \ 33)\3><l4m4, 503 ’ ]4>\4><]3)\3,J4 — N\ ’ L— ML>

X <l1m1, l3m3 | JMJ>(l2m2,l4m4 | JMJ) /d3rqj}k\f7ﬁlrlr (T)V(\/ET)\I/NMMT(T’)

X (Nqilm NRLR7 J | N1l17 N3l37 J)<NTZT'7 NRLRJ J | N2127 N4l47 J)

0L(11)(00) i 0L(11)(00)7 90(00)(00)
} ® [b(N3l3)j3 ® b<N4l4)j4} }

X

|:[bJ(rN1l1)j1 ® b(N2l2)j2 . (C.l?))

0000

Usando las relaciones para las sumas sobre el producto de tres o cuatro coeficientes de

Clebsch-Gordan [56], se llega a la expresién final para la interaccién de Coulomb

Hcoul ==
2 ZNilijiL Vt{Nil"]’i} |:|:b(Nlll)j1 ® b(NQZQ)h] ® [b(Nsls)js ® b(N4l4)j4} } )
0000
(C.14)
donde
Viusy = > 3VEV(Zi + )2k + 1)(2s + D)2 + DV2L+ 1(2] + 1)
JN!N, Iy NrLg
X (—1)Ltietii= T ho Loy ls L 1y la J Iy
Jo 3 h Ja 5 7 Is L I

X

(N;-lra NRLRa J | Nllla N3l37 ‘])(er’l’y NRLR7 J | N2l27 N4l47 J)
X /d37ﬁ\1/7\7;lrlr ("“)V(\/ET)\I’NTZTZT(T) :
(C.15)
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Es posible observar que la integral que aparece en la ecuaciéon (C.15) no depende del
angulo del vector r, por lo que la integral sobre este simplemente resultara en una regla de

ortogonalidad de los armonicos esféricos, es decir,
/d%«\l/}lwrlr('r)V(\/§r)\IferrlT (r) = / rzdar,rlr(r)V(\/gr)leT (r) . (C.16)
0

Para un potencial del tipo r*, k € Z se tiene que la integral sobre r de la ecuacién anterior
se denomina integral de Talmi y sus valores son analiticos. Por ejemplo, para la interaccion

lineal se tiene que las integrales involucradas en los coeficientes del potencial son de la forma

fooo TszRn;lr (T)ﬂ\/iTRnrlr (r) =

T nglnl 1\, Nmin(ne,n;) (lr+s+1)!
\/554 F(n}+lr+%>f‘(nr+lr+%) ( 1)m n Zszo v s;(nﬁs)!(n;fs)yr(s,nﬁg)p(s,n,ﬁ%) )

(C.17)

=

mientras que las integrales para la parte Coulombiana de la interaccién son de la forma

fooo r2dr Ry, (T)ﬁRnrlr (r) =

1

nlIny! 2 min(ny,nl.) (lr+3)lr(nT*SJF%)F("/r*SJF%)
Vo T (nf i+ 3)T (nr+ir+3) I S\ (ry —)(nl—)! : (C.18)




Apéndice D
Remocion del Centro de Masa

Como ya fue mencionado en el Capitulo 1, la base de oscilador armoénico no es una base
relativista, es decir, no es invariante ante transformaciones del grupo de Lorentz. Sin embar-
go, es posible recuperar la invariancia Galileana al asegurar que los fonones construidos no
contengan excitaciones del centro de masa (CM), por ser esptirias.

En el presente apéndice se evaluaran dos métodos distintos para remover las excitaciones
del CM. La primera de ellas consiste en utilizar a las transformaciones Talmi-Moshinsky (TM)
para restringir la definicién de los fonones tinicamente al subespacio sin quantas de oscilacion
en su CM. La segunda de ellas requiere una modificacion a nivel de las ecuaciones de RPA

que permite separar e identificar a los estados espurios del espectro.

D.1. Remocion con transformaciones Talmi-Moshinsky
Como se expuso en la Seccion 1.2, la transformacion « realiza el cambio de base
(TNIl) = (\rk) .

Sin embargo, para remover el CM utilizando transformaciones TM sera necesario trabajar en

el esquema donde (N) estan bien definidos, por lo que resulta conveniente definir una base
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(mN1) via los operadores

,.,T o T
qT((Nl)ijf - 257r7(_1)%—7+5qT(Nl)jmcf ) (D].)

T

la cual se encuentra relacionada con la base (Amk) definida en la ecuacién 1.4 de la siguiente
manera

o _ ' "ot
Qe (N jmef — Z <aZ—(Nl)>\7rk) kakjmcf(sm(_l)%—'rﬂ : (D.2)
ATk

Cabe enfatizar que es importante remitir a todos nuestros operadores a la base (Ark) pues es
en tal base que el Hamiltoniano de propagacién libre es diagonal. Esquematicamente lo que

estamos haciendo es descomponer a la transformacién « en dos transformaciones sucesivas
o OéNl Ak
(TNIl) = (nNIl) =" (A\rk) ,

de manera que podamos definir a los pares en el esquema (wNI) para finalmente aplicar
una transformacion apn;_. que recupere la conexion con las excitaciones que si podemos
interpretar fisicamente, es decir, en el esquema (A7k).

Es posible demostrar que los operadores ¢ definidos en (D.2) satisfacen las reglas de anti-

conmutacién adecuadas

~7'|'/ Nlll *lmlcl ! ~-|- . 7_/ Nlll *lmlcl ! -i-
{q e ’qﬂ(Nl)jmcf} - 2(5 = 1)%*7’“’5 _1)s-TH {q (N s ’qT(Nl)jmcf}
= Za iprei8 OOy OOl

= 6 TN N0 mrmOe Oy fZ(S
= OurnOnN 0101 jOmrmOecOp s | (D.3)

donde se usé que ) (5 = 1 pues una y sélo una de las deltas se enciende en cada

1)?77“'1
posible valor de 7.

Ademas, utilizando lo anterior juntos con la definicién en (D.2) se obtiene que

~ (N'U)i'm!c ! ~T
{q ( ) ! 7q7l'(Nl)ijf}

- Z)\k‘T T ( N’l’)x\ﬂk) <Od(Nl))\7rk‘> 57r7(_1)%—7’+l’5ﬂ,7(_1)%—7+l57T'7F5j'j5m/m60/05f/f
!
RPN NP W 00 N 0 (D.4)
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por lo que se obtiene la relacién (que de otra manera seria poco evidente)

Z (ai’w’l’)“’f) (@i(m)m) Oyt O (=t = ONTNOUL (D-5)
AkT!T

D.1.1. Definicién del par sin excitaciones del centro de masa

Utilizando la ecuacién (D.2) puedo definir a los estados

JI
70 (Nala$)as 70Nl ) TMoT 1) = [ 10501 vl

* .
— Ja Jb
- Z)\a’raka Z)\bﬂ,kb <OéTa(Nala)>\aﬂ‘ak:a) <OéTb(Nblb)>\bﬂ'bk2b> 5ﬂa’(_1)%—7a+la 5ﬂb7(_1)%_7b+lb
JI'

X [Q;aﬂaka‘jaQ}‘bﬂ—bkbjb} MJ/J, ‘6> ) (D6>

donde el vacio |0) es aquél que es aniquilado por los operadores b y d de la ecuacién (1.20).
Se debe notar que he definido a los operadores ¢ en el esquema (ls)j y para poder utilizar

las transformaciones TM serd necesario transformar al esquema [s.

‘ﬂ'a(Nala%)jaa 7Tb<Nblb%)jb; JMJF:LL>

l, ¥ 4
a 2 a

= psUR by LGy ¢ ma(Nalad), m(Noly3); (LS).TMTp) . (D.7)
L S J

Podemos ademas utilizar la regla de completez sobre los coeficientes de Moshinsky para

encontrar la relacién que traduce al esquema de excitaciones relativas y de CM con la base

(Ak)

‘ﬂ_a(Nala%)jaa 7rb<Nblb%)jb; JMJF:U>

la % Ja
= ZLS ZN,.ITNRlRu Iy % b (NRlRa Nl L | Nala, Noly; L)
L S J

X |mamy, NplpNple; (LS)JM Ty (D-8)
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Relacionando lo anterior con la ecuacién (D.6) se tiene que

. * .
Ja Jb
Z/\a‘raka ZAbTbkb (O‘Ta(Naza),\awaka> <arb(Nblb)Abwbkb) 5%(_1)%7m+za 5%(_1)%7%“1,

r t JT -
X _Q)\aﬂakajaQ)‘bwbkbjb} Mop ‘O>

.

la 5 Ja
=205 2N Nen A b 5 b ¢ (NelR, Neles L | Nola, Nyly; L)
| L S J
X| o, Nrlg N (LS) I M T ) (D.9)

de donde podemos despejar al estado |m,my, NrlgpN,l.; (LS)JM ;') utilizando las reglas de
ortogonalidad tanto del 97 como de los coeficientes de Moshinsky, es decir, multiplicando y

sumando ambos lados de la ecuacién (D.9) por

la 5 Ja
Sus i, Lo, > (Nl NI L' | Nola, Nyl L) (D.10)
Jajb NalaNply

L s J

Por lo que se obtiene que

|7Ta7Tb, NRZRNT‘ZT‘; (LS)JMJFN>

la % ja
- ZNalaNblb(NRlR’ Nilv; L | Nala, Nyly; L) Zjajb Uq % Jo
L S J

. * .
Ja Jb
X Z)\aﬂlka Z,\mkb (ara(Nala))\aﬂ-aka> (arb(szb)A,,m,kb> 5%’(_1)%—m+za5%(_1)%77,,“,,

JI
X [Q;aﬂaka‘jaQ}‘bﬂ—bkbjb} My |O> . (Dl]_)
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Podemos introducir a los coeficientes

C]i\fi;rragjja%ﬂbkbjb
lo 5 Ja
ZTaNalaTbNblb u lb % jb (007 err; L | Nalm Nblb; L)
L S J
X <O[77'Z(Nala))\a7raka> <aiZ(Nblb))\b7rbkb> 571.(17(_1)%*7'a+la5ﬂ.b’(_1)%*75+lb ° (D12)

Por lo que finalmente los estados sin excitaciones del CM se pueden escribir como

oy Nplys (1,.9) I M T )

. . JU
_ Z CAaWaka]aAbﬂ'bkb]b QT Q ) |0>
= ZLidakajarvkoiy S NplnSJ AaTakaja ©AbTokpp M
J

o Z C%ﬂ'aka]‘a_%ﬂbkbjb bT dT JT ‘()>
o kajakpjo ~ NrlrSJ Takaja  Tokpjb M
JH
JI

—Lnikajo—Ltmpkyj
3TakaJa—5TbRbIb gt
+ Zkajakbjb CNTlTSJ |:d7raka.7ad7rbk‘bjbj| Myu |0> ) (D13>

donde hemos usado que en el caso en que (NgLg) = (00) se tiene necesariamente que L = [,.

En base a la construccion del estado de la ecuacién (D.13) podemos restringirnos solamente
a excitaciones de la forma [b'd'], omitiendo los términos de dispersién de un quark y un
antiquark como usualmente uno hace en las aproximaciones a nivel TDA y RPA, por lo que

la propuesta es definir

1 o . Jr
o _ gTakaja—gmokujy |7 f
VramyNely SIM Ty — E : CNTZTSJ bfrakajadfrbkbjb Mo (D.14)

kajakpis
Observamos que los coeficientes C3, 4, son reales asi que respecto a las viejas definiciones

de lo pares se tiene que

~F . %Wakaja_%ﬂ'bkbjb T
VramyNelp SIMsTp  — Nyl SJ Vrakaja,moksjo; T M T
kajakbjb
1 .1 .
s mampNeln SIM T 5Takaja=5T0kbib  mokaja,mpke iy MT
v = Nol,SJ Y : (D.15)

kaja kbjb
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Con lo anterior es inmediato calcular que
<(~)| [,Ayn;ngN;l;,st/r/M/m/7;ywawaTlTSJrMm} ‘()> =0 ’ (D.16)

mientras que para el tensor métrico se obtiene que

Al | arlml NALS T T M ! 41 0
(0| 5o .58 motsirat) 10)

I rakaja—tmokpis i makaja—smpkpd

o 3TMaRala=35TbrRb]b ~5TaRaJa—5THRbIb
- Zkajakbjb CN;Z;S/J CNTZTSJ 57r{17ra‘57r§,7rb5J’J5M_’,MJ5F’F5Mu : (D'17)
Es decir, la base de pares definida por la ecuacién (D.15) no es ortonormal. Es por ello que
resulta necesario llevar a cabo una ortonormalizacién de Gram-Schmidt sobre dicha base para
cada bloque con 7, m, J,I" fijos. Cada uno de estos bloques tendra tantos elementos de la

base ortonormal original {'yjra } como posibles combinaciones de estados con

kaja,mpkyiv; MyTw
ka; Ja, kb, J» dados. Denotemos a dicho nimero como n y sea k; = 1,--- ,n el indice que corre
sobre dichos estados.
Por otro lado, denotamos con m al nimero de estados posibles en la base {&laﬂb NoloSJTM )
y sea k. = 1,--- ,m el indice que corre sobre todas las posibles combinaciones de N,., [, y S.
En general n < m pues para un corte fijo en el espacio de cuantas accesibles N,,q. se

= N,

Amax

tendrd maximalmente N,

S + Ny, = 2N,4: v habra més estados descritos en el

sistema de movimiento relativo que en la base ortogonal original. Luego, no todos los estados
de la base son linealmente independientes, sino maximalmente n de ellos.

Por ejemplo, para Ny, =3y J = % fijo, s6lo los dos estados orbitales mas bajos s y p
son posibles, tal que el indice k£ corre sobre los valores kK = 1,2, de modo que n = 4 es la
cardinalidad del conjunto {k,|k, = 1,2} X {ky|ka = 1,2} x {jalja = 3} x {slso = 3}-

El procedimiento necesario es entonces realizar una ortonormalizacién de Gram-Schmidt

sobre un subespacio de dimensién n sobre el conjunto de vectores de movimiento relativo de

dimensién m, cuyos componentes se encuentran referenciados a la base ortonormal original
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mediante los n x m coeficientes C. Esto nos dara un nuevo conjunto de pares

~'i— o Wakajaﬂ-bkbjb T

Vramprr IMsTy — WNTJ Vrakaja,mykyjy;d MyTp
kajakbjb

3 ki ke i ) o

Pyﬂaﬂb,{TJMJru _ 2 : WTakajam b]b,ymkaja,ﬂbkamJMJF# 7 (D.18)
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donde los coeficientes W referencian a la base ortonormal original de acuerdo al algoritmo
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donde los traslapes entre estados se obtienen numéricamente referenciando siempre a la base
ortonormal original como si se tratara de un producto interno canénico (v|u) = vTu sobre R®
y norma |[v|| =/ (v|v).

Los pares tildados de la ecuacién (D.18) ya no tienen a los nimeros cudnticos N,, I, y S
bien definidos, sino que son una mezcla de estados con Nz = 0, es decir, dentro del subespacio
sin excitaciones de CM.

Notamos entonces que dados los viejos elementos de matriz de forward
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tendremos ahora una nueva matriz A definida por
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Anélogamente, para la matriz backward se tiene que
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ka.]a77rb b]b7J M/ Fl ! ka.]aer b.]va Ml Fl !

A .
donde las matrices Aﬂ ko jumokiind Mo Y B ki, r, SO0 las matrices de forward y

backward que ya han sido calculadas en el Apéndice B.

El hecho de restringir los calculos a un subespacio donde los fonones no presentan excita-
ciones de CM tiene la ventaja de reducir la dimensién de las matrices involucradas y por tanto
requiere de menor poder de computo y se eliminan los estados redundantes que surgen por
efectos de base. Ademds, se tiene la ventaja de haber recuperado un esquema (LS)J donde
es sencillo definir una posible interaccién espin-espin.

La principal desventaja del método es que se elimina la posibilidad de que el vacio de
la RPA tenga una estructura de pares de fonones acoplados a excitacién total de CM nula
aunque cada uno de sus componentes contenga excitaciones de CM, es decir, se pierde la
contribucién de estados de la forma [y} NR%TVT Nl
Es por lo anterior y por la simpleza de los calculos involucrados, que se prefiere optar por

la segunda opcion, donde se retiene una base con estados espurios, pero estos son separados

tras modificar las ecuaciones de la RPA. Esta opcién es descrita en la Seccion D.2.

D.2. Separacion exacta de estados espturios

El método mostrado en la presente Seccién ha sido modificado de [40] para incluir la
posibilidad de particulas con masas distintas como los componentes de los fonones utilizados en
la contrucciéon del método de RPA. Dicho método consiste en diagonalizar al Hamiltoniano en
la base original que contiene estados espurios, pero separando a estos de los modos intrinsecos.

En la Seccion 3.2 se definié al fonon RPA como

FL;FN = Z (‘Xvoz;abF'.)/;rLl‘);Flu - Ya;abFV&b;Fu) ) (D23)
ab
los cuales diagonalizan al Hamiltoniano que puede ser escrito de la siguiente manera

(Tp)(T) 1 a'b;T (Tp)(Tp) a'b':l’ ab;T"
H= Ao T+ 5 Z B ot (art) ( VoV A Yy H) - (D-24)

aba’t’ aba’ 4
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Cuantizando en el espacio de bosones RPA, los operadores de momento P y de coordenada

de CM R estan dados por

Plir‘,u = Zpab <7¢];B;F,u - fy&b;l’ﬁ)

ab
1
,R’lt,u = ﬁ Z MapTab (VlB;FH + 7%;1“/1) 5 (D25)
ab
donde los elementos de matriz p,, y 745 satistacen que pl, = —pap ¥ 75, = Tap Tespectivamente.

Ademas, se ha denotado por mg;, a la masa del par v, es decir, mgy, = mg, + my.

A diferencia de la referencia [40], los operadores P y R tienen en este caso indices magnéti-
cos y por ende se debe definir una regla de transformacién, la cual es elegida de manera
consistente con la forma en que transforman los pares ,y' al subir o bajar indices, es decir,

definimos
i
Pre — (Pltp> Pry = (_1)¢HPFN‘
T
RIH = <R}H> Rpp = (—1)% R (D.26)

Con lo anterior es posible demostrar que Pliu =Pr.y th# = Rryu, por lo cual se omite el
conjugado hermitiano { en adelante.

Una vez aclarada la notacion de indices, es posible determinar a la Masa total efectiva
M del fonén T' que aparece en la ecuacién (D.25) imponiendo la relacién de conmutacién

canodnica |Rpv,s, P'*| = 058" (en unidades naturales), con lo cual resulta ser
[228] I'"“u )

M =2 Z MabTabPab - (D27)
ab

En caso de que las energias de una particula sean autoconsistentes y se tenga un espacio de
particula-agujero completo (no truncado) se tendrd que M=M= > b Mab €s la masa total
real de los fonones y no sera necesario ningin procedimiento extra para recuperar la simetria
traslacional de los estados RPA.

Sin embargo, en el caso general, el hecho de que [7:;13;1‘#’ 73} # 0y [Vlé;rm R} # 0
muestra que el conjunto de bosones I' contiene mezclas de movimiento de CM. Es por ello
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que se desea transformar a la base de bosones a un nuevo conjunto {%:BT,,,WGB;F“} —
{73 R, gab T gaf’fﬂ} , que consiste en haber separado explicitamente a los modos P y R de

los bosones intrinsecos G' y G, satisfaciendo estos tltimos las relaciones de conmutacién

ab;Ip ot _
[g ! ’gal_J;F,u:| - 5a’a5b/b
[ga/(’,/;r,u’ ga&r#] =0
7] - o7 -
Gl R] = [0 R] =0 (D.28)
Para garantizar lo anterior sera necesario llevar a cabo un proceso de ortogonalizacion de

Gram-Schmidt -cuyos detalles no se muestran en el presente documento pero que puede ser

consultado en [40]-, con lo cual se obtiene que

7’15?11“ = 9 [VQE;FN,PF } RFu 4 [,YaE;Fu’RF ] ’PFM
T Z { [’yab " gT’b' I‘/J Gy - ['Yab o ga/b/ FM} gT/b/ Fu}
Cle/
Vlg;r" = [ Jabrp PFM] Ryt [ Tabirp RFM} Pry
f t a'tsT t o't ot
+ Z { |:ryaB;F;L7 ga/l;/;l"“i| g - |:/ya5;l—‘,u,’ g #] ga’B’;Fu} 5 (D29)

a't!

donde, a partir de (D.25) y de la relacién de conmutacién para las 4’s, se tiene que

0] 7]
[,Yaz;F,u’ RF/{| —— [VlB;FM7RF#i| = ﬁmabrab , (D?)O)
de modo que sustituyendo en (D.29) se tiene que
- ] 7 7. 177
,Yab,F,u _ _ZpabRFu + ﬁmabrabpru + Z { [,yab,l“u7 gZ’B’;FJ G® o' \Tu [,yab T .G° 'y FM} gT/b/ I‘,u}

/b/

T _ 1 at'i;Tp T a't;Tu t
’yaB;FM - ZpabRFM Mmabrabpf‘u + Z { [ ab T’ g a'bt'; Fu} g |:,yal;;1“u’ g } ga’B’;Fu} :
Ib/

(D.31)
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A su vez, se puede sustituir a la ecuacién (D.31) en el Hamiltoniano de la ecuacién (D.24)
obteniendo asi que H es, en términos de los nuevos bosones, de la forma

H o= aR"Rr,+ BoP P+ Reu ) (Q“m +G' GE;FM>

ab

+ P> Bab (gam - QT‘“—’?F“) +Hin (G,67) . (D.32)
ab

Los términos en (D.32) que son cuadréticos en P y en R corresponden a oscilaciones
espurias del CM, mientras que los términos lineales P y R generan acoplamientos espurios
entre los modos intrinsecos y el movimiento de CM. Dichos términos de acoplamiento deben
ser descartados y los modos verdaderamente intrinsecos deben obtenerse tinicamente diago-
nalizando a H;n:.

Los coeficientes a y 3, asi como el Hamiltoniano H;,; se pueden obtener directamente de
realizar la sustitucién de (D.31) en la expresién para H. Sin embargo, dicho proceder puede
resultar tedioso y es por ello que en [40] se propone la siguiente manera de determinarlos:

A partir de (D.32) y usando que de acuerdo a la ecuacién (D.30) los operadores G y GT

conmutan con P y R, se puede calcular que
[H’ PF“] = Qo (,R’F# [RFW PF/J + [RF#’ ,PF,u] RFM) + [Rl“ua PFM] Z Qgp (ga&F# + gTaE;Fu)
ab

(H,Rru] = Bo (PFM [Pru, Rryu) + [Pruy Rru] ’Pru) + 1 [Pry, Ryl Z Bab (gai)?rﬂ _ gTaB;Fu> _
ab

(D.33)
Utilizando la relacién canénica de conmutacion se tiene entonces que
(H,Pr] = 2i00Rru+iY . o (g“f’%“‘ + QL;;FJ
ab
(", Rru] = —2iBoPr, + Z Bab <ga5;m - gll‘);l—\‘u> : (D.34)
ab

con lo cual resulta inmediato obtener a g y 5y como

[[H. Pru], P"*] = —2ay
[[H, Rru] , R™] = =26, , (D.35)
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por lo cual es posible despejar al acoplamiento espuirio de la ecuacién (D.34) como

Hr

Rry Z Qab (gaé;m + QT“B?F“)
ab
= —iRm( [H,P"] + i [[H, Pry), P RF“>
Hp = Py Bu (G0~ glr)
ab
= iPr, ([ R™] — i [H, R, ) RT P (D.36)
Por ende, uno puede determinar a los acoplamientos espurios sin la necesidad de construir

explicitamente a los bosones G v GT. De hecho, uno puede evaluar a dichos acoplamientos en

términos de la base original de bosones v v 4f como se muestra a continuacién

R o't G
o Z Z(ab))(albl { bl Yo Z <7ab F;ﬂT YT A, Tu bw>}
aba/b/ aba/b’
b 1 a'b': b
Hp = Z Z(ab)(a’b’ { Vabr T i — B Z (Vig;pu’ﬁ il Ya'v';TpY b’m)} , (D.37)
aba’b’ aba’b’
donde
Ziyar) = 4%[ (Faw = ) + (Fap — ) ]
(ab)(a'V) WE MabTab\Ta't — Ma'v'Ta't Tab — MabTab )Mo v! o/t
Z(((f;))(a’b’) = _450 [pab(ﬁa/b’ - pa’b/) + (ﬁab - pab)pa/b’] s (D38)

mientras que los coeficientes estan dados por

apg = — Z DPab ( 55(;5) + ]B(arég(alj; >pa’b’
aba’b’
ay = Z MabTab (Ag{f BEZ{S%@%) My Tarty
2 by
For = 2% > (AT 4 BT iy
Pu = 252M > (ATDEE)  BERCEY g
M = —QiZmabrabpab . (D.39)

ab
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De este modo es posible remover del Hamiltoniano en (D.24) a los acoplamientos espiirios

dados por la ecuacién (D.37). Todo ello en términos de la base original de bosones. Es decir,
H =H—Hr —Hp . (D.40)

A nivel de las ecuaciones de RPA usuales, esto es equivalente a resolver el mismo sistema

pero modificando a las matrices forward y backward como se muestra a continuacién

RO T AT (Tp) 1 (R) P)
A = A (Z(ab)(a/b’) + Z(ab)(a’b’))

(ab)(a’t’) (ab)(a’t’) 9
BT _ pEwrw L om )
IB3(ab)((1’b’) - IB3((117)((1’1)’) 2 (Z(ab)(a’b’) Z(ab)(a’b’)) : (D41>

A su vez, dicha modificacién es equivalente en términos del Hamiltoniano (D.32) escrito

como funcién de P y R, al Hamiltoniano
H = aR"™Rry + BoP " Pr, + Hine (G.G") . (D.42)

Es decir, atin no se ha removido el término espirio correspondiente a la oscilacién del CM
dada por agR? + ByP?. Sin embargo, dicho modo aparece a una energfa finita y se separa de

manera exacta del resto del espectro con la energia

ECM = 2\/ CYO/BO . (D43)

En general las soluciones obtenidas mediante el proceso mostrado en el presente Apéndice
son positivas. En el caso de que ag < 06 8y < 0 uno puede agregar un término A (agR? + ByP?)
al Hamiltoniano.

En el caso particular del presente modelo, la energia del estado puramente de CM FEj
resulta ser del orden de 3 GeV, por lo que esta muy por encima de los estados mesénicos

presentados en el Capitulo 5.
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