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Introducción.

En los últimos años ha sido de gran interés el estudio de ciertas ret́ıculas asociadas a
un anillo, dada su utilidad para caracterizar algunos anillos importantes. Tal es el caso
de la ret́ıcula de ideales del anillo que nos ayuda a determinar si un anillo es campo,
debido a que un anillo conmutativo R es un campo si y sólo si la ret́ıcula de ideales de
R tiene únicamente dos elementos.
Una ret́ıcula es un conjunto con un orden parcial, donde cualesquiera dos de sus elemen-
tos a y b tienen ı́nfimo y supremo (denotados por a∧ b, a∨ b). Diremos que una ret́ıcula
es acotada si tiene elemento mayor (1) y elemento menor (0), un ejemplo de ret́ıcula
acotada es el conjunto de ideales izquierdos de un anillo ordenados por la contención.
Una gran ret́ıcula es una clase con un orden parcial, que satisface la definición de ret́ıcu-
la salvo por la parte de ser un conjunto; un seudocomplemento de un elemento a de la
ret́ıcula es un elemento b que es máximo en el conjunto de los elementos de la ret́ıcula
que cumplen que el ı́nfimo de ellos con a es 0 y un seudocomplemento fuerte de a es el
mayor en dicho conjunto. Un elemento de la ret́ıcula puede tener más de un seudocom-
plemento y en caso de tener seudocomplemento fuerte este es único.
En este trabajo se analizarán las ret́ıculas de clases de módulos determinadas por algu-
nas propiedades de clausura, éstas nos pueden ofrecer información sobre el anillo en el
que se está trabajando y, de manera inversa, el anillo puede darnos información sobre
algunas de las ret́ıculas de clases de módulos asociadas a éste. Por ejemplo, un anillo es
local izquierdo y semiartiniano izquierdo si y sólo si la ret́ıcula de clases cerradas bajo
submódulos, productos directos, cápsulas inyectivas y extensiones consta de únicamente
dos elementos.
Estudiaremos, en espećıfico, los seudocomplementos fuertes en las grandes ret́ıculas de
clases hereditarias (L{≤}), clases cohereditarias (L{�}) y la ret́ıcula de teoŕıas de torsión
hereditarias. A los seudocomplementos en L{≤} y L{�} se les conoce como clases na-
turales y clases conaturales respectivamente, además, éstos forman ret́ıculas ordenadas
por contención que se les conoce como R− nat y R− conat.
Para este trabajo consideraremos anillos con unidad, y le llamaremos módulos a los
R-módulos izquierdos a menos que se especifique lo contrario. Además, f : N � M
denotará un monomorfismo f : N → M y g : N � M denotará un epimorfismo
g : N →M .
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Caṕıtulo 1

Preliminares.

En este caṕıtulo enunciaremos la teoŕıa básica necesaria para este trabajo.

1.1. Ret́ıculas.

Definición 1.1.1. Sea X un conjunto. Una relación ≤ binaria en X es un orden parcial
si :
1) x ∈ X ⇒ x ≤ x, ∀x ∈ X (reflexividad).
2) x, z ∈ X, x ≤ z y z ≤ x⇒ x = z (antisimetŕıa).
3) x,w, z ∈ X, x ≤ w y w ≤ z ⇒ x ≤ z (transitividad).

Definición 1.1.2. Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado, a es ı́nfimo de Y ⊆ X
si:
1) ∀b ∈ Y , a ≤ b.
2) x ≤ b ∀b ∈ Y ⇒ x ≤ a.
Se dice que a es supremo de Y si :
1) ∀b ∈ Y , b ≤ a.
2) b ≤ x ∀b ∈ Y ⇒ a ≤ x.
Denotaremos como a ∧ b al ı́nfimo de {a, b} ⊆ L y a ∨ b al supremo de {a, b} ⊆ L, en
caso de que estos existan.

Definición 1.1.3. Un conjunto parcialmente ordenado (L,≤) es una ret́ıcula si ∀a, b ∈
L, {a, b} tiene supremo e ı́nfimo, es decir, existen a ∨ b y a ∧ b.
En el caso de que cualquier C ⊆ L tenga supremo e ı́nfimo diremos que la ret́ıcula es
completa.

Definición 1.1.4. Sean (L,≤) un orden parcial y a ∈ L.
1) a es el elemento menor de L si a ≤ x ∀x ∈ L.
2) a es elemento mayor de L si x ≤ a ∀x ∈ L.
3) a es un elemento mı́nimo de L si ∀x ∈ L , x ≤ a ⇒ x = a.
4) a es un elemento máximo de L si ∀x ∈ L , a ≤ x ⇒ x = a.

Notación 1.1.5. Denotaremos como 1 al elemento mayor de un orden parcial (L,≤) y
0 al elemento menor en caso de existir.

7
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Definición 1.1.6. Una ret́ıcula (L,≤) es acotada si tiene elemento mayor y menor.

Definición 1.1.7. Una gran ret́ıcula es una clase propia L con un orden parcial ≤ que
cumple con las propiedades de ser ret́ıcula, salvo la parte de ser un conjunto.

Definición 1.1.8. Sea L una gran ret́ıcula con elemento menor 0.
Decimos que a es seudocomplemento de b si a es máximo en el conjunto {x ∈ L|x∧ b =
0}. Decimos que a es seudocomplemento fuerte de b si a es el mayor elemento en
{x ∈ L|x ∧ b = 0}.

Definición 1.1.9. Llamaremos esqueleto (fuerte) a la clase de los seudocomplementos
(fuertes) de una gran ret́ıcula acotada L y lo denotaremos por (S−)Skel(L).

Proposición 1.1.10. Sea L una gran ret́ıcula con elemento menor 0, si a∈L tiene un
seudocomplemento fuerte, este es único.

Demostración. Sean b y b’∈ L seudocomplementos fuertes de a. Entonces a∧b=0=a∧b’,
aśı que b≤b’ y b’≤ b por ser b y b’ seudocomplementos fuertes ∴ b=b’ por ser ≤ un
orden parcial.

Definición 1.1.11. Sea L una ret́ıcula acotada con elemento menor 0 y elemento mayor
1, decimos que a es complemento de b si a∧b=0 y a∨b=1.

Definición 1.1.12. Una ret́ıcula L es distributiva si:
a∨ (b∧ c) = (a∨ b)∧ (a∨ c) y a∧ (b∨ c) = (a∧ b)∨ (a∧ c) para cualesquiera a, b, c ∈ L.

Observación 1.1.13. Diremos que una gran ret́ıcula L es (fuertemente) seudocomple-
mentada si todo elemento de L tiene seudocomplemento (fuerte).
Le diremos complementada si todo elemento en L tiene complemento y le diremos ret́ıcu-
la de Boole si es distributiva y complementada.

1.2. Núcleos, conúcleos, producto fibrado y copro-

ducto fibrado.

Definición 1.2.1. Sea f : M → N un morfismo.
1) Llamaremos a {x ∈M |f(x) = 0} el núcleo de f y lo denotaremos por Ker(f).

2) Llamaremos a
N

Im(f)
el conúcleo de f y lo denotaremos por Coker(f).

Teorema 1.2.2. (Propiedad universal del núcleo). Sea f : N →M un morfismo.
Si g : L → N es un morfismo tal que f ◦ g = 0, entonces existe un único morfismo
h : L→ Ker(f) que hace conmutativo el siguiente diagrama:

0 // Ker(f) i // N
f //M

L

g

OO
0

>>

h

cc

.
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Teorema 1.2.3. (Propiedad universal del conúcleo). Sea f : N →M un morfis-
mo. Si g : M → L es un morfismo tal que g ◦ f = 0, entonces existe un único morfismo
h : Coker(f)→ L que hace conmutativo el siguiente diagrama:

N
f //

0

  

M
π //

g

��

Coker(f) //

h
zz

0

L .

Definición 1.2.4. Sean f : N →M y g : N → L morfismos de módulos. El coproducto
fibrado de f y g es un módulo P junto con l : L→ P y j : M → P morfismos, tales que
l◦g = j ◦f y si h : M → Q y m : L→ Q son morfismos tales que h◦f = m◦g, entonces
existe un único morfismo k : P → Q que hace conmutativo el siguiente diagrama:

Q

L
l
//

m

77

P

k

>>

N
f //

g

OO

M

j

OO
h

GG

.

Observación 1.2.5. Sean f : N → M y g : N → L morfismos de módulos. El
coproducto fibrado de f y g es único salvo isomorfismo, es decir, si (P, l, j) y (P ′, l′, j′)
son coproductos fibrados de f y g, entonces P ∼= P ′.
Por otro lado si γ : P → P ′ es un isomorfismo y (P, l, j) es el coproducto fibrado de f
y g, entonces (P ′, γl, γj) es un coproducto fibrado de f y g.

Teorema 1.2.6. Sean f : N →M y g : N → L morfismos de módulos.

Si T= {(f(x),−g(x)) ∈ M
⊕

L|x ∈ N}, entonces
M

⊕
L

T
junto con los morfismos

l : L→ M
⊕

L

T
y j : M → M

⊕
L

T
dados por l(z) = (0, z) + T y j(y) = (y, 0) + T es el

coproducto fibrado de f y g.

Teorema 1.2.7. Sean 0 // N
f //M

h // L // 0 una sucesión exacta y g : N →
Q un morfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes para P ∈ R−mod:
1) P es el coproducto fibrado de f y g.
2) Existe un diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // Q
f ′ // P h′ // L //

IdL

0

0 // N

g

OO

f //M

g′

OO

h // L // 0 .

Demostración. 1)⇒ 2)
Al ser el coproducto fibrado único salvo isomorfismo, podemos considerar a P , g′ = j
y f ′ = l como en el Teorema 1.2.6. Ahora consideremos el morfismo g′ : P → L dado
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por h′((a, b) + T ) = h(b).
Si l(a) = (a, 0) + T = 0, entonces (a, 0) = (g(e),−f(e)) para algún e ∈ N , por lo que
f(e) = 0, aśı que e = 0 ya que f es inyectiva. Entonces g(e) = 0 = a, por lo que l es
inyectiva.
Ahora tenemos que Im(f) ⊆ Ker(h′) ya que h′l = 0. Demostraremos la otra conten-
ción. Si (a, b)+T ∈ Ker(h′), entonces h(b) = 0, por lo que existe c ∈ N tal que b = f(c),
ya que b ∈ Ker(h) = Im(f). Aśı que (a, b) + T = (a, f(c)) + T = (a + g(c), 0) + T
∈ Im(l).
Ahora, si c ∈ L, entonces c = h(b) para algún b ∈M . Aśı que h′((0, b) + T ) = c, por lo
que h′ es un epimorfismo.
Además, lg = jf y h′j = h, por lo que el siguiente diagrama es conmutativo con ren-
glones exactos

0 // Q
l // P

h′ // L //

IdL

0

0 // N

g

OO

f //M

j

OO

h // L // 0 .

2)⇒ 1)
Consideremos (A, l, j) el coproducto fibrado de f y g descrito en el Teorema 1.2.6. Por
lo que probamos en 1)⇒ 2) existe un diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // Q l // A h′′ // L //

IdL

0

0 // N

g

OO

f //M

j

OO

h // L // 0 .

Además, por hipótesis, existe el diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // Q
f ′ // P h′ // L //

IdL

0

0 // N

g

OO

f //M

g′

OO

h // L // 0 .

Por otro lado, existe α : A→ P que hace conmutativo el siguiente diagrama

P

Q
l
//

f ′
77

A

α

>>

N
f //

g

OO

M

j

OO g′

GG

.

De donde obtenemos que hf = h′f ′g = 0 , h′′l = h′αl = h′f ′ = 0 y h′′j = h =
h′g′ = h′αj, por lo que los siguientes diagramas son conmutativos
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P

Q
l
//

h′f ′
77

A

h′′

>>

N
f //

g

OO

M

j

OO h

GG P

Q
l
//

h′f ′
77

A

h′α

>>

N
f //

g

OO

M

j

OO h

GG

.

Por lo que h′α = h′′, ya que (A, l, j) es el coproducto fibrado de f y g, entonces el
siguiente diagrama es conmutativo con renglones exactos

0 // Q
l // A

h′′ // L //

IdL

0

0 // Q

IdQ

f ′ // P

α

OO

h′ // L // 0 .

∴ α es un isomorfismo, por lo que P es el coproducto fibrado de f y g.

A partir de este momento nos referiremos como el coproducto fibrado de f : N →M
y g : N → L únicamente al módulo de la terna de la definición 1.2.4.

Definición 1.2.8. Sean f : M → N y g : L→ N morfismos de módulos. El producto
fibrado de f y g es un módulo P junto con l : P → L y j : P →M morfismos tales que
g◦ l = f ◦j y si h : Q→M y m : Q→ L son morfismos tales que f ◦h = g◦m, entonces
existe un único morfismo k : Q→ P que hace conmutativo el siguiente diagrama:

L g
// N

P
j //

l

OO

M

f

OO

Q
h

77

k

??
m

GG

.

Observación 1.2.9. Sean f : M → N y g : L → N morfismos de módulos. El
producto fibrado de f y g es único salvo isomorfismo, es decir, si (P, l, j) y (P ′, l′, j′)
son productos fibrados de f y g, entonces P ∼= P ′.
Por otro lado, si γ : P ′ → P es un isomorfismo y (P, l, j) es el producto fibrado de f y
g, entonces (P ′, lγ, jγ) es un producto fibrado de f y g.

Teorema 1.2.10. Si f : M → N y g : L → N morfismos de módulos, entonces
P = {(x, y) ∈ M × L|f(x) = g(y)} junto con los morfismos l : P → L y j : P → M ,
las proyecciones canónicas de P a L y M respectivamente, es el producto fibrado de f
y g.

Teorema 1.2.11. Sean 0 // Q
h // L

g // N // 0 sucesión exacta y f : M → N

morfismo. Las siguientes condiciones son equivalentes para P ∈ R−mod:
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1) P es el producto fibrado de f y g.
2) Existe un diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // Q h // L
g // N // 0

0 // Q h′ //

IdQ

P
g′ //

f ′

OO

M //

f

OO

0 .

Demostración. 1)⇒ 2)
Al ser el producto fibrado único salvo isomorfismo, podemos considerar a P , f ′ = l y
g′ = j como en el Teorema 1.2.10. Ahora consideremos el morfismo h′ : N → P dado
por h′(x) = (0, h(x)) que está bien definido ya que gh(x) = 0 = f(0).
Si h′(x) = (h(x), 0) = (0, 0), entonces h(x) = 0. Por lo que x = 0 ya que h es inyectiva
∴ h′ es inyectiva.
Ahora tenemos que Im(h′) ⊆ Ker(j) ya que jh′ = 0. Demostraremos la otra conten-
ción. Si j((a, b)) = 0, entonces a = 0, por lo que f(a) = 0 = g(b), entonces b = h(c) para
algún c ∈ Q, ya que b ∈ Ker(g) = Im(h). Aśı que h′(c) = (0, h(c)) = (a, b) ∈ Im(h′).
Ahora, si c ∈ M , entonces f(c) = g(x) para algún x ∈ L ya que g es sobreyectiva. Aśı
que (c, x) ∈ P y j((c, x)) = c, por lo que j es un epimorfismo.
Además, lh′ = h y fj = gl, por lo que el siguiente diagrama es conmutativo con ren-
glones exactos

0 // Q h // L
g // N // 0

0 // Q
h′ //

IdQ

P
j //

l

OO

M //

f

OO

0 .

2)⇒ 1)
Consideremos (A, l, j) el producto fibrado de f y g descrito en el Teorema 1.2.10. Por
lo que probamos en 1)⇒ 2) existe un diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // Q h // L
g // N // 0

0 // Q h′′ //

IdQ

A
j //

l

OO

M //

f

OO

0 .

Además, por hipótesis, existe el diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // Q h // L
g // N // 0

0 // Q h′ //

IdQ

P
g′ //

f ′

OO

M //

f

OO

0 .

Por otro lado, existe α : P → A que hace conmutativo el siguiente diagrama

L g
// N

A
j //

l

OO

M

f

OO

P
g′

77

α

??
f ′

GG

.
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De donde obtenemos que gh = fg′h′ = 0 , jh′′ = jαh′ = g′h′ = 0 y h′′l = h =
f ′h′ = lαh′, por lo que los siguientes diagramas son conmutativos

L g
// N L g

// N

A
j //

l

OO

M

f

OO

A
j //

l

OO

M

f

OO

Q
g′h′

77

h′′

??
h

GG

Q
g′h′

77

αh′

??
h

GG

.

por lo que αh′ = h′′, ya que (A, l, j) es el producto fibrado de f y g, entonces el
siguiente diagrama es conmutativo con renglones exactos

0 // Q h′′ // A
j //M // 0

0 // Q
h′ //

IdQ

P
g′ //

α

OO

M //

IdM

0 .

∴ α es un isomorfismo, por lo que P es el producto fibrado de f y g.

A partir de este momento nos referiremos como el producto fibrado de los morfismos
f : M → N y g : L → N únicamente al módulo que forma parte de la terna de la
definición 1.2.8.

1.3. Módulos inyectivos.

Definición 1.3.1. Un R módulo E es inyectivo si cualquier diagrama de morfismos de
R módulos

E

0 // A
f //

g

OO

B

puede extenderse a un diagrama conmutativo

E

0 // A
f //

g

OO

B

h

``

.

Es decir, ∃h : B −→ E morfismo tal que h ◦ f=g.

Teorema 1.3.2. Son equivalentes para E ∈ R−mod:
1) E es inyectivo.
2) Toda sucesión exacta 0 // E // N //M // 0 se escinde.
3) Hom(�,E) es un funtor exacto.
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Lema 1.3.3. (Criterio de Baer). Un R módulo E es inyectivo si y sólo si para cual-
quier I ideal izquierdo de R, se tiene que cualquier diagrama de morfismos de R módulos

E

0 // I
f //

g

OO

R

puede extenderse a un diagrama conmutativo

E

0 // I
f //

g

OO

R

h

__

.

Es decir, ∃h : R −→ E morfismo tal que h ◦ f=g.

Teorema 1.3.4.
∏
i∈I
Ei es inyectivo si y sólo si Ei es inyectivo para toda i ∈ I.

Teorema 1.3.5. Todo módulo puede sumergirse en un módulo inyectivo, es decir,
∀M ∈ R−mod existe un monomorfismo i : M → E, con E módulo inyectivo.

1.4. Monomorfismos esenciales y la cápsula inyecti-

va de un módulo.

Definición 1.4.1. N ≤ M es esencial en M si para cada Q 6= 0 submódulo de M se
cumple que N ∩Q 6= 0.

Proposición 1.4.2. Son equivalentes para N ≤M :
1) N es esencial en M .
2) ∀Q ≤M , N ∩Q = 0 ⇒ Q = 0.

Teorema 1.4.3. Sea N ≤ M . El conjunto {N ′ ≤ M | N ∩ N ′ = 0 } tiene elemento
máximo. Dicho elemento se llama seudocomplemento de N en M .

Observación 1.4.4. Si N ′ es el seudocomplemento de N en M , entonces N
⊕

N ′ es
esencial en M .

Definición 1.4.5. Se dice que un monomorfismo f : N → M es esencial si Im(f) =
f(N) es esencial en M .

Teorema 1.4.6. Son equivalentes para un monomorfismo f : N →M :
1) f es un monomorfismo esencial.
2) ∀ g : M → X morfismo , g ◦ f es monomorfismo ⇒ g es monomorfismo.

Definición 1.4.7. Una extensión esencial de un módulo M es un módulo E que contiene
a M de tal manera que la inclusión canónica de M en E es un monomorfismo esencial.
Además, si la contención es propia decimos que E es un extensión esencial propia de
M.
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Teorema 1.4.8. Un módulo E es inyectivo si y sólo si E no tiene extensiones esenciales
propias.

Teorema 1.4.9. Las siguientes condiciones para un módulo E que contiene a un módulo
M son equivalentes:
1) E es una extensión esencial máxima de M.
2) E es una extensión esencial de M y E es inyectivo.
3) E es inyectivo y no hay inyectivo E’ con M ⊆ E ′ ( E.

Definición 1.4.10. A un módulo que satisface cualquiera de las condiciones del Teo-
rema 1.4.9 se le llama una cápsula inyectiva de M .

Teorema 1.4.11. Todo módulo tiene una cápsula inyectiva y ésta es única salvo iso-
morfismo.

Notación 1.4.12. Ahora ya podemos hablar de ”la cápsula inyectiva”de M ∈ R−mod,
la cual denotaremos por E(M).

1.5. Módulos proyectivos.

Definición 1.5.1. Un R módulo P es proyectivo si cualquier diagrama de morfismos
de R módulos

A
f // B // 0

P

g

OO

puede extenderse a un diagrama conmutativo

A
f // B // 0

P

g

OO

h

__

.

Es decir, ∃h : P −→ A morfismo tal que f ◦ h=g.

Teorema 1.5.2. Son equivalentes para P ∈ R−mod:
1) P es proyectivo.
2) Toda sucesión exacta 0 //M // N // P // 0 se escinde.
3) Hom(P, �) es un funtor exacto.

Teorema 1.5.3. P es proyectivo si y sólo si existen M ∈ R −mod y X conjunto tal
que P

⊕
M ∼= R(X), es decir, P es sumando directo de un libre.

Teorema 1.5.4.
⊕
i∈I
Pi es proyectivo si y sólo si Pi es proyectivo para toda i ∈ I.
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1.6. Epimorfismos superfluos y la cubierta proyec-

tiva de un módulo.

Definición 1.6.1. Sea N ≤M . Se dice que N es superfluo en M si ∀U ≤M , N +U =
M ⇒ U = M .

Definición 1.6.2. Un epimorfismo g : M → N es superfluo si Ker(g) es superfluo en
M .

Definición 1.6.3. La pareja ordenada (P, g) es una cubierta proyectiva de M si P es
proyectivo y g : P →M epimorfismo superfluo.

A partir de este momento nos referiremos como una cubierta proyectiva de M úni-
camente al módulo que forma de la pareja ordenada de la definición 1.6.3.

Teorema 1.6.4. Sea M ∈ R −mod. Si M tiene cubierta proyectiva, entonces esta es
única salvo isomorfismos.

Notación 1.6.5. Sea M ∈ R −mod, denotaremos por P (M) a la cubierta proyectiva
de M en caso de que esta exista.

1.7. Generadores y cogeneradores en R-mod.

Definición 1.7.1. M ∈ R − mod es un generador (en R − mod) si cada R-módulo
puede ser cubierto por una suma directa de copias de M , es decir, ∀N ∈ R−mod existe
X conjunto y π : M (X) → N epimorfismo.

Teorema 1.7.2. R es un generador.

Definición 1.7.3. M ∈ R − mod cogenera a N ∈ R − mod si N se sumerge en un
producto de copias de M , es decir, existe X conjunto y i : N →MX monomorfismo.

Definición 1.7.4. M ∈ R −mod es un cogenerador (en R-mod) si cada R-módulo se
sumerge en un producto de copias de M , es decir, M cogenera a cualquier R-módulo.

Teorema 1.7.5. Sea E un R-módulo inyectivo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
1) E es cogenerador.
2) Hom(S,E) 6= 0 para todo S módulo simple.
3) E cogenera a cualquier R-módulo simple.

Corolario 1.7.6. Si A es un conjunto irredundante de R-módulos simples, entonces∏
T∈A

E(T ) es un cogenerador inyectivo.
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Teorema 1.7.7. Sea A es un conjunto irredundante de R-módulos simples. Son equi-
valentes para C ∈ R−mod inyectivo:
1) C es un cogenerador.
2) Para todo T ∈ R−mod simple, E(T ) es isomorfo a un sumando directo de C.
3)

⊕
T∈A

E(T ) es isomorfo a un submódulo de C.

Corolario 1.7.8. Si A es un conjunto irredundante de R-módulos simples, entonces
E(

⊕
T∈A

T ) es el cogenerador inyectivo menor.
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Caṕıtulo 2

Grandes ret́ıculas de clases de
R-módulos.

Después de haber establecido algunos de los conceptos necesarios para el desarrollo
de este trabajo, pasaremos a definir propiedades de clausura y las grandes ret́ıculas
de clases de módulos que inducen. Además, veremos como generar en algunas grandes
ret́ıculas de clases de módulos definidas mediante propiedades de clausura, es decir,
tomaremos una clase de módulos ζ y P un conjunto de propiedades de clausura, para
encontrar el menor elemento de la gran ret́ıcula asociada a P que contiene a ζ.

2.1. Clases definidas bajo propiedades de clausura.

Definición 2.1.1. Sea ζ una clase de R-módulos. Diremos que:
a) ζ es abstracta si es cerrada bajo isomorfismos; es decir, si N∼=M y M∈ ζ, entonces
N∈ ζ.
b) ζ es hereditaria si es cerrada bajo submódulos; es decir, si M ∈ ζ y ∃f : N → M
monomorfismo, entonces N ∈ ζ.
c) ζ es cohereditaria si es cerrada bajo imágenes de morfismos; es decir, si N∈ ζ y
∃f : N →M morfismo, entonces Im(f) ∈ ζ.
d) ζ es cerrada bajo productos si

∏
i∈I
Mi ∈ ζ, siempre que {Mi}i∈I ⊆ ζ.

e) ζ es cerrada bajo sumas directas si
⊕
i∈I
Mi ∈ ζ, siempre que {Mi}i∈I ⊆ ζ.

f) ζ es cerrada bajo cápsulas inyectivas si M ∈ ζ, entonces E(M) ∈ ζ.

g) ζ es cerrada bajo extensiones si N,L ∈ ζ y 0 // N
f //M

g // L // 0 es una
sucesión exacta, entonces M ∈ ζ.
h) ζ es cerrado bajo extensiones esenciales si M ∈ ζ y ∃f : M → N monomorfismo
esencial, entonces N ∈ ζ.

i)ζ es cerrada bajo epimorfismos superfluos si L ∈ ζ y 0 // N
f //M

g // L // 0
es una sucesión exacta con f(N)�M , entonces M ∈ ζ.

Definición 2.1.2. Denotaremos por:
a) L{≤} la clase de todas las clases hereditarias.

19
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b) L{�} la clase de todas las clases cohereditarias.
c) L{∏} la clase de todas las clases cerradas bajo productos.
d) L{⊕} la clase de todas las clases cerradas bajo sumas directas.
e) L{E} la clase de todas las clases cerradas bajo tomar cápsulas inyectivas.
f) L{ext} la clase de todas las clases cerradas bajo extensiones .

En general, si A es un conjunto de propiedades de clausura, denotaremos por LA la
clase de todas clases cerradas bajo las propiedades de A.

Observación 2.1.3. Es claro que L{≤,E,⊕}=L{≤} ∩ L{E} ∩ L{⊕}. En general si A es
un conjunto de propiedades de clausura, LA=

⋂
p∈A

L{p}.

Observación 2.1.4. Si A⊆ {≤,�, E,
∏
,
⊕
}, LA es una gran ret́ıcula cuyo orden

está definido por ζ ≤ ζ ′ ⇔ ζ ⊆ ζ ′, el ı́nfimo es la intersección de clases, es decir,
ζ ∧ ζ ′ = ζ ∩ ζ ′ y el supremo de ζ, ζ ′ ∈ LA como ζ ∨ ζ ′ = ∩{C|ζ ∪ ζ ′ ⊆ C y C ∈ LA} que
está bien definido ya que R-mod ∈ LA, ∀A ⊆ {≤,�, E,

∏
,
⊕
}.

Notación 2.1.5. Denotaremos ζS−
⊥A el seudocomplemento fuerte de ζ en LA y ζ⊥A a

un seudocomplemento en L{A} en caso de que estos existan.

2.2. Generación de clases en las ret́ıculas L{≤,Π},

L{�,Π}, L{�,≤}, L{≤,E,Π} y L{≤,E,⊕}.

Notación 2.2.1. Sea A un conjunto de propiedades de clausura y ζ una clase de R
módulos. Denotamos como ξA(ζ) a la menor clase de módulos que contiene a ζ y que
es cerrada bajo las propiedades de A.

Notación 2.2.2. Sean A,A’ conjuntos de propiedades de clausura y ζ una clase de
R-módulos, entonces definiremos ξAξA′(ζ) = ξA ◦ ξA′(ζ) = ξA(ξA′(ζ)).

Teorema 2.2.3. Si ζ es una clase de R módulos, entonces:
1) ξ{≤}(ζ)= {N |∃f : N � C,C ∈ ζ}.
2) ξ{E}(ζ)= ζ ∪ {E(N)|N ∈ ζ}.
3) ξ{�}(ζ)= {M |∃f : C �M,C ∈ ζ}.

Demostración. 1) Sea K ∈ {N |∃f : N � C,C ∈ ζ}, entonces existen M ∈ ζ y
f : K →M tal que f es un monomorfismo.
Si N’ ∈ R-mod y g : N ′ � K un monomorfismo, entonces fg : N ′ � M es un mono-
morfismo con M ∈ ζ.
∴ {N |∃f : N � C,C ∈ ζ} ∈ L{≤}.
Si M ∈ ζ, entonces idM : M � M es monomorfismo, por lo que M ∈ {N |∃f : N �
C,C ∈ ζ} ∴ ζ ⊆ {N |∃f : N � C,C ∈ ζ}.
Ahora sea ζ ′ ∈ L{≤} tal que ζ ⊆ ζ ′. Si N ∈ {N |∃f : N � C,C ∈ ζ}, entonces existen
M ∈ ζ y f : N →M tal que f es monomorfismo, por lo que N ∈ ζ ′ ya que ζ ′ ∈ L{≤}.
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∴ {N |∃f : N � C,C ∈ ζ} ⊆ ζ ′

∴ ξ{≤}(ζ)= {N |∃f : N � C,C ∈ ζ} por definición.

2)Si K ∈ ζ ∪ {E(N)|N ∈ ζ}, entonces K ∈ ζ o K ∈ {E(N)|N ∈ ζ}.
Si K ∈ ζ, entonces E(K) ∈ {E(N)|N ∈ ζ} ∴ E(K) ∈ ζ ∪ {E(N)|N ∈ ζ}.
Si K ∈ {E(N)|N ∈ ζ}, entonces K = E(M) para algún M ∈ ζ, por lo que K es inyec-
tivo ∴ K=E(K) ∴ E(K)∈ ζ ∪ {E(N)|N ∈ ζ} ∴ ζ ∪ {E(N)|N ∈ ζ} ∈ L{E}.
Es claro que ζ ⊆ ζ ∪ {E(N)|N ∈ ζ}, aśı que sólo bastaŕıa demostrar que es la menor
clase.
Sea ζ ′ ∈ L{E} tal que ζ ⊆ ζ ′.
Si K ∈ ζ ∪ {E(N)|N ∈ ζ}, entonces K ∈ ζ o K ∈ {E(N)|N ∈ ζ}.
Si K ∈ ζ, entonces K ∈ ζ ′ ya que ζ ⊆ ζ ′; si K ∈ {E(N)|N ∈ ζ}, entonces K = E(M)
para algún M ∈ ζ ∴ K = E(M) ∈ ζ ′ ya que ζ ′ ∈ L{E} ∴ ζ ∪ {E(N)|N ∈ ζ} ⊆ ζ ′

∴ ξ{E}(ζ)= ζ ∪ {E(N)|N ∈ ζ} por definición.

3)Si N ∈ {M |∃f : C � M,C ∈ ζ}, entonces ∃g : C � N epimorfismo con C ∈ ζ;
sea h : N → N ′ un epimorfismo, entonces hg : C → N ′ es epimorfismo, por lo que N’
∈ {M |∃f : C �M,C ∈ ζ} ∴ {M |∃f : C �M,C ∈ ζ} ∈ L{�}.
Además, tenemos que idN : N → N es un isomorfismo, en particular epimorfismo,
∀N ∈ ζ, entonces N ∈ {M |∃f : C � M,C ∈ ζ}, ∀N ∈ ζ ∴ ζ ⊆ {M |∃f : C � M,C ∈
ζ}.
Sea ζ ′ ∈ L{�} tal que ζ ⊆ ζ ′.
Ahora si N ∈ {M |∃f : C �M,C ∈ ζ}, entonces ∃g : C � N epimorfismo con
C ∈ ζ ⊆ ζ ′, entonces N ∈ ζ ′ ya que ζ ′ ∈ L{�} ∴ {M |∃f : C �M,C ∈ ζ} ⊆ ζ ′.
∴ ξ{�}(ζ)= {M |∃f : C �M,C ∈ ζ} por definición.

Teorema 2.2.4. Si ζ es una clase de R módulos, entonces:
1) ξ{⊕}(ζ)= {M |M =

⊕
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ}.

2) ξ{∏}(ζ)= {M |M =
∏
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ}.

Demostración. 1)Sea {Nj}j∈J ⊆ {M |M =
⊕
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ}, entoncesNj =

⊕
i∈Ij

Mi,j,

j ∈ J y Mi,j ∈ ζ ∀i ∈ Ij.
Sean I ′ =

⋃
j∈J

Ij y A = {(i, j) ∈ I × J |i ∈ Ij}, entonces
⊕
i∈I
Ni =

⊕
(i,j)∈A

Mi,j y

{Mi,j}(i,j)∈A ⊆ ζ.
∴
⊕
i∈I
Ni ∈ {M |M =

⊕
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ} ∴ {M |M =

⊕
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ} ∈ L{⊕}.

Como N =
⊕
i∈I
Ni ∀N ∈ ζ, donde I = {1} y N1 = N , tenemos que N ∈ {M |M =⊕

i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ} ∀N ∈ ζ ∴ ζ ⊆ {M |M =

⊕
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ}

Sea ζ ′ ∈ L{⊕} tal que ζ ⊆ ζ ′.
Si N ∈ {M |M =

⊕
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ}, entonces N =

⊕
i∈I
Ni, {Ni}i∈I ⊆ ζ ⊆ ζ ′, por lo

que N ∈ ζ ′ ∴ {M |M =
⊕
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ} ⊆ ζ ′.
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∴ ξ{⊕}(ζ)= {M |M =
⊕
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ} por definición.

2)Sea {Nj}j∈J ⊆ {M |M =
∏
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ}, entonces Nj =

∏
i∈Ij

Mi,j, j ∈ J y

Mi,j ∈ ζ ∀i ∈ Ij.
Sean I ′ =

⋃
j∈J

Ij y A = {(i, j) ∈ I × J |i ∈ Ij}, entonces
∏
i∈I
Ni =

∏
(i,j)∈A

Mi,j y

{Mi,j}(i,j)∈A ⊆ ζ.
∴

∏
i∈I
Ni ∈ {M |M =

∏
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ} ∴ {M |M =

∏
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ} ∈ L{∏}.

Como N =
∏
i∈I
Ni ∀N ∈ ζ, donde I = {1} y N1 = N , tenemos que N ∈ {M |M =∏

i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ} ∀N ∈ ζ ∴ ζ ⊆ {M |M =

∏
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ}

Sea ζ ′ ∈ L{∏} tal que ζ ⊆ ζ ′.
Si N ∈ {M |M =

∏
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ}, entonces N =

∏
i∈I
Ni, {Ni}i∈I ⊆ ζ ⊆ ζ ′, por lo

que N ∈ ζ ′ ∴ {M |M =
∏
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ} ⊆ ζ ′.

∴ ξ{∏}(ζ)= {M |M =
∏
i∈I
Mi, {Mi}i∈I ⊆ ζ}, por definición.

Observación 2.2.5. Si ζ es una clase de R-módulos, entonces ξ�ξ∏(ζ) = {M |∃f :∏
i∈I
Ci �M, p.a.{Ci}i∈I ⊆ ζ}.

Lema 2.2.6. Si ζ es una clase de R módulos, entonces ξ{�,∏}(ζ) = ξ�ξ∏(ζ).

Demostración. Empezaremos demostrando que ξ�ξ∏(ζ) es cerrada bajo cocientes y
productos.

�) Sea M ∈ ξ�ξ∏(ζ) y sea f : M → N un epimorfismo. Como M ∈ ξ�ξ∏(ζ)
existe un epimorfismo g :

∏
i∈I
Ci � M con {Ci}i∈I ⊆ ζ, entonces fg :

∏
i∈I
Ci → N es un

epimorfismo ∴ N ∈ ξ�ξ∏(ζ) ∴ ξ�ξ∏(ζ) ∈ L{�}.

∏
) Sea {Mi}i∈I ⊆ ξ�ξ∏(ζ), entonces para cada Mi ∃fi :

∏
j∈J Ci,j �Mi, de donde

obtenemos el epimorfismo
∏
i∈I
fi :

∏
(i,j)∈I×J

Ci,j �
∏
i∈I
Mi ∴ ξ�ξ∏(ζ) ∈ L{�,Π}.

Como N =
∏
i∈I
Ni, donde I = {1}, N1 = N y id : N → N es un isomorfismo, en

particular epimorfismo ∀N ∈ ζ tenemos que ζ ⊆ ξ�ξ∏(ζ).
Ahora si ζ ′ ∈ L{�,∏}, ζ ⊆ ζ ′ y si M ∈ ξ�ξ∏(ζ), entonces ∃h :

∏
i∈I
Ci → M epimorfismo

con {Ci}i∈I ⊆ ζ ⊆ ζ ′, entonces
∏
i∈I
Ci ∈ ζ ′, entonces M ∈ ζ ′ ∴ ξ�ξ∏(ζ) ⊆ ζ ′ ∴

ξ{�,
∏
}(ζ) = ξ�ξ∏(ζ) por definición.
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Observación 2.2.7. Si ζ es una clase de R-módulos, entonces ξ≤ξ∏(ζ) = {M |∃f :
M �

∏
i∈I
Ci, p.a.{Ci}i∈I ⊆ ζ}.

Lema 2.2.8. Si ζ es una clase de R-módulos, entonces ξ{≤,∏}(ζ) = ξ≤ξ∏(ζ).

Demostración. Empezaremos demostrando que ξ≤ξ∏(ζ) es cerrada bajo submódulos y
productos.

≤) Sea M ∈ ξ≤ξ∏(ζ) y f : N → M monomorfismo. Como M ∈ ξ≤ξ∏(ζ) exis-
te g : M �

∏
i∈I
Ci con {Ci}i∈I ,⊆ ζ, entonces gf : N →

∏
i∈I
Ci es monomorfismo

∴ N ∈ ξ≤ξ∏(ζ).

∏
) Sea {Mi}i∈I ⊆ ξ≤ξ∏(ζ), entonces para cada Mi ∃fi : Mi �

∏
j∈J

Ci,j de donde

obtenemos el monomorfismo∏
i∈I
fi :

∏
i∈I
Mi�

∏
(i,j)∈I×J

Ci,j ∴ ξ≤ξ∏(ζ) ∈ L{≤,Π}.

Como N =
∏
i∈I
Ni, donde I = {1}, N1 = N y id : N → N es un isomorfismo, en

particular monomorfismo ∀N ∈ ζ tenemos que ζ ⊆ ξ≤ξ∏(ζ).
Ahora si ζ ′ ∈ L{≤,∏}, ζ ⊆ ζ ′ y si M ∈ ξ≤ξ∏(ζ), entonces ∃h : M →

∏
i∈I
Ci monomorfismo

con {Ci}i∈I ⊆ ζ ⊆ ζ ′, por lo que
∏
i∈I
Ci ∈ ζ ′, entonces M ∈ ζ ′ ∴ ξ≤ξ∏(ζ) ⊆ ζ ′ ∴

ξ{≤,
∏
}(ζ) = ξ≤ξ∏(ζ) por definición.

Observación 2.2.9. Si ζ es una clase de R-módulos, entonces ξ≤ξEξ∏(ζ)={M |∃f :
M � E(

∏
i∈I
Ci), p.a.{Ci}i∈I ⊆ ζ}.

Lema 2.2.10. Sea ζ una clase de R-módulos, entonces ξ{≤,E,∏}(ζ) =ξ≤ξEξ∏(ζ).

Demostración. Ya que todo módulo tiene cápsula inyectiva y se puede sumergir inyec-
tivamente en ella, es claro que ζ ⊆ ξ≤ξEξ∏(ζ). Ahora demostraremos que ξ≤ξEξ∏(ζ) es
cerrada bajo submódulos, productos y cápsulas inyectivas.

Sea M ∈ ξ≤ξEξ∏(ζ), entonces ∃f : M � E(
∏
i∈I
Ci) para algún {Ci}i∈I ⊆ ζ.

≤) Sea g : N → M monomorfismo, entonces fg : N → E(
∏
i∈I
Ci) es monomorfismo ∴

N ∈ ξ≤ξEξ∏(ζ).
E) Sabemos que ∃g : M ↪→ E(M) morfismo esencial y E(

∏
i∈I
Mi) inyectivo, entonces

∃h : E(M)→ E(
∏
i∈I
Ci) que hace conmutar el siguiente diagrama
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M
f //� _

g

��

E(
∏
i∈I
Ci)

E(M)
::

∃h lL

.

Entonces f = hg con f monomorfismo y g monomorfismo esencial, entonces h es un
monomorfismo, por el Teorema 1.4.6 ∴ E(M) ∈ ξ≤ξEξ∏(ζ).∏

) Ahora sea {Mj}j∈J ⊆ ξ≤ξEξ∏(ζ), entonces para cada j ∈ J , ∃fj : Mj � E(
∏
i∈I
Ci,j)

con Ci,j ∈ ζ para todo i ∈ I, por lo que tenemos el monomorfismo inducido
∏
j∈J

fj :∏
j∈J

Mj �
∏
j∈J

E(
∏
i∈I
Ci,j), pero

∏
j∈J

E(
∏
i∈I
Ci,j) = E(

∏
(i,j)∈I×J

Ci,j) ∴
∏
j∈J

Mj ∈ ξ≤ξEξ∏(ζ).

∴ ξ≤ξEξ∏(ζ) ∈ L{≤,E,Π}.

Sea ζ ′ ∈ L{≤,E,Π} tal que ζ ∈ ζ ′ y M ∈ ξ≤ξEξ∏(ζ), entonces ∃{Ci}i∈I ⊆ ζ ⊆ ζ ′ y un
monomorfismo f : M � E(

∏
i∈I
Ci), pero

∏
i∈I
Ci ∈ ζ ′, entonces E(

∏
i∈I
Ci) ∈ ζ ′, por lo que

M ∈ ζ ′ ∴ ξ≤ξEξ∏(ζ) ⊆ ζ ′.
∴ ξ{≤,E,∏}(ζ) =ξ≤ξEξ∏(ζ), por definición.

Observación 2.2.11. Si ζ es una clase de R-módulos, entonces
1) ξ�ξ≤(ζ) = {M |∃f : N ′� N y g : N ′ �M tal que N ∈ ζ}.
2) ξ≤ξ�(ζ) = {M |∃f : N � N ′ y g : M � N tal que N ∈ ζ}.

Teorema 2.2.12. Si ζ es una clase de R-módulos, entonces
ξ�ξ≤(ζ) = ξ≤ξ�(ζ) = ξ≤,�(ζ).

Demostración. Sea M ∈ ξ�ξ≤(ζ), entonces existe f : N ′ � N y g : N ′ � M tal que
N ∈ ζ. Tomando el coproducto fibrado P , tenemos que existen j : M → P y h : N → P
morfismos que hacen conmutativo el siguiente diagrama:

N
h // // P

N ′
g // //

OO
f

OO

M
OO

j

OO

.

De donde obtenemos que M ∈ ξ≤ξ�(ζ).

Sea M ∈ ξ≤ξ�(ζ), entonces existe f : M � N ′ y g : N � N ′ tal que N ∈ ζ. To-
mando el producto fibrado P , tenemos que existen h : P →M y j : P → N morfismos
que hacen conmutativo el siguiente diagrama:

P //
j //

h����

N

g
����

M // f // N ′ .
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De donde obtenemos que M ∈ ξ�ξ≤(ζ).
∴ ξ�ξ≤(ζ) = ξ≤ξ�(ζ).

≤) Sea h : K � M con M ∈ ξ≤ξ�(ζ), entonces existe f : M � N ′ y g : N � N ′

tal que N ∈ ζ, entonces fh : K → N ′ es monomorfismo, g : N � N ′ y N ∈ ζ ∴
K ∈ ξ�ξ≤(ζ).

�) Ahora sea h : M � K con M ∈ ξ≤ξ�(ζ) = ξ�ξ≤(ζ), entonces existe f : N ′� N
y g : N ′ � M tal que N ∈ ζ, por lo que hg : N ′ � K, f : N ′ � N y N ∈ ζ ∴
K ∈ ξ≤ξ�(ζ) = ξ�ξ≤(ζ).
∴ ξ≤ξ�(ζ) = ξ�ξ≤(ζ) ∈ L{≤,�}.

Ahora sea Ω ∈ L{≤,�} tal que ζ ⊆ Ω. Si M ∈ ξ≤ξ�(ζ), entonces existe f : N ′� N
y g : N ′ � M tal que N ∈ ζ ⊆ Ω, entonces N ′ ∈ Ω, ya que Ω es una clase hereditaria
∴ M ∈ Ω, puesto que Ω es una clase cohereditaria ∴ ξ≤ξ�(ζ) ⊆ Ω.
∴ ξ�ξ≤(ζ) = ξ≤ξ�(ζ) = ξ≤,�(ζ).

Observación 2.2.13. Si ζ es una clase de R-módulos, entonces ξ≤ξEξ⊕(ζ)={M |∃f :
M � E(

⊕
i∈I
Ci), p.a.{Ci}i∈I ⊆ ζ}.

Lema 2.2.14. Sea ζ una clase de R-módulos, entonces ξ{≤,E,⊕}(ζ) =ξ≤ξEξ⊕(ζ).

Demostración. Ya que todo módulo tiene cápsula inyectiva y se puede sumergir inyec-
tivamente en ella, es claro que ζ ⊆ ξ≤ξEξ⊕(ζ). Ahora demostraremos que ξ≤ξEξ⊕(ζ)
es cerrada bajo submódulos, sumas directas y cápsulas inyectivas.
Sea M ∈ ξ≤ξEξ⊕(ζ), entonces ∃f : M � E(

⊕
i∈I
Ci) para algún {Ci}i∈I ⊆ ζ.

≤) Sea g : N → M monomorfismo, entonces fg : N → E(
⊕
i∈I
Ci) es monomorfismo ∴

N ∈ ξ≤ξEξ⊕(ζ)
E) Sabemos que ∃g : M ↪→ E(M) morfismo esencial y E(

⊕
i∈I
Mi) inyectivo, entonces

∃h : E(M)→ E(
⊕
i∈I
Ci) que hace conmutar el siguiente diagrama

M
f //� _

g

��

E(
⊕
i∈I
Ci)

E(M)
::

∃h lL

.

Entonces f = hg con f monomorfismo y g monomorfismo esencial, entonces h es mo-
nomorfismo, por el Teorema 1.4.6 ∴ E(M) ∈ ξ≤ξEξ⊕(ζ).
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⊕
) Ahora sea {Mj}j∈J ⊆ ξ≤ξEξ⊕(ζ), entonces para cada j ∈ J , ∃fj : Mj �

E(
⊕
i∈I
Ci,j) con Ci,j ∈ ζ para todo i ∈ I, por lo que tenemos el monomorfismo inducido

f =
⊕
j∈J

fj :
⊕
j∈J

Mj �
⊕
j∈J

E(
⊕
i∈I
Ci,j). Por otro lado, si Nj es esencial en Mj, ∀j, entonces⊕

J

Nj es esencial en
⊕
J

Mj. Dado que
⊕
i∈I
Ci,j es esencial en E(

⊕
i∈I
Ci,j) ∀j ∈ J tenemos

que
⊕
j∈J

(
⊕
i∈I
Ci,j) es esencial en

⊕
j∈J

E(
⊕
i∈I
Ci,j), con E(

⊕
j∈J

(
⊕
i∈I
Ci,j)) inyectivo, por lo que

existe g :
⊕
j∈J

E(
⊕
i∈I
Ci,j)→ E(

⊕
j∈J

(
⊕
i∈I
Ci,j)) que hace conmutativo el siguiente diagrama⊕

j∈J
Mj

��
f

��⊕
j∈J

(
⊕
i∈I
Ci,j)

� � h //

� t

l

&&

⊕
j∈J

E(
⊕
i∈I
Ci,j)

g

��
E(

⊕
j∈J

(
⊕
i∈I
Ci,j)) .

Donde l, h son las inclusiones canónicas, por lo que son monomorfismos esenciales.
Entonces gh es monomorfismo y h es esencial, entonces g es un monomorfismo ∴⊕
j∈J

Mj ∈ ξ≤ξEξ⊕(ζ).

∴ ξ≤ξEξ⊕(ζ) ∈ L{≤,E,⊕}.

Sea ζ ′ ∈ L{≤,E,⊕} tal que ζ ∈ ζ ′ y M ∈ ξ≤ξEξ⊕(ζ), entonces ∃{Ci}i∈I ⊆ ζ ⊆ ζ ′ y
un monomorfismo f : M � E(

⊕
i∈I
Ci), pero

⊕
i∈I
Ci ∈ ζ ′, entonces E(

⊕
i∈I
Ci) ∈ ζ ′ por lo

que M ∈ ζ ′ ∴∈ ξ≤ξEξ⊕(ζ) ⊆ ζ ′.
∴ ξ{≤,E,⊕}(ζ) =ξ≤ξEξ⊕(ζ), por definición.



Caṕıtulo 3

Teoŕıas de torsión y teoŕıas de
torsión hereditarias.

En este caṕıtulo definiremos lo que es una teoŕıa de torsión y lo que es una teoŕıa de
torsión hereditaria, daremos algunas de sus propiedades y caracterizaciones. Además,
veremos que estas están ı́ntimamente relacionadas a los prerradicales y radicales aso-
ciados a un anillo.

3.1. Teoŕıas de torsión.

Definición 3.1.1. A una clase ζ ⊆ R−mod se le llama clase de pretorsión si ζ ∈ L{�,⊕}
y a sus elementos se les llamará módulos de pretorsión. Por otro lado, se le llama clase
libre de pretorsión si ζ ∈ L{≤,∏} y a sus elementos se les llamará módulos de libres de
pretorsión.

Definición 3.1.2. Una teoŕıa de torsión en R−mod es una pareja ordenada (T,L) de
clases de R-módulos tal que:
1) T = {T ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀F ∈ L}.
2) L = {F ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀T ∈ T}.

A la clase T de una teoŕıa de torsión (T,L) se le llama clase de torsión y a los ele-
mentos de T se les llama módulos de torsión, por otra parte, L se llama clase libre de
torsión y a sus elementos módulos libres de torsión.

Observación 3.1.3. Por la Definición 3.1.2, las teoŕıas de torsión están determinadas
por su clase de torsión o su clase libre de torsión. Aśı que diremos que dos Teoŕıas de
torsión son iguales si sus clases de torsión son iguales o sus clases libres de torsión son
iguales, es decir, (T,L)=(T′,L′) ⇔ T = T′ o L = L′.

Lema 3.1.4. Son equivalentes para (T1,L1) y (T2,L2) teoŕıas de torsión las siguientes
condiciones:
1) T1 ⊆ T2.
2) L2 ⊆ L1.

27
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Demostración. ⇒)
Sea N ∈ L2, entonces Hom(M,N) = 0 ∀M ∈ T2, entonces Hom(M,N) = 0 ∀M ∈ T1

ya que T1 ⊆ T2 ∴ N ∈ L1.
⇐)
Sea M ∈ T1, entonces Hom(M,N) = 0 ∀N ∈ L1, entonces Hom(M,N) = 0 ∀N ∈ L2

ya que L2 ⊆ L1 ∴ M ∈ T2.

Definición 3.1.5. Para una clase ζ ⊆ R−mod definimos:
Lζ = {F ∈ R−mod|Hom(C,F ) = 0, ∀C ∈ ζ} y
Tζ = {T ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀F ∈ Lζ}.

Observación 3.1.6. Es claro que ζ ⊆ Tζ, ya que si M ∈ ζ y N ∈ Lζ, tenemos que
Hom(M,N) = 0, por definición de Lζ.

Teorema 3.1.7. Para una clase ζ ⊆ R − mod, la pareja ordenada (Tζ ,Lζ) es una
teoŕıa de torsión y Tζ es la menor clase de torsión que contiene a ζ.

Demostración. Sabemos ya que Tζ = {T ∈ R − mod|Hom(T, F ) = 0, ∀F ∈ Lζ}, aśı
que bastaŕıa ver que Lζ = {F ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀T ∈ Tζ} para que (Tζ ,Lζ)
sea teoŕıa de torsión.
Sea N ∈ Lζ y M ∈ Tζ , entonces Hom(M,N) = 0, por como se definió Tζ ∴ N ∈ {F ∈
R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀T ∈ Tζ}.
Ahora sea N ∈ {F ∈ R −mod|Hom(T, F ) = 0, ∀T ∈ Tζ}, entonces Hom(T,N) = 0
∀T ∈ Tζ y ζ ⊆ Tζ , entonces Hom(T,N) = 0 ∀T ∈ ζ ∴ N ∈ Lζ
∴ Lζ = {F ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀T ∈ Tζ} ∴ (Tζ ,Lζ) es teoŕıa de torsión.
Ahora, sea (T′,L′) es teoŕıa de torsión tal que ζ ⊆ T′ y N ∈ L′, entonces ∀T ∈ T′
Hom(T,N) = 0, en particular Hom(T,N) = 0 ∀T ∈ ζ ∴ N ∈ Lζ ∴ L′ ⊆ Lζ .

A (Tζ ,Lζ) la llamaremos teoŕıa de torsión generada por ζ y la denotaremos por
ξR−Tors(ζ).

Definición 3.1.8. De manera dual a la Definición 3.1.5, dada una clase ζ de R-módulos
definimos:
Tζ = {T ∈ R−mod|Hom(T,C) = 0, ∀C ∈ ζ} y
Lζ = {F ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀T ∈ Tζ}.

Observación 3.1.9. Es claro que ζ ⊆ Lζ, ya que si N ∈ ζ y M ∈ Tζ tenemos que
Hom(M,N) = 0, por definición de Tζ.

Teorema 3.1.10. Para una clase ζ ⊆ R − mod, la pareja ordenada (Tζ ,Lζ) es una
teoŕıa de torsión y Lζ es la menor clase libre de torsión que contiene a ζ.

Demostración. Sabemos ya que Lζ = {F ∈ R − mod|Hom(T, F ) = 0, ∀T ∈ Tζ}, aśı
que bastaŕıa ver que Tζ = {T ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀F ∈ Lζ} para que (Tζ ,Lζ)
sea teoŕıa de torsión.
Sea M ∈ Tζ y N ∈ Lζ , entonces Hom(M,N) = 0, por como se definió Lζ ∴ M ∈ {T ∈
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R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀F ∈ Lζ}.
Ahora sea M ∈ {T ∈ R −mod|Hom(T, F ) = 0, ∀F ∈ Lζ}, entonces Hom(M,F ) = 0
∀F ∈ Lζ y ζ ⊆ Lζ , entonces Hom(M,F ) = 0 ∀F ∈ ζ ∴ M ∈ Tζ
∴ Tζ = {T ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀F ∈ Lζ} ∴ (Tζ ,Lζ) es teoŕıa de torsión.
Ahora sea (T′,L′) es teoŕıa de torsión tal que ζ ⊆ L′ y M ∈ T′, entonces ∀F ∈ L′
Hom(M,F ) = 0, en particular Hom(M,F ) = 0 ∀F ∈ ζ ∴ M ∈ Tζ ∴ L′ ⊆ Lζ .

A (Tζ ,Lζ) la llamaremos teoŕıa de torsión cogenerada por ζ.

Lema 3.1.11. Sea T una clase de pretorsión. Para un módulo M existe el mayor
submódulo de pretorsión, es decir, {N ∈ R −mod| N ≤ M y N ∈ T} tiene elemento
mayor.

Demostración. Sea {Ni}i∈I la familia de submódulos de M que son módulos de pre-
torsión, es decir, {Ni}i∈I ⊆ T, entonces

⊕
i∈I
Ni ∈ T, pues T es una clase cerrada bajo

sumas directas. Consideremos ahora el epimorfismo π :
⊕
i∈I
Ni →

∑
i∈I
Ni que manda a

cada elemento de
⊕
i∈I
Ni a la suma de sus entradas distintas de cero, entonces

∑
i∈I
Ni ∈ T,

pues T es una clase cerrada bajo cocientes y Ni ≤
∑
i∈I
Ni ≤ M ∀i ∈ I ∴

∑
i∈I
Ni es el

mayor submódulo de M que es módulo de torsión.

Teorema 3.1.12. Son equivalentes para T ⊆ R−mod:
1) T es una clase de torsión para alguna teoŕıa de torsión (T,L).
2) T ∈ L{�,⊕,ext}.

Demostración. 1)⇒ 2)
�) Sean T ∈ T y f : T → N epimorfismo. Si F ∈ L y g ∈ Hom(N,F ) tenemos que
gf : T → F , por lo que gf ∈ Hom(T, F ) = 0, entonces gf = 0 y f es epimorfismo, por
lo que g = 0. Aśı que Hom(N,F ) = 0, entonces N ∈ T ∴ T es cerrada bajo cocientes.

⊕
) Sea {Ni}i∈I ⊆ T y F ∈ L. Tenemos que Hom(

⊕
i∈I
Ni, F ) ∼=

∏
i∈I
Hom(Ni, F ) ∼= 0

ya que Hom(Ni, F ) = 0 para toda i ∈ I. Aśı que Hom(
⊕
i∈I
Ni, F ) = 0, entonces⊕

i∈I
Ni ∈ T ∴ T es cerrado bajo sumas directas.

ext) Sea 0 // T1
f //M

g // T2
// 0 sucesión exacta con T1, T2 ∈ T. Si F ∈ L

y h ∈ Hom(M,F ), entonces hf = 0 ya que hf ∈ Hom(T1, F ) = 0, entonces, por la
propiedad universal del conúcleo, existe j : T2 → F morfismo que hace conmutativo el
siguiente diagrama:

0 // T1
f //

0

  

M
g //

h
��

T2

j~~

// 0

F .
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Además, j ∈ Hom(T2, F ) = 0, entonces h = jg = 0. Aśı que Hom(M,F ) = 0, por lo
que M ∈ T ∴ T es cerrada bajo extensiones.
∴ T ∈ L{�,⊕,ext}.

2)⇒ 1)
Consideremos (T′,L) la teoŕıa de torsión generada por T, es decir,
L = {F ∈ R −mod|Hom(C,F ) = 0, ∀C ∈ T} y T′ = {T ∈ R −mod|Hom(T, F ) = 0,
∀F ∈ L}. Ya sabemos que T ⊆ T′ aśı que bastaŕıa ver que T′ ⊆ T para demostrar 1).
Sea T ∈ T′, entonces Hom(T, F ) = 0 ∀F ∈ L.
Como T es una clase de pretorsión, existe un submódulo mayor T ′ de T tal que T ′ ∈ T,
por el Lema 3.1.11.

Supongamos que existe h : T1 →
T

T ′
morfismo distinto de cero con T1 ∈ T, escribimos

h(T1) =
L

T ′
donde T ′ ≤ L ≤ T , además, sabemos que h(T1) 6= 0 y que T es cerrada

bajo cocientes, por lo que h(T1) =
L

T ′
∈ T. Consideramos ahora la sucesión exacta

0 // T ′ // L // L

T ′
// 0 .

Sabemos que T es cerrada bajo extensiones, por lo que L ∈ T. Como T ′ es el mayor
con esta propiedad, entonces L = T ′, lo que es una contradicción.

Entonces Hom(T1,
T

T ′
) = 0 ∴

T

T ′
∈ L.

Sabemos que
T

T ′
∈ T′ ya que T′ es cerrada bajo cocientes, entonces

T

T ′
∈ T′ ∩ L = 0 ∴

T

T ′
= 0, por lo que T = T ′ ∈ T ∴ T′ ⊆ T.

Observación 3.1.13. Por los Teoremas 3.1.7 y 3.1.12, tenemos que si ζ ⊆ R −mod,
entonces ξ�,⊕,ext(ζ) es la clase de torsión de ξR−Tors(ζ).

Lema 3.1.14. Sea L una clase libre de pretorsión. Para un módulo M existe el menor

submódulo N tal que
M

N
es libre de pretorsión, es decir, {N ∈ R − mod| N ≤ M y

M

N
∈ L} tiene elemento menor.

Demostración. Sea {Ni}i∈I la familia de submódulos de M tal que
M

Ni

es módulo de

pretorsión para toda i ∈ I, es decir, {M
Ni

}i∈I ⊆ L, entonces
∏
i∈I

M

Ni

∈ L, pues L es una

clase cerrada bajo productos. Consideremos ahora el morfismo f : M →
∏
i∈I

M

Ni

dado por

f(x) = (x + Ni)i, entonces tenemos que Ker(f) =
⋂
i∈I
Ni, por lo que

M

Ker(f)
=

M⋂
i∈I
Ni

se sumerge en
∏
i∈I

M

Ni

mediante el morfismo f :
M⋂

i∈I
Ni

→
∏
i∈I

M

Ni
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dado por f(x+
⋂
i∈I
Ni) = f(x), por lo que

M⋂
i∈I
Ni

∈ L, pues L es una clase cerrada bajo

submódulos y
⋂
i∈I
Ni ≤ Ni ≤M ∀i ∈ I.

∴
⋂
i∈I
Ni es el elemento menor de {N ∈ R−mod| N ≤M y

M

N
∈ L}.

Teorema 3.1.15. Son equivalentes para L ⊆ R−mod:
1) L es una clase libre de torsión para alguna teoŕıa de torsión (T,L).
2) L ∈ L{≤,∏,ext}.

Demostración. 1)⇒2)
≤) Sea i : N → F monomorfismo con F ∈ L y T ∈ T. Si g : T → N es un morfismo,
entonces ig ∈ Hom(T, F ) = 0, por lo que g = 0. Entonces Hom(T,N) = 0, por lo que
N ∈ L ∴ L es cerrada bajo submódulos.

∏
) Sea {Mi}i∈I ⊆ L y T ∈ T. Tenemos que

∏
Hom(T,Mi) = 0 ya queHom(T,Mi) =

0 para toda i ∈ I y sabemos que Hom(T,
∏
i∈I
Mi) ∼=

∏
i∈I
Hom(T,Mi), por lo que

Hom(T,
∏
i∈I
Mi) = 0, entonces

∏
i∈I
Mi ∈ L ∴ L es cerrado bajo productos.

ext) Sea 0 // F1
f //M

g // F2
// 0 sucesión exacta con F1, F2 ∈ L. Si T ∈ T

y h ∈ Hom(T,M), entonces gh = 0 ya que gh ∈ Hom(T, F2) = 0, entonces, por la
propiedad universal del núcleo, existe j : T → F1 morfismo que hace conmutativo el
siguiente diagrama:

0 // F1
f //M

g // F2
// 0

T

h

OO
0
>>

j

``

.
Y j ∈ Hom(T, F1) = 0, entonces h = fj = 0. Entonces Hom(T,M) = 0, por lo que
M ∈ L ∴ L es cerrada bajo extensiones.
∴ L ∈ L{≤,∏,ext}.

2)⇒1)
Sea (T,L′) la teoŕıa de torsión cogenerada por L, es decir, T = {T ∈ R−mod|Hom(T,C) =
0, ∀C ∈ L} y L′ = {F ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0, ∀T ∈ T}.
Sea F ∈ L′, como L es una clase libre de pretorsión, existe C elemento menor en {N ∈
R−mod| N ≤ F y

F

N
∈ L}, por el Lema 3.1.14. Sea F ′ ∈ L y f : C → F ′ morfismo dis-

tinto de cero, por lo que Ker(f) es un submódulo propio de C y
C

Ker(f)
= f(C) ≤ F ′,

entonces
C

Ker(f)
∈ L , pues L es una clase cerrada bajo submódulos. Consideremos la

siguiente sucesión exacta
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0 // C

Ker(f)
// F

Ker(f)
// F

C
// 0 .

Sabemos que
C

Ker(f)
,
F

C
∈ L, entonces

F

Ker(f)
∈ L, lo que contradice que C es el

menor módulo en {N ∈ R−mod| N ≤ F y
F

N
∈ L} ∴ Hom(C,F ′) = 0 ∴ C ∈ T.

Aśı que C ∈ T ∩ L′, por lo que C = 0 ∴ F ∈ L ∴ L′ ⊆ L y es claro que L ⊆ L′ ∴
L = L′.

Notación 3.1.16. Denotaremos R − Tors a la clase de todas las Teoŕıas de Torsión
sobre el anillo R.

Observación 3.1.17. Podemos ver que (R-Tors,≤,∧,∨,0,1) es una (gran)ret́ıcula com-
pleta, con
1) (T1,L1) ≤ (T2,L2) si y sólo si T1 ⊆ T2 (equivalentemente, L2 ⊆ L1, por el Lema
3.1.4),
2) 0 = ({0}, R−mod),
3) 1 = (R−mod, {0}),
4)

∧
i∈I

(Ti,Li) = ξR−Tors(
⋂
i∈I
Ti) y

5)
∨
i∈I

(Ti,Li) = ξR−Tors(
⋃
i∈I
Ti).

Teorema 3.1.18. Existe un isomorfismo de ret́ıculas entre R− Tors y L{�,⊕,ext}.

Demostración. Por el Teorema 3.1.12, tenemos que si (T,L) ∈ R − Tors, entonces
T ∈ L{�,⊕,ext}, por lo que la siguiente función está bien definida

f : R− Tors // L{�,⊕,ext}

(T,L) � // T .

Y (T1,L1) ≤ (T2,L2) ⇔ T1 ⊆ T2 ⇔ f((T1,L1)) ⊆ f((T2,L2)), por lo que f es un
morfismo de órdenes parciales.
Si T′ ∈ L{�,⊕,ext}, entonces T′ es una clase de torsión para alguna teoŕıa de torsión
(T′,L), por el Teorema 3.1.12, por lo que T′ ∈ Im(f) ∴ f es sobre y es claramente
inyectiva ya que toda teoŕıa de torsión está determinada por cualquiera de sus compo-
nentes ∴ f es un isomorfismo de ret́ıculas.

Teorema 3.1.19. Existe un anti-isomorfismo de ret́ıculas entre R−Tors y L{≤,∏,ext}.

Demostración. Por el Teorema 3.1.15, tenemos que si (T,L) ∈ R − Tors, entonces
L ∈ L{≤,∏,ext}, por lo que la siguiente función está bien definida
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f : R− Tors // L{≤,
∏
,ext}

(T,L) � // L .

Si L′ ∈ L{≤,∏,ext}, entonces L′ es una clase libre de torsión para alguna teoŕıa de torsión
(T,L′), por el Teorema 3.1.15, por lo que L′ ∈ Im(f) ∴ f es sobre y es claramente
inyectiva ∴ f es biyectiva.
Además, (T1,L1) ≤ (T2,L2) ⇔ L2 ⊆ L1 ⇔ f((T2,L2)) ⊆ f((T1,L1)), por lo que f es
un anti-isomorfismo de ret́ıculas.

3.2. Radicales y prerradicales

Definición 3.2.1. Un prerradical r es un subfuntor de la identidad en R − mod. Es
decir, {ir(M)}M∈R−mod = ir : r ↪→ idR−mod es una transformacion natural, donde ir(M)

es la inclusión canónica de r(M) a M . Expĺıcitamente, para todo f : N →M morfismo
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

r(N) �
�ir(N) //

r(f)=f|r(M)

��

N

f

��
r(M) �

�ir(M) //M .

Definición 3.2.2. Decimos que un prerradical r es un radical si r(
M

r(M)
) = 0, ∀M ∈

R−mod.

Lema 3.2.3. Sea r un prerradical y {Mi}i∈I ∈ R−mod. Entonces r conmuta con
⊕

,
es decir, r(

⊕
i∈I
Mi) ∼=

⊕
i∈I
r(Mi).

Demostración. Como r es un prerradical para toda i ∈ I tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

r(Mi)
� �

ir(Mi) //

r(iMi )=i|r(Mi)

��

Mi

iMi

��
r(
⊕
i∈I
Mi)
� �
ir(

⊕
i∈I

Mi
)

//

r(πMi )=π|r(Mi)

��

⊕
i∈I
Mi

πMi

��
r(Mi)

� �
ir(Mi) //Mi .
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Además, sabemos que πMi
◦ iMi

= idMi
, entonces r(πMi

◦ iMi
) = r(πMi

) ◦ r(iMi
) =

r(idMi
) = idr(Mi).

Por lo que
⊕
i∈I
r(iMi

) :
⊕
i∈I
r(Mi) → r(

⊕
i∈I
Mi) y

⊕
i∈I
r(πMi

) : r(
⊕
i∈I
Mi) →

⊕
i∈I
r(Mi) son

inversos la una de la otra ∴
⊕
i∈I
r(iMi

) es isomorfismo.

∴ r(
⊕
i∈I
Mi) ∼=

⊕
i∈I
r(Mi).

Observación 3.2.4. En el Lema 3.2.3 usamos inclusiones y proyecciones para deter-
minar el isomorfismo, asi que es fácil de ver que r(

⊕
i∈I
Mi) =

⊕
i∈I
r(Mi).

Definición 3.2.5. Sea R− pre la clase de los prerradicales en R−mod. Definimos en
ella el siguiente orden parcial:
r ≤ s ⇔ r(M) ≤ s(M), ∀M ∈ R−mod.

Lema 3.2.6. Si r ∈ R − pre, entonces Tr = {M ∈ R −mod|r(M) = M} es una clase
de pretorsión.

Demostración. Sea {Mi}i∈I ⊆ Tr, entonces, por el Lema 3.2.3, r(
⊕
i∈I
Mi) =

⊕
i∈I
r(Mi) =⊕

i∈I
Mi ∴ Tr es cerrada bajo sumas directas.

Sea M ∈ Tr y f : M → N epimorfismo, entonces N = f(M) = f(r(M)) ≤ r(N) ≤ N
∴ N ∈ Tr ∴ Tr es cerrada bajo cocientes.
∴ Tr ∈ L{⊕,�}.

Definición 3.2.7. Tr se llama la clase de pretorsión inducida por r.

Lema 3.2.8. Si r ∈ R − pre, entonces Lr = {M ∈ R −mod|r(M) = 0} es una clase
libre de pretorsión.

Demostración. Sea M ∈ Lr y f : N →M monomorfismo, entonces r(N) ∼= f(r(N)) ≤
r(M) = 0, por lo que r(N) = 0 ∴ N ∈ Lr ∴ Lr es cerrada bajo submódulos.
Sean {Mi}i∈I ⊆ Lr y πi :

∏
i∈I
Mi →Mi la proyección canónica. Aśı que

r(πi) = πi|r(
∏
i∈I

Mi) : r(
∏
i∈I
Mi) → r(Mi) y r(Mi) = 0, por lo que πi(r(

∏
i∈I
Mi)) = 0 para

toda i ∈ I ∴ r(
∏
i∈I
Mi)=0 ∴

∏
i∈I
Mi ∈ Lr ∴ Lr es cerrada bajo productos.

∴ L ∈ L{≤,∏}.

Definición 3.2.9. Lr se llama la clase libre de pretorsión inducida por r.

Definición 3.2.10. Para una clase ζ de pretorsión denotaremos por rζ(M) al mayor
submódulo de M que esta en ζ, el cual existe por el Lema 3.1.11.

Proposición 3.2.11. Si ζ ∈ L{⊕�}, entonces rζ( ) es un prerradical.
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Demostración. Por definición, rζ(M) ≤ M . Además, si f : M → N es un morfismo
tenemos que f(rζ(M)) ∈ ζ, ya que ζ es cerrada bajo cocientes, entonces f(rζ(M)) ≤
rζ(N) ∴ rζ( ) es un prerradical.

Definición 3.2.12. Diremos que un prerradical r es idempotente si r ◦ r = r y R− pid
denotará la clase de los prerradicales idempotentes.

Observación 3.2.13. Tenemos que rζ(M) ∈ ζ, entonces rζ(rζ(M)) = rζ(M), por lo
que rζ( ) es un prerradical idempotente.

Teorema 3.2.14. R− pid y L{⊕,�} son biyectables.

Demostración. Tenemos la función

f : L{⊕,�} // R− pid

ζ � // rζ .

y también la función

g : R− pid // L{
⊕
,�}

r � // Tr .

Veamos que son inversas entre śı. Sea ζ ∈ L{⊕,�}, entonces g(f(ζ)) = Trζ .
Si M ∈ ζ, entonces rζ(M) = M , por definición, por lo que M ∈ Trζ ∴ ζ ⊆ Trζ .
Si M ∈ Trζ , entonces M = rζ(M) ∈ ζ ∴ Trζ ⊆ ζ ∴ Trζ = ζ.
∴ g ◦ f = idL{⊕,�} .
Por otro lado, tenemos que si r ∈ R−pid y M ∈ R−mod, entonces r(r(M)) = r(M) ∈
Tr, por lo que r(M) ≤ rTr(M), por definición. Además, como rTr(M) ∈ Tr tenemos
que r(rTr(M)) = rTr(M) ≤M ∴ rTr(M) ≤ r(M) ∴ f(g(r)) = rTr = r.
∴ f ◦ g = idR−pid ∴ f es una biyección.

Proposición 3.2.15. Sea r un radical en R−mod, entonces r(M) es el menor elemento

en el conjunto {N ≤M |M
N
∈ Lr}.

Demostración. Es claro que r(M) ≤M y como r es un radical tenemos que r(
M

r(M)
) =

0, entonces
M

r(M)
∈ Lr ∴ r(M) ∈ {N ≤M |M

N
∈ Lr}.

Sea N tal que
M

N
∈ Lr. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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M π // M

N

r(M) π|r(M)

//
?�

i

OO

r(
M

N
) = 0

?�
i

OO

.

De donde obtenemos que r(M) ≤ Ker(π) = N .

Proposición 3.2.16. Si r es un prerradical idempotente, entonces Lr es cerrada bajo
extensiones.

Demostración. Sean M,L ∈ Lr y 0 //M
f // N

g // L // 0 una sucesión exacta.

Entonces r(M) = r(L) = 0, por lo que obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 //M
f // N

g // L // 0

0 = r(M)
f|r(M) //

?�

ir(M)

OO

r(N)
g|r(N)//

?�

ir(N)

OO

r(L) = 0
?�

ir(L)

OO

.

Además, tenemos que r(N) ≤ Ker(g) = Im(f) ∼= M , por lo que r(N) = r(r(N)) ≤
r(Im(f)) ∼= r(M) = 0, entonces r(N) = 0 ∴ N ∈ Lr.

Definición 3.2.17. Un funtor r es exacto izquierdo si para toda sucesión exacta

0 //M
f // N

g // L // 0 , se tiene que 0 // r(M)
r(f) // r(N)

r(g) // r(L) es exac-

ta.

Lema 3.2.18. Son equivalentes para r un prerradical:
1) r es un funtor exacto izquierdo.
2) N ≤M ⇒ r(N) = N ∩ r(M).
3) r es idempotente y Tr es cerrada bajo submódulos.

Demostración. 1)⇒ 2)

Sea N ≤M , L =
M

N
y π : M → L la proyección canónica. Como r es exacto izquierdo

tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // N
f //M

π // L // 0

0 // r(N)
f|r(N) //

?�

ir(N)

OO

r(M)
π|r(M) //

?�

ir(M)

OO

r(L)
?�

ir(L)

OO

.

De donde obtenemos que Ker(π|r(M)) = N ∩ r(M) y por otro lado, como el segundo
renglón es exacto, tenemos que Ker(π|r(M)) = r(N) ∴ r(N) = N ∩ r(M).
2)⇒ 3)
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Sabemos que r(M) ≤M , entonces r(r(M)) = r(M)∩ r(M) = r(M) ∴ r es idempoten-
te.
Ahora sea M ∈ Tr y N ≤M , entonces r(M) = M y r(N) = N ∩ r(M) = N ∩M = N .
∴ Tr es cerrada bajo submódulos.
3)⇒ 2)
Sea N ≤ M , entonces r(N) ≤ r(M) y sabemos que r(N) ≤ N , por lo que r(N) ≤
N ∩ r(M). Ademas, r(M) ∈ Tr, por ser r idempotente, y r(r(M) ∩ N) = r(M) ∩ N
puesto que r(M) ∈ Tr, Tr es cerrada bajo submódulos y r(M) ∩N ≤ r(M). Además,
r(M) ∩N ≤ N , por lo que r(M) ∩N = r(r(M) ∩N) ≤ r(N).
2)⇒1)

Sea 0 // N
f //M

g // L // 0 una sucesión exacta, como r es un funtor obtene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

0 // N
f //M

g // L // 0

0 // r(N)
f|r(N) //

?�

ir(N)

OO

r(M)
g|r(M) //

?�

ir(M)

OO

r(L)
?�

ir(L)

OO

.

De donde obtenemos que Ker(f|r(N)) ≤ Ker(f) = 0 y Ker(g|r(M)) = f(N) ∩ r(M) =

r(f(N)), por lo que 0 // r(N)
f|r(N) // r(M)

g|r(M) // r(L) es exacta ∴ r es exacto izquier-

do.

Lema 3.2.19. Sea (T,L) una teoŕıa de torsión, entonces rT es un radical idempotente.

Demostración. Sabemos ya que rT es un prerradical idempotente, aśı que solo falta ver

que es un radical. Si
L

rT(M)
≤ M

rT(M)
y

L

rT(M)
∈ T, entonces tenemos la siguiente

sucesión exacta

0 // rT(M) // L // L

rT(M)
// 0 .

Como T es cerrado bajo extensiones, tenemos que L ∈ T. Por lo que L ≤ rT(M), por

lo que
L

rT(M)
= 0, entonces

M

rT(M)
∈ L. ∴ rT(

M

rT(M)
), es decir, rT es un radical.

Lema 3.2.20. Si r es un radical idempotente, entonces (Tr,Lr) es una teoŕıa de torsión.

Demostración. Sean N ∈ Tr, M ∈ Lr y f : N →M un morfismo, entonces f(N) ∈ Tr
pues Tr es ser cerrada bajo cocientes. Además, f(N) ∈ Lr ya que f(N) ≤ M con
M ∈ Lr. Por lo tanto f(M) = 0, es decir, f = 0.

Notemos primero que como r es un radical, r(
N

r(N)
) = 0 para toda N ∈ R − mod,

entonces
N

r(N)
∈ Lr para toda N ∈ R−mod.

Ahora si N ∈ R−mod es tal que Hom(N,M) = 0, ∀M ∈ Lr, entonces
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Hom(N,
N

r(N)
) = 0. Por lo que

N

r(N)
= 0 ∴ r(N) = N ∴ N ∈ Tr.

Por otro lado, si M ∈ R − mod es tal que Hom(N,M) = 0, ∀N ∈ Tr, entonces
Hom(r(M),M) = 0 ya que r(r(M)) = r(M), por lo que r(M) ∈ Tr. Aśı que r(M) = 0,

entonces M ∼=
M

r(M)
∈ Lr , entonces M ∈ Lr.

∴ (Tr,Lr) es una teoŕıa de torsión.

Observación 3.2.21. Sea (T,L) una teoŕıa de torsión, entonces sabemos que T es una
clase de pretorsión cerrada bajo extensiones, por lo que TrT = T. Además, (T,LrT)=(TrT ,LrT),
es una teoŕıa de torsión, por lo que LrT = L.

Teorema 3.2.22. Existe una biyección entre R−Tors y los radicales idempotentes en
R−mod.

Demostración. Sea R− rid la clase de los radicales idempotentes en R−mod, entonces
tenemos la función

f : R− Tors // R− rid

(T,L) � // rT .

También tenemos la función

g : R− rid // R− Tors

r � // (Tr,Lr) .

Por los Lemas 3.2.19 y 3.2.20, estas funciones están bien definidas. Veamos ahora que
son inversas entre śı. Sea (T,L) ∈ R−Tors, por el Teorema 3.2.14, tenemos que T = TrT
y las teoŕıas de torsión están determinadas por cualquiera de sus partes (ya sea su parte
libre de torsión o su parte de torsión), por lo que g(f((T,L))) = (TrT ,LrT) = (T,L).
∴ g ◦ f = idR−Tors.
Por otro lado, tenemos que si r ∈ R − rid, entonces r es un radical idempotente. Aśı
que, por el Teorema 3.2.14, tenemos que rTr = r ∴ f(g(r)) = rTr = r.
∴ f ◦ g = idR−rid ∴ f es una biyección.

3.3. Teoŕıas de torsión hereditarias.

Teorema 3.3.1. Son equivalentes para (T,L) teoŕıa de torsión:
1) T es cerrada bajo submódulos.
2) L es cerrada bajo cápsulas inyectivas.
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Demostración. 1)⇒ 2)
Sea M ∈ L. Sabemos que rT es un radical idempotente y T=TrT es cerrada bajo
submódulos, por lo que se cumplen las condiciones del Lema 3.2.18. Entonces tenemos
que 0 = rT(M) = rT(E(M))∪M y como M es esencial en E(M), por lo que rT(E(M)) =
0 ∴ E(M) ∈ L.
2)⇒ 1)

Sea N ∈ T y L ≤ N . Como E(
L

rT(L)
) es inyectivo, existe f : N → E(

L

rT(L)
) que hace

conmutativo el siguiente diagrama

0 // L

π
��

i // N

f

��

L

rT(L)

i′

��

E(
L

rT(L)
) .

Además, tenemos que L es cerrada bajo cápsulas inyectivas y
L

rT(L)
∈ L, entonces

E(
L

rT(L)
) ∈ L. Además, tenemos que N ∈ T, entonces f = 0.

Por lo que tenemos i′ ◦ π = f ◦ i = 0, entonces π = 0, por lo que
L

rT(L)
= 0.

∴ L = rT(L) ∈ L.

Definición 3.3.2. Una teoŕıa de torsión hereditaria en R−mod es una pareja ordenada
(T,L) de clases de R-módulos tal que:
1) T = {T ∈ R−mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀F ∈ L}.
2) L = {F ∈ R−mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀T ∈ T}.

Proposición 3.3.3. Si (T,L) es una teoŕıa de torsión hereditaria, entonces T ∈
L{≤,�,⊕,ext}.

Demostración. ≤) Sean T ∈ T y f : N → T monomorfismo. Si F ∈ L y g ∈
Hom(N,E(F )), ya que E(F ) es inyectivo, existe h : T → E(F ) que hace conmuta-
tivo el siguiente diagrama:

0 // N
f //

g

��

T

h||
E(F ) .

Además, h ∈ Hom(T,E(F )) = 0, entonces h = 0, por lo que 0 = h ◦ f = g.
Entonces Hom(N,E(F )) = 0, por lo que N ∈ T ∴ T es cerrada bajo submódulos.
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�) Sean T ∈ T y f : T → N epimorfismo. Si F ∈ L y g ∈ Hom(N,E(F )) tenemos
que gf : T → E(F ), por lo que gf ∈ Hom(T,E(F )) = 0, entonces gf = 0 y f es
epimorfismo, por lo que g = 0. Entonces Hom(N,E(F )) = 0, por lo que N ∈ T ∴ T es
cerrada bajo cocientes.

⊕
) Sea {Ni}i∈I ⊆ T y F ∈ L.

Tenemos que Hom(
⊕
i∈I
Ni, E(F )) ∼=

∏
i∈I
Hom(Ni, E(F )) ∼= 0 ya que Hom(Ni, E(F )) = 0

para toda i ∈ I. Entonces Hom(
⊕
i∈I
Ni, E(F )) = 0, por lo que

⊕
i∈I
Ni ∈ T ∴ T es cerrado

bajo sumas directas.

ext) Sea 0 // T1
f //M

g // T2
// 0 sucesión exacta con T1, T2 ∈ T. Si F ∈ L

y h ∈ Hom(M,E(F )), entonces hf = 0 ya que hf ∈ Hom(T1, E(F )) = 0, además,
por la propiedad universal del conúcleo, existe j : T2 → E(F ) morfismo que hace
conmutativo el siguiente diagrama:

0 // T1
f //

0

""

M
g //

h
��

T2

j||

// 0

E(F ) .

Además, j ∈ Hom(T2, E(F )) = 0, entonces h = jg = 0. Entonces Hom(M,E(F )) = 0,
por lo que M ∈ T ∴ T es cerrada bajo extensiones.
∴ T ∈ L{≤,�,⊕,ext}.

Teorema 3.3.4. Son equivalentes:
1) (T,L) es una teoŕıa de torsión hereditaria.
2) (T,L) es una teoŕıa de torsión y T es cerrada bajo submódulos.
3) (T,L) es una teoŕıa de torsión y L es cerrada bajo cápsulas inyectivas.

Demostración. 1)⇒2)
Por la Proposición 3.3.3, sabemos que T ∈ L{≤,�,⊕,ext} ⊆ L{�,

⊕
,ext}, entonces, por el

Teorema 3.1.12, existe L′ ⊆ R−mod tal que (T,L′) es una teoŕıa de torsión.
Como (T,L) es una teoŕıa de torsión hereditaria y (T,L′) teoŕıa de torsión tenemos que
L = {F ∈ R−mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀T ∈ T} y L′ = {F ∈ R−mod|Hom(T, F ) = 0,
∀T ∈ T}.
Sea M ∈ L, entonces Hom(T,E(M)) = 0 ∀T ∈ T, por lo que E(M) ∈ L′. Entonces
M ∈ L′ ya que L′ es cerrada bajo submódulos, por el Teorema 3.1.15, ∴ L ⊆ L′.
Sea M ∈ L′. Como T es cerrada bajo submódulos entonces, por el Teorema 3.3.1,
tenemos que L′ es cerrada bajo cápsulas inyectivas, por lo que E(M) ∈ L′. Entonces
Hom(T,E(M)) = 0 ∀T ∈ T, por lo que M ∈ L ∴ L′ ⊆ L.
Entonces L = L′, por lo que (T,L)=(T,L′) es una teoŕıa de torsión y T es cerrado bajo
submódulos, por la Proposición 3.3.3.
2)⇒ 3)
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Se obtiene directamente del Teorema 3.3.1.
3)⇒ 1)
Sean T′ = {T ∈ R−mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀F ∈ L} y
L′ = {F ∈ R −mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀T ∈ T}. Bastaŕıa demostrar que T = T′ y
L = L′.
Sea M ∈ T y N ∈ L. Entonces E(N) ∈ L, ya que L es cerrada bajo cápsulas inyectivas,
entonces Hom(M,E(N)) = 0, por lo que M ∈ T′ y N ∈ L′ ∴ T ⊆ T′ y L ⊆ L′.
Sea M ∈ T′ y N ∈ L. Si Hom(M,N) 6= 0, entonces existe f : M → N morfismo
distinto de cero. Además, tenemos i : N → E(N) la inclusión canónica de N en
su cápsula inyectiva, que es un monomorfismo, por lo que i ◦ f : M → E(N) es un
morfismo no cero, entonces Hom(M,E(N)) 6= 0 lo que contradice que M ∈ T′. Entonces
Hom(M,N) = 0, por lo que M ∈ T ∴ T′ ⊆ T.
Sea M ∈ T y N ∈ L′. Si Hom(M,N) 6= 0, entonces existe f : M → N morfismo
distinto de cero. Además, tenemos i : N → E(N) la inclusión canónica de N en
su cápsula inyectiva, que es un monomorfismo, por lo que i ◦ f : M → E(N) es un
morfismo no cero, entonces Hom(M,E(N)) 6= 0 lo que contradice que N ∈ L′. Entonces
Hom(M,N) = 0, por lo que N ∈ L ∴ L′ ⊆ L.
Entonces L = L′ y T = T′ ∴ (T,L) es una teoŕıa de torsión hereditaria.

Corolario 3.3.5. Si (T,L) es una teoŕıa de torsión hereditaria, entonces L ∈ L{E,≤,∏,ext}.

Demostración. Si (T,L) es una teoŕıa de torsión hereditaria, entonces, por el Teorema
3.3.4, sabemos que (T,L) es una teoŕıa de torsión y que L es cerrada bajo cápsulas in-
yectivas. Además, por el Teorema 3.1.15, tenemos que L ∈ L{≤,∏,ext} ∴ L ∈ L{E,≤,∏,ext}.

Por el Teorema 3.3.4, tenemos que toda teoŕıa de torsión hereditaria es una teoŕıa
de torsión, entonces si (T,L) es una teoŕıa de torsión hereditaria nos podemos referir
a T como su parte de torsión hereditaria y a L como su parte libre de torsión hereditaria.

Definición 3.3.6. Para una clase ζ ⊆ R−mod definimos:

ζL = {F ∈ R−mod|Hom(C,E(F )) = 0, ∀C ∈ ζ} y

ζT = {T ∈ R−mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀F ∈ ζL}.

Observación 3.3.7. Es claro que ζ ⊆ ζT, ya que si M ∈ ζ y N ∈ ζL tenemos que
Hom(M,E(N)) = 0 por definición de ζL.

Teorema 3.3.8. Para una clase ζ ⊆ R−mod la pareja ordenada (ζT, ζL) es una teoŕıa
de torsión hereditaria y ζT es la menor clase de torsión hereditaria que contiene a ζ.

Demostración. Sabemos ya que ζT = {T ∈ R − mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀F ∈ ζL},
aśı que bastaŕıa ver que ζL = {F ∈ R −mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀T ∈ ζT} para que
(ζT, ζL) sea teoŕıa de torsión hereditaria.
Sea N ∈ ζL y M ∈ ζT, entonces Hom(M,E(N)) = 0, por como se definió ζT ∴
N ∈ {F ∈ R−mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀T ∈ ζT}.
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Ahora seaN ∈ {F ∈ R−mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀T ∈ ζT}, entoncesHom(T,E(N)) =
0 ∀T ∈ ζT y ζ ⊆ ζT, entonces Hom(T,E(N)) = 0 ∀T ∈ ζ ∴ N ∈ ζL
∴ ζL = {F ∈ R −mod|Hom(T,E(F )) = 0, ∀T ∈ ζT} ∴ (ζT, ζL) es teoŕıa de torsión
hereditaria.
Ahora sea (T′,L′) teoŕıa de torsión hereditaria tal que ζ ⊆ T′ y N ∈ L′, entonces
∀T ∈ T′ Hom(T,E(N)) = 0, en particular Hom(T,E(N)) = 0 ∀T ∈ ζ, por lo que
N ∈ ζL ∴ L′ ⊆ ζL. Entonces, por el Lema 3.1.4 y el Teorema 3.3.4, tenemos que

ζT ⊆ T′.

A (ζT, ζL) la llamaremos teoŕıa de torsión hereditaria generada por ζ y la denota-
remos por ξR−tors(ζ).

Teorema 3.3.9. Son equivalentes para T ⊆ R−mod:
1) T es una clase de torsión hereditaria para alguna teoŕıa de torsión hereditaria (T,L).
2) T ∈ L{≤,�,⊕,ext}.

Demostración. 1)⇒2)
Es la Proposición 3.3.3.
2)⇒1)
Tenemos que si T ∈ L{≤,�,

⊕
,ext} ⊆ L{�,

⊕
,ext}, entonces, por el Teorema 3.1.12, T es

una clase de torsión para alguna teoŕıa de torsión (T,L). Entonces (T,L) es una teoŕıa
de torsión y T es cerrada bajo submódulos, por lo que (T,L) es una teoŕıa de torsión
hereditaria.
∴ T es la parte de torsión de la teoŕıa de torsión hereditaria (T,L).

Observación 3.3.10. Por los Teoremas 3.3.9 y 3.3.8, tenemos que si ζ ⊆ R −mod,
entonces ξ≤,�,⊕,ext(ζ) es la clase de torsión de ξR−tors(ζ).

Teorema 3.3.11. Son equivalentes para L ⊆ R−mod:
1) L es una clase libre de torsión hereditaria para alguna teoŕıa de torsión hereditaria
(T,L).
2) L ∈ L{E,≤,∏,ext}.

Demostración. 1)⇒2)
Es el Corolario 3.3.5.
2)⇒1)
Tenemos que si L ∈ L{E,≤,∏,ext} ⊆ L{≤,∏,ext}, entonces, por Teorema 3.1.15, L es una
clase de torsión para alguna teoŕıa de torsión (T,L). Entonces (T,L) es una teoŕıa de
torsión y L es cerrada bajo cápsulas inyectivas, por lo que (T,L) es una teoŕıa de torsión
hereditaria.
∴ L es la parte libre de torsión de la teoŕıa de torsión hereditaria (T,L).

Notación 3.3.12. Denotaremos R − tors a la clase de todas las Teoŕıas de Torsión
hereditarias sobre el anillo R.
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Observación 3.3.13. Sea {(Ti,Li)}i∈I ⊆ R − tors. Tenemos que si (Ti,Li) ≤ (T,L)
para toda i ∈ I, entonces L ⊆ Li para toda i ∈ I, por lo que L ⊆

⋂
i∈I
Li. Entonces

si τ =
⋂
i∈I
Li, tenemos que, (Tτ ,Lτ ) = (Tτ ,

⋂
i∈I
Li), por el Teorema 3.3.11. Además,

tenemos que
⋃
i∈I
Ti ⊆ Tτ , entonces (Tτ ,Lτ ) ≤ (T,L) y (Ti,Li) ≤ (Tτ ,Lτ ).

∴ ξR−Tors(
⋃
i∈I
Ti) = (Tτ ,Lτ ).

Proposición 3.3.14. Si {(Ti,Li)}i∈I ⊆ R− tors, entonces:
1) ξR−Tors(

⋂
i∈I
Ti) ∈ R− tors.

2) ξR−Tors(
⋃
i∈I
Ti) ∈ R− tors.

Demostración. 1) Por el Teorema 3.3.9, tenemos que, para toda i ∈ I, Ti ∈ L{≤,�,⊕,ext},
entonces τ ′ =

⋂
i∈I
Ti ∈ L{≤,�,⊕,ext}. Entonces, por el Teorema 3.3.9, existe (T,L) teoŕıa

de torsión hereditaria tal que T =
⋂
i∈I
Ti, por lo que (Tτ ′ ,Lτ ′) = (T,L) ∴ (Tτ ′ ,Lτ ′) ∈

R− tors.
2)Por la Observación 3.3.13, tenemos que ξR−Tors(

⋃
i∈I
Ti) = (Tτ ,Lτ ) con τ =

⋂
i∈I
Li.

Por el Teorema 3.3.11, tenemos que, para toda i ∈ I, Li ∈ L{E,≤,∏,ext}, entonces
⋂
i∈I
Li ∈

L{E,≤,∏,ext}. Entonces, por el Teorema 3.3.11, existe (T,L) teoŕıa de torsión hereditaria
tal que L =

⋂
i∈I
Li, por lo que (Tτ ,Lτ ) = (T,L) ∴ ξR−Tors(

⋃
i∈I
Ti) = (Tτ ,Lτ ) ∈ R− tors.

Como consecuencia del Teorema 3.3.4 y la Proposición 3.3.14 tenemos que si
{(Ti,Li)}i∈I ⊆ R − tors, entonces ξR−tors(

⋂
i∈I
Ti) = ξR−Tors(

⋂
i∈I
Ti) y ξR−tors(

⋃
i∈I
Ti) =

ξR−Tors(
⋃
i∈I
Ti).

Observación 3.3.15. Podemos ver que (R-tors,≤,∧,∨,0,1) es una ret́ıcula completa,
con
1) (T1,L1) ≤ (T2,L2) si y sólo si T1 ⊆ T2 (equivalentemente L2 ⊆ L1, por el Lema
3.1.4),
2) 0 = ({0}, R−mod),
3) 1 = (R−mod, {0}),
4)

∧
i∈I

(Ti,Li) = ξR−tors(
⋂
i∈I
Ti) = ξR−Tors(

⋂
i∈I
Ti) y

5)
∨
i∈I

(Ti,Li) = ξR−tors(
⋃
i∈I
Ti) = ξR−Tors(

⋃
i∈I
Ti).

Además, es fácil notar que es subret́ıcula de R− Tors.

Lema 3.3.16. Si ζ ∈ L{≤,�}, entonces ξ≤,�,⊕,ext(ζ) = {M ∈ R −mod| ∀f : M � N
distinto de cero, ∃g : K � N con 0 6= K ∈ ζ}.

Demostración. Sea A = {M ∈ R −mod| ∀f : M � N distinto de cero, ∃g : K � N
con 0 6= K ∈ ζ}, primero demostraremos que A es cerrada bajo submódulos, cocientes,
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sumas directas y extensiones.

≤) Sea M ∈ A y f : N → M monomorfismo. Sea g : N → X epimorfismo no
cero. Sea P el coproducto fibrado de f y g, el cual nos induce el siguiente diagrama
conmutativo

N //
f //

g
����

M

h����
X //

j // P .

De ah́ı podemos observar que j(X) 6= 0 y P 6= 0, entonces existe Y � P tal que

j(X)
⊕

Y es esencial en P , por lo que si consideramos π : P → P

Y
la proyección

canónica y ψ = π ◦ j. Pr otro lado, π ◦ h es un epimorfismo no cero, por lo que existe

i : K → P

Y
monomorfismo con 0 6= K ∈ A, por lo que podemos extender el diagrama

anterior al siguiente diagrama conmutativo:

N //
f //

g
����

M

h����
X //

j //
��

ψ

��

P

π����

K //
i // P

Y
.

Tenemos que ψ(X) es esencial en
P

Y
6= 0, además, ψ es un monomorfismo ya que

j(X) ∩ Y = 0.
Entonces, 0 6= ψ(X) ∩K ≤ K, por lo que K ′ = ψ(X) ∩K ∈ ζ. Entonces, ψ−1(K ′) 6= 0
y 0 6= K ′ ∼= ψ−1(K ′), ya que ψ es monomorfismo, entonces ψ−1(K ′) ∈ ζ, ya que ζ es
clase abstracta ∴ N ∈ A.
∴ A es cerrado bajo submódulos.

�) Sea M ∈ A y f : M → N epimorfismo. Si g : N → X es un epimorfismo distinto
de cero, entonces g ◦ f es epimorfismo distinto de cero, por lo que existe h : K → X
monomorfismo con 0 6= K ∈ ζ ∴ N ∈ A.
∴ A es cerrada bajo cocientes.⊕

) Ahora sea {Mj}j∈J ⊆ A y f :
⊕
j∈J

Mj → N epimorfismo distinto de cero, enton-

ces existe r ∈ J tal que Im(f ◦ ir) 6= 0. Consideramos ψ : Mr → Im(f ◦ ir) el morfismo
resultante de correstringir a la imagen a f ◦ ir, tenemos que es un epimorfismo distinto
de cero, entonces existe g : K → N monomorfismo con 0 6= K ∈ ζ ya que Mr ∈ A ∴⊕
j∈J

Mj ∈ A.

∴ A es cerrada bajo sumas directas.

ext) Sea 0 // N
f //M

g // L // 0 sucesión exacta con N,L ∈ A, y sea h :
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M →M ′ epimorfismo con M 6= 0.
Si Im(h◦ f) 6= 0 consideramos ψ : N → Im(h◦ f) el morfismo resultante de correstrin-
gir a la imagen a hf , tenemos que es un epimorfismo distinto de cero, entonces existe
g : K →M ′ monomorfismo con 0 6= K ∈ ζ ya que N ∈ A ∴ M ∈ A.
Si Im(hf) = 0, entonces, por propiedad universal del conúcleo, existe j : L→ M ′ que
hace conmutativo el siguiente diagrama:

0 // N
f //M

g //

h
��

L //

j~~

0

M ′ .
Entonces jg = h y h es epimorfismo , entonces j es epimorfismo distinto de cero.
Entonces existe g : K →M ′ monomorfismo con 0 6= K ∈ ζ ya que L ∈ A ∴ M ∈ A.
∴ A es cerrada bajo extensiones.
∴ A ∈ L{≤,�,⊕,ext}.

Si M ∈ ζ y f : M → N es un epimorfismo distinto de cero, entonces N ∈ ζ ya que
ζ es cerrada bajo cocientes y IdN : N → N es un monomorfismo con 0 6= N ∈ ζ ∴
M ∈ A.
∴ ζ ⊆ A.
Ahora sea T ∈ L{≤,�,⊕,ext} tal que ζ ∈ T y M ∈ A.

Si
M

rT(M)
6= 0, entonces π : M → M

rT(M)
la proyección canonica es distinta de cero y

M ∈ A, por lo que existe h : K → M

rT(M)
monomorfismo con 0 6= K ∈ ζ ⊆ T. Entonces

K ∼= h(K) y rT(
M

rT(M)
) = 0, por lo que K = rT(K) ∼= rT(h(K)) ≤ rT(

M

rT(M)
) = 0, lo

que es una contradicción.

Entonces
M

rT(M)
= 0, por lo que M = rT(M) ∈ T ∴ A ⊆ T.

∴ A = ξ≤,�,
⊕
,ext(ζ).

Lema 3.3.17. L{≤,�,⊕,ext} es una ret́ıcula distributiva.

Demostración. Primero notemos que si A,B ∈ L{≤,�,⊕,ext}, entonces A ∪ B ∈ L{≤,�},
por lo que A∨B = ξ≤,�,

⊕
,ext(A∪B) = {M ∈ R−mod| ∀f : M � N distinto de cero,

∃g : K � N con 0 6= K ∈ A ∪B}.
Ahora sea A,B,C ∈ L{≤,�,⊕,ext}.
Sea M ∈ A ∧ (B ∨ C) y f : M → N epimorfismo distinto de cero, entonces existe
g : X → N monomorfismo con 0 6= X ∈ B ∪ C, entonces X ∈ B o X ∈ C. Además,
A es cerrado bajo submódulos y cocientes, por lo que X ∈ A, entonces X ∈ A ∧ B o
X ∈ A ∧ C, por lo que X ∈ (A ∧B) ∪ (A ∧ C) ∴ M ∈ (A ∧B) ∨ (A ∧ C).
Entonces A∧ (B ∨C) ⊆ (A∧B)∨ (A∧C) y (A∧B)∨ (A∧C) ⊆ A∧ (B ∨C) siempre
se da ∴ A ∧ (B ∨ C) = (A ∧B) ∨ (A ∧ C) ∴ L{≤,�,⊕,ext} es una ret́ıcula distributiva.

Teorema 3.3.18. Existe un isomorfismo de ret́ıculas entre R− tors y L{≤,�,⊕,ext}.
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Demostración. Por el Teorema 3.3.9, tenemos que si (T,L) ∈ R − tors, entonces T ∈
L{≤,�,

⊕
,ext}, por lo que la siguiente función esta bien definida:

f : R− tors // L{≤,�,
⊕
,ext}

(T,L) � // T .

Además, (T1,L1) ≤ (T2,L2) ⇔ T1 ⊆ T2 ⇔ f((T1,L1)) ⊆ f((T2,L2)), por lo que f es
un morfismo de órdenes parciales.
Si T′ ∈ L{≤,�,⊕,ext}, entonces T′ es una clase de torsión hereditaria para alguna teoŕıa
de torsión hereditaria (T′,L), por el Teorema 3.3.9, por lo que T′ ∈ Im(f) ∴ f es sobre
y es claramente inyectiva ya que toda teoŕıa de torsión está determinada por cualquiera
de sus dos partes ∴ f es un isomorfismo de ret́ıculas.

Corolario 3.3.19. R− tors es una ret́ıcula distributiva.

Demostración. Sean (T1,L1), (T2,L2), (T3,L3) ∈ R− tors.
Entonces consideremos f el isomorfismo de ret́ıculas definido en el Teorema 3.3.18, te-
nemos que f((T1,L1)∧ ((T2,L2)∨ (T3,L3))) = T1∧ (T2∨T3) y f(((T1,L1)∧ (T2,L2))∨
((T1,L1) ∧ (T3,L3))) = (T1 ∧ T2) ∨ (T1 ∧ T3).
Además, por el Lema 3.3.17, sabemos que L{≤,�,⊕,ext} es distributiva, por lo que
T1 ∧ (T2 ∨ T3) = (T1 ∧ T2) ∨ (T1 ∧ T3), entonces f((T1,L1) ∧ ((T2,L2) ∨ (T3,L3))) =
f(((T1,L1) ∧ (T2,L2)) ∨ ((T1,L1) ∧ (T3,L3))) y f es inyectiva, entonces (T1,L1) ∧
((T2,L2) ∨ (T3,L3)) = ((T1,L1) ∧ (T2,L2)) ∨ ((T1,L1) ∧ (T3,L3)).
∴ R− tors es distributiva.

Teorema 3.3.20. Existe un anti-isomorfismo de ret́ıculas entre R−tors y L{E,≤,∏,ext}.

Demostración. Por el Teorema 3.3.11, tenemos que si (T,L) ∈ R − tors entonces L ∈
L{E,≤,

∏
,ext}, por lo que la siguiente función está bien definida

f : R− tors // L{E,≤,∏,ext}

(T,L) � // L .

Si L′ ∈ L{E,≤,∏,ext}, entonces L′ es una clase libre de torsión hereditaria para alguna
teoŕıa de torsión hereditaria (T,L′), por Teorema 3.3.11, por lo que L′ ∈ Im(f) ∴ f es
sobre y es claramente inyectiva ∴ f es biyectiva.
Además, (T1,L1) ≤ (T2,L2) ⇔ L2 ⊆ L1 ⇔ f((T2,L2)) ⊆ f((T1,L1)), por lo que f es
un anti-isomorfismo de ret́ıculas.
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Teorema 3.3.21. Existe una biyección entre R− tors y los radicales exactos izquierdos
en R−mod.

Demostración. Sea R − rei la clase de los radicales exactos izquierdos en R − mod,
entonces tenemos la función

f : R− tors // R− rei

(T,L) � // rT .

También tenemos la función

g : R− rei // R− tors

r � // (Tr,Lr) .

Por los Lemas 3.2.19, 3.2.20 y 3.2.18, las funciones f y g están bien definidas. Veamos
ahora que son inversas entre śı. Sea (T,L) ∈ R− tors, entonces (T,L) ∈ R−Tors, por
el Teorema 3.3.4, y, por el Teorema 3.2.14, tenemos que T = TrT . Además, las teoŕıas
de torsión están determinadas por cualquiera de sus partes (ya sea su parte libre de
torsión o su parte de torsión), por lo que g(f((T,L))) = (TrT ,LrT) = (T,L).
∴ g ◦ f = idR−tors.
Por otro lado, tenemos que si r ∈ R − rei, entonces r es un radical exacto izquierdo,
por lo que r es un radical idempotente, por el Teorema 3.2.18. Aśı que, por el Teorema
3.2.14, tenemos que rTr = r ∴ f(g(r)) = rTr = r.
∴ f ◦ g = idR−rid ∴ f es una biyección.

Proposición 3.3.22. Si T ∈ L{≤,�,⊕,ext}, entonces:
M ∈ T⇔ Rx ∈ T, ∀x ∈M .

Demostración. ⇒)
Sea M ∈ T. Si x ∈ M , entonces Rx ≤ M , por lo que Rx ∈ T, pues T cerrada bajo
submódulos.
⇐)
Por Teorema 3.3.9, sabemos que T es la clase de torsión hereditaria de una teoŕıa de
torsión hereditaria (T,L). Sean N ∈ L y M ∈ R − mod tal que para toda x ∈ M ,
Rx ∈ T.
Sea f : M → E(N) un morfismo. Si x ∈ M , entonces tenemos la inclusión canónica
i : Rx→M , por lo que f ◦ i : Rx→ E(N) es el morfismo cero ya que Rx ∈ T, entonces
f(x) = 0.
Entonces f = 0, por lo que Hom(M,E(N)) = 0 ∴ M ∈ T.

En la Proposición 3.3.22 pudimos ver que toda clase de torsión hereditaria está de-
terminada por los módulos ćıclicos que contiene, más aún, como es una clase abstracta,
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está determinada por los cocientes del anillo que ésta contiene. Utilizaremos esto para
ver que, mientras existen anillos para los que R − Tors no es cardinable, R − tors
siempre es cardinable.

Teorema 3.3.23. R− tors es cardinable.

Demostración. Consideremos la función

f : L{≤,�,⊕,ext} // P(P(R))

ζ � // {I ≤ R|R
I
∈ ζ} .

Es claro que está bien definida, bastaria ver que es inyectiva. Supongamos que f(T) =

f(T′), entonces {I ≤ R | R
I
∈ T} = {I ≤ R | R

I
∈ T′}. Sea M ∈ T, entonces Rx ∈ T

∀x ∈ M , por Proposición 3.3.22, y Rx ∼=
R

(0 : x)
, por lo que

R

(0 : x)
∈ T ∀x ∈ M ,

entonces
R

(0 : x)
∈ T′ ∀x ∈ M por hipótesis, entonces Rx ∈ T′ ∀x ∈ M , por lo que

M ∈ T′, por la Proposición 3.3.22 ∴ T ⊆ T′.
Ahora sea M ∈ T′, entonces Rx ∈ T′ ∀x ∈M , por la Proposición 3.3.22, y Rx ∼=

R

(0 : x)
,

por lo que
R

(0 : x)
∈ T′ ∀x ∈ M , entonces

R

(0 : x)
∈ T ∀x ∈ M , por hipótesis, entonces

Rx ∈ T ∀x ∈M , por lo que M ∈ T, por la Proposición 3.3.22 ∴ T′ ⊆ T ∴ T = T′.
Entonces f es inyectiva, por lo que L{≤,�,⊕,ext} es cardinable y biyectable con R− tors,
por el Teorema 3.3.18 ∴ R− tors es cardinable.

Corolario 3.3.24. L{E,≤,∏,ext}, L{≤,�,⊕,ext} y R− rei son cardinables.

Demostración. Directo del Teorema 3.3.23 y los Teoremas 3.3.18, 3.3.20 y 3.3.21.



Caṕıtulo 4

Clases naturales.

Comenzaremos dando las definiciones de seudocomplemento y seudocomplemento
fuerte, para después dar un teorema que nos ayudará a calcularlos en algunas grandes
ret́ıculas.

Definición 4.0.1. Una ret́ıcula de clases de módulos L con elemento menor es fuer-
temente seudocomplementada (S-seudocomplementada) si todo elemento de L tiene
seudocomplemento fuerte.

Observación 4.0.2. Sea LP una ret́ıcula de clases de módulos.
Es claro que todo seudocomplemento fuerte es en particular un seudocomplemento y no
solo eso, si una clase ζ tiene seudocomplemento fuerte ζS−

⊥P , entonces tiene un único
seudocomplemento que resulta ser ζS−

⊥P .
De manera que en una ret́ıcula LP S-seudocomplementada tendremos que Skel(LP ) =
S − Skel(LP ) y ζS−

⊥P = ζ⊥p.

Observación 4.0.3. Si a ∈ L con L una ret́ıcula S-seudocomplementada con elemento
menor 0, entonces a ∧ a⊥=0. ∴ a ≤ (a⊥)⊥.

Observación 4.0.4. Si a, b ∈ L con L una ret́ıcula S-seudocomplementada de R-módu-
los con elemento menor 0 y a ≤ b, entonces 0 = b ∧ b⊥ ≥ a ∧ b⊥, por lo que a ∧ b⊥ = 0
∴ b⊥ ≤ a⊥.

Teorema 4.0.5. Sean LQ y LP ret́ıculas S-seudocomplementadas con P y Q conjuntos
de propiedades de clausura. Si Skel(LP ) ⊆ LQ ⊆ LP , entonces Skel(LP ) = Skel(LQ).

Demostración. Sea C∈ LQ, tomemos a C⊥Q ∈ LQ ⊆ LP , además, sabemos que C⊥Q ∧
C = {0}, entonces C⊥Q ≤ C⊥P ∈ Skel(Lp) ⊆ LQ. Como C ∧ C⊥P = {0} y C⊥P ∈ LQ
tenemos que C⊥P ≤ C⊥Q , por lo que C⊥Q = C⊥P ∈ Skel(LP ) ∴ Skel(LQ) ⊆ Skel(LP ).
Ahora tomemos a C⊥P ; veamos que es elemento de Skel(LQ).
Como LQ y LP son S-seudocomplementadas tenemos que C⊥P ≤ ((C⊥P )⊥P )⊥P , además,
tenemos que C ≤ (C⊥P )⊥P implica que ((C⊥P )⊥P )⊥P ≤ C⊥P , de donde tenemos que
C⊥P = ((C⊥P )⊥P )⊥P . De manera que sólo tendŕıamos que demostrar que ((C⊥P )⊥P )⊥P =
((C⊥P )⊥P )⊥Q . Aśı que sea D ∈ LQ tal que D ∧ (C⊥P )⊥P = {0} ; LQ ⊆ LP , entonces
D ≤ ((C⊥P )⊥P )⊥P = C⊥P , por lo que ((C⊥P )⊥P )⊥Q ≤ C⊥P .

49
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Por otro lado, C⊥P ∈ LQ y C⊥p ∧ (C⊥P )⊥P = {0}, entonces C⊥P ≤ ((C⊥P )⊥P )⊥Q , por
lo que C⊥P = ((C⊥P )⊥P )⊥Q ∈ Skel(LQ) ∴ Skel(LP ) ⊆ Skel(LQ).
∴ Skel(LP ) = Skel(LQ)

Teorema 4.0.6. Sea LP una ret́ıcula S-seudocomplementada y LQ ret́ıcula acotada con
P y Q conjuntos de propiedades de clausura . Si Skel(LP ) ⊆ LQ ⊆ LP , entonces LQ es
S-seudocomplementada.

Demostración. Sea C ∈ LQ ⊆ LP . Entonces C⊥P ∈ LQ, por hipótesis, y C⊥P ∧C = {0}.
Sea A ∈ LQ tal que A ∧ C = {0}, entonces A ∈ LP y A ∧ C = {0} ∴ A ⊆ C⊥P ∴ C⊥P

es seudocomplemento fuerte de C en LQ ∴ LQ es S-seudocomplementada.

De los dos teoremas anteriores podemos darnos cuenta que basta con que LP sea
una ret́ıcula acotada para que la conclusión del Teorema 4.0.5 sea cierta, por lo que se
deduce directamente el siguiente corolario de los dos teoremas anteriores.

Corolario 4.0.7. Sean LP una ret́ıcula S-seudocomplementadas y LQ una ret́ıcula aco-
tada con P y Q conjuntos de propiedades de clausura. Si Skel(LP ) ⊆ LQ ⊆ LP , entonces
Skel(LP ) = Skel(LQ).

Observación 4.0.8. Para llegar al Corolario 4.0.7 no ocupamos en ningún momento
que LQ y LP fueran conjuntos, por lo que el resultado es válido si LQ y LP son grandes
ret́ıculas.

4.1. Seudocomplementos en L{≤} y ret́ıculas asocia-

das.

El principal objeto de estudio de este caṕıtulo son las clases naturales que son
clases cerradas bajo submódulos, cápsulas inyectivas y sumas directas; en esta sección
demostraremos que estas resultan ser también los seudocomplementos de las clases
hereditarias. Además, encontraremos los seudocomplementos de las grandes ret́ıculas
L{≤,E}, L{≤,E,⊕}, L{≤,ext}, L{≤,⊕} y L{≤,⊕,ext} utilizando el Corolario 4.0.7.

Proposición 4.1.1. Sea ζ ∈ L{≤}, entonces

ζ⊥≤ = ζS−
⊥≤

= {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : K → N monomorfismo ⇒ K=0 }.

Demostración. Sea M ∈ {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : K → N monomorfismo⇒ K=0}.
Sea f : N → M y g : K → N monomorfismos con K ∈ ζ, entonces fg : K → M es un
monomorfismo ∴ K = 0.
∴ {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : K → N monomorfismo ⇒ K=0 } ∈ L{≤}.
Sea N ∈ ζ ∧ {N ∈ R −Mod| K ∈ ζ y f : K → N monomorfismo ⇒ K=0 }, tenemos
que IdN : N → N es monomorfismo, entonces N = 0.
∴ ζ ∧ {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : K → N monomorfismo ⇒ K=0 } = {0}.
Ahora sea D ∈ L{≤} tal que ζ ∧D = {0}, sea N ∈ ζ y f : N → M monomorfismo con
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M ∈ D, entonces N ∈ D ya que D es una clase hereditaria.
∴ D ⊆ {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : K → N monomorfismo ⇒ K=0 }
∴ ζS−

⊥≤
= {N ∈ R −Mod| K ∈ ζ y f : K → N monomorfismo ⇒ K=0 } y, por la

Observación 4.0.2, ζS−
⊥≤

= ζ⊥≤ .

Corolario 4.1.2. L{≤} es una gran ret́ıcula fuertemente seudocomplementada.

Teorema 4.1.3. Sea ζ ∈ L{≤}, entonces (ζ⊥≤)⊥≤ es la clase de todos los módulos N
tal que para cada f : K → N monomorfismo distinto de cero, ∃U ∈ ζ distinto de cero
y un monomorfismo g : U → K.

Demostración. Por la Proposición 4.1.1, tenemos que

(ζ⊥≤)⊥≤ = {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ⊥≤ y f : K → N monomorfismo ⇒ K=0 }
= {N ∈ R−Mod| f : K → N monomorfismo distinto de cero ⇒ K /∈ ζ⊥≤ }.

Además, tenemos que K /∈ ζ⊥≤ si y sólo si ∃U ∈ ζ distinto de cero y un monomorfismo
g : U → K ∴ (ζ⊥≤)⊥≤ = {N ∈ R−Mod| para cada f : K → N monomorfismo distinto
de cero, ∃U ∈ ζ distinto de cero y un monomorfismo g : U → K}.

Teorema 4.1.4. Si ζ ∈ L{≤}, entonces ζ⊥≤ ∈ L{≤,E,⊕}.
Demostración. Sea ζ ∈ L{≤} y N ∈ ζ⊥≤ .
Sean f : M → N y g : L → M monomorfismos con L ∈ ζ, entonces fg : L → N es
monomorfismo, pues es una composición de monomorfismos, por lo que L = 0, ya que
N ∈ ζ⊥≤ ∴ M ∈ ζ⊥≤ ∴ ζ⊥≤ es cerrada bajo submódulos.
Ahora sea g : L → E(N) monomorfismo con L ∈ ζ, la inclusión i : Im(g) ∩ N → N
es un monomorfismo y N ∈ ζ⊥≤ , entonces Im(g) ∩ N = 0 y N es esencial en E(N).
Entonces Im(g) = 0 y g monomorfismo, por lo que L = 0 ∴ E(N) ∈ ζ⊥≤ ∴ ζ⊥≤ es
cerrada bajo tomar cápsulas inyectivas.
Por último, sea {Mi}i∈I ⊆ ζ⊥≤ y f : K →

⊕
i∈I
Mi monomorfismo con K ∈ ζ.

Si K 6= 0, sea k ∈ K distinto de cero con k = nα1 +nα2 + ...+nαs con el menor número
posible de sumandos, donde nαi ∈Mαi .
Como k 6= 0, entonces 0 � s y como es la expresión con el menor número posi-
ble de sumandos, tenemos que los anuladores de los sumandos coinciden, es decir,
(0 : nα1) = (0 : nα2) = ... = (0 : nαs). Por lo que (0 : nαi) = (0 : k)∀i, 1 ≤ i ≤ s.

Entonces Rk ∼=
R

(0 : k)
=

R

(0 : nα1)
∼= Rnα1 y la inclusión i : Rnα1 → Mα1 es mo-

nomorfismo con Mα1 ∈ ζ⊥≤ , por lo que 0 = Rnα1
∼= Rk, lo cual es claramente una

contradicción.
∴ K = 0 ∴

⊕
i∈I
Mi ∈ ζ⊥≤ ∴ ζ⊥≤ es cerrada bajo sumas directas.

∴ ζ⊥≤ ∈ L{≤,E,⊕}.
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Corolario 4.1.5. Si ζ ∈ L{≤}, entonces (ζ⊥≤)⊥≤ ∈ L{≤,E,⊕}.
Proposición 4.1.6. Si ζ ∈ L{≤,E,⊕}, entonces ζ es cerrado bajo extensiones esenciales,
es decir, si N ∈ ζ y f : N →M es un monomorfismo esencial, entonces M ∈ ζ.

Demostración. Sea ζ ∈ L{≤,E,
⊕
} y f : N → M es un monomorfismo esencial, donde

N ∈ ζ, entonces E(M) = E(N) ∈ ζ ya que ζ es cerrado bajo cápsulas inyectivas y
tenemos la inclusión canónica de M en su cápsula inyectiva i : M → E(M) que es un
monomorfismo. ∴ M ∈ ζ ya que ζ ∈ L{≤,E,⊕}.

Definición 4.1.7. Sea M un R-módulo, entonces diremos que {Ni}i∈I es una familia
independiente de submódulos de M si Ni ∩

∑
j∈I−{i}

Nj = 0 y Ni ≤M ∀i ∈ I.

Proposición 4.1.8. Sea M un R-módulo y {Ni}i∈I familia de submódulos de M , en-
tonces {Ni}i∈I es una familia independiente de submódulos de M ⇔ {Ni}i∈J es una
familia independiente de submódulos de M ∀J ⊆ I finito.

Demostración. ⇒)
Sea J ⊆ I finito, entonces tenemos que Ni ∩

∑
j∈J−{i}

Nj ⊆ Ni ∩
∑

j∈I−{i}
Nj = 0 ∀i ∈ J ∴

Ni ∩
∑

j∈J−{i}
Nj = 0 ∀i ∈ J .

⇐)
Sea i ∈ I. Si x ∈ Ni∩

∑
j∈I−{i}

Nj , entonces x = xn1 + ...+xnm con J = {n1, .., nm, i} ⊆ I

y xni ∈ Nni para todo i ∈ {1, ...,m}. Por lo que x ∈ Ni ∩
∑

j∈J−{i}
Nj y J es finito,

entonces x ∈
∑

j∈J−{i}
Nj = 0. Por lo tanto x = 0, entonces Ni ∩

∑
j∈I−{i}

Nj para toda

i ∈ I.
∴ {Ni}i∈I es una familia independiente de submódulos de M.

Proposición 4.1.9. Sean ζ ∈ L{≤} y M ∈ (ζ⊥≤)⊥≤, entonces existe {Ni}i∈I ⊆ ζ
familia de submódulos de M tal que

⊕
i∈I
Ni es esencial en M .

Demostración. Por la Proposición 4.1.8, sabemos que la familia de familias indepen-
dientes de submódulos de M contenidas en ζ es de carácter finito. Entonces, por el Lema
de Tukey, existe {Ni}i∈I ⊆ ζ familia independiente de submódulos de M máxima.
Ahora, sea N ′ ≤ M distinto de cero tal que

⊕
i∈I
Ni ∩ N ′ = 0, entonces existe K ≤ N ′

tal que K ∈ ζ. Aśı que
⊕
i∈I
Ni ∩K = 0 y K ∈ ζ, entonces {Ni}i∈I ∪ {K} ⊆ ζ seŕıa una

familia independiente de submódulos de M contradiciendo que {Ni}i∈I sea máxima.
∴ N ′ = 0 ∴

⊕
i∈I
Ni es esencial en M .

Proposición 4.1.10. Si ζ ∈ L{≤,E,⊕}, entonces ζ = (ζ⊥≤)⊥≤.
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Demostración. Sea N ∈ (ζ⊥≤)⊥≤ . Por la Proposición 4.1.3, tenemos que cada submódu-
lo no cero de N tiene un submódulo distinto de cero en ζ, ahora sea

⊕
i∈I
Ni = M ≤ N

donde {Ni}i∈I es una familia de submódulos de M pertenecientes a ζ como en la Pro-
posición 4.1.9.
∴ M es esencial en N y M ∈ ζ pues ζ es cerrada bajo sumas directas. Por la Propo-
sición 4.1.6, N ∈ ζ ∴ (ζ⊥≤)⊥≤ ⊆ ζ y como ζ ⊆ (ζ⊥≤)⊥≤ , por la Observación 4.0.3 ∴
(ζ⊥≤)⊥≤ = ζ.

Proposición 4.1.11. Si ζ ∈ L{≤}, entonces ξ{≤,E,⊕}(ζ) = (ζ⊥≤)⊥≤.

Demostración. Por las Observaciones 4.0.2 y 4.0.3, sabemos que ζ ⊆ (ζ⊥≤)⊥≤ ∈ L{≤,E,⊕}.
Ahora sea Ω ∈ L{≤,E,⊕} tal que ζ ⊆ Ω , entonces Ω⊥≤ ⊆ ζ⊥≤ , por la Observación 4.0.4.
Entonces (ζ⊥≤)⊥≤ ⊆ (Ω⊥≤)⊥≤ y (Ω⊥≤)⊥≤ = Ω ya que Ω ∈ L{≤,E,⊕} ∴ (ζ⊥≤)⊥≤ ⊆ Ω
∴ ξ{≤,E,⊕}(ζ) = (ζ⊥≤)⊥≤ .

Corolario 4.1.12. Skel(L{≤}) = L{≤,E,
⊕
}.

Demostración. Sea Ω ∈ Skel(L{≤}), entonces Ω = ζ⊥≤ ∈ L{≤,E,
⊕
}, por el Teorema

4.1.4.
Ahora sea Ω ∈ L{≤,E,⊕}, entonces Ω = (Ω⊥≤)⊥≤ ∈ Skel(L{≤}), por la Proposición
4.1.10.
∴ Skel(L{≤}) = L{≤,E,

⊕
}.

Teorema 4.1.13. Si ζ ∈ L{≤,E,⊕}, entonces ζ es cerrado bajo extensiones.

Demostración. Sea Ω ∈ L{≤,E,⊕}, entonces ∃ζ ∈ L{≤} tal que Ω = ζ⊥≤ .

Sean 0 // N
f // L

g //M // 0 una sucesión exacta corta con N,L ∈ ζ⊥≤ y

h : K → L un monomorfismo con K ∈ ζ. Sea i : ker(gh) → K la inclusión canónica,
entonces ghi : ker(gh)→ L es el morfismo cero y, por la propiedad universal del núcleo,
∃j : ker(gh)→ N que hace conmutativo el siguiente diagrama

0 // N
f // L

g //M // 0

K

h

OO

ker(gh)

i

OO∃j

ZZ

.

Entonces fj es un monomorfismo ya que hi es un monomorfismo siendo una com-
posición de monomorfismos ∴ j es monomorfismo.
Como K ∈ ζ y ker(gh) ≤ K, tenemos que ker(gh) ∈ ζ, j : ker(gh)→ N monomorfis-
mo y N ∈ ζ⊥≤ , entonces ker(gh) = 0 ∴ gh es monomorfismo.
Ahora como L ∈ ζ⊥≤ , K ∈ ζ y gh : K → L es un monomorfismo, entonces K = 0
∴M ∈ ζ⊥≤ = Ω ∴ Ω es cerrada bajo extensiones.
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Observación 4.1.14. Por la Proposición 4.1.13, tenemos que si ζ ∈ L{≤,E,
⊕
}, en-

tonces ζ es cerrado bajo extensiones, además de ser cerrada bajo submódulos, cápsulas
inyectivas y sumas directas, entonces :
1) L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤}.
2) L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,E}.
3) L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,E,⊕}.
4) L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,ext}.
5) L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,

⊕
}.

6) L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,
⊕
,ext}.

Teorema 4.1.15. L{≤}, L{≤,E}, L{≤,E,⊕}, L{≤,ext}, L{≤,⊕} y L{≤,
⊕
,ext} tienen como

esqueleto a L{≤,E,⊕}.
Demostración. Tenemos que :
1) Skel(L{≤})=L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤} ⊆ L{≤}.
2) Skel(L{≤})=L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,E} ⊆ L{≤}.
3) Skel(L{≤})=L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,E,

⊕
} ⊆ L{≤}.

4) Skel(L{≤})=L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,ext} ⊆ L{≤}.
5) Skel(L{≤})=L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,⊕} ⊆ L{≤}.
6) Skel(L{≤})=L{≤,E,⊕} ⊆ L{≤,⊕,ext} ⊆ L{≤}.
Entonces, por el Corolario 4.1.2, L{≤} es S-seudocomplementada y L{≤}, L{≤,E}, L{≤,E,⊕},
L{≤,ext}, L{≤,⊕} y L{≤,⊕,ext} son ret́ıculas acotadas con elemento menor {0} y elemento
mayor R-mod.
∴ Skel(L{≤})=Skel(L{≤,E})=Skel(L{≤,E,⊕})=Skel(L{≤,ext})=Skel(L{≤,⊕})
=Skel(L{≤,⊕,ext})=L{≤,E,⊕}, por el Corolario 4.0.7.

4.2. R-nat.

Llamaremos R-nat a el esqueleto de L{≤}, es decir, Skel(L{≤})=R-nat y, por el
Corolario 4.1.12, podemos llamar clases naturales a los elementos de R-nat. En esta
sección demostraremos que R− nat junto con la contención es una ret́ıcula de Boole.

Observación 4.2.1. Si ζ ⊆ R −mod tenemos que ((ξ≤(ζ))⊥≤)⊥≤ = {N ∈ R −Mod|
para cada f : K → N monomorfismo distinto de cero, ∃U ∈ ξ≤(ζ) distinto de cero y
un monomorfismo g : U → K}, por lo que es claro que ζ ⊆ ((ξ≤(ζ))⊥≤)⊥≤.

Teorema 4.2.2. Sea ζ ⊆ R−mod, entonces ξR−nat(ζ) = ((ξ≤(ζ))⊥≤)⊥≤.

Demostración. Sea Ω ∈ R − nat tal que ζ ⊆ Ω, entonces ξ≤(ζ) ⊆ Ω ya que R − nat ⊆
L{≤}.
Como Ω ∈ R − nat tenemos que Ω = κ⊥≤ para algún κ ∈ L{≤}, además, tenemos que
ξ≤(ζ) ⊆ κ⊥≤ ⇒ (κ⊥≤)⊥≤ ⊆ ξ≤(ζ)⊥� ⇒ ((ξ≤(ζ))⊥≤)⊥≤ ⊆ ((κ⊥≤)⊥≤)⊥≤ y ((κ⊥≤)⊥≤)⊥≤ =
κ⊥≤ = Ω, pues L{≤} es fuertemente seudocomplementada, por lo que ((ξ≤(ζ))⊥≤)⊥≤ ⊆ Ω
y ζ ⊆ ((ξ≤(ζ))⊥≤)⊥≤ ∈ R− nat ∴ ξR−nat(ζ) = ((ξ≤(ζ))⊥≤)⊥≤ .
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Observación 4.2.3. Podemos ver que (R-nat=L{⊕,≤,E},≤,∧,∨,0,1) es una ret́ıcula
completa, con
1) ζ1 ≤ ζ2 ⇔ ζ1 ⊆ ζ2,
2) 0 = {0},
3) 1 =R-mod,
4)

∧
i∈I
ζi =

⋂
i∈I
ζi y

5)
∨
i∈I
ζi = ξR−nat(

⋃
i∈I
ζi)

Proposición 4.2.4. Si {ζi}i∈I es una familia de clases naturales, entonces∨
i∈I
ζi={N ∈ R−mod|∀M � N 6= 0, ∃0 6= M ′�M con M ′ ∈ ζp para algún p ∈ I}.

Demostración. Tenemos que∨
i∈I
ζi = ξR−nat(

⋃
i∈I
ζi) = ((

⋃
i∈I
ζi)
⊥≤)⊥≤ , por la Proposición 4.2.2, pero

((
⋃
i∈I
ζi)
⊥≤)⊥≤ = {N ∈ R−mod|∀M � N 6= 0, ∃0 6= M ′�M con M ′ ∈ ζp para algún

p ∈ I}.

Observación 4.2.5. Sabemos que R − nat = Skel(L{≤}) ⊆ L{≤} y el orden es la
restricción de el orden de L{≤} a Skel(L{≤}), entonces los seudocomplementos en R−nat
serán los mismos que los de L{≤}, es decir, ζ⊥≤ = ζ⊥R−nat, ∀ζ ∈ R− nat.

Proposición 4.2.6. Si ζ, ζ ′ y κ son clases naturales, entonces las siguientes propie-
dades son equivalentes

a)ζ
∧
ζ ′ ≤ κ.

b)ζ
∧
ζ ′
∧
κ⊥R−nat = 0.

Demostración. a)⇒b)
Sea M ∈ ζ

∧
ζ ′
∧
κ⊥R−nat, entonces M ∈ κ⊥R−nat.

Por otro lado, M ∈ ζ
∧
ζ ′ ≤ κ, por lo que M ∈ κ⊥R−nat

⋂
κ ∴ M = 0.

b)⇒a)
Sea M ∈ ζ

∧
ζ ′ tal que M /∈ κ, entonces existe f : N → M monomorfismo distin-

to de cero tal que ∀g : N ′ → N monomorfismo distinto de cero, N ′ /∈ κ ∴ N ∈
ζ
∧
ζ ′
∧
κ⊥R−nat = 0 lo que es una contradicción.

∴ ζ
∧
ζ ′ ≤ κ.

Notación 4.2.7. De lo anterior podemos ver que ζ ′ = (ζ
∧
κ⊥R−nat)⊥R−nat es máximo

con la propiedad de ζ
∧
ζ ′ ≤ κ, ya que es máxima con la propiedad de ζ

∧
ζ ′
∧
κ⊥R−nat =

0.
Denotaremos por κ o ζ a (ζ

∧
κ⊥R−nat)⊥R−nat.
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Teorema 4.2.8. R-nat es una ret́ıcula de Boole completa.

Demostración. Sea ζ ∈ R− nat, sabemos ya que ζ
∧
ζ⊥R−nat = 0.

Ahora sea M /∈ ζ
∨
ζ⊥R−nat, entonces existe f : N →M monomorfismo distinto de cero

tal que ∀f : N ′ → N monomorfismo no cero, N ′ /∈ ζ
⋃
ζ⊥R−nat, ya que ζ

∨
ζ⊥R−nat =

ξR−nat(ζ
⋃
ζ⊥R−nat).

Pero N /∈ ζ⊥R−nat, entonces existe h : K → N monomorfismo distinto de cero, con
K ∈ ζ, lo que es claramente una contradicción.
∴ ζ

∨
ζ⊥R−nat = R−mod = 1.

∴ ζ⊥R−nat es complemento de ζ en R− nat.
Sean Γ, ζ y Ω clases naturales y Λ = (Γ

∧
Ω)

∨
(ζ

∧
Ω). Como Γ

∧
Ω ≤ Λ y ζ

∧
Ω ≤ Λ,

tenemos que Γ ≤ Λ o Ω y ζ ≤ Λ o Ω, entonces Γ
∨
ζ ≤ (Λ o Ω).

Por lo que tenemos que Ω
∧

(Γ
∨
ζ) ≤ Ω

∧
(Λ o Ω) ≤ Λ, entonces Ω

∧
(Γ

∨
ζ) ≤ Λ y la

desigualdad Λ ≤ Ω
∧

(Γ
∨
ζ) siempre se da.

∴ Ω
∧

(Γ
∨
ζ) = Λ = (Γ

∧
Ω)

∨
(ζ

∧
Ω).

Por lo que R−nat es una gran ret́ıcula de Boole y, por la Observación 4.2.3, es completa.

Corolario 4.2.9. Skel(R− nat) = R− nat.

Demostración. Como R − nat es una ret́ıcula de Boole, todo elemento tiene comple-
mento y es complemento de su complemento, es decir, ζ = (ζ⊥R−nat)⊥R−nat.

Definición 4.2.10. Sea M un R-módulo, entonces diremos que {xi}i∈I ⊆ M es una
familia independiente de elementos de M si Rxi ∩

∑
j∈I−{i}

Rxj = 0 ∀i ∈ I.

Proposición 4.2.11. Sea M un R-módulo y {xi}i∈I ⊆M , entonces
{xi}i∈I es una familia independiente de elementos de M ⇔ {xi}i∈J es una familia
independiente de elementos de M ∀J ⊆ I finito.

Demostración. ⇒)
Sea J ⊆ I finito, entonces tenemos que Rxi∩

∑
j∈J−{i}

Rxj ⊆ Rxi∩
∑

j∈I−{i}
Rxj = 0 ∀i ∈ J

∴ Rxi ∩
∑

j∈J−{i}
Rxj = 0 ∀i ∈ J .

⇐)(por contrapuesta)
Sea J ⊆ I finito tal que {xi}i∈J no es una familia independiente de elementos de M ,
entonces existe i ∈ J tal que Rxi ∩

∑
j∈J−{i}

Rxj 6= 0, por lo que existe x 6= 0 tal que

x ∈ Rxi∩
∑

j∈J−{i}
Rxj ⊆ Rxi∩

∑
j∈I−{i}

Rxj = 0 ∴ {xi}i∈I no es una familia independiente

de elementos de M .

Proposición 4.2.12. Sea M un R-módulo, entonces existe {xi}i∈I ⊆M tal que
⊕
i∈I
Rxi

es esencial en M .
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Demostración. Por la Proposición 4.2.11, sabemos que el ser una familia de familias
independientes de elementos de M es de carácter finito, entonces, por el Lema de Tukey,
existe {xi}i∈I familia independiente máxima de elementos de M .
Ahora sea N ≤ M tal que

⊕
i∈I
Rxi ∩ N = 0, supongamos que existe x ∈ N distinto de

cero, entonces
⊕
i∈I
Rxi ∩ Rx = 0 aśı que {xi}i∈I ∪ {x} seŕıa una familia independiente

de elementos de M lo que contradice que {xi}i∈I sea máxima.
∴ N = 0, aśı que

⊕
i∈I
Rxi es esencial en M .

Proposición 4.2.13. Si ζ ∈ R− nat, entonces:
M ∈ ζ ⇔ Rx ∈ ζ, ∀x ∈M .

Demostración. ⇒)
Sea M ∈ ζ ⇔ y x ∈M , entonces Rx ≤M y ζ ∈ R− nat = L{≤,

⊕
,E} ∴ Rx ∈ ζ.

⇐)
Sea M ∈ R−mod tal que Rx ∈ ζ∀x ∈M .
Consideremos {xi}i∈I la máxima familia de elementos independientes de M , entonces⊕
i∈I
Rxi es esencial en M , como pudimos ver en la Proposición 4.2.12, y

⊕
i∈I
Rxi ∈ ζ, pues

ζ es una clase natural ∴ M ∈ ζ, por la Proposición 4.1.6.

Proposición 4.2.14. Sea ζ, ζ ′ ∈ R− nat, entonces

{I ≤ R | R
I
∈ ζ} = {I ≤ R | R

I
∈ ζ ′} ⇔ ζ = ζ ′.

Demostración. ⇐)
Es claro que si ζ = ζ ′, entonces

I ∈ {I ≤ R | R
I
∈ ζ} ⇔ R

I
∈ ζ ⇔ R

I
∈ ζ ′ ⇔ I ∈ {I ≤ R | R

I
∈ ζ}.

∴ {I ≤ R | R
I
∈ ζ} = {I ≤ R | R

I
∈ ζ ′}.

⇒)

Sea M ∈ ζ, entonces Rx ∈ ζ ∀x ∈ M , por proposición 4.2.13, y Rx ∼=
R

(0 : x)
, por lo

que
R

(0 : x)
∈ ζ ∀x ∈M , entonces

R

(0 : x)
∈ ζ ′ ∀x ∈M , por hipótesis, entonces Rx ∈ ζ ′

∀x ∈M ∴ M ∈ ζ ′, por la Proposición 4.2.13 ∴ ζ ⊆ ζ ′.

Ahora sea M ∈ ζ ′, entonces Rx ∈ ζ ′ ∀x ∈ M , por proporción 4.2.13, y Rx ∼=
R

(0 : x)
,

por lo que
R

(0 : x)
∈ ζ ′ ∀x ∈ M , entonces

R

(0 : x)
∈ ζ ∀x ∈ M , por hipótesis, entonces

Rx ∈ ζ ∀x ∈M ∴ M ∈ ζ, por la Proposición 4.2.13 ∴ ζ ′ ⊆ ζ ∴ ζ = ζ ′.

Teorema 4.2.15. R− nat es cardinable.



58 CAPÍTULO 4. CLASES NATURALES.

Demostración. Consideremos la función

f : R− nat // P(P(R))

ζ � // {I ≤ R|R
I
∈ ζ} .

es claro que está bien definida y, por la Proposición 4.2.14, es inyectiva
∴ R− nat es cardinable.

Observación 4.2.16. De lo anterior tenemos que la cardinalidad de R-nat es menor
o igual que la de la potencia de la potencia de R, es decir, |R − nat| ≤ 22|R| y en caso
de que R sea un anillo finito R− nat también será finita.

4.3. Anillos semiartinianos caracterizados mediante

sus clases naturales.

Habiendo ya descrito las clases naturales, daremos una caracterización de los anillos
semiartinianos mediante las propiedades de clausura de sus clases naturales.

Definición 4.3.1. Un anillo R es semiartiniano izquierdo si para todo I ideal izquierdo

propio de R existe S submódulo simple de
R

I
.

Observación 4.3.2. R es semiartiniano izquierdo si y solo si todo módulo distinto de
cero tiene un soclo no cero.

Observación 4.3.3. Sabemos que todo simple es isomorfo a un cociente del anillo entre

un submódulo máximo, de manera que {R
I
|I ≤ R máximo} contiene una copia de cada

módulo simple.

Definición 4.3.4. Sea R − simp ⊆ {R
I
|I ≤ R máximo} un conjunto irredundante de

representantes de módulos simples, es decir, si N,M ∈ R − simp, entonces N � M , y
si S es un módulo simple, entonces S ∼= N para algún N ∈ R− simp.

Observación 4.3.5. Es fácil notar que ξ≤(R−simp), la clase hereditaria generada por
R− simp, es la clase de todos los módulos simples y el cero.

Proposición 4.3.6. Si ζ ∈ R− nat y R es semiartiniano, entonces:
M ∈ ζ ⇔ S ∈ ζ, ∀S ≤M simple.
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Demostración. ⇒)
Sabemos que ζ es cerrada bajo submódulos, aśı que si M ∈ ζ, entonces N ∈ ζ para
todo N ≤M , en particular si N es simple.
⇐)
Sea 0 6= N ≤ M , entonces existe 0 6= x ∈ N , entonces (0 : x) 6= R, por lo que ∃
S ≤ R

(0 : x)
simple.

Entonces tenemos la inclusión i : S → N que es un monomorfismo y S ∈ ζ, por hipótesis
∴ M ∈ (ζ⊥≤)⊥≤ = ζ ya que ζ ∈ R− nat.

Teorema 4.3.7. R semiartiniano ⇔ L{≤,⊕,E} = L{≤,∏,E}.

Demostración. ⇒)
Es claro que L{≤,∏,E} ⊆ L{≤,⊕,E}, pues la suma directa es un submódulo del producto,
entonces bastaŕıa demostrar la otra contención.
Sea ζ ∈ L{≤,⊕,E}, {Mi}i∈I ⊆ ζ y S submódulo simple de

∏
i∈I
Mi, entonces tenemos la

inclusion f : S →
∏
i∈I
Mi que es un monomorfismo, entonces f(S) ∼= S 6= 0, por lo que

∃j ∈ I tal que tenemos el siguiente diagrama∏
i∈I
Mi

πj //Mj

S

f
OO

πjf 6=0

==

donde πj es la proyección natural de
∏
i∈I
Mi a Mj.

Además, S es simple, por lo que πjf es monomorfismo y Mj ∈ ζ, entonces S ∈ ζ ∴∏
i∈I
Mi ∈ ζ ∴ ζ ∈ L{≤,∏,E}.

∴ L{≤,⊕,E} = L{≤,∏,E}.
⇐)
Sea M ∈ R − mod, sabemos que

⊕
S∈R−simp

E(S) cogenera a R − mod, entonces existe

i : M →
∏
i∈I
Mi monomorfismo con Mi =

⊕
S∈R−simp

E(S)∀i ∈ I.

Tenemos que E(S) ∈ (ξ≤(R− simp)⊥≤)⊥≤ para cualquier S ∈ R− simp, pues (ξ≤(R−
simp)⊥≤)⊥≤ es una clase cerrada bajo cápsulas inyectivas, por lo que

⊕
S∈R−simp

E(S) ∈

(ξ≤(R− simp)⊥≤)⊥≤ , pues (ξ≤(R− simp)⊥≤)⊥≤ es una clase cerrada bajo sumas direc-
tas.
Además, (ξ≤(R − simp)⊥≤)⊥≤ ∈ R − nat = L{≤,

⊕
,E} = L{≤,

∏
,E}, por lo que

∏
i∈I
Mi ∈

(ξ≤(R − simp)⊥≤)⊥≤ , pues (ξ≤(R − simp)⊥≤)⊥≤ es una clase cerrada bajo productos
∴ M ∈ (ξ≤(R − simp)⊥≤)⊥≤ , pues (ξ≤(R − simp)⊥≤)⊥≤ es una clase cerrada bajo
submódulos ∴ R−mod = (ξ≤(R− simp)⊥≤)⊥≤ .
Sea M ∈ R−mod, si M 6= 0 no tiene submódulos propios distintos de cero, M tendŕıa
que ser simple, por lo que tendŕıa soclo distinto de cero.
Por otro lado, si ∃N ≤ M distinto de cero, entonces existe S ≤ N distinto de cero tal
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que S ∈ ξ≤(R − simp), ya que M ∈ R −mod = (ξ≤(R − simp)⊥≤)⊥≤ , por lo que S es
un submódulo simple de M , ya que M es distinto de cero ∴ el soclo de M es distinto
de cero.
∴ M tiene soclo no trivial ∀M ∈ R−mod distinto de cero ∴ R es semiartiniano.



Caṕıtulo 5

Clases conaturales.

5.1. Seudocomplementos en L{�} y ret́ıculas asocia-

das.

En esta sección calcularemos los seudocomplementos de la gran ret́ıcula de clases
cohereditarias y usaremos el Corolario 4.0.7 para calcular también los seudocomple-
mentos en la gran ret́ıcula L{�,ext}.

Definición 5.1.1. Llamaremos R − conat al esqueleto de L{�} y llamaremos clases
conaturales a los elementos de R− conat.

Proposición 5.1.2. Sea ζ ∈ L{�}, entonces

ζ⊥� = ζS−
⊥�

= {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : N → K epimorfismo ⇒ K = 0}.

Demostración. Sea M ∈ {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : N → K epimorfismo ⇒ K = 0}
Sea f : M → N y g : N → K epimorfismos con K ∈ ζ, entonces gf : M → K es un
epimorfismo ∴ K = 0.
∴ {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : N → K epimorfismo ⇒ K = 0} ∈ L{�}.
Sea N ∈ ζ ∧{N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : N → K epimorfismo⇒ K = 0}, tenemos que
IdN : N → N es epimorfismo, entonces N = 0
∴ ζ ∧ {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : N → K epimorfismo ⇒ K = 0} = {0}.
Ahora, sea D ∈ L{�} tal que ζ ∧D = {0}, sea N ∈ ζ y f : M → N epimorfismo con
M ∈ D, entonces N ∈ D ya que D es una clase cohereditaria.
∴ D ⊆ {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ y f : N → K epimorfismo ⇒ K=0 }.
∴ ζS−

⊥�
= {N ∈ R −Mod| K ∈ ζ y f : N → K epimorfismo ⇒ K=0 } y, por la

Observación 4.0.2, ζS−
⊥�

= ζ⊥� .

Corolario 5.1.3. L{�} es una gran ret́ıcula fuertemente seudocomplementada.

Teorema 5.1.4. Sea ζ ∈ L{�}, entonces (ζ⊥�)⊥� es la clase de los todos los módulos
N tal que para cada f : N → K epimorfismo distinto de cero, ∃U ∈ ζ distinto de cero
y g : K → U epimorfismo.

61
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Demostración. Por la Proposición 5.1.2, tenemos que:

(ζ⊥�)⊥� = {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ⊥� y f : N → K epimorfismo ⇒ K=0 }
= {N ∈ R−Mod| f : N → K epimorfismo distinto de cero ⇒ K /∈ ζ⊥� }.

Además, tenemos que K /∈ ζ⊥� si y solo si ∃U ∈ ζ distinto de cero y un epimorfismo
g : K → U ∴ (ζ⊥�)⊥� = {N ∈ R −Mod| para cada f : N → K epimorfismo distinto
de cero, ∃U ∈ ζ distinto de cero y g : K → U epimorfismo }.

Definición 5.1.5. Una clase de módulos ζ satisface la condición (CN) si :
M ∈ ζ si y solo si para cada cociente N 6= 0 de M existe L 6= 0 cociente de N tal que
es cociente de un elemento de ζ.

Teorema 5.1.6. Sea ζ ⊆R-mod. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) ζ ∈ R− conat.

2) ζ satisface (CN).

3) ζ ∈ L{�} y ζ = (ζ⊥�)⊥�.

Demostración. 1)⇒2)
Sea ζ una clase conatural, entonces ζ = κ⊥� para algún κ ∈ L{�}, aśı que ζ =
{N ∈ R −Mod| K ∈ κ y f : N → K epimorfismo ⇒ K = 0} = {N ∈ R −Mod|
0 6= f : N → K epimorfismo ⇒ K /∈ κ}, por la Proposición 5.1.2.
Sea g : M ′ →M epimorfismo no cero y supongamos que M ′ ∈ ζ, entonces, por hipóte-
sis, existe A ∈ ζ, X 6= 0 cociente de M , y f : A � X ∴ X /∈ κ ya que A ∈ ζ. Pero
M ′ ∈ κ ⇒ X ∈ κ, ya que κ es cerrada bajo imágenes de morfismos y g es epimorfismo,
de manera que es una contradicción.
∴M ′ /∈ κ y M ∈ ζ.

2)⇒3)
Sea C ∈ ζ y g : C → B epimorfismo. Sea f : B → N epimorfismo distinto de cero,
entonces fg : C → N es un epimorfismo distinto de cero, por lo que existe A ∈ ζ,
X 6= 0 cociente de N y f : A� X ya que ζ satisface (CN) ∴ B ∈ ζ ∴ ζ ∈ L{�}.
Ahora, por la Observación 4.0.4, tenemos que ζ ⊆ (ζ⊥�)⊥� . Sea N ∈ (ζ⊥�)⊥� , enton-
ces, por el Teorema 5.1.4, para cada f : N → K epimorfismo distinto de cero, ∃U ∈ ζ
distinto de cero y g : K → U epimorfismo, entonces N ∈ ζ ya que ζ satisface (CN) ∴
(ζ⊥�)⊥� ⊆ ζ ∴ ζ = (ζ⊥�)⊥� .

3)⇒1)
Es claro ya que ζ ∈ L{�} ⇒ ζ = (ζ⊥�)⊥� ∈ Skel(L{�})= R-conat.

Teorema 5.1.7. Sea ζ una clase conatural, entonces ζ es cerrada bajo :
1) Imágenes de morfismos.
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2) Extensiones.
3) Epimorfismos superfluos.

Demostración. 1) Es claro, ya que R-conat=Skel(L{�}) ⊆ L{�}, entonces toda clase
natural es también una clase cohereditaria, es decir, cerrada bajo imágenes de morfis-
mos.

2) Como ζ es una clase conatural existe κ ∈ L{�} tal que ζ = κ⊥� .

Sea 0 // N
f //M

g // L // 0 sucesión exacta con N,L ∈ ζ y sea h : M → M ′

epimorfismo con M ′ ∈ κ.

Tomemos π : M ′ → M ′

Im(hf)
= Coker(hf) el epimorfismo natural al conúcleo de hf ,

entonces πhf = 0 y, por la propiedad del conúcleo, existe j : L → M ′

Im(hf)
morfismo

que hace conmutar el siguiente diagrama :

0 // N
f //M

g //

h
��

L //

j

��

0

M ′

π
��

M ′

Im(hf)
.

Entonces jg = πh y πh es epimorfismo, ya que es una composición de epimorfismos,
entonces jg es epimorfismo, por lo que j es epimorfismo.

Además, tenemos que π : M ′ → M ′

Im(hf)
es epimorfismo con M ′ ∈ κ, entonces

M ′

Im(hf)
∈ κ, pues κ una clase cohereditaria, por lo que

M ′

Im(hf)
= 0 ya que j :

L→ M ′

Im(hf)
es epimorfismo, L ∈ ζ = κ⊥� y

M ′

Im(hf)
∈ κ ∴ hf es epimorfismo.

Pero también tenemos que M ′ ∈ κ, hf : N → M ′ epimorfismo y N ∈ ζ = κ⊥� ∴
M ′ = 0 ∴ M ∈ κ⊥� = ζ.

3)Como ζ es una clase conatural existe κ ∈ L{�} tal que ζ = κ⊥� .

Sea 0 // N
f //M

g // L // 0 sucesión exacta con L ∈ ζ y Im(f)�M .

Sea h : M →M ′ epimorfismo con M ′ ∈ κ.

Tomemos π : M ′ → M ′

Im(hf)
= Coker(hf) el epimorfismo natural al conúcleo de hf ,

entonces πhf = 0 y, por la propiedad del conúcleo, existe j : L → M ′

Im(hf)
morfismo

que hace conmutar el siguiente diagrama :
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0 // N
f //M

g //

h
��

L //

j

��

0

M ′

π
��

M ′

Im(hf)
.

Entonces j◦g = π◦h y π◦h es epimorfismo, ya que es una composición de epimorfismos,
entonces j ◦ g es epimorfismo, por lo que j es epimorfismo.

Además, tenemos que π : M ′ → M ′

Im(hf)
es epimorfismo con M ′ ∈ κ, entonces

M ′

Im(hf)
∈ κ, pues κ es una clase cohereditaria, por lo que

M ′

Im(hf)
= 0 ya que

j : L → M ′

Im(hf)
es epimorfismo, L ∈ ζ = κ⊥� y

M ′

Im(hf)
∈ κ ∴ hf es epimorfis-

mo.
Tenemos que ker(h) y Im(f) son submódulos de M, entonces ker(h) + Im(f) ⊆ M .
Sea m ∈ M , como hf es epimorfismo ∃n ∈ N tal que hf(n) = h(m) ∈ M ′, entonces
m−f(n) ∈ ker(h) y m = (m−f(n)) +f(n), por lo que M ⊆ ker(h) + Im(f), entonces
ker(h) + Im(f) = M y Im(f)�M ∴ ker(h) = M ∴ h es el morfismo cero.
Entonces M ′ = 0 ∴ M ∈ κ⊥� = ζ, por la Proposición 5.1.2.

Corolario 5.1.8. R-conat⊆ L{�,ext}.

Teorema 5.1.9. L{�} y L{�,ext} tienen como esqueleto a R-conat, es decir, Skel(L{�}) =
Skel(L{�,ext})=R-conat.

Demostración. Por el Corolario 5.1.8, tenemos que R-conat⊆ L{�,ext}.
Entonces R-conat=Skel(L{�}) ⊆ L{�,ext} ⊆ L{�} y L{�} es S-seudocomplementada
∴ R-conat=Skel(L{�}) = Skel(L{�,ext}), por el Corolario 4.0.7.

5.2. R-conat.

En esta sección demostraremos que R − conat, junto con la contención, es una
ret́ıcula de Boole.

Lema 5.2.1. Sea {ζi}i∈I una colección de clases conaturales, entonces
⋂
i∈I
ζi es una

clase conatural.

Demostración. Sea M ∈R-mod tal que para cualquier f : M → N epimorfismo distinto
de cero, existen K 6= 0 cociente de N , A ∈

⋂
i∈I
ζi y g : A→ K epimorfismo.

Además, tenemos que si A ∈
⋂
i∈I
ζi, entonces A ∈ ζi para cualquier i ∈ I, asi que en
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particular para cualquier f : M → N epimorfismo distinto de cero, existen A ∈ ζi(para
cada i ∈ I), K 6= 0 cociente de N y g : A → K epimorfismo. Ya que ζi es una clase
conatural satisface (CN), por el Teorema 5.1.6, entonces M ∈ ζi para cualquier i ∈ I ∴
M ∈

⋂
i∈I
ζi.

Entonces
⋂
i∈I
ζi satisface (CN) ∴

⋂
i∈I
ζi ∈R-conat, por el Teorema 5.1.6.

Notación 5.2.2. Denotaremos por ξR−conat(ζ) a la clase conatural generada por ζ.

Proposición 5.2.3. Si ζ ∈ L{�}, entonces (ζ⊥�)⊥�=ξR−conat(ζ).

Demostración. Sabemos, por Observacion 4.0.3, que ζ ⊆ (ζ⊥�)⊥� ∈R-conat.
Sea κ ∈R-conat tal que ζ ⊆ κ. Por Observación 4.0.4, tenemos que (ζ⊥�)⊥� ⊆
(κ⊥�)⊥� y, por el Teorema 5.1.6, tenemos que (κ⊥�)⊥� = κ, entonces (ζ⊥�)⊥� ⊆ κ ∴
(ζ⊥�)⊥�=ξR−conat(ζ).

Observación 5.2.4. Podemos ver que (R-conat,≤,∧,∨,0,1) es una ret́ıcula completa,
con
1) ζ1 ≤ ζ2 ⇔ ζ1 ⊆ ζ2,
2) 0 = {0},
3) 1 =R-mod,

4)
R−conat∧
i∈I

ζi =
⋂
i∈I
ζi y

5)
R−conat∨
i∈I

ζi = ξR−conat(
⋃
i∈I
ζi)

Proposición 5.2.5. Si {ζi}i∈I es una familia de clases conaturales, entonces
R−conat∨
i∈I

ζi={N ∈ R−mod|∀N �M 6= 0, ∃M �M ′ 6= 0 con M ′ ∈ ζp para algún p ∈ I}.

Demostración. Tenemos que
R−conat∨
i∈I

ζi = ξR−conat(
⋃
i∈I
ζi) = ((

⋃
i∈I
ζi)
⊥�)⊥� , por la Proposición 5.2.3, pero

((
⋃
i∈I
ζi)
⊥�)⊥� = {N ∈ R−mod|∀N �M 6= 0, ∃M �M ′ 6= 0 con M ′ ∈ ζp para algún

p ∈ I}.

Observación 5.2.6. Sabemos que R − conat = Skel(L{�}) ⊆ L{�} y el orden en
R − conat es la restricción del orden en L{�}, entonces los seudocomplementos en
R−conat serán los mismos que los de L{�}, es decir, ζ⊥� = ζ⊥R−conat, ∀ζ ∈ R−conat.

Proposición 5.2.7. Si ζ, ζ ′ y κ son clases conaturales, entonces las siguientes propie-
dades son equivalentes
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a)ζ
R−conat∧

ζ ′ ≤ κ.

b)ζ
R−conat∧

ζ ′
R−conat∧

κ⊥R−conat = 0.

Demostración. a)⇒b)

Sea M ∈ ζ
R−conat∧

ζ ′
R−conat∧

κ⊥R−conat, entonces M ∈ κ⊥R−conat.

Por otro lado, M ∈ ζ
R−conat∧

ζ ′ ≤ κ, por lo que M ∈ κ⊥R−conat
⋂
κ ∴ M = 0.

b)⇒a)

Sea M ∈ ζ
R−conat∧

ζ ′ tal que M /∈ κ, entonces existe f : M → N epimorfismo
distinto de cero tal que ∀g : N → N ′ epimorfismo distinto de cero, N ′ /∈ κ ∴

N ∈ ζ
R−conat∧

ζ ′
R−conat∧

κ⊥R−conat = 0, lo que es una contradicción.

∴ ζ
R−conat∧

ζ ′ ≤ κ.

Notación 5.2.8. De lo anterior podemos ver que ζ ′ = (ζ
R−conat∧

κ⊥R−conat)⊥R−conat es

máximo con la propiedad de ζ
R−conat∧

ζ ′ ≤ κ, ya que es máxima con la propiedad de

ζ
R−conat∧

ζ ′
R−conat∧

κ⊥R−conat = 0.

Denotaremos por κ : ζ a (ζ
R−conat∧

κ⊥R−conat)⊥R−conat.

Teorema 5.2.9. R-conat es una ret́ıcula de Boole completa.

Demostración. Sea ζ ∈ R− conat, sabemos ya que ζ
R−conat∧

ζ⊥R−conat = 0.

Ahora sea M /∈ ζ
R−conat∨

ζ⊥R−conat, entonces existe f : M → N epimorfismo distinto
de cero tal que para todo g : N → N ′ distinto de cero, N ′ /∈ ζ

⋃
ζ⊥R−conat, ya que

ζ
R−conat∨

ζ⊥R−conat = ξR−conat(ζ
⋃
ζ⊥R−conat).

Pero N /∈ ζ⊥R−conat, entonces existe h : N → K epimorfismo distinto de cero, con
K ∈ ζ, lo que es claramente una contradicción.

∴ ζ
R−conat∨

ζ⊥R−conat = R−mod = 1.
∴ ζ⊥R−conat es complemento de ζ en R− conat.

Sean Γ, ζ y Ω clases conaturales y Λ = (Γ
R−conat∧

Ω)
R−conat∨

(ζ
R−conat∧

Ω). Como Γ
R−conat∧

Ω ≤

Λ y ζ
R−conat∧

Ω ≤ Λ, tenemos que Γ ≤ Λ : Ω y ζ ≤ Λ : Ω, entonces Γ
R−conat∨

ζ ≤ (Λ : Ω).

Por lo que tenemos que Ω
R−conat∧

(Γ
R−conat∨

ζ) ≤ Ω
R−conat∧

(Λ : Ω) ≤ Λ, entonces Ω
R−conat∧

(Γ
R−conat∨

ζ) ≤

Λ y la desigualdad Λ ≤ Ω
R−conat∧

(Γ
R−conat∨

ζ) siempre se da.

∴ Ω
R−conat∧

(Γ
R−conat∨

ζ) = Λ = (Γ
R−conat∧

Ω)
R−conat∨

(ζ
R−conat∧

Ω).
Por lo que R− conat es una ret́ıcula de Boole y, por la Observación 5.2.4, es completa.
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Corolario 5.2.10. Skel(R− conat) = R− conat.

Demostración. Como R− conat es una Ret́ıcula de Boole, todo elemento tiene comple-
mento y es complemento de su complemento, es decir, ζ = (ζ⊥R−conat)⊥R−conat.

Observación 5.2.11. Si ζ ⊆ R −mod tenemos que (ξ�(ζ)⊥�)⊥� = {N ∈ R −Mod|
para cada f : N → K epimorfismo distinto de cero, ∃U ∈ ξ�(ζ) distinto de cero y
g : K → U epimorfismo }, por lo que es claro que ζ ⊆ (ξ�(ζ)⊥�)⊥� .

Teorema 5.2.12. Sea ζ ⊆ R−mod, entonces ξR−conat(ζ) = (ξ�(ζ)⊥�)⊥�.

Demostración. Sea Ω ∈ R − conat tal que ζ ⊆ Ω, entonces ξ�(ζ) ⊆ Ω ya que
R− conat ⊆ L{�}.
Como Ω ∈ R − conat tenemos que Ω = κ⊥� para algún κ ∈ L{�}, además, tene-
mos que ξ�(ζ) ⊆ κ⊥� ⇒ (κ⊥�)⊥� ⊆ ξ�(ζ)⊥� ⇒ (ξ�(ζ)⊥�)⊥� ⊆ ((κ⊥�)⊥�)⊥� y
((κ⊥�)⊥�)⊥� = κ⊥� = Ω, pues L{�} es fuertemente seudocomplementada, por lo que
(ξ�(ζ)⊥�)⊥� ⊆ Ω y ζ ⊆ (ξ�(ζ)⊥�)⊥� ∈ R− conat ∴ ξR−conat(ζ) = (ξ�(ζ)⊥�)⊥� .

Definición 5.2.13. Un módulo M es coćıclico si existe x distinto de cero tal que
f : M → N es monomorfismo si y sólo si x /∈ Nuc(f).

Proposición 5.2.14. Sea S es simple, entonces E(S) es coćıclico.

Demostración. Sea 0 6= x ∈ S y f : E(S)→ N un morfismo tal que x /∈ Nuc(f).
Si Nuc(f) 6= 0, entonces S ∩ Nuc(f) 6= 0, ya que S esencial en E(S), por lo que
S ≤ Nuc(f), entonces x ∈ Nuc(f), lo que es una contradicción.
∴ Nuc(f) = 0 ∴ f es monomorfismo.
Por otro lado, si f es monomorfismo, entonces x /∈ Nuc(f) = 0.

Proposición 5.2.15. Si S es simple y S ≤ U ≤ E(S), entonces U es coćıclico.

Demostración. Sea 0 6= x ∈ S y f : U → N morfismo tal que x /∈ Nuc(f).
Si Nuc(f) 6= 0, entonces S ∩Nuc(f) 6= 0, pues S es esencial en U ya que S es esencial
en E(S), por lo que S ≤ Nuc(f), entonces x ∈ Nuc(f), lo que es una contradicción.
∴ Nuc(f) = 0 ∴ f es monomorfismo.
Por otro lado, si f es monomorfismo, entonces x /∈ Nuc(f) = 0.

Observación 5.2.16. Lo anteriormente demostrado nos dice también que cualquier
extension esencial de un simple es coćıclica.

Teorema 5.2.17. Si U es coćıclico, entonces existe S ≤ U simple esencial en U .

Demostración. Sea x ∈ U elemento distingido del coćıclico U , como Rx es un cociente
de R, existe un cociente simple S de Rx y, como E(S) es inyectivo, existe f : U → E(S)
que hace conmutativo el siguiente diagrama
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U
f

""
Rx
. �

>>

g // // S �
� h // E(S) .

Ahora, f(x) = 0⇒ h(g(x)) = 0⇒ g(x) ∈ Nuc(h) = 0, pues h es un monomorfismo,
entonces g(x) = 0, por lo que g(Rx) = Rg(x) = 0, lo que implica que g = 0, lo que
es una contradicción porque S es simple ∴ f(x) 6= 0 ∴ x /∈ Nuc(f). Por lo que f es
monomorfismo, pues U es un coćıclico.
Además, por la conmutatividad del diagrama, tenemos que S ⊆ Im(f) y f es mo-
nomorfismo, por lo que Imf ∼= U , aśı que podemos ver a S como submódulo de U ,
entonces S ≤ U ≤ E(S), además, S es esencial en E(S), por lo que es esencial en U .

Teorema 5.2.18. Todo módulo no cero tiene un cociente coćıclico.

Demostración. Sea 0 6= M ∈ R −mod, entonces existe 0 6= x ∈ M , por lo que 0 6= Rx

y Rx ∼=
R

(x : 0)
, entonces existe S cociente simple de Rx.

Además, E(S) es inyectivo, por lo que existe f : M → E(S) que hace conmutativo el
siguiente diagrama

M
f

""
Rx
. �

>>

// // S �
� // E(S) .

De aqúı tenemos que S ≤ Im(f) ≤ E(S) y, por la Proposición 5.2.15, Im(f) es coćıclico
y si f ′ es la correstricción de f a su imagen tenemos que f ′ : M → Im(f) es epimorfismo,
por lo que Im(f) es un cociente coćıclico de M .

Proposición 5.2.19. Si ζ ∈ R− conat, entonces:
M ∈ ζ ⇔ U ∈ ζ, ∀ U cociente coćıclico de M .

Demostración. ⇒)
Sea M ∈ ζ y f : M → L epimorfismo con L coćıclico.
Por el Teorema 5.1.6, ζ ∈ R − conat ⊆ L{�}, por lo que ζ es cerrada bajo cocientes
∴ L ∈ ζ.

⇐)
Sea M ∈ ζ y f : M → L epimorfismo con L 6= 0, entonces, como todo módulo
tiene un cociente coćıclico, por el Teorema 5.2.18, ∃g : L → N epimorfismo con N
coćıclico(N 6= 0), por lo que N ∈ ζ ∴ M ∈ ζ
.

Teorema 5.2.20. Si ζ ∈ R− conat, entonces ζ = ξR−conat({M ∈ ζ|M es coćıclico }).

Demostración. Tenemos que {M ∈ ζ|M es coćıclico } ⊆ ζ y ζ ∈ R − conat, entonces
ξR−conat({M ∈ ζ|M es coćıclico }) ⊆ ζ.
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Ahora, sea M ∈ ζ y f : M → N epimorfismo distinto de cero, entonces 0 6= N , por lo
que existe g : N → U epimorfismo con U coćıclico.
Tenemos que gf es epimorfismo, por lo que U ∈ ζ es coćıclico ∴ M ∈ ξR−conat({M ∈
ζ|M es coćıclico }) ∴ ζ ⊆ ξR−conat({M ∈ ζ|M es coćıclico })
∴ ζ = ξR−conat({M ∈ ζ|M es coćıclico }).

Observación 5.2.21. Por el Teorema 5.2.17, tenemos que cualquier coćıclico U existe
f : U → E(S) monomorfismo con S simple, además, S ∼= S ′ ⇒ E(S) ∼= E(S ′), entonces
{M ∈ R−mod|∃f : M → E(S) monomorfismo, con S ∈ R− simp} es una familia de
módulos que contiene una copia de cada coćıclico.

Teorema 5.2.22. R− conat es cardinable.

Demostración. Tenemos que E(S) se sumerge en
⊕

S∈R−simp
E(S) y, por la Observación

5.2.21, {M ∈ R−mod|∃f : M → E(S) monomorfismo, con S ∈ R−simp} es una fami-
lia de módulos que contiene una copia de cada coćıclico, por lo que {M ∈ R−mod|∃f :
M →

⊕
S∈R−simp

E(S) monomorfismo } es una familia de módulos que contiene una copia

de cada coćıclico.
Además, sabemos que una clase conatural está determinada por los coćıclos que con-
tiene, por el Teorema 5.2.20, por lo que

f : R− conat // P(P(
⊕

S∈R−simp
E(S)))

ζ � // {M ≤
⊕

S∈R−simp
E(S)|M ∈ ζ}

es inyectiva y
⊕

S∈R−simp
E(S) es conjunto, por lo que P(P(

⊕
S∈R−simp

E(S))) es conjunto

∴ R− conat es cardinable.

5.3. Anillos MAX caracterizados mediante sus cla-

ses conaturales.

Habiendo ya descrito las clases conaturales, daremos una caracterización de los
anillos MAX izquierdos mediante las propiedades de clausura de sus clases conaturales.

Definición 5.3.1. Un módulo M es coatómico si todo submódulo propio de M está
contenido en un submódulo máximo.

Observación 5.3.2. R es coatómico como R-módulo ya que todo ideal de R está con-
tenido en un ideal máximo.



70 CAPÍTULO 5. CLASES CONATURALES.

Observación 5.3.3. M es coatómico si y solo si todo cociente no cero de M tiene un
cociente simple.

Definición 5.3.4. R es MAX si todo M ∈ R−mod es coatómico.

Observación 5.3.5. R es MAX si y solo si todo módulo no cero tiene un cociente
simple.

Proposición 5.3.6. Si R es MAX y ζ ∈ R− conat, entonces:
M ∈ ζ ⇔ S ∈ ζ, ∀S cociente simple de M .

Demostración. ⇒)
Sabemos que R − conat ⊆ L{�}, entonces ζ es cerrada bajo cocientes, por lo que si
M ∈ ζ todo cociente de M está en ζ, en particular los cocientes simples.
⇐)
Sea f : M → N epimorfismo con N 6= 0, entonces existe g : N → S epimorfimo con S
simple, ya que R es MAX, además, por hipótesis, S ∈ ζ ∴ M ∈ ζ = (ζ⊥�)⊥� .

Teorema 5.3.7. R es MAX ⇔ ζ es cerrada bajo sumas directas,∀ζ ∈ R− conat.

Demostración. ⇒)

Sea ζ ∈ R − conat, {Mi}i∈I ⊆ ζ y S cociente simple de
⊕
i∈I
Mi, entonces tenemos

el epimorfismo π :
⊕
i∈I
Mi → S y S es simple, por lo que S 6= 0, entonces ∃j ∈ I tal

que tenemos el siguiente diagrama conmutativo, con ij es la inclusión natural de Mj a⊕
i∈I
Mi ⊕

i∈I
Mi

π // S

Mj

ij
OO

πij 6=0

>>

.

Además, S es simple, por lo que πij es epimorfismo y Mj ∈ ζ, entonces S ∈ ζ ∴⊕
i∈I
Mi ∈ ζ ∴ ζ es cerrada bajo sumas directas.

∴ ζ es cerrada bajo sumas directas,∀ζ ∈ R− conat.
⇐)
Observemos que si S es simple, entonces cualquier cociente de S es isomorfo a S o iso-
morfo a 0, ya que todo morfismo que parte de un simple es monomorfismo o el morfismo
0, de manera que R− Simp ∈ L{�}.
Además tenemos que (R − Simp⊥�)⊥� = {N ∈ R − Mod| para cada f : N → K
epimorfismo distinto de cero, ∃U ∈ R − Simp distinto de cero y g : K → U epimor-
fismo } ∈ R − conat que, por la Observación 5.3.3, es la clase de todos los módulos
coatómicos.
Sea M ∈ R − mod, entonces existe I conjunto y un epimorfismo π :

⊕
i∈I
Ni → M
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con Ni = R para toda i ∈ I, además, sabemos que R es coatómico como módu-
lo, por lo que R ∈ (R − Simp⊥�)⊥� que es una clase conatural y, por hipótesis,⊕
i∈I
Ni ∈ (R − Simp⊥�)⊥� ⊆ L{�} ∴ M ∈ (R − Simp⊥�)⊥� ∴ M es coatómico ∴

R es MAX.

5.4. Clases conaturales asociadas a un anillo perfec-

to izquierdo.

En general, las clases conaturales no están determinadas por propiedades de clau-
sura, sin embargo, en esta sección demostraremos que cuando el anillo es perfecto, las
clases conaturales si están determinadas por propiedades de clausura.

Definición 5.4.1. Un anillo R es perfecto izquierdo si todo R-módulo tiene cubierta
proyectiva.

Teorema 5.4.2. Si R es perfecto izquierdo, entonces R es MAX.

Demostración. Sea M un R-módulo izquierdo distinto de cero y P (M) su cubierta
proyectiva. Entonces existe g : P (M)→M epimorfismo con Ker(g) superfluo en P (M),

por lo que M ∼=
P (M)

Ker(g)
. Como P (M) es proyectivo tiene un submódulo máximo L,

además, Ker(g) es superfluo en P (M), por lo que Ker(g) ≤ L.

∴
L

Ker(g)
es un submódulo máximo en

P (M)

Ker(g)
∼= M .

Proposición 5.4.3. Si R es perfecto izquierdo, entonces L{�,⊕,P} = L{�,⊕,ext,P}.

Demostración. Es claro que toda clase cerrada bajo cocientes, sumas directas, exten-
siones y cubiertas proyectivas , es en particular cerrada bajo cocientes, sumas directas
y cubiertas proyectivas, por lo que L{�,⊕,ext,P} ⊆ L{�,

⊕
,P}.

Ahora, sea ζ ∈ L{�,⊕,P}. Sea 0 // N
f //M

g // L // 0 sucesión exacta con

N,L ∈ ζ. Como R es perfecto izquierdo, existe P (L) cubierta proyectiva de L y
π : P (L) → L epimorfismo superfluo. Sea P el producto fibrado de g y π, este nos
induce el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 // N
f //M

g // L // 0

0 // N
f ′ //

IdN

P h //

j

OO

P (L) //

π

OOOO

0 .

Tenemos que IdN y π son epimorfismos, entonces j también lo es. Por otro lado, tene-

mos la sucesión exacta 0 // N
f ′ // P

h // P (L) // 0 con P (L) proyectivo, por lo

que la sucesión se escinde, entonces P ∼= N
⊕

P (L).
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Además, sabemos que ζ es cerrada bajo cubiertas proyectivas y sumas directas, por lo
que N

⊕
P (L) ∈ ζ, entonces como ζ es cerrada bajo cocientes P ∈ ζ y j : P → M es

epimorfismo ∴ M ∈ ζ.
Entonces ζ ∈ L{�,⊕,ext,P} ∴ L{�,⊕,P} ⊆ L{�,

⊕
,ext,P}.

∴ L{�,⊕,P} = L{�,⊕,ext,P}.

Teorema 5.4.4. Si R es un anillo perfecto izquierdo, entonces son equivalentes:
1) ζ ∈ R− conat.
2) ζ es cerrada bajo cocientes, sumas directas y cubiertas proyectivas (ζ ∈ L{�,⊕,ext,P}).

Demostración. 1)⇒2)
Por el Teorema 5.4.2, tenemos que R es MAX, por lo tanto ζ es cerrada bajo sumas
directas, por el Teorema 5.3.7, además, puesto que una clase conatural es cerrada bajo
cocientes. Por otro lado, ζ es cerrada bajo epimorfismos superfluos, por lo que ζ es
cerrada bajo cubiertas proyectivas.
2)⇒1)
Si ζ ∈ L{�,⊕,P}, entonces ζ ∈ L{�,⊕,ext,P} ⊆ L{�,

⊕
,ext}, por la Proposición 5.4.3, por

lo que existe (T,L) teoŕıa de torsión tal que T = ζ, por el Teorema 3.1.12.
Para demostrar que ζ es una clase conatural bastaŕıa demostrar que ζ = ξR−conat(ζ) =
(ζ⊥�)⊥� , y ya sabemos que ζ ⊆ (ζ⊥�)⊥� .

Sea M ∈ (ζ⊥�)⊥� . Si rT(M) 6= M , entonces
M

rT(M)
6= 0, por lo que existe f :

M

rT(M)
→

N epimorfismo con 0 6= N ∈ T. N tiene cubierta proyectiva ya que R es perfecto, con-
sideremos π : P (N) → N el epimorfismo de la cubierta proyectiva de N en N , como

P (N) es proyectivo, existe g : P (N) → M

rT(M)
que hace conmutativo el siguiente dia-

grama

P (N)

π

��

g

||

M
π′ // M

rT(M)

f // N // 0 .

Ya que ζ = T es cerrada bajo cubiertas proyectivas tenemos que P (N) ∈ T y
M

rT(M)
∈

L, entonces Hom(P (N),
M

rT(M)
) = 0, por lo que g = 0. Entonces π = f ◦ g = 0, lo que

es contradictorio a que N 6= 0. Entonces rT(M) = M , por lo que M ∈ T = ζ, entonces
(ζ⊥�)⊥� ⊆ ζ.
Entonces ζ = (ζ⊥�)⊥� ∴ ζ es una clase conatural.



Caṕıtulo 6

Seudocomplementos en R-tors.

En este caṕıtulo calcularemos seudocomplemestos en las ret́ıculas de teoŕıas de tor-
sión hereditarias, para ello tomaremos en cuenta que esta es isomorfa a L{≤,�,⊕,ext}.

6.1. Seudocomplementos en L{≤,�} y ret́ıculas aso-

ciadas.

Proposición 6.1.1. Sea ζ ⊆ R−mod, entonces
{N ∈ R − Mod| K ∈ ζ, f : N → M epimorfismo y g : K → M monomorfismo
⇒ K = 0}={N ∈ R − Mod| K ∈ ζ, f : M → N monomorfismo y g : M → K
epimorfismo ⇒ K = 0}.

Demostración. Sea A = {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ, f : N →M epimorfismo y g : K →M
monomorfismo ⇒ K = 0} y B = {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ, f : M → N monomorfismo y
g : M → K epimorfismo ⇒ K = 0}.

Sea M ∈ A. Sean K ∈ ζ, f : N → M monomorfismo y g : N → K epimorfismo.
Tomando el coproducto fibrado P , tenemos que existen h : M → P y j : K → P
morfismos que hacen conmutativo el siguiente diagrama:

M
h // // P

N
g // //

OO
f

OO

K
OO

j

OO

.

Entonces h : M → P es epimorfismo y j : K → P monomorfismo, además, K ∈ ζ, por
lo que K = 0, entonces M ∈ B ∴ A ⊆ B.

Sea M ∈ B. Sean K ∈ ζ, f : M → N epimorfismo y g : K → N monomorfismo.
Tomando el producto fibrado P , tenemos que existen h : P → M y j : P → K morfis-
mos que hacen conmutativo el siguiente diagrama:
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74 CAPÍTULO 6. SEUDOCOMPLEMENTOS EN R-TORS.

P // h //

i����

M

f
����

K //
g // N .

Entonces h : P → M monomorfismo y j : P → K epimorfismo, además, K ∈ ζ,
por lo que K = 0, entonces M ∈ A ∴ B ⊆ A.
∴ A = B.

Proposición 6.1.2. Sea ζ ∈ L{≤,�}, entonces

ζ⊥≤,� = ζS−
⊥≤,�

= {N ∈ R −Mod| K ∈ ζ, f : N → M epimorfismo y g : K → M
monomorfismo ⇒ K = 0}.

Demostración. Sea A = {N ∈ R−Mod| K ∈ ζ, f : N →M epimorfismo y g : K →M
monomorfismo ⇒ K = 0}.
Sean M ∈ A y f : M → N epimorfismo. Si g : N → L es un epimorfismos y h : K → L
es un monomorfismo con K ∈ ζ, entonces gf : M → L es un epimorfismo y h : K → L
es monomorfismo, por lo que K = 0.
Entonces N ∈ A ∴ A es cerrada bajo cocientes.
Sean M ∈ A y f : N → M monomorfismo. Si g : L → N es un monomorfismo y
h : L→ K es un epimorfismo con K ∈ ζ, entonces fg : L→M es un monomorfismo y
h : L→ K es epimorfismo, por lo que K = 0, por la Proposición 6.1.1.
Entonces, por la Proposición 6.1.1, N ∈ A ∴ A es cerrada bajo submódulos.
∴ A ∈ L{≤,�}.
Sea N ∈ A, tenemos que IdN : N → N es epimorfismo y monomorfismo, entonces
N = 0
∴ ζ ∧ A = {0}.
Ahora sea D ∈ L{≤,�} tal que ζ ∧ D = {0}. Sea M ∈ D, f : M → N epimorfismo
y h : K → N monomorfismo con K ∈ ζ, entonces N ∈ D ya que D es cerrada
bajo cocientes, por lo que K ∈ D ya que D es cerrada bajo submódulos. Entonces
K ∈ ζ ∧D = {0}, por lo que N = 0.
∴ D ⊆ A.
∴ ζS−

⊥≤,�
= {N ∈ R − Mod| K ∈ ζ, f : N → M epimorfismo y g : K → M

monomorfismo ⇒ K = 0} y, por la Observación 4.0.2, ζS−
⊥�

= ζ⊥� .

Corolario 6.1.3. L{≤,�} es una gran ret́ıcula fuertemente seudocomplementada.

Proposición 6.1.4. Si ζ ∈ Skel(L{≤,�}), entonces ζ es cerrada bajo :
1) Imágenes de morfismos.
2) Submódulos.
3) Extensiones.
4) Sumas directas.
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Demostración. 1),2) Es claro, ya que Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�}, por lo que si ζ ∈ Skel(L{≤,�}),
entonces ζ ∈ L{≤,�}, es decir, cerrada bajo imágenes de morfismos (cocientes) y submódu-
los.

3) Como ζ ∈ Skel(L{≤,�}) existe κ ∈ L{≤,�} tal que ζ = κ⊥≤,�.

Sea 0 // N
f //M

g // L // 0 sucesión exacta con N,L ∈ ζ, y sea h : M → M ′

un epimorfismo y l : K →M es un monomorfismo con K ∈ ζ.

Tomemos π : M ′ → M ′

Im(hf)
= Coker(hf) el epimorfismo natural al conúcleo de hf ,

entonces πhf = 0 y, por la propiedad del conúcleo, existe j : L → M ′

Im(hf)
morfismo

que hace conmutar el siguiente diagrama :

0 // N
f //M

g //

h
��

L //

j

��

0

0 // K
l //M ′

π
��

M ′

Im(hf)
.

Entonces j ◦g = π ◦h y π ◦h es epimorfismo, pues es una composición de epimorfismos,
entonces j ◦ g es epimorfismo, por lo que j es epimorfismo.

Además, tenemos que π(l(K)) ∼=
K

Ker(πl)
y K ∈ κ, entonces π(l(K)) ∈ κ, pues κ es

una clase cerrada bajo cocientes. Entonces tenemos j : L → M ′

Im(hf)
epimorfismo y

i : π(l(K))→ M ′

Im(hf)
el monomorfismo inclusión con π(l(K)) ∈ κ y L ∈ ζ, por lo que

π(l(K)) = 0 ∴ l(K) ⊆ Ker(π) = Im(hf).
Por lo que podemos considerar el epimorfismo h′ : N → Im(hf) dado por h′(x) = hf(x)
para toda x ∈ N y el monomorfismo f ′ : K → Im(hf) dado por f ′(x) = l(x). Aśı,
tenemos que K ∈ κ, h′ : N → Im(hf) es un epimorfismo, f ′ : K → Im(hf) es un
monomorfismo y N ∈ ζ = κ⊥≤,�, entonces K = 0 ∴ M ∈ κ⊥≤,� = ζ.
∴ ζ es cerrada bajo extensiones.

4)Por último, sea {Mi}i∈I ⊆ ζ = κ⊥≤,�, con κ ∈ L{≤,�}. Sea f : L →
⊕
i∈I
Mi

monomorfismo y g : L→ K epimorfismo con K ∈ κ .
Si K 6= 0, sea k ∈ K distinto de cero con k = g(x) = g(nα1) + g(nα2) + ... + g(nαs) la
expresión con x ∈ L con el menor número posible de sumandos, donde nαi ∈Mαi .
Como k 6= 0, entonces 0 � s y, como esta es la expresión con el menor número posible
de sumandos, tenemos que los anuladores de los sumandos coinciden, es decir, (0 :
g(nα1)) = (0 : g(nα2)) = ... = (0 : g(nαs)). Entonces (0 : g(nαi)) = (0 : k)∀i, 1 ≤ i ≤ s.

Entonces Rk ∼=
R

(0 : k)
=

R

(0 : g(nα1))
∼= Rg(nα1) y la inclusión i : Rnα1 → Mα1 es
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monomorfismo y g|Rnα1 : Rnα1 → Rg(nα1) es epimorfismo con Mα1 ∈ κ⊥≤,�, por lo que
0 = Rg(nα1)

∼= Rk, lo cual es claramente una contradicción.
∴ K = 0 ∴

⊕
i∈I
Mi ∈ ζ ∴ ζ es cerrada bajo sumas directas.

Observación 6.1.5. Por la Proposición 6.1.4, tenemos que si ζ ∈ Skel(L{≤,�}), en-
tonces ζ es cerrado bajo extensiones, sumas directas, submódulos y cocientes, entonces:
1) Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�}.
2) Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�,ext}.
3) Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�,⊕}.
4) Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�,⊕,ext}.

Teorema 6.1.6. L{≤,�}, L{≤,�,ext}, L{≤,�,⊕} y L{≤,�,⊕,ext} tienen el mismo esqueleto
(Skel(L{≤,�})).

Demostración. Tenemos que :
1) Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�} ⊆ L{≤,�}.
2) Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�,ext} ⊆ L{≤,�}.
3) Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�,⊕} ⊆ L{≤,�}.
4) Skel(L{≤,�}) ⊆ L{≤,�,

⊕
,ext} ⊆ L{≤,�}.

Además, por el Corolario 6.1.3, L{≤,�} es S-seudocomplementada y L{≤,�}, L{≤,�,ext},
L{≤,�,

⊕
} y L{≤,�,⊕,ext} son ret́ıculas acotadas con elemento menor {0} y mayor R-mod.

∴ Skel(L{≤,�})=Skel(L{≤,�,ext})=Skel(L{≤,�,⊕})=Skel(L{≤,�,⊕,ext}), por el Corolario
4.0.7.

Observación 6.1.7. Por el Teorema 3.3.18, existe un isomorfismo de ret́ıculas
f : R− tors→ L{≤,�,

⊕
,ext} y, por el Teorema 6.1.6, tenemos que L{≤,�,⊕,ext} es fuerte-

mente seudocomplementada, por lo que R− tors es fuertemente seudocomplementada.
Además, si (T,L) ∈ R− tors, entonces
f((T,L)∧f−1(T⊥≤,�,

⊕
,ext)) = f((T,L))∧f(f−1(T⊥≤,�,

⊕
,ext)) = T∩T⊥≤,�,

⊕
,ext = {0},

por lo que (T,L) ∧ f−1(T⊥≤,�,
⊕
,ext) = (0, R−mod).

Por oto lado, si (T,L)∧(T′,L′) = (0, R−mod), entonces f((T,L)∧(T′,L′)) = T∩T′ =
{0}, por lo que T′ ≤ T⊥≤,�,

⊕
,ext. Entonces (T′,L′) = f−1(T′) ≤ f−1(T⊥≤,�,

⊕
,ext), por

lo que (T,L)⊥R−tors = f−1(T⊥≤,�,
⊕
,ext).

6.2. Anillos semiartinianos caracterizados mediante

R-tors.

Habiendo ya descrito el esqueleto de las Teoŕıas de torsión hereditarias, daremos
una caracterización de los anillos semiartinianos mediante la estructura de ret́ıcula de
R-tors.

Observación 6.2.1. Tenemos que cualquier submódulo o cociente de un simple es un
simple o el módulo cero, por lo que ξ≤(R−simp) = ξ�(R−simp) y como consecuencia
ξ≤(R− simp) = ξ≤,�(R− simp), que son la clase de todos los módulos simples.
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Teorema 6.2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) R es semiartiniano.
2) L{E,≤,∏,ext} es de Boole.
3) R− tors es de Boole.
4) L{≤,�,⊕,ext} es de Boole.

Demostración. 1)⇒2)
Tenemos que R es un anillo semiartiniano, entonces, R − nat = L{E,≤,

∏
,ext}, por el

Teorema 4.3.7. Además, por el Teorema 4.2.8, R − nat es una ret́ıcula de Boole ∴
L{E,≤,

∏
,ext} es de Boole.

2)⇒3)
Sabemos que R − tors es distributiva, bastaŕıa demostrar que es complementada. Por
el Teorema 3.3.20, sabemos que existe f : R − tors→ L{E,≤,∏,ext} anti-isomorfismo de
ret́ıculas. Si (T,L) ∈ R− tors, entonces existe L′ ∈ L{E,≤,∏,ext} tal que L ∩ L′ = {0} y
L∪L′ = R−mod, pues L{E,≤,∏,ext} es una ret́ıcula de Boole. Entonces (T,L)∨f−1(L′) =
f−1({0}) = (R−mod, {0}) y (T,L) ∧ f−1(L′) = f−1(R−mod) = ({0}, R−mod), por
lo que f−1(L′) es complemento de (T,L).
Entonces R− tors es complementada ∴ R− tors es de Boole.

3)⇒4)
Por el Teorema 3.3.18, tenemos que L{≤,�,⊕,ext} y R−tors son isomorfas como ret́ıculas
y R− tors es de Boole ∴ L{≤,�,⊕,ext} es de Boole.

4)⇒1)
Sea S = ξ≤,�(R− simp). Entonces para ξ≤,�,⊕,ext(S), tenemos que
T = ξ≤,�,

⊕
,ext(S)⊥≤,�,

⊕
,ext es un complemento, es decir, ξ≤,�,⊕,ext(S) ∩ T = {0} y

ξ≤,�,⊕,ext(S) ∨ T = R−mod.
Si T 6= {0}, entonces existe M ∈ T distinto de cero, por lo que existe 0 6= x ∈ M .

Además, sabemos que 0 6= Rx ∼=
R

(0 : x)
y R es un módulo coátomico, por lo que existe

π : Rx → S epimorfismo con S simple. Tomando el coproducto fibrado P , tenemos
que existen h : M → P y j : S → P morfismos que hacen conmutativo el siguiente
diagrama:

M
h // // P

Rx
f // //

OO
i

OO

S
OO

j

OO

.

Entonces h : M → P es epimorfismo y j : S → P monomorfismo, además, S ∈
ξ≤,�(R− simp) y M ∈ T, lo que es una contradicción.
Entonces T tiene ser {0}, por lo que ξ≤,�,⊕,ext(S) = R −mod ∴ R ∈ ξ≤,�,⊕,ext(S) =
R−mod.
Por otro lado, por el Lema 3.3.16, tenemos que ξ≤,�,

⊕
,ext(S) = {M ∈ R − mod|

∀f : M � N distinto de cero, ∃g : K � N con 0 6= K ∈ S}, entonces
R ∈ {M ∈ R−mod| ∀f : M � N distinto de cero, ∃g : K � N con 0 6= K ∈ S}.
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∴ R es semiartiniano.



Caṕıtulo 7

Átomos.

Ya descritas la ret́ıcula de clases naturales y la ret́ıcula de clases conaturales, des-
cribiremos a sus átomos aśı como los átomos de la gran ret́ıcula de clases hereditarias
y los de la gran ret́ıcula de clases cohereditarias.

7.1. Átomos en L{≤} y R-nat.

Definición 7.1.1. Un módulo M es comprimible si para todo f : N → M monomor-
fismo distinto de cero existe g : M → N monomorfismo.

Observación 7.1.2. Un módulo M es comprimible si y solo si para todo 0 6= N ≤ M
existe g : M → N monomorfismo.

Proposición 7.1.3. Si ζ ∈ L{≤} es un átomo, entonces ζ = ξ≤({M}) ∀ 0 6= M ∈ ζ.

Demostración. Sea M ∈ ζ distinto de cero. Entonces {M} ⊆ ζ, por lo que
{0} 6= ξ≤({M}) ⊆ ξ≤(ζ) = ζ y ζ es un átomo, entonces ζ = ξ≤({M}).
∴ ζ = ξ≤({M}) para todo 0 6= M ∈ ζ.

Teorema 7.1.4. Si 0 6= M ∈ R −mod, entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:
1) ξ≤({M}) es un átomo en L{≤}.
2) M es comprimible.
3) Para cada 0 6= N ≤M se tiene que ξ≤({M}) = ξ≤({N}).

Demostración. 1)⇒ 2)
Si 0 6= N ≤ M , entonces {0} 6= ξ≤({N}) ⊆ ξ≤({M}), por lo que ξ≤({N}) = ξ≤({M}).
Entonces M ∈ ξ≤({N}), por lo que existe g : M → N monomorfismo.
∴ M es comprimible, por la Observación 7.1.2.

2)⇒ 3)
Si 0 6= N ≤ M , entonces N ∈ ξ≤({M}) y la inclusión es un monomorfismo, entonces
ξ≤({N}) ⊆ ξ≤({M}).
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Por otro lado, M es comprimible, por lo que existe g : M → N monomorfismo, entonces
M ∈ ξ≤({N}), por lo que ξ≤({M}) ⊆ ξ≤({N})
∴ ξ≤({M}) = ξ≤({N}).

3)⇒ 1)
Sea ζ ∈ L{≤} tal que {0} 6= ζ ⊆ ξ≤({M}). Entonces existe 0 6= N ∈ ζ, entonces
N ∈ ξ≤({M}), por lo que N ∼= N ′ para algún submódulo 0 6= N ′ de M . Entonces
ξ≤({N ′}) = ξ≤({N}) y, por hipótesis, ξ≤({M}) = ξ≤({N ′}), por lo que
ξ≤({M}) = ξ≤({N}) ⊆ ζ ⊆ ξ≤({M}), entonces ζ = ξ≤({M}).
∴ ξ≤({M}) es un átomo en L{≤}.

Proposición 7.1.5. Si ζ ∈ R − nat es un átomo, entonces ζ = ξR−nat({M}) ∀ 0 6=
M ∈ ζ.

La prueba de esto es totalmente análoga a la de la Proposición 7.1.3.

Teorema 7.1.6. Sea 0 6= M ∈ R−mod. Entonces ξR−nat({M}) es un átomo en R−nat
si y solo si ξR−nat({M}) = ξR−nat({N}) para todo submódulo propio no cero N de M .

Demostración. ⇒)
Si 0 6= N ≤M , entonces {0} 6= ξR−nat({N}) ⊆ ξR−nat({M}), por lo que ξR−nat({N}) =
ξR−nat({M}).
⇐)
Sea ζ ∈ L{R−nat} tal que {0} 6= ζ ⊆ ξR−nat({M}). Entonces existe 0 6= N ∈ ζ, entonces
N ∈ ξR−nat({M}) y IdN : N → N es un monomorfismo, por lo que existe f : K →
N monomorfismo distinto de cero con K ∈ ξ≤({M}), entonces K ∼= N ′ para algún
submódulo 0 6= N ′ de M . Entonces ξR−nat({N ′}) = ξR−nat({K}) y, por hipótesis,
ξR−nat({M}) = ξR−nat({N ′}), por lo que
ξR−nat({M}) = ξR−nat({N ′}) = ξR−nat({K}) ⊆ ξR−nat({N}) ⊆ ζ ⊆ ξR−nat({M}).
Entonces ζ = ξR−nat({M}) ∴ ξR−nat({M}) es un átomo en R− nat.

Definición 7.1.7. Un módulo M es uniforme si cualquiera de sus submódulos no nulos
es esencial en M .

Proposición 7.1.8. Si M es uniforme, entonces ξR−nat(M) es un átomo de R− nat.

Demostración. Sea 0 6= N � M , es claro que ξR−nat(N) ⊆ ξR−nat(M). Ya que M
es uniforme N es esencial en M , por lo que la inclusión canónica i : N → M es
un monomorfismo esencial, entonces, por el Teorema 4.1.6, ξR−nat(N) es cerrada bajo
extensiones esenciales, por lo que M ∈ ξR−nat(N).
Entonces ξR−nat(M) ⊆ ξR−nat(N), por lo que ξR−nat(M) = ξR−nat(N).
∴ ξR−nat(M) es átomo, por el Teorema 7.1.6.
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Corolario 7.1.9. Si S es simple, entonces ξR−nat(S) es un átomo de R− nat.

Observación 7.1.10. En R = Z tenemos que Zp es simple si p es primo, entonces,
por el Corolario 7.1.9, tenemos que ξR−nat(Zp) es un átomo de R − nat. Además, es
claro que Z es uniforme, entonces, por la Proposición 7.1.8, tenemos que ξR−nat(Z) es
un átomo de R− nat.

Ejemplo 7.1.11. Si R = Z, entonces M ∈ Z−mod es un grupo abeliano y si tiene un
elemento de orden finito, entonces tiene un elemento no cero de orden p con p primo,
por lo que existe f : Zp → M monomorfismo. Por otro lado, si M 6= 0 es libre de
torsión, entonces existe 0 6= x ∈ M tal que Zx ∼= Z, por lo que existe g : Z → M
monomorfismo.
Si ζ 6= {0} es una clase natural que tiene como elementos módulos que no son libres de
torsión y 0 6= M ∈ ζ, entonces M tiene un elemento distinto de cero de orden finito,
por lo que existe p primo tal que 0 ≤ {M | M es un p grupo }=ξR−nat(Zp) ≤ ζ.
Por otro lado, si ζ 6= {0} tiene como elementos puros grupos abelianos libres de torsión
y 0 6= M ∈ ζ, entonces Z ∈ ξR−nat(M), por lo que 0 ≤ ξR−nat(Z) ≤ ξR−nat(M) ≤ ζ.
Aśı que Z−nat es atómica donde {ξR−nat(Zp)| p es primo }∪{ξR−nat(Z)} es el conjunto
de átomos en Z − nat. Además, como Z − nat es una ret́ıcula de Boole, es también
coátomica.

Ejemplo 7.1.12. Si R es un anillo semiartiniano, entonces toda clase natural no trivial
está generada por módulos simples, por lo que R− nat es una ret́ıcula atómica y, si Q
es un conjunto completo irredundante de módulos simples, entonces
{ξR−nat(S)| S ∈ Q } es el conjunto de átomos en R− nat.

7.2. Átomos en L{�} y R-conat.

Definición 7.2.1. Un módulo M es cocomprimible si para todo f : M → N epimor-
fismo distinto de cero existe g : N →M epimorfismo.

Observación 7.2.2. Un módulo M es cocomprimible si y sólo si para todo N � M

existe g :
M

N
→M epimorfismo.

Proposición 7.2.3. Si ζ ∈ L{�} es un átomo, entonces ζ = ξ�({M}) ∀ 0 6= M ∈ ζ.

Demostración. Sea M ∈ ζ distinto de cero. Entonces {M} ⊆ ζ, por lo que {0} 6=
ξ�({M}) ⊆ ξ�(ζ) = ζ y ζ es un átomo, entonces ζ = ξ�({M}).
∴ ζ = ξ�({M}) para todo 0 6= M ∈ ζ.

Teorema 7.2.4. Si 0 6= M ∈ R −mod, entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:
1) ξ�({M}) es un átomo en L{�}.
2) M es cocomprimible.

3) Para cada N �M se tiene que ξ�({M}) = ξ�({M
N
}).
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Demostración. 1)⇒ 2)

Si N � M , entonces {0} 6= ξ�({M
N
}) ⊆ ξ�({M}), por lo que ξ�({M

N
}) = ξ�({M}).

Entonces M ∈ ξ�({M
N
}), por lo que existe g :

M

N
→M epimorfismo.

∴ M es cocomprimible, por la Observación 7.2.2.

2)⇒ 3)

Si N � M , entonces
M

N
∈ ξ�({M}) y la proyección canónica es un epimorfismo, en-

tonces ξ�({M
N
}) ⊆ ξ�({M}).

Por otro lado, M es cocomprimible, por lo que existe g :
M

N
→M epimorfismo, enton-

ces M ∈ ξ�({M
N
}), por lo que ξ�({M}) ⊆ ξ�({M

N
})

∴ ξ�({M}) = ξ�({M
N
}).

3)⇒ 1)
Sea ζ ∈ L{�} tal que {0} 6= ζ ⊆ ξ�({M}). Entonces existe 0 6= N ∈ ζ, entonces

N ∈ ξ�({M}) , por lo que N ∼=
M

N ′
para algún submódulo propio N ′ de M . Entonces

ξ�(
M

N ′
) = ξ�({N}) y, por hipótesis, ξ�({M}) = ξ�({M

N ′
}), por lo que

ξ�({M}) = ξ�({N}) ⊆ ζ ⊆ ξ�({M}), entonces ζ = ξ�({M}).
∴ ξ�({M}) es un átomo en L{�}.

Proposición 7.2.5. Si ζ ∈ R− conat es un átomo, entonces ζ = ξR−conat({M})
∀ 0 6= M ∈ ζ.

La prueba de esto es análoga a la de la Proposición 7.2.3.

Teorema 7.2.6. Sea 0 6= M ∈ R − mod. Entonces ξR−conat({M}) es un átomo en

R − conat si y solo si ξR−conat({M}) = ξR−conat({
M

N
}) para todo submódulo propio N

de M .

Demostración. ⇒)

SiN �M , entonces {0} 6= ξR−conat({
M

N
}) ⊆ ξR−conat({M}), por lo que ξR−conat({

M

N
}) =

ξR−conat({M}).
⇐)
Sea ζ ∈ R − conat tal que {0} 6= ζ ⊆ ξR−conat({M}). Entonces existe 0 6= N ∈ ζ,
aśı que N ∈ ξR−conat({M}) y como IdN : N → N es un epimorfismo, entonces existe

f : N → K epimorfismo distinto de cero con K ∈ ξ�({M}), entonces K ∼=
M

N ′
para
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algún submódulo propio N ′ de M . Entonces ξR−conat({
M

N ′
}) = ξR−conat({K}) y, por

hipótesis, ξR−conat({M}) = ξR−conat({
M

N ′
}), por lo que

ξR−conat({M}) = ξR−conat({
M

N ′
}) = ξR−conat({K}) ⊆ ξR−conat({N}) ⊆ ζ ⊆ ξR−conat({M}).

Entonces ζ = ξR−conat({M}) ∴ ξR−conat({M}) es un átomo en R− conat.

Definición 7.2.7. Un módulo M es hueco si cualquiera de sus submódulos propios es
superfluo en M .

Proposición 7.2.8. Si M es hueco, entonces ξR−conat(M) es un átomo de R− conat.

Demostración. Sea N � M , es claro que ξR−conat(
M

N
) ⊆ ξR−conat(M). Como M es

hueco, entonces N es superfluo en M , por lo que la proyección canónica π : M →
M

N
es un epimorfismo superfluo. Por el Teorema 5.1.7, ξR−conat(

M

N
) es cerrada bajo

epimorfismos superfluos, por lo que M ∈ ξR−conat(
M

N
).

Entonces ξR−conat(M) ⊆ ξR−conat(
M

N
), por lo que ξR−conat(M) = ξR−conat(

M

N
).

∴ ξR−conat(M) es átomo, por el Teorema 7.2.6.

Corolario 7.2.9. Si S es simple, entonces ξR−conat(S) es un átomo de R− conat.

Observación 7.2.10. En R = Z tenemos que Zp es simple si p es primo, entonces,
por el Corolario 7.2.9, tenemos que ξR−conat(Zp) es un átomo de R − conat. Además,
es claro que Zp∞ es hueco para todo p primo ya que sus submódulos están encadenados,
entonces, por la Proposición 7.2.8, tenemos que ξR−conat(Zp∞) es un átomo de R−conat.

Ejemplo 7.2.11. Si R = Z, entonces M ∈ Z − mod es un grupo abeliano y si tiene
algún submódulo máximo, entonces M tiene un cociente simple isomorfo a Zp para
algún p primo, por lo que existe π : M → Zp epimorfismo. Por otro lado, si M no tiene

máximos, entonces M es divisible, por lo que M ∼=
⊕
p∈P

(Z(Xp)
p∞ )

⊕
Q(Y ) donde P es el

conjunto de los números primos, Y y Xp son conjuntos para todo p ∈ P , entonces existe
p ∈ P tal que M tiene como cociente a Zp∞ .
Si ζ 6= {0} es una clase conatural que tiene como elementos módulos que tienen máxi-
mos, entonces existe p primo tal que 0 ≤ ξR−conat(Zp) ≤ ζ.
Por otro lado, si todos los elementos de ζ 6= {0} son módulos que no tienen máximos,
entonces todos sus elementos son módulos divisibles, por lo que existe p primo tal que
0 ≤ ξR−conat(Zp∞) ≤ ζ.
Aśı que Z− conat es atómica donde {ξR−conat(Zp)| p es primo }∪ {ξR−conat(Zp∞)| p es
primo } es el conjunto de átomos en Z−conat. Además, como Z−conat es una ret́ıcula
de Boole, es también coátomica.
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Observación 7.2.12. Sean p ∈ Z un número primo.

Es claro que Z(p) = {r
q
∈ Q| p no divide a q } es un dominio de ideales principales,

donde los ideales son generados por algún a ∈ Z.
Sea I es ideal Z(p) y a ∈ I. Si p no divide a a, entonces a tiene inverso en Z(p), por lo
que 1 ∈ I, lo que implica que I = Z(p).
Por otro lado si p divide a a, entonces I ⊆ 〈p〉 y, como ningún múltiplo de p tiene
inverso 〈p〉 6= Z(p) y p es primo, por lo que 〈p〉 es el único ideal máximo en Z(p).

Ejemplo 7.2.13. Sea p ∈ Z un número primo.
Si consideramos el anillo R = Z(p), entonces R tiene un único ideal máximo IM = 〈p〉,

por la Observación 7.2.12, por lo que el único módulo simple salvo isomorfismo es
R

IM
que es isomorfo a Zp.

Ahora es claro que Zp∞ es hueco en R −mod, ya que es hueco como Z-módulo, y
Zp es simple, entonces ξR−conat(Zp) y ξR−conat(Zp∞) son átomos para R− conat.

Además, podemos verificar que R − conat tiene unicamente 4 elementos. Sea M ∈
R−mod y f : M → N epimorfismo no cero. Si N tiene un submódulo máximo, entonces
N tiene un cociente simple isomorfo a Zp, por lo que existe g : N → Zp epimorfismo
con Zp ∈ ξR−conat(Zp) ∪ ξR−conat(Zp∞).
Si N no tiene submódulos máximos, entonces N es divisible y para cualquier q primo

distinto de p, N no tiene elementos de orden q, por lo que N ∼= Z(Xp)
p∞

⊕
Q(Y ) donde Y y

Xp son conjuntos. Entonces existe g : N → Zp∞ epimorfismo con Zp∞ ∈ ξR−conat(Zp) ∪
ξR−conat(Zp∞). Entonces M ∈ ξR−conat(Zp) ∨ ξR−conat(Zp∞), por lo que R − mod =
ξR−conat(Zp) ∨ ξR−conat(Zp∞).
∴ R− conat = {{0}, ξR−conat(Zp), ξR−conat(Zp∞), R−mod}.
Notemos que ξR−conat(Zp∞) es la clase de los grupos divisibles que son R-módulos y
ξR−conat(Zp) es la clase de los R-módulos coatómicos.

Ejemplo 7.2.14. Sea R es un anillo MAX.
Sabemos que toda clase conatural en R esta generada por módulos simples, por lo
que R− conat es una ret́ıcula atómica y, si Q es un conjunto completo irredundante de
módulos simples, entonces {ξR−conat(S)| S ∈ Q } es el conjunto de átomos en R−conat.

Observación 7.2.15. Sea Q ⊆ Z un conjunto de números primos.

Es claro que Z(Q) = {r
q
∈ Q| ∀p ∈ Q, p no divide a q } es un dominio de ideales

principales, donde los ideales son generados por algún a ∈ Z.
Sea I es ideal Z(Q) y a ∈ I. Si para todo p ∈ Q, p no divide a a, entonces a tiene
inverso en Z(Q), por lo que 1 ∈ I, lo que implica que I = Z(Q).
Por otro lado si algún p ∈ Q divide a a, entonces I ⊆ 〈p〉 y, como ningún múltiplo de
p tiene inverso 〈p〉 6= Z(Q) y p es primo, por lo que 〈p〉 es máximo en Z(Q). Aśı que
{Ip = 〈p〉|p ∈ Q} es el conjunto de todos los ideales máximos de Z(Q).

Ejemplo 7.2.16. Sea Q ⊆ Z un conjunto de números primos.
Si consideramos el anillo R = Z(Q), entonces, por la Observación 7.2.15,
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{Ip = 〈p〉|p ∈ Q} es el conjunto de todos los ideales máximos de R, por lo que todo

módulo simple es isomorfo a
R

Ip
para algún p ∈ Q, que a su vez es isomorfo a Zp. En-

tonces {Zp|p ∈ Q} es un conjunto irredundante completo de módulos simples en R.

Ahora si p ∈ Q es claro que Zp∞ es hueco en R − mod, ya que es hueco como Z-
módulo, y Zp es simple, entonces ξR−conat(Zp) y ξR−conat(Zp∞) son átomos paraR−conat.

Además, podemos verificar que R − conat es atómica. Si ζ 6= {0} es una clase
conatural que tiene como elementos módulos que tienen máximos y M ∈ ζ, entonces
existe p ∈ Q tal que Zp es cociente de M , por lo que 0 ≤ ξR−conat(Zp) ≤ ζ.
Por otro lado, si todos los elementos de ζ 6= {0} son módulos que no tienen máximos
y 0 6= M ∈ ζ, entonces M es divisibles. Además, si q no pertenece a Q, entonces M

no tiene elementos de orden q, M ∼= (
⊕
p∈Q

(Z(Xp)
p∞ ))

⊕
Q(Y ) donde Y y Xp son conjuntos

para todo p ∈ Q, por lo que existe p ∈ Q tal que 0 ≤ ξR−conat(Zp∞) ≤ ζ.
Aśı que R − conat es atómica, donde A = {ξR−conat(M)| M ∈ f } es el conjunto de
átomos en R − conat, con f = {Zp| p ∈ Q } ∪ { Zp∞ | p ∈ Q }. Además, es claro si
ζ ∈ R− conat, entonces ζ = ξR−conat(B) con B ⊆ f. Por lo que si Q es finito, entonces
f = {Zp| p ∈ Q } ∪ { Zp∞| p ∈ Q } es finito y R − conat es finita de cardinalidad
2|f|=22|f|.
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