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Apéndice B. Propiedades Básicas de Esperanza Condicional 127
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Introducción

Esta tesis está dirigida a aquellos lectores que tengan interés en el área
de finanzas y quieran profundizar en los temas de entroṕıa y valuación de
derivados exóticos. A lo largo de este trabajo se aborda la valuación de di-
chos derivados debido a la importancia que la flexibilidad de éstos tienen en
el mercado de contratos a la medida al ajustarse a las necesidades y deseos
del consumidor. Con esto en mente se presenta el desarrollo que da sustento
a las valuaciones tanto de manera teórica como computacional.

Debido al interés en la simulación de derivados, en este trabajo se hace
énfasis en que el lector cuente con una fuente de consulta de las simulaciones
usadas. Todo el desarrollo computacional se hizo con el lenguaje de progra-
mación Julia versión 0.4.3, el cual tiene una sintaxis parecida a la de R,
aunado a su gran velocidad de procesamiento y facilidad de implementación
de algoritmos resultó en la herramienta perfecta.

En el Caṕıtulo 1 se formailizan los conceptos financieros necesarios pa-
ra este trabajo, permitiendo aśı poder expresar los problemas desde una
perspectiva rigurosa. Además se da la construcción del modelo de Cox-Ross-
Rubinstein (CRR), para que el lector pueda comprender la idea básica de la
valuación de un derivado a tiempo discreto, y se demuestra la convergencia
del modelo CRR al modelo de Black-Scholes. Esto último resulta de parti-
cular interés ya que se muestra la convergencia de un modelo discreto a uno
continuo, que debido a la precisión finita de un sistema computacional es a
lo que podemos aspirar para realizar valuaciones. Por último se describe el
modelo de Markowitz de selección de portafolios para que el alumno termine
de familiarizarse con la idea de activo libre de riesgo y medida libre de riesgo.

El tema que ocupa al Caṕıtulo 2 es la valuación de derivados exóticos de

ix



tipo europeo; aqúı se desarrollan los modelos teóricos para calcular el precio
de algunos derivados, obteniendo formulas expĺıcitas y en caso de que no sea
posible obtener una formula se describirá el problema que imposibilita su
obtención.

El Caṕıtulo 3 plantea el concepto de entroṕıa, el cuál permite desarrollar
modelos más refinados para la valuación de derivados, en este caṕıtulo se
profundiza en resultados básicos de entroṕıa tanto en entroṕıa de Shannon,
como en la divergencia de Kullback-Leibler.

Durante el Caṕıtulo 4 se demuestran resultados de entroṕıa en finanzas,
de los cuáles destacan las condiciones para una medida única libre de riesgo
en mercados no completos, un modelo de simulación de Montecarlo pondera-
do basado en entroṕıa; logrando aśı aterrizar las ideas de entroṕıa en finanzas
generando modelos útiles para la valuación de las opciones.

Cada una de los derivados exóticos estudiados será valuado por simulación
Montecarlo, consiguiendo una forma de obtener los precios que se centra en la
habilidad de programación del lector y no solamente en sus conocimientos en
procesos estocásticos; además que se podrá dar solución a aquellos derivados
que no tengan fórmula expĺıcita.

En los apéndices se encuentran algunas notas de demostraciones y los
códigos en Julia utilizados durante la elaboración de la tesis.



Caṕıtulo 1

Conceptos Básicos De Finanzas

Con el objetivo de que esta tesis sea autocontenida y el de formalizar los
conceptos usados durante el texto, este caṕıtulo se enfoca en el desarrollo de
las ideas esenciales del ámbito financiero que trabajaremos, aśı como en algu-
nos resultados importantes y ejemplos que permitirán al lector comprender
y familiarizarse con las ideas.

1.1. Activos financieros e interés

1.1.1. Activos Financieros

Entenderemos por activo financiero un contrato que brinda un derecho
económico a quien lo posee, generando además una obligación por parte de
quien lo expide de cumplir dicho contrato. Un activo muy usual son los bo-
nos, los cuales brindan al emisor la posibilidad de capitalizarse el d́ıa de hoy
a cambio de una promesa de pago a futuro a los inversionistas, si además el
bono da un rédito económico durante la vigencia del contrato diremos que
genera dividendos.

Otros ejemplos de instrumentos financieros son:

Acciones

Divisas

Opciones

1



1.1 Activos financieros e interés Conceptos Básicos De Finanzas

Swaps

Definición 1 (Precio de un activo). En un espacio de probabilidad filtrado1

(Ω,F ,P, (Ft)t∈I); el precio del activo i es un proceso estocástico

Si : Ω× I → R+,

adaptado2 a la filtración (Ft)t∈I ,

donde el conjunto I puede ser de la forma:

{0, 1}, {0, 1, ..., T}, [0, T ],

con T pudiendo tomar valores reales extendidos.

Denotaremos al precio del activo i al tiempo t como Sit .

1.1.2. Tasa de Interés

Una tasa de interés (r) representa la ganancia (o pérdida) que un activo
financiero brinda tras un periodo determinado de tiempo, expresado como
porcentaje de la inversión realizada.

Definición 2 (Tasa de interés). Sobre un espacio de probabilidad filtrado
(Ω,F ,P, (Ft)t∈I); la tasa de interés r es un proceso estocástico

r : Ω× I → R.

predecible3 respecto a la filtración (Ft)t∈I .

Resaltamos por su importancia la denominada tasa libre de riesgo, es la
ganancia obtenida tras invertir en un activo financiero que no tiene riesgo de
impago.

Cuando se habla de interés simple hablamos de los intereses generados
por la inversión que no se acumulan para invertir en los siguientes periodos;
por otra parte el interés compuesto refiere a cuando los intereses generados

1Una filtración (Ft)t∈I es una colección de σ-álgebras tales que Ft ≤ Ft+1
2Si X es un proceso estocástico tal que X(t) es Ft-medible para todo t en I, es adaptado
3Si X es un proceso estocástico tal que X(t) es Ft−1-medible para todo t en I, es

predecible

2



Conceptos Básicos De Finanzas 1.2 Portafolios

se adhieren al capital y se reinvierten. En el caso del interés compuesto si
r es una tasa que genera ganancias cada periodo r(n) una tasa nominal a n
periodos y r∗ una tasa que paga de forma continua se debe cumplir:

(1 + r)t =
(

1 +
r(n)

n

)tn
= er

∗t;

de esta manera visualizamos una forma de trasladar el dinero a través del
tiempo.

Entenderemos por valor presente el valor del capital al tiempo 0.

Ejemplo 1. Si invertimos $10 a una tasa anual libre de riesgo de 0.05 % al
final de un periodo (en este caso un año) tendremos 10(1 + r) = 10.05 pesos
y al cabo de 5 años tendŕıamos 12.7628.

1.2. Portafolios

De manera intuitiva entendemos por portafolio financiero al conjunto de
activos entre los cuales está repartida la inversión de un agente del merca-
do a través del tiempo. De manera formal debemos decir que el portafolio
financiero en un espacio de n activos es un proceso estocástico de la forma:

w(t) = (w1(t), w2(t), ..., wn(t)),

donde cada wi(t) es un proceso estocástico que representa la cantidad de
unidades del activo i al tiempo t.

Para referirnos al precio del j-ésimo activo al tiempo t usaremos la nota-
ción

Sjt .

en el mundo de las finanzas se acostumbra decir que cuando wi(t) es ne-
gativo que se está corto mientras que en la situación opuesta está largo.

Denotaremos el valor presente del portafolio de la siguiente manera:

T (w(0)) =
∑
j

wjS
j
0,

notemos que el valor presente del portafolio es la suma de los valores presentes
de los precios de cada activo multiplicado por la cantidad que se tiene de ellos.

3



1.2 Portafolios Conceptos Básicos De Finanzas

1.2.1. Portafolios Autofinanciables

Los portafolios autofinanciables son aquellos en los que el cambio en el
valor del portafolio depende solamente del cambio de los precios en los activos
y no de sus cantidades.

Diremos que un portafolio es autofinanciable si para toda k:

∆T (w(1)) = T (w(k + 1))− T (w(k)) =
n∑
i=1

wi(T + 1)(Sik+1 − Sik),

o de forma equivalente

∆T (w(1)) =
n∑
i=1

(wi(T + 1)− wi(T ))Sik+1 = 0.

1.2.2. Portafolios Replicantes

También conocidos como coberturas son aquellos portafolios capaces de
igualar un reclamo contingente por medio de distintos activos del mercado.

Sea X = f(ST ) un reclamo contingente con fecha de maduración T.
Decimos que X es replicable si existe un portafolio autofinanciable tal que
T (w(t)) = X; con esto tenemos que el portafolio replica todos los valores que
toma X.

1.2.3. Completez de mercados

Si en un mercado financiero cualquier reclamo contingente es replicable,
el mercado es completo.

Es dif́ıcil tener esta propiedad en la práctica, por lo cual aún siendo un
supuesto en muchos modelos teóricos, el principal conflicto con la falta de
completez es que provoca que la medida libre de riesgo de la cuál hablamos en
la siguiente sección no sea única. Aśı que cuando se quieren valuar los activos
financieros se tienen una infinidad de resultados correctos, lo que no resulta
satisfactorio. Una de las formas de abordar esta situación es haciendo uso del
concepto de entroṕıa en que profundizaremos en el Caṕıtulo 3 (Entroṕıa).
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Conceptos Básicos De Finanzas 1.3 Arbitraje

1.3. Arbitraje

En los mercados financieros se pueden tomar distintas estrategias con el
fin de mejorar los rendimientos y reducir los riesgos; llevando esta idea al
extremo, ¿somos capaces de no arriesgar y aún aśı obtener una ganancia?
esto dependerá de las condiciones del mercado.

Un caso en el que esto es posible es el siguiente:

Dos casas de divisas4 ofertan, cada una, distintos precios cambiarios entre
el euro (EUR) y el dólar americano(USD):

U.S.A. Italia
Precio 1 EUR=1.1884 USD 1 EUR=1.1255USD

Una sencilla idea es vender un euro en U.S.A. teniendo aśı 1.1844 dóla-
res que si luego vendemos en Italia obtendremos ¡ 1.0558862 Euros!. Con la
facilidad de transacciones en linea no resulta una idea descabellada.

La única forma de mejorar esta transacción es que nunca hubiéramos he-
cho una inversión por ese euro; podŕıamos haber pedido el dinero prestado y
siempre y cuando la tasa fuera menor al 5.58 % ganaŕıamos dinero sin arries-
garnos; a este tipo de estrategias se les denomina arbitraje.

En este punto esperamos que el lector comience a tener una idea intuitiva
de qué es el arbitraje. Aún aśı es necesario que lo definamos de manera formal
para poder estudiar la idea correctamente.

Definición 3 (Arbitraje). Existe arbitraje si hay un portafolio que cumpla:

P(T (w(0)) = 0) = 1,

P(T (w(1)) > 0) = 1

Entonces para que no existan oportunidades de arbitraje se tiene las con-
diciones:

4Información consultada en las páginas de Bank of America y Banca d’Italia 3 de sept
2015 0:41
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1.3 Arbitraje Conceptos Básicos De Finanzas

T (w(1)) puede tomar valores positivos o negativos para todo wj y

P[T (w(1)) > 0] > 0,

P[T (w(1)) < 0] > 0

Un caso menos intuitivo es cuando no existen arbitrajes.

Para esto se debe considerar una medida libre de riesgo a la cual denota-
remos Q , que cumple:

EQ[Sj1] = (1 + r)Sj0,

y que es equivalente5 a la medida P del mercado.

Para ejemplificar lo anterior, si tenemos un préstamo a tasa r y com-
pramos una cantidad wj del activo j para toda j, entonces visto de forma
matricial tenemos :

w =

 w1
...
wn

 S0 =

 S1
0
...
Sn0

 S1 =

 S1
1
...
Sn1

.

El precio del portafolio al tiempo 1 será:

T (w(1)) =
∑
j

wj(S
j
1 − (1 + r)Sj0),

con generadora de momentos:

M(w) = E(eT (w(1))).

Ahora enunciaremos el Teorema Fundamental de la Valuación de Activos,
principal pilar de este trabajo al dar una condición necesaria y suficiente para
que no existan arbitrajes en el mercado.

Teorema 1. No hay oportunidades de arbitraje si y solo si existe Q equiva-
lente a P tal que EQ[Sj1] = (1 + r)Sj0.

5Dos medidas son equivalentes si para cualquier conjunto A en la σ-álgebra sucede:
Q(A) = 0 Si y solo si P(A) = 0.
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Conceptos Básicos De Finanzas 1.3 Arbitraje

Demostración. Tomemos primero como hipótesis que EQ[Sj1] = (1 + r)Sj0
Entonces por la linealidad de la esperanza tenemos:

EQ[Sj1 − (1 + r)Sj0] = 0,

entonces:

EQ[wj(S
j
1 − (1 + r)Sj0)] = EQ[T (w(1))] = 0.

La última igualdad se da en dos casos:

i) Si T(w(1)) es la función constante cero, esto no permite oportunidades
de arbitraje porque no se logra recuperar el capital invertido.

ii) Que T(w(1)) pueda tomar valores positivos y negativos; en este caso
tampoco hay arbitraje ya que hay riesgo de tener pérdidas

Nuestra hipótesis ahora es que no existen oportunidades de arbitraje. Pa-
ra evitar un exceso de notación, a menos que se especifique, la esperanza se
tomará respecto a la medida P.

Por lo cuál:

M(w) = E(eT (w(1)))

= E[exp(
∑
j

wj(S
j
1 − (1 + r)Sj0))]

= E[
∏
j

ewj(S
j
1−(1+r)Sj0)].

Analizaremos qué pasa si cualquier w tiende a infinito. Sin pérdida de gene-
ralidad analizamos para j∗:

M(w) ≥ E[
∏
j

ewj(S
j
1−(1+r)Sj0)

1{Sj∗1 −(1+r)Sj∗0 >ε}],

= E[
∏
j

ewjε1{Sj∗1 −(1+r)Sj∗0 >ε}]

= Cewj∗εE[1{Sj∗1 −(1+r)Sj∗0 >ε}]

= Cewj∗εP[Sj∗1 − (1 + r)Sj∗0 > ε],

7



1.3 Arbitraje Conceptos Básicos De Finanzas

de lo anterior obtenemos la desigualdad

E[exp(
∑
j

wj(S
j
1 − (1 + r)Sj0))] ≥ Cewj∗εP[Sj∗1 − (1 + r)Sj∗0 > ε],

que nos da una cota inferior para la generadora de momentos.

Por hipótesis sabemos:

P[Sj∗1 − (1 + r)Sj∗0 > ε] > 0 para una ε > 0

y P[Sj∗1 − (1 + r)Sj∗0 < ε] > 0 si ε < 0,

por lo que obtenemos

ĺım
±wj∗→∞

M(w)→∞ y M(0) = 1,

y al ser una función convexa y continua podemos asegurar que el mı́nimo
existe. El siguiente paso es encontrarla. Aśı que derivamos M(w) e iguala-
mos a cero:

∂M(w)

∂wj∗
= E[(Sj1 − (1 + r)Sj0)eT (w(1))] = 0.

Entonces:

E[Sj1e
T (w(1))] = (1 + r)Sj0E[eT (w(1))],

por lo tanto

Sj0 =
E[Sj1e

T (w(1))]

(1 + r)E[eT (w(1))]
.

Por lo anterior definimos a la medida Q como:

Q(A) =
EP[1Ae

w′S1 ]

EP[ew′S1 ]
.

Y la derivada de Radon-Nikodym correspondiente es:

∂Q
∂P

=
ew
′S1

EP[ew′S1 ]
.

8
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Por construcción tenemos que
EQ[Sj1]

1+r
= Sj0 donde se observa que el valor

esperado de Sj1 bajo la medida Q libre de riesgo del activo tráıdo a valor
presente coincide con el valor presente del activo.

En caso de tener más de un periodo queremos que la esperanza condicio-
nada a la información de los precios hasta ese momento descontada con la
tasa r sea igual al valor presente. Un numerario es el valor de un activo libre
de riesgo en el tiempo. Cuando tenemos la tasa libre de riesgo r, el precio del
numerario B al tiempo t es:

Bt =
t−1∏
i=0

(1 + rt).

La demostración para el caso de múltiples periodos es similar a como
se hizo en el Teorema (1), la condición de suficiencia queda idéntica debido
a la linealidad de la esperanza condicional y al hecho de que St es Ft medible.

Si tenemos que

EQ

( 1

1 + rt
St+1 | Ft

)
= St,

implica

EQ

( 1

1 + rt
S(t+ 1)− St | Ft

)
= 0,

eso sucede si la variable toma valores positivos o que es idénticamente cero.

Para la condición necesaria obtenemos, a partir de la hipótesis de no
arbitraje, una medida para conjuntos A en F t. Esto se hace de forma análoga
a la usada en la construcción para un periodo; obteniendo:

Q(A) =
EP[1Ae

w′St+1 | Ft]
EP[ew′St+1 | Ft]

.

Algo que cabe destacar es que St+1

Bt+1
es una martingala respecto a la filtra-

ción Ft, esto debido a que el numerario Bt es medible al tiempo t, porque la
tasa se anuncia a inicio de periodo. Entonces puede salir de la esperanza y

9
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tenemos como resultado:

EQ(
1

Bt+1

St+1 | Ft) =
1

Bt

EQ(
1

1 + rt
St+1 | Ft) =

1

Bt

St.

Podemos afirmar:

St
Bt

= EQ(
1

BT

ST | Ft).

Lo cuál es consecuencia de la propiedad de torre de esperanza condicional:

St
Bt

= EQ(
1

Bt+1

St+1 | Ft) = EQ(EQ(
1

Bt+2

St+2 | Ft+1) | Ft)

= EQ(
1

Bt+2

St+2 | Ft) = EQ(EQ(
1

Bt+3

St+3 | Ft+2) | Ft)

= EQ(
1

Bt+3

St+3 | Ft) = ... = EQ(
1

BT

ST | Ft)
.

De esta manera observamos que el valor a tiempo t corresponde con el valor
a tiempo T descontado T-t periodos.

1.4. Opciones

Las opciones son un tipo de instrumento financiero de los llamados pro-
ductos derivados, que se caracterizan porque su precio depende de uno o
varios activos denominados subyacentes ; le dan al poseedor del instrumento
el derecho de comprar o vender una cantidad acordada del subyacente a un
precio prefijado, llamado precio strike, dentro de un periodo temporal pac-
tado.

Debido a su planteamiento resulta un problema complejo su correcta va-
luación. Uno de los modelos más notables es el modelo propuesto por Fischer
Black6 y Myron Scholes7, ya que en 1973 presentaron el primer modelo sa-

6(1938-1995), egresado de Harvard, laboró al final de su vida en Goldman Sachs, tras
haber sido profesor del MIT.

7(1942- ), economista, profesor emérito de Stanford, ganador del nobel de economı́a en
1997.

10
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tisfactorio para la valuación de opciones.

Un call es una opción que da derecho a comprar, mientras que un put
brinda el derecho de vender. Debido a que existen una gran cantidad de tipos
de opciones mencionamos las que se estudiarán a lo largo de esta tesis.

Call europeo: Es aquella opción que solamente se puede ejercer en su
fecha de vencimiento (T ) dándole al poseedor el derecho de comprar o
vender cierta cantidad de un activo (S) a un precio fijado (k). El payoff
de un call europeo es CE = máx[ST − k, 0], mientras que el payoff de
un put europeo es CE = máx[k − ST , 0].

Opción americana: A diferencia de las opciones europeas en ésta se
puede ejercer la opción durante cualquier instante entre el tiempo cero
y la fecha de vencimiento, permitiendo al poseedor comprar o vender
cierta cantidad del activo (S) a un precio previamente acordado (k).

Opción asiática: Este es un tipo de opción denominada exótica debido
a que el cálculo para su payoff no depende del precio de S, es también
conocida como opción de valor medio. Teniendo un precio strike (k) el
payoff del call será CA = máx[A(T )− k, 0] donde la función A(T ) es el
promedio de precios en un lapso de tiempo.

1.4.1. Resultados básicos

Paridad Put-Call

Lema 1. Sean un put y un call (europeos) con la misma fecha de vencimiento
y mismo precio strike. Se cumple:

Ct − Pt = S0 − ke−rt.

Demostración. Intentando realizar arbitraje, si compramos un put al tiempo
t, vendemos un call y compramos S el costo del portafolio seŕıa Pt−Ct +St,
que resulta ser positivo (ya que S es mucho mayor que Pt y Ct) por lo cual
para financiarnos debemos pedir un préstamo a tasa r.
Debido a cómo diseñamos nuestro portafolio su valor siempre es positivo y
más aún, es k.

Pt − Ct + St = k

11



1.5 Modelo de Cox-Ross-Rubinstein Conceptos Básicos De Finanzas

Debido a que esta cifra no es aleatoria, para que no existiera arbitraje
debeŕıa coincidir con el valor de invertirla a tasa r, es decir:

k = er(T−t)(Pt − Ct + St),

que si despejamos obtenemos:

Ct − Pt = S0 − ke−rt.

Pese a que la opción americana intuitivamente resulta más costosa debido
al costo de oportunidad que tiene poder ejercer en cualquier instante, en el
caso particular del call americano cuando el subyacente no genera dividendos
resulta que el momento óptimo para ejercer coincide con el de un call europeo.

Teorema 2. El momento óptimo de ejercer un call americano (que no genera
dividendos) es la fecha de vencimiento.

Demostración. Sea τ un tiempo de paro8. Si la opción americana se ejerciera
en τ el payoff seŕıa máx[Sτ−k, 0], debido a que la función máximo es convexa
y que el proceso de descuentos es una martingala podemos usar la desigualdad
de Jensen para esperanza condicional9 podemos afirmar:

E[Sτ − k]+ ≤ E[ST − k]+

lo cuál nos indica que el mejor momento para ejercer un call americano es
cuando τ = T .

1.5. Modelo de Cox-Ross-Rubinstein

Un modelo simplificado para la valuación de opciones americanas y eu-
ropeas a tiempo discreto es el propuesto por Cox10, Ross11 y Rubinstein12

8Sea τ : Ω → N una variable aleatoria, decimos que τ es tiempo de paro respecto a la
filtración (Fi)i∈I si {ω ∈ Ω | τ(w) = n} es elemento de Fn para toda n en N

9Ver apéndice.
10John Cox (1942- ) es economista, actualmente profesor del MIT y sus investigaciones

recientes se enfocan en poĺıticas de inversion optimas para empresas e instituciones.
11Stephen Ross (1944- ) es economista, actualmente profesor del MIT actualmente sus

investigaciones se centran en el Teorema de recuperación.
12Mark Rubinstein es actualmente profesor de Berkeley, actualmente sus investigaciones

se desarrollan en la historia de la teoŕıa de inversiones.

12



Conceptos Básicos De Finanzas 1.5 Modelo de Cox-Ross-Rubinstein

en 1979 que plantea que el subyacente en cada intervalo de tiempo puede
subir o bajar de precio con probabilidad p y 1 − p. Estas probabilidades p
denotan la perspectiva ante el riesgo del agente. Pese a que parece un modelo
demasiado sencillo obtiene resultados satisfactorios.

1.5.1. Desarrollo

El precio de una acción y de un call europeo durante un periodo pueden
comportarse:

S

uS

dS

con probabilidad p

con probabilidad 1− p

C

Cu

Cd

con probabilidad p

con probabilidad 1− p

donde u > 1, d < 1, Cu = (uS − k)+ y Cd = (dS − k)+ .
Consideremos la tasa r libre de riesgo; si un inversionista deseara realizar

un portafolio con y unidades de S y x unidades de un activo libre de riesgo
con la intención de aprovechar una oportunidad de arbitraje debeŕıa cum-
plirse:

x+ yS = 0 Costo inicial de 0,

x(1 + r) + yuS ≥ 0,

x(1 + r) + ydS ≥ 0 Ganancia segura.

Entonces para que no exista arbitraje debe cumplirse

d < (1 + r) < u.

13
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por lo cual podemos plantear a (1+r) como una combinación convexa de d y
u, es decir:

(1 + r) = qu+ (1− q)d.

Despejando para encontrar el valor de q tenemos:

q =
1 + r − d
u− d

1− q =
u− 1 + r

u− d
.

Al q estar en [0, 1] podemos interpretarla como la medida Q libre de
riesgo, ya que:

1

1 + r
EQ(S1) =

1

1 + r
(quS0 + (1− q)dS0) = S0 (1.1)

además pudimos encontrar un único portafolio replicante, lo que nos dice que
tenemos bajo este modelo completez del mercado.

El siguiente punto será ver qué pasa con más periodos, por ejemplo para
T = 2:

S

Su

Sd

Suu

Sud

Sdd

p2

p(1− p)

(1− p)2

Y si seguimos con el mismo razonamiento obtenemos:

1

1 + r
(qu2S + (1− q)udS) = uS

1

1 + r
((1− q)d2S + qudS) = dS,

por lo cual el valor del call es:

C = (q2Cuu + 2q(1− q)Cud + (1− q)2Cdd)
1

(1 + r)2
.
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En general para n periodos resulta:

C =
n∑
j=0

n!

(n− j)!j!
qj(1− q)n−j máx[0, ujdn−jS − k]

1

(1 + r)n
.

Si consideramos a el mı́nimo número de periodos hacia arriba que deben
ocurrir hasta que el payoff sea positivo entonces a es el entero no negativo
más pequeño que satisface:

uadn−aS > k (1.2)

entonces a ≥
log k

Sdn

log u
d

(1.3)

por lo tanto:

C =
n∑
j=a

(
n!

(n− j)!j!
qj(1− q)n−jujdn−jS − k)

1

(1 + r)n
. (1.4)

O escribiéndolo en dos partes:

C = S
n∑
j=a

n!

(n− j)!j!
qj(1−q)n−j u

jdn−j

(1 + r)n
−k(1+r)−n

n∑
j=a

n!

(n− j)!j!
qj(1−q)n−j.

(1.5)
Notemos que q′ = u

1+r
q está también en [0, 1] basta notar que q ≤ 1+r

u
, por

lo cual podemos escribir (1.5) en términos de los complementos de la función
de distribución de una binomial, que denotaremos como φ:

C = Sφ[a;n, q′]− kr−nφ[a;n, q]. (1.6)

Hemos conseguido encontrar la fórmula propuesta en el modeo CRR, con
el cual podemos valuar un call europeo teniendo T, u, r, d, S, k. Uno de los
puntos más importantes es que las probabilidades p no aparecen en la valua-
ción, lo cual se puede interpretar como que el valor de la opción no depende
de las actitudes al riesgo que tenga cada consumidor por la acción.

En caso de que fuera una opción americana se debe considerar al valuar
el nodo al tiempo anterior el máximo entre el nodo valuado conforme al
procedimiento ya visto y el de ejercer el derecho en ese nodo de acuerdo con
la trayectoria correspondiente.
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1.5.2. Caso ĺımite

Debido a que el mercado no tiene sólo un movimiento por periodo se
plantea hacer particiones del periodo cada vez más finas con el objetivo de
que haya movimientos de forma continua. Supongamos que ∆t es cada cuanto
tiempo la acción cambia de precio, si T es el tiempo hasta el vencimiento y
n el número de particiones se tiene:

∆t =
T

n
.

Es claro que si n tiende a infinito entonces ∆t tiende a 0.

Vamos a tomar una tasa que genere rendimientos cada ∆t-ésimo de tiem-
po y la denotaremos por R. Tenemos que R = er∗

T
n .

Nos enfocaremos en demostrar que la fórmula de Black y Scholes es un
caso ĺımite del modelo CRR, aśı que consideraremos que las trayectorias de
las acciones son continuas.

La fórmula de Black-Scholes es:

C = StΦ(d1)− ke−rTΦ(d2), (1.7)

d1 =
logStK + (r + 1

2
σ2T )

σ
√
T

,

d2 = d1 − σ
√
T ,

Φ(di) es la función de distribución de una Normal(0,1) evaluada en di.

Recordemos que el precio sube con probabilidad q y baja con probabilidad
1 − q. Como hemos considerado que Sn = ujdn−jS0 con j en {0, 1, ..., n} los
rendimientos estan dados por:

log
Sn
S0

= j log(u) + (n− j) log(d) = j log
(u
d

)
+ n log(d).
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Debido a que j es el número aleatorio de movimientos hacia arriba tenemos:

E
(

log
Sn
S0

)
= log

(u
d

)
E[j] + n log(d),

V ar
(

log
Sn
S0

)
= log2

(u
d

)
V ar[j].

Debido a que j es una Bernoulli(p) sabemos su esperanza y varianza, por lo
cuál sustituyendo:

E
(

log
Sn
S0

)
= n(q log

(u
d

)
+ log(d)) = µ̂n, (1.8)

V ar
(

log
Sn
S0

)
= q(1− q) log2

(u
d

)
n = σ̂2n. (1.9)

Puesto que no llegaŕıamos a una conclusión razonable si µ̂n o σ̂2n convergie-
ran a 0 o a ∞ cuando n tendiera a infinito, debemos hacer un ajuste a u, d
y q para que µ̂n→ µn y σ̂2n→ σ2n .
Elegimos:

u = eσ
√
T/n, d = e−σ

√
T/n, q =

1

2
+

1

2

µ

σ

√
T

n
.

Sustituyendo en (1.8):

µ̂n = n(p log
(u
d

)
+ log(d)) = n

[(1

2
+

1

2

µ

σ

√
T

n

)
log
(
e2σ
√

T
n

)
+ log

(
e−σ
√

T
n

)]
= n

[
σ

√
T

n
+ µ

T

n
− σ

√
T

n

]
= µT para toda n.

y para (1.9) tenemos:

σ̂2n = q(1− q) log2
(u
d

)
n = n

[(1

4
− 1

4

µ2

σ2

)
4σ2T

n

]
= n

(
σ2T

n
− µ2T

2

n2

)
=

(
σ2 − µ2T

n

)
T
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Con lo que comprobamos:

ĺım
n→∞

µ̂n = µT y ĺım
n→∞

σ̂2n = σ2T.

Además por (1.3) podemos afirmar:

a− 1 =
log k

Sndn

log u
d

− ε. (1.10)

Por la ecuación (1.10) podemos reescribir la suma del segundo término
de la expresión (1.6) de la siguiente forma13:

φ(a;n, q) = P[Xn ≥ a]

= 1− P[Xn < a]]

= 1− P[Xn ≤ a− 1]

= 1− P[
Xn − nq√
nq(1− q)

≤ a− 1− nq√
nq(1− q)

],

(1.11)

y debido al Teorema del ĺımite central sabemos:

ĺım
n→∞

Xn − nq√
nq(1− q)

→ N (0, 1).

Observemos que en el modelo CRR ocurre

q =
R− d
u− d

.

Analizamos su ĺımite:

ĺım
n→∞

q = ĺım
n→∞

R− d
u− d

= ĺım
n→∞

er
T
n − e−σ

√
T/n

eσ
√
T/n − e−σ

√
T/n

= ĺım
n→∞

−r T
n2 e

r T
n − 1

2
σ
√
tn−

3
2 e−σ
√
T/n

−1
2
σ
√
Tn

−3
2 eσ
√
T/n − 1

2
σ
√
tn
−3
2 e−σ

√
T/n

=
1

2
13Xn se distribuye bin(n, q)
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Ya que el ĺımite de q existe analizamos el ĺımite para a−1−nq√
nq(1−q)

:

ĺım
n→∞

a− 1− nq√
nq(1− q)

= ĺım
n→∞

log k
Sdn

log u
d
− nq√

nq(1− q)

= ĺım
n→∞

log k
S

+nσ
√

T
n

2σ
√

T
n

− nq√
nq(1− q)

= ĺım
n→∞

log K
S

+ nσ(1− 2q)
√
T/n

2σ
√
q(1− q)(t)

,

de donde

ĺım
n→∞

nσ(1− 2q)
√
T/n = −(R− 1

2
σ2)T.

Por lo tanto :

ĺım
n→∞

a− 1− nq√
nq(1− q)

=
log K

S
− (R− 1

2
σ2)T

σ
√
T

,

lo que significa que φ(a;n, p)→ Φ(d2).
La comprobación de la convergencia de la suma del primer término se

realiza con el mismo procedimiento que utilizamos.

Con lo que queda demostrado que el modelo de Black-Scholes es un caso
ĺımite del modelo CRR.

1.5.3. Ejemplo de CRR

Evaluamos un call europeo con las siguientes caracteŕısticas:

T = 5 n = 20

S = 10 K = 10

σ = 0.1415 R = 1.06

CE = 2.774
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El código puede ser consultado en el apéndice A.1.1.

1.6. Modelo de Markowitz

El siguiente problema que vamos a abordar se presenta cuando tenemos un
conjunto de acciones y deseamos invertir nuestro capital de la mejor manera
posible; para esto vamos a tomar en consideración dos aspectos: cuánto espe-
ramos ganar y qué tanto riesgo conlleva ganarlo. Una idea intuitiva cuando
tenemos dos formas distintas de invertir nuestro dinero, ambas con el mismo
valor esperado, es la de elegir la que menor riesgo represente, no hay nada
que como inversionistas nos atraiga a aumentar nuestro riesgo sin mejorar
nuestra ganancia. Es importante recordar que nuestro capital es finito y por
ende, debemos cuidar que la suma de proporciones asignadas a cada acción
no rebase el 100 % de nuestro capital.

Este modelo fue presentado por Markowitz14 [Markowitz, 1959], donde
se plantea por primera vez una forma de elegir portafolios eficientes consi-
derando la aleatoriedad de los activos, el supuesto más importante de este
modelo es que el inversionista sólo se interesa en el rendimiento esperado y
su varianza, dejando de lado cualquier otra caracteŕıstica.

14Harry Markowitz (24/08/1927- ), precursor de la teoŕıa de selección de portafolios,
premio nobel de economı́a en 1990.
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1.6.1. Planteamiento

Considerando n acciones distintas, tenemos las matrices:

wnx1 =

 w1
...
wn

 , R =

 R1
...
Rn

 , Σnxn =

 σ11 σ12 σ13
...

...
...

σn1 σn2 σnn

 , µnx1 =

 µ1
...
µn


wi es la fracción del capital que asignamos a la acción i, tenemos la ma-

triz de rendimientos R donde interviene la parte aleatoria, la matriz µ donde
µi = E(Ri) y adicionalmente, consideramos la matriz de varianzas y covarian-
zas donde la cov(Ri, Rj) = σij, esta matriz es simétrica y la denotamos como
Σ; una de las limitantes del modelo es que será necesario que Σ tenga inversa.

La esperanza del portafolio es

E(
∑
i

wi ∗Ri) =
∑
i

wi ∗ µi

y la varianza es
var(w′R) = w′Σw

donde A′ lo usaremos para denotar la matriz transpuesta de A y A−1 para
denotar la inversa de A.
Debemos tener presente que:

∂

∂w
w′Σw = 2Σw y

∂

∂w
µ′w = µ′.

Vamos a minimizar 1
2

de la varianza para que los cálculos resulten más sim-
ples y faciles de interpretar.

Ya que en este problema tenemos una función que queremos minimizar
sujeta a restricciones utilizaremos multiplicadores de Lagrange para resolver
el problema, queremos

min.
1

2
w′Σw

s. a w′1 = 1

w′µ = η
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donde 1nx1 es un vector donde todas sus entradas son unos y a esto nos de-
volverá las w que den como resultado el valor esperado η y tengan la menor
varianza. Notemos que nunca pusimos como restricción wi ≥ 0, esto debido
a que podemos realizar ventas en corto con la intención de mejorar nuestros
rendimientos.

Aśı que abordando el problema de minimización tenemos:

min Λ =
1

2
w′Σw − λ1(w′1− 1)− λ2(w′µ− η)

∂

∂wi
Λ = Σwi − λ11− λ2µ,

despejando podemos encontrar el valor de wi,

Σw = λ11 + λ2µ,

entonces

w = λ1Σ−11 + λ2Σ−1µ.

Considerando las derivadas respecto a λ1 y λ2:

∂

∂λ1

Λ = −w′1 = 1,

∂

∂λ2

Λ = −w′µ = η,

y sustituyendo wi en las derivadas tenemos un sistema de dos ecuaciones

w′1 = λ11
′Σ−11 + λ2µ

′Σ−11 = 1
w′µ = λ11

′Σ−1µ+ λ2µ
′Σ−1µ = η

}
.

para resolver este sistema usaremos las matrices:

Mnx2 = (1, µ)
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donde 1 es el vector de unos y µ la matriz de valores esperados y la matriz:

A2x2 = (M ′Σ−1M)−1;

Analicemos a A−1:

A−1 =

(
1′

µ′

)
Σ−1(1, µ) =

(
1′Σ−1

µ′Σ−1

)
(1, µ)

=

(
1′Σ−11 1′Σ−1µ
µ′Σ−11 µ′Σ−1µ

)
,

entonces

A−1

(
λ1

λ2

)
=

(
1
η

)
por lo tanto (

λ1

λ2

)
= A

(
1
η

)
donde:

w = Σ−1MA

(
1
η

)
y el valor de la varianza es:

w′Σw = (1, η)A

(
1
η

)
= σ2 = A11 + 2A12η + A22η

2.

Hay que resaltar que A es simétrica por lo que tenemos 2A12η. En términos
de σ2 y η tenemos la ecuación de una hipérbola, que llamaremos frontera
eficiente. Sobre esta curva se encuentran los portafolios eficientes, se puede
elegir cualquier combinación que no esté sobre la curva, pero tendrán mismo
rendimiento y mayor varianza que alguno que śı lo esté.

1.6.2. Portafolio más conservador

Un portafolio que siempre resulta interesante es el más conservador.Este
lo podemos obtener de la siguiente manera:
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∂

∂η
(A11 + 2A12η + A22η

2) = 0,

por ser una hipérbola podemos asegurar que el punto que obtendremos es el
mı́nimo:

∂

∂η
(A11 + 2A12η + A22η

2) = 2A12 + 2A22η = 0.

Entonces:

ηg = −A12

A22
=

1′Σ−1µ

1′Σ−11
;

el sub́ındice g denotará que hablamos del portafolio más conservador.

Habrá también que fijarnos en σ2
g y sustituyendo sabiendo el valor de η

encontramos que:

σ2
g = A22(−A11

A12

)2 + 2A12(−A11

A12

) + A11 = A11 −
A12

A22

=
1

1′Σ−11
,

notemos que:

σ2 = σ2
g + (η − ηg)2. (1.12)

Por último para el portafolio de varianza minima podemos calcular:

wg =
1′Σ−1

1′Σ−11
.

La importancia de este portafolio radica en que por la forma de la curva
eficiente hay dos valores con la misma volatilidad dentro de la curva, uno con
un retorno menor al portafolio de riesgo mı́nimo y otro con uno mayor.

Usaremos los conceptos de portafolios dominados y dominantes. Los por-
tafolios dominantes son aquellos que se encuentran en la frontera eficiente
con rendimiento igual o mayor que el portafolio de riesgo mı́nimo y los do-
minados son todos los portafolios restantes.

Una forma de ver cómo interactúan los portafolios es viendo la covarianza
entre los portafolios eficientes respecto al portafolio wgR:
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cov([1, η]AMΣ−1R,w′gR) = [1, η]AM ′Σ−1ΣΣ−11
1

1′Σ−11

= [1, η]A

(
1′Σ−11
µΣ−11

)
1

1′Σ−11

= (1, η)

(
1
0

)
1

1′Σ−11
=

1

1′Σ−11
,

que resulta ser una constante que no depende de η. Notemos que debido a
como construimos la matriz A, (

1′Σ−11
µΣ−11

)

es la primer columna de su inversa aśı que al multiplicarlos obtenemos

(
1
0

)
.

1.6.3. Con un activo libre de riesgo

Lo próximo será ver cómo se interactúa con un activo libre de riesgo (r);
si aplicamos ∂η

∂σ
sobre la ecuación ((1.12)) encontramos que la pendiente es:

∂η

∂σ
=

σ

A22(η − ηg)
.

Vamos a tomar como variable el rendimiento del activo libre de riesgo, bastará
encontrar la intersección con el eje η considerando que la varianza es 0 para
este activo, tenemos:

ηp − r
σp

=
σ

A22(η − ηg)
,

lo que implica:

r = ηp +
σ2

A22(η − ηg)
,

y entonces:

r = −A11 + A12ηp
A12 + A22ηp

.
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Notemos que también se cumple:

ηp = −A11 + A12r

A12 + A22r
.

Entonces dado el rendimiento del activo libre de riesgo podemos observar
cambios en la frontera eficiente, ahora será la combinación lineal entre el
portafolio tangente y el activo libre de riesgo, es decir:

βr + (1− β)w′pR.

Nuestra nueva frontera eficiente estará dada por la ecuación:

η = r +
ηm − r
σ2
m

σ2.

Concluimos escribiendo expĺıcitamente los dos datos que nos interesan:

E[βr + (1− β)w′pR] = βr + (1− β)ηm y var[βr + (1− β)w′pR] = (1− β)σ2.

1.6.4. Portafolios bajo la medida libre de riesgo

Si consideramos la medida Q y definimos el portafolio al tiempo t:

Π(t) =
∑

w′(t)R(t). (1.13)

Se cumple :

EQ[
∑

wi(t+ 1)R(t+ 1) | Ft] =
∑

wi(t)EQ[R(t+ 1) | Ft]

=
∑
i

wi(t)
B(t+ 1)

B(t)
R(t) =

B(t+ 1)

B(t)
Π(t).

Volvemos a atacar el problema de la varianza (esta vez condicionada) sujeta
al rendimiento:

min. varQ[Π(t+ 1) | Ft]
s. a

∑
i

wi(t)R(t) = c(t).
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Se hace nuevamente utilizando el método de multiplicadores de Lagrange:

min. Λ = varQ[Π(t+ 1) | Ft]− λ(
∑
i

wi(t)R(t)− c(t)),

∂Λ

∂w
= −

∑
i

wi(t)Si(t) + c(t) = 0,

∂Λ

∂λ
= 2Σtw − λSi(t) entonces w = λΣ−1S(t).

Se sigue que

λ =
c(t)

S ′(t)Σ−1
t S(t)

,

y por lo tanto:

w =
c(t)

S ′(t)Σ−1
t S(t)

Σ−1
t S(t),

de lo que resulta que:

varQ[Π(t+ 1) | Ft] = w′(t)Σ−1w(t) =
c2(t)

S ′(t)Σ−1
t S(t)

.

1.6.5. Ejemplo

Vamos a realizar un ejemplo.
Usaremos la información de los precios históricos de General Motors, Bank
of America y Coca-Cola 15 usaremos los rendimientos a tiempo continuo, es
decir R(t) = log( V (t)

V (t−1)
), el rendimiento es igual al logaritmo del cociente de

los valores de la acción.
Tomaremos los siguientes rendimientos históricos:

15Precios diarios a la apertura consultados en Yahoo finanzas hasta el 28 de septiembre
de 2015.
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GM Bank Coca-cola
-0.016926605 -0.005683628 0.013009966
0.012838048 0.021643111 -0.002766279
-0.020195907 -0.003853569 -0.006508208
0.019855944 0.00707626 0.022200734
-0.041610263 -0.011553402 0.008196767
-0.010056857 -0.000637959 -0.002825249
-0.008677541 -0.038165469 -0.008173711
0.005454851 -0.003676413 0.000254471
0.010024336 0.019142233 -0.007857143
0.021682814 0.004373703 0.01066005
0.003326716 -0.001251565 0.014392384
0.02770444 0.007532992 0.010670238

-0.034015738 -0.031019918 0.00078529
0.023451694 0.02536486 -0.011973152
0.024709527 0.010708764 -0.014384964
-0.020633401 -0.011335134 0.004601235
0.012673539 0.009437 0.006168048
-0.005842945 -0.008183867 -0.014079306
0.003089071 -0.023545078 0.006886904
0.016987755 -0.004277428 0.001024353
0.002801122 0.001220317 -0.010703517
0.032065411 0.035418366 -0.000506842
-0.055628559 -0.024368653 0.002282816
0.067282078 0.075628658 0.014064903
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µ =

 0.00293
0.00208
0.00148

 , Σ =

 0.000706 0.0005 2.968e−5

0.0005 0.00055 2.613e−5

2.968e−5 2.613e−5 9.882e−5

 , A =

(
0.000721 −0.404
−0.404 258.972

)
.

Con esos datos podemos obtener la frontera eficiente:

Nuestro portafolio de varianza mı́nima es: (0.0015608, 8.99e−5). Agregaremos
el activo libre de riesgo tomando la tangente al punto con rendimiento espe-
rado de .002 y obtenemos que r=0.00077.
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El código puede ser consultado en el apéndice A.1.2.
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Caṕıtulo 2

Algunos derivados exóticos

En este caṕıtulo abordaremos los derivados exóticos, que son aquellos
que tienen una caracteŕıstica más rebuscada para el cálculo del payoff que
las que aparecen en una opción europea o americana tradicional. Por ejemplo
pueden ser opciones cuyo payoff depende de una función de los precios del
subyacente ya sea por el promedio, el máximo o pueden depender de que
el subyacente esté dentro de bandas de precios. Por razones como éstas su
valuación no puede expresarse de manera anaĺıtica por lo queu son necesarios
métodos computacionales para poder valuarlos. En este caṕıtulo abordaremos
algunos métodos de valuación y resultados teóricos importantes para este tipo
de opciones.

2.1. Opciones Asiáticas

Como ya véıamos en la Sección 1.4 (Opciones), el payoff de una opción
asiática no depende solamente del precio del subyacente al tiempo de ven-
cimiento, si no que se considera una función que promedia los valores del
activo. Debido a esto las opciones asiáticas también son conocidas como op-
ciones de valor medio (average value options).

Los dos tipos de opciones asiáticas usuales son: la que considera la me-
dia aritmética, a la cual denotaremos como Aa, y la que toma la media
geométrica a la que llamaremos Ag. Teóricamente estas variantes pueden ser
expresados en términos continuos pero para fines computacionales usaremos
su expresión discretizada.
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Los payoffs para los calls se definen:

Para el caso continuo: Para el caso discreto:

Aa = (
1

T

∫ T

0

Stdt− k)+ Aa = (
1

m+ 1

m∑
i=0

S iT
m
−K)+

Ag = (e
1
T

∫ T
0 log(St)dt − k)+ Ag = (e

1
m+1

∑m
i=0 log(S iT

m
) − k)+

El afán de escribir e
1

m+1

∑T
i=0 log(S iT

m
)

en lugar de (
m∏
i=0

S iT
m

)
1

m+1 es para

evitar desbordamientos computacionales, ya que para m’s no muy grandes∏m
i=0 S iT

m
=∞ (para la computadora) lo cual nos daŕıa resultados como ∞,

−∞ o Nan.

2.1.1. Desigualdades con opciones asiáticas

Es útil tener una desigualdad que nos permita relacionar los precios de
ambas opciones asiáticas. Ésta es:

CAg ≤ CAa. (2.1)

Este resultado es evidente debido a la desigualdad entre media geométrica y
aritmética, y es fácil de demostrar usando la desigualdad de Jensen.

De manera intuitiva podŕıamos pensar que un call europeo resulta más
costoso que un call asiático1, ya que al tomar el promedio en las opciones
asiáticas se reduce de manera importante el riesgo. Junto con la ecuación
(2.1) se tiene el siguiente resultado:

CAa ≤ CE, (2.2)

Demostración. Definimos:

αi =
S iT
m

S (i−1)T
m

con i en {1, 2, ...,m} (2.3)

α0 = S0. (2.4)

1Mientras se mantenga mismo precio strike, fecha de vencimiento y mismo subyacente
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Y las αi cumplen:

αi = e
(r−σ

2

2
)( T
m

)+σ(B iT
m
−B (i−1)T

m

)
,

E(αi) = e
rT
m ≥ 1,

con lo que tenemos que son v.a.i.i.d., además:

l∏
i=0

αi = S lT
m
.

Con esto podemos reescribir la ecuación (2.2) de la siguiente manera:

E
(( 1

m+ 1

m∑
l=0

l∏
j=0

αj − k
)+)

≤ E
(( m∏

j=0

αj − k
)+)

. (2.5)

Si dividimos (2.5) entre α0 se mantiene la desigualdad y tenemos para el
lado izquierdo:

1

α0

E
(( 1

m+ 1

m∑
l=0

l∏
j=0

αj − k
)+)

= E
(( 1

m+ 1
+

m

m+ 1
Q− k′

)+)
,

donde Q = 1
m

m∑
l=1

l∏
j=1

αj y k′ = k
α0

, además se cumple E(Q) ≥ 1. Denota-

remos por k′0 al valor más pequeño tal que 1
m+1

+ m
m+1

Q − k′ ≥ 0. Es decir,

k′0 = k′(m+1)
m

.

Notemos que k′0 ≥ k′ si y solo si k′0 ≥ 1, lo que nos hace tener que analizar
el problema en dos partes.

i) Si k′0 ≥ 1 tenemos:
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E((
1

m+ 1
+

m

m+ 1
Q− k′)+)

=

∫ ∞
k′0

(
1

m+ 1
+

m

m+ 1
Q− k′)dQ

≤
∫ ∞
k′0

(Q− k′)dQ Esto debido a que por hipótesis Q ≥ k′0 ≥ 1

≤
∫ ∞
k

(Q− k′)dQ = E((Q− k′)+) Ya que por hipótesis k′0 ≥ 1,

y sigue siendo una función no negativa sobre la región de integración.

El caso en el que k′0 < 1 se verifica de manera análoga que:

E
(( 1

m+ 1
+

m

m+ 1
Q− k′

)+)
≤ E

((
Q− k′

)+)
;

por lo cuál para demostrar (2.2) solo necesitamos ver que se cumple:

E((Q− k′)+) = E
(( 1

m

m∑
l=1

l∏
j=1

αj − k′
)+)

≤ E
(( m∏

i=1

αi − k′
)+)

.

Este resultado lo verificaremos por inducción.

Para m = 1, se cumple

E((α1 − k′)+) ≤ E((α1 − k′)+),

Suponemos valido para m = n

E((
α1 + α1α2 + ...+ α1...αn

n
− k′)+) ≤ E((α1...αn − k′)+).
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Para m = n+ 1:

E
((α1 + α1α2 + ...+ α1...αnαn+1

n+ 1
− k′

)+)
= E

((α1 + α1α2 + ...+ α1...αn
n+ 1

+
α1...αnαn+1

n+ 1
− k′

)+)
= E

(( n

n+ 1

α1 + α1α2 + ...+ α1...αn
n

+
α1...αnαn+1

n+ 1
− nk′

n+ 1
− k′

n+ 1

)+)
= E

(( n

n+ 1

(α1 + α1α2 + ...+ α1...αn
n

− k′
)

+
1

n+ 1

(
α1...αnαn+1 − k′)

)+)
≤ E

(( n

n+ 1

(α1 + α1α2 + ...+ α1...αn
n

− k′
))+

+
( 1

n+ 1
(α1...αnαn+1 − k′)

)+)
=

n

n+ 1
E
((α1 + α1α2 + ...+ α1...αn

n
− k′

)+)
+

1

n+ 1
E
((
α1...αnαn+1 − k′

)+)
Usando la hipótesis de inducción tenemos:

≤ n

n+ 1
E
((
α1...αn − k′)+) +

1

n+ 1
E
((
α1...αnαn+1 − k′

)+)
Debido a que αi son lognormales de media mayor o igual que uno:

≤ n

n+ 1
E
((
α1...αn+1 − k′

)+)
+

1

n+ 1
E
((
α1...αnαn+1 − k′

)+)
= E

((
α1...αn+1 − k′

)+)
Entonces:

E
((α1 + α1α2 + ...+ α1...αnαn+1

n+ 1
− k′

)+)
≤ E

((
α1...αn+1 − k′

)+)
,

por lo que:

E
(( 1

m

m∑
l=1

l∏
j=1

αj − k′
))+

≤ E
(( m∏

i=1

αi − k′
))+

,

y se sigue que:

CAa ≤ CE

Esta desigualdad muestra por qué las opciones asiáticas se han populari-
zado: cubren más el riesgo de las pérdidas.
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2.1.2. Valuación de opciones asiáticas

Basándonos en el modelo Black-Scholes, las Ag van a tener una fórmula
expĺıcita para poder calcularlas, debido a que si X y Y son v.a.i.i.d. que se
distribuyen lognormal(µ, σ2) entonces XY se distribuye lognormal(2µ, 2σ2).
Sin embargo para las Aa tenemos el problema de que Z =

∑n
i=1 Xi no tiene

una densidad expĺıcita. En [Cobb et al., ] se han estudiado aproximaciones
para su función de densidad, como la aproximación de Fenton-Wilkinson en
la que se sugiere utilizar una lognormal donde:

E(Z) = ne(µ+nσ2) y V ar(Z) = nV ar(Xi).

Este tipo de complicaciones para la valuación de las opciones Aa sugieren el
uso del método Montecarlo, ya que no hay una fórmula expĺıcita y la imple-
mentación del algoritmo para su valuación es bastante sencilla.

2.1.2.1. Fórmula cerrada de asiáticas geométricas

Nos basaremos en la demostración de [Zhang, 2009] el cuál es un excelente
texto acerca de opciones asiáticas. En el modelo de Black-Scholes el payoff
de un CAg es:

CAg = e−rTE((
m∏
i=0

S iT
m

)
1

m+1 − k)+.

Podemos continuar usando la notación de la ecuación (2.3) y escribir el
producto de la siguiente manera:

m∏
i=0

S iT
m

=
m∏
i=0

(αm)m−i+1.

Con esto tenemos:

log
(
∏m

i=0 S iT
m

)
1

m+1

S0

=
1

m+ 1
log

(
∏m

i=0 S iT
m

)

Sm+1
0

(2.6)
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=
1

m+ 1
log
( m∏
i=1

(αm)m−i+1
)

=
1

m+ 1

m∑
i=1

(m− i+ 1) log(αm)

=
1

m+ 1

((
1 + 2 + ...+m

)(
r − σ2

2

T

m

)
+ σ

√
T

m

m∑
i=1

iXi

)

=
r − σ2

2

2
T +

σ
√

T
m

∑m
i=1 iXi

m+ 1
,

donde las Xi son v.a.i.i.d. con distribución N (0, 1). Podemos reescribir
σ
√

T
m

∑m
i=1 iXi

m+1
de la siguiente manera:

σ
√

T
m

∑m
i=1 iXi

m+ 1
= σ

√
(2m+ 1)T

6(m+ 1)
Z,

donde Z se distribuye N (0, 1).

Con esto podemos reescribir la ecuación (2.6) como:

log
(
∏m

i=0 S iT
m

)
1

m+1

S0

= (ρ− σ2
z

2
)T + σz

√
TZ, (2.7)

con

σz = σ

√
(2m+ 1)T

6(m+ 1)
y ρ =

r − σ2

2
+ σ2

z

2
.

Con la ecuación (2.7) podemos escribir:

CAg = e−rTE((
m∏
i=0

S iT
m

)
1

m+1 − k)+

= e(ρ−r)T e−ρTE((S0e
(ρ−σ

2
z
2

)T+σz
√
TZ − k)+)

= e(ρ−r)TCE,

donde CE es el valor de un call europeo con tasa ρ y volatilidad σz.
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2.1.2.2. Valuación de Montecarlo para opciones asiáticas

Vamos a evaluar un Call Europeo, un asiático aritmético y un asiático
geométrico con base al método Montecarlo, todos con las siguientes carac-
teŕısticas:

T = 5 dt = 1/26

S = 10 K = 10

σ = 0.1415 R = 1.06.

Obtuvimos los valores:

Ag Aa E
0.960372 0.982163 2.04686

lo cuál se esperaba por las desigualdades teóricas anteriores obtenidas.
El código puede ser consultado en el apéndice A.2.1 y A.2.2.

Se adjunta en la misma sección cómo se realiza utilizando programación
en paralelo.

2.2. Opciones Lookback

Las opciones lookback se distinguen porque el payoff se calcula a partir
del valor mı́nimo o máximo que haya tomado el subyacente hasta su fecha
de vencimiento (T ). Existen dos variaciones importantes respecto a la forma
de calcular el payoff:

Lookback de precio strike fijo (FiSL): el precio strike se fija al inicio
del contrato (es decir cuando t = 0)

Lookback de precio strike flotante (FlSL): el precio strike será el valor
del subyacente al momento del vencimiento (es decir K = S(T )).

Para las opciones FiSL y FlSL se resume en la siguiente tabla el cálculo
de sus payoffs:
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FiSL FlSL
C (máx[L,máx0≤t≤T S(t)]− k)+ (S(T )−mı́n[L,mı́n0≤t≤T S(t)])+

P (k −mı́n[L,mı́n0≤t≤T S(t)])+ (máx[L,máx0≤t≤T S(t)]− S(T ))+.

La demostración del precio teórico de la opción se fundamenta en encon-
trar una expresión cerrada para la función B(u, T ), la cuál definimos como la
transformada de Laplace de la parte positiva de la diferencia entre el máximo
de un browniano y una constante u ∈ R+.

Para facilitar la notación definimos:

M(t) = máx
0≤t≤T

Bt, (2.8)

D(t) = (M(t)− u)+, (2.9)

donde Xt es el valor de un movimiento browniano con deriva µ y volati-
lidad σ al tiempo t y u ∈ R+.

2.2.1. Encontrando una fórmula explicita para B(u, T )

Entonces la función que nos interesa encontrar es:

B(u, T ) = E
[ ∫ T

0

e−δtdD(t)
]

(2.10)

Si δ es positiva puede ser interpretada como la fuerza de interés, sin embargo
la demostración no nos pide esa restricción por lo cual sigue siendo valida
para δ ≤ 0.

Para encontrar el valor de B(u, T ), utilizaremos la linealidad de la es-
peranza y las propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes para poder
reescribirla de la siguiente manera.

B(u, T ) =

∫ T

0

e−δt
d

dt
E[D(t)]dt (2.11)

Siguiendo la idea de (2.11) lo primero que nos ocupa es encontrar E[D(t)],
para esto vamos a tener en cuenta dos ideas principales. La primera es que
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si X es una v.a. positiva entonces

E[X] =

∫ ∞
0

S(x)dx,

donde S(x) := 1 − F (x), es conocida como la función de supervivencia aso-
ciada a F . La segunda idea consiste en saber que la función de distribución
y de densidad al tiempo t de la primera vez que un movimiento Browniano
toca un valor x es:

Gx(t) = Φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
gx(t, µ) =

x√
2σ2π

t−3/2e−
(µt−x)2

2σ2t .

La demostración de este hecho, puede ser consultada en [Gerber and Shiu,
2003] en el apéndice A15. [Gerber and Shiu, 2003] es el art́ıculo en el que ésta
sección se basa, aqúı se ahonda en las demostraciones referentes a B(u, T ).

Finalmente estamos en condiciones para encontrar E[D(t)].

E[D(t)] = E[(M(t)− u)+]

=

∫ ∞
0

P[(M(t)− u)+ ≥ y]dy

=

∫ ∞
0

P[(M(t)− u) ≥ y]dy

=

∫ ∞
u

P[M(t) ≥ x]dx

=

∫ ∞
u

Gx(t)dx

=

∫ ∞
u

Φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
dx.

La penúltima igualdad se debe a que {M(t) ≥ x} es equivalente a {Tx ≤ t},
aśı que nuestro problema se resume a calcular:∫ ∞

u

Φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
dx. (2.12)
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Resolvamos los casos cuando µ = 0 y µ 6= 0 por separado.
Caso µ = 0.

Tenemos:

∫ ∞
u

2Φ
( −x
σ
√
t

)
dx = 2

(
xΦ
( −x
σ
√
t

)∣∣∣∞
u
−
∫ ∞
u

−x
σ
√
t
φ
( −x
σ
√
t

)
dx
)
,

esto integrando por cambio de variable, haciendo u = Φ
(
−x
σ
√
t

)
y dv = dx.

Entonces

2
(
xΦ
( −x
σ
√
t

)∣∣∣∞
u
−
∫ ∞
u

−x
σ
√
t
φ
( −x
σ
√
t

)
dx
)

= 2
(
xΦ
( −x
σ
√
t

)∣∣∣∞
u
− σ
√
t

∫ − u
σ
√
t

−∞
vφ(v)dv

)
= 2

(
xΦ
( −x
σ
√
t

)∣∣∣∞
u

+ σ
√
tφ(v)

∣∣∣− u
σ
√
t

−∞

)
= 2(−uΦ

( −u
σ
√
t

)
+ σ
√
tφ
( −u
σ
√
t

)
).

Concluimos: ∫ ∞
u

Gx(t)dx = 2(−uΦ
( −u
σ
√
t

)
+ σ
√
tφ
( −u
σ
√
t

)
) (2.13)

La primera igualdad hace un cambio de variable v = −x
σ
√
t
, para la segunda

se hace un cambio de variable v = y2 y para la tercera igualdad solamente
se evalúa.

Caso µ 6= 0.
La integral en este caso es bastante larga y sumamente minuciosa, sin em-
bargo tiene una solución expĺıcita. Debemos tener presente la siguiente pro-
piedad:

e2abφ(a+ b) = φ(a− b). (2.14)

En particular:

e
2µx

σ2 φ
(−u− µt

σ
√
t

)
= φ

(−u+ µt

σ
√
t

)
(2.15)

41



2.2 Opciones Lookback Algunos derivados exóticos

Ocurre que: ∫ ∞
u

Φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
dx

u = Φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
du =

(2µ

σ2

)
e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
− 1

σ
√
t
e

2µx

σ2 φ
(−x− µt

σ
√
t

)
− 1

σ
√
t
φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
dx

v = x

dv = dx∫ ∞
u

Φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
dx

=
(
xΦ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ xe

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

))∣∣∣∞
0

−
[
−
∫ ∞
u

2x

σ
√
t
φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
dx+

∫ ∞
u

(2µx

σ2

)
e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
dx
]
.

Para continuar resolveremos la segunda integral que aparece en la expre-
sión anterior. Mediante integración por partes tenemos:

u = Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
du = φ

(−x− µt
σ
√
t

) −1

σ
√
t
dx

v =
σ2

2µ
e

2µx

σ2

[2µx

σ2
− 1
]

dv =
(2µx

σ2

)
e

2µx

σ2 dx∫ ∞
u

(2µx

σ2

)
e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
dx

= Φ
(−x− µt

σ
√
t

)σ2

2µ
e

2µx

σ2

[2µx

σ2
− 1
]∣∣∣∞

0
+

∫ ∞
u

σ2

2µ

[2µx

σ2
− 1
]
φ
(−x+ µt

σ
√
t

) 1

σ
√
t
dx

= Φ
(−x− µt

σ
√
t

)σ2

2µ
e

2µx

σ2

[2µx

σ2
−1
]∣∣∣∞

0
+

∫ ∞
u

φ
(−x+ µt

σ
√
t

) x

σ
√
t
dx−

∫ ∞
u

φ
(−x+ µt

σ
√
t

) σ

2µ
√
t
dx.
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Aśı podemos volver a la integral que nos atañe:∫ ∞
u

Φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
dx

=
(
xΦ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ xe

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

))∣∣∣∞
0

−
[
−
∫ ∞
u

2x

σ
√
t
φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
dx+

∫ ∞
u

(2µx

σ2

)
e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
dx
]

=
(
xΦ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+ xe

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

))∣∣∣∞
0

−
[
− 2

σ
√
t

∫ ∞
u

xφ
(−x+ µt

σ
√
t

)
dx+ Φ

(−x− µt
σ
√
t

)σ2

2µ
e

2µx

σ2

[2µx

σ2
− 1
]∣∣∣∞

0

+
1

σ
√
t

∫ ∞
u

xφ
(−x+ µt

σ
√
t

)
dx−

∫ ∞
u

φ
(−x+ µt

σ
√
t

) σ

2µ
√
t
dx
]
.

Factorizando y simplificando tenemos:

=
(
xΦ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+
σ2

2µ
e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

))∣∣∣∞
0

+
1

σ
√
t

∫ ∞
u

xφ
(−x+ µt

σ
√
t

)
dx

+
σ

2µ
√
t

∫ ∞
u

φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
dx.

Procedemos a resolver la primera integral del renglón anterior.

∫ ∞
u

φ
(−x+ µt

σ
√
t

) x

σ
√
t
dx =

∫ ∞
u

1√
2π
xexp

(
−

(
−x+µt

σ
√
t

)2

2

) dx

σ
√
t
.

Haciendo y = −x+µt

σ
√
t

tenemos dy = − dx
σ
√
t

y x = µt− yσ
√
t tenemos:

−µt
∫ ∞
−u+µt
σ
√
t

φ(y)dy − σ
√
tφ(y)

∣∣∣∞−u+µt
σ
√
t

=
[
− µtΦ(y)dy − σ

√
tφ(y)

]∣∣∣∞−u+µt
σ
√
t

.

Por último la segunda integral corresponde a:

σ

2µ
√
t

∫ ∞
u

φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
dx = −σ

2

2µ
Φ(y)

∣∣∣∞−u+µt
σ
√
t

.
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Regresando a la integral original (2.12):

=
(
xΦ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+
σ2

2µ
e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
−µtΦ

(−x+ µt

σ
√
t

)
−σ
√
tφ
(−x+ µt

σ
√
t

)
− σ2

2µ
Φ
(−x+ µt

σ
√
t

))∣∣∣∞
u

=
((

(x−µt− σ
2

2µ

)
Φ
(−x+ µt

σ
√
t

)
+
σ2

2µ
e

2µx

σ2 Φ
(−x− µt

σ
√
t

)
−σ
√
tφ
(−x+ µt

σ
√
t

))∣∣∣∞
u

=
(
µt+

σ2

2µ
− u
)

Φ
(−u+ µt

σ
√
t

)
− σ2

2µ
e

2µu

σ2 Φ
(−u− µt

σ
√
t

)
+ σ
√
tφ
(−u+ µt

σ
√
t

)
∫ ∞
u

Gx(t)dx =
(
µt+

σ2

2µ
−u
)

Φ
(−u+ µt

σ
√
t

)
−σ

2

2µ
e

2µu

σ2 Φ
(−u− µt

σ
√
t

)
+σ
√
tφ
(−u+ µt

σ
√
t

)
(2.16)

Ahora que tenemos formas expĺıcitas para E(D(t)), (2.13) y (2.16), po-
demos seguir con la idea planteada en (2.11), lo cuál nos presenta como reto
calcular:

d

dt
E(D(t)). (2.17)

Notemos que primero integramos respecto a x y ahora vamos a derivar res-
pecto a t. El proceso para encontrar (2.17) no es particularmente complicado,
pero debido a la cantidad de veces que aparece t termina siendo una derivada
extensa.

Para facilitar las cuentas será importante tener presente:

d

dt

−u± µt
σ
√
t

=
u± µt
2σt3/2

. (2.18)

Veamos el caso de (2.13):

d

dt
2
(
−uΦ

( −u
σ
√
t

)
+σ
√
tφ
( −u
σ
√
t

))
= 2
[ u2

2σt3/2
φ
( −u
σ
√
t

)
+

σ

2
√
t
φ
( −u
σ
√
t

)
− u2

2σt3/2
φ
( −u
σ
√
t

)]
=

σ√
t
φ
( −u
σ
√
t

)
(2.19)

Ahora veamos lo que pasa con (2.16) es decir cuando m 6= 0:
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Algunos derivados exóticos 2.2 Opciones Lookback

d

dt

[(
µt+

σ2

2µ
− u
)

Φ
(−u+ µt

σ
√
t

)
− σ2

2µ
e

2µu

σ2 Φ
(−u− µt

σ
√
t

)
+ σ
√
tφ
(−u+ µt

σ
√
t

)]
=

(
µt+

σ2

2µ
− u
)u+ µt

2σt3/2
φ
(−u+ µt

σ
√
t

)
+ µΦ

(−u+ µt

σ
√
t

)
−σ

2

2µ

u− µt
2σt3/2

φ(
−u+ µt

σ
√
t

)
+

σ

2
√
t
φ
(−u+ µt

σ
√
t

)
−
(
µt− u

)u+ µt

2σt3/2
φ
(−u+ µt

σ
√
t

)
,

se escribió cada renglón correspondiendo a la derivada de cada sumando
de (2.16), para ser lo más amigable posible con el lector. Eliminando términos
y agrupando:

d

dt
E(D(t)) = φ(

−u+ µt

σ
√
t

)
σ2

2µ
(
u+ µt

2σt3/2
−u− µt

2σt3/2
)+µΦ(

−u+ µt

σ
√
t

)+
σ

2
√
t
φ(
−u+ µt

σ
√
t

),

de donde se obtiene

d

dt
E(D(t)) = µΦ(

−u+ µt

σ
√
t

) +
σ√
t
φ(
−u+ µt

σ
√
t

). (2.20)

Con los resultados de (2.19) y (2.20) podemos concluir que para todo µ se
sigue:

d

dt
E(D(t)) = µΦ(

−u+ µt

σ
√
t

) +
σ√
t
φ(
−u+ µt

σ
√
t

). (2.21)

Ahora solo queda resolver una integral para obtener el resultado de (2.11)

B(u, T ) =

∫ T

0

e−δt
d

dt
E[D(t)]dt

=

∫ T

0

e−δt
[
µΦ(
−u+ µt

σ
√
t

) +
σ√
t
φ(
−u+ µt

σ
√
t

)
]
dt, (2.22)

Para calcular la integral en (2.22) vamos a mencionar un par de propie-
dades que nos serán útiles.

La primera observación y quizá la más importante es:

σ2ξ2

2
+ µξ − δ = 0. (2.23)

45



2.2 Opciones Lookback Algunos derivados exóticos

Lo cual equivale a afirmar que:

e−δt+ξXt , (2.24)

es una martingala.

Verifiquemos que (2.24) es una martingala si se cumple (2.23). Afirmar
que (2.24) es una martingala2 significa:

E(e−δt+ξXt|Fs) = e−δs+ξXs .

Partiendo de lado izquierdo de la igualdad tenemos que

E(e−δt+ξXt |Fs) = e−δtE(eξ(Xt−Xs)+ξXs|Fs)
= e−δt+ξXsE(eξ(Xt−Xs)|Fs)
= e−δt+ξXsE(eξ(Xt−Xs))

Ya que Xs es Fs medible y Xt−Xs es independiente de Fs, notemos que:

eξ(Xt−Xs) ∼ Lognormal(ξµ(t− s), ξ2σ2(t− s)),

por lo tanto:

E(eξ(Xt−Xs)) = eξµ(t−s)+ ξ2σ2(t−s)
2 ,

aśı tenemos:

E(e−δt+ξXt |Fs) = e−δt+ξXseξµ(t−s)+ ξ2σ2(t−s)
2

= eξXseξµ(t−s)+ ξ2σ2(t−s)
2

−δt+δs−δs

= e−δs+ξXs ,

del segundo al tercer renglón utilizamos (2.23).

Denotaremos por ξi con i ∈ {1, 2} a las ráıces de (2.23) las cuales tienen
las siguientes propiedades

ξ1 + ξ2 = −2µ

σ2
(2.25)

ξ1ξ2 = −2δ

σ2
(2.26)

(ξ1 − ξ2)2 =
4µ

σ4
+

8δ

σ2
, (2.27)

2Tomaremos Ft como la filtración natural al tiempo t asociada al proceso {Xt : t ≥ 0},
y s < t
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Estas propiedades se pueden verificar directamente. De forma similar y gra-
cias a (2.14) ocurre que:

e−ξ2uφ
( −u
σ
√
t

+
(ξ2 − ξ1)σ

√
t

2

)
= e

ξ1ξ2σ
2t

2 φ
( −u
σ
√
t
− (ξ1 + ξ2)σ

√
t

2

)
= e−δtφ

(−u+ µt

2σ
√
t

)
. (2.28)

Teniendo en cuenta que:

a =
−2u− ξ1σ

2t

2σ
√
t

,

b =
−ξ2σ

2t

2σ
√
t
,

con un argumento similar se puede probar que

e−ξ1uφ
( −u
σ
√
t

+
(ξ1 − ξ2)σ

√
t

2

)
= e−δtφ

(−u+ µt

2σ
√
t

)
.

Lo importante de (2.28) es que hemos encontrado una manera de quitar T
del exponente, lo cuál facilitará la integral, ya que no tendremos un producto
de funciones que dependen de la variable de integración.

La última clave que necesitamos para realizar la integral es una forma
muy particular de escribir σ√

t
:

σ√
t

= −µ
δ

( u
2σ
t−3/2+

µ

2σ
t−1/2

)
−σ(ξ1 + ξ2)u

4δ
t−3/2+

σ3(ξ1 − ξ2)2t−1/2

8δ
, (2.29)

para verificarla sólo es necesaria álgebra básica y paciencia.

Para calcular (2.22) notemos que si δ = 0 el problema es trivial y su
solución es:

B(u, T ) = E(D(t)).

Analicemos ahora el caso δ 6= 0:

B(u, T ) =

∫ T

0

e−δt
d

dt
E[D(t)]dt

=

∫ T

0

e−δt
[
µΦ
(−u+ µt

σ
√
t

)
+

σ√
t
φ
(−u+ µt

σ
√
t

)]
dt
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Haciendo integración por partes para el primer sumando:

w = Φ
(−u+ µt

σ
√
t

)
v = −1

δ
e−δt

dw = φ
(−u+ µt

σ
√
t

)(u+ µt

2σt3/2

)
dv = e−δt,

podemos reescribir:

B(u, T ) = −µ
δ
e−δtΦ

(−u+ µT

σ
√
T

)
+

∫ T

0

e−δtφ
(−u+ µt

σ
√
t

)(u+ µt

2σt3/2

)(µ
δ

)
dt

+

∫ T

0

e−δt
σ√
t
φ
(−u+ µt

σ
√
t

)
dt.

Usando (2.29) tenemos:

B(u, T ) = −µ
δ
e−δtΦ

(−u+ µT

σ
√
T

)
−

∫ T

0

e−δtφ
(−u+ µt

σ
√
t

)(σ(ξ1 + ξ2)u

4δ
t−3/2 − σ3(ξ1 − ξ2)2t−1/2

8δ

)
dt.

Con ayuda de (2.28) podemos reescribir la ecuación de la siguiente manera:

B(u, T ) = −µ
δ
e−δtΦ

(−u+ µT

σ
√
T

)
−

∫ T

0

1

2

(
e−ξ2uφ

( −u
σ
√
t

+
(ξ2 − ξ1)σ

√
t

2

)
+ e−ξ1uφ

( −u
σ
√
t

+
(ξ1 − ξ2)σ

√
t

2

))
(σ(ξ1 + ξ2)u

4δ
t−3/2 − σ3(ξ1 − ξ2)2t−1/2

8δ

)
dt. (2.30)

Tengamos presente:

d

dt

( −u
σ
√
t

+
(ξ2 − ξ1)σ

√
t

2

)
=

u

2σt3/2
+

(ξ2 − ξ1)σ

4
√
t

, (2.31)
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además también podemos reescribir:

σ(ξ1 + ξ2)u

4δ
t−3/2 − σ3(ξ1 − ξ2)2t−1/2

8δ
=
σ2

2δ

((ξ1 + ξ2)u

2σ
t−3/2 − σ(ξ1 − ξ2)2t−1/2

4

)
=

σ2ξ1

2δ

( u
2σ
t−3/2 +

σ(ξ2 − ξ1)2t−1/2

4

)
+
σ2ξ2

2δ

( u
2σ
t−3/2 +

σ(ξ1 − ξ2)2t−1/2

4

)
Aśı que desarrollando el producto de (2.30) y usando (2.31) y (2.32) te-

nemos:

B(u, T ) = −µ
δ
e−δTΦ

(−u+ µT

σ
√
T

)
− 1

2

σ2ξ1

δ
e−ξ2uΦ

( −u
σ
√
T

+
(ξ2 − ξ1)σ

√
T

2

)
− 1

2

σ2ξ2

δ
e−ξ1uΦ

( −u
σ
√
T

+
(ξ1 − ξ2)σ

√
T

2

)
, (2.32)

y finalmente contamos con la fórmula expĺıcita para B(u, T ). Ahora podemos
enfrentar el problema que realmente nos interesa que es valuar las opciones
Lookback. Éstas estarán expresadas en la función B(u, T ); en [Gerber and
Shiu, 2003] recomiendan que se utilice B(u, µ, δ) en vez de B(u, T ) ya que T
es un tiempo fijo y son de particular interés casos espećıficos para µ y δ de
los cuales hablaremos más adelante.

Antes de la siguiente sección es importante que se aprecie que también es
posible reescribir B(u, µ, δ) de la siguiente manera:

B(u, µ, δ) =

∫ ∞
u

∫ T

0

e−δtgx(t, µ)dtdx, (2.33)

de donde para facilitar las cuentas volveremos a usar (2.14) ahora con:

a =
µt− x√

2σ2t
+

βσ2t

2
√

2σ2t

b = − βσ2t

2
√

2σ2t
,

para obtener la siguiente igualdad:

eβxgx(t, µ) = e(βµ+β2σ2/2)tgx(t, µ+ βσ2). (2.34)
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Esta expresión nos resultará útil para el cambio en la deriva sin afectar a x
ni a t, y cambiando δ podemos seguir utilizando (2.32).

Dos casos que resultarán útiles para nuestro propósito son cuando
µ = −δ + σ2

2
y µ = δ − σ2

2
. Para el primer caso tenemos :

ξ1 =
2δ

σ
ξ2 = −1,

mientras que para el segundo son las mismas expresiones con signos opuestos.
Definimos las siguientes variables:

d1(u, δ) =
−u+ µT

σ
√
T

=
−u+ (−δ + σ2

2
)T

σ
√
T

d2(u, δ) =
−u
σ
√
T

+
(−1− 2δ/σ2)σ

√
T

2
= d1(u, δ)− σ

√
T

d3(u, δ) =
−u
σ
√
T

+
(1 + 2δ/σ2)σ

√
T

2
= d1(u, δ) +

2δ
√
T

σ
.

Podemos entonces escribir:

B(u,−δ +
σ2

2
, δ) = e−δTΦ(d1(u, δ))− euΦ(d2(u, δ)) (2.35)

− σ2

2δ
[e−δTΦ(d1(u, δ))− e−2δu/σ2

Φ(d3(u, δ))]

B(u, δ − σ2

2
, δ) = −e−δTΦ(−d1(−u, δ)) + e−uΦ(−d2(−u, δ)) (2.36)

− σ2

2δ
[−e−δTΦ(−d1(−u, δ)) + e2δu/σ2

Φ(−d3(−u, δ))].

Los resultados que encontramos en la parte anterior harán que resulte
fácil poder valuar las opciones lookback. Necesitamos expresar

C(u, µ) = E[(eM(t) − eu)+], (2.37)

P (u, µ) = E[(e−u − e−M(t))+], (2.38)
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en términos de B(u, µ, δ). Denotar (2.37) y (2.38) con esas letras no es for-
tuito; (2.37) servirá para evaluar el Call y (2.38) servirá para el put.

Reescribamos (2.37):

C(u, µ) =

∫ ∞
0

P[(eM(t) − eu)+ ≥ y]dy

=

∫ ∞
0

P[eM(t) − eu ≥ y]dy

=

∫ ∞
u

P[eM(t) − eu ≥ ex − eu]exdx.

Realizando el cambio de variable y = ex − eu:

C(u, µ) =

∫ ∞
u

P[M(t) ≥ x]exdx

=

∫ ∞
u

G(t)exdx

=

∫ ∞
u

∫ t

0

gx(t, µ)exdtdx

=

∫ ∞
u

∫ t

0

gx(t, µ+ σ2)et(µ+σ2

2
)dtdx

= B
(
u, µ+ σ2,−µ− σ2

2

)
. (2.39)

Del segundo al tercer renglón consideramos (2.33), para el siguiente usamos
(2.34) y para el último observamos el cambio en µ y en δ para usar (2.33).
La ecuación (2.38) se deduce de manera similar y se llega a la expresión:

P (u, µ) = B
(
u, µ− σ2, µ− σ2

2

)
. (2.40)

.

2.2.2. Valuación de opciones lookback

2.2.2.1. Fórmulas cerradas de lookback

Con todas las herramientas que tenemos resulta sencillo encontrar el valor
de una opción lookback. Comenzaremos encontrando el valor para un Call
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FiSL, cuyo payoff ya mencionamos que es:

(máx[L, máx
0≤t≤T

S(t)]− k)+.

El valor de L puede interpretarse como el máximo de la acción antes del
inicio del contrato (es decir t < 0), por lo cual tendremos que fijarnos en dos
casos, uno cuando L ≥ k y el otro L < k.
Para el caso L < k nuestro problema se resume a encontrar la esperanza para:(

máx
0≤t≤T

S(t)− k
)+

= S(0)
(
eM(T ) − K

S(0)

)+

,

lo que por (2.39) ya no presenta ningún reto. Tenemos por (2.39):

E
(
S(0)

(
eM(T ) − K

S(0)

)+)
= S(0)C

(
log
( K

S(0)

)
, µ
)

= S(0)B
(

log
( K

S(0)

)
, µ+ σ2,−µ− σ2

2

)
.

(2.41)

Por último por Black-Scholes podemos reescribir la deriva a partir de una
tasa r libre de riesgo, una tasa de dividendos, y la volatilidad de la siguiente
manera:

µ = r − ξ − σ2

2
,

sustituyendo en (2.41) y trayendo a valor presente con la tasa libre de riesgo
tenemos:

CFiSL = e−rTS(0)B
(

log
( K

S(0)

)
, r − ξ +

σ2

2
,−r + ξ

)
= S(0)e−ξTΦ(d1,k)− ke−rTΦ(d2,k)

+
S(0)σ2

2(r − ξ)

{
e−ξTΦ(d1,k)−

( k

S(0)

)2(r−ξ)/σ2

e−rTΦ(d3,k)
}

(2.42)

donde para j en {1, 2, 3} dj,k = dj(log( K
S(0)

),−r + ξ).

En el art́ıculo [Gerber and Shiu, 2003] se remarca que en (2.42) se observa
cómo los primeros dos términos constituyen la valuación de un call Europeo
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con la fórmula de Black-Scholes y el tercer término corresponde al costo extra
que se debe pagar por ejercer en el precio máximo.

Aún nos falta el caso en el que k < L, pero por suerte esto no nos da
mayores complicaciones ya que podemos reescribir el payoff de la siguiente
manera:

(máx[L, máx
0≤t≤T

S(t)]− k)+ = L− k + (S(0)eM(t) − L)+

y siguiendo el procedimiento realizado anteriormente llegamos a :

CFiSL = e−rT (L− k + S(0)B(log(
L

S(0)
), r − ξ +

σ2

2
,−r + ξ))

= S(0)e−ξTΦ(d1,L)− ke−rT + Le−rTΦ(−d2,L)

+
S(0)σ2

2(r − ξ)

{
e−ξTΦ(d1,L)− (

l

S(0)
)2(r−ξ)/σ2

e−rTΦ(d3,L)
}

(2.43)

con que concluimos la valuación de CFiSL.
Se observa un parecido importante entre el payoff de un Call FiSL y el

payoff del Put FlSL. Recordemos que el payoff del Put FiSL es:

(máx[L, máx
0≤t≤T

S(t)]− S(T ))+,

aśı que bastará cambiar el valor a tiempo 0 de k por el valor a tiempo 0
del payoff de S(T ) que es S(0)e−ξT en (2.43). Esto nos lleva a la siguiente
fórmula:

P FlSL = LerTΦ(−d2,L)−S(0)e−ξTΦ(−d1,L)+
S(0)σ2

2(r − ξ)

{
e−ξTΦ(d1,L)−(

L

S(0)
)2(r−ξ)/σ2

e−rTΦ(d3,L)
}
.

(2.44)
Para obtener el precio del Put FiSL, se obtiene de manera análoga a co-

mo se obtuvo el valor del Call FiSL, sólo que hay que tener presente que el
proceso {-X(t)} es también un Browniano con misma σ y con deriva −µ y
definir ahora M(t) para −X(t).
Se obtienen las siguientes fórmulas:
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Para k ≤ L

P FiSL = ke−rTΦ(−d2,k)− S(0)e−ξTΦ(−d1,k)

+
S(0)σ2

2(r − ξ)

{ k

S(0)

2(r−ξ)/σ2

e−rTΦ(−d3,k)− e−ξTΦ(−d1,k)
}
. (2.45)

Para k > L

P FiSL = ke−rT − Le−rTΦ(−d2,L)− S(0)e−ξTΦ(−d1,L)

+
S(0)σ2

2(r − ξ)

{ L

S(0)

2(r−ξ)/σ2

e−rTΦ(−d3,L)− e−ξTΦ(−d1,L)
}
.(2.46)

Por último para el precio del Call FlSL se tiene la expresión:

CFlSL = S(0)e−ξTΦ(d1,L)− Le−rTΦ(d2,L)

+
S(0)σ2

2(r − ξ)

{ L

S(0)

2(r−ξ)/σ2

e−rTΦ(−d3,L)− e−ξTΦ(−d1,L)
}
.(2.47)

Las demostraciones de estas últimas pueden ser consultadas con todo
detalle en [Gerber and Shiu, 2003].

2.2.2.2. Valuación de Montecarlo para las opciones Lookback

Para poder simular una opción lookback es necesario conocer el valor
máximo (o mı́nimo) que toma un movimiento browniano; aśı que a partir de
la simulación que realizamos del movimiento browniano para la valuación de
una opción asiática, la idea natural que surge es la de tomar el máximo de
la simulación como estimación para el máximo (o mı́nimo) del Browniano.
Mostramos a continuación una trayectoria simulada:
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Si bien parece ser una buena estimación, si tomamos esa idea puede que
el máximo real sea mayor que el visto entre dos de nuestras observaciones,
es decir podŕıamos estar subestimando el máximo (o en el caso dual sobres-
timando el mı́nimo).

Para mejorar nuestra simulación del M(t) utilizaremos la información
de la trayectoria que somos ya capaces de simular, por lo que necesitamos
encontrar:

P(M(t) > a | B(t) ∈ dx), (2.48)

de esta manera estamos reduciendo la entroṕıa3 y conseguimos una mejor
estimación.

No debemos olvidar en ningún momento que nuestro objetivo es la im-
plementación computacional. La idea que motiva a seguir este camino es la
existencia de distribuciones condicionadas con las cuales aportamos informa-
ción y por el método de simulación de inversión4 obtener los valores simulados
de las variables que nos interesan. En caso de que la distribución no tenga
inversa nos valdremos de algoritmos computacionales para encontrar los va-
lores.

Para poder calcular (2.48) computaremos primero:

3En el siguiente caṕıtulo definiremos este concepto.
4Conocido en inglés como Inverse Transform Method.
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P(M(t) ≥ a) = 2P(Bt ≥ a), (2.49)

se obtiene de la siguiente manera:

P(B(t) ≥ a) = P(B(t) ≥ a,M(t) ≥ a) + P(B(t) ≥ a,M(t) < a)

= P(B(t) ≥ a,M(t) ≥ a)

= P(B(t) ≥ a |M(t) ≥ a)P(M(t) ≥ a)

= P(B(Ta + (t− Ta))− a ≥ 0 | Ta ≤ t)P(M(t) ≥ a)

= P(B(t) ≥ 0 | Ta ≤ t)P(M(t) ≥ a)

=
1

2
P(M(t) ≥ a)

por lo tanto P(M(t) ≥ a) = 2P(Bt ≥ a).

Del cuarto al quinto renglón, utilizamos la propiedad de Markov fuerte
de un movimiento browniano.

Para encontrar (2.48) requerimos la distribución conjunta del máximo y
el browniano. Consideremos a ≥ 0 y y ≥ 0, la demostración se realiza con un
argumento similar a la del máximo.

P(B(t) > a+ y) = P(B(t) > a+ y,M(t) ≥ a) + P(B(t) > a+ y,M(t) ≤ a)

= P(B(t) > a+ y |M(t) ≥ a)P(M(t) ≥ a)

= P(B(Ta + (t− Ta))− a > y |M(t) ≥ a)P(M(t) ≥ a)

= P(B(Ta + (t− Ta))− a < −y |M(t) ≥ a)P(M(t) ≥ a)

= P(B(Ta + (t− Ta))− a < −y |M(t) ≥ a)P(M(t) ≥ a)

= P(B(t)− a < −y |M(t) ≥ a)P(M(t) ≥ a)

= P(B(t) < a− y |M(t) ≥ a)P(M(t) ≥ a)

= P(B(t) < a− y,M(t) ≥ a).

Por lo tanto:

P(B(t) < a− y,M(t) ≥ a) = P(B(t) > a+ y). (2.50)
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Para la distribución del mı́nimo (mt) ocurre:

P(m(t) ≤ a) = P(máx
0<s<t

(−B(t)) ≥ −a) = 2P(B(t) ≤ a),

y para la conjunta del mı́nimo y el browniano tenemos:

P(B(t) ≥ a− y,m(t) ≤ a) = P(B(t) ≤ a+ y). (2.51)

La idea planteada en (2.48) nos permite refinar nuestra simulación del
máximo, esta idea se puede usar también para mejorar la simulación del
mı́nimo usando

P(m(t) ≤ y | B(t) ∈ da). (2.52)

Si en vez de usar la simulación de m(t) refinida como idea separada la
usamos para agregar información a M(t), podremos obtener una simulación
del máximo condicionada al estado de la trayectoria y su mı́nimo.

Para obtener (2.52) nos hace falta encontrar la densidad conjunta de
(2.52). Notemos que el denominador no resulta ser un problema ya que B(t)
tiene distribución N(0, t).

Para la densidad conjunta tenemos:

P (m(t) ≤ a,B(t) ≥ x) = P(B(t) ≤ 2a− x) ∼ N(0, t),

− d

dx

d

da

∫ 2a−x

−∞

1√
2πt

e−
u2

2t du =
d

dx

−1√
2πt

e−
(2a−x)2

2t ∗ 2

fm,B(a, x) =
−1√
2πt

e−
(2a−x)2

2t ∗ 2(2a− x)

t
. (2.53)

Tras hacer el cociente entre fB,m(x, a) y fB(x) e integrar concluimos

Fm|B=x(y) = e
2y(x−y)

t , (2.54)

F−1
m|B=x(u) =

x

2
−
√
x2

4
− t log(u)

2
. (2.55)

De esta manera nuestra simulación para el mı́nimo es más refinada y se
muestra en la siguiente gráfica:
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Con esto hemos logrado compensar un poco nuestro problema de esti-
mación para el mı́nimo. Ahora contamos con el valor (simulado) de B(t) y
m(t) aśı que para mejorar nuestra estimación del máximo podemos agregar
información de la siguiente manera:

P(M(t) < b | a = m(t), B(t) = c).

Aśı logramos tener una valuación más precisa y que utiliza toda la in-
formación de la que disponemos. Podŕıamos calcular el máximo y el mı́nimo
simultaneamente usando solo la información del browniano, sin embargo esto
da una variabilidad para el máximo mayor o igual que la que se tiene si condi-
cionamos al mı́nimo y al browniano; el resultado que nos permite hacer esta
afirmación es (3.9). Debemos recalcar que computacionalmente es más tar-
dado condicionar a ambas cosas que a una, de esta manera estamos eligiendo
ser más precisos en vez de más rápidos. La forma de medir la variabilidad se
verá en el siguiente caṕıtulo.

Lo siguiente que haremos es encontrar una expresión cerrada para :

P(a < m(t) ≤M(t) < b,B(t) ∈ J) (2.56)

done a < 0 < b, c = b− a y J es un boreliano en [a, b].
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Denotaremos por τx al último t en el que B(t) = x, sea A = {τa < τb}
y C = {τb ≤ τa} = Ω − A. Para t > 0 fijo definimos A∗ = {τa ≤ t} y
C∗ = {τb ≤ t}, también para x, y en R, ry(x) es la reflexión de x sobre y, de
forma más clara ryx = 2y − x. Si H es un boreliano contenido en (−∞,∞)
definimos ryH como la reflexión de todos los elementos de H sobre y. Por
último definimos H = {ω tal que ω está en Ω y B(t, ω) está en H}.

Antes de demostrar (2.60) requeriremos la demostración de los siguientes
lemas:

Si H está contenido en (−∞, a] entonces P(C ∩H) = P(rbH)− P(A ∩ rbH)
(2.57)

Si H está contenido en [b,∞) entonces P(A ∩H) = P(raH)− P(C ∩ raH)
(2.58)

Demostraremos solamente (2.57), (2.58) se hace de manera análoga.
No es dif́ıcil observar que H está contenido en A∗ entonces C ∩H está con-
tenido en C∗. Más aún rbH está contenido en [b,∞) por lo cual tenemos que
rb(H) está contenido en B∗. Usando el principio de reflexión tenemos:

P(C ∩H) = P(C ∩ rbH)

= P((Ω− A) ∩ rbH)

= P(rbH)− P(A ∩ rbH).

Con esto podemos demostrar ya (2.60); notemos que la probabilidad que
nos interesa es:

P(J)− P(A ∩ A∗ ∩ J)− P(C ∩ C∗ ∩ J). (2.59)

Notemos que A ∩A∗ equivale a decir que B(t) tocó primero a a antes de t y
luego a b, mientras que C∩C∗ denota que B(t) tocó a b antes de t y luego a a.

Para P(A ∩ A∗ ∩ J) tenemos:

P(A ∩ A∗ ∩ J) = P(A ∩ A∗ ∩ raJ),

esto se debe al principio de reflexión. Tengamos en cuenta que raJ está en
el intervalo (−∞, a], entonces raJ está contenido en A∗ y usando (2.57) y
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(2.58) de manera alternada tenemos:

P(A ∩ A∗ ∩ raJ) = P(A ∩ raJ)

= P(raJ)− P(C ∩ raJ)

= P(raJ)− P(rbraJ) + P(rarbraJ)− ...

la cuál es una serie absolutamente convergente. Es fácil de notar ya que cada
reflexión se aleja del origen. Además tenemos:

(rarb)
n(x) = x− 2nc

(rbra)
n(x) = x+ 2nc,

lo que nos permite escribir:

P(B(t) ∈ (rbra)
nJ) = P(B(t)− 2nc ∈ J)

=

∫
J

1√
2πt

e−
(y+2nc)2

2t dy.

Haciendo el mismo razonamiento para el tercer término de (2.59), y escri-
biendo todo junto tenemos:

P(a < m(t) ≤M(t) < b,B(t) ∈ J) =

∫
J

1√
2πt

∞∑
n=−∞

[
e−

(y+2nc)2

2t −e−
(y−2a+2nc)2

2t

]
dy.

(2.60)
Ahora derivamos respecto de y y respecto de −a, y obtenemos:

P(m(t) ∈ a,M(t) < b,B(t) ∈ dy) (2.61)

=
1√
2πt

∞∑
n=−∞

[2(n+ 1)

t
(y−2a+2nc)e−

(y−2a+2nc)2

2t − 2n

t
(y+2nc)e−

(y+2nc)2

2t

]
dy,

con esto podemos encontrar la función que nos interesa:

P(M(t) < b | m(t) = a,B(t) = y) =
P(m(t) = a,M(t) < b,B(t) = y)

P(m(t) = a,B(t) = y)
.
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Recordemos que el denominador fue escrito en la ecuación (2.53), por lo
que basta hacer una división para llegar a la expresión que buscamos, esto es:

P(M(t) < b | m(t) = a,B(t) = y) (2.62)

= e
(2a−y)2

2t
t

y − 2a

∞∑
n=−∞

[(n+ 1)

t
(y−2a+2nc)e−

(y−2a+2nc)2

2t −n
t

(y+2nc)e−
(y+2nc)2

2t

]
dy.

La expresión anterior nos permite calcular el máximo con menor incer-
tidumbre. Debido al problema que implica encontrar la inversa de (2.2.2.2)
usaremos un método númerico para encontrar el valor que resuelve la inversa
y aśı poder utilizar el método de inversión. Si simulamos el máximo con la
información con la que ya contamos obtenemos:

La forma propuesta para simular el máximo, el mı́nimo y el browniano de
manera conjunta será útil no sólo para este tipo de opciones. En la siguiente
sección estudiaremos opciones de una barrera donde estos resultados serán
útiles; cabe mencionar que las opciones parisinas o las de barrera doble,
explotan más este algoritmo.
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2.2.2.3. Valuación de Montecarlo para opciones lookback

Vamos a valuar un Call FiSL y un Put FlSL, con base en el método
Montecarlo, todos con las siguientes caracteŕısticas:

T = 5 dt = 1/26

S = 10 K = 10

σ = 0.1415 R = 1.06

CFiSL PFlSL
2.888354 0.849295

Notemos que el valor del CFiSL es más alto que el precio del Call europeo
que calculamos en la sección anterior, también es importante ver que la gran
diferencia entre los precios del CFiSL y PFlSL se debe a la importante reduc-
ción del riesgo que implica prefijar el precio strike.

La simulación requiere bastante tiempo debido a que se buscan numeri-
camente las ráıces para el máximo, en el art́ıculo [Becker, 2010] se presenta
una modificación del algoritmo para reducir los tiempos de respuesta.

El código puede ser consultado en el apéndice A.2.3.

2.3. Opciones de barrera

El nombre de estas opciones5 se debe a que utilizan una “barrera”para
acotar el payoff; en este tipo de opciones se requiere un valor constante B
que al ser alcanzado define si la opción se puede ejercer o no. Existen dos
variaciones respecto a la forma de calcular el payoff:

Opción de barrera Up-and-out su payoff es similar a una opción europea
sin embargo se pagará solamente si la acción no supera una constante
B.

5En inglés estas opciones son llamadas barrier options.
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Opción de barrera Up-and-in similar a la anterior, salvo que esta se
pagará si la barrera se rebasa.

Existen también opciones Down-and-in y Down-and-out, cuyas definiciones
son análogas.

El cálculo del payoff para el call se resume en la siguiente tabla:

BUO BUI

(S(t)− k)+
1M(t)<B (S(t)− k)+

1M(t)>B

Es importante resaltar que la suma de un call BUO y un call BUI es un
call europeo, por lo que, nos basta valuar alguno de los dos ya que tenemos
una expresión para el europeo.

2.3.1. Valuación de opciones de barrera

2.3.1.1. Formula cerrada de opciones de barrera

En la sección anterior el principio de reflexión y las distribuciones para el
máximo y el mı́nimo utilizaron como argumento la simetŕıa del movimiento
browniano, sin embargo la dinámica de una acción puede no ser simétrica
si la deriva es distinta de cero, por consiguiente requerimos un Teorema que
nos permita hacer un cambio de medida para trabajar con un movimiento
browniano sin deriva, esto se consigue con el Teorema de Girsanov.

Recordemos que B(t) ∼ N(0, t) y si consideramos B(t) + λt resulta fácil
demostrar que se distribuye N(λT, T ). [Mart́ınez, 2008] plantea el siguiente
problema que en sus palabras ‘contiene toda la esencia del Teorema de Gir-
sanov”.

Se quiere determinar ψ(B(t)) que cumpla:

E[(B(t) + λt)ψ(B(t))] = 0

E[(B(t) + λt)2ψ(B(t))] = t

donde se puede verificar que el resultado es: ψ(B(t)) = e−λB(t)− 1
2
λ2t; el

lector puede encontrar una demostración rigurosa del Teorema de Girsanov
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en [Davis, 2006] pg. 9.

Para encontrar el precio de un call Up-and-out vamos a denotar a Pν
como la medida de probabilidad de un movimiento browniano con deriva ν.

Tenemos por el Teorema de Girsanov que si {X(t)} denota al movimiento
browniano con deriva ν, es decir X(t) = νt + B(t), el siguiente cambio de
medida nos permite trabajar con un movimiento browniano sin deriva

dPν
dP0

= eνX(t)− 1
2
ν2t.

Aśı que para una función f tenemos:

Eν [1{M(t)<y}f(X(t))] = E0[1{M(t)<y}f(X(t))
dPν
dP0

]

= E0[1{M(t)<y}f(X(t))eνX(t)− 1
2
ν2t]

=

∫ y

−∞
f(x)eνX(t)− 1

2
ν2t
(
φ
( x√

t

)
− φ
(x− 2y√

t

)) 1√
t
dx.

(2.63)

Notemos que:

−x
2

2t
+ νx− ν2t

2
= −(x− νt)2

2t
,

−(x− 2y)2

2t
+ νx− ν2t

2
= −(x− 2y − νt)2

2t
+ 2yν.

Aśı que podemos reescribir (2.63) de la siguiente manera:∫ y

−∞
f(x)(φ(

x− νt√
t

)− φ(
x− 2y − νt√

t
)e2yν)

1√
t
dx.

De lo cuál obtenemos:

Fν(y, x) = Pν(M(t) < y,X(t) < x) = Φ(
x− νt√

t
)− Φ(

x− 2y − νt√
t

)e2yν .

(2.64)
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Antes de continuar tengamos presente que para que la opción esté “in the
money”, X(t) debe estar entre:

a1 =
1

σ
log
(K
S0

)
, a2 =

1

σ
log
(B
S0

)
.

Podemos reescribir el proceso bajo la medida neutral al riesgo del precio
de la siguiente manera:

S(t) = S(0)eσX(t),

donde X(t) es el movimiento Browniano con deriva ν como ya lo defini-
mos y ν = 1

σ
(r − 1

2
σ2), de esta manera preservamos (4.9).

Aśı que para valuar el call nos basta resolver:

Eν(e−rt[S(t)− k]+1{M(t)<B}) = e−rt
∫ a2

a1

(S(0)eσx −K)
∂Fν(y, x)

∂x
dx

= e−rt
∫ a2

a1

(S(0)eσx −K)
(
φ
(x− νt√

t

)
− φ
(x− 2y − νt√

t

)
e2yν

) 1√
t
dx.

Hay que resolver dos integrales, la primera:

e−rt
∫ a2

a1

(S(0)eσx −K)
(
φ
(x− νt√

t

)) 1√
t
dx,

que se puede reescribir:

e−rt
∫ a2

a1

S(0)eσx
(
φ
(x− νt√

t

)) 1√
t
dx− e−rt

∫ a2

a1

K
(
φ
(x− νt√

t

)) 1√
t
dx,

si para el lado izquierdo completamos el cuadrado tenemos:

e−rtS(0)eσt(σ+2ν)/2

∫ a2

a1

φ
(x− σt− νt√

t

) 1√
t
dx−Ke−rt

∫ a2

a1

φ
(x− νt√

t

) 1√
t
dx,
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haciendo cambios de variables en ambas integrales obtenemos:

e−rtS(0)eσt(σ+2ν)/2

∫ a2−σt−tν√
t

a1−σt−tν√
t

φ(u)du−Ke−rt
∫ a2−tν√

t

a1−tν√
t

φ(w)dw. (2.65)

La segunda ecuación se resuelve de manera análoga salvo que se obtiene:

−e−rtS(0)eσ(σt+2νt+4yt)/2

∫ a2−σt−tν−2y√
t

a1−σt−tν−2y√
t

φ(u)du+Ke−rt+2yν

∫ a2−2y−tν√
t

a1−2y−tν√
t

φ(w)dw.

(2.66)

La suma de (2.65) y (2.66) se puede reescribir:

S(0)(Φ(d1)− Φ(x1) +
B

S(0)

2λ

(Φ(−y)− Φ(−y1)))

+ke−rt(−Φ(d2) + Φ(x1 − σ
√
t)− B

S(0)

2λ−2

(Φ(−y + σ
√
t)−Φ(−y1 + σ

√
t))),

(2.67)

que es la formula para el call up-and-out donde d1 y d2 son los paramétros
usuales en el modelo europeo y el resto se definen:

x1 =
log(S(0)

B
)

σ
√
t

+ λσ
√
t,

y1 =
log( B

S(0)
)

σ
√
t

+ λσ
√
t,

y =
log( B2

KS(0)
)

σ
√
t

+ λσ
√
t,

λ =
r + σ2

2

σ2
.

Las fórmulas para el resto de las opciones de barrera pueden ser consulta-
das en [Hull, 2006] y una forma general que englomera los cuatro casos puede
ser léıda en [Clewlow Lee, 1994], donde se demuestran a detalle.
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2.3.1.2. Valuación de Montecarlo para opciones de barrera

Vamos a evaluar un call up-and-out, con base en el método Montecarlo,
con las siguientes caracteŕısticas:

T = 5 dt = 1/26

S = 10 K = 10

σ = 0.1415 R = 1.06

B = 11.75

Cuao
0.0639006

Para la valuación de las opciones de barrera nos valdremos de los resul-
tados obtenidos para las opciones lookback. Debemos tener presente que un
call up-and-out puede resultar con un precio casi cero si la barrera B está
muy próxima al valor esperado de S(T ) y si B es bastante grande coincide
con el precio de un call europeo clásico.

Algo muy importante para valuar este tipo de opciones es que a mayor
refinamiento en la partición del tiempo se obtendrán estimación mejores del
máximo; si se utilizan particiones demasiado burdas se tendrá una sobre-
estimación exagerada del máximo lo que hará que la acción valga cero en
demasiados casos.

El código puede ser consultado en el apéndice A.2.4.
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Caṕıtulo 3

Entroṕıa

En este caṕıtulo nos centraremos en el concepto de entroṕıa de variables
aleatorias y sus propiedades principales. La entroṕıa es una herramienta que
nos permite tener una forma de cuantificar qué tan aleatoria es una variable
aleatoria. Este caṕıtulo funciona como introducción para más adelante desa-
rrollar modelos que tomen en cuenta este concepto.

Se demuestran resultados que han sido citados en caṕıtulos anteriores que
ayudarán a entender mejor algunos conceptos.

3.1. Introducción

El concepto de entroṕıa surge en f́ısica, en el área de termodinámica. Es
por esto que hablaremos de las leyes de la termodinámica para empezar a
comprender qué significa la entroṕıa.

La primera ley habla sobre la conservación de enerǵıa, incluyendo la idea
de calor. Si definimos U como la enerǵıa del sistema, Q el calor aportado y
W el trabajo realizado por el sistema tenemos entonces la relación:

∆U = Q−W ,

que puede interpretarse como: “La variación de enerǵıa en el sistema se debe
a la diferencia entre el calor y el trabajo con los que el sistema interactúa
con el medio”.
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La segunda ley se resume de forma excelente en palabras de Clausius1:
“No hay ninguna transformación cuyo único efecto sea transferir calor de
un foco fŕıo a otro caliente”. Con esta afirmación se da una dirección a los
procesos termodinámicos, restringiendo los eventos de la primera ley, ya que
no sólo deben conservar la enerǵıa sino mantener un orden natural.

La tercera ley dice que cerca del cero absoluto las propiedades del cuerpo
que dependen de la temperatura son independientes de ésta.

Clausius definió una función para el cambio en la entroṕıa (dS) en sis-
temas reversibles2 basándose en el calor transferido (dQ) y la temperatura
absoluta del sistema (T):

dS =
dQ

T
.

Algo que debemos resaltar es que esto no nos da una definición de lo que
es entroṕıa, sólo habla de los cambios en ella, debido a que para el interés
clásico era sólo importante el cambio y no la entroṕıa como tal.
El primero en dar una definición concreta de la entroṕıa (S) fue Boltzmann3

dentro del ámbito de la mecánica estad́ıstica:

S = k log(W ).

Donde k es la constante de Boltzmann4 y W es el número de todas las po-
sibles fases del sistema (microestados), siendo la entroṕıa una medida de la
aleatoriedad.
El estado usual de la naturaleza suele ser el más aleatorio, por ejemplo: es
poco créıble que las part́ıculas de un gas se ordenen en filas, ya que gene-
ralmente las part́ıculas estan en constante movimiento chocando entre ellas,

1Rudolf Julius Emanuel Clausius (2/01/1822–24/08/1888) es uno de los principales
fundadores de la termodinánmica. En su art́ıculo “Über die bewegende Kraft der Wärme”
(1850) plasma las primeras dos leyes de esta área de estudio.

2Los procesos reversibles son ideales. Son aquellos que tras ir de un estado inicial a uno
final son capaces de retomar sus propiedades originales.

3Ludwig Eduard Boltzmann (20/02/1844–5/09/1906) es conocido como el padre de la
mecánica estad́ıstica

4k ≈ 1.38064852(79) ∗ 10−23 J
K
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provocando aśı que su ubicación sea totalmente aleatoria.

3.2. Entroṕıa de Shannon

Al ser la entroṕıa una medida de la aleatoriedad, no resulta sorpresivo
que sea de interés en ramas ajenas a la f́ısica. Con esta idea Shannon5 aplica
el concepto de entroṕıa en teoŕıa de la información6.

La entroṕıa de Shannon (H(X)) para una variable aleatoria X discreta
está definida como:

H(X) = −
∑
x

p(x) log(p(x)) = E(− log(p(x))). (3.1)

mientras que para una variable aleatoria continua es

H(X) = −
∫

Ω

f(x) log(f(x))dx = E(− log(f(x))). (3.2)

Podemos apreciar en esta expresión que la función logaritmo tiene una
pendiente mayor conforme se acerca a cero, por lo cual será más sensible a
cambios en valores pequeños. Además al tomar − log(p(x)) estamos haciendo
que para valores muy pequeños de p(x) nos aproximemos a infinito, de esta
manera los eventos poco probables son los que aportan mayor información
para la entroṕıa.

Debido al problema que nos generan en la definición los eventos de proba-
bilidad cero, tomaremos la convención de que ∞∗ 0 = 0 , Aśı los eventos de
probabilidad cero y los eventos seguros no aportarán cambios en la entroṕıa.

Al medir nos gustaŕıa que H(X) fuera mayor o igual que 0, lo cual es claro
debido a que p(x) ≥ 0 y − log(p(x)) ≥ 0 entonces −

∑
log(p(x))p(x) ≥ 0 ;

donde el cero ocurrirá solo si existe un evento seguro.

5Claude Elwood Shannon (30/04/1916–24/02/2001), en 1948 publica “A mathematical
theory of communication” siendo el primer pilar de la Teoŕıa de la comunicación.

6define la información como el grado de libertad de la fuente de información para elegir
entre los elementos de un idioma a fin de componer un mensaje determinado

71
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3.2.1. Ejemplos:

El caso de una variable aleatoria X que se distribuye Bernoulli(1) da como
resultado: H(X) = −1∗log(1)−0∗log(0) = 0, lo cual era de esperarse debido
a que cada vez que arrojemos una moneda al aire caerá la misma cara con
probabilidad 1; este escenario resulta muy poco aleatorio. Si agregamos azar
(por ejemplo usando una moneda justa), ahora X se distribuye Bernoulli(0.5)
dando como resultado H(X) = 0.693.
Graficamos la función H(X) para una Bernoulli(p), haciendo variar p. En-
contramos que el máximo está en p = 1/2, lo que se ve a continuación:

En la siguiente gráfica podemos observar la función de densidad de tres varia-
bles aleatorias X,Y y Z las cuáles se distribuyen Unif(0,10), Binomial(10,0.5)
y Binomial(10,0.2) respectivamente. Con ayuda de la figura podemos ver que
la variable aleatoria Z tiene una cola muy ligera a la derecha, lo que provoca
que la probabilidad acumulada hasta el 5 sea de 0.994 esto hace que la mitad
del dominio sea poco probable, aśı que esperamos de forma intuitiva que la
entroṕıa de Z será menor que la de Y, debido a que esta última tiene colas

72
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más pesadas. Al analizar X podemos ver que todos los valores son igualmente
probables, creando un escenario más homogéneo.

Distribución Entroṕıa
Binomial(10,0.2) 1.622
Binomial(10,0.5) 1.876

Unif(0,10) 2.398

Lo cuál coincide con lo que esperábamos.

Ya que la entroṕıa es nuestra forma de medir la aleatoriedad del sistema,
queremos maximizarla para poder encontrar el sistema más aleatorio.

Analicemos el caso de la entroṕıa de una variable aleatoria uniforme en
n puntos

H(X) = −
∑
x

p(x) log(p(x)) = −
∑
x

1

n
log
(
p
( 1

n

))
= log(n),

esto sucedeŕıa si de todas las posibles opciones no tuviéramos preferencia por
ninguna. Esto aparenta ser un escenario sumamente azaroso.
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Tomemos una variable aleatoria X con soporte en {1, 2, ..., n} y veamos
qué sucede si maximizamos H(X). Para saber cuál es la distribución que nos
daŕıa la máxima entroṕıa:

Max Λ = −
∑
x

p(x) log(p(x))− λ(
∑
x

p(x)− 1)

∂

∂p(x)
Λ = −(log(p(x)) + 1)− λ = 0

Entonces p(x) = e−(λ+1), notemos que ya p(x) no depende de x

y por la restricción
∑

p(x) = 1 = ne−(λ+1)

por lo tanto p(x) =
1

n
.

Lo cual confirma nuestra intuición. Sobre n puntos la entroṕıa se maximiza
con la distribución uniforme si restringimos a medidas de probabilidad, tam-
bién notemos que la entroṕıa aumentará conforme aumenten el número de
puntos pues logaritmo es una función creciente.

Si en vez de limitar nuestra restricción a que solamente p(x) sea de proba-
bilidad, ahora también agregamos restricciones para que coincida en media
y varianza obtenemos:

máx Λ = −
∑
x

p(x) log(p(x))− λ1(
∑
x

p(x)− 1)− λ2(
∑

p(x)x− µ)

− λ3(
∑

x2p(x)− µ2 − σ2).

(3.3)

∂

∂p(x)
Λ = −(log(p(x)) + 1)− λ1 − xλ2 − x2λ3 = 0

Lo que resulta en:
p(x) = e−(1+λ1+xλ2+x2λ3).

Lo cual resultará en algo similar a la distribución normal, cuando re-
duzcamos la distancia entre los puntos y aumentemos la cantidad de éstos,
debido al polinomio de segundo grado en el exponente.

Debido al Teorema de ĺımite central es recurrente el uso de la distribución
normal, debido a que aproxima bien a la suma de variables aleatorias, por lo
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cual daremos de forma expĺıcita su entroṕıa:

Sea X v.a. que se distribuye N (µ, σ2) entonces

H(X) = −
∫ ∞
−∞

1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 ∗ log(
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 )dx

=
1

2
log(2πσ2)

∫ ∞
−∞

1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 dx+
1

2σ2

∫ ∞
−∞

(x− µ)2

√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2

=
1

2
log(2πσ2) +

1

2

=
1

2
log(2πeσ2)

La primera integral da 1 debido a que la distribución normal es de probabi-
lidad y la segunda da σ2 ya que es la varianza.

Algo interesante de la expresión a la que llegamos para la entroṕıa de la
normal es que no depende de µ sino solamente de la varianza, por lo cual es
invariante ante translaciones. Esto no es sorprendente, pues la aleatoriedad
no depende de la media.

Por la forma en que se definió H(X) podemos afirmar que si X y Y son
iguales casi seguramente entonces se cumple que H(X) = H(Y ).
Otros conceptos importantes son los relacionados a cuando hay más de una
variable aleatoria, es decir cuando queremos hablar de la entroṕıa de un vec-
tor aleatorio. Definimos la entroṕıa conjunta y la condicional como:

H(X, Y ) = −
∑
x

∑
y

p(x, y) log(p(x, y)), (3.4)

H(X | Y ) = −
∑
y

p(y)
∑
x

p(x | y = y) log(p(x | y = y)). (3.5)

De las definiciones anteriores se puede verificar lo que se conoce como regla
de la cadena para la entroṕıa:

H(X, Y ) = H(X) +H(Y | X), (3.6)
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H(Y | X) =
∑
x

p(x)H(Y | X) = −
∑
x

p(x)
∑
y

p(y | x = x) log(p(y | x = x))

= −
∑
x

p(x)
∑
y

p(y | x = x) log(
p(y, x)

p(x)
)

= −
∑
x

∑
y

p(y, x)(log(p(y, x))− log(p(x)))

= H(X, Y )−H(X)

Por lo tanto H(X, Y ) = H(X) +H(Y | X)

Otra idea que surge de manera intuitiva acerca de la entroṕıa es que el apor-
tar información debe reducir el valor de la entroṕıa es decir :

H(X) ≥ H(X | Y ), (3.7)

lo cual se demostrará más adelante.

3.3. Divergencia de Kullback-Leibler

La entroṕıa de Shannon nos da una forma de medir qué tan aleatoria es
una medida, por desgracia esto no sirve para comparar medidas. Este pro-
blema surge debido a que los mercados no siempre son completos, por lo que
debemos encontrar la medida martingala más similar a lo que observamos.
Este problema se puede abordar usando la divergencia de Kullback-Leibler,
propuesta por Solomon Kullback7 y Richard Leibler8 que nos permite medir
“distancias”9 entre dos medidas.
Esta se define como:

D(Q,P) =

∫
Ω

log
(Q(x)

P(x)

)
dQ (3.8)

En caso de que Q sea absolutamente continua respecto a P y debido
a que son medidas de probabilidad por lo cual son σ-finitas se cumplen las

7(1907 – 1994) Criptoanalista y Matemático.
8(18/03/1914-25/10/2003) Criptoanalista y Matemático.
9No cumple las propiedades de métrica, por ejemplo no es simétrica por lo cual entre-

comillamos la palabra distancia.
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condiciones para el Teorema de Radon–Nikodym; si eso pasa podemos escribir
la divergencia de la siguiente manera:

D(Q,P) = EQ(log(dQ
dP )) =

∫
log(dQ

dP )dQ =
∫

log(dQ
dP )dQ

dP dP.

Notemos que si Q no es absolutamente continua respecto a P la divergencia
de Kullback–Leibler es infinita.

De nuevo, como en la entroṕıa de Shannon, si queremos medir deseamos
que la divergencia de Kullback–Leibler sea mayor o igual a cero; esta de-
sigualdad es conocida como la desigualdad de Gibbs.

EQ(− log(QP )) = EQ(log( P
Q)) =

∫
(log( P

Q))Qdx ≤ log(
∫ P

QQdx) = log(1) =
0

por lo tanto EQ(log(QP )) ≥ 0; la desigualdad es resultado de aplicar la
desigualdad de Jensen. Es claro que si P = Q la divergencia de Kullback–
Leibler vale 0, entonces podemos pensar en que tenemos ya una forma de
medir qué tan diferentes son las medidas.

También veamos que si tenemos un espacio de n puntos y P se distribuye
uniforme tenemos una cota para D(Q,P) dada por la entroṕıa de la uniforme:
D(Q,P) =

∑
log(QP )Q =

∑
Q log(Q)− log( 1

n
)
∑

Q = log(n)−H(Q).

Una relación interesante es que si Q es la medida real entonces P resulta
ser la verosimilitud:

D(Q,P) =
∑

log(
Q
P

)Q =
∑

Q log(Q)−
∑

Q log(P)

El primer término de la resta es una constante para la elección de P.
Fijandonos en el segundo término y por la ley de los grandes números tene-
mos:

∑
Q log(P) =

1

n

∑
log(P) lo cual es la verosimilitud.

Con lo que hemos visto hasta el momento somos capaces de resolver el
problema de la entroṕıa de Shannon que mencionamos en (3.7), sobre aportar
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información a la variable.

Analicemos que pasa con H(X) +H(Y )−H(X, Y )

H(X) +H(Y )−H(X, Y ) =

= −
∫
x

f(x) log(f(x))dx−
∫
y

f(y) log(f(y))dy +

∫
x

∫
y

f(x, y) log(f(x, y))dydx

= −
∫
x

∫
y

f(x, y) log(f(x))dydx−
∫
x

∫
y

f(x, y) log(f(y))dydx

+

∫
x

∫
y

f(x, y) log(f(x, y))dydx

=

∫
x

∫
y

f(x, y)(log(f(x, y))− log(f(x)f(y)))dydx

=

∫
x

∫
y

f(x, y)
(

log
( f(x, y)

f(x)f(y)

))
dydx

=

∫
x

∫
y

f(x, y)
(

log
( f(x, y)

f(x)f(y)

))
dydx ≥ 0.

Esto se debe a que la divergencia de Kulback Leibller es mayor igual que cero
entonces H(x) +H(y) ≥ H(x, y) = H(x) +H(y | x)
Por lo tanto :

H(y) ≥ H(y | x). (3.9)

3.3.1. Ejemplo

Veamos cómo es la distribución normal que minimiza la mezcla de nor-
males N (0, 1) +N (5, 2), cuya gráfica es:
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De esta manera la normal que minimiza la entroṕıa de Kulback Leibller es
aquella que tiene una media y varianza similar a la mezcla. Dando aśı una
N (µ ≈ 2.49, σ2 ≈ 2.95), con una entroṕıa relativa D(Q,P) ≈ 27.559. Gra-
ficándolas juntas se ven de la siguiente manera:

El código puede ser consultado en el apéndice A.3.1.
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Caṕıtulo 4

Entroṕıa en las finanzas

Con el objetivo de que el lector aplique los conceptos del caṕıtulo anterior
ahora se presentan aplicaciones en finanzas y se da un Teorema que da pauta
para la elección de una medida libre de riesgo para un mercado incompleto.
Se verán variaciones de modelos populares que toman en cuenta el concepto
de entroṕıa y que refinan las estimaciones del valor de derivados.

4.1. Algunos ejemplos

4.1.1. Medida para el riesgo

Es usual en estad́ıstica usar la media y la varianza para conocer a gran-
des rasgos el comportamiento de una distribución, pero esta práctica puede
resultar en grandes errores cuando se habla de distribuciones no simétricas;
es por esto que en [Philippatos and Wilson, 1972] se recomienda el uso de
más momentos o en otros casos otra medida de incertidumbre. La entroṕıa es
una excelente alternativa, inclusive puede ser calculada en términos de la va-
rianza si es que se conoce una distribución a posteriori, este hecho se resaltó
cuando calculamos la entroṕıa de la distribución normal, la cual quedaba en
términos de la varianza, siendo una relación uno a uno.

Podemos definir la entroṕıa de un portafolio de n valores como la entroṕıa
conjunta de los retornos. Es decir:
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4.1 Algunos ejemplos Entroṕıa en las finanzas

Hp = H(R1, R2, ..., Rn) = H(R1) +H(R2 | R1) + ...+H(Rn | Rn−1, ..., R1).

Aqúı estamos usando la regla de la cadena de la entroṕıa n − 1 veces. Esta
expresión resulta complicada de computar por lo que es habitual usar el mo-
delo de un solo ı́ndice de Sharpe (1963) para facilitar su manejo. Tomando un
conjunto de activos correlacionados con un ı́ndice de mercado (I) podemos
expresar la entroṕıa conjunta:

Hp = H(R1, R2, ..., Rn, RI) = H(RI) + w1H(R1 | RI) + ...+ wnH(Rn | RI),

donde wi es la fracción del capital asignado al activo i. Debido a que
H(RI) no vaŕıa de portafolio a portafolio se ocupa como medida para el ries-
go:

H(Portafolio | RI) =
n∑
i

XiH(Ri | RI),

con lo que nos bastaŕıa minimizar esta función para aśı minimizar también
el riesgo.

4.1.2. Selección de portafolios

El modelo de media-varianza (MVM) de Markowitz, es pionero en la se-
lección de portafolios eficientes, por desgracia impĺıcitamente tiene la idea de
que los retornos sigan una distribución normal, por lo que autores como [Usta
and Kantar, 2011] optan por modelos con múltiples funciones objetivo, para
aśı poder tomar en cuenta mayor número de aspectos.

Destaca el modelo media-varianza-sesgo (MVSM) debido a que se anexa
el sesgo para la estimación; resulta de gran interés para los inversores un ses-
go positivo, ya que de esta manera se disminuye el riesgo de grandes pérdidas.

Existe también el modelo media-varianza-asimetŕıa-entroṕıa (MVSEM)
el cual plantea resolver el problema de la siguiente forma:
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min w′V w

max w′S(w ⊗ w)

Max − w log(w)

s.a w′M = η, x′1 = 1,

Donde S se refiere a la matriz de cosesgo.

El modelo MVSEM se resuelve usando escalarización, restringiendo a∑
λi = 1, dependiendo de cómo se elijan las λi se tendrán distintas con-

figuraciones de pesos para los portafolios. Resulta claro que MVM y MVSM
son casos particulares.

min w′V w − w′S(w ⊗ w) + w log(w)

s.a w′M = η, x′1 = 1.

El propósito de maximizar la entroṕıa en este modelo es diversificar de la
mejor manera el portafolio.

4.1.3. Comportamiento de Índices

En [Bariviera et al., 2015] se expone un análisis acerca de la tasa LIBOR,
usando el criterio de máxima entroṕıa. En su art́ıculo plantea el problema
de identificar si los banqueros declaran de forma honesta la tasa para lo que
utiliza inicialmente como hipótesis nula que la tasa LIBOR tiene un compor-
tamiento con distribución uniforme o distribución de Benford. Al considerar
la tasa LIBOR desde 1987 a 2008 no se rechaza la hipótesis nula pero si se
considera el periodo pre-crisis hipotecaria la hipótesis nula es rechazada, por
lo que en el art́ıculo se plantea que hay un cambio determinista en la tasa por
lo que es posible que los banqueros estuvieran declarando a su conveniencia
la tasa. En ese art́ıculo se propone un modelo de series de tiempo en el que se
minimiza la entroṕıa relativa, con lo que se consiguen excelentes predicciones
del comportamiento de la tasa.
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4.2. Medida libre de riesgo

De todas las aplicaciones de la entroṕıa la que nos es de primordial interés
es la que nos permite dar una medida libre de riesgo aun dentro de merca-
dos incompletos1. En el Teorema (1) vimos que no hab́ıa oportunidades de
arbitraje si exist́ıa una medida libre de riesgo, pero cuando tenemos merca-
dos incompletos esta medida no es única, por lo que buscaremos aquella que
minimice la entroṕıa relativa. Debemos demostrar que la medida martingala
libre de riesgo2 Q es única y analizaremos si es similar a la que se hab́ıa pro-
puesto en la demostración del Teorema (1). Vamos a mantener la hipótesis
de no arbitraje; ya demostramos que si no hay arbitraje existe una medida
martingala libre de riesgo.

Un supuesto que se hab́ıa omitido es que el mercado debe ser no redun-
dante, esto quiere decir que no existe un vector w tal que:

P[w′S1 = 0] = 1,

donde S1 es el vector de precios de los activos al tiempo 1. De forma equiva-
lente se puede ver de la manera siguiente:

w′S1 = 0 para todo i con p(x) > 0.

Vamos a definir el conjuntoM de todas las medidas martingalas equiva-
lentes y M̂ como el de todas las medidas absolutamente continuas, ambos
conjuntos respecto a P.

Teorema 3. Un mercado libre de arbitraje posee una única medida martin-
gala de entroṕıa mı́nima.

La demostración del teorema se hará limitando a medidas con soporte
finito fijo.

Demostración. Tomamos M̂ y consideremos el problema:

mı́n
Q∈M̂

∑
x

Q(x) log
(Q(x)

P(x)

)
1Un mercado es incompleto cuando los bienes suministrados no corresponden a la de-

manda.
2También conocida como medida martingala de entroṕıa mı́nima libre de riesgo.
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por la hipótesis de no arbitraje tenemos que tanto M como M̂ son no va-

cios, además M̂ es un conjunto cerrado y acotado3, y
∑
x

Q(x) log
(Q(x)

P(x)

)
es continua en M̂ y convexa en [0, 1], por lo tanto tiene un mı́nimo y es único

al cual denotaremos como Q̂. Ahora tenemos que verificar que Q̂ pertenece a
M, para esto tomaremos la medida que sabemos que existe por la hipótesis
de no arbitraje y la denominaremos Qe, y tomaremos la combinación lineal:

Qk = kQe + (1− k)Q̂;

de esta manera tenemos una nueva medida en M̂, de la cual se desprende
que la derivada de la entroṕıa es:

d

dk
D(Qk,P) =

∑
x

(Qe(x)− Q̂(x)) log
(Qk(x)

P(x)

)
.

Notemos que Q̂ era el mı́nimo y que Q0 = Q̂, aśı que si la derivada
anterior la igualamos a 0, obtendremos una desigualdad muy importante:

d

dk
D(Qk,P)

∣∣∣∣
0

=
∑
x

(Qe(x)− Q̂(x)) log
(Q̂(x)

P(x)

)
=

∑
x

Qe(x) log
(Q̂(x)

P(x)

)
−D(Q̂,P) ≥ 0.

Por lo tanto D(Q̂,P) ≤
∑
x

Qe(x) log
(Q̂(x)

P(x)

)

Por último, si Q̂ no fuera equivalente a P tendŕıamos que la entroṕıa relativa
es menor que un número negativo (−∞), lo cual demostramos que no es
posible por la desigualdad de Gibbs.
Por lo tanto Q̂ existe y es única.

Ahora abordaremos el problema de minimización. Debido a que todas las
Q en M son de probabilidad la suma sobre todas las x es uno para cada Q.

3Consultar apéndice
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Aśı que queremos resolver el problema:

mı́n
Q∈M

∑
x

Q(x)
(

log
(Q(x)

P(x)

)
− 1
)

Sujeto a
∑
x

Q(x)Si1(x)− erSi0 = 0 para toda i,

para esto usaremos nuevamente el método de multiplicadores de Lagrange.

Λ =
∑
x

Q(x)
(

log
(Q(x)

P(x)

)
− 1
)
−
∑
i

λi(
∑
x

Q(x)Si1(x)− erSi0),

sus derivadas son:

dΛ

dQ(x)
= log

(Q(x)

P(x)

)
−
∑
i

λiS
i
1(x) (4.1)

dΛ

dλi
=

∑
x

Q(x)Si1(x)− erSi0, (4.2)

De la ecuación (4.1) obtenemos:

Q(x) = P(x)e
∑
i λiS

i
1(x), (4.3)

que al sustituirla en (4.2) resulta∑
x

P(x)e
∑
i λiS

i
1(x)Si1(x) = erSi0. (4.4)

Suponiendo que el vector λ no es único tenemos que existen al menos dos
vectores λ1 y λ2 soluciones. De lo anterior se tiene:

e
∑
i λ

1
iS
i
1(x) = e

∑
i λ

2
iS
i
1(x).

Lo que implica que:∑
(λ1

i − λ2
i )S

i
1 = 0 para todo i con p(x) > 0,
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lo cual contradice la hipótesis de no redundancia, aśı que tenemos que el
vector λ es único.

Si tomamos (4.4) y nos fijamos en el activo libre de riesgo 4, llegamos a:

eλ0e
rEP(e

∑
i λiS

i
1(x)) = 1. (4.5)

Entonces podemos reescribir (4.3) como:

Q(x) = P(x)
e
∑
i λiS

i
1(x)

EP(e
∑
i λiS

i
1(x))

; (4.6)

lo que resulta igual a lo que propusimos en el Teorema (1). Se puede inter-
pretar a la medida libre de riesgo Q como una transformada de Esscher de
la medida P.

4.3. Modelos con un enfoque basado en en-

troṕıa

4.3.1. Modelo de Cox Ross Rubinstein con entroṕıa de
Shannon

Basado en [Yinghua and Xingsi, 2013] se dará un nuevo enfoque al mo-
delo CRR, basado en la entroṕıa de Shannon, lo que nos permitirá dar una
mejor estimación de las opciones.

Un supuesto que no se apega a la realidad es pedir que se cumpla u∗d = 1,
esto de primera mano nos permite resolver de manera simplificada el modelo,
pero puede generar graves problemas en la estimación, y debido a que la en-
troṕıa nos ayuda a mejorar el modelo ese supuesto ya no se tomará en cuenta.

Vamos a tener que determinar nuevamente los parámetros del modelo;
debido a que según nuestro modelo el precio solo puede subir (u) o bajar
(d) con probabilidad p y 1 − p respectivamente, será de gran utilidad te-
ner presente la gráfica (3.2.1) en la que mostramos que para una variable
aleatoria que se distribuye Bernoulli la entroṕıa se maximiza cuando p = 1

2
.

4Por convención se acostumbra que sea i = 0.
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Volvemos a considerar que cada periodo entre el cambio en el precio dura ∆t .

Por la ecuación (1.1) tenemos que se cumple:

er
∗∆t = qu+ (1− q)d, (4.7)

lo que nos da una restricción a partir del primer momento.

Agregaremos una restricción considerando la varianza de S, y vamos a
suponer que el proceso de precios del activo cumple la ecuación diferencial
estocástica de Black y Scholes, que es:

dSt = Stµdt+ σStdBt, (4.8)

y tiene por solución;

St = S0e
(µ−σ

2

2
)t+σBt . (4.9)

Esto resulta en un comportamiento lognormal de los incrementos, aśı que
podemos afirmar:

V ar(S∆t) = S2e2r∆t(eσ
2∆t − 1), (4.10)

pero por la construcción del modelo de CRR tenemos:

V ar(S∆t) = E(S2
∆t) + E(S∆t)

2, (4.11)

y si igualamos la ecuación (4.10) con (4.11) tenemos:

S2e2r∆t(eσ
2∆t − 1) = E(S2

∆t) + E(S∆t)
2

= qS2u2 + (1− q)S2d2 − S2(qu+ (1− q)d)2.
(4.12)

Entonces:

e2r∆t+σ2∆t = qu2 + (1− q)d2. (4.13)

Con las ecuaciones (4.13), (4.7) y las restricciones para u, d y q tenemos
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que maximizar la entroṕıa, es decir que queremos:

max. − q log(q)− (1− q) log(1− q)
s.a qu+ (1− q)d = er∆t

qu2 + (1− q)d2 = e2r∆t+σ2∆t

u > 1

0 < d ≤ 1

0 ≤ q ≤ 1

(4.14)

De las ecuaciones (4.13), (4.7) si dejamos a u y d en términos de q se
obtiene:

u = er∆t +

√
1− q
q

(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t) u = er∆t −
√

1− q
q

(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t),

ó

d = er∆t −
√

q

1− q
(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t) d = er∆t +

√
q

1− q
(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t).

Debido a que d debe ser menor que uno, no es posible tomar el sistema
de ecuaciones del lado derecho; ya que si suponemos que sucede:

d = er∆t +

√
q

1− q
(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t),

ocurre que:

d = er∆t +

√
q

1− q
(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t)

= qu+ (1− q)d+

√
q

1− q
(qu2 + (1− q)d2 − q2u2 − 2qud(1− q)− d2 + 2qd2 − d2q2)

= qu+ (1− q)d+
√
u2q2 − 2q2ud+ d2q2

= u(q + 1) + d(1− 2q) > 1.
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Por lo que debemos considerar:

u = er∆t +

√
1− q
q

(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t)

d = er∆t −
√

q

1− q
(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t).

Al sustituir en (4.14) resulta en:

max. − q log(q)− (1− q) log(1− q)

s.a er∆t +

√
1− q
q

(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t) > 1

0 < er∆t −
√

q

1− q
(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t) ≤ 1

0 ≤ q ≤ 1.

(4.15)

Si analizamos la segunda restricción:

er∆t −
√

q

1− q
(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t) ≤ 1√

q

1− q
(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t) ≥ −(1− er∆t)

0 < (er∆t − 1)2 ≤ q

1− q
(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t)

(er∆t − 1)2

e2r∆t+σ2∆t − 2er∆t + 1
≤ q

obtenemos una cota inferior para q. Con un análisis similar para la otra
restricción podemos encontrar una cota superior para q que nos permite re-
escribir nuestro problema de la siguiente manera:

max. − q log(q)− (1− q) log(1− q)

s.a
(er∆t − 1)2

e2r∆t+σ2∆t − 2er∆t + 1
≤ q < e−σ

2∆t
(4.16)

Con esto y, debido a que q alcanza su máximo en 1
2
, vamos a considerar

tres casos:
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1) Si sucede:

(er∆t − 1)2

e2r∆t+σ2∆t − 2er∆t + 1
< e−σ

2∆t <
1

2
,

tomamos:

q = e−σ
2∆t,

lo que determina:

u = er∆t+σ
2∆t,

d = 0.

2) Si sucede:

(er∆t − 1)2

e2r∆t+σ2∆t − 2er∆t + 1
<

1

2
y e−σ

2∆t >
1

2
,

tomamos:

q =
1

2
,

lo que determina:

u = er∆t +
√

(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t),

d = er∆t −
√

(e2r∆t+σ2∆t − e2r∆t).

3) Si sucede:

1

2
<

(er∆t − 1)2

e2r∆t+σ2∆t − 2er∆t + 1
< e−σ

2∆t,

tomamos:

q =
(er∆t − 1)2

e2r∆t+σ2∆t − 2er∆t + 1
,

lo que determina:

u =
e2r∆t+σ2∆t − er∆t

er∆t − 1
,

d = 1.
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Ejemplo de CRR con entroṕıa de Shannon

Evaluamos un call europeo con las siguientes caracteŕısticas:

T = 5 n = 20

S = 10 K = 10

σ = 0.1415 R = 1.06

CE = 2.797

Este nuevo modelo tiene el comportamiento que esperaŕıamos respecto a
cambios en la volatilidad:

También observamos las relaciones entre los precios de un Call y un Put
respecto a incrementos a la tasa de interés:
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El código puede ser consultado en el apéndice A.4.1.

4.3.2. Montecarlo Ponderado

Una simulación de Montecarlo usual da una probabilidad uniforme a cada
uno de los resultados, es decir si ν es el numero de valores hi simulados, se
tendrá que el valor C deseado es:

C =
1

ν

ν∑
i=1

hi.

A nosotros nos interesa realizar una simulación Montecarlo ponderada, lo que
significa que en vez de tomar las probabilidades de manera uniforme vamos
a tener una probabilidad pi para cada hi. Esto significa que ahora el valor
deseado es:

C =
ν∑
i=1

pihi;
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esta pequeña diferencia es la que nos va a permitir tener mejores valuaciones.

Vamos a dar las probabilidades para cada valor con base a la información
de la que disponemos. Ocuparemos la divergencia de Kullback-Leibler, la cuál
se expresa en la ecuación (3.8). Consideraremos el valor de la n−ésima opción
como Cn, con n en {1, .., N} y a la matriz Gν,N , donde cada gij corresponde
al valor presente de la j−ésima opción sobre la i−ésima trayectoria simulada.

Para el modelo vamos a considerar una distribución a priori que será la
distribución uniforme que es a partir de la cual queremos minimizar la “dis-
tancia”, es decir:

D(P, U) = log ν +
ν∑
i=1

pi log(pi). (4.17)

Para preservar la propiedad de martingala vamos a minimizar D(P, U)
sujeto a que EP(gij) = Cj. De manera formal:

mı́n
λ

máx
p
{
N∑
j=1

λj(
ν∑
i=1

pigij − Cj)−D(P, U)}. (4.18)

Con un argumento similar al que dimos en la ecuación (3.3) podemos
expresar:

pi =
1

Z(λ)
e
∑N
j=1 gijλ

j

, (4.19)

donde la función Z(λ) es un factor de normalización que se define como:

Z(λ) =
ν∑
i=1

e
∑N
j=1 gijλj .

Si sustituimos (4.19) en (4.18) tenemos:
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mı́n
λ

(− log ν −
ν∑
i=1

pi log pi +
N∑
j=1

λj(
ν∑
i=1

pigi,j − Cj))

= mı́n
λ

(−
ν∑
i=1

pi(− log(Z(λ)) +
ν∑
i=1

pigi,j) +
N∑
j=1

λj

ν∑
i=1

pigi,j −
N∑
j=1

λjCj)

= mı́n
λ

(log(Z(λ))−
N∑
j=1

λjCj) = mı́n
λ

(W (λ))

Y además:

∂W (λ)

∂λ
=

1

Z(λ)

∂Z(λ)

∂λj
− Cj = 0

EP(gj) = Cj

lo que muestra que los puntos cŕıticos para W (λ) siguen cumpliendo la pro-
piedad de martingala; es fácil mostrar que W (λ) es convexa por lo cual
aquellos puntos cŕıticos encontrados serán mı́nimos. Este modelo se expone
de manera detallada en [Avellaneda et al., 2001].

Ejemplo de Valuación de Montecarlo Ponderado

Para este ejemplo usaremos la matriz Opcionreal la cuál tiene el precio
strike, el costo del activo y si es Call o Put.

Opcionreal:=

K Costo T ipo
10 2.05 C
8.2 3.392 C

13.01 0.272 P
15 1.7 P
20 5.424 P

Evaluamos un call europeo con las siguientes caracteŕısticas:
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T = 5 dt = 1/26

S = 10 K = 10

σ = 0.1415 R = 1.06

CE = 2.069

Para la optimización de la función objetivo se ocupó el método l-bfgs
dando como valor inicial el vector de ceros, lo que hizo que el algoritmo
requiriera nueve iteraciones. Dio como resultado:

λ = (238.115, 71.783,−38.821, 505.925,−161.140),

que evaluando en la función W nos da:

W (λ) = 2.667684.

En la siguiente gráfica podemos ver distintas trayectorias que cambian
de color dependiendo de qué tanta probabilidad tienen de ocurrir según el
método.
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Diferencias entre métodos
CRR CRR− Shannon Montecarlo MCponderdado
2.774 2.797 2.048 2.069

Notemos que el método de Montecarlo ponderado es el único que toma
en cuenta los precios de activos en el mercado lo que da una clara ventaja
respecto a los modelos desarrollados hasta el momento, ya que es una esti-
mación más real.

Como última observación resaltemos el hecho de que este método permite
considerar opciones cuyo valor esté determinado solamente por la trayecto-
ria, por lo que en el codigo se agregó la posibilidad de introducir opciones
asiáticas.

El código puede ser consultado en el apéndice A.4.2.

Resumen de resultados

En concepto resulta interesante el método de Montecarlo ponderado. Nos
preguntemos ahora cuánto tiempo requiere una computadora para realizar
el algoritmo5 , además de cuán grande resulta su varianza o qué tamaño de
muestra mı́nimo resulta necesario. Para realizar este análisis, hacemos mues-
tras, donde cada muestra consta de cincuenta simulaciones y se presentan los
resultados promedio.

En esta sección también analizaremos qué pasa cuando se consideran va-
riables antitéticas.

La siguiente gráfica nos permite apreciar como la estimación del valor
esperado del Call oscila cerca del 2.048 tanto en el montecarlo ponderado
como en el crudo. Esta cercańıa no necesariamente ocurre en todos los casos,
pero en este ejemplo hemos tomado la matriz G con precios muy similares a
los teóricos lo que genera que el valor estimado sea similar en ambos métodos.

5Los resultados presentados fueron obtenidos usando una MacBook Pro con un proce-
sador Intel Core i5 a 2.7 GHz.
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Por otra parte el tiempo requerido para la ejecución difiere considerable-
mente entre un Montecarlo ponderado y uno crudo, principalmente debido
al tiempo que requiere el programa para encontrar el mı́nimo sobre el vector
λ. Para este ejemplo siempre se tomó como valor inicial ~0. Debido a que se
guardan las trayectorias, la cantidad de bytes crece rápidamente, sin embargo
pueden ser de utilidad para estimar valores fuera de la matriz Opcionreal.

Por último, la varianza parece estabilizarse a partir de una muestra de ta-
maño 1000. Se obtuvieron reacciones sumamente satisfactorias al considerar
trayectorias antitéticas por lo que se realizaronn dos gráficas, una para méto-
dos con antitéticas y otro sin ellas(para que pueda ser apreciable el orden y
el comportamiento).
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Con lo anterior expuesto resulta que el método de Montecarlo pondera-
do es una excelente herramienta que mejora nuestra estimación del precio
correcto y que además de mantener los supuestos para el proceso del pre-
cio, logra ser sensible a las condiciones del mercado e intenta conservar la
propiedad de martingala.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Esta tesis presentó resultados para la valuación de opciones exóticas eu-
ropeas tanto desde la perspectiva teórica como v́ıa simulación de Montecarlo.
Para la simulación de Montecarlo se describió un modelo que toma en cuenta
la entroṕıa relativa con el fin de agregar precios de mercado y alejarnos de la
ponderación uniforme que suele tener este tipo de simulación, obteniendo con
esto una distribución de las corridas más realista. Se presentaron diferentes
códigos para abordar con distintas herramientas las valuaciones, donde resal-
ta la programación en paralelo para la valuación de las opciones asiáticas, aśı
como el uso de trayectorias antitéticas para la reducción de varianza dentro
del Montecarlo ponderado. Con esto se obtuvieron herramientes eficaces para
que el lector pueda valuar opciones exóticas.

El lector interesado en ahondar en opciones de este tipo, y dando segui-
miento a lo visto en el Caṕıtulo 3, puede consultar [Pelsser, 2000] donde se
analizan las opciones de doble barrera utilizando la transformada de Lapla-
ce, método que se usó para la valuación de opciones lookback dentro de esta
tesis. También se presentó en la tesis cómo realizar ambas barreras para la
simulación. Otra manera de continuar con las opciones de barrera, son las
opciones parisinas, donde el payoff se hace cero después de que se haya su-
perado la barrera durante un periodo preacordado de tiempo; [Haber et al.,
1999] es un art́ıculo donde se exponen las opciones parisinas.
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Conclusiones

Por último, en el art́ıculo [Ewald et al., 2013] se da una equivalencia
entre opciones australianas1 y opciones asiáticas, lo que permite continuar el
estudio de estas últimas, que cuentan con un precio menor que las opciones
europeas análogas.

1El payoff de las opciones australianes depende del cociente del promedio aŕıtmetico
del subyaciente con su precio al tiempo de vencimiento.
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Apéndice A

Códigos en Julia

A.1. Conceptos Básicos De Finanzas

A.1.1. Ejemplo de CRR

t=5 #Tiempo de durac ion
n=20 #Numero de p a r t i c i o n e s
S=10 #Prec io de l subyacente
k=11.5 #Prec io s t r i k e
sigma =.1415 #V o l a t i l i d a d
R=1+0.06 #I n t e r e s anual

func t i on Cal l (R, S , sigma , k , t , n )
#Esta func ion devuelve e l va l o r de un c a l l europeo

c=ones (n+1)
cp=ones (n)
s=ones (n+1)
u=e ˆ( sigma∗ s q r t ( t /n ) )
d=1/u
r=e ˆ( t /n∗ l og (R) )
p=(r−d )/( u−d)
#Hasta aqui hemos i n i c i a l i z a d o l a s v a r i a b l e s
f o r ( i in 1 : n+1)

c [ i ]=max(0 , uˆ(n−( i −1))∗dˆ( i −1)∗S−k )
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#Vemos l o s v a l o r e s de l f i n a l de l a rbo l
end
whi le (n>=1)

f o r i in 1 : n
cp [ i ]=(p∗c [ i ]+(1−p)∗ c [ i +1])∗(1/ r ) #Retrocedemos un per iodo

end
c=ones (n)
c=cp
n=n−1
cp=ones (n)
#Remplazamos para que nuest ro arbo l termine un per iodo antes

end

return c
end

Cal l (R, S , sigma , k , t , n )

A.1.2. Ejemplo de Markowitz

us ing Gadfly

Acciones=readcsv (”/ Users / I s a i a s /Documents/ C ienc i a s / Tes i s / Acciones1 . csv ” , header=true )
#Abrimos e l a rch ivo que cont i ene l o s rend imientos h i s t o r i c o s
Varianzas=ze ro s ( s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 2 ] , s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 2 ] )
Medias=ze ro s ( s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 2 ] , 1 )
Unos=ones ( s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 2 ] , 1 )
f o r ( i in 1 : s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 2 ] )

f o r ( j in 1 : s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 2 ] )

Varianzas [ i , j ]=cov ( Acciones [ 1 ] [ 1 : s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 1 ] , i ] ,

Acciones [ 1 ] [ 1 : s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 1 ] , j ] )

end
Medias [ i ,1 ]=mean( Acciones [ 1 ] [ 1 : s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 1 ] , i ] )
end
M=[Unos ; Medias ]
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Códigos en Julia A.1 Conceptos Básicos De Finanzas

M=reshape (M, s i z e ( Acciones [ 1 ] ) [ 2 ] , 2)
A=inv (∗ ( t ranspose (M) ,∗ ( inv ( Varianzas ) ,M) ) )
#Hasta aqui hemos i n i c i a l i z a d o l o s v a l o r e s de acuerdo a l modelo

func t i on Markowitz ( k )
#Esta func ion devuelve l o s p o r c e n t a j e s que debemos tene r de cada acc ion

eta=k
R e s t r i c c i o n =[1 ; eta ]
lambdas=∗(A, R e s t r i c c i o n )

W=∗(∗( inv ( Varianzas ) ,M) , lambdas )
V a r i a n z a p o r t a f o l i o =∗(∗( t ranspose (W) , Varianzas ) ,W) [ 1 ]
Coordenadas=( Var i anzapor ta f o l i o , eta ,W)
end

#Graficamos l a f r o n t e r a e f i c i e n t e

tamanio=100
X=ones ( tamanio )
Y=ones ( tamanio )
Z=ones ( tamanio )
W=ones ( tamanio )

f o r ( k in 1 : tamanio )
X[ k]=Markowitz ( k/tamanio ˆ 2 / 2 ) [ 1 ] [ 1 ]
Y[ k]=Markowitz ( k/tamanio ˆ 2 / 2 ) [ 2 ] [ 1 ]
end
C u r v a e f i c i e n t e=p lo t ( x = X, y = Y, Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” orange ” ) ) ,

Guide . x l a b e l (” Riesgo ”) ,

Guide . y l a b e l (” Valor esperado ”) , Guide . t i t l e (” Frontera e f i c i e n t e ” ) )

Riesgomin=Markowitz (∗ (∗ ( t ranspose ( Unos ) , inv ( Varianzas ) ) ,
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Medias )/∗ (∗ ( t ranspose ( Unos ) , inv ( Varianzas ) ) , Unos ) )

#Graficamos l a f r o n t e r a e f i c i e n t e con un ac t i vo l i b r e de r i e s g o
r =0.002
i n t e r s e c c i o n=−(A[1 ,1 ]+A[ 1 , 2 ] ∗ r )/ (A[1 ,2 ]+A[ 2 , 2 ] ∗ r )

W=i n t e r s e c c i o n +[0:1/ tamanio ˆ 2 : 0 . 0 0 3 ]∗

( ( r−i n t e r s e c c i o n )/ Markowitz ( r ) [ 1 ] [ 1 ] )

p l o t ( l a y e r ( x=X, y=Y, Geom. point ,Geom. l i n e ,

Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” orange ” ) ) ) , l a y e r ( x =[0:1/ tamanio ˆ 2 : 0 . 0 0 1 ] , y=W,

Geom. l i n e , Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” red ” ) ) ) ,

Guide . x l a b e l (” Varianza ”) ,

Guide . y l a b e l (” Retorno esperado ”) ,

Guide . t i t l e (” Frontera e f i c i e n t e con un ac t i vo l i b r e de r i e s g o ”) )

A.2. Algunos derivados exóticos

A.2.1. Montecarlo para la valuación de opciones asiáti-
cas

us ing D i s t r i b u t i o n s
func t i on montecarlo (numsim , i n i c i o , f i n a l ,

dt , S0 , k , s2 ,R, t ipo , a n t i t e t i c a )
C=ones (numsim)
tamanio=length ( i n i c i o : dt : f i n a l )
dw=ones ( tamanio )
mu=log (R)
dw[1]=0
i f ( a n t i t e t i c a ==0)
f o r ( l in 1 : numsim)
S=t r a y e c t o r i a ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)
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C[ l ]= v a l o r p r e s e n t e (S , k , t i po )
#Estas func i one s fueron
#presentadas en montecarloponderado

end
end

i f ( a n t i t e t i c a ==1)
f o r ( l in 1 : 2 : numsim)
S=t r a y e c t o r i a a n t i t e t i c a s ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)

C[ l ]= v a l o r p r e s e n t e (S [ 1 : end , 1 ] , k , t i po )
C[ l +1]= v a l o r p r e s e n t e (S [ 1 : end , 2 ] , k , t i po )

end
end

mean(C)
end

numsim=10000
k=10
S0=10
R=1.06
f i n a l =5
i n i c i o =0
dt=1/2ˆ6
s2 =0.1415ˆ2
t ipo=”C”
a n t i t e t i c a =1
montecarlo (numsim , i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , k , s2 ,R, ”CAa” ,1)

A.2.2. Montecarlo para la valuación de opciones asiáti-
cas en paralelo

#Para poder t r a b a j a r en p a r a l e l o es n e c e s a r i o a c t i v a r mas nucleos ,
#ya que por d e f e c t o J u l i a t raba ja con uno , l a manera en que podemos
#ganar mas tiempo es hac i endo lo desde conso la , bastara a b r i r l a conso la
#y agregar e l comando :
#/App l i ca t i on s / Ju l ia −0 . 4 . 3 . app/ Contents / Resources / j u l i a / bin / j u l i a −p 2
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#Notemos que estamos apuntando a l . bin de j u l i a y e l −p 2 i n d i c a que
#se t raba j a ra a dos nuc l eo s .

@everywhere us ing D i s t r i b u t i o n s
#El comando everywhere l e i n d i c a a J u l i a que
#l a func ion se puede usar en todos l o s nuc l eo s

@everywhere func t i on t r a y e c t o r i a ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)
#Se generan t r a y e c t o r i a s
tamanio=length ( i n i c i o : dt : f i n a l )
dw=ones ( tamanio )
S=ones ( tamanio )
mu=log (R)
dw[1]=0
f o r ( i in 2 : tamanio )

dw [ i ]=rand ( Normal (0 , dt ) )
end
tiempo=0
f o r ( t in 1 : tamanio )
S [ t ]=S0∗exp ( (mu−s2 /2)∗ tiempo+s q r t ( s2 )∗cumsum(dw ) [ t ] )

tiempo=tiempo+dt
end
S
end

@everywhere func t i on t r a y e c t o r i a a n t i t e t i c a s ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)
#Se generan t r a y e c t o r i a s
tamanio=length ( i n i c i o : dt : f i n a l )
dw=ones ( tamanio )
S=ones ( tamanio , 2 )
mu=log (R)
dw[1]=0
f o r ( i in 2 : tamanio )

dw [ i ]=rand ( Normal (0 , dt ) )
end
tiempo=0
f o r ( t in 1 : tamanio )
S [ t ,1 ]= S0∗exp ( (mu−s2 /2)∗ tiempo+s q r t ( s2 )∗cumsum(dw ) [ t ] )
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S [ t ,2 ]= S0∗exp ( (mu−s2 /2)∗ tiempo+s q r t ( s2 )∗cumsum(−dw ) [ t ] )
tiempo=tiempo+dt

end
S
end

@everywhere func t i on v a l o r p r e s e n t e (S , k , t ipo ,R, f i n a l )
#Se t ra e a va l o r p re s ente segun sea e l a c t i vo
i f ( t i po==”C”)

vp=max( ( S [ s i z e (S ) [ 1 ] ] − k ) , 0 )∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”P”)

vp=max( ( k−S [ s i z e (S ) [ 1 ] ] ) , 0 ) ∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”CAa”)

vp=max( ( mean(S)−k ) , 0 )∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”PAa”)

vp=max( ( k−mean(S ) ) , 0 )∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”CAg”)

vp=max( ( e ˆ((1/ s i z e (S ) [ 1 ] ) ∗ sum( log (S)))−k ) , 0 )∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”PAg”)

vp=max( ( k−e ˆ((1/ s i z e (S ) [ 1 ] ) ∗ sum( log (S ) ) ) ) , 0 ) ∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
vp

end

@everywhere func t i on montecarlo (numsim , i n i c i o ,
f i n a l , dt , S0 , k , s2 ,R, t ipo , a n t i t e t i c a )
C=ones (numsim)
tamanio=length ( i n i c i o : dt : f i n a l )
dw=ones ( tamanio )
mu=log (R)
dw[1]=0
i f ( a n t i t e t i c a ==0)
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f o r ( l in 1 : numsim)
S=t r a y e c t o r i a ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)
C[ l ]= v a l o r p r e s e n t e (S , k , t ipo ,R, f i n a l )

end
end

i f ( a n t i t e t i c a ==1)
f o r ( l in 1 : 2 : numsim)
S=t r a y e c t o r i a a n t i t e t i c a s ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)

C[ l ]= v a l o r p r e s e n t e (S [ 1 : end , 1 ] , k , t ipo ,R, f i n a l )
C[ l +1]= v a l o r p r e s e n t e (S [ 1 : end , 2 ] , k , t ipo ,R, f i n a l )

end

end
mean(C)
end

func t i on monteca r l opa ra l e l o (numsim , i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , k
, s2 ,R, t ipo , a n t i t e t i c a , ncores : : Int=CPU CORES)

#@ p a r a l l e l i n d i c a que e l c i c l o se hara en p a r a l e l o
#e l (+) i n d i c a que cada vez que acabe e l f o r e l r e s u l t a do se suma
#notemos que rea l i zamos l a misma cant idad de s imu lac i one s
#pero d i s t r i b u i d a s de manera propo r c i ona l r e spe c to a l numero de
#nuc l eo s

r e s f i n a l = @ p a r a l l e l (+) f o r i =1: ncores
montecarlo ( i n t (numsim/ ncores ) , i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , k , s2 ,R, t ipo , a n t i t e t i c a )

end

r e s f i n a l / ncores # average value
end

A.2.3. Montecarlo para la valuación de opciones look-
back

us ing D i s t r i b u t i o n s
us ing Optim
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us ing Gadfly

func t i on Maxcond(b)
#Esta func ion s e ra usada para encontrar l a i nve r s a
#de l maximo condic ionado a l minimo y a l browniano
d=0
extremos =10000
c=b−a
f o r ( k in −extremos : extremos )
s=sigma ∗(k+1)/ f i n a l ∗( z−2a+2k∗c )∗ exp ((−(z−2a+2k∗c )ˆ2)/(2∗ f i n a l ))−
k/ f i n a l ∗( z+2k∗c )∗ exp ((−( z+2k∗( c ) )ˆ2/(2∗ f i n a l ) ) )
d=d+s
end
min (max( ( e ˆ ( ( ( 2 a−z ˆ2)ˆ2)/(2∗ f i n a l ) ) ) ∗ ( f i n a l /( z−2∗a ) )∗d , 0 ) , 1 )
end

#Esta func ion c u a n t i f i c a l a d i s t a n c i a
#de l maxcond con e l f i n de min imizar la
#con un metodo de Newton
g ( l )=abs ( rand()−Maxcond( l ) )

z=0
a=0
#Esta func ion r e g r e s a l a terna que neces i tamos
func t i on BMaxMin(Bt , sigma , f i n a l , dt )
i n i c i o =0
tamanio=length ( Bt )
minimos=ones ( tamanio )
maximos=ones ( tamanio )
minimosmal=ones ( tamanio )
maximosmal=ones ( tamanio )
minimos [1 ]=0
maximos [1 ]=0
minimosmal [1 ]=0
maximosmal [1 ]=0
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f o r ( i in 2 : tamanio )

mintemp=sigma∗dt ∗(Bt [ i ]/2− s q r t ( Bt [ i ]ˆ2/4−
dt∗ i ∗ l og ( rand ())/2))+ Bt [ i −1]
i f Bt [ i ]<minimosmal [ i −1]

minimosmal [ i ]=Bt [ i ]
e l s e Bt [ i ]>=minimosmal [ i −1]
minimosmal [ i ]=minimosmal [ i −1]

end
i f mintemp<minimos [ i −1]
minimos [ i ]=min ( mintemp , minimosmal [ i ] )

e l s e mintemp>=minimos [ i −1]
minimos [ i ]=min ( minimos [ i −1] , minimosmal [ i ] )

end
i f Bt [ i ]>maximosmal [ i −1]

maximosmal [ i ]=Bt [ i ]
e l s e Bt [ i ]<=maximosmal [ i −1]

maximosmal [ i ]=maximosmal [ i −1]
end
z=Bt [ i ]
a=minimos [ i ]
b i n i c i a l=z/2+ s q r t ( zˆ2/4− l og (1−rand ( ) ) / 2 )
maxtemp=dt∗ opt imize ( g ,0 ,2+ b i n i c i a l ) . minimum+Bt [ i −1]
i f maxtemp>maximos [ i −1]

maximos [ i ]=max(maxtemp , maximosmal [ i ] )
e l s e maxtemp<=maximos [ i −1]

maximos [ i ]=max( maximos [ i −1] , maximosmal [ i ] )
end

end
return (Bt , maximos , minimos )
end

i n i c i o =0
sigma=s2 =0.1415
dt=1/2ˆ6
f i n a l =5
R=1.06
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S0=10
k=10
mu=log (R)
tamanio=length ( i n i c i o : dt : f i n a l )
dw=ones ( tamanio )
dw[1]=0
numsim=10000
CFiSL=ones (numsim)
CFlSL=ones (numsim)

f o r ( i in 1 : numsim)
f o r ( j in 2 : tamanio )

dw [ j ]=rand ( Normal (0 , sigma∗dt ) )
end
Bt=cumsum(dw)
conjunta=BMaxMin(Bt , sigma , f i n a l , dt )
CFlSL [ i ]=max( S0∗exp ( (mu−sigma ˆ2/2)∗ f i n a l+
s q r t ( sigma ˆ2)∗ conjunta [ 2 ] [ s i z e ( conjunta [ 1 ] ) [ 1 ] ] ) −
S0∗exp ( (mu−sigma ˆ2/2)∗ f i n a l+s q r t ( sigma ˆ2)∗
conjunta [ 1 ] [ s i z e ( conjunta [ 1 ] ) [ 1 ] ] ) , 0 ) ∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
CFiSL [ i ]=max( S0∗exp ( (mu−sigma ˆ2/2)∗ f i n a l+
s q r t ( sigma ˆ2)∗ conjunta [ 2 ] [ s i z e ( conjunta [ 1 ] ) [ 1 ] ] ) − k , 0 )∗
eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
p r i n t l n ( i )

end
mean(CFiSL)
mean(CFlSL)

#p lo t ( l a y e r ( x=i n i c i o : dt : f i n a l , y=Bt ,Geom. l i n e , Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (”RED” ) ) ) ,
# l a y e r ( x=i n i c i o : dt : f i n a l , y=minimos ,Geom. l i n e , Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” Green ” ) ) ) ,
# l a y e r ( x=i n i c i o : dt : f i n a l , y=maximos ,Geom. l i n e , Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” Green ” ) ) ) ,
# l a y e r ( x=i n i c i o : dt : f i n a l , y=minimosmal ,Geom. l i n e , Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” Blue ” ) ) ) ,
# l a y e r ( x=i n i c i o : dt : f i n a l , y=maximosmal ,Geom. l i n e , Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” Blue ” ) ) ) ,
# Guide . x l a b e l (” t ”) , Guide . y l a b e l (”B( t ) ” ) ,
# Guide . manual co lor key (” Simulac i ón ” , [ ” I n t u i t i v a ” ,” Condicionada ” ] , [ ” Blue ” ,” Green ” ] ) )
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A.2.4. Montecarlo para la valuación de opciones de ba-
rrera

us ing D i s t r i b u t i o n s
us ing Optim
us ing Gadfly

#Se i n i c i a e l Browniano
func t i on t r a ye c t o r i aB t ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , sigma ,R)
#Se generan t r a y e c t o r i a s
tamanio=length ( i n i c i o : dt : f i n a l )
dw=ones ( tamanio )
dw[1]=0
f o r ( i in 2 : tamanio )

dw [ i ]=rand ( Normal (0 , sigma∗dt ) )
end
Bt=cumsum(dw)
end

func t i on Maxcond(b)
d=0
extremos =10000
c=b−a
f o r ( k in −extremos : extremos )
s=s q r t ( sigma )∗ ( k+1)/ f i n a l ∗( z−2a+2k∗c )∗
exp ((−(z−2a+2k∗c )ˆ2)/(2∗ f i n a l ))−k/ f i n a l ∗( z+2k∗c )∗
exp ((−( z+2k∗( c ) )ˆ2/(2∗ f i n a l ) ) )
d=d+s
end
min (max( ( e ˆ ( ( ( 2 a−z ˆ2)ˆ2)/(2∗ f i n a l ) ) ) ∗ ( f i n a l /( z−2∗a ) )∗d , 0 ) , 1 )
end

func t i on g ( l )
abs ( rand()−Maxcond( l ) )

end

#Misma func ion que en e l caso de l a s lookback
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f unc t i on BMaxMin(Bt , sigma , f i n a l , dt )
i n i c i o =0
tamanio=length ( Bt )
minimos=ones ( tamanio )
maximos=ones ( tamanio )
minimosmal=ones ( tamanio )
maximosmal=ones ( tamanio )
minimos [1 ]=0
maximos [1 ]=0
minimosmal [1 ]=0
maximosmal [1 ]=0
z=0
a=0

f o r ( i in 2 : tamanio )

mintemp=s q r t ( sigma ) dt ∗(Bt [ i ]/2−
s q r t ( Bt [ i ]ˆ2/4−dt∗ i ∗ l og ( rand ())/2))+ Bt [ i −1]
i f Bt [ i ]<minimosmal [ i −1]

minimosmal [ i ]=Bt [ i ]
e l s e Bt [ i ]>=minimosmal [ i −1]
minimosmal [ i ]=minimosmal [ i −1]

end
i f mintemp<minimos [ i −1]
minimos [ i ]=min ( mintemp , minimosmal [ i ] )

e l s e mintemp>=minimos [ i −1]
minimos [ i ]=min ( minimos [ i −1] , minimosmal [ i ] )

end
i f Bt [ i ]>maximosmal [ i −1]

maximosmal [ i ]=Bt [ i ]
e l s e Bt [ i ]<=maximosmal [ i −1]

maximosmal [ i ]=maximosmal [ i −1]
end
z=Bt [ i ]
a=minimos [ i ]
b i n i c i a l=z/2+ s q r t ( zˆ2/4− l og (1−rand ( ) ) / 2 )
maxtemp=dt∗ opt imize ( g ,0 ,2+ b i n i c i a l ) . minimum+Bt [ i −1]
i f maxtemp>maximos [ i −1]
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maximos [ i ]=max(maxtemp , maximosmal [ i ] )
e l s e maxtemp<=maximos [ i −1]

maximos [ i ]=max( maximos [ i −1] , maximosmal [ i ] )
end

end
return (Bt , maximos , minimos )
end

#i n i c i a l i z a m o s v a r i a b l e s
sigma =0.1415
dt=1/2ˆ6
f i n a l =3
i n i c i o =0
R=1.06
S0=10
mu=log (R)
B=11.75
K=10
numsim=10000
VP=ones (numsim)
z=0
a=0

S=ones ( l ength ( conjunta [ 1 ] ) )
SM=ones ( l ength ( conjunta [ 1 ] ) )

#Devuelve e l proceso de p r e c i o s
func t i on p r e c i o s ( conjunta )
tiempo=0
S=ones ( l ength ( conjunta [ 1 ] ) )
SM=ones ( l ength ( conjunta [ 1 ] ) )
Sm=ones ( l ength ( conjunta [ 1 ] ) )
f o r ( t in 1 : l ength ( conjunta [ 1 ] ) )
S [ t ]=S0∗exp ( (mu−sigma ˆ2/2)∗ tiempo+sigma∗ conjunta [ 1 ] [ t ] )
SM[ t ]=S0∗exp ( (mu−sigma ˆ2/2)∗ tiempo+sigma∗ conjunta [ 2 ] [ t ] )
#El maximo de l a acc ion

tiempo=tiempo+dt
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end
return (S ,SM)
end

func t i on montecarlo (numsim , i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , sigma ,R)
f o r ( i in 1 : numsim)
conjunta=BMaxMin( t r a ye c t o r i aB t ( i n i c i o , f i n a l ,
dt , S0 , sigma ,R) , sigma , f i n a l , dt )
VP[ i ]= i f e l s e ( p r e c i o s ( conjunta ) [ 2 ] [ end]<B,
( p r e c i o s ( conjunta ) [ 1 ] [ end]−K)∗ exp(−R∗ f i n a l ) , 0 )
p r i n t l n ( i )
end
mean(VP)
end

conjunta=0
numsim=10000
#En vp se guardan l o s v a l o r e s a promediar
VP=ones (numsim)
montecarlo (numsim , i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , sigma ,R)

A.3. Entroṕıa

A.3.1. Ejemplo de divergencia de Kullback-Leibler

us ing D i s t r i b u t i o n s
us ing Gadfly
us ing Optim

dominio =[−5:1/16:12]
p=(pdf ( Normal ( 0 , 1 ) , dominio)+pdf ( Normal ( 5 , 2 ) , dominio ) )/2
p l o t ( x=dominio , y=p ,Geom. l i n e , Guide . y l a b e l (” func i ón de densidad ”) ,

Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” orange ” ) ) )
#Graficamos l a mezcla
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f unc t i on KL(p , q )
k l=ze ro s ( s i z e ( dominio , 1 ) )
f o r ( i in 1 : s i z e ( dominio , 1 ) )

k l [ i ]=q [ i ]∗ l og ( q [ i ] / p [ i ] )

end
sum( k l )
end
#Funcion para l a ent rop ia r e l a t i v a

modelo =(1.3 ,1
)#Modelo son l o s parametros de l a binomial de media y var ianza

func t i on dkl ( modelo )
q=pdf ( Normal ( modelo [ 1 ] , modelo [ 2 ] ) , dominio )
KL(q , p)
end
dkl ( modelo )
#Definimos l a d i v e r g e n c i a r e spe c to a una Normal

opt imize ( dkl , [ 1 . 5 , 1 . 5 ] ) #Optimizamos

#Graficamos con e l optimo
modelo =(2.498863377 ,2 .956341269)
dkl ( modelo )
q=pdf ( Normal ( modelo [ 1 ] , modelo [ 2 ] ) , dominio )

p l o t ( l a y e r ( x=dominio , y=p , Geom. point ,Geom. l i n e ,
Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” orange ” ) ) ) ,

l a y e r ( x=dominio , y=q , Geom. l i n e , Theme( d e f a u l t c o l o r=c o l o r (” red ” ) ) ) ,
Guide . x l a b e l (”X”) , Guide . y l a b e l (” func i ón de densidad ”) ,
Guide . t i t l e (” Entrop ı́a r e l a t i v a ”) )
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A.4. Modelos con un enfoque basado en en-

troṕıa

A.4.1. Modelo de Cox Ross Rubinstein con entroṕıa
de Shannon

f unc t i on CallShannon (R, S , sigma , k , t , n ) #Creamos l a func ion
c=ones (n+1)
cp=ones (n)
s=ones (n+1)
r=e ˆ( t /n∗ l og (R) ) #I n i c i a l i z a m o s l a s v a r i a b l e s

i f ( ( e ˆ( t /n∗ l og (R))−1)ˆ2)/( 1−2∗e ˆ( t /n∗ l og (R))+
e ˆ(2∗ t /n∗ l og (R)+sigma ˆ2∗ t /n))<eˆ(−sigma ˆ2∗ t /n)<1/2

#Analizamos en que caso e s ta
u=e ˆ( t /n∗ l og (R)+sigma ˆ2∗ t /n)
d=0
p=eˆ(−sigma ˆ2∗ t /n)

e l s e i f ( ( e ˆ( t /n∗ l og (R))−1)ˆ2)/( 1−2∗e ˆ( t /n∗ l og (R) )
+e ˆ(2∗ t /n∗ l og (R)+sigma ˆ2∗ t /n))<1/2<eˆ(−sigma ˆ2∗ t /n)
u=e ˆ( t /n∗ l og (R))+ s q r t ( e ˆ(2∗ t /n∗ l og (R)+sigma ˆ2∗ t /n)
−e ˆ(2∗ t /n∗ l og (R) ) )
d=e ˆ( t /n∗ l og (R))− s q r t ( e ˆ(2∗ t /n∗ l og (R)+sigma ˆ2∗ t /n)
−e ˆ(2∗ t /n∗ l og (R) ) )
p=1/2

e l s e i f 1/2<(( e ˆ( t /n∗ l og (R))−1)ˆ2)/( 1−2∗e ˆ( t /n∗ l og (R) )
+e ˆ(2∗ t /n∗ l og (R)+sigma ˆ2∗ t /n))<eˆ(−sigma ˆ2∗ t /n)
p=(( e ˆ( t /n∗ l og (R))−1)ˆ2)/( 1−2∗e ˆ( t /n∗ l og (R) )
+e ˆ(2∗ t /n∗ l og (R)+sigma ˆ2∗ t /n ) )
u=(e ˆ(2∗ t /n∗ l og (R)+sigma ˆ2∗ t /n)
−e ˆ( t /n∗ l og (R) ) ) / ( e ˆ( t /n∗ l og (R))−1)
d=1
e l s e ” Error ”
end
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f o r ( i in 1 : n+1) #Traemos un per iodo a t r a s e l a rbo l
c [ i ]=max(0 , uˆ(n−( i −1))∗dˆ( i −1)∗S−k )

end
whi le (n>=1)

f o r i in 1 : n
cp [ i ]=(p∗c [ i ]+(1−p)∗ c [ i +1])∗(1/ r )

end
c=ones (n)
c=cp
n=n−1
cp=ones (n)

end

return c
end

t=5
n=20
S=10
k=13
sigma =.1415
R=1+0.06
CallShannon (R, S , sigma , k , t , n ) [ 1 ] #Evaluamos

A.4.2. Montecarlo Ponderado

us ing D i s t r i b u t i o n s
us ing Optim

func t i on t r a y e c t o r i a ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)
#Se generan t r a y e c t o r i a s
tamanio=length ( i n i c i o : dt : f i n a l )
dw=ones ( tamanio )
S=ones ( tamanio )
mu=log (R)
dw[1]=0
f o r ( i in 2 : tamanio )
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dw[ i ]=rand ( Normal (0 , dt ) )
end
tiempo=0
f o r ( t in 1 : tamanio )
S [ t ]=S0∗exp ( (mu−s2 /2)∗ tiempo+s q r t ( s2 )∗cumsum(dw ) [ t ] )

tiempo=tiempo+dt
end
S
end

func t i on t r a y e c t o r i a a n t i t e t i c a s ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)
#Se generan t r a y e c t o r i a s
tamanio=length ( i n i c i o : dt : f i n a l )
dw=ones ( tamanio )
S=ones ( tamanio , 2 )
mu=log (R)
dw[1]=0
f o r ( i in 2 : tamanio )

dw [ i ]=rand ( Normal (0 , dt ) )
end
tiempo=0
f o r ( t in 1 : tamanio )
S [ t ,1 ]= S0∗exp ( (mu−s2 /2)∗ tiempo+s q r t ( s2 )∗cumsum(dw ) [ t ] )
S [ t ,2 ]= S0∗exp ( (mu−s2 /2)∗ tiempo+s q r t ( s2 )∗cumsum(−dw ) [ t ] )

tiempo=tiempo+dt
end
S
end

func t i on v a l o r p r e s e n t e (S , k , t i po )
#Se t ra e a va l o r p re s ente segun sea e l a c t i vo
i f ( t i po==”C”)

vp=max( ( S [ s i z e (S ) [ 1 ] ] − k ) , 0 )∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”P”)

vp=max( ( k−S [ s i z e (S ) [ 1 ] ] ) , 0 ) ∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”Cˆ{Aa}”)
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vp=max( ( mean(S)−k ) , 0 )∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”PAa”)

vp=max( ( k−mean(S ) ) , 0 )∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”Cˆ{Ag}”)

vp=max( ( e ˆ((1/ s i z e (S ) [ 1 ] ) ∗ sum( log (S)))−k ) , 0 )∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
i f ( t i po==”PAg”)

vp=max( ( k−e ˆ((1/ s i z e (S ) [ 1 ] ) ∗ sum( log (S ) ) ) ) , 0 ) ∗ eˆ(− l og (R)∗ f i n a l )
end
vp

end

func t i on o b j e t i v o ( lambdas )
#Funcion W
suma=0
r e s t r i c =0

f o r ( i in 1 : s i z e (G) [ 1 ] )
expon=0

f o r ( j in 1 : s i z e (G) [ 2 ] )
expon=G[ i , j ]∗ lambdas [ j ]+expon

end
suma=e ˆ( expon)+suma #Construcc ion de l a func ion Z
end

f o r ( k in 1 : s i z e ( Opcionrea l ) [ 1 ] )
r e s t r i c=lambdas [ k ]∗ Opcionrea l [ k ,2 ]+ r e s t r i c

end
log ( suma)− r e s t r i c #Se re to rna e l va l o r de W
end

func t i on probasmontecar lo ( lambdas )
#Devuelve l a s p robab i l i dade s para

#cada t r a y e c t o r i a
suma=0
r e s t r i c =0
numerador=ones (numsim)
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proba=ones (numsim)
f o r ( i in 1 : s i z e (G) [ 1 ] )

expon=0
f o r ( j in 1 : s i z e (G) [ 2 ] )

expon=G[ i , j ]∗ lambdas [ j ]+expon
end

numerador [ i ]=expon
end

numerador=exp ( numerador )
suma=sum( numerador )

f o r ( i in 1 : s i z e (G) [ 1 ] )
proba [ i ]=numerador [ i ] / suma

end
proba

end

func t i on montecarlopnderado ( Opcionreal , numsim ,
i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R, a n t i t e t i c a )

lambdass=ze ro s ( s i z e ( Opcionrea l ) [ 1 ] )
G=ones (numsim∗ s i z e ( Opcionrea l ) [ 1 ] )
#matr iz de v a l o r e s p r e s en t e s
G=reshape (G, numsim , s i z e ( Opcionrea l ) [ 1 ] )
Tray=ones ( s i z e ( i n i c i o : dt : f i n a l ) [ 1 ] ∗ numsim)
Tray=reshape ( Tray , numsim , s i z e ( i n i c i o : dt : f i n a l ) [ 1 ] )

i f ( a n t i t e t i c a ==0)
#No cons ide ra t r a y e c t o r i a s a n t i t e t i c a s
f o r ( i in 1 : numsim)

S=t r a y e c t o r i a ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)
f o r ( k in 1 : s i z e ( i n i c i o : dt : f i n a l ) [ 1 ] )

Tray [ i , k]=S [ k ]
end
#Se almacena l a t r a y e c t o r i a

f o r ( j in 1 : numerodeopciones )
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G[ i , j ]= v a l o r p r e s e n t e (S , Opcionrea l [ j , 1 ] , Opc ionrea l [ j , 3 ] )
end
end

G
end

i f ( a n t i t e t i c a ==1)
#Considera t r a y e c t o r i a s a n t i t e t i c a s
f o r ( i in 1 : 2 : numsim)

S=t r a y e c t o r i a a n t i t e t i c a s ( i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R)
f o r ( k in 1 : s i z e ( i n i c i o : dt : f i n a l ) [ 1 ] )

Tray [ i , k]=S [ k , 1 ]
Tray [ i +1,k]=S [ k , 2 ]
end
#Se almacena l a t r a y e c t o r i a

f o r ( j in 1 : numerodeopciones )
G[ i , j ]= v a l o r p r e s e n t e (S [ 1 : end , 1 ] , Opcionrea l [ j , 1 ] , Opc ionrea l [ j , 3 ] )
G[ i +1, j ]= v a l o r p r e s e n t e (S [ 1 : end , 2 ] , Opcionrea l [ j , 1 ] , Opc ionrea l [ j , 3 ] )

end
end

G
end

r e s=opt imize ( ob j e t ivo , lambdass , method=: l b f g s )
#opt imizac ion usando l b f g s
lambdas=r e s . minimum
#c a l c u l o de p robab i l i dade s con lambda optimo

#Valuacion de montecarloponderado
probas=probasmontecar lo ( lambdas )
r e s u l t a do=ones (numsim)
f o r ( i in 1 : numsim)
r e s u l t a do [ i ]= probas [ i ]∗G[ i , 1 ]
end
sum( r e su l t ad o )
end

124
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#Dec larac ion de v a r i a b l e s
k=8.5
S0=10
R=1.06
f i n a l =5
i n i c i o =0
dt=1/2ˆ6
s2 =0.1415ˆ2
numerodeopciones=6
a n t i t e t i c a =1
Opcionrea l = [10 , 8 . 2 , 13 . 01 , 15 , 20 , 8 . 5

, 2 . 0 5 , 3 . 3 9 2 , . 2 7 2 , 1 . 7 , 5 . 4 2 4 , 2 . 5
, ”C” ,”C” ,”P” ,”P” ,”P” ,”CAg” ]

Opcionrea l=reshape ( Opcionreal , numerodeopciones , 3)
#Str ike , Precio , Tipo

numsim=1100
G=ones (numsim∗ s i z e ( Opcionrea l ) [ 1 ] )
#matr iz de v a l o r e s p r e s en t e s
G=reshape (G, numsim , s i z e ( Opcionrea l ) [ 1 ] )

montecarlopnderado ( Opcionreal , numsim , i n i c i o , f i n a l , dt , S0 , s2 ,R, 1 )
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Apéndice B

Propiedades Básicas de
Esperanza Condicional

Sean X y Y variables aleatorias en (Ω,F ,P), σ(Y ) la σ-álgebra generada
por Y , G una sub-σ-álgebra de F ,D en G y H sub-σ-álgebra de G .

Si c está en R y X = c entonces E(X | G) = c

Demostración. Esto es consecuencia de que la función constante es medible
respecto a cualquier σ-álgebra

Si X ≥ 0 c.s. entonces E(X | G) ≥ 0 c.s.

Demostración. Debido a que X ≥ 0 se cumple:

0 ≤
∫
D

XdP =

∫
D

E(X | G)dP

Y ya que E(X | G) es G-medible y su integral es mayor igual que cero para
todo D significa que E(X | G) es positiva c.s.

Si a y b están en R entonces E(aX1 + bX2 | G) = E(aX1 | G) +E(bX2 | G)
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Propiedades Básicas de Esperanza Condicional

Demostración.∫
D

E(aX1 + bX2 | G)dP =

∫
D

(aX1 + bX2)dP

= a

∫
D

X1dP + b

∫
D

X2dP

= a

∫
D

E(X1 | G)dP + b

∫
D

E(X2 | G)dP

=

∫
D

aE(X1 | G) + bE(X2 | G)dP

Si X1 ≥ X2 entonces E(X1 | G) ≥ E(X2 | G)

Demostración. Consecuencia inmediata de las dos propiedades anteriores

Si X1 ≤ X2 ≤ X3... ≤ Xn y X = ĺım
n→∞

Xn se cumple:

ĺım
n→∞

E(Xn | G) = E(X | G)

Demostración. Por la monotonia de la esperanza condicional sabemos que
{E(Xn | G)}n∈N es no decreciente, aśı que podemos usar el Teorema de la
convergencia monótona.

Si X = ĺım
n→∞

Xn y existe Y en L1(Ω,F ,P) tal que | Xn |≤ Y c.s. entonces:

X Está en L1(Ω,F ,P)

y ĺım
n→∞

E(Xn | G) = E(X | G)

Demostración. Para la demostración definimos Un y Vn como:

Un := ı́nf
m≥n

Xm ≤ Xn ≤ sup
m≥n

Xm := Vn

Se cumple que:

−Y ≤ Un ≤ Un+1 ≤ Xn
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Por lo cual por el Teorema de convergencia monótona podemos afirmar:

ĺım
n→∞

E(Un + Y | G) = E(X + Y | G)

Debido a que E(Y | G) es finita tenemos :

ĺım
n→∞

E(Un | G) = E(X | G)

De forma análoga obtenemos:

ĺım
n→∞

E(Vn | G) = E(X | G)

Lo que nos da:

E(X | G) = ĺım
n→∞

E(Vn | G)

≥ ĺım
n→∞

E(Xn | G)

≥ ĺım
n→∞

E(Un | G)

= E(X | G)

Por lo tanto:
E(X | G) = ĺım

n→∞
E(Xn | G)

Si X está en L1(Ω,F ,P) y g : R→ R es convexa entonces:

g(E(X | G)) ≤ E(g(X) | G)

Demostración. Ya que g(x) es convexa se tiene que (an)n y (bn)n dos secuen-
cias tales que

g(x) = sup
n
{anx+ bn}

Aśı que para cada n se cumple:

E(g(X) | G) ≥ E(anX + bn | G)

= anE(X | G) + bn

= g(E(X | G))
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Se cumple:

E(X | H) = E(E(X | H) | G) = E(E(X | G) | H)

Demostración. La primer igualdad es clara ya que E(X | H) es G-medible,
para verificar E(X | H) = E(E(X | G) | H), consideramos h en H aśı que:

∫
h

XdP =

∫
h

E(X | G)dP =

∫
h

E(E(X | G) | H)dP
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Apéndice C

Una Demostración Pertinente

Si P es una medida de probabilidad y µ̂ el conjunto de todas las medidas
absolutamente continuas respecto a P, podemos afirmar que µ̂ es cerrado.
Sea µ un punto de acumulación de µ̂ y sea {µn}n∈N una sucesión de Cauchy
de elementos en µ̂ que converge a µ. Por demostrar que µ está en µ̂

Demostración. Ya que P es una medida de probabilidad y µi << P existe la
derivada de Radon-Nikodym que denotaremos fi = dµi

dP

Por hipótesis:

|| µn − µm ||→ 0

que puede ser rescrito: ∫
A

| fn − fm | dP

lo que implica:

|| fn − fm ||1→ 0

entonces {fn}n es de Cauchy en L1(P);
entonces existe f en L1(P) tal que:

|| fn ||1→ f
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Una Demostración Pertinente

donde f = dµ
dP .

Por lo tanto:

µn(A)→ µ(A).

Además:

µ(Ω) =

∫
Ω

fdP = ĺım
n→∞

∫
Ω

fndP

= ĺım
n→∞

µn(Ω)

= ĺım
n→∞

1

= 1

Y ya que todas las µn son no negativas µ también lo es. Por lo tanto µ
está en µ̂
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