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Introduccion

Contexto Historico

No cabe duda que fue el matematico estadounidense F. William Lawvere
quien inicié un programa entero de pensamiento sobre la ldgica y los fundamen-
tos de las matematicas en general bajo un contexto categorico. En su tesis de
doctorado [Lawvere, 1963|, defendida en la universidad de Columbia bajo la su-
pervision de Eilenberg en 1963, Lawvere dio una generalizacion para las teorias
algebraicas inspirado en la generalizacion que Grothendieck habia dado para la
teoria de gavillas sobre espacios topologicos.

En su trabajo, Lawvere define a una teoria algebraica como una categoria
(pequefia) A con objetos {AY A A% ... A" ...} donde A™ es el producto de
Al consigo misma n veces. Y donde un morfismo arbitrario n : A" — Al es
considerado como una operacion n-aria.

La motivacion de esta definicion es muy clara cuando aparece la definicion de
una dlgebra de tipo A, también llamada una A-dlgebra, que es simplemente un
funtor que preserva productos finitos de la teoria algebaica A a la categoria de
conjuntos, F': A — Con. Asi, F'(A) es un conjuntoy F(A™) es F(A)x---xF(A)
n-veces. Una operaciéon n : A™ — A se vuelve una operaciéon estandar en el
sentido de la teoria de conjuntos F(n) : FI(A) x --- x F(A) - F(A).

Una A-algebra es un funtor, también llamado un modelo de la teoria A, y
un morfismo entre dos A-algebras es una transformacion natural entre ellos.

En particular, la teoria de grupos puede ser clasificada por una teoria alge-
braica A4, en donde cada grupo es un funtor; ademas, un morfismo entre dos
grupos F' y GG, es una transformaciéon natural 7 : F' — G; la conmutatividad
dada por la naturalidad de 7 da exactamente la preservaciéon de la operacion
binaria y del neutro de esa operacion.

1
Jld
1.

Lawvere denot6 a la categoria de los modelos de A, con transformaciones
naturales como morfismos, como Con™

F(A?) 22 F(A) 22—
G(A%) e G(A) ———

el

VII
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En su trabajo, Lawvere también da una axiomatizaciéon para la categoria de
conjuntos en términos puramente categoéricos y prueba que cualquier categoria
que cumpla esos axiomas es equivalente a Con. Sin embargo, el estudio de la
categoria de conjuntos desde este punto de vista axiomatico no tuvo mucha
atencion; en 1977, en el volumen 10 de Topos Theory, Johnstone opiné que la
axiomatizacion de Lawvere era demasiado especializada y que era muy “rigida”
como para tener estructura interna. No obstante, no le tom6é mucho tiempo
a Lawvere y a otros (incluido Johnstone) ver como la logica podria y quizas
deberia ser desarrollada en un marco categorico.

En 1966, Lawvere publicé en el Journal of Symbolic Logic su trabajo “Functo-
rial semantics of elementary theories” [Lawvere, 1966]. En él, Lawvere extendié
su nocion de categorias algebraicas a teorias de primer orden en general. A cada
teorfa de primer orden con igualdad le corresponde una categoria con ciertas
propiedades a la que Lawvere llama teoria elemental.

Dentro de la definiciéon de teoria elemental ya se involucraba a un objeto
distinguido B que jugaba un papel parecido al del clasificador de subobjetos, el
cual aparecerd mas adelante en este trabajo. Ademas, ésta fue la primera vez en
la que el cuantificador existencial fue presentado como un funtor adjunto. Por
ultimo, en este trabajo, se da un boceto de una prueba categorica del teorema
de completud, que equivale a la existencia de ciertos funtores adjuntos.

Para finales de los anos sesentas y principios de los setentas, el siguiente
“diccionario” se habia elaborado:

Légica Teoria de Categorias
Teoria (con varios tipos) | Categoria

Tipo Objeto (de una categoria)
Formula (con tipos) Subobjeto

Término (con tipos) Morfismo

Interpretacion Funtor

Modelo conjuntista Funtor sobre Con
Homomorfismo Transformacion natural

En 1969, Lawvere y Myles Tierney desarrollaron una correcta axiomatizacion
para definir a un topos elemental. La motivacion de Lawvere venia de la mecéanica
de medios continuos, como él mismo ha aclarado. Mientras que la motivaciéon
de Tierney venia de la teorfa de gavillas.

En 1970, en su articulo “Quantifiers and sheaves” [Lawvere, 1970], se publico
por primera vez la axiomatizacién con la que se definié el concepto de topos
elemental; la cual no sélo es una generalizacion significativa de la nocién intro-
ducida por Grothendieck a partir de categorias de gavillas, sino que también le
brinda al concepto cierta autonomia al quitarle la dependencia de la teoria de
conjuntos.

Un topos tiene una parte geométrica y una parte légica muy importantes,
sin embargo, Lawvere reconoce que lo que generalmente es llamado “l6gica ma-
tematica” podria ser visto como una rama de la geometria algebraica.

En su primera axiomatizacién, a un topos elemental se le pedia tener limites
finitos, colimites finitos, objetos exponenciales y un clasificador de subobjetos.
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Como los axiomas de topos (plural de topos) tienen una forma muy conjun-
tista, los primeros trabajos al respecto se centraron en clarificar la relaciéon entre
topos y la teoria de conjuntos. J. C. Cole y W. Mitchell exploraron las catego-
rias de conjuntos y los modelos de la teoria de conjuntos independientemente
entre 1972 y 1973 en [Cole, 1973] y [Mitchell, 1972]. Como veremos, Mitchell
introdujo un método que luego tuvo un impacto directo en el desarrollo de la
logica categorica.

Fue en abril de 1973, mientras estaba en Montreal, cuando Jean Bénabou
mostré6 que en algunos casos es més conveniente usar métodos logicos para
probar propiedades categoéricas de ciertas categorias, incluyendo a los topos,
introduciendo a la llamada Idgica interna [Bénabou, 1973].

Poco después, en [Osius, 1975], una interpretacion seméntica a la logica in-
terna dada por Bénabou hizo su aparicién bajo el nombre de “semantica de
Kipke-Joyal” en honor a Saul Kripke y André Joyal, con la cual se hizo més
explicita esta conveniencia del uso de la logica. En la semantica de Kripke-Joyal
se usa el concepto de forcing de manera analoga a como se habia hecho en la
teoria de conjuntos.

A partir de estos conceptos que estaban tomando cada vez méas fuerza, se
defini6 la logica de primer orden en un topos como una interpretacion de un
cierto lenguaje con un estilo funtorial parecido al que originalmente habia de-
finido Lawvere, pero tomando como base al concepto de la logica interna para
poder fijar ciertas caracteristicas de interés.

Grothendieck habia ya formulado el concepto de morfismo geométrico en
[Grothendieck, 1957], que son (para nuestros intereses) morfismos entre topos
usados para relacionarlos. El concepto original de morfismo geométrico asigna
a una funcién continua entre espacios topoloégicos a un par adjunto de funto-
res entre sus categorias de gavillas respectivas. Luego, Grothendieck generalizo
este concepto al definir los morfismos entre sus topologias méas generales, que
preservan la geometria entre ellas.

La definicién mas general de topos elemental requirié naturalmente una de-
finicién mas general de morfismo geométrico. En general, un morfismo entre
dos topos elementales f : £ — F consta de un par de funtores f, : € - F y
f*:F — &, donde f* preserva limites finitos y es adjunto izquierdo de f.

La primera aparicion del concepto de topos clasificante se atribuye usualmen-
te a Monique Hakim en los sesentas, pero su trabajo fue publicado sblo hasta
1972 [Hakim, 1972]. El topos clasificante de alguna estructura E es, a grandes
rasgos, un topos B(E) tal que para cualquier otro topos £ (cocompleto), hay
una equivalencia entre los morfismos geométricos de £ a B(F) y los modelos de
la estructura F en el topos £.

Aunque el concepto de topos clasificante fue empleado en varias ocasiones
dentro y fuera del contexto de la logica, fue hasta mediados de los setentas
cuando Joyal y Gonzalo E. Reyes mostraron que toda teoria de primer orden T
“coherente” tiene topos clasificante B(T), que ademés es un topos coherente (en
el sentido definido por Grothendieck) [Joyal and Reyes, 1976].

Ademas introdujeron el concepto de un modelo genérico G de la teoria T,
en el sentido de que todo T-modelo en un topos £ es isomorfo a un modelo p*G
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para un unico morfismo geométrico p : £ — B(T).

El concepto de la ldgica geométrica fue mencionado por Lawvere en su con-
ferencia de 1973 y en la version publicada de la misma [Lawvere, 1975]. En una
palabra, una formula geométrica es una férmula que se preserva bajo morfismos
geométricos. Poco después esta definicion se pudo caracterizar en términos 16gi-
cos como una formula coherente, es decir, del tipo Ya(¢ — 1) donde ¢ y 9 sélo
usan conjuncion A, disyuncion v y cuantificador existencial 3 como conectivos
logicos, pero con la adicion de que las disyunciones infinitarias \/,_; ¢; también
estan permitidas para las formulas geométricas. Una teoria T es geométrica si
s6lo contiene férmulas geométricas.

Joyal, Reyes y Michael Makkai fueron capaces de generalizar muchos de
sus resultados al caso de las teorias geométricas. Sin duda el resultado més
importante es el que afirma que toda teoria geométrica tiene topos clasificante
y modelo genérico. Mas atun, todo topos £ es el topos clasificante de alguna
teoria geométrica, o sea que para cualquier topos £ existe una teoria geométrica
Te tal que € = B(Tg¢).

Gracias a la adiciéon del teorema de Pierre Deligne, se obtuvo un resultado
inesperado: en una teoria coherente T, cualquier formula coherente que pueda ser
probada para modelos estandar en la teoria de conjuntos, es verdadera también
en todo T-modelo de cualquier topos.

El teorema de Deligne afirma que todo topos coherente £ puede ser de
alguna manera caracterizado por sus puntos, es decir, morfismos geométricos
p: Con — &£ con dominio el topos de conjuntos. Este resultado, junto con el
hecho de que el topos clasificante de una teoria coherente es un topos coherente,
hace posible generalizar la completud que hay en la logica conjuntista.

(El lector interesado podra encontrar un contexto historico mas amplio y
mas detallado en [Marquis and Reyes, 2012].)
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Introduccion a la Tesis

El objetivo de esta tesis es el de definir lo que es un topos, desarrollar algunos
de los conceptos bésicos sobre su estructura y su logica interna y mostrar algunas
de las relaciones més importantes que hay entre la teoria de topos y la logica.

Suponemos que el lector esta familiarizado con el concepto de categoria, de
limite y colimite, de funtor, de par de funtores adjuntos y de transformacion
natural. Por supuesto que suponemos que el lector conoce los resultados bésicos
sobre estos conceptos (como por ejemplo el lema de Yoneda).

Todo lo que el lector necesita lo puede encontrar en los primeros capitulos de
[Mac Lane, 1998]. Ademaés de esto, usaremos el concepto de monada para probar
un teorema en el capitulo uno y usaremos algunos resultados sobre colimites
filtrantes en la tltima seccion del capitulo tres.

En el primer capitulo, iniciamos con la definicion de “topos elemental” (o
simplemente “topos”); puede que la definicion no haga clara inmediatamente la
razon de por qué definir algo asi, pero conforme vayamos desarrollando resulta-
dos sobre su estructura, es esperado que se note la similitud que hay entre un
topos y la teorfa de conjuntos, pero sobre todo su relacién con la logica.

Al final del capitulo uno vemos cémo se puede aprovechar la estructura de
algebra de Heyting de los subobjetos de un objeto X en un topos para dar
una interpretacion de férmulas logicas con el llamado “lenguaje de Mitchell-
Bénabou”, luego daremos una 1util interpretaciéon de este lenguaje a través de la
“semdntica de Kripke-Joyal” y concluiremos con un ejemplo de coémo se pueden
constuir los objetos exponenciales en un topos usando la misma férmula que los
define en la teoria de conjuntos.

En el capitulo dos introducimos la nocién de categoria de gavillas sobre una
topologia de Grothendieck y probamos que es de hecho un topos; un topos asi
es llamado un topos de Grothendiek. Este concepto es muy importante histo-
ricamente pues los topos de Grothendieck dieron pie a la definicion general de
topos elemental. Ademas de que gracias a ellos podremos construir una gran
cantidad de ejemplos que son relevantes para las mateméaticas en general, esta
nocion serd muy util mas adelante para la construccion del topos clasificante de
una teoria geométrica, que resulta ser un topos de Grothendieck.

En el capitulo tres motivamos a las definiciones de “morfismo geomético” y
de “morfismo entre sitios” a partir de las funciones continuas entre dos espa-
cios topoldgicos. Luego introducimos los conceptos de topologia subcanoénica y
topologia canénia, los cuales son casos particulares de topologias de Grothen-
dieck con algunas propiedades que nos resultardn de mucha importancia ya que
el topos clasificante de una teoria geométrica es un topos de Grothendieck con
topologia subcanonica.

Las ultimas dos secciones del capitulo tres estan dedicadas casi exclusiva-
mente a comprender y probar el teorema de Deligne, el cual afirma que un
topos coherente tiene sufientes puntos. Es importante para nosotros este teore-
ma, pues en el altimo capitulo haremos una construccion del topos clasificante
de una teoria coherente como un topos coherente, gracias a esto, usando el teore-
ma de Deligne probaremos una version del teorema de correctud para féormulas
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coherentes.

Iniciamos el capitulo cuatro definiendo una ligera generalizacion de la logica
de primer orden (en la que tenemos multiples tipos), definimos lo que es una
estructura de ese lenguaje en un topos arbitrario y vemos cémo podemos in-
terpretar las formulas de primer orden en cualquier estructura. Al final vemos
coémo, a partir de una estructura M en un topos £ y un funtor entre topos
f & = F que preserva productos finitos, podemos obtener una estructura fM
en F.

Luego definimos lo que es una formula geométrica y una formula coherente,
y luego definimos lo que es una teoria geométrica y una teoria coherente. La
importancia de las teorfas geométricas y coherentes radica en que si M es un
modelo de una teoria geométrica o coherente T'y f* es el funtor imagen inversa
de un morfismo geométrico entonces la esturcura f*M también es modelo de la
teorfa T

En la ultima secciéon del capitulo cuatro definimos a la categoria de obje-
tos definibles sobre un modelo M. Ademaés, dotamos a esta categoria con una
topologia de Grothendieck. La motivacion para definir a esta categoria con su
topologia es que sera de mucha ayuda para construir al topos clasificante de una
teoria geométrica o coherente en el siguiente capitulo.

En el capitulo cinco definimos lo que es el topos clasificante de una teoria y
luego procedemos a definir al sitio sintactico de una teoria T. Este sitio tiene
una construccion similar a la de la categoria de objetos definibles, pero en este
caso tomamos en cuanta a todos los topos. Aunque la construccion que hacemos
aqui estd basada en la que aparece en [Mac Lane and Moerdijk, 1992], nosotros
hacemos una definicién diferente para el sitio sintactico de una teoria geométrica
y el de una teoria coherente.

En la segunda seccién probamos que el topos de gavillas sobre el sitio sintéac-
tico de una teoria geométrica o coherente es un topos clasificante de esa teoria.
Luego, en la ultima seccién, definimos lo que es un modelo universal de una teo-
ria y mostramos que el topos clasificante de una teoria siempre tiene un modelo
universal de la teoria que clasifica. Ademas, para el caso de un topos clasificante
como el que construimos en la seccién anterior, damos explicitamente al modelo
universal.

Finalmente notamos que el topos clasificante de una teoria coherente (como
el que construimos nosotros) es un topos coherente, gracias a esto, usando el
teorema de Deligne, llegamos a un resultado bastante importante: en una teo-
ria coherente 7', una féormula coherente es verdadera en todo modelo de T en
cualquier topos si y sélo si es verdadera en todo modelo de T' de la teoria de
conjuntos.

El ultimo capitulo muestra una pequena compilacion de ejemplos de topos
clasifiantes de diferentes teorias.



Capitulo 1

Un Topos y Su Estructura

En este capitulo, definimos lo que es un “topos elemental” (o simplemente
“topos”) y probamos varios resultados importantes sobre su estructura, en par-
ticular probamos que un topos es cartesiano cerrado y que los subobjetos de un
objeto X forman un &lgebra de Hayting con su orden natural.

Al final del capitulo vemos como se puede aprovechar la estructura de élgebra
de Heyting de los subobjetos de un objeto cualquiera para dar una interpreta-
cion de formulas logicas con el llamado “lenguaje de Mitchell-Bénabou”, luego
daremos una tutil interpretacién de este lenguaje a través de la “semdntica de
Kripke-Joyal” y concluiremos con un ejemplo de como se pueden constuir los
objetos exponenciales en un topos usando la misma férmula que los define en la
teoria de conjuntos.

1.1. Definicién de Topos

Definicién 1.1. Un topos es una categoria £ localmente pequenia que cumple
los siguientes axiomas:

1. &€ tiene todos los productos fibrados.
2. & tiene objeto terminal 1.

3. Existe un objeto Q (llamado el clasificador de subobjetos) en £ y un mo-
nomorfismo verdad : 1 —  de forma que para cada monomorfismo
m : S — B existe una tnica flecha ¢ : B — 2 en £ tal que el siguiente
diagrama es un producto fibrado:

1
[verdad
Q

T

B—
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En este caso escribimos ¢ =car S o ¢ =car m, y llamamos a ¢ el mapeo
caracteristico de m (a veces llamado el mapeo clasificador de m).

4. Para cada objeto B existe un objeto PB y un morfismo e : Bx PB —
tal que para cada morfismo f : B x A — Q hay un tnico morfismo g :
A — PB tal que el siguiente diagrama conmuta:

A BxA—' q
\ \
9| 1xg|
4 ‘

Note que hay una biyeccion
Home (B x A, Q) =~ Homg(A, PB) (1.1)
dada por la correspondencia f — ¢ y la inversa dada explicitamente como
g f=ep(lxg)
llamamos a g la P-transpuesta de f y f = g la P-transpuesta de g.

Ejemplo 1.2. El ejemplo mas sencillo de un topos es la categoria de los conjuntos
Con (sobre la cual esta inspirada la definicion de topos). Un objeto terminal
en Con es un conjunto unitario {x} y el clasificador de subobjetos es 2 = {0, 1}
con morfismo (funcion) verdad : {#} »— {0, 1} tal que verdad(x) = 1. (Esto se
puede comprobar facilmente usando la biyeccion canénica que hay entre P(X)
y 2% para todo conjunto X.)

Para cada conjunto B, el objeto PB es su potencia P(B) y el morfismo
ep : Bx PB — {0,1} es tal que, paratodo X e By Y € P(B), ep(X,Y) =1
siysolosi X eV

Ejemplo 1.3. Otro ejemplo sencillo de definir es el topos de pregavillas sobre una
OoP

categorfa C: Dada una categoria C, la categoria Con® | cuyos objetos son los
funtores contravariantes de C' a C'on y cuyos morfismos son las transformaciones
naturales que hay entre ellos, es llamada la categoria de pregavillas sobre C'. Esta
categoria es un topos.

El topos de pregavillas mas sencillo de visualizar es aquel en el que C' es una
categoria discreta. Es facil comprobar que en este caso el objeto terminal es “C
copias” de {«}, el clasificador de subobjetos es “C copias” de {1,0}, etcétera.
(jEn este topos hay “2¢” valores de verdad!).

Ejemplo 1.4. Otro ejemplo util es el de el topos de gavillas sobre un sitio (C, J)
(que es una subcategoria de la categoria de pregavillas sobre C). En el capi-
tulo 2 definiremos exactamente lo que es un sitio y una categoria de gavillas y
probaremos que en efecto es un topos.

Aunque se puede probar que un topos de gavillas es equivalente a un topos
de pregavillas, la estructura que le da el sitio del que proviene es muy util.
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Ahora veamos que de la asignacién de objetos B — PB podemos definir a
un unico funtor P : £ — & gracias a la propiedad que se le pide en el punto 4
de la definicion 1.1.

Dado un morfismo h : B — C, podemos definir un morfismo Ph : PC — PB
como la P-transpuesta del morfismo eco(hx 1) : B x PC — €, de manera que
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

PC B x PC - 0% PC
| |

Ph| 1xPh| Jec
4 v

PB BxPB—— Q)

De esta forma, si tenemos el par de morfismos
AL B

entonces P(hg) es la P-transpuesta de ec(hg x 1), pero si consideramos el
siguiente diagrama:

AxPC&BxPC%CxPC’

1xPh 1><PhJ

AXPBWBXPB €c

1xPg \
€B

Ax PA Q

€A

que es conmutativo por la definicion de Ph y de Pg, y el hecho de que
(hx1)(gx1)=(hgx1)y (1 x Pg)(lx Ph)=(1x PgPh),

obtenemos que PhPg es P-transpuesta de ec(hg x 1) de donde, por la unicidad
de la P-transpuesta, se tiene que P(hg) = PgPh. Asi, P : £ — £ definido de
esta forma es un funtor contravariante.

Un morfismo X — B puede ser considerado como un tipo de “elemento”
de B, mas en especifico, diremos que es un elemento (generalizado) definido
sobre X. Los elementos definidos sobre el objeto terminal 1 — B son llamados
elementos globales.

Por otro lado, una flecha B — ) puede ser considerada como un predica-
do para B, o una propiedad de elementos generalizados de B. Por ejemplo, el
predicado “verdad de B” es

! -dad
verdadp : B 2> 1 X% Q)

donde !5 es el tnico morfismo que hay de B al objeto terminal 1.
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Dado S — B un subobjeto de B y pg su mapeo caracteristico, por el pro-
ducto fibrado de la definiciéon del clasificador de subobjetos 2, uno tiene que un
objeto generalizado X - B “pertenece a S” (se factoriza a través de S »— B)
si pg(x) = verdad x, donde pg(x) es simplemente g o x.

1

lverdad

Intuitivamente, el mapeo caractristico de S es el predicado de B que es ver-
dadero exactamente en aquellos elementos generalizados de B que pertenecen a
S. Ademas, por la unicidad de ¢g, tenemos que cualesquiera dos predicados de B
son iguales si y solo si son verdaderos para los mismos elementos (generalizados)
de B. (Este es un principio de extensionalidad.)

Para cada objeto B del topos, tenemos que B =~ B x 1 por lo que el isomor-
fismo (1.1) se puede escribir como

Homg(B,QY) ~ Homg(B x 1,Q) = Homg(1, PB).

Ademas, sim : S — By m':S5 » B son dos subobjetos de B, decimos
que son isomorfos (como subobjetos de B) si existe un isomorfismo f : S — S’
tal que m’ o f = m. Note que en este caso, S y S’ tienen al mismo mapeo
caracteristico.

Asi, podemos definir al conjunto de subobjetos de B en £ de la siguiente
manera;

Definicién 1.5. SubgB es la familia de subobjetos de B en £ (salvo isomorfis-
mo) y por lo anterior:

Subg B ~ Homg(B,Q) = Homg(1, PB).

Ademas, se le puede definir un orden parcial a SubeB: si m : S — By
m’ : S’ — B son subobjetos de de B, entonces decimos que S < S’ si existe
un morfismo f : S — S tal que m’ o f = m. Note que en este caso f es un
monomorfismo, por lo que en efecto S es también subobjeto de 5.

Un subobjeto de B tiene las correspondientes tres descripciones:

m:S — B, ¢: B —Q, s:1— PB,

como una clase de equivalencia de monomorfismos hacia B, como un predicado
de B, y como un elemento global del objeto potencia PB (que se definié en el
punto 4 de la definicion 11). Cuando m, ¢, y s corresponden de esta manera,
escribimos

S ={b| ()}, ¢ =car S = xg, s="¢",



1.1. DEFINICION DE TOPOS 5
y llamamos a S la extension del predicado ¢, a ¢ la funcidn caracteristica de S
y a s el nombre de ¢ (o de S).

Explicitamente, el nombre de ¢ se calcula usando la propiedad universal de
la potencia PB como en el siguiente diagrama:

1 Bx1———B
‘ \

O 1" | J(za
+ <4

PB BXPBTQ

Lema 1.6. 1) En un topos, todo monomorfismo es un igualador.
2) Un morfismo es isomorfismo si y sélo si es mono y epi.

Demostracion. De la definicion de clasificador de subobjetos tenemos que un
monomorfismo m : S — B es el igualador de su caracteristica x,, y de verdadp
pues verdadp o f = verdadx para toda flecha f: X — B.

Ahora, si un monomorfismo e es igualador de dos flechas f y g y ademas
es epi, entonces fe = ge por lo que f = g pero un igualador de f y f es
necesariamente un isomorfismo por lo que e lo es.

O

Aunque en algunos textos la condiciéon de que un topos tenga colimites finitos
aparece como un axioma, los axiomas de topos presentados aqui son suficientes
para probar que tiene todos los colimites finitos.

Para probar esto usamos el concepto de ménadas que puede ser encontrado
en [Mac Lane, 1998] en las paginas 133 a 151.

Probemos que el funtor potencia P es “su propio” adjunto izquierdo y por lo
tanto define una monada.

Teorema 1.7. El funtor P : £P — &£ tiene como adjunto izquierdo a P°P :

E—EP.

Demostraciéon. El funtor P°P es “el mismo” funtor contravariante P pero es
considerado actuando sobre £ y no sobre £°P. Usando el isomorfismo canénico
que nos da la conmutatividad del producto A x B =~ B x A tenemos los siguientes
isomorfismos naturales:

Homg(A,PB) = Homg(B x A,Q) =~ Homg(A x B,Q)

~ Homg(B, PA) =~ Homgor (PP A, B).
O

Aplicamos el teorema de Beck para probar que P es monadico. Uno puede
probar que P es un funtor fiel, por lo tanto refleja monomorfismos y epimorfis-
mos, pero como en un topos un morfismo es iso si y s6lo si es mono y epi, entonces
P refleja isomorfismos. Ademés, £ tiene coigualadores de pares reflexivos pues
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son simplemente igualadores de £. Usando la condiciéon de Beck-Chevalley uno
puede probar ademas que P preserva coigualadores de pares reflexivos. Por lo
tanto P es monédico en virtud del teorema de Beck.

Corolario 1.8. Un topos £ tiene todos los colimites finitos.

Demostracion. Sea T' = PP la ménada definida en £ por el funtor potencia
y ET la categoria de T-algebras correspondiente, el funtor que olvida €7 — &
crea limites. Si J es cualquier categoria finita, entonces £ tiene todos los J°P-
limites, por lo tanto €7 también tiene todos los J°P-limites. Pero, como P es
monadico, £ es equivalente a £T, y equivalencias de categorias preservan todos
los limites finitos. Por lo tanto £°P tiene todos los J°P-limites, asi £ tiene todos
los J-colimites.

O

En teoria de conjuntos, cualquier funciéon puede descomponerse como una
funcién suprayectiva seguida de un encaje. Como ahora tenemos colimites, po-
demos probar que esta factorizacion se da en cualquier topos: todo morfismo se
factoriza como un epi seguido por un mono.

Al mono m le llamamos imagen de f si f se factoriza a través de m, digamos
como f = me para algun e, y si, siempre que f se factoriza a través de un mono
h, también m lo hace.

A—1 B — Im(f)"— B

Nz

Esto dice en efecto que m es el menor subobjeto del codominio de f a través
del cual f se puede factorizar.

Proposicion 1.9. En un topos, todo morfismo f : A — B tiene una imagen
m: Im(f) — B y se factoriza como f = me con e epimorfismo.

Demostraciéon. Dado f: A — B, construimos el diagrama por pasos

A—1 sp———c
A Yy

e / m

Im(f)

Primero tomamos el par cokernel x,y de f; este par puede ser construido
como el coproducto fibrado de f con f. Sea m, con dominio I'm(f), el igualador
de este par z,y, entonces zm = ym y m es monomorfismo. Ademés, como
xzo f =yo f entonces f se factoriza a treavés del igualador m como f = me
para alguna flecha e como en el diagrama de arriba.

Usando las propiedades de esta construccion es facil ver que si f se factoriza
a través de un mono h, entonces m también lo hace. Por lo que m es en efecto
imagen de f. Ademas f es epi si y s6lo si m es iso. De donde, repitiendo esta
construcciéon para e, es inmediato que e debe ser un epimorfismo. O
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Proposicion 1.10. Para cada objeto A en un topos, la coleccion parcialmente
ordenada Sub(A) es un dlgebra de Heyting.

Demostracion. Dados dos subobjetos S — A y T — A podemos formar la

interseccion como su mayor cota inferior en Sub(A) simplemente tomando su

producto fibrado. Ademas, del coproducto de S y T tenemos una flecha dada
s+t

por su propiedad universal S+ 71T —> A que no necesariamente es un mono. La

union de S y T, sera entonces la imagen de s + ¢.

SnT——T S+T+———T

L]

S—A S—A

Esta reticula tiene cero 0 — A y uno A 14, 4. Ademaés, si dos subobjetos
de A son disjuntos (es decir, si S nT = 0), entonces su coproducto coincide con
su unién: S+ T =~ S uT, de donde si m; : S; » A con i € I es una familia
de subobjetos de A disjunta por pares entonces su coproducto 1LS; existe y el
morfismo inducido m : 11S; — A es de nuevo mono y por lo tanto representa al
supremo de los subobjetos S;. Dados Ty T’ subobjetos de A, construimos al
subobjeto implicaciéon T = T" como el supremo de los subobjetos S de A tales
que S nT < T’y el seudo-complemento —7T es el subobjeto (T = 0).

O

Como tenemos un isomorfismo natural Sub(A ) ~ Homg(A, Q) para cada
objeto A de £ y Homg(A,Q) x Homg(A, Q) = me(A,Q x Q), podemos
definir a un morfismo () ,:

Homg(A, Q2 x Q) - N _ > Homg(A,Q)

Homg(A, Q) x Homg(A, Q)

12

>~

Sub(A) x Sub(A) ——, Sub(A)

Ademas (1), es natural en A. Asi, usando el lema de Yoneda, esta dltima
operacion debe entonces estar inducida via composiciéon por un tnico morfismo:
N 2
Q x Q = Q. De manera analoga se definen

Qx05Q,
QxN=0
y Q-5Q

a partir de la unién, la implicacién y el seudo-complemento respectivamente.
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Un morfismo A % B en £ , induce un morfismo k! entre las algebras de
Heyting Sub(B) y Sub(A) dado por el producto fibrado:

U S) - - -8
T
E7L(s) | s
N

Ademas podemos definir un morfismo 3;, de Sub(A) a Sub(B) a partir de la
imagen:

S———+>Im(ks)
T
S \Hk(s)

1

De esta forma, tenemos dos funtores
k™1 Sub(B) — Sub(A) 'y 3j: Sub(A) — Sub(B);

uno puede comprobar que 3 es adjunto izquierdo de k~'. Ademés, k! tiene
un adjunto derecho al que llamaremos Yy, : Sub(A) — Sub(B).
A partir de lo anterior podemos definir a los morfismos

Jx: PA—-PB y V,: PA— PB
gracias a los isomorfismos

Homg(X,PA) = Homg(A x X, Q) = Sub(A x X)

Fkx1)
Sub(A x X) ¢ Sub(B x X)
Vikx1)

~ ~

(Fk)x
Homg(X,PA) ———X Homg (X, PB).
(Vi) x

Usando nuevamente el lema de Yoneda, tenemos que (3;)x y (V) x deben
estar inducidos de manera tnica por morfismos

EP
PA V4> PB
k

Asi 3 es adjunto izquierdo interno de Pk y Vi es su adjunto derecho interno.
(Pk se puede definir de forma anéaloga a partir de

(kx1)7!: Sub(B x X) — Sub(A x X)

iY obtenemos la misma Pk que como la habiamos definido antes!)
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1.2. Logica Interna de un Topos

A continuacion definiremos un lenguaje con el que podremos dar férmulas 16-
gicas como las que se usan en la teoria de conjuntos, esto nos permitiré construir
subobjetos y enunciar axiomas. Ademés daremos una interpretacion semantica
de estas formulas.

Definicién 1.11. Presentamos ahora el lenguaje de Mitchell-Bénabou para un
topos & dado.

Definimos las expresiones de este lenguaje recursivamente empezando por
las variables. Para cada objeto X habran variables x,2’,... del tipo X; cada
una de estas variables se interpretard como la identidad x : X 1X, X. Mas en
general, un término o del tipo X involucrara en su construccion ciertas variables
Y, Z, W, . .., tal vez algunas de ellas repetidas. Listamos las variables por orden de
aparicion y, z, w dejando de lado las que se repiten; si los tipos de las variables
respectivos son Y, Z, W, entonces el producto Y x Z x W en &£ es llamado la
fuente (o el dominio de definicion) del término o, mientras que la interpretacion
de o sera un morfismo

c: Y xZxW-—-X

de £. (En el evento de que o contenga, digamos, dos diferentes variables y, 3’
de el mismo tipo Y, su fuente involucrara un producto binario correspondiente
Y x Y.) Para simplificar, nuestra notacion no distinguira entre un término o
(que es un objeto linguistico) y su interpretacion (que es un morfismo en el
topos &).

Aqui estan las clausulas inductivas que simultaneamente definen los términos
del lenguaje y su interpretacion:

1. Cada variable x de tipo X es un término de tipo X; su interpretacion es
laidentidad z =1x : X —» X

2. Un morfismo f: X — Y de £ y un término o : U — X de tipo X juntos
forman un término f o o de tipo Y, con su obvia interpretaciéon como la
composicién

foo:US XLy

3. A partir de dos términos o y 7 de tipos X y Y, interpretados por o :
U—- Xy7:V —> Y obtenemos un término (o,7) de tipo X x Y su
interpretacion es

(op,7q) : U XV > X xY

donde p y ¢ son las proyecciones evidentesp : UxV - Uyq:UxV — V.

4. De dos términos 0 : U - X y 7 : V — X de el mismo tipo X podemos
obtener al término o = 7 de tipo 2, interpretado por

(0=7):UxV P xx x %%, q

donde (op,Tq) es como en el caso previo, mientras que dx es el mapeo
caracteristico de la diagonal A = (1x,1x): X — X x X.
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5. Si tenemos términos o : U — X y 7 : V — PX de tipos X y PX
respectivamente, definimos al término o € 7 de tipo (2 interpretado como

cer:Ux VM, x px X,

Los términos de tipo 2 también son llamados formulas del lenguaje. A las
formulas les podemos aplicar los conectivos usuales de la logica A, v, =, —, asi
como los cuantificadores, para obtener términos compuestos también de tipo (2.
Dadas dos férmulas ¢ : U — Q y ¢ : V — €, definimos a las férmulas

bad:UxV I, 0020

by Ux VY, 000
b= Ux VPP 0020,
—¢: U502 Q,

Ahora interpretamos a los cuantificadores: supongamos que ¢(z,y) es una
férmula con una variable libre x del tipo X y otras y,... que juntas tienen una
fuente X x Y € £ como arriba. Entonces ¢(x,y) es interpretada por una flecha
X xY — Qde&. Se pretende obtener de la anterior flecha una formula Vzé(z, y)
que ya no contenga a x como variable libre, es decir, debe ser interpretada por
un morfismo Y — (). Esto se puede hacer como sigue:

A partir del isomorfismo de la definicion de la potencia de un objeto,

Home(X x Y,Q) = Homg (Y, PX),

obtenemos de ¢(z,y) : X x Y — Q al morfismo \x¢(z,y) : Y — PX. Considé-
rese ahora al mapeo tnico p : X — 1, al morfismo inducido P(p): P1 - PX y
a sus adjuntos
ap
P(p)
PX Y P1=Q.
Y
Definimos entonces a Vzé(z,y) v a Iz¢(z,y) como

Vaed(z,y) : Y 2200, px T, q

Jre(z,y) Y 2220, px P, q)

De forma usual, tomaremos la convencién de hacer explicito el tipo de la
variable cuantificada siempre que se requiera y escribiremos Vo € Xo(z,y) v
Jz € Xo(x,y) para Veo(z,y) y Jzd(z,y). Aqui lea z € X como “z del tipo X”.

Si ¢(x,y) es una formula con variables libres x, y, escribimos {(x,y) | ¢(x, y)}
o {(z,y) € X xY | ¢(x,y)} para denotar al subobjeto de X x Y clasificado por
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la interpretacion de ¢(z,y); esto significa que este subobjeto es la esquina del
producto fibrado

{(@,y) | o(z,9)} ——1

verdad

XxY —Q.
#(z,y)

Con esta convension, podemos escribir las expresiones usuales tales como
{x € X | ¢(x)} para denotar subobjetos de un objeto dado X, como si el objeto
del topos £ tuviera elementos = (aunque en general no los tiene). {z | ¢p(z)} es
una notacion para la “extension” de la formula ¢(x) en el topos E.

La interpretacion de los cuantificadores V& y dx pueden alternativamente
describirse como sigue. Sea m : X x Y — Y la proyeccion, consideremos los
adjuntos (externos) de w1 : Sub(Y) — Sub(X x Y):

Ve Sub(X xY) — Sub(Y), 3p:Sub(X xY)— Sub(Y)
Entonces, del subobjeto {(z, y)|d(x, y)} € Sub(X xY) obtenemos subobjetos

Vel{(z,9) [ 6z, 9)}) v I=({(z,9) | $(z,)})

elementos de Sub(Y). Se sigue de las definiciones que estos son precisamen-
te los subobjetos de Y correspondientes a las formulas Vaé(z,y) v Jzd(x,y)
respectivamente.

A continuacion, describimos la verdad (méas modestamente, usualmente di-
remos “validez”).

Definicién 1.12. Decimos que ¢(z,y), una formula del lenguaje interno de un
topos &, es univesalmente vdlida en & si su interpretacion ¢(x,y) : X x Y — Q
se factoriza a través de verdad : 1 — €. Note que esto pasara si y solo si el
subobjeto

{(@,y) [ oz, y)} = X xY

es un isomorfismo, es decir, es de hecho el mayor subobjeto X x Y mismo.

Si ¢ es una formula sin variables libres, entonces su interpretacién es un
morfismo del producto vacio 1 en 2. Entonces ¢ sera valida siy sélosi ¢ : 1 — Q
coincide con el morfismo verdad : 1 — €. En este caso decimos también que ¢
se da en £ o que ¢ es verdadera en E.

Asimismo, la formula ¢(x,y) con variables libres z,y de tipos X y Y es
universalmente vélida en &€ si y s6lo si la férmula universalmente cuantificada
VaVyo(x,y), cuya fuente es 1, es valida en &.

Note ademés que si ¢(z) es una formula de la forma p(z) = ¥ (x), entonces
¢(x) es verdadera si y solo si

{z]p(@)} < {z]¢@)}

como subobjetos de X, dado que en toda algebra de Heyting H, cualesqueira
dos elementos a y b cumplen que a < b si y sb6lo si a = b es el supremo del
algebra.



12 CAPITULO 1. UN TOPOS Y SU ESTRUCTURA

Del hecho de que Homg(B x A,)) =~ Homg(A, PB), tenemos que PB =~
Q8. Usando el lenguaje recién definido, se puede construir a cualquier objeto
exponencial C® dados dos objetos de un topos C'y B.

En teorfa de conjuntos, CE es el conjunto de funciones de B a C, es decir,
es el subconjunto de los f de B x C tal que para cada b € B existe un tnico
c € C tal que (b,c) € f, esto lo podriamos escribir como

CP ={feP(CxB)|(VbeB,3ce C((b,c)e f))n
(Vbe B,Vee C,Vc € C(((b;c) e f A (b,d) e f) = (c={)))}

Es posible hacer una construcciéon de los exponenciales tomando esta defini-
cién conjuntista y traduciéndola a su interpretacion en £ como en la definicion
de la logica interna. Luego habria que probar que este subobjeto de P(B x C)
cumple la propiedad de los exponenciales:

E(Ax B,C) = &E(A, BY).

El anterior procedimiento se podria llevar a cabo usando las definiciones
dadas, sin embargo es conveniente desarrollar primero una notacién para la
semantica apropiada de un topos &: la llamada semantica de Kripke-Joyal.

Definicién 1.13. Sean ¢(z) una férmula con una variable libre z de tipo X y
a: U — X un elemento generalizado (con imagen I'm(a) en Sub(X)), decimos
que U forza a ¢(a) siy solo si Im(a) < {z| ¢(x)}. En este caso, escribimos

U I+ ¢(a).

En otras palabras, U |- ¢(«) si y solo si a se factoriza a través de {z | ¢(x)},
como en el diagrama

fz g} ——1

- Jverdad
~
~
Q.
)

U = X o

Para formulas tales como ¢(x,y) o ¢(x,y, z) con variables libres adicionales,
definimos el forcing de manera similar. Para elementos generalizados o : U — X
y B:U — Y, decimos que U forza a ¢(c, B) (es decir, U forza a ¢(x,y) donde
x,y son interpretadas por o y ), en notacion U |- ¢(a, 3), si y solo si el
morfismo (o, ) : U — X x Y se factoriza a través de {(z,y) |¢(z,y)} — X x Y.

En el caso extremo en el que la férmula ¢ no tiene variables libres, entonces
para cada objeto U de £ uno tiene que U |- ¢ si y soélo si el tinico morfismo
U — 1 se factoriza a través del subobjeto {e | ¢} — 1 clasificado por ¢ : 1 — Q
(en efecto, al no tener variables libres, la fuente de la formula ¢ es el producto
vacio 1, por lo que su interpretacion es un morfismo ¢ : 1 — Q). En particular,
esto significa que para una formula ¢ sin variables libres

1I-¢ siyso6losi ¢ =wverdad:1— Q
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Asimismo, considere al siguiente ejemplo donde la formula (z = 2’) esta
interpretada por la delta de Kronecker §x : X x X — Q que es la funciéon
caracteristica de la diagonal A : X — X x X porloquesia: U — Xy
B : U — X son elementos generalizados de X, entonces U |- (o = ) si existe
f:U — X tal que

Aof=(a,p):U—>XxX

pero entonces al componer con las proyecciones, como A = (Idx, Idx) tenemos
que

[f=mAf=m(xB)=a
y f=mAf=m(a,B)=p

por lo que U | (a = $3) si de hecho el morfismo « es igual al morfismo 5.

Las siguientes dos propiedades de la relacion de forcing se siguen de la defi-
niciéon:

Monotonia: Si U |+ ¢(a), entonces, para cualquier morfismo f : U’ — U en
E, también se tiene U’ |- ¢(a o f).

Caracter local: Si f : U’ — U es un epimorfismo y U’ |- ¢(a o f), entonces
también U |- ¢().

El comportamiento de la relacion de forcing |- con respecto a los conectivos
logicos y a los cuantificadores es resumido en el siguiente teorema. (Por conve-
niencia, el teorema esta formulado en términos de formula con una sola variable
libre x de tipo X pero es sencillo generalizar a formulas con méas variables libres.)

Teorema 1.14. Sean ¢(x) y p(x) dos férmulas con una variable libre x de tipo
X ya:U — X un elemento generalizado de X, entonces

1. Uk ¢(a) A () siy sdlo siU - d(a) y U I-y(a);

2. U I+ ¢d(a) v p(a) siy solo si existen flechasp:V — U yq: W — U tales
que el morfismo definido por su coproducto p+q:V + W — U es epi, y
se dan ambos V' |- ¢(ap) y W I ¥(aq);

3. U (¢(a) = () siy sdlo si para cada objeto V' y para cada morfismo
p:V — U siempre que V I ¢(ap) se tiene también que V' I+ (ap);

4. U I+ —¢(a) si y solo si para cada morfismo p : V. — U, si V I ¢(ap)
entonces V = 0.
Para los cuantificadores, consideremos una férmula ¢(x,y) con una va-

riable libre adicional “y” de tipo Y .

5. Uk Jyo(a,y) siy solo si existe un epimorfismop: V — U y un elemento
generalizado 5:V =Y tal que V I~ ¢(ap, 5);

6. U I+ Vyd(a,y) siy sdlo si para todo morfismo p:V — U y todo elemento
generalizado §:V — Y, uno tiene que V I ¢(ap, B).

Para el cuantificador universal, se tiene también
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7. U - Vyo(a,y) siy solo si U xY |+ ¢(am,m2) donde mp : U XY - U y
mo : U xY —Y son las proyecciones.

Esta dltima cldusula fortalece a 6, por esta razdon, me puede ser llamado
un “elemento genérico” de tipo Y .

Antes se dijo que una formula ¢(x,y) es universalmente vdlida si y sdlo
st la interpretacion
VaVyp(x,y) : 1 — Q

es el morfismo verdad : 1 — Q. En efecto, de 6 podemos concluir

8. ¢(x,y) es universalmente vdlida si y solo si 1 |- YaVyo(z,y).

Note que la cldusula 2 incorpora la regla intuicionista para la disyuncion.

Demostracion. Para 1, Si las formulas ¢(z) : X — Q y ¢(x) — Q clasifican a
{z|o(x)} — X ya{x]|y(z)} — X respectivamente, entonces por la definicion
de A : Q x Q — Q tenemos que su infimo

{zlo@)} Mz |v(@)} — X

esté clasificado por A o (¢(x), 1 (z)) que por definicion es ¢(x) A ¥(x). En otras
palabras, tenemos el producto fibrado

{z] o(x) A () ph——{z ] o(2)}

{z ()} X,

por lo que a: U — X se factoriza a través de ¢(z) A ¢(x) siy solo si lo hace a
traves de las esquinas del producto fibrado ¢(x) y ().

Para 2, recordemos que ¢(z) v 9(x) clasifica al supremo de {z | ¢(x)} y
{x | ¥(z)} entonces, por definiciéon tenemos

{z]o(@)} +{z [(2)} — {z | ¢(x) v ¢(2)} — X,

Supongamos que p: V — U y q: W — U son de tal forma que ap y aq se
factorizan a través de ¢(x) y 1(x) respectivamente y que p+¢q: V+W — U
es un epimorfismo. Entonces, a(p + ¢) = (ap + aq) se factoriza a través de
o(x) + ¥(x) y por lo tanto a través de ¢(z) v ¥ (z), es decir

VW Ik (¢(alp +q) v (alp + ),

luego, usando la propiedad del caracter local de la relacion de forcing, como
p + ¢ es epi, tenemos que U I+ (¢(a) v ¥(a)).

El regreso se sigue inmediatamente de la propiedad de monotonia de la
relaciéon de forcing.

Para 3, primero supongamos que U |+ ¢(«) = ¢(a) y tomemos ap: V — U
tal que ap se factoriza a través de {x|¢(x)}. Como también se factoriza a través
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de {z | #(x) = ¢(x)} (pues a lo hace) y por la definicion de la implicacion
(b= ¢) A b< ¢, sesigue que ap también se factoriza a través de {z | ¥(z)}.

Conversamente, sea M la imagen de a : U — X, consideremos al producto
fibrado de {z | ¢(x)} — X a lo largo de « como en el diagrama

U M X.

(03

Esto determina un objeto V' y un morfismo p : V. — U tal que V' I ¢(ap).
Por hipotesis V' - 1 (ap), pero por el diagrama, la imagen de ap es M n{z|p(z)}
por lo que, por definicién de forcing y de imagen

M {z [ ¢(z)} < {z[P(x)}.

Pero por definicion de la implicacion, obtenemos que M < {z|p(x) = ¢(x)}
por lo que, al ser M imagen de « y por definiciéon de forcing, tenemos que
U - ¢(a) = ¥(a).

Para 4, como —¢(x) es ¢(x) = 0 por definicion, entonces por el inciso ante-
rior, U |- —¢(z) si y solo si para cada V 2> U, si V |- ¢(ap) entonces V I 0(ap)
pero esto tltimo pasa si y solo si V' = 0 pues implicaria que Im(ap) < 0 pero
el tnico subobjeto del objeto inicial 0 es él mismo, por lo que Im(ap) = 0 y asi
V=0

Para 5 tenemos, de la definicién de 3, al cuadrado conmutativo

{@y) oz, y)hr——" X xY

| I

{z | yo(z,y) pr——— X.

Supongamos primero que « : U — X es tal que U |- Jy¢(a, y); esto significa
que « se factoriza a través de {z | Jyo(x,y)} consideremos entonces al siguiente
diagrama conmutativo

V-- %{(l’,y)|¢($,y)}>—>X X YLY

1 I

U——A{z[Iyo(z,y)pr——— X

[e3%

donde V es el producto fibrado. Como el producto fibrado preserva epimorfismos
en un topos, entonces p : V. — U es epi. La composicion de las flechas de arriba
con 7y nos dan un objeto generalizado 5 : V — Y, mientras que al componerlas
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con 71 obtenemos ap, juntas proveen la factorizacion de (ap, ) a través de
{(z,y) | &(z,y)} de donde, por la definicion de forcing, obtenemos V' |- ¢(ap, ).
Conversamente, supongamos que tenemos un epi p : V. — U y un objeto
generalizado 8 : V — Y tales que V' |- ¢(ap, 8) es decir, (ap, ) se factoriza
a través de {(z,y) | ¢(x,y)} con lo que la imagen de ap esta contenida en la
imagen de
{(z,y) | d(z,y)} — X xV 75 X

pero por el diagrama anterior (correspondiente a la definiciéon de 3,,) esta imagen
es

{z | 3yo(x,y)} — X.

Ademas como p es epimorfismo, la imagen de « esta contenida en la imagen
de ap de donde I'm(a) < {z | Jyd(z,y)} es decir, U I+ Jyd(a, y).

Finalmente, para 6 y 7 notemos que los lados derechos de ambos puntos
son equivalentes. Claramente el lado derecho de 6 implica al de 7 al ser un caso
particular. Conversamente, si U X Y |- ¢(am, m2), es decir, que ax1: U xY —
X x Y se factoriza a través de {(z,y) | ¢(x,y)}. Entonces, paracadap:V — Uy
B:V =Y, tenemos que (ap, 5) = (a x 1) o (p, B); de donde (ap, ) se factoriza
a través de {(x,y) | #(x,y)} pues (a x 1) lo hace.

Es suficiente entonces probar la equivalencia de 7. Por definicién

{$7 | Vqﬁ(x,y)} = Vﬂ—{(il?7y) | ¢($7y)}7

donde 7 es la proyecciéon y
Vet Sub(X xY) — Sub(X)

es el adjunto derecho de hacer producto fibrado a lo largo de 7. Por esta adjun-
cion, uno tiene que para cualquier subobjeto A — X que A < {z | Vyo(z,y)}
siysolosi AxY < {(z,y) | ¢(z,y)}. Para cualquier elemento generalizado
a: U — X con imagen I'm(a), el producto a x 1y es el producto fibrado de
aalolargo de m: X xY — X y el producto fibrado en un topos preserva
epis y monos. Entonces la imagen de a x 1y es Im(a) x Y, mientras que por la
definicion de forcing

Ul-Vy¢(a,y) siysolosi  Im(a) < {z|Vyd(z,y)}
y, por la adjuncion anterior, si y s6lo si
Im(a) xY <{(z,y) | p(x,y)} siysolosi UxY |- ¢(amr,ms)

Esto prueba 7 lo cual concluye la demostracion del teorema.
O

Antes de concluir con esta seccion, veamos como ejemplo del uso del lenguaje
de Mitchell-Bénabou y la seméantica de Kripke-Joyal la demostracion de que todo
topos £ siempre tiene exponenciales, y por lo tanto, es una categoria cartesiana
cerrada.
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Teorema 1.15. Todo topos tiene exponenciales

Demostraciéon. Para construir al objeto exponencial CZ, consideremos a la
formula con fuente la potencia ¢(f) : P(B x C) — § definida como

(Vb3c((b,c) € f)) A (VY (((b,c) € f A (b,d) € f) = (c=)))

donde b es una variable de tipo B y tanto ¢ como ¢ son variables de tipo C.

Esta formula genera a un subobjeto { f | ¢(f) } de P(B x C) al que
llamaremos C'Z. Para ver que este objeto es realmente el objeto exponencial en
&, basta probar que tenemos una biyeccién natural

Homg(A x B,C) = £(A,CP)

para todo objeto A de .

Se tiene, para comenzar, que cualquier morfismo A — CB esta dado por uno
a:A— P(BxC) tal que A |- ¢(a). Segtin la primera clausula del teorema
anterior, esto pasard si y solo si

Al VbIc((b,c)ea) y
A VOV (((be) e f A (b ) e f) = (c={)).
Utilizando ahora las clausulas 5 y 7, estas ultimas son equivalentes a

1. Existe un epimorfismo p : V' — A x By un objeto generalizado 5 : V — C
tales que
V I ((m2p, B) € amip)

y
2. AxBx(CxC I+ ((<7T2,7T3) Eam A (71'2,71’4) S a7r1) = (71'3 = 7T4)).
Mas explicitamente, usando la clausula 3, estas condiciones se traducen como

1. Existen p : V —» A x By :V — C tales que el siguiente diagrama es

conmutativo
v 1
(m2p, B, amp)J J/verdad
BxCxP(BXC)Tw)Q
y

2. 8ig: W —> Ax B xC x C es un morfismo que hace conmutar a ambos
cuadrados

w

1
(m2q, m3q, amq)J(J((frzq, Taq, aT1q) Jf}erdad

BxCxPBx(C)——Q

EBxC

entonces m3q = myq.
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Supongamos primero que tenemos un morfismo f : A x B — C, tenemos
entonces al subobjeto (w2, f,71) : Ax B »— BxC x A, que es un monomorfismo
al incluir a las proyecciones. Consideremos entonces a la caracteristica de este
subobjeto ¢ : A x B x C' — Q y luego a su P-transpuesta « : A — P(B x C).

verdad

1 Q Q

Ax B———Bx(CxA———BxCxP(BxC().

(7727f7771) (7"1777270‘)

Basta probar que a : A — P(B x C) cumple con las anteriores condiciones,
1 y 2 de antes para asi factorizarla a través del morfismo A — C* buscado.

En efecto, para I consideremos a V = A x B, a p como el morfismo identidad
Id: AxB— AxByapcomo f:AxB — C.Podemos notar que el morfismo
(map, B, am1p) es entonces

(m2, fyamy) = (w1, 2, @) o (w2, f,m1),

que, por el diagrama anterior, al componérsele con e€gxc hace conmutar al
diagrama de la propiedad 1.

Por otro lado, para 2, supongamos que tenemos a un morfismo g : W —
A x B x C x C que hace conmutar los cuadrados de la condicién 2. Note como
antes que

(772617 7Tz'q,047T1(J) = (7T1,7T2704) © (772617 7Tz'q,771Q)

para i € {3,4}. Pero egxc o (m1,m2, @) = : B x C x A — Q por la definicion
de «. Se tienen a los cuadrados conmutativos

w 1
(m2q, T34, WlQ)lJ{(ﬂ'zq, T4q, T1q) Jverdad
BxCxA T) Q,

pero como ¥ es la caracteristica de (me, f,m1) : Ax B — A x B x C, por el
producto fibrado con el que definimos a 1, tenemos dos morfismos g1,gs : W —
A x B tales que

(m2, f,m1) 0 g1 = (maq, ™3¢, T19q)
y (7T27fa 7Tl) ©g2 = (WQQ77T4Q77qu)

por lo tanto g1 = m1q = gam ¥ g1 = Maq = go7o, €s decir g1 y g2 coinciden
en ambas proyecciones, por lo que deben ser iguales. En particular, m3q = fg1 =
fg2 = m4q como se requeria.

Como « : A — P(B x C) cumple ambas condiciones, entonces se factoriza a
través de un morfismo A — CB.
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Conversamente, sea un morfismo A — CZ. Por definicién, este debe estar in-
ducido por un objeto generalizado o : A — P(B x C) que cumple las condiciones
1 y 2 de antes. Definimos entonces al morfismo

(m1,7m2,0)

p:BxCxA B x C x P(BxC) 250
1) define a un subobjeto de B x C' x A con el producto fibrado
S

1
SI J{verdad
Q,

BXOXA—>

Para que esta construccion se ajuste a lo que hicimos anteriormente, nos
gustarfa probar que

7r37

SSBxCxA 7Tl)AxB

es un isomorfismo.
Para esto, tenemos que, por la condiciéon 1, existe un epimorfismo p : V. —»
A x By un objeto generalizado §: V — C tal que

(map, B,mp): V > BxC x A

se factoriza a través de s : S »— B x C x A por ser el producto fibrado anterior.
Pero entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

l (m2p,B,m1p) [
P s

AxB+——Bx(CxA,

(m3,m1

mT1)08

de donde V. — S Amam)os,

epimorfismo, por lo tanto S B x C x A es un epimorfismo.

Para probar que también es un monomorfismo, sean dos morfismos ¢, g2 :
W — S tales que (m3,7m1) 0 s0gy = (m3,71) © s 0 go se pretende probar que
g1 = go. consideremos al morfismo ¢ : W — A x B x C x C definido como

BxCxAesigualap:V - Ax B que es un

(m3,m1)08

(m3892, T18g2, T28g1, Masge) : W — A x Bx C x C
que es igual a
(m3891, T18g1, Ta8g1, Tasge) : W — A x B x C x C.

De aqui que (72q, T3¢, T1q) = 5091 ¥ (72q, T4q, T1q) = 5092, por lo que ¢ hace
conmutar a ambos cuadrados de la condicién 2. Pero como « hace verdadera a
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esta condicion (por hipotesis), entonces concluimos que m3q = m4q pero esto es
TeSg1 = T28¢2, de aqui que sg; coincide con sg» en todas las proyecciones por
lo que necesariamente sg; = sg2 pero como s es un monomorfismo, concluimos
que g1 = go. En efecto (73, 71) o § es mono.

Tenemos entonces que (73, m1)0s: S — A Xx B es mono y epi, pero en un
topos esto es equivalente a que sea un isomorfismo, por lo que podemos suponer
sin pérdida de generalidad que S = A x B. En este caso, por la construccion del
isomorfismo, tendremos que

s=(my,mcos,m):AxB—>BxCxA

el cual resulta en el morfismo requerido f =nrgos: Ax B — C.

Debe ser claro por la construccién de estas asignaciones que son inversas y
naturales. Esto nos da nuestro isomorfismo natural £(A x B,C) =~ £(A, BY)
con lo que concluimos la demostracion.

O

Dado que tenemos objetos exponenciales, podemos definir ahora un morfismo
que representard a la evaluacion f(«) de un objeto « : U — X bajo un objeto
generalizado f : V — YX. Tenemos que E(YX,Y¥X) = £(YX x X,Y) por lo que
de la identidad YX — YX, obtenemos un morfismo ey x : YX x X — Y al que
llamamos la evaluacion de YX.

Agregamos entonces a nuestra definiciéon del lenguaje de Mitchell-Bénabou
al término f(«) definido como

ny

fla): VxU L yx o x Y

donde a : U — X es un término de tipo X y f : V — YX es un objeto
generalizado de YX.



Capitulo 2

Topologia y Topos de
Grothendieck

En este capitulo definimos lo que es una topologia de Grothendieck sobre
una categoria pequena y definimos a la categoria de gavillas sobre un sitio
y probamos que es de hecho un topos; un topos asi es llamado un topos de
Grothendiek.

Este concepto es muy importante historicamente pues los topos de Grot-
hendieck dieron pie a la definicién general de topos elemental. Ademas de que
gracias a ellos podremos construir una gran cantidad de ejemplos que son rele-
vantes para las matematicas en general, esta nociéon serd muy tutil mas adelante
para la construccion del topos clasificante de una teoria geométrica, que resulta
ser un topos de Grothendieck.

Ademas, abordaremos el concepto de base para una topologia de Grothen-
dieck, el cual es muy 1util para construir una topologia; ademés daremos algunos
ejemplos.

2.1. Topologias de Grothendieck

Definicién 2.1. Una criba R sobre un objeto U de una categoria C' localmente
pequena es un subfuntor de el funtor de Yoneda

y(U) = Home( _,U): C°? - Con.

En otras palabras, R(V) es un conjunto de morfismos V' — U para todo
objeto V € C y R es cerrado hacia abajo, es decir, si f : V/ — V es un morfismo
deCyg:V —Uestaden R(V), entonces go f : V' — U esta en R(V')

Definicion 2.2. Una topologia de Grothendieck J sobre una categoria pequefia
C es una asignacion que a cada U de C le asigna un conjunto J(U) de cribas
sobre U, llamadas las “cribas cubrientes” de J, tales que:

21
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1. La criba mdzima y(U) = ty es elemento de J(U).

2. (Azioma de estabilidad) Si R es una criba de J(U) y f : V — U es un
morfismo de C, entonces el producto fibrado de R a lo largo de f, definido
puntualmente como

f*RW) ={g: W -V |foge R(W)}
es una criba de J(V).

3. (Azioma de transitividad) Si R es una criba de J(U) y S es una criba
sobre U tal que f*S € J(V) para todo objeto V de C y todo morfismo
f:V — U de R(V), entonces, de hecho S es una criba de J(U).

Normalmente, para abreviar, se denota a una criba simplemente como la
colecciéon de todos los morfismos que la conforman, por ejemplo la criba maxima
de un objeto U es ty = {f| el codominio de f es U }. Asi mismo, dada una criba
R sobre el objeto U, se denota R={f:V > U |V eCy feR(V)}

Si S € J(U), cualquier criba R sobre U mayor que S (es decir, si S € R)
también pertenece a J(U). En efecto, sea h : V. — U con h € S, entonces
Idy € h*(S), por lo que h*(S) es la criba méaxima sobre V. Como h*(S) <
h*(R), h*(R) debe también ser la criba méaxima sobre V, de donde h*(R) €
J(V'). Debido a que lo anterior ocurra para toda h € S, se sigue del axioma de
transitividad que R € J(U).

Con esta observacion, el axioma de transitividad tiene la siguiente conse-
cuencia:

3. 8iSeJU)yparacada f : Dy — U (donde Dy simplemente denota al
dominio de f) en S hay una criba Ry € J(Dy), entonces la criba formada
por todas las composiciones fog, con fe Sy ge Ry, esta en J(U).

Se le llama sitio la pareja (C,J) formada por una categoria pequena C' y
una topologia de Grothendieck J sobre C. Si S € J(U), uno dice que S es una
criba cubriente, o que S cubre a U (o, en caso de ambigiiedad, que S J-cubre a
U).

También decimos que una criba S sobre U cubre a una flecha f : Dy — U si
f*(S) cubre a D¢. (Por lo que S cubre a U si y solo si cubre a la flecha identidad
de U.) En este lenguaje, los axiomas de topologia de Grothendieck pueden ser
formulados como sigue (en forma de flechas):

la. Si S es una criba sobre U y f € S, entonces S cubre a f.

2a. (Azioma de estabilidad) Si S cubre a una flecha f : V' — U, entonces
también cubre a la composicion f o g, para cualquier flecha g : V' — V.

3a. (Azioma de transitividad) Si S cubre a una flecha f: V — U, y R es una
criba sobre U que cubre a todas las flechas de S, entonces R cubre a f.



2.1. TOPOLOGIAS DE GROTHENDIECK 23

Las condiciones originales para topologias de Grothendieck se siguen fa-
cilmente de estas condiciones para flechas, al considerar al morfismo identi-
dad de U. Conversamente, uno directamente deriva las condiciones posteriores
de las originales. Por ejemplo, para 3a, supongamos que S cubre a la flecha
f:V - U,y que R cubre a todas las flechas en S. Por definicién, esto sig-
nifica que f*(S) € J(V) y que h*(R) € J(Dy) para toda h € S. Entonces,
para cada flecha g : V' — V en f*(95), tenemos que fog € Sy por lo tanto
g*(f*(R)) = (fog)*(R) € J(V'). Lo anterior ocurre para cualquier g, por lo
que el axioma de transitividad original 3 implica que f*(R) € J(D); es decir, R
cubre a f.

Note que se sigue de los axiomas que cualesquiera dos cubiertas tienen un
refinamiento comun; de hecho, tenemos que

4. Si R,S € J(U), entonces Rn S e J{U);
o en forma de flechas:
4a. Si ambas Ry S cubren a g: V — U, entonces R n S cubre a g.

En efecto, si f : V — U es cualquier elemento de R, entonces f*(R n
S) = f*(S), pues g€ f¥*(RnS)si foge Rn S, pero f og siempre esta en
R, por lo que basta con que esté en S; ademas, por estabilidad tenemos que
fS(Rn S) = f*(S) e J(V). Por lo que, por transitividad, R n S € J(U). Esto
prueba 4; 4a se prueba con igual facilidad.

Un espacio topolégico con la nocién usual de cubierta provee un ejemplo
de sitio: El conjunto parcialmente ordenado O(X) de subconjuntos abiertos de
X puede ser visto como una categoria de la manera usual (con exactamente
una flecha V. — U si y solo si V< U), de forma que una criba sobre U es
simplemente una familia S de subconjuntos abiertos de U con la propiedad de
quesi V' €V yVeS, entonces V' € S. Para definir a las cubiertas, tenemos
que una flecha f : W — U es s6lo un subconjunto abierto W < U, por lo que
la criba S sobre U cubre a la flecha f si y s6lo si W queda cubierto por los
conjuntos abiertos en S. Esto motiva la “forma de flechas” de los axiomas para
una topologia de Grothendieck.

En el caso de un espacio topologico ordinario, usualmente se describe a una
cubierta abierta de U como una familia {U; |i € I} de subconjuntos abiertos de
U con union | J,.,U; = U; tal familia no es necesariamente una criba, pero si
genera a una: la colecciéon de aquellos V < U abiertos con V < U; para algin
1el.

Sera conveniente definir esta manera de generar una criba cubriente en el
contexto mas general de una categoria arbitraria con productos fibrados, en
términos de la llamada base para una topologia de Grothendieck.

Definicion 2.3. Una base (para una topologia de Grothendieck) sobre una
categoria C' con productos fibrados es una funciéon K que asigna a cada objeto
U una coleccion K (U) consistente de familias de morfismos con codominio U
(no necesariamente cribas), tal que
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1. Si f : U’ — U es un isomorfismo, entonces el unitario {f : U" — U} es
elemento de K(U).

2.8 {f; U, > Ulielle KU)yg:V — U es un morfismo de
C, entonces la familia de los productos fibrados de las f; largo de g¢:
{(rs Ui xy V-V |iel}estaen K(V).

3. Si{fi:U —Ul|iel}e K(U),y para cada i € I uno tiene una familia
{9ij : Vi; = Ui |j € Ji} € K(U;), entonces la familia de composiciones
{fiogij:Vij > Uliel,je J;} pertenece a K(U).

La condicion 2’ es llamada de nuevo axioma de estabilidad, y 3' axioma de
transitividad. El par (C, K) es también llamado sitio y los elementos R del
conjunto K(U) son llamadas familias cubrientes o cubiertas de U para este
sitio.

Si K es una base sobre C, entonces K genera a una topologia J por

J(U) ={S| S es una criba sobre U y existe R e K(U) tal que R < S}

es decir, una criba es una J-cubierta si y sélo si contiene a una K-cubierta.

Esta definiciéon en efecto genera una topologia de Grothendieck J a partir
de una base K:

La propiedad 1 se cumple, pues como para todo objeto U, {Idy : U — U} €
K (U) por ser un isomorfismo y {Idy} < ty la criba total, entonces ty € J(U).

Para el axioma de estabilidad, consideremos a una criba S € J(U) y a un
morfismo cualquiera g : V' — U, elegimos a cualquier R € S con R € K(C) y sea
T € K(V) la K-cubierta de V obtenida, como en 2/, al hacerle producto fibrado
a las flechas de K a lo largo de g; esto es, T consiste de todos los morfismos h
que se acomodan en un diagrama de producto fibrado

VxgU ——-——1U'

J Jf

14 U

para alguna flecha f € R. Entonces T < ¢g*(S), por lo que g*(S) € J(V) segtin
la definicion.

Para el axioma de transitividad, consideremos a R € J(U) y a S una criba
sobre U tal que para todo morfismo f : Dy — U de R, f*(S) € J(Dy). Sean
{fi :Ui—>Uliel} <Ry {gy:Vij—U;|je i} < f¥(S) K-cubiertas que
existen por la definicién de J, entonces tenemos que {f;0g;; : V;; > Uliel,je
Ji} € S. Debido a 3, la anterior es una K-cubierta de U, por lo que S € J(U).

Dada una cubierta R de U € C en una base K, existe una criba “canénica”
generada por R, definida como el conjunto de morfismos de C' que se factorizan
a través de alguna flecha de R:

(R ={W2 D, Lu|fer.
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2.2. Gavillas

Ahora introducimos la definicion de gavilla sobre un sitio (C, J), concepto
que serd muy util para la construccion de diversos topos de nuestro interés.

Definiciéon 2.4. Una gavilla sobre un sitio (C,J) es un funtor F : C? —
Con tal que para todo objeto U de C y para toda criba R de J(U), toda
transformacién natural R — F tiene una tnica extensioén a una transformasion
natural

-—-=2F

y(U)
|
R

de y(U) a F. Denotamos por Sh(C, J) a la categoria cuyos objetos son todas las
gavillas sobre el sitio (C, J) y cuyos morfismos son todas las transformaciones
naturales que existen entre ellas.

Para una criba R de J(U) y F': C°? — Con un funtor, una transformacion
natural v : R — F le asigna a cada objeto V' un morfismo vy : R(V) — F(V).
Si para cada morfismo f : V. — U de R(V), denotamos como z; a vy (f) €
F (V) entonces, por la naturalidad de v, si g : W — V es otro morfismo de C
tendremos que Fg(xy) = foq.

Asi, v induce una familia

{:L‘f|V€C, I’fEF(V), fGR(V)}

tal que Fg(xy) = o4 para cada morfismo g : W — V ycada f : V — U de
R(V). A una familia que cumpla con la propiedad anterior le llamamos familia
compatible.

Anéalogamente, cada familia compatible {z; |V € C,zy € F(V), f € R(V)}
define una transformacion natural v : R — F' tal que vy (f) = .

El hecho de que v : R — F se extienda a una transformacion y(U) — F es
equivalente a que exista una familia compatible

lep| Vel zpe F(V), fey(V)}

que extienda a la familia dada por 4. Como Id : U — U esta en y(U), tendremos
un objeto x4 € F(U) tal que paracada f: V - U, x5 = x1q0r = Ff(x14a)-

Este objeto x4 caracteriza completamente a la familia compatible {z; |V €
C,zye F(V), fey(V)}, por lo que la familia dada por « se extendera a una
dada por una transformacion y(U) — F si y solo si existe un objeto x € F'(U)
tal que para cada V € C y cada f € R(V) Ff(x) = zy. A un objeto asi le
llamamos una amalgamacion de la familia compatible.

Tenemos entonces la siguiente caracterizacion:

Definiciéon 2.5. Un funtor F': C°? — Con es una gavilla sobre el sitio (C, J)
si y solo si para toda criba R de J(U), toda familia compatible

{z;|Vel, zye F(V), fe R(V)}

tiene una tnica amalgamacion.
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Ahora, sea K una base para la topologia J sobre una categoria C con pro-
ductos fibrados. Las gavillas para J pueden ser descritas puramente en términos
de la base K como sigue. Si R = {f; : U; > U | i € I} es una K-cubierta de un
objeto U, una familia de elementos z; € F(U;) (i € I) es llamada una familia
compatible para R si

FTl'zlJ(l‘L) = F?Tin (x;), para todo i,j €I

donde 7r2-1j y ﬂfj son las proyecciones del producto fibrado

Tk
Uy xy Uj —2—— U, (2.1)

ﬂ‘?jJ{ J{fj

Uj—mM8M8M8
J 7 U.

Una amalgamacion para {x;|i € I} es un elemento x € F(U) tal que F f;(z) =
x; para toda i€ I.

Proposicion 2.6. Sea F' una pregavilla sobre C (un funtor F : C — Con
contravariante), entonces F' es una gavilla para J (la topologia generada por
K) si y solo si para toda familia cubriente {f; : U; — U |i € I} en la base K,
cualquier familia compatible {x;};c1 tiene una dnica amalgamacion.

Demostracion. Primero supongamos que F' es una gavilla para J. Sean R =
{fi:U; > Uliel}e K(U) una cubierta en la base K y {x;|¢ € I'} una familia
compatible para la cubierta R. consideremos a la criba

S = (R):{g:V—>U|g:Vi>Ui£>Uparaalgunaie[yunaﬂechah}
generada por R y definamos a la familia compatible {y, | g € S} dada por
Yg = Fh(z;)

donde A es cualquier morfismo tal que g = f; o h. Esto no depende de la eleccion
de 7 ni de h, pues si f;oh = g = f; ok, entonces usando la propiedad universal
del producto fibrado tenemos un morfismo [ : V — U; xy Uy:

Por lo que

Fh(x;) = FU(Frj;(x:)) = FIFr3(5)) = Fk(z;)
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(la igualdad de enmedio se da porque {z;};c; es una familia compatible para
R). Asi, existe una tnica amalgamacion y € F(U) con Fg(y) = y, para toda
g € (R) pues F es una gavilla para J. En particular, como R < (R),

Ffi(y) = yy, = FId(z;) = x;,

entonces y es también una amalgamacion para {z;};e;. Mas ain, una amal-
gamacion para {z;},c; es Unica, pues si y' es otro elemento de F(U) tal que
Ff;(y') = x;, entonces para cualquier g € (R), digamos g = f; o h, tenemos que

Fg(y') = FM(F fi(y')) = Fh(z;) = yg,

asi ¢’ es también una amalgamacion para la cubierta (R) y por lo tanto y = ¢/’

Supongamos ahora que cada familia compatible para cada K-cubierta tiene
una dnica amalgamacion. Sea S € J(U) una cubierta de U, entonces hay una
R € K(U) contenida en S, y sea {y, | g € S} una familia compatible para S.
Claramente la subfamilia {y; | f € R} es una familia compatible para R (en el
sentido de familia compatible para una base), entonces hay una tnica y € F'(U)
con Ff(y) = ys para toda f € R. Queda probar que Fyg(y) = y, para toda
g € S. Para esto, tomemos a g € S y consideremos para f € R todos los
productos fibrados

V xu U’L)U’
7"1‘19\[ Jf

Entonces R' = {n;, | f € R} € K(V) por el axioma de estabilidad para
bases, y ademas para cualquier f € R,

Fryg(Fg(y)) = Fprg(Ff(y)) por el cuadrado)

(
= Fpyg(yr) (pues f € R)
= Yfops.q (pues {yy | g € S} es compatible)
= Ygomy., (por el cuadrado)
= Fryg(yg)

Ahora, si f” : U” — U también estd en R, si consideramos al producto
fibrado de 7y 4 a lo largo de mp» g

1
W——"——Vxg U

VxgU ———V

Tf g

tenemos que Fr'(Fry4(Fg(y))) = Fr?(Frp 4(Fg(y))) por la conmutativi-
dad del cuadrado, de donde {Fr; 4(Fg(y)) | f € R} es una familia compatible
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para R’, por lo que tiene una tunica amalgamacion. Tanto Fg(y) como y, son
amalgamaciones para esta familia, por lo que Fg(y) = yg4, lo que completa la
prueba.

O

El corolario siguiente es una reformulacion de la proposicion anterior.

Corolario 2.7. Una pregavilla F sobre C es una gavilla sobre J si y sdlo si
para cualquier cubierta {f; : U; > U |i€ I} € K(U) en la base, el diagrama

FU) == [[FW) == [] FWi <0 U))

el i,7€l

es un igualador. Aqui e(x) = {F fi(x)}i, y pr({zi})i; = Fr};(xi), mientras que
pa({zi})iy = Fri;(x;), donde mj; y m; son las proyecciones del producto fibrado
correspondiente como en 2.1.

2.3. Topos de Grothendieck

A continuacion probamos que la categoria de gavillas sobre un sitio es un
topos. A un topos equivalente a una categoria de gavillas sobre un sitio se le
llama topos de Grothendieck.

Teorema 2.8. La categoria Sh(C,J) de gavillas sobre un sitio (C,J) es un
topos.

Demostracion. Dado un sitio arbitrario (C, J), probamos que Sh(C, J) cum-
ple los cuatro axiomas de un topos:

Sh(C, J) tiene todos los productos fibrados pues, dadas dos transformaciones
naturales f : G > Hy f': G' > H, con G,G" y H gavillas, podemos calcular
su producto fibrado G x g G’ puntualmente, es decir, para cada objeto C' de
C, G xg G'(C) =G(C) gy G'(C) donde G(C) x oy G'(C) es el producto

fibrado en conjuntos dado por el diagrama

G(C) x gy G'(C) = 5 G(0)

2

G'(C) f4I>H(C).

Las transformaciones naturales ¢ : G xg G - Gy ¢ : G xg G — G se
calculan también puntualmente como en cada producto fibrado y por lo mismo
cumplen la propiedad universal deseada. Ademas, G x g G’ es una gavilla, pues
si tenemos una transformacion natural r : R — G x g G’ con R € J(U), entonces
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gr: R — Gyg'r: R— G’son transformaciones naturales tales que fgr = f'g'r
Al ser G, G' y H gavillas, existen factorizaciones

)——2G ylU)- -+ & )—-—=2H

1/ 7 I/W

las cuales se factorizan, por la propiedad universal del producto fibrado, a una
y(U) — G xg G' que hace la definicion de gavilla.
De igual manera, calculamos al objeto terminal de manera puntual como:

Lsnie,n(C) = {*}

para todo objeto C' de C, donde {*} es el objeto terminal en conjuntos. En
morfismos, 1gj,(c, ) manda a cualquier flecha a la tinica funcién que hay de {}
en si mismo. Claramente este es un objeto terminal y ademaés, si R es una criba
de J(U), entonces existe una tnica transformacion natural !z : R — lgpc,r) ¥
una tnica !y : Yy(U) — Lgnc,s) por lo que el triangulo

y(U) —> Lsnie,n

I/

es conmutativo y asi 1g(c, ) es una gavilla.

Note que, de manera andloga, Sh(C,J) tiene cualquier limite pequefio y
cualquier colimite pequefio, calculados puntualmente. (Con “pequeno”; aqui nos
referimos a que esta indexado sobre conjuntos.)

Definicion 2.9. Decimos que S, una criba en C' sobre un objeto V', es J-cerrada
si para cualquier morfismo f : W — V, tenemos que f*S € J(W) implica que

fesSw).

Definimos ahora al clasificador de subobjetos como el funtor Q; : C? —
Con tal que

Q;(V) ={R| R es una criba J-cerrada sobre V'} (para cada objeto V en C),

Q;f = f* (para cada morfismo f de C),

donde f* denota al operador producto fibrado de cribas en C a lo largo de f.
Q definido asf es una gavilla: Si R esta en J(U) y

{zs|xreQy(V), feR(V), VeC}

es una familia compatible, tendremos que para cada f € R(V)y g: W — V,

Tfog = Qyglay) = g*ay.
Definimos primero una x € Q;(U) tal que

z={goh:Dy >U|hex, gec R}
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Esta criba x no tiene por qué ser cerrada, pero afirmamos que su cerradura
T definida como

T={f: Dy - U] f*we J(Dy)}

es la amalgamacion que buscamos. (Note que = € T, pues si f € z, entonces
f*x =ty e JU).)

La cerradura de una criba es la menor criba cerrada que la contiene. Ademas,
f*z = xy por la definicién de f*, de esta forma,

ffr={9:Dg—>V|fogeT}
={9: Dy =V |(fog)*ze J(D,)}
={9:Dy =V |g*(f*z) e J(Dy)}

Pero T7 = xz, por hipotesis sobre la cerradura de xf, por lo que 7 € Q(U)
es en efecto una amalgamacion.

Supongamos que z,y € ;(U) son dos amalgamaciones. Entonces, para toda
feR, f*x = f*y por lo que z " R = yn R, pues si g € x n R, entonces
g*(x N R) =ty, pero g*(x N R) = g*x n ¢*R = g*y n g*R = g*(y n R), por lo
que g*(yn R) =ty,y asi ge y n R.

Sea f € z, entonces f*x € J(Dy)y f*R e J(Dy), pues R es una criba de
J(U), por lo que f*(z n R) € J(Dyf). Como x " R = y n R < y, entonces
f*y € J(Dy) y como y es cerrada, tenemos que f € y. De esta forma, z < y
Analogamente, y € x por lo que necesariamente x = y.

Asi tenemos que §2; es efectivamente una gavilla.

verdad
—_

Definimos ahora la flecha 1 Q tal que verdady (*) = ty es la cri-

verdad

ba méaxima, que es cerrada. Veamos ahora que {2; con esta 1 Qy es

clasificador de subobjetos en la categoria Sh(C,J).
Sea F' una gavilla y A € F una subgavilla. Proponemos a la “transformacion
natural caracteristica” x : F' — Q; de A, definida como

xv(x) ={f:Dy > U|Ff(x)e ADy)}

donde z € F(U). Note que si g : V — U esta en C, tenemos que para toda
f :l)f -V
fexv(Fg(z)) < FfoFg(x)e A(Dy)
— F(gf)(x) € A(Dy)
< go fexulx)
= [eg*(xu(z))

Por lo que x es realmente una transformaciéon natural. Verificamos ahora
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que el cuadrado en Sh(C, J)

T
F
es un producto fibrado.

Como los limites en gavillas son calculados puntualmente en conjuntos, este
cuadrado es un producto fibrado cuando para toda U € C y toda z € F(U),
x € A(U) siy solo si yy(x) = verdad, (*) = ty.

Esto es asi por la definicion de x, ya que Idy € xy(x) siy solo si z € A(U)
y Idy € xu(z) si y solo si xy(z) = ty. Ademas, por la naturalidad de y, para
cualquier flecha f : V — U de C, f € xy(z) si y solo si Idy € f*(xvu(x)) =
xv(Ff(z)), siysolosi Ff(x)e A(V). Por lo que x es tnica.

Por ultimo, s6lo falta ver que cada objeto de Sh(C, J) tiene un objeto po-
tencia.

Probaremos més generalmente que si F' es una gavilla y P es una pregavilla
(cualquier funtor P : cor - Con), entonces existe un objeto exponencial F¥
que es también una gavilla. De esta forma, el objeto potencia de F es QF.

Sea F una gavilla, considere al funtor F¥' : C — Con tal que para cada
objeto U € C

'a
_

1
verdad

_
X £

FP(U) ={r:y(U) x P — F| T es una transformacion natural}.

Asi, 7 asigna a cualquier morfismo g : V' — U y cualquier elemento xz € P(V)

un elemento 7(g,x) € F(V). La naturalidad de 7 afirma que para cualquier
h:W—->VdeC
7(g o h, Ph(z)) = Fh(7(g,z))-

Definimos, para cualquier flecha f : V — U a F f tal que

FPf(T)(glvx) = T(f Og/,ﬂf),

para toda 7 € FF(U), toda g’ : W — V y toda x € P(W).

FP es una gavilla: Sean U € C, R e J(U) y R — FF una transformacion
natural, veamos primero que en caso de tener una amalgamacion, esta es tnica.

Supongamos que T y o son transformaciones naturales tales que F¥ f(7) =
FPf(o) para toda f € R. Esto significa, por lo anterior, que 7(f o ¢’,x) =
o(fog',r) para toda g’ y  como antes; en particular, si tomamos ¢’ = Idp,,
tenemos

T(f7x):: U(f’x)

para toda f en Ry toda x € P(Dy). Ahora, sea k: V — U, para cada ¢’ € k*R
(es decir, ko ¢’ € R) tenemos que

Fg'(r(k,z)) =1(kog', Pg'(z)) (naturalidad de 7)
=a(kog, Pg(r)) (pues kog' € R)
= Fg'(o(k,z)) (naturalidad de o].
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De esta forma, como k*R esta en J(V) y F tiene amalgamaciones tnicas
por ser gavilla, se sigue que 7(k,z) = o(k,z). Como k y z fueron arbitrarias,
concluimos que 7 = ¢. De esta forma, en caso de existir una amalgamacion para
alguna familia compatible, esta debe ser tnica.

Falta solo probar que en efecto existe una amalgamacién. Supongamos que
R es una criba de J(U) y que para cada morfismo f : Dy — U en R tenemos
una transformacion natural 7; : y(Dy) x P — F y supongamos que estas 7f
forman una familia compatible, es decir, 7oy = F Pg(r¢) para cada morfismo
g:V — Dy. Asi, por definicién de F¥g(r;), tenemos que

Trog(h, ) = Fg(ry)(h,x) = 74(g © h, z)

para toda h: W — V y toda x € P(W).

Definamos primero una 7’ : y(U) x P — F'* (donde para cada V € C, F*(V)
es el conjunto de las familias compatibles de F' para cribas de J(V)). Para cada
k:V — U y cada elemento z € P(V)

7'(k,x) = {T)on(Id, Ph(x)) | h € k* R}.

Este conjunto es una familia compatible de F' para la criba k* R, pues si
h e k*R, y m es cualquier morfismo tal que la composicion h o m esta definida;
entonces

Fm(tion(Id, Ph(x))) = Tron(m, Pm(Ph(z)))
= Tko(hom) (Id, P(h O m) (.’17))

Luego, al ser F' una gavilla, esta familia compatible 7/(k, z) tiene una tnica
amalgamacion en F. Definimos a 7 : y(U) x P — F tal que 7(k,x) es la
amalgamacion en F de la familia compatible 7/(k, z).

Por definicion tenemos que si f estd en R, entonces

FPf(r)(k,x) = 7(f o k, ),

la amalgamacion en F de 7/(fok, ). Pero 7¢(k, x) es también una amalgamacion
para la familia 7/(f o k, x), pues si h € k* R, entonces

Fh(rs(k,x)) = m4(k o h, Ph(x)) = Tfokon(Id, Ph(z)).
Debido a que esta amalgamacion es tnica para F, se tiene que
FPf(r)(k, x) = 75 (k, z)

para toda k y x, de donde F¥f(7) = T¢, asi tenemos que 7 es la amalgamacion
buscada.
Esto concluye la prueba de que Sh(C,J) es un topos.
O

Dado de que una categoria de gavillas sobre una topologia de Grothendieck
es un topos, podemos obtener una buena cantidad ejemplos.
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Ejemplo 2.10. Dada una categoria C, la topologia indiscreta I es aquella en la
que, para todo C € C, I(C) = {tc} donde tc = y(C) es la criba total. En el

sitio (C, I), cualquier pregavilla (elemento de Concop) es también gavilla, por
oP

lo que Sh(C,I) = Con® . De aqui que cualquier categoria de pregavillas es

un topos de Grothendieck.

OoP
En particular, como Con =~ Con' , entonces Con es un topos de Grot-
hendieck.

Ejemplo 2.11. Otro ejemplo importante es el de la categoria de gavillas sobre
un espacio topolégico X. Por lo general una gavilla sobre un espacio topolégico
X se define como una pregavilla F' € Con®™) tal que para todo subconjunto
abierto U de X y toda cubierta abierta {U; | i € I} de U, el diagrama

FU) == [TFW) == [] FU:NUy)

iel i,5€l

es un igualador. Donde e es el producto de los morfismos restriccion F(U; < U),
mientras que p; y p2 son respectivamente los productos de los dos conjuntos de
restricciones F(U; nU; < U;) y F(U; nU; € Ujy).

Este es un caso particular de gavillas sobre un sitio, donde la topologia de
Grothendieck J para la categoria con productos fibrados O(X) es la generada
por la base K tal que K(U) es la familia de cubiertas de U en el sentido tra-
dicional {U; < U | |J,;U; = U}. Por el corolario 2.7 de la seccion anterior, la
descripcion que acabamos de dar sobre gavillas sobre un espacio topologico X
son justamente las gavillas sobre el sitio (O(X), J).

De aqui que la categoria de gavillas sobre un espacio topologico Sh(X) en
el sentido tradicional es un topos de Grothendieck.

Es conveniente notar que, dado un espacio topologico X, existe una corres-
pondencia entre los subobjetos del objeto terminal 1 de Sh(X) y los subcon-
juntos abiertos de X:

Teorema 2.12. Si X es un espacio topoldgico, entonces existe una equivalencia
de categorias
O(X) = SUb(lSh(X))

, donde Sub(1gy(x)) es visto como la categoria inducida por su orden parcial.

Demostracion. Dado que los limites se calculan puntualmente, tenemos que
1(U) = {+} para cada U € O(X). Luego, un subobjeto S ~ 1 estd compuesto
por monomorfismos S(U) — {«}, por lo que para cada abierto U de X, S(U) =
{x} 0 S(U) es vacio.

Ademas, como S es un funtor contravariente de O(X) a Con, si V € U
son abiertos de X, entonces existe una funcion S(U) — S(V), por lo que si
S(U) =~ {«} y V < U, entonces también S(V) =~ {+}. Asi, tenemos que el
conjunto {U € O(X)|S(U) = {*}} es una criba cubriente para su union, digamos
Us. Como S es una gavilla, si consideramos a la familia consistente de los tnicos
elementos de cada S(U) de esta criba, entonces trivialmente es una familia
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compatible, por lo que necesariamente debe existir un elemento en S(Ug) (su
amalgamacion), entonces S(U) tiene un elemento si y sélo si U € Ug, por lo
que S = y(Usg).

De la misma forma, si U es un subconjunto abierto de X, entonces y(U)
es un subobjeto del objeto terminal 1g;(x). Es claro que V' < U si y sdlo si
y(V) < y(U), de donde tenemos la equivalencia

O(X) = SUb(ISh(X))



Capitulo 3

Morfismos Geométricos

En este capitulo definimos lo que es un morfismo geomético. Esta definicion
estd motivada por el comportamiento de funciones continuas entre dos espacios
topolégicos y como pueden extenderse naturalmente a funtores entre sus topos
de gavillas.

En la segunda seccién introducimos los conceptos de topologia subcanénica
y topologia canoénia, los cuales son casos particulares de topologias de Grothen-
dieck con algunas propiedades que nos resultardn de mucha importancia ya que
el topos clasificante de una teoria geométrica es un topos de Grothendieck con
topologia subcandnica.

Luego, en la tercera seccion definimos lo que es un punto de un topos, de-
finimos lo que es un funtor continuo de un sitio a un topos y probamos que
hay una equivalencia natural entre los funtores continuos y exactos izquierdos
de un sitio a un topos cocompleto € y los morfismos geométricos de £ al topos
de gavillas del sitio.

Las ultimas seccion estd dedicadas exclusivamente a probar el teorema de
Deligne, el cual afirma que un topos coherente tiene sufientes puntos. Es im-
portante para nosotros este teorema, pues en el ultimo capitulo haremos una
construccion del topos clasificante de una teoria coherente como un topos cohe-
rente, gracias a esto, usando el teorema de Deligne probaremos una version del
teorema de correctud para férmulas coherentes.

3.1. Morfismos Geométricos y Entre Sitios

Para X y Y dos espacios topologicos, una funcion continua f : X — Y
induce un funtor f=! : O(Y) — O(X) entre sus categorias de abiertos, donde
para todo subconjunto abierto V de Y, f~!V es la imagen inversa de V bajo
f. Este funtor tiene la particularidad de que si {V; |i € I} es una cubierta de
V, entonces {f~1V;|i € I} es una cubierta de f~!V, ademas f~! preserva
todos los limites. f~! ser4 un ejemplo del concepto, definido méas adelante, de
morfismo entre sitios. Asimismo, se puede definir al “funtor imagen directa’

35
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f« : Sh(X) — Sh(Y) tal que para toda gavilla F sobre X, f.F(V) = F(f~1V).

Si F es gavilla, entonces f, F' también lo es, pues si {x; |i € I} es una familia
compatible de f,F para la cubierta {V; |i € I} de V, entonces también es una
familia compatible de F para la cubierta {f~V; |i € I} de f~'V, por lo que
existe en F'(f~'V) una tinica amalgamacién z para la familia para F, pero esta
x es también la tnica amalgamacion de f, F(V) para la familia para f,F.

Luego, f, también preserva todos los limites, pues estos son calculados pun-
tualmente y ! los preserva. Por lo tanto, por el teorema del funtor adjunto,
[+ tiene adjunto izquierdo. Explicitamente, el adjunto izquierdo es la extension
de Kan Lan -1 alo largo de f~1.

A este adjunto izquierdo lo denotamos como f* : Sh(Y) — Sh(X). Este
funtor preserva todos los limites finitos, pues f~! lo hace.

Supongamos por un momento que Y es un espacio de Hausdorff y que tene-
mos una pareja de funtores adjuntos

f*
Sh(X) &= Sh(Y)
fx

con f* H fy y tal que f* preserva limites finitos. Uno puede reconstruir a la
funcién continua f : X — Y como sigue.

Escribimos 1x y 1y para denotar a los objetos terminales de las categoria
Sh(X) y Sh(Y) respectivamente. Note que como f* preserva limites finitos, en
particular preserva al objeto terminal y a los monomorfismos, por lo que cada
subobjeto Uy — 1y es llevado por f* a un subobjeto Ux »— 1x. Pero los
subobjetos de 1x y de 1y se corresponden con los subconjuntos abiertos de X
y de Y respectivamente, como se vio en el teorema 2.12 de la seccién anterior.

Esto lleva a una asignacion f* : Obj(O(Y)) — Obj(O(X)) que manda
abiertos de Y a abiertos de X. Por suposicion, f* preserva limites finitos y
colimites arbitrarios, por lo que en este caso preserva intersecciones finitas y
uniones arbitrarias de abiertos.

(Aunque este ya es morfismo entre sitios, no necesariamente viene de una
funcién continua si Y es cualquier espacio topologico.)

Ahora podemos definir a la funcién f : X — Y donde f(x) = y si y solo si
para todo V e O(Y), si y € V, entonces z € f*(V). f esta bien definida:

Para cada x existe al menos una y con esta propiedad pues de no haberla,
para cada y € Y existiria un abierto V;, con y € V,, y tal que x no esta en f*(V),
por lo tanto z no esta en | J{f*(V,) |y € Y}, pero

UL (V) lye Y}
=*(U{VylyeY}) (f* preserva uniones arbitrarias)
=f*(Y)
=X.
Por lo que x no esta en X, lo cual es una contradiccion.

Por otro lado, a lo mas puede existir una y que cumpla la propiedad. De
haber dos y; # y2 con esta propiedad, al ser Y Hausdorff, existen dos abiertos
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Vy, ¥ Vi, que tienen como elementos a y; y a y2 respectivamente, pero con
interseccion vacia. Tenemos entonces que z € f*(Vy,) () f*(Vy,)

=f*(Vyy N Vi) (f* preserva intersecciones finitas)
)
=.

Por lo que z pertenece al conjunto vacio, lo que es una contradiccion.

Asf nuestra funcién f : X — Y estd bien definida, ademéas ?_1(‘/) = f*(V)
para todo abierto V de Y. En particular, f es una funcién continua.

Para probar que f es la funciéon continua que buscamos, recordemos que
la asignacion f* : Obj(O(Y)) — Obj(O(X)) manda a un subconjunto abierto
VdeY auno U de X tal que y(U) =~ f*(y(V)), como se vio en el capitulo

anterior. Por lo que y(f (V) = f*(y(V)). De esta forma, dada una gavilla
F e Sh(X) y V un abierto de Y, usando el lema de Yoneda tenemos que
FB)V) = F(F (V)

> Homsnx) (y(T (V). F)
=~ Homgpx) (f*(y(V)), F)
=~ Homgpy)(y(V), f«(F))
= fo(F)(V)

Esta equivalencia entre funciones continuas f y parejas de funtores adjuntos
f* - fg, con f* preservando limites finitos, lleva a definir los morfismos entre
topos que “preservan la geometria”.

Definicion 3.1. Si £ y F son dos topos, entonces un morfismo geométrico
f & — F es una pareja de funtores adjuntos

e

donde f* H fyx y f* preserva limites finitos.

A f* se le llama el funtor imagen inversa y a fy el funtor imagen directa.

Definimos a Hom(&, F) como la categorfa cuyos elementos son los morfismos
geométricos de £ a F. Si f y ¢ son morfismos geométricos de £ a F, entonces
una flecha 7 : f — ¢ es una transformacién natural entre sus funtores imagen
inversa 7 : f* — g¢*.

Tenemos a continuacion la definicién de morfismos entre sitios (con limites

finitos), que generaliza a los morfismos para espacios topologicos vistos antes.

Definicién 3.2. Si (C,J) y (D, K) son dos sitios donde C y D tienen todos
los limites finitos, entonces un funtor f : C' — D es un morfismo entre sitios si
y so6lo si:
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1. f es exacto izquierdo (preserva todos los limites finitos).

2. f preserva familias cubrientes, es decir, si {p; : U; — U | i € I} es una
cubierta de U en J, entonces la criba generada por la familia {f(p;) :
F(U;) — f(U) | i€ I} es una cubierta de f(U) en K.

Incluso si a C' 'y a D les faltan limites finitos, el concepto de que f sea un
funtor exacto izquierdo aun puede tener sentido, sin embargo puede no ser el
correcto. En vez de eso se usa el concepto mas fuerte de un funtor plano para
definir morfismos entre sitios méas en general. Un funtor plano puede ser pensado
como un funtor que preserva todos los limites finitos, incluso los que no estan
ah{ atn.

Si C' y D tienen todos los limites finitos, entonces los funtores planos entre
C y D son exactamente los exactos izquierdos. Como en este texto soélo traba-
jaremos con sitios con limites finitos, nos conformaremos con esta definicién de
morfismos entre sitios.

De forma analoga al caso de los espacios topoldgicos, un morfismo entre sitios
f:(C,J)— (D, K) genera un morfismo geométrico

Jc*
Sh(D,K)<—= Sh(C, J).
fx

Donde el funtor imagen directa se calcula por la composiciéon con f, como
[« (F)(V) = F(f(V)). El funtor imagen inversa se calcula con la extension de
Kan a lo largo de f, f* = Lany.

A diferencia del caso para espacios topoldgicos, un morfismo geométrico f :
Sh(D, K) — Sh(C, J) no necesariamente viene de un morfismo entre sitios. Sin
embargo, si C'y D son categorias pequenas, entonces un morfismo geométrico

f*
Sh(D,K)t—= Sh(C,J)
fx

es inducido por un morfismo entre sitios f : (C,J) — (D, K) si el funtor imagen
inversa f* respeta los encajes de Yoneda, es decir existe un funtor F': C — D
que hace conmutar al siguiente diagrama:

En este caso, se puede probar que F' es un morfismo de sitios y asi F' = f es
el morfismo entre sitios buscado.

En realidad, no es necesario que la categoria D sea pequena; basta con que
el sitio (D, K) tenga un sub-sitio denso pequetio, es decir, una subcategoria
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pequena i : E — D con topologia K = K n FE tal que el morfismo geométrico
inducido i : Sh(D, K) — Sh(E, Kg) es una equivalencia de categorias es decir,
que iy y 7* lo son.

La prueba se puede encontrar en la proposicion 11.14 de [Shulman, 2012].

3.2. Topologias Subcanénicas y Canénicas

Definiciéon 3.3. Una topologia de Grothendieck J sobre una categoria C' es
llamada subcandnica si todas las pregavillas representables y(U) : C — Con
son gavillas sobre el sitio (C, J).

Por supuesto, un sitio subcandnico es aquel que tiene una topologia subca-
noénica.

Note que si (C,J) es un sitio subcanoénico, entonces para cada U € C, el
funtor y(U) = Home( _ ,U) es una gavilla. Por lo que si R es una J-cubierta
de U" y {hy | f € R} es una familia compatible para y(U), entonces para toda
f:V—->UdeRyg:V' —V tenemos que hy o g = hyoq. De aqui que existe
una Unica amalgamacion, que es un morfismo h : U’ — U tal que ho f = hy
para todo f € R.

Si K es la base para una topologia subcanonica J sobre C'y R = {f; : U; —
U |i € I} es una K-cubierta de U, consideremos a los productos fibrados para
cada pareja i,j € 1

Pj——U;

.

Una familia de morfismos {h; : U; — U’ | i € I} es una familia R-compatible
del funtor y(U) si y solo si para cada i,j € I, el cuadrado

Pi,j —)Ui

Tk

Uj 4)}74» U’

es conmutativo. Tenemos entonces que la topologia J sera subcanénica si y s6lo
si para cada familia compatible {h; : U; — U’ | i € I} en este sentido, existe un
unico morfismo h : U’ — U tal que h o h; = f; para toda i € I.

Definicion 3.4. La topologia candnica sobre una categoria C' es la mayor to-
pologia de Grothendieck subcanénica sobre C.

Mas explicitamente, una criba R es una cubierta para la topologia canénica
si y solo si todo funtor representable y(U) es una gavilla para todo producto
fibrado de R.

Tales cribas son llamadas universalmente efectivo-epimdrficas.
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Note que si (C,J) es un sitio subcanénico, entonces el funtor de Yoneda
P

y:C — Con®"" se correstringe a la categoria de gavillas y : C — Sh(C, J).
Definicién 3.5. En cualquier categoria C', una familia de morfismos
{SZA,L—>B|’L€I}

con codominio comun es llamada (conjuntamente) epimdrfica si para cualquier
par de morfismos g,h : B — C con g # h, existe una i € I tal que gos; # hos;.

Si el coproducto [[,.; A; existe en C, esto es equivalente a decir que el
morfismo 1Is; : [ [ A; — B es epimorfismo.

Dada una familia de flechas {s; : A; — B}c; con un codominio comtn B en
un topos &£, una propiedad deseable de esta familia seria la construcciéon de una
flecha f : B — FE a partir de una familia “compatible” de morfismos f; : A; > E
tal que f os; = f; para cada i. Cuando esto es posible de manera tnica, uno
dice que la familia dada {s;};c1 es efectiva o efectivo-epimorfica.

En otras palabras, si A; xp A; es el producto fibrado

Ai XBAj—>Aj

T

para cada 1,7, las s; forman una familia efectiva cuando, para toda familia
compatible {f; : A; — E | i€ I}; es decir, que hace conmutar al cuadrado

Ai XBAj—>Aj

"l

para cada par f;, f;; existe una tnica f: B — E tal que fos; = f; para i€ I.

Lema 3.6. En un topos £ cualquier familia epimorfica finita es efectiva. Ade-
mas, si £ tiene coproductos pequenos, entonces cualquier familia epimdrfica pe-
quena es efectiva.

Demostracion. £ siempre tiene colimites finitos; supongamos que £ tiene co-
limites de tamano I. Entonces, por definicién, las flechas s; de una familia
epimorfica de tamaino I definen un epimorfismo s : [ [,.; A; — B en £. Como el
producto fibrado conmuta con coproductos, primero sobre j y luego sobre 4, en
un topos, el par kernel de este epimorfismo s es [ [; [ [;(A; x5 4;), con los dos
mapeos resultantes hacia [ [ 4; como en el diagrama

el jel %
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Pero en cualquier topos, un epimorfismo es el coigualador de su par kernel, en-
tonces s es el coigualador. Las flechas dadas f; como antes generan un morfismo
g : [ A; — E sobre el coproducto y la conmutatividad del cuadrado que las ha-
ce una familia compatible para cada ¢ y j muestra que esta flecha g iguala a las
flechas paralelas de [ [; [ [;(4i x5 A;) a | [; A;. Por lo tanto, g se factoriza como
g = f os para un tnico morfismo f : B — E. Al componer esta igualdad con
las inclusiones del coproducto A; — ][ A; obtenemos la identidad f o s; = f;.
O

3.3. Puntos

Definicion 3.7. Si £ es un topos, un punto de £ es un morfismo geométrico
p:Con — &.

Si K es una clase de puntos de &£, decimos que K es suficiente si la familia de
funtores imagen inversa {p* | p € K} es conservativa, es decir, si para cualquier
morfismo f : X — Y en £ y para cualquier p € K, p*(f) es isomorfismo,
entonces f es necesariamente isomorfismo.

Decimos que & tiene suficientes puntos si la clase de todos los puntos de £
es suficiente.

El siguiente resultado nos permite caracterizar a los puntos sobre un topos de
Grothendieck en términos de su sitio de definicién. De cualquier manera, es mas
conveniente dar este resultado en una forma general que caracteriza a todos los
morfismos geométricos de un topos cocompleto £ (es decir, con colimites peque-
flos arbitrarios) a un topos de Grothendieck Sh(C,J) (en particular, £ puede
ser un topos de Grothendieck, pues todo topos de Grothendieck es cocompleto).

Para esto, primero necesitamos una definicion maés:

Definicién 3.8. Si (C, .J) es un sitio, decimos que un funtor C — £ es continuo
(o J-continuo) si mapea cribas J-cubrientes en C' a familias epimorficas en €.

Note que si (C, J) es subcanonico, entonces y : C — Sh(C, J) es un funtor
continuo.

Teorema 3.9. Sean £ un topos cocompleto, (C,J) un sitio tal que C tiene
todos los limites finitos y ¢ : Sh(C,J) — &€ un funtor. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) ¢ es la imagen inversa de un morfismo geométrico £ — Sh(C, J).
(ii) ¢ es exacto izquierdo y preserva colimites pequenos.

(ii) Existe un funtor eracto izquierdo y continuo P : C — &, tal que ¢ es
(isomorfo a) la extension de Kan izquierda de P a lo largo de l : C —

Sh(C, J).

Mds ain, el funtor P en (i) estd determinado, salvo isomorfismo, por ¢.
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Probaremos un caso particular de este teorema que nos sera util después: el
caso en el que (C,J) es un sitio subcanénico. En este caso, el funtor [ : C' —
Sh(C,J) es simplemente el funtor de Yoneda.

Para esto ocupamos el siguiente lema:

Lema 3.10. Cualquier objeto de Con®”" puede ser expresado como el colimite
de un diagrama cuyos vértices son funtores representables (de la forma y(U)
para algin U € C).

Demostracion. Sea X un objeto de Con®”" y sea (y | X) la categoria coma
cuyos objetos son las parejas (U, @) donde U es un objetode Cy o : y(U) —» X

oP
un morfismo de Con® y cuyos morfismos son tridngulos conmutativos

y(U) ——y(V)
N
X
en Con

Entonces hay un funtor “olvidadizo” (y | X) — Con®”" dado por (U, a) —
y(U); el colimite de este diagrama es X.

COP

O

En el caso de que (C,J) es un sitio subcanonico, tenemos que cada gavilla
de Sh(C,J) esta dada por el mismo colimite restringido. Ademés, y : C —
Sh(C,J) es fiel y pleno.

Ahora probamos el teorema.

Demostracion. (i) = (ii) es trivial.

(i4) = (iii): Sea P la composicion C % Sh(C,.J) 2, . Entonces P es
ciertamente exacta izquierda al serlo y y ¢; ademas es continua pues y lo es y
¢ preserva colimites y epimorfismos. Si X es un objeto de Sh(C, J), entonces

X = lim y(U)
(ylX)

en Sh(C, J), como se menciono en el lema anterior. Aplicando ¢, como preserva
colimites, tenemos
o(X) = lim P(U),
(y1X)

que es precisamente la férmula que define a la extensiéon de Kan.
(#9i) = (i) Si ¢ es la extension de Kan izquierda de P a lo largo de y : C' —
Sh(C,J), entonces el adjunto derecho de ¢ es Py : £ — Sh(C,.J). Donde si
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A es un objeto de &, entonces Py(A) = y(A) o P = Homg(P(_), A). De esta
forma, usando el lema de Yoneda, si X es un elemento de sh(C, J),

Homgpc,1) (X, Px(A)) = Homgpc,s)( lim y(U), P«(A))

(yX)
=~ lim (Homgp(c,) (y(U), Px(4)))
(yiX)
= lim (Pi(A)(U))
(ylX)
= h_I)Il (Homg(P(U),A))
(ylX)
~ Home( lim P(U), A)

(ylX)
= H0m8(¢(X)7 A)

Como (C, J) es subcanonica, cada gavilla es colimite de funtores de la forma
y(U) que se corresponde con ¢ por su definicion como la extension de Kan.
Ademas, ¢ preserva colimites finitos, pues P lo hace. Por lo que ¢ es el funtor
imagen inversa de este morfismo geomeétrico.

Para establecer la unicidad de P, debemos probar que un morfismo P : C —
£ continuo y exacto izquierdo es isomorfo a la restriccion de su extension de Kan
izquierda a lo largo de y, es decir, que el mapeo conénico

P(U)— lm P(V)
(yly(0))

es un isomorfismo. Pero esto es trivial, pues el encaje de Yoneda es fiel y pleno.
O

Corolario 3.11. Un corolario importante de este teorema es que
Hom(E,Sh(C,J)) = ConLex(C,E)

donde ConLex se refiere a la categoria cuyos objetos son los funtores exactos iz-
quierdos y continuos de C a £ y cuyos morfismos son todas las transformaciones
naturales entre ellos.

Demostracion. Esta es una equivalencia de categorias natural en &, pues si
f:F — & es un morfismo geométrico, entonces

How(f, Sh(C, J)) : How(€, Sh(C, J)) — Hom(F, Sh(C, J))

manda al morfismo geométrico a a avo f que tiene como imagen directa a oy o fy
y como imagen inversa a f* o o*, mientras que

ConLex(C, f) : ConLex(C, &) — ConLex(C, F)
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manda al funtor exacto izquierdo y continuo P a f* o P. Asi, el cuadrado

Hom (&, Sh(C, J)) ———— ConLex(C, &)
Hom(f,Sh(C,J))J JCOnLex(c,f)
Hom(F, Sh(C, J)) ——— ConLex(C, F)

es conmutativo; por ambos caminos, un morfismo geométrico « va a dar al funtor
continuo y exacto izquierdo f* o a* oy.
O

Este resultado serd muy ttil en el dltimo capitulo para la construcciéon del
topos clasificante de una teoria geométrica.
Supongamos ahora que v : F — COF es un diagrama filtrante, entonces el
funtor
H_;)n (Home(y(U), _)):C — Con

es un funtor exacto izquierdo. Por el teorema anterior, este funtor corresponde
OoP
a un punto Con — Con® " . Es esto lo que motiva a la siguiente definicién:

Definicion 3.12. Un pseudo-punto de C' es un sistema filtrante inverso de

objetos de C| es decir, una categoria filtrante (pequenia) I y un funtor I — cor;
Si P ={U; | i€ I} es un pseudo-punto de C, usaremos también a la letra P

para denotar al funtor exacto izquierdo h_H)lI (H ome (Ui, _ )) :C — Con.

Proposicion 3.13. Sean (C,J) un sitio tal que C tiene limites finitos y P =
{U; | i € I} un pseudo-punto de C. Entonces el punto del topos de pregavillas
Con®°" determinado por P, se factoriza a través de la inclusion de las gavillas
Sh(C,J) — Con®" si y solo si para cada objeto’V de C, cada criba R € J(V),

ycadaU; =V enC coni € I, existe una flecha k — i en I tal que Uy, — U; -V
estd en R.

Demostracion. La condicién dada es simplemente el hecho de que el funtor
li_r)nl (Homc(Ui, 7 )) manda a R a una familia epimorfica en Con, entonces es
un funtor continuo y exacto izquierdo; por lo que este resultado es inmediato
del teorema 3.9.

O

Un pseudo-punto que satisface esta condiciéon es llamado un pseudo-punto
del sitio (C,J).

Definiciéon 3.14. Un topos coherente es un topos de Grothendieck Sh(C, J)
tal que C tiene limites finitos y la topologia J esta generada por una base en la
cual cada familia cubriente es finita.

Un sitio (C, J) que cumple estas hipotesis es llamado un sitio de tipo finito.
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3.4. El Teorema de Deligne

En esta seccion probamos el importante teorema de P. Deligne que afirma
que todo topos coherente tiene suficientes puntos. Si (C,J) es un sitio de tipo
finito, podemos considerar a la clase de pseudo-puntos de C' que esta definida
sobre conjuntos filtrantes y asignarle un orden parcial.

SiP={U;|iel}y@={V;|ke K} son dos pseudo-puntos, decimos que Q
es un refinamiento de P si hay un monomorfismo que preserva el orden I — K
tal que el diagrama

T - COP
K
conmuta.

Queremos probar que un pseudo-punto de C' tiene un refinamiento “ade-
cuado” que es de hecho un pseudo-punto de (C,J). Por conveniencia, si P =
{U; |i € I} es un pseudo-punto de C, usaremos la letra P también para denotar
al funtor imagen inversa

Con®”" — Con; X +— lim(X(U;))
I

del punto que este define.

Lema 3.15. Sean P = {U; | i € I} un pseudo-punto de C, X una J-gavilla
sobre C y x,y dos elementos distintos de P(X).

Sean {V; — V| j =1,...,n} una familia J-cubriente finita en C, y v un
elemento de P(y(V)).

Entonces existe un refinamiento de Q de P tal que

(a) Las imdgenes de x,y bajo el mapeo natural P(X) — Q(X) son distintas.
(b) La imagen de v bajo P(y(V)) — Q(y(V)) es elemeto de

U Im(Q(v;) — Qu(V)).

Demostracion. Por definicion, P(y(V)) = lim (Homc (Ui, V)), por lo que v

viene de un morfismo U;, > V para algiin ig € I. Para cada i > i y cada j, si
consideramos al producto fibado

Uij
Ui
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entonces la familia {U;; — U; | j = 1,...,n} es una J-cubierta, y ademas
X(U;) = [Tj-, X(Ui;) es monomorfismo. Pero los colimites filtrantes preservan
productos finitos y monomorfismos, entonces

P(X) = lim X (U;) = lim X(U;) — [ ] ( lim X (U3)))
I (io/1) j=1 (Go/D)

es un monomorfismo. (Donde (ip/I) denota al suborden de I generado por {i €
I'|i>ip}.)

En particular, podemos encontrar una k tal que z, y tienen distintas iméagenes
en lim;, /) X (Us). Ahora, sea K = I x {0} | (io/I) x {1} con el orden del
producto (es decir, (i,5) < (',5') si y sélosi i < ¢ y j < j'); entonces K es
un orden filtrante, y podemos definir a un pseudo-punto @ con los indices de K
por la asignacién

(170) — Uj; (171) = Uik

Para cualquier pregavilla Y sobre C, tenemos que Q(Y) = li_H)l(Z, /n Y (Ur);
0
entonces el pseudo-punto @ tiene las propiedades requeridas.

O

Lema 3.16. Sean P, X y x,y como en el lema anterior. Entonces existe un
refinamiento Q de P tal que

(a) Las imdgenes de x,y bajo el mapeo natural P(X) — Q(X) son distintas.

(b) Para cada objeto V' de C, cada criba J-cubriente R sobre V y cada v €
P(y(V)), la imagen de v bajo P(y(V)) — Q(y(V)) estd en la imagen de
Q(R) — Qy(V)).

Demostracion. consideremos a Z el conjunto de todas las ternas (V, R, v)
donde V es un objeto de C, R es una criba J-cubriente finitamente generada
sobre V' 'y v € P(y(V)). Eligiendo un buen orden de Z, podemos indexar a sus
miembros con algtin ordinal a. Ahora hacemos recursion transfinita para definir
a una sucesion de pseudo-puntos {Qg | < a}, como sigue:

Qo=P
Si 8 =+ 1, entonces Qg es obtenido desde () aplicando el lema anterior
a una familia generadora finita {V,; — V, [j = 1,...,n,} para la criba R, y a

la imagen de v, en Q- (V).

Si 8 es un ordinal limite, entonces ()3 es el tnico refinamiento comin de
los pseudo-puntos {Q, | v < S}, cuyo conjunto parcialmente ordenado filtrante
subyaciente es el colimite de aquellos subyacientes a los Q.

Entonces es facil ver que las imagenes de =,y en Qg(X) son distintas para
cada f3, y si v < § entonces la imagen de vy en Qg(y(V;)) esta en la imagen de
Qs(Ry). Por lo tanto, Q) = Q es el refinamiento requerido de P. O

El pseudo-punto ) construido en este lema no necesariamente es un punto

e (C,J), pues no todo elemento de Q(y(V')) esta necesariamente en la imagen

de P(y(V)) — Q(y(V)). De cualquier manera, podemos rectificar esto haciendo
una recursiom mas de longitud w como sigue:
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Lema 3.17. Sean P, X y xz,y como en el lema anterior. Entonces existe un
pseudo-punto Q de (C,J) que es un refinamiento de P tal que las imdgenes de
x,y bajo P(X) — Q(X) son distintas.

Demostracién. Definamos a la secuencia de pseudo-puntos P,, haciendo Py =
P, y definiendo P, .1 como el refinamiento de P, construido en el lema anterior.
Definimos a () como el colimite de los P,; tenemos que Q(Y) = lim P, (Y)
para cualquier pregavilla Y sobre C. Entonces, x,y tienen imégenes distintas
en Q(X); y si R — y(V) es una criba J-cubriente, entonces cada elemento de
Q(y(V)) viene de un elemento de P,(y(V)) para algin n, y entonces de algin
elemento de P, 1(R). Por lo tanto tenemos que @ es un pseudo-punto de (C, J).

O

Teorema 3.18. (Teorema de Deligne) Un topos coherente tiene suficientes
puntos.

Demostracion. Sea & = Sh(C,J) un topos coherente con (C,.J) su sitio de
tipo finito. Es suficiente mostrar que, dadas un par de flechas paralelas f,g: Y —
X en & con f # g, podemos encontrar un punto ¢ de € con ¢*(f) # ¢*(g). Pero
podemos ciertamente encontrar un objeto U de C'y y € Y con fy(y) # gu(y);
ahora aplicamos el lema anterior a este par de elementos distintos de X (U),
tomando a P como el pseudo-punto de C definido por el sistema filtrante trivial
(U). Entonces obtenemos un pseudo-punto @ de (C,J) y por lo tanto un punto
q de &, tal que la imagen de y en ¢*(Y) tiene distintas imagenes bajo ¢*(f) y
7*(9)- O

Si un topos £ tiene suficientes puntos, entonces tenemos también que toda
flecha f: Y — X de &, es monomorfismo siempre que para todo punto p, p*(f)
lo es. Para probar la anterior afirmacién, sean g y h son dos flechas tales que
fog = foh, se tiene que para todo punto p, p*(f) op*(g) = p*(f) op*(h), pero
si p*(f) es mono tendremos que p*(g) = p*(h), si esto es asi para cada punto p,
como & tiene suficientes puntos, entonces g = h. Por lo que f es monomorfismo.

Analogamente, f es epimorfismo si p*(f) lo es para todo punto p. Luego,
f es isomorfismo (al ser equivalente a ser mono y epi en un topos) si p*(f) es
isomorfismo para todo punto p del topos.

Es importante destacar también que en un topos con suficientes puntos,
para cualesquiera dos subobjetos A y B de un objeto X del topos, tenemos que
A < B si para todo punto p del topos p*(A) < p*(B):

Si p*(A) < p*(B) entonces el monomorfismo p*(B) — p*(A) v p*(B) es de
hecho un isomorfismo, pero como p* preserva colimites, tenemos que p*(A) v
p*(B) = p*(A v B). Luego, p*(B) — p*(A v B) es un isomorfismo para cada
punto p del topos, por lo que B — A v B es un isomorfismo y de aqui que
A<B.






Capitulo 4

Loégica de Primer Orden

En este capitulo tomamos una ligera generalizaciéon de la logica de primer
orden (en la que tenemos multiples tipos) y definimos lo que es una estructura
en un topos, definimos lo que es un modelo de una teoria en un lenguaje dado
y vemos como podemos interpretar las férmulas de primer orden en cualquier
estructura.

Al final de la primera seccién vemos como, a partir de una estructura M en
un topos £ y un funtor entre topos f : £ — F que preserva productos finitos,
podemos obtener una estructura fM en F.

En la segunda seccion definimos lo que es una férmula geométrica y una
formula coherente, y luego definimos lo que es una teoria geométrica y una
teoria coherente. La importancia de las teorias geométricas y coherentes radica
en que si M es un modelo de una teoria geométrica o coherente T'y f* es el
funtor imagen inversa de un morfismo geométrico entonces la esturcura f*M
también es modelo de la teoria T'.

En la ultima seccion definimos a la categoria de objetos definibles sobre un
modelo M. Ademaés, dotamos a esta categoria con una topologia de Grothen-
dieck. La motivacion para definir a esta categoria con su topologia es que sera
de mucha ayuda para construir al topos clasificante de una teoria geométrica o
coherente en el siguiente capitulo.

4.1. Modelos en Topos

Un lenguaje de primer orden L, para nosotros constara de una coleccion de
“tipos” (de variables) X,Y,..., una coleccién de simbolos de relacion R, S, ...
y de simbolos de funcién f,g, ..., y posiblemente algunas constantes c,d, . ...

Cada relacion estd dada junto con los tipos de sus argumentos. Por ejem-
plo R = R(z,y) puede ser una relaciéon binaria que toma un argumento x del
tipo X en su primera entrada y uno y del tipo Y en la segunda, en este caso
escribimos “R € X x Y”. (Note que esto es puramente notaciéon ya que R no
es realmente subconjunto de algin producto entre X y Y; X, Y y R son s6lo
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simbolos del lenguaje.) Similarmente, cada simbolo de funcién tiene los tipos de
sus argumentos y un tipo de salida. Escribimos como notacién

f: Xy x--xX,>Y

si f toma n argumentos de tipos X1, ..., X, respectivamente y da un valor del
tipo Y. También cada simbolo de constante tiene su tipo especifico. Escribimos
ce X oc:1 — X para indicar que el simbolo de constante ¢ es del tipo X.
También asumimos que para cada tipo X, el lenguaje tiene una cantidad infinita
de variables z1, x2,23,... (0 x,y, z,...) de ese tipo y a veces escribimos “z € X”
para indicar que x es una variable del tipo X.

Note que esta es una generalizaciéon de un lenguaje de primer orden usual,
en el que s6lo hay un tipo. Més sobre el lenguaje de primer orden usual se puede
encontrar, por ejemplo, en [Enderton, 2001].

Con un lenguaje L de primer orden, uno puede construir términos y formulas
de la manera usual:

Términos (del tipo X):

= Cada variable o simbolo de constante del tipo X es un término del tipo

X.
= Supongamos que ti,...,t, son simbolos de tipos Xi,..., X, respectiva-
mente y que f : Xq,...,X,, — X es un simbolo de funcién, entonces

f(t1,...,t,) es un término del tipo X.

Formulas Atémicas:

= Si Rc X; x---x X, es un simbolo de relacién de n argumentos de tipos
X1,..., X, ¥y t1,...,t, son términos de los tipos Xi,..., X, respectiva-
mente, entonces R(t1,...,t,) es una formula atémica.

= Sit¢yt' son dos términos del mismo tipo Y entonces ¢ = t’ es una férmula
atémica también.

» Los simbolos T y L son también formulas atomicas (las formulas idénti-
camente verdadero y falso, respectivamente).

De tales formulas atomicas uno puede construir férmulas més complica-
das usando los conectivos A, v,—, — y cuantificadores de cualquier tipo (Vz €
X, 3z € X). De la manera estandar, ocurrencias de las variables gobernadas por
algin cuantificador se dice que estan acotadas, en caso contrario se les llama
libres.

Definicién 4.1. Dado un lenguaje L y un topos &, una L-estructura o L-
interpretacion M es una funcién que a cada tipo X le asigna un objeto del
topos XM e &£; a cada simbolo de relaciéon R € X; x --- x X,, le asigna un
subobjeto RM del objeto XM x --- x XM € &; a cada simbolo de funcién
f: X1 x---x X, =Y le asigna un morfismo fM : XM x ... x XM - yMe¢g:
y a cada simbolo de constante ¢ € X le asigna un morfismo ¢™ : 1 — XM ¢ £,
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Dada una interpretacion M, uno puede definir la interpretacion de un tér-
mino ¢ de tipo Y, cuyas variables se encuentran entre los tipos X7, ..., X,, como
un morfismo tM : XM ... XM - yM de £ como sigue:

1. sit = x; (una variable), entonces el morfismo t es la proyecciéon
M XMoo xM T x M,

2. sit = ¢ (un simbolo de constante del tipo Y'), entonces t™ es la composi-
cion de los morfismos

M
Mo XM ox XM 1 S v M,

3. sit= f(ti,...,tm) entonces t™ es la composicion
(t]w""vt%) M
M XM o x M Bty My M Ty M
Para el caso de una formula p(xq,...,z,) con variables libres entre las en-

listadas, definimos a su interpretacién bajo la estructura M como un subobjeto
{(x1,...,2n) | M < XM x x XM
en £ de la siguiente manera:

1. Si pes (t = t') entonces {(z1,...,7,) |t = t'}M es el igualador de los
morfismos tM y t'M:

{(z1,...,zp) |t =t M - XM x ... x XM 3 v M,

2. Si ¢ es R(ty,...,t;) para algin simbolo de relacion R € Y7 x --- x Y},
y términos t; de tipo Y; (cada uno con variables libres con tipos entre
X1,...,X,), entonces el subobjeto {(x1,...,2,) | R(t1,...,t,)}" es el
producto fibrado de el subobjeto RM a lo largo de (t]7,... tM):

{(@1, . zn) | Ry, )} —————= RM

|

M M M M
Xl X X Xn (tM tM) )/1 X X )/k
1 seeesty,

3. Para terminar con las formulas atémicas,

{(x1,...,2) | T = XM x ... x XM

{(z1,...,2,) | L} =0 (el objeto cero de &).



52 CAPITULO 4. LOGICA DE PRIMER ORDEN

Los conectivos A, v,—, — son interpretados usando las operaciones corres-
pondientes en el adlgebra de Heyting de subobjetos; por ejemplo, para A defini-
mos:

{(ml,...,xn)|<pA1/J}M = {(ml,...,xn)\gp}M A {(ml,...,xn)|¢}M.

Finalmente, para los cuantificadores, tenemos que para cualquier flecha « :
E’ — E en un topos &, la “imagen inversa” o' : Sub(E) — Sub(E') tiene
adjuntos izquierdo y derecho 3, y Vo, : Sub(E’) — Sub(E). Podemos interpretar
a los cuantificadores del lenguaje L usando estas adjunciones:

{(21,...,z0) | Va1, .. zn, o) = Vo ({(z1,. . 20, 2) [ (21, . . o, 20y ) ),

donde m : XM x -+o x XM x XM — XM x ... x XM es la proyeccion; y
similarmente para el cuantificador existencial:

{(z1,...,2,) | pr(gch...,mn,a:)}M = Hﬂ({(xl,...,a:n,x) | @(ml,...,xn,x)}M).

Como antes, decimos que una férmula ¢ es vdlida en M (en el topos &) si
{(x1,...,7,) | ¢}M es el subobjeto méximo XM x --- x XM mismo, para cada
secuencia x1,...,x, que contenga a las variables libres de .

Note que esta nocién generaliza también al lenguaje de Mitchell-Bénabou
(1.11), y por lo tanto lo que se probo sobre la semantica de Kripke-Joyal (1.14)
y su nocion de forcing sigue aplicando en este contexto.

Dada una teoria T (un conjunto de formulas) en un lenguaje L, un modelo
de T (o un T-modelo) en un topos £ es una interpretacion M de este lenguaje
en & tal que todas las formulas de T son validas en M.

Definicion 4.2. Dadas dos interpretaciones M y M’ del lenguaje L en un topos
£, un homomorfismo H : M — M’ es una coleccién de morfismos Hyx : XM —
XM en €, una por cada tipo X de L, que respeta las interpretaciones de los
simbolos de relacion, de funcién y de constante:

1. Para cada simbolo de relacion R < X7 x --- x X,, existe una factorizacion

M M M’ M’
X oo X
Xi Xy o oas e Tix, Xt o x X0

2. Para cada simbolo de funcion f : X7 x---x X,, —> Y, el siguiente diagrama

conmuta:

HXIX"'XHXn ’ ’
X{WX"'XXry—>Xi]\/[X“~XXT]LM

g -

yM . yM
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3. Para cada sfmbolo de constante c € X, el siguiente diagrama conmuta:

’
c]%l jcl\/f

M M’
XWX

Lo anterior da la pauta para la definicion de una categoria de todas las
interpretaciones de L en £ con homomorfismos de interpretaciones por flechas.
Para cada teoria T en el lenguaje L, definimos a la subcategoria plena de la
categoria de interpretaciones: la categoria Mod(7', ) de T-modelos en €£.

Dado un funtor exacto-izquierdo (que preserva limites finitos) entre dos topos
F : & - F y una interpretacion M del lenguaje L en £, podemos definir una
interpretaciéon F'M en F, definida en tipos como

para cada tipo X de L.
Si R < X; x---x X, es un simbolo de relaciéon de L, como F' preserva
productos y monomorfismos, podemos definir a RF* como

RFM — p(RM) c XM x ... x XFM

vaque F(XM x ... x XM) = F(XM) x ... x F(XM).
Lo mismo podemos hacer con los simbolos de funcién y de constante:

fIM = Py XM o XEM Ly EM

M = (M) 1 - xIM
pues F(lg) = 1]:.
Ademaés, F' se puede llevar a un funtor de las L-interpretaciones en £ a las

. . F(H /
L-interpretaciones en F como (FH)x : XM FEx), XM No obstante, dada
una teoria T, este funtor no necesariamente se restringe a un funtor

F : Mod(T, £) — Mod(T, F);

no hay razon por la cual los axiomas validos en una L-estructura M en £ deban
serlo también en la L-estructura F'M en F.

En la secciéon siguiente veremos un caso interesante en el que el funtor F
preserva la validez de ciertas féormulas.

4.2. Teorias Coherentes y Geométricas

Dado un funtor exacto-izquierdo F' : £ — F y una L-interpretacion M en
£, ya sabemos que existe una L-interpretacion F'M en F. Ademéas, dada una
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}]M }F]M

férmula o tenemos al subobjeto {(x1,...,zn) e} en Eya {(z1,...,20)|¢

en J, pero no necesariamente

F({(z1,...,2) | <p}M) ={(21,...,z0) | @},

En esta seccién veremos un tipo particular de formulas, llamadas formu-
las geométricas, que son preservadas es este sentido por la imagen inversa de
cualquier morfismo geométrico.

Definicién 4.3. En un lenguaje de primer orden L, una férmula ¢ es llamada
coherente si se puede obtener a partir de féormulas atomicas por conjuncion A,
disjuncién v y cuantificador existencial 3.

Ademés, una formula asi es llamada geométrica, si permitimos también el
uso de la disyuncion \/ jes¥; de una cantidad arbitraria de formulas sobre un
conjunto J; la interpretacion de una férmula asi es

{(I17~--,mn)| \/jEJ SOJ}M = \/{(I17...,1}n)|§0j}]w >—>X11V[ X X XTJLW
jeJ

la cual tiene sentido, pues las algebras de Heyting definidas por los subobjetos
en un topos £ tienen supremos arbitrarios (pequenos).

En general, al usar una disyuncion arbitraria, una férmula podria tener un
producto infinito de definicion. El problema con esto es que un funtor tendria
que preservar productos infinitos para poder preservar estas férmulas, ademés,
no todo topos tiene todos los productos infinitos. Es por esto que en nuestra
definicién de disyuncion arbitraria pedimos que el conjunto de variables libres
de las formulas {¢; | j € J} estén entre las de una sucesion finita (z1,...,zy,).
Por lo que, sin pérdida de generalidad, cada ¢; es de la forma ¢;(z1,...,2,).

Mas precisamente, la coleccion de formulas geométricas es la menor coleccion
de féormulas tal que

1. Las féormulas atomicas R(t1,...,tn), t = ¢, T y L son todas formulas
geométricas.

2. Si ¢ y ¥ son férmulas geométricas, entonces también lo son p Ay @ v 1.

3. Si ¢ es una féormula geométrica, entonces también lo es Jz¢ donde = es
una variable del tipo X para algtn tipo X de L.

4. Si {p;|j € J} es un conjunto de férmulas geométricas con variables li-
bres entre las de una sucesion finita (z1,...,z,), entonces \/je J¥;j €s una
férmula geométrica.

Las formulas construidas s6lo con los primeros tres puntos son exactamen-
te las formulas coherentes. Las formulas coherentes son en particular féormulas
geométricas.
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Teorema 4.4. Sean £ y F dos topos, M una L-estructura en & y f : F — & un
morfismo geométrico, si f*M es la interpretacion inducida por el funtor imagen
inversa f* : F — £ y ¢ es una formula geométrica, entonces

Frn . aa) [o3) = (@1, an) [0}

Andlogamente, este resultado es cierto si ¢ es una formula coherente.

Demostracién. Primero veamos que si t es un término de tipo Y con variables
libres entre los tipos X4, ..., X, entonces

%
FEEMY = M T XMy M
para esto procedemos por induccién sobre la formacién de términos:

1. Sit = x;, entonces t" = 7; la proyeccion, pero como f* preserva productos
(por definicion de morfismo geométrico), entonces preserva también las
proyecciones, por lo que f*(tM) = tf* M

2. Si t = ¢ un simbolo de constante de tipo Y entonces t" =!oc¢™ en donde
I X{*M X+ X X};*M — 1 es la tnica flecha; como f* es un funtor, abre
composiciones, por lo que f*(tM) = f*(1ocM) = f*(!) o f*(c™). Como

por definicion ¢/ M f*(cM) y f* preserva al objeto terminal 1, entonces

F*(!) es la tnica flecha correspondiente por lo que f*(tM) = t/*M
3. Si suponemos que f*(tM) = t{*M para cada i € {1,...,m} y tenemos que
t = g(t1,...,tm), entonces por definicion tM = gM o (tM ... M) como

f* abre composiciones, tenemos que
PRy = (g™ o (i) = FHM) o Rt
Por definiciéon g/ M f*(gM) y f* preserva productos, entonces

* *
R ) = (PR D) = M M)
por lo que f*(tM) = t*M

Esto termina la prueba por induccién, de donde concluimos que f*(t™) =
¢ M para todo término ¢ de L. Ahora procedemos a probar (también por in-
duccion) que si ¢ es una formula geométrica, entonces

*
f*({(xlv"'vxn) | (P}M) = {(xlv'“v:rn) | SO}f M
primero veamos que es cierto para férmulas atémicas:

1. Si pes (t = t'), entonces {(x1,...,7,) | }™ es el igualador de t y
M. Como f* preserva igualadores, entonces f*({(z1,...,zn)|@}) es el
igualador de f*(tM) = tf*M y fE'M) = t'f*M, por lo que es exactamente

*
{(xla v ,.’En) | @}f J\/I'
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2. Siges R(ty,...,ty), entonces {(z1,...,2,)| o} es el producto fibrado de

RM alolargo de (t},... tM). Como f* preserva productos fibrados, en-
tonces f*({(z1,...,2n) | ¢}™) es el producto fibrado de f*(RM) = RI*M
a lo largo de f*(tM, ... tM) = (t{*NI,...,th), 0 sea, es exactamente

{(z1,...,2n) | <p}f*M.

3. Finalmente, como f* preserva al objeto inicial 0 y a los productos, entonces

Fr({@n, . za) [ L) = £*(0¢)

=0r
= {(@1,. @) | LPM

f*({(xl,,xnﬂT}M) :f*(X{VI X e XX7JL\4>
:X{*M X XX,,J;*M

= {(z1,...,3) | TH™M.

De aqui que el teorema se cumple para formulas atémicas. Para seguir con
la induccién, supongamos que ¢ y 1 son dos formulas tales que

P an) [o3) = {(@1, . an) [ @}

P, zn) [93M) = {(21, . 2) 9}

Como A A B — C es el producto fibrado de A — C'y B »— C'y f* preserva
los productos fibrados, entonces

f*({ L1,y Tn) |<PA1/)}M)

P, ) | A (@, wn) [}
FrU@r ) [ A f* (@, @) [93Y)
{(z1,...,2,) |<p}f A{(:E1,...,xn)\1/1}f*M
{(21,. .. 20) [ @ A ™M

Ademés, como f* preserva limites finitos y colimites, entonces preserva la
imagen directa de un morfismo, que se puede construir como el igualador de
las flechas obtenidas del coproducto fibrado de la flecha con ella misma. Como
A v B — C es la imagen directa del coproducto A + B — C y f* también
preserva los coproductos binarios, entonces f* preserva también los supremos
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binarios, de donde

({(xlﬂ'"»xn) l o v ¢}M)
:f*({($1,...,l‘n) | @}M v {(1‘1,...,33”) | '(/J}M)
({(xl""»xn) | CP}M) v f*({(l'lvaxn) | ¢}M)

I

(@1, zn) | ™M v {(21, .. 2n) | 0}M
(@1, 2n) o v ™™

Ahora, si a : C — (' es un morfismo en &, 3,(4) — C’ es la imagen
directa de A — C % C’ y como f* preserva las iméagenes directas, entonces

[*(3a(A)) — f*(C') es la imagen directa de f*(A) — f*(C) EALR F*(C"), es
decir, f* (EIQ(A)) = Elf*a(f*(A)). Como f* preserva productos y por lo tanto
las proyecciones, tenemos:

P ({2 T} ™)
=f*(3,r({(:z:1,...,xn)|g0}M))
=E|f*ﬁ(f*({(x17...,xn)|<p}M))
=3 ({(er, o) [0}
={(z1,...,2n) | ngo}f*M

Esto concluye la induccién para férmulas coherentes.

Para férmulas geométricas, falta el caso de disyunciones infinitas; pero como
f* tiene adjunto derecho, entonces preserva todos los colimites pequenos. En
particular, preserva al coproducto arbitrario

[T ) o — XM X,
jedJ

luego, preserva a la imagen directa de este morfismo, por lo que
F*{@ier | Vjes 2}")
=1* (Vs {@i)ier [ 53™)
= Vs F*{(@i)ier | £53™)
=V ey {@ier | ;3™
={(@i)ier | Vjes o} ™
O

Definicion 4.5. Se dice que una teoria T en un lenguaje L es una teoria cohe-
rente o una teoria geométrica si todos sus axiomas son de la forma

le...\mn(go(ml,...,xn) —>¢($1,...,xn)) (4.1)

donde ¢ y % son féormulas coherentes o geométricas respectivamente con varia-
bles libres entre las enlistadas x1, ..., xy,.
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Corolario 4.6. Para una teoria geomélrica (o coherente) T, cada morfismo
geométrico f : F — & induce un funtor f* : Mod(T,E) — Mod(T, F).

Demostracion. Supongamos que M es una L-estructura en el topos £ tal que
todos los axiomas de T' son validos en M. Tenemos que probar que los axiomas
de T son de nuevo validos en la L-estructura f*M en F. Cada uno de los
axiomas de T son de la forma 4.1 y una férmula de esa forma es valida en M si
y so6lo si
{(1'1; cee axn) | 90}]\/[ < {(xlv' e ,ZL’n) | ¢}M

como subobjetos de XM x ... x XM (donde X; es el tipo de la variable z;).
Como f* preserva inclusiones de subobjetos, tenemos que

P m) o) < P, o) [93)

y como ¢ y 1 son férmulas geométricas, tenemos que

{1, z) [ ™M < {(z1,. o aa) [0}M.

Entonces Va1 ...V, (¢ — ) es valida en f*M. Esto es cierto para cada

axioma de T, por lo que f*M es modelo de T en F siempre que M lo es en &.
O

4.3. La Categoria de Objetos Definibles

Por objetos “definibles” deseamos referirnos a los de la forma {z | ¢(z)}™
para alguna formula geométrica (o coherente) .

Preliminarmente, dado un morfismo s : A — B en un topos (o simplemente
en una categorfa con limites finitos), definimos a la grdfica de s como la flecha

(1,s): A— AxB
salvo isomorfismo, es decir, si a : S — A es un isomorfismo y s’ = soa, entonces

Graph(s) : S (), A B. (4.2)

En efecto, (1,s) y («, s’) son isomorfos como subobjetos de A x B.
Bajo esta correspondencia entre flechas s : A — B y gréaficas S — A x

B, la composicion de flechas puede ser expresada como un producto fibrado.
(o‘vsl)

Explicitamente, si S ——> A x B es graficade s: A—> By T Bt), B x C es
grafica de t : B — C, tenemos el diagrama conmutativo

" ’
t

SxpT—> T c (4.3)

B’ B f
S/

S—— B
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donde el cuadrado es el producto fibrado. Como S es un isomorfismo, entonces
B’ lo es, ademés t' o s” =tosoao ', por lo que Graph(tos) = (ao 't os").
A partir de este momento, para ahorrar notaciéon, escribiremos a veces X
para referirnos a una lista finita de tipos de un lenguaje Xi,...,X,, o X7 X
- x X, y escribiremos x, para denotar a (z1,...,,). Ademéas, para cada tal
X = X x -+ x X, escribiremos XM para representar al objeto XM x - .. x XM
de £.

Definicion 4.7. Dado un lenguaje L y una L-interpretacion M en un topos
£, definimos a la categoria Def (M) de los objetos definibles de M en la que
los objetos son parejas (A, X) donde X es una lista de tipos del lenguaje L,
mientras que A es un subobjeto A — XM (es decir, es una clase de equivalencia
de monomorfismos) para el cual existe una formula geométrica p(z1,...,x,)
(denotada también como ¢(x)) con variables libres entre 1, ..., z,, tal que

A= {z|p@)}".

A un subobjeto A — XM asi se le llama un subobjeto definible de XM .

Note que pueden existir varias féormulas diferentes que definen al mismo
subobjeto A — X. Por ejemplo, si p(x) define a A, entonces también lo define
la formula p(z’) obtenida por ¢(z) al reemplazar las variables z4,...,x, por
variables distintas pero de los mismos tipos respectivos zf, ..., z/,.

En tal caso, decimos que ¢(x’) es una variable alfabética de p(x).

Ahora definimos a los morfismos en Def (M) usando el concepto de grafica
de un morfismo introducido anteriormente. Si (4, X) y (B,Y") son dos objetos de
Def(M) (donde Y =Y1,...,Y,, es otra lista de tipos del lenguaje L), entonces
un morfismo definible

(s, X,Y): (A, X) - (B,Y)

(o simplemente s : (4, X) — (B,Y)) es un morfismo s : A — B de & tal que su
grafica S € A x B, vista como subobjeto de X™ x Y™ es un subobjeto definible.
Es decir, existe una formula geométrica o(z,y) = o(21,...,Tn, Y1, -, Ym) tal

que
S ={(z,y) [ oz, y)}"
es una igualdad de subobjetos de XM x YM,

Para definir la composicién en Def (M), veamos que si dos morfismos en
& son definibles y se pueden componer, entonces su composiciéon es definible
también:

Supongamos que (A4,X),(B,Y) y (C, Z) son tres objetos de Def (M) defi-
nidos por las formulas geométricas (), 9 (y) vy x(z) respectivamente y

(5, X,Y): (4, X)—>(B)Y) vy (&Y,2):(B)Y)—(C2)

son dos morfismos definibles (es decir, con graficas definibles) por las férmulas
geométricas o(x,y) y 7(y,z) respectivamente, entonces su composicion es la
flecha

(tos, X,2): (A, X) — (C,2),
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dada por la composiciéon en £ de s : A - By t: B — C, cuya grafica estd
definida como subobjeto de XM x ZM por la formula

Yy(o(z,y) A 7(y, 2)), (4.4)
la cual es de nuevo una féormula geométrica al serlo o(z,y) y 7(y, 2) (o coherente

si o y 7 son coherentes).
Para probar lo anterior, consideremos a

S ={(z,y)|o(z,y)}" c Ax B XM xyM

la grafica de s y a
T ={(y,2) |7y, )™

la gréafica de t. Definimos también al subobjeto
R={(z,y,2) | o(x,y) A 7(y,2)}
de Ax BxCc XM xYMx ZM Por definicion,

R={(z,y,2) | oz, y}" A {(z,y,2) [ (y, )}
= (S x ZM)y A (XM x T),

como en el producto fibrado

R———— XM xT

| |

S x ZMy——m XM x YM x M

Este producto fibrado se puede reescribir por etapas combinando las des-
cripciones de S y de T en el diagrama

Rr—— 3 AXxTr—— XM T

|

SxCr—AxBxCr—— XM x BxC

Sx IMy— Ax Bx ZM— XM w YM x 7M

Donde el vértice de arriba a la izquierda R’ esta definido como el producto
fibrado de esa parte, mientras que los otros tres cuadrados son trivialmente
productos fibrados. De esta forma el cuadrado exterior es también un producto
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fibrado, por lo que es isomorfo al producto fibrado R de antes, asi tenemos que
R también cabe en el producto fibrado

R———AXT

I le(ﬁ,t/)

SXC)WAXBXC

donde « y £ son los isomorfismos correspondientes, s’ = soa y t' =t o 3 igual
que en 4.2. De este diagrama podemos obtener otro producto fibrado

B AXT ——T
1x(B,t) B,t)
Sx(Cr—————AxBx(C————BxC

(a,8")x1

USY

S—————AxB———B.
(a,s") 2

Claramente cada rectangulo es un producto fibrado por lo que el rectangulo

exterior también lo es. Ademas, la composicion de las flechas de la derecha es 3,

mientras que la composicion de las de abajo da s’, por lo que R es el producto

fibrado S x g T que es exactamente la grafica de to s, segin lo que vimos en 4.3.
El subobjeto

R" = {(z,2) | 3y(o(z,y) A 7(y,2))} = Ax C

es la imagen directa de R € Ax B x C bajo la proyeccion Ax BxC — AxC, pero
la como R — A x C es la grafica de t o s, en particular ya es un monomorfismo,
por lo que R” =~ R.

Esto prueba que la féormula

Jy(o(z,y) A 7(y, 2))

en efecto define a la grafica de t o s.

Para concluir que Def (M) es una categoria bien definida, falta sélo probar
que si (4, X)) es un objeto en Def (M), entonces la identidad 14 : A > Aen &
es definible en M con una férmula geométrica (que en particular es coherente).

Supongamos que A esta definida por la férmula ¢(z), veamos que la grafica
de la identidad A4 es

{(z,2) | (@) A @) Az =a) A Az =2} < XM x XM

donde 27, ...,2), son nuevas variables de los mismos tipos que x1,...,x, res-

rn

pectivamente. Para esto, tenemos que por definiciéon, este subobjeto es

{(2,2") | o)} A {(w,2) [o(2')} A {(z,2) [ 2 = 2"},
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que es iguala A x X A X x A A Ax = Ay, por lo que
1(A,X) = (1A7X7X) : (AvX) - (AvX)

es la identidad de (A, X) en Def(M).
Asi concluimos que Def (M) es una categoria bien definida.

Definicién 4.8. Def (M) es la categoria de objetos y morfismos definibles en el
modelo M por féormulas geométricas, andlogamente definimos a Def* (M) como
la categoria de objetos y morfismos definibles por férmulas coherentes.

Los siguientes resultados y definiciones aplican tanto para Def(M) como
para Def™* (M) y las pruebas son idénticas, pero escribiremos sélo Def (M) para
simplificar la notacion.

Podemos definir ahora al funtor “olvidadizo” Def (M) — £. Un objeto (A, X)
de Def(M) es una clase de equivalencia de monomorfismos, por lo que elejimos a
un monomorfismo particular de cada clase de equivalencia y tomamos al objeto
elejido A como el valor de (A, X) bajo este funtor. Este “funtor que olvida” es
claramente fiel.

Probamos a continuacion que Def(M) tiene todos los limites finitos y que
el funtor que olvida los preserva.

Lema 4.9. Para toda L-estructura M en un topos &, la categoria Def(M) (de
objetos y morfismos definibles por formulas geométricas) tiene objeto terminal
y este es preservado por el funtor que olvida.

Demostracion. Sea X la lista vacia de tipos, es decir X = X1,...,X,, donde
n = 0, entonces XM es un producto vacio en & por lo que XM = 1¢, el objeto
terminal del topos. consideremos entonces al par (1g, X) el cual es un objeto de
Def (M) pues

le={-| T}

Maés atn, si (B,Y") es un objeto de Def (M), entonces existe una tnica flecha
B — 1¢ en & y este morfismo es definible (la grafica de este morfismo es el mismo
objeto B de nuevo). Se sigue que, para la secuencia vacia X, la pareja (1g, X)
es un objeto terminal de Def(M). Ademas, al aplicarle el funtor que olvida,
obtenemos al objeto terminal de £. O

Lema 4.10. Para cada L-estructura M, la categoria Def(M) tiene a todos los
productos fibrados y estos son preservados por el funtor que olvida Def(M) — £.

Demostracion. Sean (4, X),(B,Y) y (C,Z) objetos de Def(M) con mono-

morfismos
i A— XM, j:B—YM vy k:C—zZM

y sean
(A4, X) 5 (C,2) & (B,Y)
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morfismos de Def(M) definidos por o(zx, z) y 7(y, z) respectivamente. Afirma-
mos que el producto fibrado buscado puede ser construido como

(Axc B,(X,Y)) —=— (B,Y)

(A7X) 45>(C7Z)7

donde A x¢ B es el producto fibradode s: A - C yt: B — C en £ visto como
subobjeto de XM x Y™ como en

AxcBr— Ax Br— XM xYM,

Este resultado, una vez probado, muestra que el funtor que olvida preserva
productos fibrados.

Primero veamos que A x¢ B y las proyecciones son definibles por formulas
geométricas. Consideremos primero al subobjeto definible R de X™ x Y™ dado
por

R = {(xvy) | HZ(G'(LE, z) A T(yvz))}M'

Probemos la igualdad R = A x¢ B. Primero, como o(z, z) define la grafica
de s, digamos sin pérdida de generalidad

AL 40 XM gM

M

entonces {(z,y, z) | o(z,2)}" es el subobjeto

A yM LB My My Mo x Moy M o g M

y similarmente {(z,v, z) | 7(y, )} es el subobjeto

XM p ZUBED, g My M gM
Luego el objeto P = {(z,v, 2) |o(x, 2) A T(y, 2)} se obtiene por el producto
fibrado:
P ) XM x B
(u,q{ J(lxj,kth)
AxyM : XM o yM x 7M.
(ix1,ksmy)

(En este diagrama (p,v) y (u,q) simplemente denotan a las proyecciones del
producto fibrado P.) Note que la proyeccion de P — XM x YM x ZM en los
primeros dos factores es

(p,q):P—>XM><YM
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por lo que el subobjeto definido antes, R, es exactamente la imagen directa de
este morfismo (p, ¢). Igual que antes, extendemos el producto fibrado anterior a
uno

PL)XMXB—>B

(u,q) J{ J{(jvk)(li)

AxYM —— XM gy yM g gM —— yM o gM

| |

M M4) M
Aoas X xZ z

con las proyecciones correspondientes. Como cada rectangulo es un producto
fibrado, entonces el rectangulo exterior lo es, por lo que tenemos el producto
fibrado

v

P B
t e
Ve
u X kt
S/,%C}\l\i
A= zM,

Y asi esl cuadrado més pequefio con vértices P, A, B y C hace un producto
fibrado también, de esta forma P = A x¢ B con proyecciones u y v.

Por el cuadrado de la definiciéon original de P tenemos que p = iu y q = jv
por lo que

(p,q): P A x B 02, xM oy M,

Ademas, (i,7) es mono al ser una pareja de monos y por la propiedad del
producto fibrado, la pareja (u, v) también es un mono, de donde (p, ¢) es mono y
por lo tanto, al ser R su imagen directa, P = R como subobjetos de XM x Y™
asi R = A x¢ B como se queria.

Falta atn probar que las proyecciones 71 : Axc B—> Aymy: AxcB— B
son definibles. Para 71, hay que probar que la grafica

Axe BE (A xe By x A DX (xM oy My xM

es un objeto definible. Para esto, consideremos al diagrama

AxeB—" L (AxeB)x A

iij I(ixg’)xi

XM Y M (XM VM) x XM
sT1

que es un producto fibrado. De esta forma, el subobjeto que buscamos esté
dado por el infimo de los dos subobjetos de las esquinas de abajo a la izquierda
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y de arriba a la derecha. Cada uno de estos objetos es definible, respectivamente
como

{(@y.a) o =2}y {(z,y,2) |32(0(z,2) A 7(y.2)) A p(a')},

asi que el subobjeto buscado esta definido por la conjuncion de estas dos for-
mulas. El caso para mo es idéntico. Asi tenemos que el diagrama

(Ax¢c B, (X,Y)) —=— (B,Y)

(A4, X) ————— (C, 2),

es un cuadrado conmutativo de Def(M).

Para completar la prueba del lema, finalmente mostramos que este cuadrado
tiene la propiedad universal requerida para ser producto fibrado de Def(M).
Para esto, consideremos otro objeto (E, W) de Def (M), donde W = Wy, ..., Wy
es una lista de tipos del lenguaje mientras que [ : E — WM es un subobjeto
definible. Sean f : (E,W) — (A, X) y g : (E,W) — (B,Y) morfismos en
Def(M) tales que so f = t o g ahi. En particular so f =tog: E — C como
flechas de &£, de forma que la propiedad universal del producto fibrado en £ da
una unica flecha (f, g) como en el diagrama

T2

B
lt
C.

Queremos probar que la flecha (f, g) asi construida representa a una flecha
(E,W) - ((Ax¢ B),(X,Y)) en Def(M); esto es que la grafica

ixjxl

DY, (4 xo By x B2 XMy M oy M

E

es un subobjeto definible. Como las flechas dadas f : E - Ayg: F - B
tienen graficas definibles, existen formulas ¢(z, w) y ¥ (y,w) con las que se dan
las igualdades

(B LY 4 x B 2L XM WM (2, w) | ¢z, w)},

1 jxl
(B9 B x B 2L yM s wMY — ((y,w) |y, w)}Y,

como subobjetos de XM x WM y YM x WM respectivamente.
Afirmamos que

{(z,y,w) | d(z,w) A ¥(y,w)}
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es la grafica de (f,g). En efecto, cada uno de los rectangulos siguientes son
productos fibrados en &:

)1 j X1
E @1 BxE ks YM x B
(f:1) (fmr2,m1,m2) (fma,m1,72)
Ax E AxBXE——AxYM x E
(m1,9m2,m2) 1xjx1
ix1 ix1lx1 ix1xl

XM XEWXM ><B><E>1><]—.X1>XM x YM x WM,
1,972,772

Pero la composicion de las flechas de abajo es el subobjeto definido por

{(z.y,w) [y, w)}M

y la composiciéon de la derecha es el subobjeto

{(z,y,w) | $(x, w)}™.

Su conjuncién es entonces el producto fibrado E — XM x YM x WM dado
por el cuadrado exterior en el diagrama anterior que es exactamente el subobjeto
que queriamos, por lo tanto es un subobjeto definible. Esto concluye la prueba
del lema.

O

Por los lemas 4.9 y 4.10, las categorias Def(M) y Def*(M) heredan de &€
todos los limites finitos, y sus funtores que olvidan Def(M) — £ y Def*(M) —
& los preservan.

Def(M) y Def*(M) heredan también de £ (la base de) una topologia de
Grothendieck. Por la naturaleza infinitaria de las formulas geométricas, haremos
definiciones distintas para las topologias de Def(M) y de Def*(M):

Definicién 4.11. En un topos cocompleto £, hay una base en la que cada
familia epimorfica es una cubierta. De esta forma, si M es una T-teoria sobre
un topos cocompleto £, una familia pequenia de morfismos

fsi: (A, X)) > (B.Y) |ie )
es una cubierta del objeto (B,Y’) de Def (M) cuando esta familia da una familia
epimorfica de £ bajo el funtor que olvida; esto es, cuando el mapeo inducido

[Tics Ai s, g es un epimorfismo en £.
Se sigue inmediatamente que estas familias forman una base para una topo-
logia de Grothendieck sobre Def(M).

Definicién 4.12. Para la topologia de Def*(M) no es necesario que & sea
cocompleto; una cubierta en Def* (M) es una familia finita

{s;: (A;, X)) - (B,Y)|i=1,...,m}

tal que, bajo el funtor que olvida, da una familia epimoérfica finita de £.
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Uno puede hacer esta definicion més explicita como sigue:

Supongamos para el objeto (B,Y) de Def (M) que el subobjeto B € Y M est4
definido por alguna formula geométrica ¥ (y) = ¥ (y1, - - -, yr ), mientras que cada
subobjeto 4; = (X)M esta definido por la formula ¢;(z?) = ¢;(xt,...,z%),
para ¢ € I; mas adn, supongamos que la grafica S; de el morfismo dado s; esta
definida por la formula o; (2%, y).

Entonces la condicién de que la familia {s; : (4;, X*) — (B,Y) |i € I} forme
una cubierta en Def(M) es también “definible” por una férmula geométrica.
Esto esta escrito en el siguiente lema.

Lema 4.13. Si & es un topos cocompleto, entonces una familia {s; : (A;, X*) —
(B,Y) |t € I} de flechas definibles es una cubierta de (B,Y) para la topologia
heredada sobre Def(M) si y sélo si la formula

Yy((y) = (Vier I2'oi(a’,y))) (4.5)

es verdadera en el modelo M del topos E.
Andlogamente, si £ es un topos cualquiera, entonces la familia

{s;i: (A, X)) - (B,Y) |i=1,...,m}
de Def *(M) es una cubierta de (B,Y) si y sdlo si la formula
Yy (v(y) — Qaloi(al,y) v v 32" o (@™, y)))

es verdadera en M.

Aqui las enumeraciones de las sucesiones de tipos X? y de variables 2¢ estan
o dicec X — X i i _ i i i
hechas con superindices; X* = X{,..., X} vy ' =uzi,...,z,, donde cada z7 es
una variable del tipo X7.

Demostracion. Probaremos el lema para Def(M); la parte de Def™ (M) es
idéntica si tomamos a I finito.
La formula 4.5 es verdadera en M si y s6lo si el subobjeto

B={yl¢p@}" c Y™ =¥ x v
esta contenido en el subobjeto
S={y| (\/iel Hxiai(ﬂﬁivy))}M-
Como para cada i € I, la grafica S; de s; esta definida por
{2, y) [oi(a’, )} = (X x V)M,
sabemos que al aplicar el cuantificador existencial
{y | I (2, y)}M <YM

es la imagen de la gréafica S; € A; x B bajo la proyecciéon mo : A; x B — B.
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Pero el siguiente diagrama conmutativo

Si— A; x B

Aj———B

muestra que esta imagen es exactamente la imagen del morfismo s; : A; — B.
Por lo tanto, por la interpretacion que definimos para la disyuncion, el subob-
jeto S es exactamente el supremo de las imagenes de las flechas s;.

S =V, Im(s;) < B.

Pero este supremo S puede también darse como la imagen de la flecha

[[4 1155

icl
inducida en el coproducto por los mapeos s;. Ahora, esta flecha es epi si y s6lo
si su imagen S contiene a todo B; esto es, si y s6lo si la formula geométrica

Vy((y) = (Vies Iz'oi(z',y)))

es verdadera en el modelo M.
O

En el lema siguiente probaremos que estas topologias de Grothendieck so-
bre Def (M) y sobre Def*(M) son subcanénicas en el sentido de la definicion
3.3 del capitulo anterior; es decir, que para todo objeto (E, Z) de Def(M), la
pregavilla representable y(E, Z) = Hompes(m)( _ , (E, Z)) es una gavilla para
esta topologia.

Para esto, recordemos que una familia de morfismos {s; : A; — B}ics de &
es llamada efectiva si para toda familia {f; : A; — E |i € I} compatible; es
decir, que hace conmutar al cuadrado

Ai XBAj—>Aj

"l

As fi B
(donde A; x g A; es el producto fibrado de s, con s;) para cada par f;, f;; existe
una tnica f: B — E con fos; = f; paracadaie I.
Recordemos que en el lema 3.6 del capitulo anterior probamos que en un
topos &, cualquier familia epimorfica finita es efectiva (en este sentido), y que
si £ es cocompleto entonces cualquier familia epimérfica es efectiva.

Lema 4.14. Las topologias de Grothendieck sobre Def(M) y sobre Def« (M)
son subcanonicas.
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Nuevamente haremos la prueba solo para Def (M) suponiendo que M es un
modelo en un topos £ cocompleto.

El caso para Def* (M) es idéntico si consideramos a & como un topos cual-
quiera y a I como un conjunto finito.

Demostraciéon. Supongamos que (F, Z) es un objeto de Def (M); donde, como
antes, Z = Z1,...7Z, es una secuencia de tipos mientras que £ < ZM es un
subobjeto definible por una formula geométrica, digamos Z = {z | x(z)}M.

Para mostrar que Hom( _ , (E, Z)) es una gavilla, debemos considerar a una
familia cubriente

{s;:(A;, X") - (B,Y)|iel},

y mostrar que una familia compatible de flechas f; : (4;, X*) — (E, Z) deter-
mina a un unico morfismo f : (B,Y) — (E,Z) en Def(M) con fos; = f;.
Aplicando el funtor que olvida Def(M) — &, la familia cubriente de las s; lle-
van a una familia epimorfica {s;, : A; — B}icr en £ que es por lo tanto una
familia efectiva; ademas, las flechas f; llevan a una familia complatible en .
Entonces, hay una tunica flecha f : B — E en £ tal que fos; = f; para toda
1el.

Solo queda verificar que esta f se puede ver como un morfismo (B,Y) —
(E,Z) en Def(M); en otras palabras, que la grafica de f es un subobjeto de-
finible de Y™ x ZM . Para esto, supongamos que s;, A; y B estan definidos
respectivamente por las féormulas geométricas

oi(zy), i),  Y()

como antes, y supongamos que f; esta definida por alguna formula 7;(2?, 2) para
cadaieI.

Afirmamos entonces que la tnica flecha f esta definida por la siguiente for-
mula con variables libres entre las de y, z:

\/ B (O’i (2%, y) A it z)) .
iel

En efecto, para cada indice i € I, consideremos al producto fibrado

Sixa, Fj—F,— — — — — 2{E

~ //
B 7 f

Si—=—— 4"

\ -7

! //Si/

L7

B

de las grafias S; y F; de los morfismos s; y f;. Por la definicion del cuantificador
existencial, el subobjeto

{(y,2) | 32" (0s(2",y) A (2", 2))}M € Bx E
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es la imagen de S; x4, F; — B x E. Pero en el cuadrado producto fibrado del
diagrama anterior, todas las flechas son isomorfismos pues F; y S; son graficas.
Asi, la imagen anterior es lo mismo que la imagen de (s;, f;) : A; » B x E,
como se sugiere en los tridngulos exteriores del diagrama. Mas atn, para cada
indice 1, el diagrama

A —>2 B

1,
e

Bx E

conmuta, porque fos; = f;. Esto muestra que

Im(s;, f;) < Graph(f) = ((1,f) : B— B x E).

I1s: . .
Como [ [ A; — B es un epimorfismo, se sigue que

\/ Im(si, f;) = Graph(f).

iel
Esto significa que la formula

\/ Iz (Ji(:ci, y) A izt z))

el

que define al supremo de las imagenes Im(s;, f;), también define a (la grafica

de) f, como se queria.
]

La diferencia entre las topologias definidas para Def (M) y Def* (M) es que
las familias cubrientes de Def™ (M) estdn conformadas por familias finitas, lo
cual hace que su topos de gavillas sea coherente.

Aunque pudimos haber definido a la topologia para Def(M) también sélo
con familias finitas, veremos en la seccion siguiente que agregar a las familias
infinitas es imprescindible para la construccion del topos clasificante.



Capitulo 5

Topos Clasificante

En este capitulo definimos lo que es el topos clasificante de una teoria y luego
procedemos a definir al sitio sintéctico de una teoria T'. Este sitio tiene una cons-
truccion similar a la de la categoria de objetos definibles del capitulo anterior, pe-
ro en este caso tomamos en cuanta a todos los topos. Aunque la construccion que
hacemos aqui esta basada en la que aparece en [Mac Lane and Moerdijk, 1992],
nosotros hacemos continuamos haciendo una distinciéon para nuestra definicion
del sitio sintactico de una teoria geométrica y la de una teoria coherente.

En la segunda seccion probamos que el topos de gavillas sobre el sitio sin-
tactico de una teoria geométrica o coherente es un topos clasificante de esa
teoria.

Luego, en la ultima seccion, definimos lo que es un modelo universal de una
teoria y mostramos que el topos clasificante de una teoria siempre tiene un
modelo universal de la teoria que clasifica. Ademés, para el caso de un topos
clasificante como el que construimos en la seccién anterior, damos explicitamente
al modelo universal.

Finalmente notamos que el topos clasificante de una teorfa coherente (como
el que construimos nosotros) es un topos coherente, gracias a esto, usando el
teorema de Deligne, llegamos a un resultado bastante importante: en una teo-
ria coherente T', una férmula coherente es verdadera en todo modelo de T en
cualquier topos si y sélo si es verdadera en todo modelo de T' de la teoria de
conjuntos.

Definicion 5.1. El topos clasificante de una teoria T es un topos S(T) tal que
para todo topos cocompleto &, existe una equivalencia de categorias

Hom(€, §(T)) = Mod(T, €),

entre la categoria de los morfismos geométricos de £ a S(T') y la categoria de
los modelos de T en el topos £, que es natural en &.

Uno se podria preguntar si para cualquier lenguaje de primer orden L, todas
las teorias tienen topos clasificante, o por el contrario, si existe alguna una teoria

71
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con topos clasificante. En esta seccion probaremos que toda teoria geométrica
tiene topos clasificante haciendo su construcciéon como un topos de Grothen-
dieck a partir de una categoria “sintactica” B(T") equipada con una topologia de
Grothendieck J(T').

5.1. Sitios Sintacticos

Definicion 5.2. Sea L un lenguaje de primer orden y T una teoria cualquiera,
definimos a la categoria sintdctica (geométrica) de T, B(T'), cuyos objetos estan
dados por una lista de tipos X1,..., X, y una clase de equivalencia

[90(‘7"17 s 7xn)]

donde ¢(z1,...,z,) es una formula geométrica con variables libres entre z1,
..., T, de tipos Xq,..., X, respectivamente.

Dos formulas p(z1,...,2,) y ¢’ (2], ...,z]) son equivalentes si las variables
xy,...,x y x1,...,2, son de los mismos tipos respectivos X1, ..., X,, y para
todo topos cocompleto £ y todo modelo M de la teoria T" en &£ se tiene que

{z] @™ = {a’ | ¢/ ()}

como subobjetos de XM x ... x XM en €. Denotamos a tal objeto de B(T)
como [p, X].

Para definir a los morfismos de B(T'), supongamos que [, X ]y [¢, Y] son dos
objetos de B(T'). Debemos asumir que todas las variables de ¢(z1,...,z,) son
distintas a las de ¥(y1, - . ., Ym ). Podemos asumir esto sin pérdida de generalidad,
pues de ser asi, siempre podemos sustituir a ¢(x) por una variante alfabética
p(z') apropiada. Ahora, los morfismos [, X] — [¢, Y] son de nuevo clases de
equivalencia [o; X, Y] de ciertas férmulas geométricas o(x1, ..., Tn, Y1+, Ym)
con variables libres entre z; de tipos X; y y; de tipos Y;. Una formula o(z,y)
asi representa a una flecha

[0; X,Y]: [¢, X] — [, Y]
si para todo topos cocompleto £ y todo modelo M de T, el subobjeto
{(z,9) [ o(@, g} = XM x Y™

es la grafica de un morfismo {z | p(2)}™ — {y | ¥(y)}™ (en particular, este
objeto {(z,y) | o(z,y)} esta contenido en el subobjeto producto {x | p(x)}M x
{y vy} de XM > YM).

Mas aun, dos formulas asi son equivalentes si para todo modelo M de la
teoria T en un topos cocompleto &£, ambas formulas definen a la gréfica de la
misma flecha { | (2)}" — {y | ()},

Para ver que esta definicion provee objetos y morfismos de una categoria
B(T) hay que definir la composicion y mostrar que tiene identidades.
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Para la composicion, consideremos dos morfismos
[0 X.Y]: [p. X] = [0.Y], [Y.Z]:[¢.Y] > [x,Z]

donde [¢(y),Y] = [¢¥'(v'), Y], es decir, en todo modelo de T, las formulas ¢ (y) y
¢'(y") definen al mismo subobjeto. Para definir la composicién, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que ¥ (y) y ¥'(y') son de hecho idénticas.

Si o define a la flecha s : {z | (z)}™ — {y | ¥(y)}* y 7 define a la flecha
t:{ylv(@w)} — {z] x(2)} en algan modelo de T, entonces nos gustaria que la
flecha [7,Y, Z] o [0, X, Y] definiera en ese mismo modelo a la flecha ¢ o s.

La flecha composicion [¢, X| — [x, Z] la podemos definir entonces por la
formula

Hy(cr(x, y) A 7(y, z))

Esta formula es idéntica a la 4.4 del capitulo anterior, donde vimos que en
cualquier estructura M, esta féormula define a la composicion; en particular para
cada modelo de T'.

Asi mismo, la identidad [¢, X] - [, X] esté representada por la formula

o) A (@) Az =a27) A A (20 = a7).
De aqui que B(T") es una categoria bien definida.

Definicion 5.3. De manera anéloga se define a la categoria sintéctica coherente
B*(T') de una teorfa coherente, donde los objetos y morfismos estan definidos
solo por formulas coherentes; ademas, las clases de equivalencia en B*(T) estan
hechas para T-modelos de cualquier topos £, no necesariamente cocompleto.

Igual que antes, las siguientes definiciones y resultados aplican tanto para
B(T) como para B*(T'), a menos que se diga lo contrario. Note que para el caso
coherente, en donde dice “topos cocompleto” deberia decir “topos cualquiera’”.

Se sigue inmediatamente de lo discutido en el capitulo anterior, que para un
modelo especifico M de la teoria T' en un topos cocompleto &, existe un funtor

F]\/[ : B(T) g Def(M)
definido en objetos como

Fu([p, X1) = (o | o(2)}M, X)

mientras que para las flechas, un morfismo [0; X, Y] : [, X] — [¢,Y] define a
la grafica {(x,y) | o(x,y)}M de una flecha s : {z | p(2)}M — {y | ¥(y)} en &;
nosotros definimos a Fy/([o; X,Y]) como la clase de este morfismo (s; X,Y).

F); definido asi es un funtor; es decir, preserva identidades y abre composi-
ciones, lo cual es claro por las definiciones de las identidades y las composiciones
en B(T') y en Def(M).

Note que la coleccion de funtores F); para todos los modelos M de T en cual-
quier topos es conjuntamente inyectiva, en el sentido de que [, X] = [¢’, X']
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si y solo si para todo modelo M de T en cualquier topos, FM([<p,X]) =
Far (¢!, X).

Lo mismo aplica para los morfismos de B(T'), entonces los funtores Fj; de
todos los modelos M de T son conjuntamente fieles.

Lema 5.4. La categoria sintdctica B(T) tiene todos los lémites finitos y para
cada modelo M de T en un topos cocompleto £, el funtor correspondiente

Fy: B(T) — Def(M)
es exacto izquierdo.

Demostracion. La construccion de los limites en B(T') es la misma que la
que hicimos en los lemas 4.9 y 4.10 para la categoria Def (M) de los objetos
definibles dado un modelo M.

El objeto terminal esta dado por la formula idénticamente verdad T que no
tiene variables libres. En efecto, en cualquier modelo M de T en &, {-| T} es
el objeto terminal 1¢ de £. Y para cualquier otro objeto [¢, X], la grafica de la
tinica flecha {z|p(z)}™ — 1 = {-| T}M en & est4 definida por la misma férmula
©(z), entonces [p(x), X] es también la tnica flecha [¢, X] : [¢, X] — [T] en
B(T).

Para los productos fibrados, dadas flechas

[0; X, Z] : [0, X] = [\, Z] < [, Y] : [1;Y, Z]

en B(T), su producto fibrado es el objeto en B(T") representado por la férmula
o(x) AY(y) A 3z(o(x,2) A T(y,2)) y las proyecciones claramente estén repre-
sentadas por las mimas formulas que representaban a las proyecciones m; y mo
en la construccion del producto fibrado en Def(M) en el lema 4.10.
Finalmente, es evidente por las descripciones de los limites de B(T) y su
correspondencia con las descripciones de los limites de Def (M) dadas en el
capitulo anterior que cada funtor Fj; : B(T) — Def(M) preserva todos los
limites finitos.
O

Definicién 5.5. Definimos a las bases para las topologias de Grothendieck J(7')
y J*(T), de las categorfas sintacticas B(T') y B*(T') respectivamente como sigue:

Una familia pequena {s; : A; — B}e; de morfismos en B(T') es una cubierta
en J(T) cuando, para cualquier modelo M de la teoria T en cualquier topos
cocompleto &, el funtor correspondiente Fis : B(T) — Def (M) manda a esta
familia a una cubierta en Def(M) como la descrita en 4.11 en el capitulo an-
terior; equivalentemente, cuando el funtor B(T) — £ obtenido al componer al
funtor Fjs con el funtor que olvida Def(M) — £ manda a esta familia a una
familia epimérfica en el topos £.

Una familia finita {s; : A; — B}"_; de morfismos en B*(T') es una cubierta
en J*(T) cuando, para cualquier modelo M de la teoria T' en cualquier topos
&, el funtor F}¥ : B¥(T) — Def*(M) manda a esta familia a una cubierta en
Def*(M) como la descrita después en la definicién 4.11; o, lo que es lo mismo,
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cuando el funtor B*(7") — & obtenido al componer al funtor Fjs con el funtor
que olvida Def* (M) — £ manda a esta familia a una familia epimérfica finita
en el topos £.

Observamos que esta es en efecto una base para una topologia de Grothen-
dieck sobre B(T):

La transitividad se da, pues la composiciéon de familias epimorficas es de
nuevo una familia epimoérfica, mientras que el axioma de estabilidad se da porque
el funtor B(T') 5, Def (M) — & es exacto izquierdo al ser composicion de
funtores exactos izquierdos, ademas, el producto fibrado de familias epimoérficas
es de nuevo una familia epimorfica en £ (pues el producto fibrado preserva
epimorfismos y coproductos en un topos).

Supongamos que para cada i € I, las flechas s; : A; — B en B(T) estén
representadas por las formulas o (2%, y), que las A; estan representadas por ¢; (x?)
y que ¥ (y) representa a B; por lo que se vio para el caso de Def (M) en el lema
4.13, la familia {s; : A; — B},cr es una cubierta en la base de la topologia de
Grothendieck J(T') sobre B(T) si y solo si para todo modelo M de la teoria T'
en cualquier topos cocompleto &, la formula

Vy(e(y) = (Vier I2'0i(z",y)))

es valida.

El siguiente lema es inmediato de la definicién de cubiertas en Def (M) y en
B(T).

Lema 5.6. Para todo modelo M de la teoria T en cualquier topos cocompleto
&, el funtor correspondiente Fy; : B(T) — Def(M) preserva cubiertas.

Una familia es cubierta en B(T') si y solo si al mandarla por Fj es cubierta
para Def (M) para todo modelo M de la teoria T' en un topos €.

El funtor que olvida Def(M) — &£ es exacto izquierdo y manda cubiertas a
familias epimorficas, de donde obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.7. El funtor dado por la composicion B(T) L, Def(M) — £ es
un funtor exacto izquierdo y continuo.

Maés atn, de forma andloga al lema 4.14 para la topologia de Def(M), te-
nemos:

Lema 5.8. La topologia de Grothendieck J(T') sobre la categoria sintdctica B(T)
es subcandnica.

Demostracion. Consideremos a una familia cubriente

[00: XY 2 [, X'] — [, Y], iel
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como antes, y a los productos fibrados para cada pareja i, j

Pi,j E— [Sﬂi,Xi]

l J/[Ui;Xi,Y]

DX ———— [, Y]
[ X7 [0Y]

Supongamos que
[Ti;Xi,Y] : [g@i,Xi] - [x,Z], iel

es una familia de morfismos de B(T) compatibles, en el sentido de que para
cada pareja i, j el cuadrado

Pij ————— ¢, X']

l J[Ti;Xi,Y]

X Z
[25, ]W[X,]

es conmutativo. Tenemos que probar que existe un tnico morfismo [p;Y, Z] :
[v,Y] - [x, Z] en B(T) tal que [p] o [0;] = [r] para cada i € I.
Consideremos a cualquier modelo M de T en algin topos cocompleto £.
Tenemos por definicién que el funtor Fys : B(T) — Def(M), manda a la
cubierta a una familia cubriente

sit{z' @M > {ylv)M  del

en Def(M) donde hemos escrito s; para denotar a la flecha (cuya grafica esta)
definida por la formula ;. Més aun, el funtor F; : B(T) — Def(M) manda a
la familia compatible de morfismos [7;] a una familia en Def (M)

ti: {a' [o(@)}M > {z [ x() iel

que de nuevo es compatible.

Asi, por lo visto en el lema 4.14 del capitulo anterior, existe un tnico mor-
fismo en Def(M) (o en &),

ry @Y = {2 Y

tal que ros; = t; para cada i € I y esta flecha esta definida por la formula vista
ahi. Esta formula no depende del modelo M, por lo que si definimos a p(y, 2)
como esta formula, se sigue que [p;Y, Z] : [¢,Y] — [x, Z] es la flecha tnica de
B(T) deseada tal que [p] o [0;] = [7;] para cada i =1,...,n.

O



5.2. EL TOPOS CLASIFICANTE DE UNA TEORIA T

Finalmente, concluimos esta secciéon con una observaciéon concerniente a la
construccion de la categoria B(T).

Estrictamente, basandose en los axiomas usuales de la teoria de conjuntos,
la construccion de B(7T') no produce a una categoria pequena, porque hace re-
ferencia a todos los modelos en todos los topos cocompletos.

Esto se puede arreglar de muchas maneras.

Por ejemplo, en vez de considerar a todos los modelos M de todo topos
cocompleto £, podemos restringir nuestra consideracion a solo aquellos topos
definidos en la teoria de conjuntos de Zermelo Fraenkel por férmulas con soélo
parametros conjuntistas, no parametros que sean clases. La clase de topos &£
indicada contiene a todos los topos de Grothendieck, pues estos estan definidos
en términos de sus sitios, los cuales pueden ser considerados como parametros
conjuntistas. Esta colecciéon también contiene a cualquier otro topos que ocurre
en la practica matemaética ordinaria.

Otro acercamiento para resolver los problemas de fundamentacién es el de
trabajar en una teorfa de conjuntos con un suministro adecuado de “universos”.
Luego nuestro B(T") existe en un universo superior.

Para la categoria B*(T), la relacion de equivalencia usada en formulas para
definir objetos y flechas, puede de hecho ser descrita considerando sé6lo los mo-
delos de la teoria T' en C'on. Esto serd probado més adelante, sin embargo, la
prueba de este teorema ocupa la construccion de B*(T') mas liberal que dimos
primero.

Hay un acercamiento més constructivo: axiomatizar la nocion de “verdad” en
todos los T-modelos en todos los topos. De hecho, uno puede especificar explici-
tamente al estilo de Gentzen reglas de derivacion [Gentzen, 1964], iniciando con
cuéndo una férmula de la forma Yz (¢(z) — ¥(x)) como las de antes es demos-
trable en una teoria geométrica T'. Uno entonces construye una categoria B (T')
como B(T), pero con la relacion de equivalencia usada para definir objetos y
flechas formulada en términos de su demostrabilidad. Entonces “demostrable”
reemplaza a “verdadero en todos los modelos en todos los topos (cocompletos)”.
Un teorema de “correctud” (demostrable implica verdadero en cada modelo) en-
tonces dara resultados para B¢ (T') similares a los del teorema de la siguiente
seccion.

5.2. El Topos Clasificante de una Teoria

Sea T cualquier teoria geométrica en un lenguaje L, en esta secciéon construi-
remos al topos clasificante para T-modelos. La construccion usara a la categoria
Mod(T, €) de los T-modelos en un topos cocompleto £ y la construccion de la
seccion anterior de la categoria sintactica B(T') equipada con su topologia de
Grothendieck J(T'). Escribimos S(T') = Sh(B(T), J(T)) para denotar al topos
de gavillas sobre B(T') con respecto a esta topologia.

Escribimos §*(T') para denotar al topos Sh(B*(T'), J*(T')) si T es una teoria
coherente. Aunque las teorias coherentes son en particular teorias geométricas,
el hecho de que §*(T') sea coherente serd muy ttil después.
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Teorema 5.9. Para todo lenguaje de primer orden L y toda teoria geométrica
T, el topos S(T) es un topos clasificante para los modelos de la teoria T .
FE's decir, para cualquier topos cocompleto £, existe una equivalencia de ca-
tegorias
Hom(&,8(T)) = Mod(T\, €),

natural en €.
Ademds, si T es una teoria coherente, entonces S*(T) es un topos clasifi-
cante para los modelos de la teoria T.

Haremos la prueba para S(T") con T una teoria geométrica y £ un topos
cocompleto. La prueba para S*(7') es completamente analoga suponiendo que
J es finito.

Demostracion. La prueba de este teorema usaré varios de los resultados vistos
en el capitulo de morfismos geométricos.

Como B(T) es una categoria con limites finitos (5.4), los morfismos geomeé-
tricos f : € — S(T) corresponden a funtores continuos y exactos izquierdos
A :B(T) — £. Sea ConLex(B(T), ) la categoria de funtores continuos y exac-
tos izquierdos, el teorema anterior puede ser reformulado como sigue:

Para todo topos cocompleto &, hay una equivalencia de categorias

ConLex(B(T), &) =~ Mod(T, &),

natural en £.

Daremos una prueba de esto haciendo una construcciéon explicita de un T-
modelo M4 en £ a partir de un funtor continuo y exacto izquierdo A : B(T) — &,
e inversamente, construiremos un funtor A,; : B(T) — £ a partir de cualquier
T-modelo M en &.

Para la construccion de Ajp; a partir de un T-modelo M, usamos a la ca-
tegoria Def(M) de objetos y morfismos definibles en &, al funtor canoénico
Fy 2 B(T) — Def(M) definido en la seccion previa (5.3) y al funtor que
olvida Def (M) — £. Escribimos

A=Ay B(T) 25 Def(M) — €

para denotar a la composiciéon de estos dos funtores. Por el corolario 5.7 de la
seccion anterior, Ays es un funtor continuo y exacto izquierdo.

Por esta definicion, para cualquier objeto [, X] de la categoria sintactica
B(T), representado por la formula ¢(z), tenemos que

Au ([, X]) = {z [ p(2)}.

Sea H : M — M’ un homomorfismo entre dos modelos M y M’ de T en
E. Por induccion sobre la construccion de la formula geométrica o(z) se puede

, How
probar que Hx : XM — XM ge restringe a un mapeo {z | o(z)}M —22,
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{z ] p(x)}M, como en el diagrama conmutativo

{r|p@Mr——— XM < x X = XM
|

Hy(y | le
4

{z | p(@M—— XM x o XM= XM

(Por ejemplo, si p(z) = R(z) donde R es un simbolo de relacion, tenemos
que {x | p(z)}™ es el producto fibrado

M , y ,
{z @™ —— XM x - x XJT = XM

1 Q

verdad

/ . .
Pero como H es morfismo de modelos, tenemos que RM HyiM = RMiM

que a su vez es igual a
oo} — 12225 0
por su definicién como producto fibrado. De donde existe una tnica flecha
Hoyo) : {2 | (@)} — {z | p(a)}™

que hace conmutar al diagrama.)

Las flechas H,(,), presentes en cada formula geométrica (), constituyen
una transformacion natural Ay, — Ay entre funtores de ConLex(B(T),€).
Asi, la asignacion M — Aj; es un funtor

Mod(T, E) — ConLex(B(T), ).

Esto da un lado de la equivalencia de categorias deseada.

En la otra direccién, debemos asociar a cada funtor continuo y exacto iz-
quierdo A : B(T') — £ un modelo adecuado M = My de la teoria T en el topos
cocompleto £.

Para cada tipo X; del lenguaje L, usamos la férmula z; = x;, para alguna
variable x; de ese tipo, para definir al objeto de £

XiIVIA = A([il?l = xzsz])

Para cada simbolo de relacion R € Xy x --- x X, del lenguaje L, hay una
formula R(z1,...,2,) o bien R(z), y por lo tanto un objeto [R(x), X| en B(T);
para el objeto correspondiente de £ definimos

RM = A([R(x), X]).
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Como notacion, para una secuencia de variables z = x1,...,%,, vamos a
escribir = 2 como una abreviacion de la conjuncion (z1 = 1) A+ A (2n = Ty,).
Note que en la categoria sintactica, la formula [2 = z, X] (igual a [(x1 =
1) A A (g = x0), X1, ..., X,]) es el producto de los objetos [x; = x;, X;]
(como se sigue de la descripcion de los limites en B(T') dada en la seccion
anterior 5.4); es decir,

[t=z,X]=[(z1=21) A A (Tp = Tp), X]
>~ [z =21, X1] X -+ X [y = Ty, X1

Luego, por la exactitud izquierda del funtor A, tenemos que

XMa = xMax..ox X Ma
= A([ml = ml,Xl]) X o X A([mn = xn,Xn])
=~ A([z = z, X]).

En B(T') tenemos al monomorfismo canénico
[0: X, X]: [R(z), X] — [z = =, X]

definido por o(z,2') = R(z) A (x1 = 27) A -+ A (z, = 2})). Asi, con lo anterior
v la exactitud izquierda de A obtenemos al monomorfismo

RMAHX{VIA X"'XXrle[A — XMa

Finalmente, si f : X; x --- x X,, > Y es un simbolo de funcién del lenguaje
L, entonces en cualquier modelo M, la grafica del morfismo correspondiente
Mo XMoo x XM 5 YM esta definida por la formula “f(z1,...,2,) = ¥,
la cual abreviamos como “f(z) = y”. Entonces en B(T) hay una flecha

[f@)=y]: ([11 =20, Xa] x o x [z = 20, Xn]) = [z = 2, X] — [y = 9, Y].
Definimos a fM4 en £ como la imagen de esta flecha bajo el funtor A:
PV = A([f(@) = yl) s XM XMy M,

Esta definicion también incluye al caso de las constantes de L, las cuales pue-
den ser consideradas como simbolos de funcion sin argumentos. Esto completa
la definicién de la L-interpretacion M4 en el topos £.

Esta definiciéon es funtorial en A, pues de tener una transformaciéon natural
a:A— A’ entonces el morfismo H : M4 — M4/ serd simplemente

Hx = a[p—yp x]: A([x = x,X]) — A’([aj = m,X]).

El siguiente lema implica que esta M4 es de hecho un modelo de la teoria
geométrica T
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Lema 5.10. Sea M4 un modelo en el topos cocompleto € asociado a un funtor
continuo y exacto izquierdo A : B(T) — £. Para cualquier férmula geométri-
ca p(x1,...,xy,), con variables libres entre las de x = x1,...,x, de los tipos
respectivos X = Xy,..., X, hay un isomorfismo natural

{z | p(@)}"* = A([p(2), X])

de subobjetos de X M4 x .. x XMa,

Demostracion. La prueba es por induccion sobre la construccion de la férmula
geométrica o, usando tanto la exactitud izquierda como la continuidad del funtor
A.

Primero, como A preserva productos, para cada secuencia © = 1,..., &y,
tenemos que A([SE = 337X]) = Xfw“ x -+ x XMa_ como se vio antes.

Ahora, si t(z1,...,Ty,) es un término del lenguaje L de tipo Y, con variables
libres entre x1,...,x, de tipos X,..., X,, entonces para cualquier modelo M
de cualquier topos &, la grafica de la flecha

Mo XM ox XM Ly M

esté definida por la formula t(z1, . .., x,) = y, 0 t(z) = y. Por lo que esta formula
define a un morfismo [¢(z) = y] : [t = 2, X]| — [y = y,Y] en B(T'). Probemos
por induccién sobre la formaciéon de términos la igualdad de las flechas

A([t(z) = y]) = tM4 :Xfw“ X ooex XMa o yMa,

Sit es el término f(z1,...,2,), esto se da por la definicion de My. En el
caso general, supongamos que t(z) es el término f(t1(z),...,tm(z)) de tipo Y,
donde t1(x),...,tm(x) son términos de tipos Z1, ..., Z,, respectivamente tales
que t;" = A([t;(z) = z]) para cada i = 1,...,m. Por definicién, para toda
estructura M, la flecha tM : XM — YM esta dada por la composicion

MM M
MM b )Z{\4><~~~><Z7J>L4f Y™,

(M.t
_

ademas, el morfismo XM ZM x ... x ZM tiene grafica definida por

la formula (t1(x) = 21) A -+ A (tn(2) = zp,) por lo que tenemos la composicion

[t(z) =yl = [(t(2) = 20) Ao A (En(2) = zm)] o [f (21,05 2m) = 0]

ademaés, como A es exacto izquierdo, tenemos que

A([(b(@) = 21) A+ A (ta(@) = 20)]) = (At (@) = 21]), -, Altin(@) = 2a])

pero entonces, como A abre composiciones y por la hipotesis de induccion,
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tenemos que

A([t(2) = y])
=A([(t(z) = 21) A A (@) = 2)]) 0 A([f (21, -, 2m) = 9])
=(A(lt(2) = 21]), .., A[tm (@) = 2zn]) © A([f (21, 2m) = y])
—(A0 by o fe

=(f(ta(@), ... tm(2)))"™"

—¢Ma

Por lo que en efecto A([t(x) = y]) = ™4 para todo término .

A continuaciéon procedemos por induccién sobre la formacion de la férmula
geométrica ¢, empezando por el caso cuando ¢ es una féormula atéomica de la
forma R(tl(x), e ,tm(x)) para términos tq, ..., t,, y un simbolo de relacion R.
En todo modelo M, el objeto {z | R(t1(z),...,tm(z))} esta definido como el
producto fibrado

{z|Rt1(2), ... tm (@)} ————— {y [ R(y)}

XM - YM

[R<t1($>7 I tm(m)>7x] [R(f,Y]
[z =z, X] ly=1yY]

[tl(m)=yl A Al (w):ym]

Como el funtor A : B(T) — £ es exacto izquierdo, preserva los productos
fibrados en €. Pero por la definicién del modelo M4, tenemos que A([z = z]) =
XMa A([y = y]) = YMa_ mientras que A([R(y)]) = RMa = {y | R(y)}Ma.

Asi que al comparar los dos productos fibrados anteriores en el caso particular
en el que M = M4 obtenemos que

A([R(t1 (), ... tm(2)), X]) = {z | R(t1(z), ..., tm(z))} 2.

Otros tipos de formulas atomicas, T (“verdadero”), L (“falso”) y las igualda-
des t(z) = t/(2) entre términos, son tratados de forma similar.

Supongamos ahora que el lema se cumple para las formulas ¢(z) v ¥(z)
con variables libres entre x1,...,x, de los tipos Xi,...,X,,. Deseamos mostrar
que el lema se da también para la formula ¢(z) A ¥(z). Primero tenemos que



5.2. EL TOPOS CLASIFICANTE DE UNA TEORIA 83

para todo modelo M de cualquier topos F, la definicién de conjunciéon da un
producto fibrado en ese topos F de la forma

{z (@) A (@) r————— {z | ()}

{z|paMr—— {z |z =M = (XM x - x XM).

Se sigue de la construccion de limites en B(T) que el siguiente cuadrado
similar es también un producto fibrado

[p(x) /\f(ﬂf),X] [SD(TX]
[ (2), X] [z = =, X].

Como A : B(T') — & es exacto izquierdo, obtenemos un producto fibrado en

&
A(le(@) A (@), X])r———— A([(2), X])

I I

A([(x), X]) Az - . X]).

Pero por definicion de M4 tenemos que A([z = z, X]) = XMa s x XMa
mientras que por hipétesis de induccién existen isomorfismos A([¢(z), X]) =
{z | Y@My A([p(z), X]) = {z | ¢(z)}M4. Asi, comparando los productos
fibrados anteriores con el caso particular en el que M = M4, obtenemos que

A(lp A d(@), X]) = {z | @ A ()},

por lo que el lema se da para ¢ A 1.

Supongamos ahora que el lema se cumple para las formulas de {¢;(z)|j € J}
y probemos que se da también para su disyuncion \/ jes¥j- Veamos primero que
la familia de flechas

[, X]— [\/jeJ‘PaX]
forman una cubierta para la topologia J(T') de B(T') que definimos antes.
Por la definiciéon de J(T'), queremos probar que para todo T-modelo M en
un topos cocompleto &£ la familia de morfismos

{z]@i@™ = {z] Vies i@}

forma una familia epimérfica.
Pero por definicion, {z [ \/;c; ¢; (x)}M es la imagen directa del morfismo

[jes{z| @ ()} — XM por lo que

[ [z lei@™ = {x ] Ve wi(@)™

jeJ



84 CAPITULO 5. TOPOS CLASIFICANTE

es un epimorfismo, y como {z | p;(z)}M — {z | Ve ¢j(x)}M son las compo-
nentes de este epi, entonces juntas forman una familia epimorfica, de manera
que tenemos la cubierta que queriamos de J(T).

Como A : B(T) — £ es un funtor continuo para cubiertas de J(T'), se
sigue que la familia A([p;, X]) forma una cubierta de A([\/jeJc,oj7 X]) vy al ser

subobjetos de A([\/jngpj(x),X]), se tiene que

\/jeJA([<Pj’ X]) = A([\/jeJ‘pj (2), X])

Pero por hipotesis de induccion, A([¢;, X]) = {z|¢;(z)}M4 para cada j € J,
mientras que por definicién de la interpretacion de la disyuncion,

{2| Vjes i@} = Ve dz | o)}

Asi, A([\/jeJcpj7 X)) = {2V e (r)}M4y el lema se da para la disyuncion
\/jeJ Pj (f ) .

Finalmente, para el caso de un cuantificador existencial, supongamos que el
lema se da para la formula (z, y); es facil ver que la proyeccion [¢(x,y), X, Y] —
[Fyp(z,y), X] en B(T) es una flecha cubriente, pues en cada modelo M de cual-
quier topos F, el subobjeto {z | Jyp(x,y)}M es la imagen directa de la flecha
dada por la composicién en F

{(z,y) | plz,y)}M — XM x yM T2, y M,

Como A preserva composiciones, monomorfismos y cubiertas (en particular
preserva epimorfismos), tenemos que

{(z,9) [z, )} = A[p, X, Y]) - A([Bye, X]) — A(ly =y, Y]) = Y4

es una factorizacion epi-mono de la composicién anterior para el caso en el que
M = M4, por lo que A([Typ, X]) es isomorfo a la imagen directa de esa flecha,
es decir A([Fyp, X]) = {z | Iye(z,y)}M4 como subobjetos de Y M4, por lo que
el lema se cumple también para Jyp(z,y).

Como cada féormula geométrica se construye a partir de formulas atomicas
usando conjunciones, disyunciones (tal vez infinitas) y cuantificador existencial,
se tiene que A([p, X]) = {2 | o(z)}M4 para toda formula geométrica ¢, por lo
que el lema queda demostrado.

O

Lema 5.11. Para toda teoria geométrica T y cualquier funtor continuo y exacto
izquierdo A : B(T) — &, la L-interpretacion asociada My en & es un modelo
de T

Demostracion. En una teoria geométrica T', cada axioma tiene la forma

Va(p(x) — (@),



5.2. EL TOPOS CLASIFICANTE DE UNA TEORIA 85

donde ¢ y v son féormulas geométricas. En cada modelo M de T tenemos la
inclusion {z|p(z)}™ < {x|¥(x)}™, y por lo tanto una inclusiéon correspondiente

[p, X]— [¢, X]

por la definicion de la categoria sintéctica B(T'). El funtor exacto izquierdo A
manda estos monomorfismos a una inclusiéon de subobjetos

A(lp. X]) < A([v, X])

del objeto A([m =z, X]) = XMa_ Por el lema anterior, esto significa que

{z] o)} < (x| p(x)}Ma,

De aqui que el axioma Vx ((p(a?) — z/J(a:)) de T es valido en el modelo M 4.
O

Lema 5.12. Las construcciones, M — Ay de un funtor continuo y exacto
izquierdo Ay @ B(T) — & desde un T-modelo M en &€, y A — My de un
modelo M4 a partir de un funtor exacto izquierdo y continuo A : B(T) — &,
son mutuamente inversas salvo isomorfismo natural.

Demostracion. Para un lado, empecemos con un modelo M de la teoria T en
un topos €. Tenemos entonces al funtor asociado A = Ay : B(T) — &, definido
como antes, y a un nuevo modelo M4 asociado a este funtor A. Para cada tipo
X del lenguaje L, sea x una variable del tipo X,

XMr = Ay ([z = 2, X)) (por definicion de M 4)
> x|z =a}M (por definicion de Apy)
~ x M,

Similarmente, para simbolos de relacion R € X3 x --- x X, del lenguaje,

RM4 = Ay ([R(z), X]) (por definicion de M 4)
~ {z| R(z)}M (por definicion de Ajpr)
~ RM,
Finalmente, si f: X; x --- x X;, > Y es un simbolo de funcién,
Graph(f**) = {(z,y) | f(z) = y}*
=Au([f(z) =y, X,Y]) (por definicion de My)
= {(z,y) | f(x) = y}M (por definicion de Apr)

~ Graph(fM).

Esto prueba que el modelo M4 es isomorfo al anterior M.
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Para el otro lado, comencemos con un funtor exacto izquierdo y continuo
A : B(T) — & para obtener primero un modelo M = My en & y luego un nuevo
funtor Ajs. Para un objeto [¢(z), X] de B(T),

An([p(z), X)) = {2 | p(z)}Ma (por definicion de My)
=~ A([e(x), X]) (por el Lema 5.10).

Este isomorfismo es natural, por lo que tenemos un isomorfismo de los fun-
tores A = Aj;.
O

La construccion M — Ajy; de un funtor a partir de un modelo es funtorial y
la construccién inversa A — M 4 de un modelo desde un funtor también es funto-
rial. Entonces se tiene que estas dos construcciones establecen una equivalencia
de categorias

Mod(T, €) =~ ConLex(B(T), &),

como se queria. Para completar la prueba del teorema, es suficiente observar que
una de las construcciones es natural en £ y la naturalidad de la otra se sigue
por el isomorfismo. Consideremos por ejemplo la construccion del funtor Ay,
desde un T-modelo M en el topos £. La naturalidad requiere, para cualquier
morfismo geométrico g : F — £ entre topos, que el cuadrado

Mod(T, &) = ConLex(B(
‘| J

Mod(T, ) ——————— ConLex(B(T

conmute salvo isomorfismo natural. Pero para cualquier modelo M de T en £ y
para cualquier formula geométrica ¢(x), tenemos

g* (Am ([p, X])) = g* ({z | o(2)}M) (por definicion de Apy)
=~ {z| w(x)}g*M (Teorema 4.4)
= Agsn ([, X1),
la tltima por definicion del funtor Ag«; a partir del modelo g* M. Por lo que
g% 0 Apr = Ay de donde el cuadrado anterior conmuta salvo isomorfismo.

Con esto queda probado el teorema.
O

5.3. Modelos Universales

En la seccién previa demostramos que para una teoria geométrica arbitraria
T, el topos S(T) = Sh(B(T),J(T)) de gavillas sobre la categoria sintactica
B(T) es un topos clasificante de T-modelos y que para una teoria coherente, el
topos coherente $*(T') es un topos clasificante para T-modelos.
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Por lo tanto, para cualquier topos cocompleto £, hay una equivalencia de
categorias
Mod(T, ) ~ Hom(&, S(T))

natural en &£ entre la categoria de los T-modelos en £ y la categoria de los
morfismos geomeétricos £ — B(T).
Y mas adn, probamos que para un topos £ cualquiera, hay una equivalencia

Mod(T, ) ~ Hom(E, S*(T))
natural en £.

Definiciéon 5.13. Dado un topos clasificante S(7T') de una teoria T en algin
lenguaje L, llamamos modelo universal de T a la L-interpretacion de S(T)
correspondiente al morfismo geométrico identidad 1 : S(T) — S(T') bajo la
equivalencia de categorias

Mod(T, S(T)) =~ Hom(S(T), S(T)).
Denotamos a este modelo como Urp.

Este modelo Uy en S(T') es universal en el sentido de que cualquier otro T-
modelo en cualquier topos (cocompleto) £ es la imagen inversa de este modelo
(salvo isomorfismo) bajo algin morfismo geométrico.

En efecto, por la naturalidad de la equivalencia de categorias tenemos que
todo morfismo geométrico f : £ — F da un diagrama de categorias y funtores

>~

Mod(T, F) Hom(F, S(T))

f*l lHomu,sm)

Mod(T, &) Hom(¢, S(T))

e

que conmuta salvo isomorfismo.

Cualquier modelo M de T en &£ corresponde a un morfismo geométrico ¢y :
& — S(T), por lo que podemos considerar el diagrama anterior en el caso
particular en el que F = S(T) y f = cm

Mod(T, 8(T)) +——————— Hom(S(T), S(T))

CEJ lHom(Cqu(T))

Mod(T, &) _ Hom(¢, §(T)).

Por arriba y por la izquierda, la identidad 1 : S(T) — S(T) va a dar a
c4;/(Ur) mientras que por la derecha y abajo obtenemos a M, de forma que
M = ¢, (Ur) como T-modelos de £.
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Esto muestra que, salvo isomorfismo, el T-modelo arbitrario M es la imagen
inversa del modelo universal Ur a lo largo de un morfismo geométrico adecuado,
especificamente, el morfismo cps : € — S(T).

Veamos més detalladamente la equivalecia de categorias

Hom(¢, S(T)) = Mod(T £).

Esta equivalencia, como se hizo en el capitulo anterior, estd en dos partes;
primero tenemos la equivalencia

Hom(&, S(T)) =~ ConLex(B(T), &)

que, como se vio en el capitulo de morfismos geométricos, al ser la topologia J(T')
subcanoénica, mapea a un morfismo geométrico f : £ — S(¢) a la composicion
de su funtor imagen inversa f* con el funtor de Yoneda y : B(T) — S(7),
obteniendo asi el funtor continuo y exacto izquierdo

A= f*oy:B(T)—E.

Luego al funtor continuo y exacto izquierdo A se le asigna un modelo M4,
elemento de Mod(T, £).

Como se probo en el lema 5.10 de la seccion anterior, para toda féormula
geomeétrica (z), los subobjetos en el modelo My se relacionan con el funtor A
por el isomorfismo natural

{z] o)} = A([p, X]).

Como un caso particular, el modelo universal Ur en S(T') corresponde ini-
cialmente a la identidad S(T) — S(T) y luego, por la equivalencia entre mor-
fismos geométricos y funtores continuos y exactos izquierdos, corresponde al
funtor de Yoneda y : B(T)) — S(T). Por lo tanto, el modelo universal Ur tiene
la propiedad

{z | p@)}" = y([p, X])

para toda formula geométrica ¢(x).

Teorema 5.14. Sea T una teoria geométrica. Para cualesquiera dos formulas
geométricas p(x) y b (z), la formula Yz (p(x) — 1 (z)) es verdadera en el modelo
universal Ur en el topos clasificante S(T') si y sdlo si esta formula es verdadera
en todo modelo M de T en todo topos cocompleto .

En este sentido, el modelo Ur es un modelo minimo de la teoria T

Demostraciéon. La parte del “si” en este teorema es clara.
Para la ida, supongamos que la formula Vz(p(z) — 9(z)) se da en Ur,
entonces tenemos la inclusion {z | ¢(z)}Y" < {z | ¥(2)}Y" de subobjetos en el
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topos S(T'). De esta forma, tenemos un morfismo (punteado en el diagrama)
para el cual el siguiente tridngulo conmuta

{z @)V = = =+ {a [Y(2)}"7

Ur U
X7 xex X7

Por lo que se vio anteriormente, todos los objetos en este diagrama se obtie-
nen de objetos de B(T') bajo el funtor de Yoneda. Como la topologia en B(T') es
subcanonica, el funtor de Yoneda y : B(T) — S (7)) es fiel y pleno. Asi tenemos
que la flecha punteada en S(T) existe, como en el diagrama anterior, si y sélo
si existe una flecha punteada que hace conmutar al siguiente diagrama en B(7")

[p(x), X] = = = = > [¢(x), X]

[z =z, X]

Pero para todo modelo M en el topos &, el funtor Fy; : B(T) — Def (M)

manda al diagrama anterior a un diagrama conmutativo

@™ - = =+ {z v}

M M
XM xoox X

de objetos y flechas definibles en €. Por lo tanto {x | p(z)}* < {z | ¢(z)} en
& y asi Vo (p(x) — ¥(z)) se da en el modelo M de €.
O

Anéalogamente, el teorema anterior es cierto para el topos clasificante S*(T)
con su propio modelo universal Ur. Pero el resultado es mas fuerte para una
teoria coherente, pues no es necesario pedir que el topos £ sea cocompleto en
este caso.

Del hecho de que el topos clasificante $*(T) es un topos coherente y usando
el teorema de Deligne 3.18 del capitulo de morfismos geométricos, obtenemos
un resultado bastante sorprendente:

Corolario 5.15. Sea T una teoria coherente. Una formula Yz (p(z) — ¥(z)),
con ¢ y ¥ formulas coherentes, es verdadera en todos los modelos de T en
cualquier topos si y solo si se da en todos los modelos de T en el topos Con.

Demostracion. La parte del “solo si” es clara.
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Por el contrario, supongamos que la férmula Vac(go(x) — 1/}(90)) se da en
cualquier modelo M de T en Con. Por el teorema anterior, basta con probar
que es verdadera en el modelo universal Ur en el topos clasificante S*(T).

Pero el sitio (B*(T'), J*(T)) para el topos §*(T') esta dado por una categoria
B*(T) con limites finitos y una topologia de Grothendieck dada por familias
cubrientes finitas; en otras palabras, este sitio es de tipo finito, por lo que el
topos clasificante $*(T') es un topos coherente.

Por el teorema de Deligne, §*(T') tiene suficientes puntos.

Si consideramos a cualquier punto p : Con — §*(T'), entonces M = p*(Ur)
es un modelo de la teorfa T’; luego, como Vz(p(z) — 1(z)) se da en todos los
modelos de Con, tenemos que {z | p(z)}M < {z | ¢(z)}M.

Por la definicion de M, esta inclusion de subobjetos puede equivalentemente

ser escrita como
p*({z | e(@)}V7) < p*({z | ¥(2)}77).

Como esto se da para cualquier punto p : Con — S*(T) y S*(T) tiene
suficientes puntos, concluimos que

{z] @)} < {z|¥(@)}.

Esto muestra que Vz ((p(x) — w(x)) se da en el modelo universal Uz como
queriamos, y por lo tanto en cualquier T-modelo de cualquier topos.
O

Este corolario es muy tutil en la préactica. Por ejemplo, muchas propiedades
de los anillos y modulos en algebra homologica pueden ser expresadas de la
forma Vx (ap(x) — w(x)), donde ¢ y v son féormulas coherentes en un lenguaje
adecuado.

Entonces, para verificar si tales propiedades se dan en anillos, médulos, et-
cétera, en un topos, es suficiente con verificar si se dan en anillos o0 mo6dulos
“ordinarios”, en el topos clasico Con.

Es por esto que al teorema de Deligne se le relaciona con un teorema de
correctud: si una proposiciéon coherente es demostrable, entonces es verdadera
en Con, pero esto implica que es verdadera en todo topos.



Capitulo 6
Ejemplos

Ya hemos visto que para toda teoria geométrica existe un topos clasificante
de esa teoria. Sin embargo, la construccion del sitio sintéctico puede ser muy
complicada y no siempre se le puede relacionar con algo conocido, no obstante,
existe una gran cantidad de ejemplos de topos clasificantes de varias teorias que
se han construido usando otras ideas muy ingeniosas.

En este capitulo mostramos varios ejemplos de topos clasificantes que no
necesariamente estan construidos a partir del sitio sintactico.

Aunque no todos los ejemplos tienen las pruebas completas de que el topos
dado es en efecto el topos clasificante que queremos, se da una buena idea de
por qué lo es.

Ejemplo 6.1. [Moerdijk, 1995] paginas 21 a 23.

Si G es un grupo entonces denotamos por BG a la categoria de los G-
conjuntos por la derecha. Esta categoria tiene como ojetos a familias de funciones
{f¢: X > X |ge G} donde X es un conjunto y tales que f, o fy = fy4 para
cualesquiera ¢, g’ € G y tal que f. = Idx. Un morfismo

a:{fyg: X>X|geG}—>{hy:Y ->Y |geG}

en esta categorfa es una funciéon o : X — Y tal que a o f; = hy o o para todo
geq.

Esta categoria se puede interpretar como una categoria de pregavillas si
definimos a la categoria G' con un sdlo objeto e y morfismos {g: e — e | g€ G}
donde la composicion esta definida por

gog =gg' 1e—e.

Claramente el neutro del grupo e es la identidad Id,.
Cada objeto de BG lo podemos ver como un funtor G — Con y cada
morfismo de BG lo podemos interpretar como una transformacién natural.
Asi tenemos que BG es un topos de Grothendieck para todo grupo G.

91
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Si X es un espacio topoldgico, consideremos a Hom(Sh(X),BG). Si f :
Sh(X) — BG es un morfismo geométrico, consideremos a G como un G-
conjunto actuando sobre él mismo con la multiplicacion por la derecha. Entonces
G es un elemento sobre BG. Tenemos entonces que f*(G) es una gavilla sobre
X E : op(X) — Con suprayectiva, equipada con una G-accién continua por
fibras

a:GxE—-FE.

Una gavilla asi es llamada un G-haz principal sobre X. Un morfismo de haces
principales
¢:(E,a) > (E',a)
es una transformacion natural ¢ : E — E’ que respeta a las acciones de G.
Tenemos entonces que BG es el topos clasificante para los G-haces princi-
pales de cualquier espacio topologico X.

Ejemplo 6.2. [Moerdijk, 1995] paginas 24 a 26.

En general, si una categoria C' tiene limites finitos, entonces un C-haz prin-
cipal sobre un espacio topologico X es un funtor exacto izquierdo C — Sh(X).

Un funtor exacto izquierdo siempre es continuo en la topologia de Grothen-
dieck trivial, en la que J(U) = {ty}, el unitario de la criba total, para cada
U € C, ya que ty tiene como elemento a la identidad de U, por lo que cualquier
funtor F' aplicado a ty tendra como elemento a la identidad de F'(U), por lo
que sera una familia epimérfica.

Asi tenemos que la categoria de C-haces principales sobre X es la categoria
ConLex(C, Sh(X)) que sabemos que es equivalente a la categoria

Hom(Sh(X), Con®"")

(pues si J es la topologia trivial, entonces Sh(C,J) = C’onCOP). Por lo que
P
Con®"" es el topos clasificante para los C-haces principales sobre cualquier

espacio topologico X.

Ejemplo 6.3. [Moerdijk, 1995] paginas 37 a 42.

Definimos a la categoria A que tiene como objetos a los conjuntos [n] =
{0,1,...,n} tal que n es un entero no negativo, y como morfismos a las funciones
a: [n] — [m] crecientes (a(i) < a(j) siempre que i < 7).

El topos Con® (la categoria de pregavillas sobre A9F) es el topos clasifi-
cante para ordenes lineales. Para ver esto, supongamos que X : A9 — € es un
funtor que preserva todos los limites finitos, entonces manda colimites finitos de
A a limites finitos en &; tenemos que [n] = [m]] ] [¥] siempre que n = m +k,
donde [m]]][k] es el coproducto fibrado de las flechas é, : [0] — [n] ¥
do : [0] — [k] las funciones constantes n y 0 respectivamente. En particular,

] =[] ] ] I
(0] [0]

por lo que
X[n] = X[1] xxq0] - -+ xx[0] X[1]-
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Asi X depende sélo de su valor en [0], [1], do y 01. Ademas, la familia {do, J1}
de [0] a [1] forma una familia epimérfia en A por lo que

es un monomorfismo. Se puede probar que X[0] es un orden lineal con <=
(Xb0,X61) : X[1] — X[0] x X[0].

Ejemplo 6.4. [Joyal, 2008]

Andre Joyal mostro que Con™”" es el topos clasificante para intervalos
lineales.

Especificamente, un morfismo geométrico de Con a C on®”" es un intervalo
lineal en Con, es decir un conjunto totalmente ordenado que distingue a un
maximo y a un minimo (distintos). En general, un intervalo lineal es un modelo
de la teoria geométrica con un sélo tipo, una relaciéon binaria < y dos constantes
0y 1y con los axiomas de reflexividad, transitividad, antisimetria, dicotomfia,
O<z<l)y(0=1-—1).

Joyal llama a éstos “intervalos lineales estrictos”; al remover la hipotesis
de que el maximo y el minimo son distintos, uno llega a la nocién mas débil
a la que él llama “intervalos lineales”. Los intervalos lineales en este sentido
son clasificados por el topos C’onAgP, donde A, (a veces llamada “Delta del
algebrista” o la categoria siplicial argumentada) es como antes pero incluye
también al vacio como objeto.

Ejemplo 6.5. [Moerdijk, 1995] IL.3.

Una categoria topoldgica es una categoria pequena C' tal que su conjunto
de objetos Cy y su conjunto de morfismos C; tienen estructura de espacio
topolégico. Ademas pedimos que las funciones tomar dominio y tomar codominio
de C; a Cy, tomar identidad de Cy a C y componer de C; x¢c, C1 a C; sean
todas continuas.

Una C-gavilla sobre una categoria topologica C es un espacio étale (es decir,
un homeomorfismo local) p : S — C|y equipada con una accién continua derecha
a:Sxg,C1 — S (denotamos a(z, f) = - f). Esta accion esta definida siempre
que p(z) = Cod(f) y debe cumplir

Un morfismo entre C-gavillas es una funcién continua F : S — S’ que
respeta a la accion: F(x -g f) = F(z) -g f para todo x € Sy f e C;. La
categoria de C gavillas la denotamos como BC.

Moerdijk prueba que BC' es un topos. El topos BC' es llamado topos clasi-
ficante de la categoria topoldgica C.

Ejemplo 6.6. [Moerdijk, 1995] II.4.
Una categoria topologica C' es llamada D-étale si su mapeo dominio Dom :
C{ — C| es un homeomorfismo local.
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Si C es una categoria topologica D-étale entonces un C-haz sobre un espacio
X es un espacio étale p : E — X equipado con una C-accién izquierda continua
por fibras dada por mapeos

m: FE— Cy, a:Cy xc, E— FE.

El mapeo a esta definido en pares (g,e) donde g € Cy, e € E'y Dom(g) =
m(e), nuevamente denotamos a(g,e) = g - e. La accion izquierda debe cumplir
igualdades anélogas a las de (6.1).

Ademas, decimos que un C-haz sobre X es principal si para cualquier punto
x € X, se cumplen las siguientes propiedades (Denotamos como E, a la fibra de
x bajo p)

1. E, es no vacio,

2. sl y,z € E, entonces existe un w € E, y flechas o : w(w) — 7(y) y
B :m(w) > w(z) talesque - w=yy S -w=-z

3. Para cualquier punto y € E, y cualquier par de flechas o, € C7 con
Dom(a) = 7(y) = Dom(B) y a-y = 8 -y, existe un punto w € E, y una
flechay : m(w) > 7(y) en C tal que y-w =y en E, y aoy = Fo~yen C.

Con la nocién obvia de funcién continua que preserva la C-accién, estos
C-haces principales forman una categoria Prin(X,C).
El teorema 4.1 de [Moerdijk, 1995] afirma que

Hom(Sh(X),BC) = Prin(X,C)

siempre que C es D-étale. Es decir, que BC es el topos clasificante para los
C-haces principales sobre cualquier espacio topologico X.

Ejemplo 6.7. [Mac Lane and Moerdijk, 1992] VIIL.4.

El topos ConC°mF™ (1a categoria de pregavillas sobre ConFin®" donde
ConFin es la categoria de todos los conjuntos finitos) es el topos clasificante de
objetos de cualquier topos &: todo morfismo geométrico f : & — ConConFin
viene de un tnico funtor exacto izquierdo F : ConFin°f - €.

Este morfismo manda colimites finitos de ConFin a limites finitos de &,
como cada conjunto finito X es biyectable con el coproducto [ [,y 1, (donde 1
es el objeto terminal {}) entonces

F(X)=[]FQ),

zeX

por lo que F sblo depende de su valor en 1, que es simplemente un objeto de €.
Analogamente, dado un objeto E € &, podemos definir a un funtor Fg :
ConFin — £ exacto izquierdo tal que

Fe(X)=]]E.

reX
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El topos Con®°"Fi" g5 llamado “clasificador de objetos”.

Similarmente, el topos Con®°"F** (donde ConFin, es la categoria de los
conjuntos finitos punteados (X, z9) donde ¢ € X y con morfismos f : (X, z) —
(Y, yo) funciones tales que f(xg) = yo) es el clasificador de los objetos punteados
de cualquier topos €.

Ejemplo 6.8. [Lawvere, 1963].

Una teoria de Lawvere o teoria de productos finitos es una categoria C(T')

con productos finitos en la que todo objeto es isomorfo a productos z™ = = X
- x z incluyendo a un objeto terminal 1 = 20.

En particular, la teoria de grupos de Lawvere es una categoria C(Grp) con
un morfismo m : x x © — x que describe a la multiplicacién, un morfismo
e : 1 — x que describe a la identidad del grupo y otro I : x — x que describe a
la operacion de tomar inversos, y que obedecen a los axiomas usuales de grupo.

Un funtor que preserva productos F : C(Gru) — & es precisamente un grupo
en £ (un modelo de la teoria de grupos). De aqui que la categoria ConCE™
de pregavillas sobre C(Gru) es el topos clasificante de los grupos en un topos

cualquiera.

Ejemplo 6.9.

En general, cualquier teoria de productos finitos C(T') tiene como topos
clasificante (de modelos de esa teorfa) a la categoria de pregavillas sobre C(T),
aun cuando C(T) tiene varios tipos.

En particular la teoria de anillos y la teoria de R-mddulos sobre un anillo
tradicional R (en la que hay un morfismo r :  — x para cada r en R) tienen
un topos clasificante asf.

También las algebras de Boole y de Heyting son clasificadas por un topos de
esta forma.

Ejemplo 6.10. [Moerdijk, 1996]

Cuando uno juega a las cartas inglesas, la A tiene un valor tanto maximo
como minimo en el orden de las cartas de una misma figura. En este sentido,
uno podria decir que las cartas de una misma figura tienen un orden que es de
alguna manera ciclico. Esta idea se puede capturada para definir el concepto de
ciclo abstracto.

Un ciclo abstracto C es una estructura

C= (P,S,50,51,0,1,*,U)

donde P y S son dos conjuntos, P es el conjunto de “puntos” del ciclco y S el
conjunto de “segmentos”, §p y &1 son funciones que a cada segmento le asignan
un punto respectivamente. Si a € S, dp(a) es el punto inicial de a y d1(a) es el
punto final de a. Si a y b son dos segmentos tales que d;(a) = do(b), entonces
esta definido el segmento a U b que tiene como punto inicial a dp(a) y como
punto final a §;(b); a a U b lo podemos pensar como la concatenaciéon de a con
b.

Si x es un punto del ciclo, entonces tiene dos segmentos distinguidos 0, y
1., ambos con punto inicial y punto final igual a z; a 0, lo pensamos como el
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segmento que se queda fijo en x, por lo que al concatenarlo con cualquier otro
segmento lo deja igual. A 1, lo pensamos como el segmento que le da toda la
vuelta al ciclo, empezando por x y terminando ahi mismo, de esta forma, para
todo segmento a, tenemos al segmento a* que tiene como punto final al punto
inicial de a y viceversa, pero a* recorre al ciclo por el otro lado, en el sentido
de que a U a* = 15,(q) ¥ 0¥ U a = 15,(q)- Ademés 0F = 1, y a™* = a.

Un morfismo f : C' — C’ entre ciclos consta de dos funciones fp: P — P’y
fs:8 — S’ que conmutan con todas las operaciones dg, d1,0,1,* y U.

El ejemplo maés sencillo de un ciclo abstracto es el que tiene como puntos a
un subconjunto de los puntos de la circunferencia P < S' y como segmentos
a todos los intervalos cerrados y positivamente orientados con extremos en P.
De hecho, se puede probar que cualquier ciclo a lo méas numerable es isomorfo
a cualquier ciclo asi, donde P < S! tiene la misma cantidad de puntos.

Define a una categoria A con objetos [0],[1],[2],... y morfismos (o,u) :
[n] — [m] un par de funciones donde o es una permutacion ciclica de {0, ..., n},
mientras que u : {0,...,n} —> {0,...,m} es no decreciente. Para la composicion
aprovechamos el hecho de que si o es como antes y v : [k] — [n] es una funcién
creciente, entonces o o v se factoriza de manera tnica como v’ o ¢’ donde ¢’ es
una permutaccion ciclica de elementos de [k] mondtona en las fibras de v y v’ :
[k] — [n] es no decreciente. De esta manera, la composicion de (7,v) : [k] — [n]
con (o,u) : [n] — [m] la definimos como

(o' or,uo’): [k] — [m].

Moerdijk probo que la categoria A®F es equivalente a la categoria de ciclos
abstractos finitos [n]* y que cualquier formula ¢ del lenguaje de los ciclos es
cierta para todo ciclo abstracto si y solo si es cierta para todo ciclo abstracto fi-
nito. Luego us6 estos hechos para demostrar que Con™”" esel topos clasificante
para modelos de los axiomas de ciclos abstractos en cualquier topos.

A el topos de pregavillas sobre A se le conoce también como la “categoria de
conjuntos ciclicos”.

Ejemplo 6.11. [Mac Lane and Moerdijk, 1992] VIIL5.

En este ejemplo, por “anillo” nos referimos a anillo conmutativo con unidad.

Vimos antes que cualquier objeto anillo en un topos es equivalente a un funtor
que respeta productos de la teoria de productos finitos C(Rng) sobre la teoria
de anillos. Sin embargo, esta categoria no tiene todos los limites finitos, por lo
que tiene sentido preguntarse como seria la categoria generada por C(Rng) y
que tiene todos los limites finitos.

Como C(Rng) es la categoria cerrada bajo productos de un objeto anillo
A, entonces buscamos a una categoria cerrada bajo limites finitos generada
por un objeto anillo A. Resulta que una categoria con estas caracteristicas es
la categoria Rng?pp donde Rngy, es la categoria de los anillos finitamente
presentados. El objeto anillo A de Rng?pp que la genera bajo limites finitos es
el anillo de polinomios ordinario Z[z].
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Por lo tanto, Con®97ss es topos clasificante de la teorfa de anillos (conmu-
tativos y con unidad), donde cada objeto anillo A € £ es isomorfo a F(Z[z])
para un tnico funtor exato izquierdo F': Rngs, — &.

Ejemplo 6.12. [Mac Lane and Moerdijk, 1992] I11.3 y VIIL.6.
Consideremos nuevamente a la teoria de anillos conmutativos con unidad; si
a los axiomas de esta teoria les agregamos las formulas

(0=1)— 1) y (z+y=1) > Fz(z-2=1)vIz(y -2 =1)))

obtenemos a la llamada teoria coherente de anillos locales.

Denotamos por Rng;, a la categoria de los anillos finitamente generados.
Definimos al sitio de Zariski como el sitio (Rng?gp ,J) donde J es la topologia
de Grothendieck tal que para todo A € Rng;,, una cocriba S sobre A esta en
J(A) siy solo si contiene a una familia finita {&; : A — A[s; '] |i € {0,...,n}}
donde {so, ..., s, } es cualquier subconjunto de A que no esté contenido en algin
ideal propio de A, A[s; '] es la localizacion correspondiente y &; es la inclucion
canonica en Rng;, para cada i.

La teoria (coherente) de anillos locales tiene como topos clasificante al topos
de Zariski S h(Rng?f ,J), que es la categoria de gavillas sobre el sitio de Zariski.

Ejemplo 6.13. [Caramello, 2009]
La teoria de los dominios enteros es la teoria obtenida a partir de la teoria
de anillos conmutativos con unidad al agregarle los axiomas

(0=1)—1) y (@ y=0)—((z=0)v(y=0).

Consideremos de nuevo a la categoria Rng?qP , pero esta vez con una to-
pologia de Grothendieck K tal que una cocriba S sobre A estd en K(A) siy
s6lo si, 0 A es el anillo cero y S es la cocriba vacia, o bien S contiene a una
familia finita no vacia {m; : A — A/{a;y|i € {0,...,n}} donde {ag,...,a,} es
un subconjunto de A tal que ag - - - - an = 0, {a;) es el ideal generado por a; y
m; + A — A/{a;) es la proyeccion canénica en Rng;, para cada i.

La teoria de los dominios enteros tiene como topos clasifiante al topos de
gavillas Sh(Rng;,, K).

Ejemplo 6.14.

Un objeto estrictamente bipunteado en un topos £ es una terna (X, px, qx)
donde X es un objeto de £ y px,qx : l¢ — X son dos puntos de X en &.
Un morfismo entre dos objetos bipunteados f : (X,px,qx) — (Y,py,qy) es un
morfismo f: X - Y de £ tal que fopx =py y fogx = qy.

Definimos a la categoria A que tiene por objetos a los conjuntos estrictamen-
te bipunteados m = ({0,...,n},0,n) para todo entero n > 1 y como morfismos
f:m — malas funciones f : {0,...,n} — {0,...,m} que preservan a los puntos
respectivos: f(0) =0y f(n) =m.

Veamos que Con?, el topos de pregavillas sobre A°F esel topos clasificante
de los objetos bipunteados: Primero tenemos que 1 es objeto inicial de A por lo
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que es objeto terminal de A°P Notemos ademéas que el coproducto

pues si tomamos a las inclusiones i, : @ > n+m—1y iy :m —>n+m—1
tales que i, (k) esigualaksi0 <k <n—1leigualan+m—1sik =ny iy,(k)
esiguala(n—1)+ksil<k<meigualaOsik =0

entonces, si tenemos morfismos «: m — py [ : m — P tendremos que existe una
flecha tnica v : n + m — 1 — P, definida como (k) igual a a(k) si0 <k <n-—1
yB(k—(n—1)sin<k<n+m-—1,talque yoi, =ay~yoin,=_/.

En particular tenemos que para todo n > 2

n—1
= ]_[ 2
i=1

por lo que la categoria AT esta generada por 2.
Si F: A°P - € es un funtor exacto izquierdo, entonces esté caracteriza-
do por su valor en 2, ademas, F(1) = 1lg es el objeto terminal de £. Como

existen exactamente dos funciones fo : 2 - 1y f; : 2 — 1 en A, enton-

ces F(fo) : F(1) — F(2) y F(f1) : F(1) — F(2) son dos morfismos de 1¢ a

F(2) en & por lo que el funtor F' clasifica a un objeto estrictamente bipunteado
(F(2), F(fo), F(f1))-

Asi tenemos que Con? es el topos clasificante de los objetos bipunteados
de ccualquier topos €.

Ejemplo 6.15.
Decimos que C' es una categoria extensiva si tiene coproductos finitos y
cumple que siempre que los cuadrados

X Y

N

AT>AHB<T

forman productos fibrados, entonces X — Y « Z es un coproducto.
Como ([[;e; A) U A; =[] ruio Ai entonces es facil probar por induccién
que si C es extensiva entonces, para todo coproducto finito | [}, si para cada
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1 el cuadrado

kL

]

114,

N

es un producto fibrado tenemos que {f; : X; = Y |i € {1,...,n}} es coproducto.
Definimos sobre una categoria extensiva C' a una topologia de Grothendieck
Jo a partir de una base K, donde K(A) es la familia de todos los conjuntos
finitos {4; — A |i € I} con la propiedad de que [[ A; — A es un isomorfismo.
K es en efecto base para una topologia:
(1°) se cumple pues cualquier isomorfismo {C' — A} cumple la propiedad (el
coproducto de un solo objeto es él mismo).
(27) se da pues si g : Y — A es cualquier morfismo y {is, : A; > A|i€ I}
es una familia finita tal que [ [ A; =@ A y consideramos a los productos fibrados

X, fi

| |

etonces {f; : X; — Y |i € I} estd en K(Y), pues por la extensividad de C
Y ~ ]_[ Xz

Finalmente, para (3’), tenemos que si {i4, : A; > A|i € I} es una familia
tal que [[A; = Ay {ip, : Bj, — A;|i; € J;} es una familia tal que [[ B;, =~ A
para cada i € I, entonces la familia

{iAiOiBji :Bji HAHJ'GJ,',?;EI}

esta en K(A) pues

]_[ B‘iZH(HB;)QHAiéA-

ji€diiel €l j,ed; el

Si C es extensiva y J es su topologia de Grothendieck dada de esta manera,
entonces topos de gavillas Sh(C, Jg) es llamado el topos de Gaeta sobre C'y se
le denota como G(C).

consideremos a K un campo algebraicamente cerrado y a (K-Alg)y, la cate-
goria de K-algebras finitamente presentadas. Lawvere probé en [Lawvere, 2003]
que (K —Alg)s?f es extensiva. Podemos considerar entonces a su topos de Gaeta
G((K-Alg)9r).

Veamos ahora que F : (K-Alg)¢, — Con es una gavilla aqui si y solo si F
preserva productos finitos.

Para el regreso, supongamos que {f; : A — A;|i € I} es una familia finita de
(K-Alg);, tal que A — [[A; es un isomorfismo. Sea {x; € FI(A;)|i € I} una
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familia compatible, entonces (z;)ier € [[ F(A4;) = F([]A4;) = F(A) es la tnica
amalgamacion para la familia.

Para la ida, supongamos que F' : (K-Alg)s, — Con es una gavilla y que
{ITA; — A;|ie I} es un producto finito, se puede probar que para cualquier
elemento (x;);er € [[ F(A;), la familia {x; € F(A;) | € I} es una familia
compatible, por lo que tiene una tnica amalgamacion en F([]4;), por lo que
existe una biyeccion entre [[F(4;) v F([]A:). Asi tenemos que F preserva
productos finitos.

El topos de Gacta G((K-Alg)$f) es el topos clasificante para los objetos
anillos conmutativos con exactamente dos idempotentes de cualquier topos.

Topos Clasificantes y el Axioma del Infinito

El axioma del infinito para un topos dice que este consta con un objeto
numeros naturales. Resulta que para un topos elemental £, es una condiciéon
necesaria y suficiente para que te cumpla con el axioma del infinito que exista
un topos clasificante de objetos sobre £. En esta seccién bosquejaremos la prueba
de este resultado, el cual se puede consultar mas a fondo en [Blass, 1989].

Sea T la teoria geométrica con un soélo tipo, con un simbolo de constante
o, un simbolo de funcién unitario s, sin mas simbolos no logicos y sin axiomas.
Un T-modelo en cualquier topos es simplemente una estructura A = (A, 04, s4)
donde A es un objeto y o : 1 > Ay sy : A —> A son morfismos del topos
(omitiremos los subindices en 0 y s en caso de no haber confusion).

Un homomorfismo de T-modelos es un morfismo entre los objetos subyacen-
tes que conmuta con o y con s. Un objeto niimeros naturales es simplemente un
T-modelo inicial.

Definicién 6.1. Un T-modelo débilmente inicial (en un topos) es un T-modelo
con al menos un un homomorfismo a todo T-modelo.
Un T-modelo débilmente inicial sera llamado objeto niumeros naturales débil.

Lema 6.2. Si un topos elemental £ tiene un objeto nimeros naturales débil,
entonces tiene un objeto numeros naturales.

Demostracion. Sea A = (A, o0, s) un objeto nimeros naturales débil. Conside-
remos la siguiente formula ¢(z) en el lenguaje de Mitchell-Bénabou:

Ve e P(A)Joeax AVye Alyea x — s(y) €a ) = 2 €4 x],

donde z es de tipo A. La formula "dice" que z pertenece a todo sub-T-modelo de
A. La interpretacion |¢(z)| de esta formula es un morfismo A — €, el morfismo
caracteristico de un cierto subobjeto de A. Céalculos sencillos muestran que N
es el universo de un sub-T-modelo minimo N = (N, opr, spy7) de A. Como A es
un objeto nimeros naturales débil, A’ también lo es. Para mostrar que N es el
objeto numeros naturales buscado, supongamos que tenemos dos homomorfis-
mos de A a otro T-modelo; si consideramos al igualador de estos dos morfismos,
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obtendremos a un sub-T-modelo de NV, que debe ser todo A por la minimalidad
de N, asi ambos homomorfismos son iguales como se deseaba.
O

Proposicion 6.3. Si T tiene topos clasificante F sobre el topos &€, entonces £
tiene un objeto niumeros naturales.

Demostracion. Tenemos un T-modelo genérico G = (G, 0, s) en £ y un mor-
fismo geométrico candnico p: F — &.

Sea A cualquier T-modelo en &£, entonces tenemos un morfismo geométrico
g : & — F, un isomorfismo i : ¢*(G) — A y un isomorfismo natural v : Id —
g*p*. Ademas, tenemos un homomorfismo e¢ : p*p4(G) — G que, al aplicarlo
con g*, obtenemos el siguiente homomorfismo de T-modelos en &:

9% (ec) i
p«(9) g *px(G) > g*(G) > A.
Como A fue un T-modelo arbitrario en £, hemos probado que p4(G) es un objeto
numeros naturales débil en £. Por el lema anterior, £ tiene un objeto niimeros
naturales.

Vpy (@)

O

Se probo en el capitulo 5 que toda teoria geométrica tiene topos clasificante
sobre todo topos cocompleto; en particular, la teoria T definida aqui tiene un
topos clasificante sobre todo topos cocompleto, por lo que todo topos cocompleto
cumple con el axioma del infinito.

Ademas se puede probar que si un topos elemental tiene topos clasificante de
objetos, entonces tiene un topos clasificante para T. Esta construcciéon es bien
conocida y el lector interesado puede leer méas sobre ella en [Blass, 1989].






Capitulo 7

Teorias de Primer Orden

En este escrito hemos probado que toda teoria geométrica (infinitaria) de
primer orden tiene topos clasificante. Ademas hemos mostrado varios ejemplos
en los que no necesariamente se hace explicita la teoria geométrica de una es-
tructura, pero hemos sido capaces de encontrar topos clasificantes para estas
estructuras.

Aunque no toda teoria de primer orden infinitaria tiene topos clasificante,
existe una caracterizacion para la existencia de topos clasificante para la cual se
le pide una “condiciéon de tamano” a la teoria. Se puede probar ademés que todo
topos de Grothendieck surge como el topos clasificante de alguna teoria asi.

Los temas aqui tratados estan basados en el articulo “ Classifying toposes for
first-order theories” [Butz and Johnstone, 1998|.

7.1. Introduccién

Podriamos decir que dos teorias son equivalentes si tienen topos clasificantes
equivalentes. Es bien sabido que todo topos de Grothendieck se puede ver como
el topos clasificante de alguna teoria geométrica por lo que si una teoria de
primer orden no es equivalente a alguna teoria geométrica, no podemos esperar
que tenga un topos clasificante en el sentido usual.

Ya hemos visto que las formulas geométricas son especificamente aquellas
que se preservan bajo morfismos geométricos, sin embargo podemos conside-
rar especificamente a los morfismos geométricos cuyo funtor imagen inversa
preserva formulas de primer orden (infinitarias) arbitrarias. A estos morfismos
geométricos se les llama morfismos geométricos abiertos (Mas sobre morfismos
geomeétricos abiertos en [Johnstone, 1980] y [Joyal and Tierney, 1984]). Asi que
podriamos esperar que, para al menos algunas teorias T de primer orden de
interés, es posible encontrar a un topos B°(T) y una equivalencia natural

Ab(F, BP(T)) ~ T — Mod(F),
donde el lado izquierdo denota a la subcategoria plena de Top(F, B°P(T)) cuyos

103
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objetos son los morfismos geométricos abiertos. (Como una teoria geométrica
también puede ser considerada una teoria de primer orden, llamaremos al topos
clasificante usual de la teorfa geométrica B9(T), mientras que al de la teorfa de
primer orden en este sentido le llamaremos BP°(T).)

7.2. Mapeos abiertos a topos de gavillas

Sea & el topos de gavillas sobre un sitio (pequenio) (C,J). El teorema de
Diaconescu afirma que hay una equivalencia entre la categoria Top(F,te) de
morfismos geométricos de F a £ y la categoria de funtores planos y continuos
C — F. Nuestra meta en esta seccion es caracterizar a aquellos funtores C' — F
los cuales se corresponden con morfismos geométricos abiertos.

Aunque nuestra definicion principal de morfismos abiertos sera que son pre-
cisamente aquellos morfismos geométricos f : F — & cuyos funtores imagen
inversa preservan a la logica de primer orden (infinitaria) completa, en esta sec-
cioén serd conveniente usar la caracterizacion de ellos en términos de la flecha
T : Q¢ — [+QF que es la transpuesta de el funtor caracteristico 7 del monomor-
fismo f*(Tg). f es morfismo geométrico abierto si y so6lo si T tiene un adjunto
izquierdo interno A : f.Qr — Qg (ver el teorema 3.2 de [Johnstone, 1980] o la
pagina 56 de [Joyal and Tierney, 1984]).

Denotamos como € : C' — £ a la composiciéon del encaje de Yoneda C —
[C°P, Con] con el funtor gavilla asociada y como F : C — F al funtor plano y
continuo que le corresponde al morfismo geométrico f : F — &.

Lema 7.1. El morfismo geométrico f es abierto si y sdlo si

1. Para cada objeto A en C y cada familia {S; |i € I} de subobjetos de e(A)
tenemos Ny Ta(Si) = Ta(Nies 9i); v

2. para cada morfismo a: A — B en C y cada subobjeto S de e(A) tenemos
VF(O()FA(S) = FBVG(O()(S).

Aqui, como usualmente, Vg () y Ve(q) denotan a los adjuntos derechos para
F(a)* y e(a)* actuando sobre subobjetos.

Demostracion. Como Sub(e(A4)) y Sub(F(A))son reticulas completas, la pri-
mera condiciéon se da si y s6lo si cada T4 tiene un adjunto izquierdo A4 :
Qe (A) — f+Q7r(A). Dada la existencia de estos adjuntos, la segunda condicion
es equivalente a la conmutatividad del diagrama de los adjuntos izquierdos

Sub(F(B)) —22— Sub(e(B))

F(a)*J( le(a)*

Sub(F(A)) —— Sub(e(A))
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para toda  : A — B en C, es decir que Ay forma un morfismo de gavillas
A: Qe — fewr. Entonces estas dos condiciones juntas son equivalentes a que 7

tenga un adjunto izquierdo interno en &, es decir que f es abierto.
O

El lema anterior se puede reescribir usando la descripcion de Qg(A) como el
conjunto de cribas cerradas sobre A:

Corolario 7.2. El morfismo geométrico [ es abierto si y sdlo si

1. Para cada objeto A de C y cada familia {S; |i € I} de cribas cerradas
sobre A,

V ABr@F(B)IS: B— Ae S} =\ {3rpF(B)S: B— AeNeSi;

el
Y

2. para cada a: A — B en C y cada criba S sobre A,
Ve V{3r@ F(C)|B:C — Ae St =V {3py)F(C)|v: D — BeVaS}
Aqui VoS denota a la criba cerrada

{v:D—B[(V8:D— A)((af =7) = (Be9))}

El mapeo ¥, : Qg(A) — Qg (B) es el adjunto derecho de la accion o de o sobre
cribas cerradas.

Concluimos esta seccién con algunas observaciones mas sobre la preservaciéon
de conectivos logicos. Si {u; : E; — E|i € I} es una familia epimorfica de mapeos
es £, tenemos un encaje de algebras de Heyting

: Sub(E) — HSub

el

Aplicando esto a la familia epimorfica {e : ¢(A) — E|e € E(A),A € obC}
donde E es cualquier objeto de £ = Gav(C,J), y a la imagen de esta familia
bajo f* para algin morfismo geométrico f : F — &, obtenemos un cuadrado
conmutativo de algebras de Heyting completas

Sub(E)—— [ Sub(e(A))

| |

Sub(f*E))—— ] Sub(F(A))

donde F' : C — F es el funtor continuo plano correspondiente a f, y los
mapeos verticales son inducidos por la acciéon de f* sobre subobjetos.
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Lema 7.3. Sea f: F — & = Gav(C, J) un morfismo geométrico. El funtor f*
preserva infimos de familias de subobjetos de cardinalidad menor que k (respec-
tivamente a todos los infimos, implicacion, negacidn) si y sdlo si lo hace sobre
subobjetos de representables.

Demostraciéon. La direccién no trivial se sigue de la existencia del diagrama
anterior para cada objeto F en &.
O

Esto permite traducir propiedades de f a propiedades de F' y vice versa, por
ejemplo:

Corolario 7.4. El morfismo geométrico f es sub-abierto (es decir, f* preserva
implicacion) si y solo si, para cada A € obC y cualesquiera dos cribas cerradas
S1,Sy sobre A, la imagen del mapeo

F(B) — F(A)
{a:B—>A | a*S;=a*S5}

es el subobjeto f*S1 < f*Sy de F(A).

Demostracion. Como S; < Sy = {a| a*S; = a*S3}, la condicion dice que
f* preserva < sobre el nivel del sitio. Pero esto es equivalente a decir que f*
preserva implicacion, porque en cualquier algebra de Heyting (h = ') = (h <
(h A R)).

O

7.3. Teorias de Primer Orden y Categorias Sin-
tacticas

Dada una simbologia (posiblemente) con multiples tipos 3, nuestro lenguaje
formal sera el lenguaje infinitario %, (X) (al que abreviaremos %, cuando
no haya peligro de confusion): esto es, permitimos la formaciéon de conjunciones
N,es @i v disyunciones \/ jeJ ®; infinitas de formulas en donde las cardinalidades
de los conjuntos de indices I y J son menores que k y donde el ntimero total
de variables libres en cualquier féormula permanece finito. (Note que siempre
permitimos a la conjuncion vacia T y a la disyuncién vacia 1.)

Para nosotros k siempre denota a un cardinal infinito regular; permitimos la
posibilidad de k = o0, la “cardinalidad del universo” (es decir, que no ponemos
restriccion sobre el tamaifio de las conjunciones y disyunciones). Sin embargo, la
restricciéon de que haya s6lo una cantidad finita de variables libres permaneceré
en todo momento.

Decimos que una formula es k-geométrica si se puede construir a partir de
formulas atomicas a través de conjunciones finitas, disyunciones de cardinalidad
menor que k y cuantificaciones existenciales. (Si k = oo, simplemente decimos
que la formula es geométrica; si k = w decimos que la formula es coherente.)
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Un azioma k-geométrico es una formula de la forma V(¢ = 1) donde ¢ y
1 son formulas k-geométricas y = es una sucesion de variables libres entre las
que aparecen las de ¢ y ¥ (a una sucesion asi le llamamos un conterto, en este
caso, para ¢ y ©); Una teoria k-geométrica es una especificada por un conjunto
T de axiomas k-geométricos.

Decimos que C' es una categoria k-geométrica cuando C' es una categoria
regular con uniones de familias arbitrarias de subobjetos de cardinalidad menor
que k y adicionalmente con estas uniones estables bajo producto fibrado.

Por categoria k-Heyting nos referimos a una categoria C' regular con uniones
e intersecciones de familias de subobjetos de cardinalidad menor que k y tal
que la operaciéon de hacer producto fibrado a subobjetos de B a lo largo de un
morfismo fijo f : A — B de C tiene adjunto derecho V. Se sigue que las uniones,
asi como las intersecciones, son estables bajo producto fibrado; también es facil
ver que en una categorfa asi tiene una operacién de implicaciéon haciendo a
cada reticula de subobjetos un algebra de Heyting, y esa implicacién es también
estable bajo productos fibrados.

Una interpretacion M de un tipo X en una categoria C' se puede completar a
una interpretacion de todas las formulas de x-geométricas o a todas las féormulas
de %, si C es una categoria k-geométrica o k-Heyting respectivamente.

Dadas dos interpretaciones M y N sobre una categoria C, tenemos que un
morfismo f : M — C es una coleccion de morfismos f4 : MA — NA en C
para cada tipo A de X. Dado esto, para cada formula con contexto ¢(x) (con
interpretacion en C) tenemos al diagrama

[¢>(T]M [¢>(1f]zv
MX) ————— NX

donde fx es el producto de los morfismos fx,. En nuestra definiciéon usual, f
es un homomorfismo si el cuadrado anterior se puede completar a un cuadrado
conmutativo, es decir, si [¢(z)]m < f%[¢(z)]y para toda férmulas atomica
¢. Sabemos ademas que basta con que esta condicién se cumpla en féormulas
atomicas para que se cumpla para toda férmula geométrica.

Una condicién més fuerte, cominmente conocida como encaje de - estruc-
turas, es pedir que [¢(z)]ar = f%[¢(x)] N para toda formula atomica ¢, es decir,
pedir que el diagrama anterior se pueda completar a un producto fibrado. Es
facil probar que esta propiedad se extiende a cualquier féormula sin ¢ sin cuan-
tificadores, pero puede fallar para una féormula que involucre cuantificadores.

Un morfismo f es llamado encaje elemental si el diagrama anterior se puede
completar a un producto fibrado para toda formula ¢(z) de Z,; usamos el
término encaje k-elemental si el diagrama es un producto fibrado para toda
formula ¢(x) de Z.

Decimos también que un morfismo f : M — N es un morfismo k-elemental
de X-estructuras si tenemos que [¢(z)]ar < f5[o(x)]n para toda formula ¢(z)
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en L ().

Escribimos ¥ — Str(C), para denotar a la categoria de las X-estructuras en
C y morfismos k-elementales entre ellas; y si T es una teoria en %, llamamos
T — Mod(C), a la subcategoria llena de ¥ — Str(C), cuyos objetos son T-
modelos.

Si T es una teoria de primer orden en .%,, definimos a la categoria sintactica
de primer orden Sin?’(T) exactamente como en el caso geométrico que se hizo
en la seccién 5.1, pero admitiendo férmulas arbitrarias de %, en la definicion
tanto de objetos como de morfismos de la categoria.

Igual que como se probé en la secciéon 5.3, tenemos un T-modelo genérico
Ur en Sin?(T):

Proposicion 7.5. La categoria Sinl°(T) es una categoria x-Heyting (pequeria
si k < 00) y contiene a un T-modelo Ut que es universal entre los T-modelos en
categorias k-Heyting en el sentido de que, para cada categoria k-Heyting C, el

funtor
k—Heyt(Sint’(T),C) — T—Mod(C),

que manda a un funtor k-Heyting F : Sinl°(T) — C al T-modelo F(Urt), es
una equivalencia de categorias.

7.4. Sitios sintacticos y el teorema de completud

Si C es una categoria k-geométrica (por ejemplo la categoria sintactica de
una teoria k-geométrica), podemos equiparla con la topologia de Grothendieck
k-cubriente Jg: una criba R sobre un objeto A de C pertenece a J, si y sblo
si contiene a una familia de morfismos (o; : B; — A |i € I) de cardinalidad
menor a £ tal que la union de las iméagenes de los s es todo A. Esta categoria
es subcanonica (es decir, todos los funtores representables C°? — Con son
gavillas), mas atn, un funtor F' : C — & donde £ es un topos es plano y J,-
continuo si y solo si preserva limites finitos, imégenes y uniones de familias de
subobjetos de cardinalidad menor que k.

De lo anterior obtenemos inmediatamente una prueba estandar de la exis-
tencia de topos clasificantes de teorias k-geométricas:

Teorema 7.6. Dada una k-teoria geométrica T, si definimos a B?(T) como el
topos Gav(Sinl(T), J,), entonces hay una equivalencia de categorias

T—Mod(F),, — Geo(F,B(T))
para todo topos F.

Vale la pena notar que la elecciéon de k no es crucial en lo anterior siempre
y cuando k sea suficientemente grande para que los axiomas de T se puedan
expresar en .Z,.. Si k£ < A, todo objeto de Sin§(T) es la union de una familia de
subobjetos de cardinalidad menor que A, todos los cuales pertenecen a Sin? (T).
Entonces es facil verificar la inclusion

(Sin%(T), J,) — (Sind(T), Jx).
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Ahora queremos ver como se comporta la topologia J,, con respecto a una
categoria k-sintactica pero de primer orden; como J,, es subcanénico tenemos
el siguiente resultado:

Proposicion 7.7. Si C es una categoria x-Heyting pequena, entonces el encaje
de Yoneda C — Gav(C, J,) es un funtor k-Heyting.

Gracias a este resultado podemos obtener el siguiente teorema de completud:

Corolario 7.8. Sea T una teoria arbitraria en L, (X) entonces existe un topos
de Grothendieck con un modelo de T conservativo, es decir, uno que satisface
solo aquellas proposiciones de £y, (X) que son demostrables en T; mds ain, este
topos puede ser tomado local sobre Con. En particular, cualquier proposicion de
Zew(X) que se satisface en todos los T-modelos en topos locales es demostrable
en T.

Demostracion. Aplicando la proposicion 7.7 a la categoria sintéctica Sin?° (T).
Hemos visto que el modelo universal de T en esta categoria es conservativo, y
como el encaje de Yoneda es fiel y pleno, refleja isomorfismos; entonces y(Ur)
es también un modelo conservativo de T.

Para obtener a este modelo en un topos local basta con aplicar el resultado
que dice que para todo topos de Grothendieck &£ existe un morfismo abierto

suryectivo F — & con F local.
O

Como el teorema de completud se da para todo k < o0, se sigue facilmente
una version débil para el caso k = o0:

Corolario 7.9. Si T es una teoria de primer orden y o es cualquier enunciado
de £y, satisfecho en todo modelo de T en topos locales, entonces o es demostrable
en T.

Demostracion. Dados T y o, claramente existe un x < o tal que T U {o} <

%,.. Entonces el resultado se sigue del teorema de completud anterior.
O

Existen ejemplos que muestran que una versiéon fuerte del corolario anterior
falla. En particular para T la teoria vacia, no puede existir un modelo Z-
conservativo de T, pues tendria a una clase propia de subobjetos de 1.

7.5. La teoria de primer orden de un topos

Es posible probar que todo topos de Grothendieck es topos clasificante de
alguna teoria infinitaria de primer orden:

Proposicion 7.10. Para todo topos de Grothendieck &, existe una teoria de
primer orden infinitaria T tal que tenemos una equivalencia natural

Ab(F,E) ~ T—Mod(F)
para todo topos de Grothendieck JF.
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Para hacer esto, consideremos al caso cuando & estd dado como el topos
clasificante de una teoria (geométrica) T, es decir cuando el sitio (C,J) esta
dado de la forma (Sin?(T), J,). En este caso, seria conveniente expresar a la
teoria de primer orden, digamos T, correspondiente a £ con el mismo lenguaje
que T. En particular, esperariamos que si T contuviera a todas las proposiciones
de primer orden que se satisfacen en el modelo genérico Gt de &, entonces
podriamos obtener a una teoria adecuada para clasificar a todos los morfismos
geométricos abiertos sobre £.

Por supuesto que esta T seria una clase propia y por lo tanto no seria una
teoria. No obstante, es claramente suficiente tomar a un cardinal A que estric-
tamente supere a los tamarfios de todas las reticulas de subobjetos Sub(Gr (X)),
para X una sucesion finita de tipos de ¥, y luego tomamos a T como todas
las proposiciones de % que se satisfacen en G. Note que basta con que \ sea

estrictamente mayor que el cardinal k requerido para expresar a T como teoria
de Z..

Lema 7.11. Para la teoria de primer orden T que se acaba de describir, toda
formula de primer orden ¢(x) es equivalente a una formula geométrica 1 (x) en
el sentido de que Vx (¢ < ¢) es demostrable en T.

Demostracion. La interpretacion de ¢(x) en el modelo genérico G sera algin
subobjeto de Gr(X), donde X es el tipo de z, pero todo subobjeto asi ocurre
como la interpretacion de alguna formula geométrica 1(x). Entonces la formula
Va(¢ < 1) es verdadera en G y por definicién es demostrable en T

O

Diremos que una teoria esta geométricamente saturada si tiene la proposicion
descrita en el lema anterior. Es facil ver que si una teoria T esta geométricamente
saturada entonces cualquier homomorfismo de T-modelos es automaticamente
oo-elemental.

Proposicion 7.12. Sea T una teoria geométrica y F cualquier topos, tenemos
que

Ab(F, BY(T)) ~ T—Mod(F) = T—Mod(F) e,
donde T es la teoria de primer orden plena del T-modelo genérico en B (T).

Demostraciéon. Este resultado se sigue del hecho de que un T-modelo en F
es en particular un T-modelo por lo que viene de un morfismo geométrico F —
BY(T), sin embargo, como este morfismo debe preservar también a todas las
férmulas de primer orden demostrables en T, se tiene que este morfismo debe
ser abierto; el converso es inmediato.

O

Podemos notar que, ademés de ser geométricamente saturada, la teoria T es
una extension geométricamente conservativa de T, es decir, cualquier proposi-
cién geométrica demostrable en T es también demostrable en T, ya que Gt es
un modelo (geométricamente) conservativo de T.
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Es posible probar que las dos condiciones anteriores son suficientes para ca-
racterizar a la teoria de primer orden T de entre las extensiones de T. M4as atn,
si T tiene las dos propiedades de ser “geométricamente saturada”y “geométri-
camente conservativa” entonces T es maxima entre las extensiones geométrica-
mente conservativas de T.

Veamos ahora qué se puede decir sobre un topos de Grothendieck que esta
dado de la forma Gav(Sin?°(T), J,;) para alguna teoria de primer orden T en
Lo (D):

Proposicion 7.13. Sea T una teoria en £, (¥). Evisten un cardinal X mayor
que k y una teoria T en L, (X) tales que tenemos una equivalencia natural

Ab(F,Gav(8int°(T), J,;)) ~ T—Mod(F)

para cualquier topos F. Mds ain, T es una extension Z-conservativa de T
y tiene la propiedad de que toda formula en Ly, (X) es T-demostrablemente
equivalente a una disyuncion de formulas de %, .

Corolario 7.14. Sea T una teoria de primer orden. Si, para algun un cardi-
nal k tal que T es expresable en £, la teoria T de la proposicion anterior es
equivalente a T, entonces T tiene topos clasificante en el sentido definido en la
introduccion.

Demostraciéon. Si T es equivalente a T, entonces todo T-modelo es clasificado
por un morfismo geométrico abierto sobre Gav(Sin?°(T), J,;) (como en la pro-
posicién anterior intercambiando T por T); también lo mencionado al final de
la proposicion anterior muestra que todo morfismo k-elemental de T-modelos es
oo-elemental. Asi que podemos tomar a BP°(T) como Gav(Sink°(T), J,;)

O

El criterio provisto en el corolario anterior para la existencia de BP°(T) no es
muy practico ya que en general es muy dificil determinar a los axiomas de T sin
considerar que ademaés habria que probar que son demostrables a partir de los
axiomas de T. Es por esto que en la siguiente seccion estudiaremos a un criterio
(pequetiez local) que por lo menos tiene la apariencia de ser mas manejable, y el
cual incidentalmente nos permite probar que el converso del corolario anterior
es también verdadero.

7.6. Teorias localmente pequenas

Definicion 7.15. Sea T una teoria infinitaria de primer orden sobre una simbo-
logia ¥. Decimos que T es localmente pequena en un contexto x = (z1,...,T,)
si existe un conjunto S, de formulas en el contexto x, tal que para toda £,
formula en este contexto es T-demostrablemente equivalente a un miembro de
Sz

Decimos que T es localmente pequena si es localmente pequena en todo con-
texto de 2.
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Note que T es localmente pequena si y sélo si existe un cardinal x tal que toda
2y, formula (con contexto sobre ¥) es T-demostrablemente equivalente a una
%, formula. Note también que cualquier teoria T geométricamente saturada.
Inversamente tenemos:

Lema 7.16. Sea T una teoria localmente pequena sobre una simbologia . En-
tonces existe una simbologia ¥’ que extiende a X y una teoria geométricamente
saturada T sobre X' tal que T' es ‘Morita-equivalente’ a T en el sentido de que
para todo topos F tenemos una equivalencia

T—Mod(F) ~ T'—Mod(F) o,

y estas equivalencias son naturales con respecto a morfismos geométricos abier-
tos.

Demostracion. Para esta prueba usamos (una version de) una técnica cono-
cida por los teoristas de modelos como ‘Morleyzaciéon’: extendemos al lenguaje
Y. agregando, para cada contexto x y cada miembro ¢(x) de S;, un simbolo de
relacién Ry — X (Donde X es el tipo de z). Para los axiomas de T', tomamos
a aquellos de T junto con a los enunciados de la forma

Vr(Ry(2) < o(z)).

Una induccion directa prueba que cada férmula sobre ¥’ es T'-demostrablemente
equivalente a una sobre X, y por lo tanto a una féormula atéomica sobre X/,
entonces T’ es geométricamente saturada.
Por otro lado, dado un T-modelo M en un topos F, existe una tinica manera
de interpretar a los simbolos primitivos adicionales de ¥, lo cual hace a M un T’-
modelo, y similares observaciones aplican a morfismos oco-elementales entre tales
modelos; asi tenemos a la equivalencia requerida T—Mod(F)s ~ T'—Mod(F) o
O

Ahora estamos listos para nuestro teorema principal:

Teorema 7.17. Para una teoria infinitaria T de primer orden, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. T es localmente pequena.
2. T es Morita-equivalente a una teoria geométricamente saturada.

3. T tiene un topos clasificante de primer orden; es decir, existe un topos
BP°(T) con un T-modelo Gt tal que, para todo topos F, el funtor

Ab(F, B"(T)) — T—Mod(F)e,

que manda a un morfismo geométrico abierto f al T-modelo f*(Gr) es
una equivalencia de categorias.
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Demostracion. (1 = 2) es el lema 7.16.

(2 = 3): Es claro que, si dos teorias son Morita-equivalentes en el sentido
del lema 7.16, entonces una tiene topos clasificante si y solo si la otra lo tiene, asi
que podemos asumir que T misma es geométricamente saturada. Pero para una
teoria geométricamente saturada T, el funtor inclusion Sing (T9) — SinZ?(T)
es una equivalencia, donde TY denota a la parte geométrica de T, es decir, el
conjunto de todos los axiomas geométricos (estrictamente, de todos los axio-
mas k-geométricos para un s suficientemente grande) demostrables en T. En
particular, para tal &, la inclusion Sin?°(T) — Sin}’(T) es una equivalencia
para toda A < k (ya que ambas categorias son equivalentes a Sin? (T9)); luego
Sink?(T) ~ Sinf°(T) ~ SinJ (T9) luego

BP°(T) = Gav(Sin®(T), J,.)

es el topos clasificante buscado.

(8 = 1): Supongamos que BP°(T) existe. Se sigue de la versiéon de completud
para %, del corolario 7.9 que el T-modelo genérico Gt de BP°(T) debe ser
Zy-conservativo. Luego la reticula de clases de equivalencia T-demostrables de
formulas con contexto x se mapea inyectivamente a la reticula de subobjetos de
G1(X) donde X es el tipo de ; por lo tanto es un conjunto.

O

Una prueba de la equivalencia entre 7 y 8 hubiera sido posible, pero el
desvio a través de las teorias geométricamente saturadas nos permite inducir el
siguiente corolario:

Corolario 7.18. Para toda teoria geométrica T, existe (salvo equivalencia)
exactamente una extension geométricamente conservativa de T la cual es geomé-
tricamente saturada, a saber la teoria de primer orden plena del modelo genérico
en BY(T).

Demostracion. Ya vimos antes que la teoria plena de primer orden T del T-
modelo genérico tiene estas dos propiedades. Inversamente, supongamos que T’
es una extensiéon de T con estas propiedades. Entonces T’ es localmente peque-
na y por lo tanto tiene topos clasificante BP°(T’), por la prueba del teorema
anterior tenemos de hecho que BP°(T") ~ BY(T"9) y esta equivalencia identifica
al modelo genérico de T’ con el modelo genérico de T'9. Pero T'9 es equivalente
a T por ser T/ geométricamente conservativo; asi que todas las proposiciones en
T deben ser demostrables en T’ y al revés.

O

7.7. Ejemplos y aplicaciones

Ejemplo 7.1. Si T es una teoria proposicional (esto es, si la simbologia ¥ no
tiene tipos; en este caso las tinicas proposiciones son los simbolos primitivos y
el anico contexto es el vacio), la categoria sintactica SinkJ(T) es simplemente el
algebra de Heyting completa generada por las proposiciones primitivas, médulo
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el filtro generado por las proposiciones en T. Puesto que esta algebra es pequena,
el topos BP°(T) es simplemente el topos de gavillas sobre ella (para su topologia
canodnica).

Ejemplo 7.2. Si consideramos a la teoria vacia sobre un generador proposi-
cional p como una teoria geométrica, entonces su topos clasificante BY(T) es el
topos de Sierpinski [2,Con], o equivalentemente el topos de gavillas sobre el
espacio de Sierpinski S = {0,1} con sélo un punto abierto. Es facil ver que la
teoria de primer orden plena de este topos esta axiomatizada tinicamente por la
proposiciéon ——p.

Ejemplo 7.3. Sea T una teorfa geométrica cuyo topos clasificante BY(T) es
booleano. Como todo morfismo geométrico a un topos booleano es abierto, se
sigue que BP°(T) existe y coincide con B?(T). Inversamente, si T es equivalente
a su extension geométricamente saturada T, entonces todo morfismo geométrico
a BI(T) es abierto y por lo tanto este tltimo es necesariamente booleano.

Ejemplo 7.4. El hecho de que el dlgebra de Heyting libre sobre dos generadores
sea una clase propia nos permite mostrar que la ‘la mayoria’ de las teorias
familiares no son localmente pequenas.

Dada una teoria T y un contexto x, decimos que dos formulas ¢(z) y ¥ (x)
forman a un par libre si, dado cualquier topos £ y cualesquiera dos subobjetos
U,V del objeto terminal de £, podemos encontrar a un T-modelo M en &£, junto
con una asignaciéon de elementos ¢; : 1 — M X; para las variables z; en x, tales
que las interpretaciones [¢(c)]ar v [¢(¢)]ar son U y V respectivamente.

Si T tiene un par libre de férmulas en algin contexto = entonces no puede ser
localmente pequena en ese contexto ya que si tomamos a £ = Gav(H,) donde
H, es un algebra de Heyting completa con dos generadores de cardinalidad al
menos k y tomando a U y V como los dos generadores de H,;, tenemos que
de combinaciones proposicionales de el par libre de formulas obtenemos por lo
menos k férmulas no equivalentes en el contexto x.
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