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Introducción

Contexto Histórico
No cabe duda que fue el matemático estadounidense F. William Lawvere

quien inició un programa entero de pensamiento sobre la lógica y los fundamen-
tos de las matemáticas en general bajo un contexto categórico. En su tesis de
doctorado [Lawvere, 1963], defendida en la universidad de Columbia bajo la su-
pervisión de Eilenberg en 1963, Lawvere dio una generalización para las teorías
algebraicas inspirado en la generalización que Grothendieck había dado para la
teoría de gavillas sobre espacios topológicos.

En su trabajo, Lawvere define a una teoría algebraica como una categoría
(pequeña) A con objetos tA0, A1, A2, . . . , An, . . . u donde An es el producto de
A1 consigo misma n veces. Y donde un morfismo arbitrario η : An Ñ A1 es
considerado como una operación n-aria.

La motivación de esta definición es muy clara cuando aparece la definición de
una álgebra de tipo A, también llamada una A-álgebra, que es simplemente un
funtor que preserva productos finitos de la teoría algebaica A a la categoría de
conjuntos, F : AÑ Con. Así, F pAq es un conjunto y F pAnq es F pAqˆ¨ ¨ ¨ˆF pAq
n-veces. Una operación η : An Ñ A se vuelve una operación estándar en el
sentido de la teoría de conjuntos F pηq : F pAq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ F pAq Ñ F pAq.

Una A-álgebra es un funtor, también llamado un modelo de la teoría A, y
un morfismo entre dos A-álgebras es una transformación natural entre ellos.

En particular, la teoría de grupos puede ser clasificada por una teoría alge-
braica A, en donde cada grupo es un funtor; además, un morfismo entre dos
grupos F y G, es una transformación natural τ : F Ñ G; la conmutatividad
dada por la naturalidad de τ da exactamente la preservación de la operación
binaria y del neutro de esa operación.

F pA2q

GpA2q

F pAq

GpAq

1

1.

τˆτ

��

τ

��

Id

��

˚F // oo
eF

oo
˚G eG

//

Lawvere denotó a la categoría de los modelos de A, con transformaciones
naturales como morfismos, como ConpAq
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En su trabajo, Lawvere también da una axiomatización para la categoría de
conjuntos en términos puramente categóricos y prueba que cualquier categoría
que cumpla esos axiomas es equivalente a Con. Sin embargo, el estudio de la
categoría de conjuntos desde este punto de vista axiomático no tuvo mucha
atención; en 1977, en el volumen 10 de Topos Theory, Johnstone opinó que la
axiomatización de Lawvere era demasiado especializada y que era muy “rígida”
como para tener estructura interna. No obstante, no le tomó mucho tiempo
a Lawvere y a otros (incluido Johnstone) ver cómo la lógica podría y quizás
debería ser desarrollada en un marco categórico.

En 1966, Lawvere publicó en el Journal of Symbolic Logic su trabajo “Functo-
rial semantics of elementary theories” [Lawvere, 1966]. En él, Lawvere extendió
su noción de categorías algebraicas a teorías de primer orden en general. A cada
teoría de primer orden con igualdad le corresponde una categoría con ciertas
propiedades a la que Lawvere llama teoría elemental.

Dentro de la definición de teoría elemental ya se involucraba a un objeto
distinguido B que jugaba un papel parecido al del clasificador de subobjetos, el
cual aparecerá más adelante en este trabajo. Además, ésta fue la primera vez en
la que el cuantificador existencial fue presentado como un funtor adjunto. Por
último, en este trabajo, se da un boceto de una prueba categórica del teorema
de completud, que equivale a la existencia de ciertos funtores adjuntos.

Para finales de los años sesentas y principios de los setentas, el siguiente
“diccionario” se había elaborado:

Lógica Teoría de Categorías
Teoría (con varios tipos) Categoría
Tipo Objeto (de una categoría)
Fórmula (con tipos) Subobjeto
Término (con tipos) Morfismo
Interpretación Funtor
Modelo conjuntista Funtor sobre Con
Homomorfismo Transformación natural

En 1969, Lawvere y Myles Tierney desarrollaron una correcta axiomatización
para definir a un topos elemental. La motivación de Lawvere venía de la mecánica
de medios continuos, como él mismo ha aclarado. Mientras que la motivación
de Tierney venía de la teoría de gavillas.

En 1970, en su artículo “Quantifiers and sheaves” [Lawvere, 1970], se publicó
por primera vez la axiomatización con la que se definió el concepto de topos
elemental ; la cual no sólo es una generalización significativa de la noción intro-
ducida por Grothendieck a partir de categorías de gavillas, sino que también le
brinda al concepto cierta autonomía al quitarle la dependencia de la teoría de
conjuntos.

Un topos tiene una parte geométrica y una parte lógica muy importantes,
sin embargo, Lawvere reconoce que lo que generalmente es llamado “lógica ma-
temática” podría ser visto como una rama de la geometría algebraica.

En su primera axiomatización, a un topos elemental se le pedía tener límites
finitos, colímites finitos, objetos exponenciales y un clasificador de subobjetos.
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Como los axiomas de topos (plural de topos) tienen una forma muy conjun-
tista, los primeros trabajos al respecto se centraron en clarificar la relación entre
topos y la teoría de conjuntos. J. C. Cole y W. Mitchell exploraron las catego-
rías de conjuntos y los modelos de la teoría de conjuntos independientemente
entre 1972 y 1973 en [Cole, 1973] y [Mitchell, 1972]. Como veremos, Mitchell
introdujo un método que luego tuvo un impacto directo en el desarrollo de la
lógica categórica.

Fue en abril de 1973, mientras estaba en Montreal, cuando Jean Bénabou
mostró que en algunos casos es más conveniente usar métodos lógicos para
probar propiedades categóricas de ciertas categorías, incluyendo a los topos,
introduciendo a la llamada lógica interna [Bénabou, 1973].

Poco después, en [Osius, 1975], una interpretación semántica a la lógica in-
terna dada por Bénabou hizo su aparición bajo el nombre de “semántica de
Kipke-Joyal” en honor a Saul Kripke y André Joyal, con la cual se hizo más
explícita esta conveniencia del uso de la lógica. En la semántica de Kripke-Joyal
se usa el concepto de forcing de manera análoga a como se había hecho en la
teoría de conjuntos.

A partir de estos conceptos que estaban tomando cada vez más fuerza, se
definió la lógica de primer orden en un topos como una interpretación de un
cierto lenguaje con un estilo funtorial parecido al que originalmente había de-
finido Lawvere, pero tomando como base al concepto de la lógica interna para
poder fijar ciertas características de interés.

Grothendieck había ya formulado el concepto de morfismo geométrico en
[Grothendieck, 1957], que son (para nuestros intereses) morfismos entre topos
usados para relacionarlos. El concepto original de morfismo geométrico asigna
a una función continua entre espacios topológicos a un par adjunto de funto-
res entre sus categorías de gavillas respectivas. Luego, Grothendieck generalizó
este concepto al definir los morfismos entre sus topologías más generales, que
preservan la geometría entre ellas.

La definición más general de topos elemental requirió naturalmente una de-
finición más general de morfismo geométrico. En general, un morfismo entre
dos topos elementales f : E Ñ F consta de un par de funtores f˚ : E Ñ F y
f˚ : F Ñ E , donde f˚ preserva límites finitos y es adjunto izquierdo de f˚.

La primera aparición del concepto de topos clasificante se atribuye usualmen-
te a Monique Hakim en los sesentas, pero su trabajo fue publicado sólo hasta
1972 [Hakim, 1972]. El topos clasificante de alguna estructura E es, a grandes
rasgos, un topos BpEq tal que para cualquier otro topos E (cocompleto), hay
una equivalencia entre los morfismos geométricos de E a BpEq y los modelos de
la estructura E en el topos E .

Aunque el concepto de topos clasificante fue empleado en varias ocasiones
dentro y fuera del contexto de la lógica, fue hasta mediados de los setentas
cuando Joyal y Gonzalo E. Reyes mostraron que toda teoría de primer orden T
“coherente” tiene topos clasificante BpTq, que además es un topos coherente (en
el sentido definido por Grothendieck) [Joyal and Reyes, 1976].

Además introdujeron el concepto de un modelo genérico G de la teoría T,
en el sentido de que todo T-modelo en un topos E es isomorfo a un modelo p˚G
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para un único morfismo geométrico p : E Ñ BpTq.
El concepto de la lógica geométrica fue mencionado por Lawvere en su con-

ferencia de 1973 y en la versión publicada de la misma [Lawvere, 1975]. En una
palabra, una fórmula geométrica es una fórmula que se preserva bajo morfismos
geométricos. Poco después esta definición se pudo caracterizar en términos lógi-
cos como una fórmula coherente, es decir, del tipo @xpφÑ ψq donde φ y ψ sólo
usan conjunción ^, disyunción _ y cuantificador existencial D como conectivos
lógicos, pero con la adición de que las disyunciones infinitarias

Ž

iPI ϕi también
están permitidas para las fórmulas geométricas. Una teoría T es geométrica si
sólo contiene fórmulas geométricas.

Joyal, Reyes y Michael Makkai fueron capaces de generalizar muchos de
sus resultados al caso de las teorías geométricas. Sin duda el resultado más
importante es el que afirma que toda teoría geométrica tiene topos clasificante
y modelo genérico. Más aún, todo topos E es el topos clasificante de alguna
teoría geométrica, o sea que para cualquier topos E existe una teoría geométrica
TE tal que E – BpTEq.

Gracias a la adición del teorema de Pierre Deligne, se obtuvo un resultado
inesperado: en una teoría coherente T, cualquier fórmula coherente que pueda ser
probada para modelos estándar en la teoría de conjuntos, es verdadera también
en todo T-modelo de cualquier topos.

El teorema de Deligne afirma que todo topos coherente E puede ser de
alguna manera caracterizado por sus puntos, es decir, morfismos geométricos
p : Con Ñ E con dominio el topos de conjuntos. Este resultado, junto con el
hecho de que el topos clasificante de una teoría coherente es un topos coherente,
hace posible generalizar la completud que hay en la lógica conjuntista.

(El lector interesado podrá encontrar un contexto histórico más amplio y
más detallado en [Marquis and Reyes, 2012].)
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Introducción a la Tesis

El objetivo de esta tesis es el de definir lo que es un topos, desarrollar algunos
de los conceptos básicos sobre su estructura y su lógica interna y mostrar algunas
de las relaciones más importantes que hay entre la teoría de topos y la lógica.

Suponemos que el lector está familiarizado con el concepto de categoría, de
límite y colímite, de funtor, de par de funtores adjuntos y de transformación
natural. Por supuesto que suponemos que el lector conoce los resultados básicos
sobre estos conceptos (como por ejemplo el lema de Yoneda).

Todo lo que el lector necesita lo puede encontrar en los primeros capítulos de
[Mac Lane, 1998]. Además de esto, usaremos el concepto de mónada para probar
un teorema en el capítulo uno y usaremos algunos resultados sobre colímites
filtrantes en la última sección del capítulo tres.

En el primer capítulo, iniciamos con la definición de “topos elemental ” (o
simplemente “topos”); puede que la definición no haga clara inmediatamente la
razón de por qué definir algo así, pero conforme vayamos desarrollando resulta-
dos sobre su estructura, es esperado que se note la similitud que hay entre un
topos y la teoría de conjuntos, pero sobre todo su relación con la lógica.

Al final del capítulo uno vemos cómo se puede aprovechar la estructura de
álgebra de Heyting de los subobjetos de un objeto X en un topos para dar
una interpretación de fórmulas lógicas con el llamado “ lenguaje de Mitchell-
Bénabou”, luego daremos una útil interpretación de este lenguaje a través de la
“semántica de Kripke-Joyal ” y concluiremos con un ejemplo de cómo se pueden
constuir los objetos exponenciales en un topos usando la misma fórmula que los
define en la teoría de conjuntos.

En el capítulo dos introducimos la noción de categoría de gavillas sobre una
topología de Grothendieck y probamos que es de hecho un topos; un topos así
es llamado un topos de Grothendiek. Este concepto es muy importante histo-
ricamente pues los topos de Grothendieck dieron pie a la definición general de
topos elemental. Además de que gracias a ellos podremos construir una gran
cantidad de ejemplos que son relevantes para las matemáticas en general, esta
noción será muy útil más adelante para la construcción del topos clasificante de
una teoría geométrica, que resulta ser un topos de Grothendieck.

En el capítulo tres motivamos a las definiciones de “morfismo geomético” y
de “morfismo entre sitios” a partir de las funciones continuas entre dos espa-
cios topológicos. Luego introducimos los conceptos de topología subcanónica y
topología canónia, los cuales son casos particulares de topologías de Grothen-
dieck con algunas propiedades que nos resultarán de mucha importancia ya que
el topos clasificante de una teoría geométrica es un topos de Grothendieck con
topología subcanónica.

Las últimas dos secciones del capítulo tres están dedicadas casi exclusiva-
mente a comprender y probar el teorema de Deligne, el cual afirma que un
topos coherente tiene sufientes puntos. Es importante para nosotros este teore-
ma, pues en el último capítulo haremos una construcción del topos clasificante
de una teoría coherente como un topos coherente, gracias a esto, usando el teore-
ma de Deligne probaremos una versión del teorema de correctud para fórmulas
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coherentes.
Iniciamos el capítulo cuatro definiendo una ligera generalización de la lógica

de primer orden (en la que tenemos múltiples tipos), definimos lo que es una
estructura de ese lenguaje en un topos arbitrario y vemos cómo podemos in-
terpretar las fórmulas de primer orden en cualquier estructura. Al final vemos
cómo, a partir de una estructura M en un topos E y un funtor entre topos
f : E Ñ F que preserva productos finitos, podemos obtener una estructura fM
en F .

Luego definimos lo que es una fórmula geométrica y una fórmula coherente,
y luego definimos lo que es una teoría geométrica y una teoría coherente. La
importancia de las teorías geométricas y coherentes radica en que si M es un
modelo de una teoría geométrica o coherente T y f˚ es el funtor imagen inversa
de un morfismo geométrico entonces la esturcura f˚M también es modelo de la
teoría T .

En la última sección del capítulo cuatro definimos a la categoría de obje-
tos definibles sobre un modelo M . Además, dotamos a esta categoría con una
topología de Grothendieck. La motivación para definir a esta categoría con su
topología es que será de mucha ayuda para construir al topos clasificante de una
teoría geométrica o coherente en el siguiente capítulo.

En el capítulo cinco definimos lo que es el topos clasificante de una teoría y
luego procedemos a definir al sitio sintáctico de una teoría T . Este sitio tiene
una construcción similar a la de la categoría de objetos definibles, pero en este
caso tomamos en cuanta a todos los topos. Aunque la construcción que hacemos
aquí está basada en la que aparece en [Mac Lane and Moerdijk, 1992], nosotros
hacemos una definición diferente para el sitio sintáctico de una teoría geométrica
y el de una teoría coherente.

En la segunda sección probamos que el topos de gavillas sobre el sitio sintác-
tico de una teoría geométrica o coherente es un topos clasificante de esa teoría.
Luego, en la última sección, definimos lo que es un modelo universal de una teo-
ría y mostramos que el topos clasificante de una teoría siempre tiene un modelo
universal de la teoría que clasifica. Además, para el caso de un topos clasificante
como el que construimos en la sección anterior, damos explícitamente al modelo
universal.

Finalmente notamos que el topos clasificante de una teoría coherente (como
el que construimos nosotros) es un topos coherente, gracias a esto, usando el
teorema de Deligne, llegamos a un resultado bastante importante: en una teo-
ría coherente T , una fórmula coherente es verdadera en todo modelo de T en
cualquier topos si y sólo si es verdadera en todo modelo de T de la teoría de
conjuntos.

El último capítulo muestra una pequeña compilación de ejemplos de topos
clasifiantes de diferentes teorías.



Capítulo 1

Un Topos y Su Estructura

En este capítulo, definimos lo que es un “topos elemental ” (o simplemente
“topos”) y probamos varios resultados importantes sobre su estructura, en par-
ticular probamos que un topos es cartesiano cerrado y que los subobjetos de un
objeto X forman un álgebra de Hayting con su orden natural.

Al final del capítulo vemos cómo se puede aprovechar la estructura de álgebra
de Heyting de los subobjetos de un objeto cualquiera para dar una interpreta-
ción de fórmulas lógicas con el llamado “ lenguaje de Mitchell-Bénabou”, luego
daremos una útil interpretación de este lenguaje a través de la “semántica de
Kripke-Joyal ” y concluiremos con un ejemplo de cómo se pueden constuir los
objetos exponenciales en un topos usando la misma fórmula que los define en la
teoría de conjuntos.

1.1. Definición de Topos
Definición 1.1. Un topos es una categoría E localmente pequeña que cumple
los siguientes axiomas:

1. E tiene todos los productos fibrados.

2. E tiene objeto terminal 1.

3. Existe un objeto Ω (llamado el clasificador de subobjetos) en E y un mo-
nomorfismo verdad : 1 � Ω de forma que para cada monomorfismo
m : S � B existe una única flecha φ : B � Ω en E tal que el siguiente
diagrama es un producto fibrado:

S 1

B Ω

//
��

m

��

��

verdad

��

φ
//

1
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En este caso escribimos φ “car S o φ “car m, y llamamos a φ el mapeo
característico de m (a veces llamado el mapeo clasificador de m).

4. Para cada objeto B existe un objeto PB y un morfismo εB : BˆPB Ñ Ω
tal que para cada morfismo f : B ˆ A Ñ Ω hay un único morfismo g :
AÑ PB tal que el siguiente diagrama conmuta:

A

PB

B ˆA

B ˆ PB

Ω

Ω

g

��

f
//

1ˆg

��

εB
//

Note que hay una biyección

HomEpB ˆA,Ωq – HomEpA,PBq (1.1)

dada por la correspondencia f ÞÑ g y la inversa dada explícitamente como

g ÞÑ f “ εBp1ˆ gq

llamamos a g la P -transpuesta de f y f “ pg la P -transpuesta de g.

Ejemplo 1.2. El ejemplo más sencillo de un topos es la categoría de los conjuntos
Con (sobre la cual está inspirada la definición de topos). Un objeto terminal
en Con es un conjunto unitario t˚u y el clasificador de subobjetos es 2 “ t0, 1u
con morfismo (función) verdad : t˚u � t0, 1u tal que verdadp˚q “ 1. (Esto se
puede comprobar fácilmente usando la biyección canónica que hay entre P pXq
y 2X para todo conjunto X.)

Para cada conjunto B, el objeto PB es su potencia P pBq y el morfismo
εB : B ˆ PB Ñ t0, 1u es tal que, para todo X P B y Y P P pBq, εBpX,Y q “ 1
si y sólo si X P Y

Ejemplo 1.3. Otro ejemplo sencillo de definir es el topos de pregavillas sobre una
categoría C: Dada una categoría C, la categoría ConCOP

, cuyos objetos son los
funtores contravariantes deC aCon y cuyos morfismos son las transformaciones
naturales que hay entre ellos, es llamada la categoría de pregavillas sobre C. Esta
categoría es un topos.

El topos de pregavillas más sencillo de visualizar es aquel en el que C es una
categoría discreta. Es fácil comprobar que en este caso el objeto terminal es “C
copias” de t˚u, el clasificador de subobjetos es “C copias” de t1, 0u, etcétera.
(¡En este topos hay “2C” valores de verdad!).
Ejemplo 1.4. Otro ejemplo útil es el de el topos de gavillas sobre un sitio pC, Jq
(que es una subcategoría de la categoría de pregavillas sobre C). En el capí-
tulo 2 definiremos exactamente lo que es un sitio y una categoría de gavillas y
probaremos que en efecto es un topos.

Aunque se puede probar que un topos de gavillas es equivalente a un topos
de pregavillas, la estructura que le da el sitio del que proviene es muy útil.
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Ahora veamos que de la asignación de objetos B ÞÑ PB podemos definir a
un único funtor P : E Ñ E gracias a la propiedad que se le pide en el punto 4
de la definición 1.1.

Dado un morfismo h : B Ñ C, podemos definir un morfismo Ph : PC Ñ PB
como la P -transpuesta del morfismo εC ˝ phˆ1q : BˆPC Ñ Ω, de manera que
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

PC

PB

B ˆ PC

B ˆ PB

C ˆ PC

Ω

Ph

��

hˆ1
//

1ˆPh

��

εC

��

εB
//

De esta forma, si tenemos el par de morfismos

A
g
ÝÑ B

h
ÝÑ C

entonces P phgq es la P -transpuesta de εCphg ˆ 1q, pero si consideramos el
siguiente diagrama:

Aˆ PC

Aˆ PB

Aˆ PA

B ˆ PC

B ˆ PB

C ˆ PC

Ω

gˆ1
//

hˆ1
//

gˆ1
//

εA
//

1ˆPh

��

1ˆPg

��

1ˆPh

��
εC

��

εB

%%

que es conmutativo por la definición de Ph y de Pg, y el hecho de que

phˆ 1qpg ˆ 1q “ phg ˆ 1q y p1ˆ Pgqp1ˆ Phq “ p1ˆ PgPhq,

obtenemos que PhPg es P -transpuesta de εCphgˆ1q de donde, por la unicidad
de la P -transpuesta, se tiene que P phgq “ PgPh. Así, P : E Ñ E definido de
esta forma es un funtor contravariante.

Un morfismo X Ñ B puede ser considerado como un tipo de “elemento”
de B, más en específico, diremos que es un elemento (generalizado) definido
sobre X. Los elementos definidos sobre el objeto terminal 1 Ñ B son llamados
elementos globales.

Por otro lado, una flecha B Ñ Ω puede ser considerada como un predica-
do para B, o una propiedad de elementos generalizados de B. Por ejemplo, el
predicado “verdad de B” es

verdadB : B
!B
ÝÑ 1

verdad
ÝÝÝÝÑ Ω,

donde !B es el único morfismo que hay de B al objeto terminal 1.
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Dado S � B un subobjeto de B y ϕS su mapeo característico, por el pro-
ducto fibrado de la definición del clasificador de subobjetos Ω, uno tiene que un
objeto generalizado X x

ÝÑ B “pertenece a S” (se factoriza a través de S � B)
si ϕSpxq “ verdadX , donde ϕSpxq es simplemente ϕS ˝ x.

S 1

B Ω

X

//

��

ϕS

//

verdad

��

!X

&&

x

��

��

Intuitivamente, el mapeo caractrístico de S es el predicado de B que es ver-
dadero exactamente en aquellos elementos generalizados de B que pertenecen a
S. Además, por la unicidad de ϕS , tenemos que cualesquiera dos predicados de B
son iguales si y sólo si son verdaderos para los mismos elementos (generalizados)
de B. (Este es un principio de extensionalidad.)

Para cada objeto B del topos, tenemos que B – Bˆ 1 por lo que el isomor-
fismo (1.1) se puede escribir como

HomEpB,Ωq – HomEpB ˆ 1,Ωq – HomEp1, PBq.

Además, si m : S � B y m1 : S1 � B son dos subobjetos de B, decimos
que son isomorfos (como subobjetos de B) si existe un isomorfismo f : S Ñ S1

tal que m1 ˝ f “ m. Note que en este caso, S y S1 tienen al mismo mapeo
característico.

Así, podemos definir al conjunto de subobjetos de B en E de la siguiente
manera:

Definición 1.5. SubEB es la familia de subobjetos de B en E (salvo isomorfis-
mo) y por lo anterior:

SubEB – HomEpB,Ωq – HomEp1, PBq.

Además, se le puede definir un orden parcial a SubEB: si m : S � B y
m1 : S1 � B son subobjetos de de B, entonces decimos que S ď S1 si existe
un morfismo f : S Ñ S1 tal que m1 ˝ f “ m. Note que en este caso f es un
monomorfismo, por lo que en efecto S es también subobjeto de S1.

Un subobjeto de B tiene las correspondientes tres descripciones:

m : S � B, φ : B Ñ Ω, s : 1 Ñ PB,

como una clase de equivalencia de monomorfismos hacia B, como un predicado
de B, y como un elemento global del objeto potencia PB (que se definió en el
punto 4 de la definición 11). Cuando m,φ, y s corresponden de esta manera,
escribimos

S “ tb | φpbqu, φ “ car S “ χS , s “ xφy,
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y llamamos a S la extensión del predicado φ, a φ la función característica de S
y a s el nombre de φ (o de S).

Explícitamente, el nombre de φ se calcula usando la propiedad universal de
la potencia PB como en el siguiente diagrama:

1

PB

B ˆ 1

B ˆ PB

B

Ω

xφy

��

– //

1ˆxφy

��

φ

��

εB
//

Lema 1.6. 1) En un topos, todo monomorfismo es un igualador.
2) Un morfismo es isomorfismo si y sólo si es mono y epi.

Demostración. De la definición de clasificador de subobjetos tenemos que un
monomorfismo m : S � B es el igualador de su característica χm y de verdadB
pues verdadB ˝ f “ verdadX para toda flecha f : X Ñ B.

Ahora, si un monomorfismo e es igualador de dos flechas f y g y además
es epi, entonces fe “ ge por lo que f “ g pero un igualador de f y f es
necesariamente un isomorfismo por lo que e lo es.

Aunque en algunos textos la condición de que un topos tenga colímites finitos
aparece como un axioma, los axiomas de topos presentados aquí son suficientes
para probar que tiene todos los colímites finitos.

Para probar esto usamos el concepto de mónadas que puede ser encontrado
en [Mac Lane, 1998] en las páginas 133 a 151.

Probemos que el funtor potencia P es “su propio” adjunto izquierdo y por lo
tanto define una mónada.

Teorema 1.7. El funtor P : Eop Ñ E tiene como adjunto izquierdo a P op :
E Ñ Eop.

Demostración. El funtor P op es “el mismo” funtor contravariante P pero es
considerado actuando sobre E y no sobre Eop. Usando el isomorfismo canónico
que nos da la conmutatividad del producto AˆB – BˆA tenemos los siguientes
isomorfismos naturales:

HomEpA,PBq – HomEpB ˆA,Ωq – HomEpAˆB,Ωq

– HomEpB,PAq – HomEoppP opA,Bq.

Aplicamos el teorema de Beck para probar que P es monádico. Uno puede
probar que P es un funtor fiel, por lo tanto refleja monomorfismos y epimorfis-
mos, pero como en un topos un morfismo es iso si y sólo si es mono y epi, entonces
P refleja isomorfismos. Además, Eop tiene coigualadores de pares reflexivos pues
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son simplemente igualadores de E . Usando la condición de Beck-Chevalley uno
puede probar además que P preserva coigualadores de pares reflexivos. Por lo
tanto P es monádico en virtud del teorema de Beck.

Corolario 1.8. Un topos E tiene todos los colímites finitos.

Demostración. Sea T “ PP op la mónada definida en E por el funtor potencia
y ET la categoría de T -álgebras correspondiente, el funtor que olvida ET Ñ E
crea límites. Si J es cualquier categoría finita, entonces E tiene todos los Jop-
límites, por lo tanto ET también tiene todos los Jop-límites. Pero, como P es
monádico, Eop es equivalente a ET , y equivalencias de categorías preservan todos
los límites finitos. Por lo tanto Eop tiene todos los Jop-límites, así E tiene todos
los J-colímites.

En teoría de conjuntos, cualquier función puede descomponerse como una
función suprayectiva seguida de un encaje. Como ahora tenemos colímites, po-
demos probar que esta factorización se da en cualquier topos: todo morfismo se
factoriza como un epi seguido por un mono.

Al mono m le llamamos imagen de f si f se factoriza a través de m, digamos
como f “ me para algún e, y si, siempre que f se factoriza a través de un mono
h, también m lo hace.

A

C

B
f

//

�� ?? h

??
ùñ Impfq

C

B.// m //
��

�� ?? h

??

Esto dice en efecto que m es el menor subobjeto del codominio de f a través
del cual f se puede factorizar.

Proposición 1.9. En un topos, todo morfismo f : A Ñ B tiene una imagen
m : Impfq� B y se factoriza como f “ me con e epimorfismo.

Demostración. Dado f : AÑ B, construimos el diagrama por pasos

A B C

Impfq

f
//

x //

y
//

e �� m

??

Primero tomamos el par cokernel x, y de f ; este par puede ser construido
como el coproducto fibrado de f con f . Sea m, con dominio Impfq, el igualador
de este par x, y, entonces xm “ ym y m es monomorfismo. Además, como
x ˝ f “ y ˝ f entonces f se factoriza a treavés del igualador m como f “ me
para alguna flecha e como en el diagrama de arriba.

Usando las propiedades de esta construcción es fácil ver que si f se factoriza
a través de un mono h, entonces m también lo hace. Por lo que m es en efecto
imagen de f . Además f es epi si y sólo si m es iso. De donde, repitiendo esta
construcción para e, es inmediato que e debe ser un epimorfismo.
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Proposición 1.10. Para cada objeto A en un topos, la colección parcialmente
ordenada SubpAq es un álgebra de Heyting.

Demostración. Dados dos subobjetos S � A y T � A podemos formar la
intersección como su mayor cota inferior en SubpAq simplemente tomando su
producto fibrado. Además, del coproducto de S y T tenemos una flecha dada
por su propiedad universal S`T s`t

ÝÝÑ A que no necesariamente es un mono. La
unión de S y T , será entonces la imagen de s` t.

S X T T

S A
��

//

//
��

S ` T T

S A

S Y T

OO
oo

//
��

&&

%%

Esta retícula tiene cero 0 � A y uno A 1A
ÝÝÑ A. Además, si dos subobjetos

de A son disjuntos (es decir, si SXT – 0), entonces su coproducto coincide con
su unión: S ` T – S Y T , de donde si mi : Si � A con i P I es una familia
de subobjetos de A disjunta por pares entonces su coproducto >Si existe y el
morfismo inducido m : >Si Ñ A es de nuevo mono y por lo tanto representa al
supremo de los subobjetos Si. Dados T y T 1 subobjetos de A, construimos al
subobjeto implicación T ñ T 1 como el supremo de los subobjetos S de A tales
que S X T ď T 1 y el seudo-complemento  T es el subobjeto pT ñ 0q.

Como tenemos un isomorfismo natural SubpAq – HomEpA,Ωq para cada
objeto A de E y HomEpA,Ωq ˆ HomEpA,Ωq – HomEpA,Ω ˆ Ωq, podemos
definir a un morfismo

Ş

A:

HomEpA,Ωˆ Ωq HomEpA,Ωq

HomEpA,Ωq ˆHomEpA,Ωq

SubpAq ˆ SubpAq SubpAq

Ş

A //

–

–
Ş

//

–

Además
Ş

A es natural en A. Así, usando el lema de Yoneda, esta última
operación debe entonces estar inducida via composición por un único morfismo:
Ωˆ Ω

^
ÝÑ Ω. De manera análoga se definen

Ωˆ Ω
_
ÝÑ Ω,

Ωˆ Ω
ñ
ÝÑ Ω

y Ω
 
ÝÑ Ω

a partir de la unión, la implicación y el seudo-complemento respectivamente.
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Un morfismo A k
ÝÑ B en E , induce un morfismo k´1 entre las álgebras de

Heyting SubpBq y SubpAq dado por el producto fibrado:

k´1pSq S

A B
k

//

��

k´1
psq

��

��

s

��

//

Además podemos definir un morfismo Dk de SubpAq a SubpBq a partir de la
imagen:

S Impksq

A B.
k

//

��

s

��

��

Dkpsq

��

//

De esta forma, tenemos dos funtores

k´1 : SubpBq Ñ SubpAq y Dk : SubpAq Ñ SubpBq;

uno puede comprobar que Dk es adjunto izquierdo de k´1. Además, k´1 tiene
un adjunto derecho al que llamaremos @k : SubpAq Ñ SubpBq.

A partir de lo anterior podemos definir a los morfismos

Dk : PAÑ PB y @k : PAÑ PB

gracias a los isomorfismos

HomEpX,PAq – HomEpAˆX,Ωq – SubpAˆXq

SubpAˆXq SubpB ˆXq

HomEpX,PAq HomEpX,PBq.

Dpkˆ1q
//

@pkˆ1q

//

– –

pDkqX
//

p@kqX

//

Usando nuevamente el lema de Yoneda, tenemos que pDkqX y p@kqX deben
estar inducidos de manera única por morfismos

PA PB
Dk //

@k

//

Así Dk es adjunto izquierdo interno de Pk y @k es su adjunto derecho interno.
(Pk se puede definir de forma análoga a partir de

pk ˆ 1q´1 : SubpB ˆXq Ñ SubpAˆXq

¡Y obtenemos la misma Pk que como la habíamos definido antes!)
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1.2. Lógica Interna de un Topos
A continuación definiremos un lenguaje con el que podremos dar fórmulas ló-

gicas como las que se usan en la teoría de conjuntos, esto nos permitirá construir
subobjetos y enunciar axiomas. Además daremos una interpretación semántica
de estas fórmulas.

Definición 1.11. Presentamos ahora el lenguaje de Mitchell-Bénabou para un
topos E dado.

Definimos las expresiones de este lenguaje recursivamente empezando por
las variables. Para cada objeto X habrán variables x, x1, . . . del tipo X; cada
una de estas variables se interpretará como la identidad x : X

1X
ÝÝÑ X. Más en

general, un término σ del tipo X involucrará en su construcción ciertas variables
y, z, w, . . ., tal vez algunas de ellas repetidas. Listamos las variables por orden de
aparición y, z, w dejando de lado las que se repiten; si los tipos de las variables
respectivos son Y , Z, W , entonces el producto Y ˆ Z ˆW en E es llamado la
fuente (o el dominio de definición) del término σ, mientras que la interpretación
de σ será un morfismo

σ : Y ˆ Z ˆW Ñ X

de E . (En el evento de que σ contenga, digamos, dos diferentes variables y, y1
de el mismo tipo Y , su fuente involucrará un producto binario correspondiente
Y ˆ Y .) Para simplificar, nuestra notación no distinguirá entre un término σ
(que es un objeto linguístico) y su interpretación (que es un morfismo en el
topos E).

Aquí están las cláusulas inductivas que simultáneamente definen los términos
del lenguaje y su interpretación:

1. Cada variable x de tipo X es un término de tipo X; su interpretación es
la identidad x “ 1X : X Ñ X

2. Un morfismo f : X Ñ Y de E y un término σ : U Ñ X de tipo X juntos
forman un término f ˝ σ de tipo Y , con su obvia interpretación como la
composición

f ˝ σ : U
σ
ÝÑ X

f
ÝÑ Y.

3. A partir de dos términos σ y τ de tipos X y Y , interpretados por σ :
U Ñ X y τ : V Ñ Y obtenemos un término pσ, τq de tipo X ˆ Y ; su
interpretación es

pσp, τqq : U ˆ V Ñ X ˆ Y

donde p y q son las proyecciones evidentes p : UˆV Ñ U y q : UˆV Ñ V .

4. De dos términos σ : U Ñ X y τ : V Ñ X de el mismo tipo X podemos
obtener al término σ “ τ de tipo Ω, interpretado por

pσ “ τq : U ˆ V
pσp,τqq
ÝÝÝÝÝÑ X ˆX

δX
ÝÝÑ Ω,

donde pσp, τqq es como en el caso previo, mientras que δX es el mapeo
característico de la diagonal ∆ “ p1X , 1Xq : X � X ˆX.
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5. Si tenemos términos σ : U Ñ X y τ : V Ñ PX de tipos X y PX
respectivamente, definimos al término σ P τ de tipo Ω interpretado como

σ P τ : U ˆ V
pσp,τqq
ÝÝÝÝÝÑ X ˆ PX

PX
ÝÝÑ Ω.

Los términos de tipo Ω también son llamados fórmulas del lenguaje. A las
fórmulas les podemos aplicar los conectivos usuales de la lógica ^,_,ñ, , así
como los cuantificadores, para obtener términos compuestos también de tipo Ω.
Dadas dos fórmulas φ : U Ñ Ω y ψ : V Ñ Ω, definimos a las fórmulas

φ^ ψ : U ˆ V
pφp,ψqq
ÝÝÝÝÝÑ Ωˆ Ω

^
ÝÑ Ω,

φ_ ψ : U ˆ V
pφp,ψqq
ÝÝÝÝÝÑ Ωˆ Ω

_
ÝÑ Ω,

φñ ψ : U ˆ V
pφp,ψqq
ÝÝÝÝÝÑ Ωˆ Ω

ñ
ÝÑ Ω,

 φ : U
φ
ÝÑ Ω

 
ÝÑ Ω,

Ahora interpretamos a los cuantificadores: supongamos que φpx, yq es una
fórmula con una variable libre x del tipo X y otras y, . . . que juntas tienen una
fuente X ˆ Y P E como arriba. Entonces φpx, yq es interpretada por una flecha
XˆY Ñ Ω de E . Se pretende obtener de la anterior flecha una fórmula @xφpx, yq
que ya no contenga a x como variable libre, es decir, debe ser interpretada por
un morfismo Y Ñ Ω. Esto se puede hacer como sigue:

A partir del isomorfismo de la definición de la potencia de un objeto,

HomEpX ˆ Y,Ωq – HomEpY, PXq,

obtenemos de φpx, yq : X ˆ Y Ñ Ω al morfismo λxφpx, yq : Y Ñ PX. Considé-
rese ahora al mapeo único p : X Ñ 1, al morfismo inducido P ppq : P1 Ñ PX y
a sus adjuntos

PX P1 “ Ω.

Dp
//

P ppq
oo

@p
//

Definimos entonces a @xφpx, yq y a Dxφpx, yq como

@xφpx, yq : Y
λxφpx,yq
ÝÝÝÝÝÝÑ PX

@p
ÝÑ Ω

Dxφpx, yq : Y
λxφpx,yq
ÝÝÝÝÝÝÑ PX

Dp
ÝÑ Ω.

De forma usual, tomaremos la convención de hacer explícito el tipo de la
variable cuantificada siempre que se requiera y escribiremos @x P Xφpx, yq y
Dx P Xφpx, yq para @xφpx, yq y Dxφpx, yq. Aquí lea x P X como “x del tipo X”.

Si φpx, yq es una fórmula con variables libres x, y, escribimos tpx, yq |φpx, yqu
o tpx, yq P X ˆ Y | φpx, yqu para denotar al subobjeto de X ˆ Y clasificado por
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la interpretación de φpx, yq; esto significa que este subobjeto es la esquina del
producto fibrado

tpx, yq | φpx, yqu 1

X ˆ Y Ω.

//
��

��

φpx,yq
//

verdad

��

Con esta convensión, podemos escribir las expresiones usuales tales como
tx P X | φpxqu para denotar subobjetos de un objeto dado X, como si el objeto
del topos E tuviera elementos x (aunque en general no los tiene). tx | φpxqu es
una notación para la “extensión” de la fórmula φpxq en el topos E .

La interpretación de los cuantificadores @x y Dx pueden alternativamente
describirse como sigue. Sea π : X ˆ Y Ñ Y la proyección, consideremos los
adjuntos (externos) de π´1 : SubpY q Ñ SubpX ˆ Y q:

@π : SubpX ˆ Y q Ñ SubpY q, Dπ : SubpX ˆ Y q Ñ SubpY q

Entonces, del subobjeto tpx, yq|φpx, yqu P SubpXˆY q obtenemos subobjetos

@π
`

tpx, yq | φpx, yqu
˘

y Dπ
`

tpx, yq | φpx, yqu
˘

elementos de SubpY q. Se sigue de las definiciones que estos son precisamen-
te los subobjetos de Y correspondientes a las fórmulas @xφpx, yq y Dxφpx, yq
respectivamente.

A continuación, describimos la verdad (más modestamente, usualmente di-
remos “validez”).

Definición 1.12. Decimos que φpx, yq, una fórmula del lenguaje interno de un
topos E , es univesalmente válida en E si su interpretación φpx, yq : X ˆ Y Ñ Ω
se factoriza a través de verdad : 1 Ñ Ω. Note que esto pasará si y sólo si el
subobjeto

tpx, yq | φpx, yqu� X ˆ Y

es un isomorfismo, es decir, es de hecho el mayor subobjeto X ˆ Y mismo.
Si φ es una fórmula sin variables libres, entonces su interpretación es un

morfismo del producto vacío 1 en Ω. Entonces φ será válida si y sólo si φ : 1 Ñ Ω
coincide con el morfismo verdad : 1 Ñ Ω. En este caso decimos también que φ
se da en E o que φ es verdadera en E .

Asimismo, la fórmula φpx, yq con variables libres x, y de tipos X y Y es
universalmente válida en E si y sólo si la fórmula universalmente cuantificada
@x@yφpx, yq, cuya fuente es 1, es válida en E .

Note además que si φpxq es una fórmula de la forma ϕpxq ñ ψpxq, entonces
φpxq es verdadera si y sólo si

tx | ϕpxqu ď tx | ψpxqu

como subobjetos de X, dado que en toda álgebra de Heyting H, cualesqueira
dos elementos a y b cumplen que a ď b si y sólo si a ñ b es el supremo del
álgebra.
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Del hecho de que HomEpB ˆ A,Ωq – HomEpA,PBq, tenemos que PB –

ΩB . Usando el lenguaje recién definido, se puede construir a cualquier objeto
exponencial CB dados dos objetos de un topos C y B.

En teoría de conjuntos, CB es el conjunto de funciones de B a C, es decir,
es el subconjunto de los f de B ˆ C tal que para cada b P B existe un único
c P C tal que pb, cq P f , esto lo podríamos escribir como

CB “ tf P P pC ˆBq |
`

@b P B, Dc P C
`

pb, cq P f
˘˘

^

`

@b P B,@c P C,@c1 P C
`

ppb, cq P f ^ pb, c1q P fq Ñ pc “ c1q
˘˘

u.

Es posible hacer una construcción de los exponenciales tomando esta defini-
ción conjuntista y traduciéndola a su interpretación en E como en la definición
de la lógica interna. Luego habría que probar que este subobjeto de P pB ˆ Cq
cumple la propiedad de los exponenciales:

EpAˆB,Cq – EpA,BCq.

El anterior procedimiento se podría llevar a cabo usando las definiciones
dadas, sin embargo es conveniente desarrollar primero una notación para la
semántica apropiada de un topos E : la llamada semántica de Kripke-Joyal.

Definición 1.13. Sean φpxq una fórmula con una variable libre x de tipo X y
α : U Ñ X un elemento generalizado (con imagen Impαq en SubpXq), decimos
que U forza a φpαq si y sólo si Impαq ď tx | φpxqu. En este caso, escribimos

U , φpαq.

En otras palabras, U , φpαq si y sólo si α se factoriza a través de tx |φpxqu,
como en el diagrama

tx, | φpxqu 1

X Ω.U

//
��

��

φpxq
//

verdad

��

99

α
//

Para fórmulas tales como φpx, yq o φpx, y, zq con variables libres adicionales,
definimos el forcing de manera similar. Para elementos generalizados α : U Ñ X
y β : U Ñ Y , decimos que U forza a φpα, βq (es decir, U forza a φpx, yq donde
x, y son interpretadas por α y β), en notación U , φpα, βq, si y sólo si el
morfismo pα, βq : U Ñ XˆY se factoriza a través de tpx, yq |φpx, yqu� XˆY .

En el caso extremo en el que la fórmula φ no tiene variables libres, entonces
para cada objeto U de E uno tiene que U , φ si y sólo si el único morfismo
U Ñ 1 se factoriza a través del subobjeto t‚ | φu� 1 clasificado por φ : 1 Ñ Ω
(en efecto, al no tener variables libres, la fuente de la fórmula φ es el producto
vacío 1, por lo que su interpretación es un morfismo φ : 1 Ñ Ω). En particular,
esto significa que para una fórmula φ sin variables libres

1 , φ si y sólo si φ “ verdad : 1 Ñ Ω
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Asimismo, considere al siguiente ejemplo donde la fórmula px “ x1q está
interpretada por la delta de Kronecker δX : X ˆ X Ñ Ω que es la función
característica de la diagonal ∆ : X � X ˆ X por lo que si α : U Ñ X y
β : U Ñ X son elementos generalizados de X, entonces U , pα “ βq si existe
f : U Ñ X tal que

∆ ˝ f “ pα, βq : U Ñ X ˆX

pero entonces al componer con las proyecciones, como ∆ “ pIdX , IdXq tenemos
que

f “ π1∆f “ π1pα, βq “ α

y f “ π2∆f “ π2pα, βq “ β

por lo que U , pα “ βq si de hecho el morfismo α es igual al morfismo β.
Las siguientes dos propiedades de la relación de forcing se siguen de la defi-

nición:
Monotonía: Si U , φpαq, entonces, para cualquier morfismo f : U 1 Ñ U en

E, también se tiene U 1 , φpα ˝ fq.
Caracter local: Si f : U 1 Ñ U es un epimorfismo y U 1 , φpα ˝ fq, entonces

también U , φpαq.
El comportamiento de la relación de forcing , con respecto a los conectivos

lógicos y a los cuantificadores es resumido en el siguiente teorema. (Por conve-
niencia, el teorema está formulado en términos de fórmula con una sola variable
libre x de tipoX pero es sencillo generalizar a fórmulas con más variables libres.)

Teorema 1.14. Sean φpxq y ψpxq dos fórmulas con una variable libre x de tipo
X y α : U Ñ X un elemento generalizado de X, entonces

1. U , φpαq ^ ψpαq si y sólo si U , φpαq y U , ψpαq;

2. U , φpαq _ψpαq si y sólo si existen flechas p : V Ñ U y q : W Ñ U tales
que el morfismo definido por su coproducto p ` q : V `W � U es epi, y
se dan ambos V , φpαpq y W , ψpαqq;

3. U ,
`

φpαq ñ ψpαq
˘

si y sólo si para cada objeto V y para cada morfismo
p : V Ñ U siempre que V , φpαpq se tiene también que V , ψpαpq;

4. U ,  φpαq si y sólo si para cada morfismo p : V Ñ U , si V , φpαpq
entonces V – 0.

Para los cuantificadores, consideremos una fórmula φpx, yq con una va-
riable libre adicional “y” de tipo Y .

5. U , Dyφpα, yq si y sólo si existe un epimorfismo p : V � U y un elemento
generalizado β : V Ñ Y tal que V , φpαp, βq;

6. U , @yφpα, yq si y sólo si para todo morfismo p : V Ñ U y todo elemento
generalizado β : V Ñ Y , uno tiene que V , φpαp, βq.

Para el cuantificador universal, se tiene también
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7. U , @yφpα, yq si y sólo si U ˆ Y , φpαπ1, π2q donde π1 : U ˆ Y Ñ U y
π2 : U ˆ Y Ñ Y son las proyecciones.

Esta última cláusula fortalece a 6, por esta razón, π2 puede ser llamado
un “elemento genérico” de tipo Y .

Antes se dijo que una fórmula φpx, yq es universalmente válida si y sólo
si la interpretación

@x@yφpx, yq : 1 Ñ Ω

es el morfismo verdad : 1 Ñ Ω. En efecto, de 6 podemos concluir

8. φpx, yq es universalmente válida si y sólo si 1 , @x@yφpx, yq.

Note que la cláusula 2 incorpora la regla intuicionista para la disyunción.

Demostración. Para 1, Si las fórmulas φpxq : X Ñ Ω y ψpxq Ñ Ω clasifican a
tx | φpxqu� X y a tx | ψpxqu� X respectivamente, entonces por la definición
de ^ : Ωˆ Ω Ñ Ω tenemos que su ínfimo

tx | φpxqu
Ş

tx | ψpxqu� X

está clasificado por ^˝ pφpxq, ψpxqq que por definición es φpxq ^ψpxq. En otras
palabras, tenemos el producto fibrado

tx | φpxq ^ ψpxqu tx | φpxqu

tx | ψpxqu X,

// //
��

��
// //

��

��

por lo que α : U Ñ X se factoriza a través de φpxq ^ ψpxq si y sólo si lo hace a
través de las esquinas del producto fibrado φpxq y ψpxq.

Para 2, recordemos que φpxq _ ψpxq clasifica al supremo de tx | φpxqu y
tx | ψpxqu entonces, por definición tenemos

tx | φpxqu ` tx | ψpxqu� tx | φpxq _ ψpxqu� X.

Supongamos que p : V Ñ U y q : W Ñ U son de tal forma que αp y αq se
factorizan a través de φpxq y ψpxq respectivamente y que p ` q : V `W Ñ U
es un epimorfismo. Entonces, αpp ` qq “ pαp ` αqq se factoriza a través de
φpxq ` ψpxq y por lo tanto a través de φpxq _ ψpxq, es decir

V `W ,
`

φpαpp` qqq _ ψpαpp` qqq
˘

,

luego, usando la propiedad del caracter local de la relación de forcing, como
p` q es epi, tenemos que U ,

`

φpαq _ ψpαq
˘

.
El regreso se sigue inmediatamente de la propiedad de monotonía de la

relación de forcing.
Para 3, primero supongamos que U , φpαq ñ ψpαq y tomemos a p : V Ñ U

tal que αp se factoriza a través de tx |φpxqu. Como también se factoriza a través
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de tx | φpxq ñ ψpxqu (pues α lo hace) y por la definición de la implicación
pbñ cq ^ b ď c, se sigue que αp también se factoriza a través de tx | ψpxqu.

Conversamente, sea M la imagen de α : U Ñ X, consideremos al producto
fibrado de tx | φpxqu� X a lo largo de α como en el diagrama

M X tx | φpxqu tx | φpxqu

M X.

V

U

// //
��

��
// //

��

��

// //

p

��

α
//

// //

Esto determina un objeto V y un morfismo p : V Ñ U tal que V , φpαpq.
Por hipótesis V , ψpαpq, pero por el diagrama, la imagen de αp esMXtx|φpxqu
por lo que, por definición de forcing y de imagen

M X tx | φpxqu ď tx | ψpxqu.

Pero por definición de la implicación, obtenemos queM ď tx |φpxq ñ ψpxqu
por lo que, al ser M imagen de α y por definición de forcing, tenemos que
U , φpαq ñ ψpαq.

Para 4, como  φpxq es φpxq ñ 0 por definición, entonces por el inciso ante-
rior, U ,  φpxq si y sólo si para cada V p

ÝÑ U , si V , φpαpq entonces V , 0pαpq
pero esto último pasa si y sólo si V – 0 pues implicaría que Impαpq ď 0 pero
el único subobjeto del objeto inicial 0 es él mismo, por lo que Impαpq “ 0 y así
V – 0.

Para 5 tenemos, de la definición de Dp, al cuadrado conmutativo

tpx, yq | φpx, yqu X ˆ Y

tx | Dyφpx, yqu X.

// //

����
// //

π1

��

Supongamos primero que α : U Ñ X es tal que U , Dyφpα, yq; esto significa
que α se factoriza a través de tx | Dyφpx, yqu consideremos entonces al siguiente
diagrama conmutativo

tpx, yq | φpx, yqu X ˆ Y

tx | Dyφpx, yqu X

V

U

Y// //

����
// //

π1

��

//

p

����
//

π2 //

α
//

donde V es el producto fibrado. Como el producto fibrado preserva epimorfismos
en un topos, entonces p : V Ñ U es epi. La composición de las flechas de arriba
con π2 nos dan un objeto generalizado β : V Ñ Y , mientras que al componerlas
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con π1 obtenemos αp, juntas proveen la factorización de pαp, βq a través de
tpx, yq |φpx, yqu de donde, por la definición de forcing, obtenemos V , φpαp, βq.

Conversamente, supongamos que tenemos un epi p : V Ñ U y un objeto
generalizado β : V Ñ Y tales que V , φpαp, βq es decir, pαp, βq se factoriza
a través de tpx, yq | φpx, yqu con lo que la imagen de αp está contenida en la
imagen de

tpx, yq | φpx, yqu� X ˆ Y
π1
ÝÑ X

pero por el diagrama anterior (correspondiente a la definición de Dp) esta imagen
es

tx | Dyφpx, yqu� X.

Además como p es epimorfismo, la imagen de α está contenida en la imagen
de αp de donde Impαq ď tx | Dyφpx, yqu es decir, U , Dyφpα, yq.

Finalmente, para 6 y 7 notemos que los lados derechos de ambos puntos
son equivalentes. Claramente el lado derecho de 6 implica al de 7 al ser un caso
particular. Conversamente, si UˆY , φpαπ1, π2q, es decir, que αˆ1 : UˆY Ñ
XˆY se factoriza a través de tpx, yq |φpx, yqu. Entonces, para cada p : V Ñ U y
β : V Ñ Y , tenemos que pαp, βq “ pαˆ 1q ˝ pp, βq; de donde pαp, βq se factoriza
a través de tpx, yq | φpx, yqu pues pαˆ 1q lo hace.

Es suficiente entonces probar la equivalencia de 7. Por definición

tx, | @φpx, yqu “ @πtpx, yq | φpx, yqu,

donde π es la proyección y

@π : SubpX ˆ Y q Ñ SubpXq

es el adjunto derecho de hacer producto fibrado a lo largo de π. Por esta adjun-
ción, uno tiene que para cualquier subobjeto A � X que A ď tx | @yφpx, yqu
si y sólo si A ˆ Y ď tpx, yq | φpx, yqu. Para cualquier elemento generalizado
α : U Ñ X con imagen Impαq, el producto α ˆ 1Y es el producto fibrado de
α a lo largo de π : X ˆ Y Ñ X y el producto fibrado en un topos preserva
epis y monos. Entonces la imagen de αˆ 1Y es Impαq ˆ Y , mientras que por la
definición de forcing

U , @yφpα, yq si y sólo si Impαq ď tx | @yφpx, yqu

y, por la adjunción anterior, si y sólo si

Impαq ˆ Y ď tpx, yq | φpx, yqu si y sólo si U ˆ Y , φpαπ1, π2q

Esto prueba 7 lo cual concluye la demostración del teorema.

Antes de concluir con esta sección, veamos como ejemplo del uso del lenguaje
de Mitchell-Bénabou y la semántica de Kripke-Joyal la demostración de que todo
topos E siempre tiene exponenciales, y por lo tanto, es una categoría cartesiana
cerrada.
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Teorema 1.15. Todo topos tiene exponenciales

Demostración. Para construir al objeto exponencial CB , consideremos a la
fórmula con fuente la potencia φpfq : P pB ˆ Cq Ñ Ω definida como

`

@bDc
`

pb, cq P f
˘˘

^
`

@b@c@c1
``

pb, cq P f ^ pb, c1q P f
˘

ñ pc “ c1q
˘˘

donde b es una variable de tipo B y tanto c como c1 son variables de tipo C.
Esta fórmula genera a un subobjeto t f | φpfq u de P pB ˆ Cq al que

llamaremos CB . Para ver que este objeto es realmente el objeto exponencial en
E , basta probar que tenemos una biyección natural

HomEpAˆB,Cq – EpA,CBq

para todo objeto A de E .
Se tiene, para comenzar, que cualquier morfismo AÑ CB está dado por uno

α : A Ñ P pB ˆ Cq tal que A , φpαq. Según la primera cláusula del teorema
anterior, esto pasará si y sólo si

A , @bDc
`

pb, cq P α
˘

y

A , @b@c@c1
``

pb, cq P f ^ pb, c1q P f
˘

ñ pc “ c1q
˘

.

Utilizando ahora las cláusulas 5 y 7, estas últimas son equivalentes a

1. Existe un epimorfismo p : V � AˆB y un objeto generalizado β : V Ñ C
tales que

V ,
`

pπ2p, βq P απ1p
˘

y

2. AˆB ˆ C ˆ C ,
``

pπ2, π3q P απ1 ^ pπ2, π4q P απ1

˘

ñ pπ3 “ π4q
˘

.

Más explícitamente, usando la cláusula 3, estas condiciones se traducen como

1. Existen p : V � A ˆ B y β : V Ñ C tales que el siguiente diagrama es
conmutativo

V 1

B ˆ C ˆ P pB ˆ Cq Ω

//

pπ2p, β, απ1pq

��

PBˆC

//

verdad

��

y

2. Si q : W Ñ A ˆ B ˆ C ˆ C es un morfismo que hace conmutar a ambos
cuadrados

W 1

B ˆ C ˆ P pB ˆ Cq Ω,

//

pπ2q, π3q, απ1qq

��

pπ2q, π4q, απ1qq

��

PBˆC

//

verdad

��

entonces π3q “ π4q.
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Supongamos primero que tenemos un morfismo f : A ˆ B Ñ C, tenemos
entonces al subobjeto pπ2, f, π1q : AˆB � BˆCˆA, que es un monomorfismo
al incluir a las proyecciones. Consideremos entonces a la característica de este
subobjeto ψ : AˆB ˆ C Ñ Ω y luego a su P -transpuesta α : AÑ P pB ˆ Cq.

Ω Ω

B ˆ C ˆA B ˆ C ˆ P pB ˆ Cq.

1

AˆB

ψ

OO

pπ1,π2,αq
//

PBˆC

OO

verdad //
OO

//
pπ2,f,π1q

//

Basta probar que α : AÑ P pB ˆ Cq cumple con las anteriores condiciones,
1 y 2 de antes para así factorizarla a través del morfismo AÑ CB buscado.

En efecto, para 1 consideremos a V “ AˆB, a p como el morfismo identidad
Id : AˆB � AˆB y a β como f : AˆB Ñ C. Podemos notar que el morfismo
pπ2p, β, απ1pq es entonces

pπ2, f, απ1q “ pπ1, π2, αq ˝ pπ2, f, π1q,

que, por el diagrama anterior, al componérsele con εBˆC hace conmutar al
diagrama de la propiedad 1.

Por otro lado, para 2, supongamos que tenemos a un morfismo q : W Ñ

AˆB ˆC ˆC que hace conmutar los cuadrados de la condición 2. Note como
antes que

pπ2q, πiq, απ1qq “ pπ1, π2, αq ˝ pπ2q, πiq, π1qq

para i P t3, 4u. Pero εBˆC ˝ pπ1, π2, αq “ ψ : B ˆ C ˆ A Ñ Ω por la definición
de α. Se tienen a los cuadrados conmutativos

W 1

B ˆ C ˆA Ω,

//

pπ2q, π3q, π1qq

��

pπ2q, π4q, π1qq

��

ψ
//

verdad

��

pero como ψ es la característica de pπ2, f, π1q : A ˆ B � A ˆ B ˆ C, por el
producto fibrado con el que definimos a ψ, tenemos dos morfismos g1, g2 : W Ñ

AˆB tales que
pπ2, f, π1q ˝ g1 “ pπ2q, π3q, π1qq

y pπ2, f, π1q ˝ g2 “ pπ2q, π4q, π1qq

por lo tanto g1π1 “ π1q “ g2π1 y g1π2 “ π2q “ g2π2, es decir g1 y g2 coinciden
en ambas proyecciones, por lo que deben ser iguales. En particular, π3q “ fg1 “

fg2 “ π4q como se requería.
Como α : AÑ P pBˆCq cumple ambas condiciones, entonces se factoriza a

través de un morfismo AÑ CB .
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Conversamente, sea un morfismo AÑ CB . Por definición, este debe estar in-
ducido por un objeto generalizado α : AÑ P pBˆCq que cumple las condiciones
1 y 2 de antes. Definimos entonces al morfismo

ψ : B ˆ C ˆA
pπ1,π2,αq
ÝÝÝÝÝÝÑ B ˆ C ˆ P pB ˆ Cq

PBˆC
ÝÝÝÝÑ Ω

ψ define a un subobjeto de B ˆ C ˆA con el producto fibrado

S 1

B ˆ C ˆA Ω,

//
��

s

��

ψ
//

verdad

��

Para que esta construcción se ajuste a lo que hicimos anteriormente, nos
gustaría probar que

S
s
ÝÑ B ˆ C ˆA

pπ3,π1q
ÝÝÝÝÑ AˆB

es un isomorfismo.
Para esto, tenemos que, por la condición 1, existe un epimorfismo p : V �

AˆB y un objeto generalizado β : V Ñ C tal que

pπ2p, β, π1pq : V Ñ B ˆ C ˆA

se factoriza a través de s : S � BˆC ˆA por ser el producto fibrado anterior.
Pero entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

V S

AˆB B ˆ C ˆA,

//

p

����

pπ2p,β,π1pq

''

pπ3,π1q

oo

��

s

��

de donde V Ñ S
pπ3,π1q˝s
ÝÝÝÝÝÝÑ B ˆ C ˆ A es igual a p : V � A ˆ B que es un

epimorfismo, por lo tanto S
pπ3,π1q˝s
ÝÝÝÝÝÝÑ B ˆ C ˆA es un epimorfismo.

Para probar que también es un monomorfismo, sean dos morfismos g1, g2 :
W Ñ S tales que pπ3, π1q ˝ s ˝ g1 “ pπ3, π1q ˝ s ˝ g2 se pretende probar que
g1 “ g2. consideremos al morfismo q : W Ñ AˆB ˆ C ˆ C definido como

pπ3sg2, π1sg2, π2sg1, π2sg2q : W Ñ AˆB ˆ C ˆ C

que es igual a

pπ3sg1, π1sg1, π2sg1, π2sg2q : W Ñ AˆB ˆ C ˆ C.

De aquí que pπ2q, π3q, π1qq “ s˝g1 y pπ2q, π4q, π1qq “ s˝g2, por lo que q hace
conmutar a ambos cuadrados de la condición 2. Pero como α hace verdadera a
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esta condición (por hipótesis), entonces concluimos que π3q “ π4q pero esto es
π2sg1 “ π2sg2, de aquí que sg1 coincide con sg2 en todas las proyecciones por
lo que necesariamente sg1 “ sg2 pero como s es un monomorfismo, concluimos
que g1 “ g2. En efecto pπ3, π1q ˝ s es mono.

Tenemos entonces que pπ3, π1q ˝ s : S Ñ A ˆ B es mono y epi, pero en un
topos esto es equivalente a que sea un isomorfismo, por lo que podemos suponer
sin pérdida de generalidad que S “ AˆB. En este caso, por la construcción del
isomorfismo, tendremos que

s “ pπ2, πC ˝ s, π1q : AˆB Ñ B ˆ C ˆA

el cual resulta en el morfismo requerido f “ πC ˝ s : AˆB Ñ C.
Debe ser claro por la construcción de estas asignaciones que son inversas y

naturales. Esto nos da nuestro isomorfismo natural EpA ˆ B,Cq – EpA,BCq
con lo que concluimos la demostración.

Dado que tenemos objetos exponenciales, podemos definir ahora un morfismo
que representará a la evaluación fpαq de un objeto α : U Ñ X bajo un objeto
generalizado f : V Ñ Y X . Tenemos que EpY X , Y Xq – EpY XˆX,Y q por lo que
de la identidad Y X Ñ Y X , obtenemos un morfismo eY X : Y X ˆX Ñ Y al que
llamamos la evaluación de Y X .

Agregamos entonces a nuestra definición del lenguaje de Mitchell-Bénabou
al término fpαq definido como

fpαq : V ˆ U
pf,αq
ÝÝÝÑ Y X ˆX

eY X
ÝÝÝÑ Y

donde α : U Ñ X es un término de tipo X y f : V Ñ Y X es un objeto
generalizado de Y X .



Capítulo 2

Topología y Topos de
Grothendieck

En este capítulo definimos lo que es una topología de Grothendieck sobre
una categoría pequeña y definimos a la categoría de gavillas sobre un sitio
y probamos que es de hecho un topos; un topos así es llamado un topos de
Grothendiek.

Este concepto es muy importante historicamente pues los topos de Grot-
hendieck dieron pie a la definición general de topos elemental. Además de que
gracias a ellos podremos construir una gran cantidad de ejemplos que son rele-
vantes para las matemáticas en general, esta noción será muy útil más adelante
para la construcción del topos clasificante de una teoría geométrica, que resulta
ser un topos de Grothendieck.

Además, abordaremos el concepto de base para una topología de Grothen-
dieck, el cual es muy útil para construir una topología; además daremos algunos
ejemplos.

2.1. Topologías de Grothendieck

Definición 2.1. Una criba R sobre un objeto U de una categoría C localmente
pequeña es un subfuntor de el funtor de Yoneda

ypUq “ HomCp , Uq : Cop
Ñ Con.

En otras palabras, RpV q es un conjunto de morfismos V Ñ U para todo
objeto V P C y R es cerrado hacia abajo, es decir, si f : V 1 Ñ V es un morfismo
de C y g : V Ñ U está en RpV q, entonces g ˝ f : V 1 Ñ U está en RpV 1q

Definición 2.2. Una topología de Grothendieck J sobre una categoría pequeña
C es una asignación que a cada U de C le asigna un conjunto JpUq de cribas
sobre U , llamadas las “cribas cubrientes” de J , tales que:

21
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1. La criba máxima ypUq “ tU es elemento de JpUq.

2. (Axioma de estabilidad) Si R es una criba de JpUq y f : V Ñ U es un
morfismo de C, entonces el producto fibrado de R a lo largo de f , definido
puntualmente como

f˚RpW q “ tg : W Ñ V | f ˝ g P RpW qu

es una criba de JpV q.

3. (Axioma de transitividad) Si R es una criba de JpUq y S es una criba
sobre U tal que f˚S P JpV q para todo objeto V de C y todo morfismo
f : V Ñ U de RpV q, entonces, de hecho S es una criba de JpUq.

Normalmente, para abreviar, se denota a una criba simplemente como la
colección de todos los morfismos que la conforman, por ejemplo la criba máxima
de un objeto U es tU “ tf | el codominio de f es U u. Así mismo, dada una criba
R sobre el objeto U , se denota R “ tf : V Ñ U | V P C y f P RpV qu.

Si S P JpUq, cualquier criba R sobre U mayor que S (es decir, si S Ď R)
también pertenece a JpUq. En efecto, sea h : V Ñ U con h P S, entonces
IdV P h˚pSq, por lo que h˚pSq es la criba máxima sobre V . Como h˚pSq Ď
h˚pRq, h˚pRq debe también ser la criba máxima sobre V , de donde h˚pRq P
JpV q. Debido a que lo anterior ocurra para toda h P S, se sigue del axioma de
transitividad que R P JpUq.

Con esta observación, el axioma de transitividad tiene la siguiente conse-
cuencia:

3’. Si S P JpUq y para cada f : Df Ñ U (donde Df simplemente denota al
dominio de f) en S hay una criba Rf P JpDf q, entonces la criba formada
por todas las composiciones f ˝ g, con f P S y g P Rf , está en JpUq.

Se le llama sitio la pareja pC, Jq formada por una categoría pequeña C y
una topología de Grothendieck J sobre C. Si S P JpUq, uno dice que S es una
criba cubriente, o que S cubre a U (o, en caso de ambigüedad, que S J-cubre a
U).

También decimos que una criba S sobre U cubre a una flecha f : Df Ñ U si
f˚pSq cubre a Df . (Por lo que S cubre a U si y sólo si cubre a la flecha identidad
de U .) En este lenguaje, los axiomas de topología de Grothendieck pueden ser
formulados como sigue (en forma de flechas):

1a. Si S es una criba sobre U y f P S, entonces S cubre a f .

2a. (Axioma de estabilidad) Si S cubre a una flecha f : V Ñ U , entonces
también cubre a la composición f ˝ g, para cualquier flecha g : V 1 Ñ V .

3a. (Axioma de transitividad) Si S cubre a una flecha f : V Ñ U , y R es una
criba sobre U que cubre a todas las flechas de S, entonces R cubre a f .
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Las condiciones originales para topologías de Grothendieck se siguen fá-
cilmente de estas condiciones para flechas, al considerar al morfismo identi-
dad de U . Conversamente, uno directamente deriva las condiciones posteriores
de las originales. Por ejemplo, para 3a, supongamos que S cubre a la flecha
f : V Ñ U , y que R cubre a todas las flechas en S. Por definición, esto sig-
nifica que f˚pSq P JpV q y que h˚pRq P JpDhq para toda h P S. Entonces,
para cada flecha g : V 1 Ñ V en f˚pSq, tenemos que f ˝ g P S y por lo tanto
g˚pf˚pRqq “ pf ˝ gq˚pRq P JpV 1q. Lo anterior ocurre para cualquier g, por lo
que el axioma de transitividad original 3 implica que f˚pRq P JpDq; es decir, R
cubre a f .

Note que se sigue de los axiomas que cualesquiera dos cubiertas tienen un
refinamiento común; de hecho, tenemos que

4. Si R,S P JpUq, entonces RX S P JpUq;

o en forma de flechas:

4a. Si ambas R y S cubren a g : V Ñ U , entonces RX S cubre a g.

En efecto, si f : V Ñ U es cualquier elemento de R, entonces f˚pR X
Sq “ f˚pSq, pues g P f˚pR X Sq si f ˝ g P R X S, pero f ˝ g siempre está en
R, por lo que basta con que esté en S; además, por estabilidad tenemos que
f˚pR X Sq “ f˚pSq P JpV q. Por lo que, por transitividad, R X S P JpUq. Esto
prueba 4; 4a se prueba con igual facilidad.

Un espacio topológico con la noción usual de cubierta provee un ejemplo
de sitio: El conjunto parcialmente ordenado OpXq de subconjuntos abiertos de
X puede ser visto como una categoría de la manera usual (con exactamente
una flecha V Ñ U si y sólo si V Ď U), de forma que una criba sobre U es
simplemente una familia S de subconjuntos abiertos de U con la propiedad de
que si V 1 Ď V y V P S, entonces V 1 P S. Para definir a las cubiertas, tenemos
que una flecha f : W Ñ U es sólo un subconjunto abierto W Ď U , por lo que
la criba S sobre U cubre a la flecha f si y sólo si W queda cubierto por los
conjuntos abiertos en S. Esto motiva la “forma de flechas” de los axiomas para
una topología de Grothendieck.

En el caso de un espacio topológico ordinario, usualmente se describe a una
cubierta abierta de U como una familia tUi | i P Iu de subconjuntos abiertos de
U con unión

Ť

iPIUi “ U ; tal familia no es necesariamente una criba, pero sí
genera a una: la colección de aquellos V Ď U abiertos con V Ď Ui para algún
i P I.

Será conveniente definir esta manera de generar una criba cubriente en el
contexto más general de una categoría arbitraria con productos fibrados, en
términos de la llamada base para una topología de Grothendieck.

Definición 2.3. Una base (para una topología de Grothendieck) sobre una
categoría C con productos fibrados es una función K que asigna a cada objeto
U una colección KpUq consistente de familias de morfismos con codominio U
(no necesariamente cribas), tal que
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1’. Si f : U 1 Ñ U es un isomorfismo, entonces el unitario tf : U 1 Ñ Uu es
elemento de KpUq.

2’. Si tfi : Ui Ñ U | i P Iu P KpUq y g : V Ñ U es un morfismo de
C, entonces la familia de los productos fibrados de las fi largo de g:
tπi2 : Ui ˆU V Ñ V | i P Iu está en KpV q.

3’. Si tfi : Ui Ñ U | i P Iu P KpUq, y para cada i P I uno tiene una familia
tgij : Vij Ñ Ui | j P Jiu P KpUiq, entonces la familia de composiciones
tfi ˝ gij : Vij Ñ U | i P I, j P Jiu pertenece a KpUq.

La condición 21 es llamada de nuevo axioma de estabilidad, y 31 axioma de
transitividad. El par pC,Kq es también llamado sitio y los elementos R del
conjunto KpUq son llamadas familias cubrientes o cubiertas de U para este
sitio.

Si K es una base sobre C, entonces K genera a una topología J por

JpUq “ tS | S es una criba sobre U y existe R P KpUq tal que R Ď Su

es decir, una criba es una J-cubierta si y sólo si contiene a una K-cubierta.
Esta definición en efecto genera una topología de Grothendieck J a partir

de una base K:
La propiedad 1 se cumple, pues como para todo objeto U , tIdU : U Ñ Uu P

KpUq por ser un isomorfismo y tIdUu Ď tU la criba total, entonces tU P JpUq.
Para el axioma de estabilidad, consideremos a una criba S P JpUq y a un

morfismo cualquiera g : V Ñ U , elegimos a cualquier R Ď S con R P KpCq y sea
T P KpV q la K-cubierta de V obtenida, como en 21, al hacerle producto fibrado
a las flechas de K a lo largo de g; esto es, T consiste de todos los morfismos h
que se acomodan en un diagrama de producto fibrado

V ˆU U
1 U 1

V U

//

h

�� g
//

f

��

para alguna flecha f P R. Entonces T Ď g˚pSq, por lo que g˚pSq P JpV q según
la definición.

Para el axioma de transitividad, consideremos a R P JpUq y a S una criba
sobre U tal que para todo morfismo f : Df Ñ U de R, f˚pSq P JpDf q. Sean
tfi : Ui Ñ U | i P Iu Ď R y tgij : Vij Ñ Ui | j P Jiu Ď f˚i pSq K-cubiertas que
existen por la definición de J , entonces tenemos que tfi ˝gij : Vij Ñ U | i P I, j P
Jiu Ď S. Debido a 31, la anterior es una K-cubierta de U , por lo que S P JpUq.

Dada una cubierta R de U P C en una base K, existe una criba “canónica”
generada por R, definida como el conjunto de morfismos de C que se factorizan
a través de algúna flecha de R:

pRq “ tW
h
ÝÑ Df

f
ÝÑ U | f P Ru.
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2.2. Gavillas
Ahora introducimos la definición de gavilla sobre un sitio pC, Jq, concepto

que será muy útil para la construcción de diversos topos de nuestro interés.

Definición 2.4. Una gavilla sobre un sitio pC, Jq es un funtor F : Cop
Ñ

Con tal que para todo objeto U de C y para toda criba R de JpUq, toda
transformación natural RÑ F tiene una única extensión a una transformasión
natural

ypUq F

R

//

OO

OO
99

de ypUq a F . Denotamos por ShpC, Jq a la categoría cuyos objetos son todas las
gavillas sobre el sitio pC, Jq y cuyos morfismos son todas las transformaciones
naturales que existen entre ellas.

Para una criba R de JpUq y F : Cop
Ñ Con un funtor, una transformación

natural γ : R Ñ F le asigna a cada objeto V un morfismo γV : RpV q Ñ F pV q.
Si para cada morfismo f : V Ñ U de RpV q, denotamos como xf a γV pfq P
F pV q entonces, por la naturalidad de γ, si g : W Ñ V es otro morfismo de C
tendremos que Fgpxf q “ xf˝g.

Así, γ induce una familia

txf | V P C, xf P F pV q, f P RpV qu

tal que Fgpxf q “ xf˝g para cada morfismo g : W Ñ V y cada f : V Ñ U de
RpV q. A una familia que cumpla con la propiedad anterior le llamamos familia
compatible.

Análogamente, cada familia compatible txf | V P C, xf P F pV q, f P RpV qu
define una transformación natural γ : RÑ F tal que γV pfq “ xf .

El hecho de que γ : R Ñ F se extienda a una transformación ypUq Ñ F es
equivalente a que exista una familia compatible

txf | V P C, xf P F pV q, f P ypV qu

que extienda a la familia dada por γ. Como Id : U Ñ U está en ypUq, tendremos
un objeto xId P F pUq tal que para cada f : V Ñ U , xf “ xId˝f “ FfpxIdq.

Este objeto xId caracteriza completamente a la familia compatible txf | V P
C, xf P F pV q, f P ypV qu, por lo que la familia dada por γ se extenderá a una
dada por una transformación ypUq Ñ F si y sólo si existe un objeto x P F pUq
tal que para cada V P C y cada f P RpV q Ffpxq “ xf . A un objeto así le
llamamos una amalgamación de la familia compatible.

Tenemos entonces la siguiente caracterización:

Definición 2.5. Un funtor F : Cop
Ñ Con es una gavilla sobre el sitio pC, Jq

si y sólo si para toda criba R de JpUq, toda familia compatible

txf | V P C, xf P F pV q, f P RpV qu

tiene una única amalgamación.
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Ahora, sea K una base para la topología J sobre una categoría C con pro-
ductos fibrados. Las gavillas para J pueden ser descritas puramente en términos
de la base K como sigue. Si R “ tfi : Ui Ñ U | i P Iu es una K-cubierta de un
objeto U , una familia de elementos xi P F pUiq pi P Iq es llamada una familia
compatible para R si

Fπ1
ijpxiq “ Fπ2

ijpxjq, para todo i, j P I

donde π1
ij y π2

ij son las proyecciones del producto fibrado

Ui ˆU Uj Ui

Uj U.

π1
ij

//

fj

//

π2
ij

��

fj

��

(2.1)

Una amalgamación para txi |i P Iu es un elemento x P F pUq tal que Ffipxq “
xi para toda i P I.

Proposición 2.6. Sea F una pregavilla sobre C (un funtor F : C Ñ Con
contravariante), entonces F es una gavilla para J (la topología generada por
K) si y sólo si para toda familia cubriente tfi : Ui Ñ U | i P Iu en la base K,
cualquier familia compatible txiuiPI tiene una única amalgamación.

Demostración. Primero supongamos que F es una gavilla para J . Sean R “
tfi : Ui Ñ U | i P Iu P KpUq una cubierta en la base K y txi | i P Iu una familia
compatible para la cubierta R. consideremos a la criba

S “ pRq “ tg : V Ñ U | g “ V
h
ÝÑ Ui

fi
ÝÑ U para alguna i P I y una flecha h u

generada por R y definamos a la familia compatible tyg | g P Su dada por

yg “ Fhpxiq

donde h es cualquier morfismo tal que g “ fi ˝h. Esto no depende de la elección
de i ni de h, pues si fi ˝ h “ g “ fj ˝ k, entonces usando la propiedad universal
del producto fibrado tenemos un morfismo l : V Ñ Ui ˆU UJ :

Ui ˆU Uj Ui

Uj U.

V
π1
ij

//

fj

//

π2
ij

��

fi

��

l
''

k

&&

h

''

Por lo que

Fhpxiq “ FlpFπ1
ijpxiqq “ FlpFπ2

ijpxjqq “ Fkpxjq
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(la igualdad de enmedio se da porque txiuiPI es una familia compatible para
R). Así, existe una única amalgamación y P F pUq con Fgpyq “ yg para toda
g P pRq pues F es una gavilla para J . En particular, como R Ď pRq,

Ffipyq “ yfi “ FIdpxiq “ xi,

entonces y es también una amalgamación para txiuiPI . Más aún, una amal-
gamación para txiuiPI es única, pues si y1 es otro elemento de F pUq tal que
Ffipy

1q “ xi, entonces para cualquier g P pRq, digamos g “ fi ˝ h, tenemos que

Fgpy1q “ FhpFfipy
1qq “ Fhpxiq “ yg,

así y1 es también una amalgamación para la cubierta pRq y por lo tanto y “ y1.
Supongamos ahora que cada familia compatible para cada K-cubierta tiene

una única amalgamación. Sea S P JpUq una cubierta de U , entonces hay una
R P KpUq contenida en S, y sea tyg | g P Su una familia compatible para S.
Claramente la subfamilia tyf | f P Ru es una familia compatible para R (en el
sentido de familia compatible para una base), entonces hay una única y P F pUq
con Ffpyq “ yf para toda f P R. Queda probar que Fgpyq “ yg para toda
g P S. Para esto, tomemos a g P S y consideremos para f P R todos los
productos fibrados

V ˆU U
1 U 1

V U.

ρf,g
//

g
//

πf,g

��

f

��

Entonces R1 “ tπf,g | f P Ru P KpV q por el axioma de estabilidad para
bases, y además para cualquier f P R,

Fπf,gpFgpyqq “ Fρf,gpFfpyqq (por el cuadrado)
“ Fρf,gpyf q (pues f P R)
“ yf˝ρf,g (pues tyg | g P Su es compatible)
“ yg˝πf,g

(por el cuadrado)
“ Fπf,gpygq

Ahora, si f2 : U2 Ñ U también está en R, si consideramos al producto
fibrado de πf,g a lo largo de πf2,g

W V ˆU U
1

V ˆU U
2 V

π1
//

πf2,g

//

π2

��

πf,g

��

tenemos que Fπ1
`

Fπf,gpFgpyqq
˘

“ Fπ2
`

Fπf2,gpFgpyqq
˘

por la conmutativi-
dad del cuadrado, de donde tFπf,gpFgpyqq | f P Ru es una familia compatible
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para R1, por lo que tiene una única amalgamación. Tanto Fgpyq como yg son
amalgamaciones para esta familia, por lo que Fgpyq “ yg, lo que completa la
prueba.

El corolario siguiente es una reformulación de la proposición anterior.

Corolario 2.7. Una pregavilla F sobre C es una gavilla sobre J si y sólo si
para cualquier cubierta tfi : Ui Ñ U | i P Iu P KpUq en la base, el diagrama

F pUq
e //

ź

iPI

F pUiq
p2
//

p1 //
ź

i,jPI

F pUi ˆU Ujq

es un igualador. Aquí epxq “ tFfipxqui, y p1ptxiuqi,j “ Fπ1
ijpxiq, mientras que

p2ptxiuqi,j “ Fπ2
ijpxjq, donde π1

ij y π2
ij son las proyecciones del producto fibrado

correspondiente como en 2.1.

2.3. Topos de Grothendieck

A continuación probamos que la categoría de gavillas sobre un sitio es un
topos. A un topos equivalente a una categoría de gavillas sobre un sitio se le
llama topos de Grothendieck.

Teorema 2.8. La categoría ShpC, Jq de gavillas sobre un sitio pC, Jq es un
topos.

Demostración. Dado un sitio arbitrario pC, Jq, probamos que ShpC, Jq cum-
ple los cuatro axiomas de un topos:

ShpC, Jq tiene todos los productos fibrados pues, dadas dos transformaciones
naturales f : G Ñ H y f 1 : G1 Ñ H, con G,G1 y H gavillas, podemos calcular
su producto fibrado G ˆH G1 puntualmente, es decir, para cada objeto C de
C, GˆH G1pCq “ GpCq ˆHpCq G

1pCq donde GpCq ˆHpCq G1pCq es el producto
fibrado en conjuntos dado por el diagrama

GpCq ˆHpCq G
1pCq GpCq

G1pCq HpCq.

gC //

g1C

��

f 1C

//

fC

��

Las transformaciones naturales g : G ˆH G1 Ñ G y g1 : G ˆH G1 Ñ G1 se
calculan también puntualmente como en cada producto fibrado y por lo mismo
cumplen la propiedad universal deseada. Además, GˆH G1 es una gavilla, pues
si tenemos una transformación natural r : RÑ GˆHG

1 con R P JpUq, entonces
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gr : RÑ G y g1r : RÑ G1 son transformaciones naturales tales que fgr “ f 1g1r.
Al ser G, G1 y H gavillas, existen factorizaciones

ypUq G

R

//

OO

OO

gr

99 ypUq G1

R

//

OO

OO

g1r

99 ypUq H

R

//

OO

OO

fgr“f 1g1r

99

las cuales se factorizan, por la propiedad universal del producto fibrado, a una
ypUq Ñ GˆH G1 que hace la definición de gavilla.

De igual manera, calculamos al objeto terminal de manera puntual como:

1ShpC,JqpCq “ t˚u

para todo objeto C de C, donde t˚u es el objeto terminal en conjuntos. En
morfismos, 1ShpC,Jq manda a cualquier flecha a la única función que hay de t˚u
en si mismo. Claramente este es un objeto terminal y además, si R es una criba
de JpUq, entonces existe una única transformación natural !R : RÑ 1ShpC,Jq y
una única !ypUq : ypUq Ñ 1ShpC,Jq por lo que el triángulo

ypUq 1ShpC,Jq

R

!ypUq
//

OO

OO

!R

66

es conmutativo y así 1ShpC,Jq es una gavilla.
Note que, de manera análoga, ShpC, Jq tiene cualquier límite pequeño y

cualquier colímite pequeño, calculados puntualmente. (Con “pequeño”, aquí nos
referimos a que está indexado sobre conjuntos.)

Definición 2.9. Decimos que S, una criba enC sobre un objeto V , es J-cerrada
si para cualquier morfismo f : W Ñ V , tenemos que f˚S P JpW q implica que
f P SpW q.

Definimos ahora al clasificador de subobjetos como el funtor ΩJ : Cop
Ñ

Con tal que

ΩJpV q “ tR |R es una criba J-cerrada sobre V u (para cada objeto V en C),

ΩJf “ f˚ (para cada morfismo f de C),

donde f˚ denota al operador producto fibrado de cribas en C a lo largo de f .
ΩJ definido así es una gavilla: Si R está en JpUq y

txf | xf P ΩJpV q, f P RpV q, V P Cu

es una familia compatible, tendremos que para cada f P RpV q y g : W Ñ V ,
xf˝g “ ΩJgpxf q “ g˚xf .

Definimos primero una x P ΩJpUq tal que

x “ tg ˝ h : Dh Ñ U | h P xg, g P Ru.
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Esta criba x no tiene por qué ser cerrada, pero afirmamos que su cerradura
x definida como

x “ tf : Df Ñ U | f˚x P JpDf qu

es la amalgamación que buscamos. (Note que x Ď x, pues si f P x, entonces
f˚x “ tU P JpUq.)

La cerradura de una criba es la menor criba cerrada que la contiene. Además,
f˚x “ xf por la definición de f˚, de esta forma,

f˚x “ tg : Dg Ñ V | f ˝ g P xu

“ tg : Dg Ñ V | pf ˝ gq˚x P JpDgqu

“ tg : Dg Ñ V | g˚pf˚xq P JpDgqu

“ f˚x “ xf

Pero xf “ xf , por hipótesis sobre la cerradura de xf , por lo que x P ΩpUq
es en efecto una amalgamación.

Supongamos que x, y P ΩJpUq son dos amalgamaciones. Entonces, para toda
f P R, f˚x “ f˚y por lo que x X R “ y X R, pues si g P x X R, entonces
g˚pxXRq “ tU , pero g˚pxXRq “ g˚xX g˚R “ g˚yX g˚R “ g˚pyXRq, por lo
que g˚py XRq “ tU , y así g P y XR.

Sea f P x, entonces f˚x P JpDf q y f˚R P JpDf q, pues R es una criba de
JpUq, por lo que f˚px X Rq P JpDf q. Como x X R “ y X R Ď y, entonces
f˚y P JpDf q y como y es cerrada, tenemos que f P y. De esta forma, x Ď y
Analogamente, y Ď x por lo que necesariamente x “ y.

Así tenemos que ΩJ es efectivamente una gavilla.

Definimos ahora la flecha 1
verdad
ÝÝÝÝÑ ΩJ tal que verdadU p˚q “ tU es la cri-

ba máxima, que es cerrada. Veamos ahora que ΩJ con esta 1
verdad
ÝÝÝÝÑ ΩJ es

clasificador de subobjetos en la categoría ShpC, Jq.
Sea F una gavilla y A Ď F una subgavilla. Proponemos a la “transformación

natural característica” χ : F Ñ ΩJ de A, definida como

χU pxq “ tf : Df Ñ U | Ffpxq P ApDf qu

donde x P F pUq. Note que si g : V Ñ U está en C, tenemos que para toda
f : Df Ñ V

f P χV pFgpxqq ðñ Ff ˝ Fgpxq P ApDf q

ðñ F pgfqpxq P ApDf q

ðñ g ˝ f P χU pxq

ðñ f P g˚pχU pxqq

Por lo que χ es realmente una transformación natural. Verificamos ahora
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que el cuadrado en ShpC, Jq

A 1

F ΩJ

!A //
��

��

χ
//

verdad

��

es un producto fibrado.
Como los límites en gavillas son calculados puntualmente en conjuntos, este

cuadrado es un producto fibrado cuando para toda U P C y toda x P F pUq,
x P ApUq si y sólo si χU pxq “ verdadup˚q “ tU .

Esto es así por la definición de χ, ya que IdU P χU pxq si y sólo si x P ApUq
y IdU P χU pxq si y sólo si χU pxq “ tU . Además, por la naturalidad de χ, para
cualquier flecha f : V Ñ U de C, f P χU pxq si y sólo si IdV P f˚pχU pxqq “
χV pFfpxqq, si y sólo si Ffpxq P ApV q. Por lo que χ es única.

Por último, sólo falta ver que cada objeto de ShpC, Jq tiene un objeto po-
tencia.

Probaremos más generalmente que si F es una gavilla y P es una pregavilla
(cualquier funtor P : COP

Ñ Con), entonces existe un objeto exponencial FP
que es también una gavilla. De esta forma, el objeto potencia de F es ΩF .

Sea F una gavilla, considere al funtor FP : C Ñ Con tal que para cada
objeto U P C

FP pUq “ tτ : ypUq ˆ P Ñ F | τ es una transformación naturalu.

Así, τ asigna a cualquier morfismo g : V Ñ U y cualquier elemento x P P pV q
un elemento τpg, xq P F pV q. La naturalidad de τ afirma que para cualquier
h : W Ñ V de C

τpg ˝ h, Phpxqq “ Fhpτpg, xqq.

Definimos, para cualquier flecha f : V Ñ U a FP f tal que

FP fpτqpg1, xq “ τpf ˝ g1, xq,

para toda τ P FP pUq, toda g1 : W Ñ V y toda x P P pW q.
FP es una gavilla: Sean U P C, R P JpUq y R Ñ FP una transformación

natural, veamos primero que en caso de tener una amalgamación, esta es única.
Supongamos que τ y σ son transformaciones naturales tales que FP fpτq “

FP fpσq para toda f P R. Esto significa, por lo anterior, que τpf ˝ g1, xq “
σpf ˝ g1, xq para toda g1 y x como antes; en particular, si tomamos g1 “ IdDf

,
tenemos

τpf, xq “ σpf, xq

para toda f en R y toda x P P pDf q. Ahora, sea k : V Ñ U , para cada g1 P k˚R
(es decir, k ˝ g1 P R) tenemos que

Fg1pτpk, xqq “ τpk ˝ g1, Pg1pxqq (naturalidad de τ)
“ σpk ˝ g1, Pg1pxqq (pues k ˝ g1 P R)
“ Fg1pσpk, xqq (naturalidad de σ].
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De esta forma, como k˚R está en JpV q y F tiene amalgamaciones únicas
por ser gavilla, se sigue que τpk, xq “ σpk, xq. Como k y x fueron arbitrarias,
concluimos que τ “ σ. De esta forma, en caso de existir una amalgamación para
alguna familia compatible, esta debe ser única.

Falta sólo probar que en efecto existe una amalgamación. Supongamos que
R es una criba de JpUq y que para cada morfismo f : Df Ñ U en R tenemos
una transformación natural τf : ypDf q ˆ P Ñ F y supongamos que estas τf
forman una familia compatible, es decir, τf˝g “ FP gpτf q para cada morfismo
g : V Ñ Df . Así, por definición de FP gpτf q, tenemos que

τf˝gph, xq “ FP gpτf qph, xq “ τf pg ˝ h, xq

para toda h : W Ñ V y toda x P P pW q.
Definamos primero una τ 1 : ypUqˆP Ñ F˚ (donde para cada V P C, F˚pV q

es el conjunto de las familias compatibles de F para cribas de JpV q). Para cada
k : V Ñ U y cada elemento x P P pV q

τ 1pk, xq “ tτk˝hpId, Phpxqq | h P k
˚Ru.

Este conjunto es una familia compatible de F para la criba k˚R, pues si
h P k˚R, y m es cualquier morfismo tal que la composición h ˝m está definida;
entonces

Fmpτk˝hpId, Phpxqqq “ τk˝hpm,PmpPhpxqqq

“ τk˝ph˝mqpId, P ph ˝mqpxqq.

Luego, al ser F una gavilla, esta familia compatible τ 1pk, xq tiene una única
amalgamación en F . Definimos a τ : ypUq ˆ P Ñ F tal que τpk, xq es la
amalgamación en F de la familia compatible τ 1pk, xq.

Por definición tenemos que si f está en R, entonces

FP fpτqpk, xq “ τpf ˝ k, xq,

la amalgamación en F de τ 1pf˝k, xq. Pero τf pk, xq es también una amalgamación
para la familia τ 1pf ˝ k, xq, pues si h P k˚R, entonces

Fhpτf pk, xqq “ τf pk ˝ h, Phpxqq “ τf˝k˝hpId, Phpxqq.

Debido a que esta amalgamación es única para F , se tiene que

FP fpτqpk, xq “ τf pk, xq

para toda k y x, de donde FP fpτq “ τf , así tenemos que τ es la amalgamación
buscada.

Esto concluye la prueba de que ShpC, Jq es un topos.

Dado de que una categoría de gavillas sobre una topología de Grothendieck
es un topos, podemos obtener una buena cantidad ejemplos.
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Ejemplo 2.10. Dada una categoría C, la topología indiscreta I es aquella en la
que, para todo C P C, IpCq “ ttCu donde tC “ ypCq es la criba total. En el
sitio pC, Iq, cualquier pregavilla (elemento de ConCOP

) es también gavilla, por
lo que ShpC, Iq “ ConCOP

. De aquí que cualquier categoría de pregavillas es
un topos de Grothendieck.

En particular, como Con – Con1OP

, entonces Con es un topos de Grot-
hendieck.
Ejemplo 2.11. Otro ejemplo importante es el de la categoría de gavillas sobre
un espacio topológico X. Por lo general una gavilla sobre un espacio topológico
X se define como una pregavilla F P ConOpXq tal que para todo subconjunto
abierto U de X y toda cubierta abierta tUi | i P Iu de U , el diagrama

F pUq
e //

ź

iPI

F pUiq
p2
//

p1 //
ź

i,jPI

F pUi
Ş

Ujq

es un igualador. Donde e es el producto de los morfismos restricción F pUi Ď Uq,
mientras que p1 y p2 son respectivamente los productos de los dos conjuntos de
restricciones F pUi X Uj Ď Uiq y F pUi X Uj Ď Ujq.

Este es un caso particular de gavillas sobre un sitio, donde la topología de
Grothendieck J para la categoría con productos fibrados OpXq es la generada
por la base K tal que KpUq es la familia de cubiertas de U en el sentido tra-
dicional tUi Ď U |

Ť

i Ui “ Uu. Por el corolario 2.7 de la sección anterior, la
descripción que acabamos de dar sobre gavillas sobre un espacio topológico X
son justamente las gavillas sobre el sitio pOpXq, Jq.

De aquí que la categoría de gavillas sobre un espacio topológico ShpXq en
el sentido tradicional es un topos de Grothendieck.

Es conveniente notar que, dado un espacio topológico X, existe una corres-
pondencia entre los subobjetos del objeto terminal 1 de ShpXq y los subcon-
juntos abiertos de X:

Teorema 2.12. Si X es un espacio topológico, entonces existe una equivalencia
de categorías

OpXq – Subp1ShpXqq

, donde Subp1ShpXqq es visto como la categoría inducida por su orden parcial.

Demostración. Dado que los límites se calculan puntualmente, tenemos que
1pUq “ t˚u para cada U P OpXq. Luego, un subobjeto S � 1 está compuesto
por monomorfismos SpUq� t˚u, por lo que para cada abierto U de X, SpUq –
t˚u o SpUq es vacío.

Además, como S es un funtor contravariente de OpXq a Con, si V Ď U
son abiertos de X, entonces existe una función SpUq Ñ SpV q, por lo que si
SpUq – t˚u y V Ď U , entonces también SpV q – t˚u. Así, tenemos que el
conjunto tU P OpXq|SpUq – t˚uu es una criba cubriente para su unión, digamos
US . Como S es una gavilla, si consideramos a la familia consistente de los únicos
elementos de cada SpUq de esta criba, entonces trivialmente es una familia
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compatible, por lo que necesariamente debe existir un elemento en SpUSq (su
amalgamación), entonces SpUq tiene un elemento si y sólo si U Ď US , por lo
que S – ypUSq.

De la misma forma, si U es un subconjunto abierto de X, entonces ypUq
es un subobjeto del objeto terminal 1ShpXq. Es claro que V Ď U si y sólo si
ypV q ď ypUq, de donde tenemos la equivalencia

OpXq – Subp1ShpXqq.



Capítulo 3

Morfismos Geométricos

En este capítulo definimos lo que es un morfismo geomético. Esta definición
está motivada por el comportamiento de funciones continuas entre dos espacios
topológicos y cómo pueden extenderse naturalmente a funtores entre sus topos
de gavillas.

En la segunda sección introducimos los conceptos de topología subcanónica
y topología canónia, los cuales son casos particulares de topologías de Grothen-
dieck con algunas propiedades que nos resultarán de mucha importancia ya que
el topos clasificante de una teoría geométrica es un topos de Grothendieck con
topología subcanónica.

Luego, en la tercera sección definimos lo que es un punto de un topos, de-
finimos lo que es un funtor continuo de un sitio a un topos y probamos que
hay una equivalencia natural entre los funtores continuos y exactos izquierdos
de un sitio a un topos cocompleto E y los morfismos geométricos de E al topos
de gavillas del sitio.

Las últimas sección está dedicadas exclusivamente a probar el teorema de
Deligne, el cual afirma que un topos coherente tiene sufientes puntos. Es im-
portante para nosotros este teorema, pues en el último capítulo haremos una
construcción del topos clasificante de una teoría coherente como un topos cohe-
rente, gracias a esto, usando el teorema de Deligne probaremos una versión del
teorema de correctud para fórmulas coherentes.

3.1. Morfismos Geométricos y Entre Sitios

Para X y Y dos espacios topológicos, una función continua f : X Ñ Y
induce un funtor f´1 : OpY q Ñ OpXq entre sus categorías de abiertos, donde
para todo subconjunto abierto V de Y , f´1V es la imagen inversa de V bajo
f . Este funtor tiene la particularidad de que si tVi | i P Iu es una cubierta de
V , entonces tf´1Vi | i P Iu es una cubierta de f´1V , además f´1 preserva
todos los límites. f´1 será un ejemplo del concepto, definido más adelante, de
morfismo entre sitios. Asimismo, se puede definir al “funtor imagen directa”

35
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f˚ : ShpXq Ñ ShpY q tal que para toda gavilla F sobre X, f˚F pV q “ F pf´1V q.
Si F es gavilla, entonces f˚F también lo es, pues si txi | i P Iu es una familia

compatible de f˚F para la cubierta tVi | i P Iu de V , entonces también es una
familia compatible de F para la cubierta tf´1Vi | i P Iu de f´1V , por lo que
existe en F pf´1V q una única amalgamación x para la familia para F , pero esta
x es también la única amalgamación de f˚F pV q para la familia para f˚F .

Luego, f˚ también preserva todos los límites, pues estos son calculados pun-
tualmente y f´1 los preserva. Por lo tanto, por el teorema del funtor adjunto,
f˚ tiene adjunto izquierdo. Explicitamente, el adjunto izquierdo es la extensión
de Kan Lanf´1 a lo largo de f´1.

A este adjunto izquierdo lo denotamos como f˚ : ShpY q Ñ ShpXq. Este
funtor preserva todos los límites finitos, pues f´1 lo hace.

Supongamos por un momento que Y es un espacio de Hausdorff y que tene-
mos una pareja de funtores adjuntos

ShpXq
f˚

// ShpY q
f˚
oo

con f˚ % f˚ y tal que f˚ preserva límites finitos. Uno puede reconstruir a la
función continua f : X Ñ Y como sigue.

Escribimos 1X y 1Y para denotar a los objetos terminales de las categoría
ShpXq y ShpY q respectivamente. Note que como f˚ preserva límites finitos, en
particular preserva al objeto terminal y a los monomorfismos, por lo que cada
subobjeto UY � 1Y es llevado por f˚ a un subobjeto UX � 1X . Pero los
subobjetos de 1X y de 1Y se corresponden con los subconjuntos abiertos de X
y de Y respectivamente, como se vio en el teorema 2.12 de la sección anterior.

Esto lleva a una asignación f˚ : ObjpOpY qq Ñ ObjpOpXqq que manda
abiertos de Y a abiertos de X. Por suposición, f˚ preserva límites finitos y
colímites arbitrarios, por lo que en este caso preserva intersecciones finitas y
uniones arbitrarias de abiertos.

(Aunque este ya es morfismo entre sitios, no necesariamente viene de una
función continua si Y es cualquier espacio topológico.)

Ahora podemos definir a la función f : X Ñ Y donde fpxq “ y si y sólo si
para todo V P OpY q, si y P V , entonces x P f˚pV q. f está bien definida:

Para cada x existe al menos una y con esta propiedad pues de no haberla,
para cada y P Y existiría un abierto Vy con y P Vy y tal que x no está en f˚pVyq,
por lo tanto x no está en

Ť

tf˚pVyq | y P Y u, pero
Ť

tf˚pVyq | y P Y u

“f˚
`
Ť

tVy | y P Y u
˘

pf˚ preserva uniones arbitrariasq
“f˚pY q

“X.

Por lo que x no está en X, lo cual es una contradicción.
Por otro lado, a lo más puede existir una y que cumpla la propiedad. De

haber dos y1 ‰ y2 con esta propiedad, al ser Y Hausdorff, existen dos abiertos
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Vy1 y Vy2 que tienen como elementos a y1 y a y2 respectivamente, pero con
intersección vacía. Tenemos entonces que x P f˚pVy1q

Ş

f˚pVy2q

f˚pVy1q
Ş

f˚pVy2q

“f˚
`

Vy1
Ş

Vy2
˘

(f˚ preserva intersecciones finitas)
“f˚pHq

“H.

Por lo que x pertenece al conjunto vacío, lo que es una contradicción.
Así nuestra función f : X Ñ Y está bien definida, además f

´1
pV q “ f˚pV q

para todo abierto V de Y . En particular, f es una función continua.
Para probar que f es la función continua que buscamos, recordemos que

la asignación f˚ : ObjpOpY qq Ñ ObjpOpXqq manda a un subconjunto abierto
V de Y a uno U de X tal que ypUq – f˚pypV qq, como se vio en el capítulo
anterior. Por lo que y

`

f
´1
pV q

˘

– f˚
`

ypV q
˘

. De esta forma, dada una gavilla
F P ShpXq y V un abierto de Y , usando el lema de Yoneda tenemos que

f˚pF qpV q “ F
`

f
´1
pV q

˘

– HomShpXq

`

y
`

f
´1
pV q

˘

, F
˘

– HomShpXq

`

f˚
`

ypV q
˘

, F
˘

– HomShpY q

`

ypV q, f˚pF q
˘

– f˚pF qpV q

Esta equivalencia entre funciones continuas f y parejas de funtores adjuntos
f˚ % f˚, con f˚ preservando límites finitos, lleva a definir los morfismos entre
topos que “preservan la geometría”.

Definición 3.1. Si E y F son dos topos, entonces un morfismo geométrico
f : E Ñ F es una pareja de funtores adjuntos

E
f˚

// F
f˚
oo

donde f˚ % f˚ y f˚ preserva límites finitos.
A f˚ se le llama el funtor imagen inversa y a f˚ el funtor imagen directa.
Definimos a HompE ,Fq como la categoría cuyos elementos son los morfismos

geométricos de E a F . Si f y g son morfismos geométricos de E a F , entonces
una flecha τ : f Ñ g es una transformación natural entre sus funtores imagen
inversa τ : f˚ Ñ g˚.

Tenemos a continuación la definición de morfismos entre sitios (con límites
finitos), que generaliza a los morfismos para espacios topológicos vistos antes.

Definición 3.2. Si pC, Jq y pD,Kq son dos sitios donde C y D tienen todos
los límites finitos, entonces un funtor f : C ÑD es un morfismo entre sitios si
y sólo si:
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1. f es exacto izquierdo (preserva todos los límites finitos).

2. f preserva familias cubrientes, es decir, si tpi : Ui Ñ U | i P Iu es una
cubierta de U en J , entonces la criba generada por la familia tfppiq :
fpUiq Ñ fpUq | i P Iu es una cubierta de fpUq en K.

Incluso si a C y a D les faltan límites finitos, el concepto de que f sea un
funtor exacto izquierdo aún puede tener sentido, sin embargo puede no ser el
correcto. En vez de eso se usa el concepto más fuerte de un funtor plano para
definir morfismos entre sitios más en general. Un funtor plano puede ser pensado
como un funtor que preserva todos los límites finitos, incluso los que no están
ahí aún.

Si C y D tienen todos los límites finitos, entonces los funtores planos entre
C y D son exactamente los exactos izquierdos. Como en este texto sólo traba-
jaremos con sitios con límites finitos, nos conformaremos con esta definición de
morfismos entre sitios.

De forma análoga al caso de los espacios topológicos, un morfismo entre sitios
f : pC, Jq Ñ pD,Kq genera un morfismo geométrico

ShpD,Kq
f˚

// ShpC, Jq.
f˚
oo

Donde el funtor imagen directa se calcula por la composición con f , como
f˚pF qpV q “ F pfpV qq. El funtor imagen inversa se calcula con la extensión de
Kan a lo largo de f , f˚ “ Lanf .

A diferencia del caso para espacios topológicos, un morfismo geométrico f :
ShpD,Kq Ñ ShpC, Jq no necesariamente viene de un morfismo entre sitios. Sin
embargo, si C y D son categorías pequeñas, entonces un morfismo geométrico

ShpD,Kq
f˚

// ShpC, Jq
f˚
oo

es inducido por un morfismo entre sitios f : pC, Jq Ñ pD,Kq si el funtor imagen
inversa f˚ respeta los encajes de Yoneda, es decir existe un funtor F : C Ñ D
que hace conmutar al siguiente diagrama:

C D

ShpC, Jq ShpD,Kq.

F //

f˚
//

yC

��

yD

��

En este caso, se puede probar que F es un morfismo de sitios y así F “ f es
el morfismo entre sitios buscado.

En realidad, no es necesario que la categoría D sea pequeña; basta con que
el sitio pD,Kq tenga un sub-sitio denso pequeño, es decir, una subcategoría
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pequeña i : E � D con topología KE “ K XE tal que el morfismo geométrico
inducido i : ShpD,Kq Ñ ShpE,KEq es una equivalencia de categorías es decir,
que i˚ y i˚ lo son.

La prueba se puede encontrar en la proposición 11.14 de [Shulman, 2012].

3.2. Topologías Subcanónicas y Canónicas
Definición 3.3. Una topología de Grothendieck J sobre una categoría C es
llamada subcanónica si todas las pregavillas representables ypUq : C Ñ Con
son gavillas sobre el sitio pC, Jq.

Por supuesto, un sitio subcanónico es aquel que tiene una topología subca-
nónica.

Note que si pC, Jq es un sitio subcanónico, entonces para cada U P C, el
funtor ypUq “ HomCp , Uq es una gavilla. Por lo que si R es una J-cubierta
de U 1 y thf | f P Ru es una familia compatible para ypUq, entonces para toda
f : V Ñ U 1 de R y g : V 1 Ñ V tenemos que hf ˝ g “ hf˝g. De aquí que existe
una única amalgamación, que es un morfismo h : U 1 Ñ U tal que h ˝ f “ hf
para todo f P R.

Si K es la base para una topología subcanónica J sobre C y R “ tfi : Ui Ñ
U | i P Iu es una K-cubierta de U , consideremos a los productos fibrados para
cada pareja i, j P I

Pi,j Ui

Uj U.

//

fj

//
��

fi

��

Una familia de morfismos thi : Ui Ñ U 1 | i P Iu es una familia R-compatible
del funtor ypUq si y sólo si para cada i, j P I, el cuadrado

Pi,j Ui

Uj U 1

//

hj

//
��

hi

��

es conmutativo. Tenemos entonces que la topología J será subcanónica si y sólo
si para cada familia compatible thi : Ui Ñ U 1 | i P Iu en este sentido, existe un
único morfismo h : U 1 Ñ U tal que h ˝ hi “ fi para toda i P I.

Definición 3.4. La topología canónica sobre una categoría C es la mayor to-
pología de Grothendieck subcanónica sobre C.

Más explícitamente, una criba R es una cubierta para la topología canónica
si y sólo si todo funtor representable ypUq es una gavilla para todo producto
fibrado de R.

Tales cribas son llamadas universalmente efectivo-epimórficas.
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Note que si pC, Jq es un sitio subcanónico, entonces el funtor de Yoneda
y : C Ñ ConCOP

se correstringe a la categoría de gavillas y : C Ñ ShpC, Jq.

Definición 3.5. En cualquier categoría C, una familia de morfismos

tsi : Ai Ñ B | i P Iu

con codominio común es llamada (conjuntamente) epimórfica si para cualquier
par de morfismos g, h : B Ñ C con g ‰ h, existe una i P I tal que g ˝ si ‰ h ˝ si.

Si el coproducto
š

iPI Ai existe en C, esto es equivalente a decir que el
morfismo >si :

š

Ai Ñ B es epimorfismo.

Dada una familia de flechas tsi : Ai Ñ BuiPI con un codominio común B en
un topos E , una propiedad deseable de esta familia sería la construcción de una
flecha f : B Ñ E a partir de una familia “compatible” de morfismos fi : Ai Ñ E
tal que f ˝ si “ fi para cada i. Cuando esto es posible de manera única, uno
dice que la familia dada tsiuiPI es efectiva o efectivo-epimórfica.

En otras palabras, si Ai ˆB Aj es el producto fibrado

Ai ˆB Aj Aj

Ai B

//

si
//

��

sj

��

para cada i, j, las si forman una familia efectiva cuando, para toda familia
compatible tfi : Ai Ñ E | i P Iu; es decir, que hace conmutar al cuadrado

Ai ˆB Aj Aj

Ai E

//

fi

//
��

fj

��

para cada par fi, fj ; existe una única f : B Ñ E tal que f ˝ si “ fi para i P I.

Lema 3.6. En un topos E cualquier familia epimórfica finita es efectiva. Ade-
más, si E tiene coproductos pequeños, entonces cualquier familia epimórfica pe-
queña es efectiva.

Demostración. E siempre tiene colímites finitos; supongamos que E tiene co-
límites de tamaño I. Entonces, por definición, las flechas si de una familia
epimórfica de tamaño I definen un epimorfismo s :

š

iPI Ai Ñ B en E . Como el
producto fibrado conmuta con coproductos, primero sobre j y luego sobre i, en
un topos, el par kernel de este epimorfismo s es

š

i

š

jpAi ˆB Ajq, con los dos
mapeos resultantes hacia

š

Ai como en el diagrama
ž

iPI

ž

jPI

pAi ˆB Ajq //
//
ž

i

Ai
s // // B.
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Pero en cualquier topos, un epimorfismo es el coigualador de su par kernel, en-
tonces s es el coigualador. Las flechas dadas fi como antes generan un morfismo
g :

š

Ai Ñ E sobre el coproducto y la conmutatividad del cuadrado que las ha-
ce una familia compatible para cada i y j muestra que esta flecha g iguala a las
flechas paralelas de

š

i

š

jpAiˆBAjq a
š

iAi. Por lo tanto, g se factoriza como
g “ f ˝ s para un único morfismo f : B Ñ E. Al componer esta igualdad con
las inclusiones del coproducto Ai �

š

Ai obtenemos la identidad f ˝ si “ fi.

3.3. Puntos

Definición 3.7. Si E es un topos, un punto de E es un morfismo geométrico
p : ConÑ E .

Si K es una clase de puntos de E , decimos que K es suficiente si la familia de
funtores imagen inversa tp˚ | p P Ku es conservativa, es decir, si para cualquier
morfismo f : X Ñ Y en E y para cualquier p P K, p˚pfq es isomorfismo,
entonces f es necesariamente isomorfismo.

Decimos que E tiene suficientes puntos si la clase de todos los puntos de E
es suficiente.

El siguiente resultado nos permite caracterizar a los puntos sobre un topos de
Grothendieck en términos de su sitio de definición. De cualquier manera, es más
conveniente dar este resultado en una forma general que caracteriza a todos los
morfismos geométricos de un topos cocompleto E (es decir, con colímites peque-
ños arbitrarios) a un topos de Grothendieck ShpC, Jq (en particular, E puede
ser un topos de Grothendieck, pues todo topos de Grothendieck es cocompleto).

Para esto, primero necesitamos una definición más:

Definición 3.8. Si pC, Jq es un sitio, decimos que un funtor C Ñ E es continuo
(o J-continuo) si mapea cribas J-cubrientes en C a familias epimórficas en E .

Note que si pC, Jq es subcanónico, entonces y : C Ñ ShpC, Jq es un funtor
continuo.

Teorema 3.9. Sean E un topos cocompleto, pC, Jq un sitio tal que C tiene
todos los límites finitos y φ : ShpC, Jq Ñ E un funtor. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) φ es la imagen inversa de un morfismo geométrico E Ñ ShpC, Jq.

(ii) φ es exacto izquierdo y preserva colímites pequeños.

(iii) Existe un funtor exacto izquierdo y continuo P : C Ñ E, tal que φ es
(isomorfo a) la extensión de Kan izquierda de P a lo largo de l : C Ñ

ShpC, Jq.

Más aún, el funtor P en (iii) está determinado, salvo isomorfismo, por φ.
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Probaremos un caso particular de este teorema que nos será útil después: el
caso en el que pC, Jq es un sitio subcanónico. En este caso, el funtor l : C Ñ

ShpC, Jq es simplemente el funtor de Yoneda.
Para esto ocupamos el siguiente lema:

Lema 3.10. Cualquier objeto de ConCOP

puede ser expresado como el colímite
de un diagrama cuyos vértices son funtores representables (de la forma ypUq
para algún U P C).

Demostración. Sea X un objeto de ConCOP

y sea py Ó Xq la categoría coma
cuyos objetos son las parejas pU,αq donde U es un objeto de C y α : ypUq Ñ X

un morfismo de ConCOP

y cuyos morfismos son triángulos conmutativos

ypUq ypV q

X

//

α

��
β

��

en ConCOP

.
Entonces hay un funtor “olvidadizo” py Ó Xq Ñ ConCOP

dado por pU,αq ÞÑ
ypUq; el colímite de este diagrama es X.

En el caso de que pC, Jq es un sitio subcanónico, tenemos que cada gavilla
de ShpC, Jq está dada por el mismo colímite restringido. Además, y : C Ñ

ShpC, Jq es fiel y pleno.
Ahora probamos el teorema.

Demostración. piq ñ piiq es trivial.

piiq ñ piiiq: Sea P la composición C
y
ÝÑ ShpC, Jq

φ
ÝÑ E . Entonces P es

ciertamente exacta izquierda al serlo y y φ; además es continua pues y lo es y
φ preserva colímites y epimorfismos. Si X es un objeto de ShpC, Jq, entonces

X – lim
ÝÑ
pyÓXq

ypUq

en ShpC, Jq, como se mencionó en el lema anterior. Aplicando φ, como preserva
colimites, tenemos

φpXq – lim
ÝÑ
pyÓXq

P pUq,

que es precisamente la fórmula que define a la extensión de Kan.
piiiq ñ piq Si φ es la extensión de Kan izquierda de P a lo largo de y : C Ñ

ShpC, Jq, entonces el adjunto derecho de φ es P˚ : E Ñ ShpC, Jq. Donde si
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A es un objeto de E , entonces P˚pAq “ ypAq ˝ P “ HomEpP p q, Aq. De esta
forma, usando el lema de Yoneda, si X es un elemento de shpC, Jq,

HomShpC,JqpX,P˚pAqq “ HomShpC,Jq

`

lim
ÝÑ
pyÓXq

ypUq, P˚pAq
˘

– lim
ÝÑ
pyÓXq

`

HomShpC,Jq

`

ypUq, P˚pAq
˘˘

– lim
ÝÑ
pyÓXq

`

P˚pAqpUq
˘

“ lim
ÝÑ
pyÓXq

`

HomEpP pUq, Aq
˘

– HomE
`

lim
ÝÑ
pyÓXq

P pUq, A
˘

– HomEpφpXq, Aq.

Como pC, Jq es subcanónica, cada gavilla es colímite de funtores de la forma
ypUq que se corresponde con φ por su definición como la extensión de Kan.
Además, φ preserva colímites finitos, pues P lo hace. Por lo que φ es el funtor
imagen inversa de este morfismo geométrico.

Para establecer la unicidad de P , debemos probar que un morfismo P : C Ñ

E continuo y exacto izquierdo es isomorfo a la restricción de su extensión de Kan
izquierda a lo largo de y, es decir, que el mapeo conónico

P pUq ÝÑ lim
ÝÑ

pyÓypUqq

P pV q

es un isomorfismo. Pero esto es trivial, pues el encaje de Yoneda es fiel y pleno.

Corolario 3.11. Un corolario importante de este teorema es que

HompE , ShpC, Jqq – ConLexpC, Eq

donde ConLex se refiere a la categoría cuyos objetos son los funtores exactos iz-
quierdos y continuos de C a E y cuyos morfismos son todas las transformaciones
naturales entre ellos.

Demostración. Esta es una equivalencia de categorías natural en E , pues si
f : F Ñ E es un morfismo geométrico, entonces

Hompf, ShpC, Jqq : HompE , ShpC, Jqq Ñ HompF , ShpC, Jqq

manda al morfismo geométrico α a α˝f que tiene como imagen directa a α˚˝f˚
y como imagen inversa a f˚ ˝ α˚, mientras que

ConLexpC, fq : ConLexpC, Eq Ñ ConLexpC,Fq
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manda al funtor exacto izquierdo y continuo P a f˚ ˝ P . Así, el cuadrado

HompE , ShpC, Jqq ConLexpC, Eq

HompF , ShpC, Jqq ConLexpC,Fq

– //

–
//

Hompf,ShpC,Jqq

��

ConLexpC,fq

��

es conmutativo; por ambos caminos, un morfismo geométrico α va a dar al funtor
continuo y exacto izquierdo f˚ ˝ α˚ ˝ y.

Este resultado será muy útil en el último capítulo para la construcción del
topos clasificante de una teoría geométrica.

Supongamos ahora que γ : F Ñ COP es un diagrama filtrante, entonces el
funtor

lim
ÝÑ
F

`

HomCpγpUq, q
˘

: C Ñ Con

es un funtor exacto izquierdo. Por el teorema anterior, este funtor corresponde
a un punto ConÑ ConCOP

. Es esto lo que motiva a la siguiente definición:

Definición 3.12. Un pseudo-punto de C es un sistema filtrante inverso de
objetos deC, es decir, una categoría filtrante (pequeña) I y un funtor I Ñ COP ;
i ÞÑ Ui.

Si P “ tUi | i P Iu es un pseudo-punto de C, usaremos también a la letra P
para denotar al funtor exacto izquierdo lim

ÝÑI

`

HomCpUi, q
˘

: C Ñ Con.

Proposición 3.13. Sean pC, Jq un sitio tal que C tiene límites finitos y P “
tUi | i P Iu un pseudo-punto de C. Entonces el punto del topos de pregavillas
ConCOP

determinado por P , se factoriza a través de la inclusión de las gavillas
ShpC, Jq� ConCOP

si y sólo si para cada objeto V de C, cada criba R P JpV q,
y cada Ui Ñ V en C con i P I, existe una flecha k Ñ i en I tal que Uk Ñ Ui Ñ V
está en R.

Demostración. La condición dada es simplemente el hecho de que el funtor
lim
ÝÑI

`

HomCpUi, q
˘

manda a R a una familia epimórfica en Con, entonces es
un funtor continuo y exacto izquierdo; por lo que este resultado es inmediato
del teorema 3.9.

Un pseudo-punto que satisface esta condición es llamado un pseudo-punto
del sitio pC, Jq.

Definición 3.14. Un topos coherente es un topos de Grothendieck ShpC, Jq
tal que C tiene límites finitos y la topología J está generada por una base en la
cual cada familia cubriente es finita.

Un sitio pC, Jq que cumple estas hipótesis es llamado un sitio de tipo finito.
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3.4. El Teorema de Deligne
En esta sección probamos el importante teorema de P. Deligne que afirma

que todo topos coherente tiene suficientes puntos. Si pC, Jq es un sitio de tipo
finito, podemos considerar a la clase de pseudo-puntos de C que está definida
sobre conjuntos filtrantes y asignarle un orden parcial.

Si P “ tUi | i P Iu y Q “ tVk |k P Ku son dos pseudo-puntos, decimos que Q
es un refinamiento de P si hay un monomorfismo que preserva el orden I � K
tal que el diagrama

I COP

K

//
99��

��

conmuta.
Queremos probar que un pseudo-punto de C tiene un refinamiento “ade-

cuado” que es de hecho un pseudo-punto de pC, Jq. Por conveniencia, si P “

tUi | i P Iu es un pseudo-punto de C, usaremos la letra P también para denotar
al funtor imagen inversa

ConCOP

ÝÑ Con; X ÞÝÑ lim
ÝÑ
I

pXpUiqq

del punto que este define.

Lema 3.15. Sean P “ tUi | i P Iu un pseudo-punto de C, X una J-gavilla
sobre C y x, y dos elementos distintos de P pXq.

Sean tVj Ñ V | j “ 1, . . . , nu una familia J-cubriente finita en C, y v un
elemento de P pypV qq.

Entonces existe un refinamiento de Q de P tal que

(a) Las imágenes de x, y bajo el mapeo natural P pXq Ñ QpXq son distintas.

(b) La imagen de v bajo P pypV qq Ñ QpypV qq es elemeto de

n
ď

j“1

Im
`

QpypVjqq Ñ QpypV qq
˘

.

Demostración. Por definición, P pypV qq “ lim
ÝÑI

pHomCpUi, V qq, por lo que v
viene de un morfismo Ui0

v
ÝÑ V para algún i0 P I. Para cada i ě i0 y cada j, si

consideramos al producto fibado

Uij Vj

Ui V ;Ui0

//

//
v

//
�� ��
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entonces la familia tUij Ñ Ui | j “ 1, . . . , nu es una J-cubierta, y además
XpUiq Ñ

śn
j“1XpUijq es monomorfismo. Pero los colímites filtrantes preservan

productos finitos y monomorfismos, entonces

P pXq “ lim
ÝÑ
I

XpUiq – lim
ÝÑ
pi0{Iq

XpUiq�
n
ź

j“1

`

lim
ÝÑ
pi0{Iq

XpUijq
˘

es un monomorfismo. (Donde pi0{Iq denota al suborden de I generado por ti P
I | i ě i0u.)

En particular, podemos encontrar una k tal que x, y tienen distintas imágenes
en ĺımpi0{IqXpUikq. Ahora, sea K “ I ˆ t0u

Ť

pi0{Iq ˆ t1u con el orden del
producto (es decir, pi, jq ď pi1, j1q si y sólo si i ď i1 y j ď j1); entonces K es
un orden filtrante, y podemos definir a un pseudo-punto Q con los índices de K
por la asignación

pi, 0q ÞÝÑ Ui; pi, 1q ÞÝÑ Uik.

Para cualquier pregavilla Y sobre C, tenemos que QpY q “ lim
ÝÑpi0{Iq

Y pUikq;
entonces el pseudo-punto Q tiene las propiedades requeridas.

Lema 3.16. Sean P , X y x, y como en el lema anterior. Entonces existe un
refinamiento Q de P tal que

(a) Las imágenes de x, y bajo el mapeo natural P pXq Ñ QpXq son distintas.

(b) Para cada objeto V de C, cada criba J-cubriente R sobre V y cada v P
P pypV qq, la imagen de v bajo P pypV qq Ñ QpypV qq está en la imagen de
QpRq� QpypV qq.

Demostración. consideremos a Z el conjunto de todas las ternas pV,R, vq
donde V es un objeto de C, R es una criba J-cubriente finitamente generada
sobre V y v P P pypV qq. Eligiendo un buen orden de Z, podemos indexar a sus
miembros con algún ordinal α. Ahora hacemos recursión transfinita para definir
a una sucesión de pseudo-puntos tQβ | β ď αu, como sigue:

Q0 “ P .
Si β “ γ ` 1, entonces Qβ es obtenido desde Qγ aplicando el lema anterior

a una familia generadora finita tVγj Ñ Vγ | j “ 1, . . . , nγu para la criba Rγ , y a
la imagen de vγ en QγpVγq.

Si β es un ordinal límite, entonces Qβ es el único refinamiento común de
los pseudo-puntos tQγ | γ ă βu, cuyo conjunto parcialmente ordenado filtrante
subyaciente es el colímite de aquellos subyacientes a los Qγ .

Entonces es fácil ver que las imágenes de x, y en QβpXq son distintas para
cada β, y si γ ď β entonces la imagen de vγ en QβpypVγqq está en la imagen de
QβpRγq. Por lo tanto, Q “ Qα es el refinamiento requerido de P .

El pseudo-punto Q construido en este lema no necesariamente es un punto
de pC, Jq, pues no todo elemento de QpypV qq está necesariamente en la imagen
de P pypV qq Ñ QpypV qq. De cualquier manera, podemos rectificar esto haciendo
una recursióm más de longitud ω como sigue:
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Lema 3.17. Sean P , X y x, y como en el lema anterior. Entonces existe un
pseudo-punto Q de pC, Jq que es un refinamiento de P tal que las imágenes de
x, y bajo P pXq Ñ QpXq son distintas.

Demostración. Definamos a la secuencia de pseudo-puntos Pn haciendo P0 “

P , y definiendo Pn`1 como el refinamiento de Pn construido en el lema anterior.
Definimos a Q como el colímite de los Pn; tenemos que QpY q “ lim

ÝÑ
PnpY q

para cualquier pregavilla Y sobre C. Entonces, x, y tienen imágenes distintas
en QpXq; y si R Ñ ypV q es una criba J-cubriente, entonces cada elemento de
QpypV qq viene de un elemento de PnpypV qq para algún n, y entonces de algún
elemento de Pn`1pRq. Por lo tanto tenemos que Q es un pseudo-punto de pC, Jq.

Teorema 3.18. (Teorema de Deligne) Un topos coherente tiene suficientes
puntos.

Demostración. Sea E “ ShpC, Jq un topos coherente con pC, Jq su sitio de
tipo finito. Es suficiente mostrar que, dadas un par de flechas paralelas f, g : Y Ñ
X en E con f ‰ g, podemos encontrar un punto q de E con q˚pfq ‰ q˚pgq. Pero
podemos ciertamente encontrar un objeto U de C y y P Y con fU pyq ‰ gU pyq;
ahora aplicamos el lema anterior a este par de elementos distintos de XpUq,
tomando a P como el pseudo-punto de C definido por el sistema filtrante trivial
pUq. Entonces obtenemos un pseudo-punto Q de pC, Jq y por lo tanto un punto
q de E , tal que la imagen de y en q˚pY q tiene distintas imágenes bajo q˚pfq y
q˚pgq.

Si un topos E tiene suficientes puntos, entonces tenemos también que toda
flecha f : Y Ñ X de E , es monomorfismo siempre que para todo punto p, p˚pfq
lo es. Para probar la anterior afirmación, sean g y h son dos flechas tales que
f ˝ g “ f ˝h, se tiene que para todo punto p, p˚pfq ˝p˚pgq “ p˚pfq ˝p˚phq, pero
si p˚pfq es mono tendremos que p˚pgq “ p˚phq, si esto es así para cada punto p,
como E tiene suficientes puntos, entonces g “ h. Por lo que f es monomorfismo.

Análogamente, f es epimorfismo si p˚pfq lo es para todo punto p. Luego,
f es isomorfismo (al ser equivalente a ser mono y epi en un topos) si p˚pfq es
isomorfismo para todo punto p del topos.

Es importante destacar también que en un topos con suficientes puntos,
para cualesquiera dos subobjetos A y B de un objeto X del topos, tenemos que
A ď B si para todo punto p del topos p˚pAq ď p˚pBq:

Si p˚pAq ď p˚pBq entonces el monomorfismo p˚pBq� p˚pAq _ p˚pBq es de
hecho un isomorfismo, pero como p˚ preserva colímites, tenemos que p˚pAq _
p˚pBq – p˚pA _ Bq. Luego, p˚pBq � p˚pA _ Bq es un isomorfismo para cada
punto p del topos, por lo que B � A _ B es un isomorfismo y de aquí que
A ď B.





Capítulo 4

Lógica de Primer Orden

En este capítulo tomamos una ligera generalización de la lógica de primer
orden (en la que tenemos múltiples tipos) y definimos lo que es una estructura
en un topos, definimos lo que es un modelo de una teoría en un lenguaje dado
y vemos cómo podemos interpretar las fórmulas de primer orden en cualquier
estructura.

Al final de la primera sección vemos cómo, a partir de una estructura M en
un topos E y un funtor entre topos f : E Ñ F que preserva productos finitos,
podemos obtener una estructura fM en F .

En la segunda sección definimos lo que es una fórmula geométrica y una
fórmula coherente, y luego definimos lo que es una teoría geométrica y una
teoría coherente. La importancia de las teorías geométricas y coherentes radica
en que si M es un modelo de una teoría geométrica o coherente T y f˚ es el
funtor imagen inversa de un morfismo geométrico entonces la esturcura f˚M
también es modelo de la teoría T .

En la última sección definimos a la categoría de objetos definibles sobre un
modelo M . Además, dotamos a esta categoría con una topología de Grothen-
dieck. La motivación para definir a esta categoría con su topología es que será
de mucha ayuda para construir al topos clasificante de una teoría geométrica o
coherente en el siguiente capítulo.

4.1. Modelos en Topos

Un lenguaje de primer orden L, para nosotros constará de una colección de
“tipos” (de variables) X,Y, . . . , una colección de símbolos de relación R,S, . . .
y de símbolos de función f, g, . . . , y posiblemente algunas constantes c, d, . . . .

Cada relación está dada junto con los tipos de sus argumentos. Por ejem-
plo R “ Rpx, yq puede ser una relación binaria que toma un argumento x del
tipo X en su primera entrada y uno y del tipo Y en la segunda, en este caso
escribimos “R Ď X ˆ Y ”. (Note que esto es puramente notación ya que R no
es realmente subconjunto de algún producto entre X y Y ; X,Y y R son sólo
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símbolos del lenguaje.) Similarmente, cada símbolo de función tiene los tipos de
sus argumentos y un tipo de salida. Escribimos como notación

f : X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn Ñ Y

si f toma n argumentos de tipos X1, . . . , Xn respectivamente y da un valor del
tipo Y . También cada símbolo de constante tiene su tipo específico. Escribimos
c P X o c : 1 Ñ X para indicar que el símbolo de constante c es del tipo X.
También asumimos que para cada tipo X, el lenguaje tiene una cantidad infinita
de variables x1, x2, x3, . . . (o x, y, z, . . . ) de ese tipo y a veces escribimos “x P X”
para indicar que x es una variable del tipo X.

Note que esta es una generalización de un lenguaje de primer orden usual,
en el que sólo hay un tipo. Más sobre el lenguaje de primer orden usual se puede
encontrar, por ejemplo, en [Enderton, 2001].

Con un lenguaje L de primer orden, uno puede construir términos y fórmulas
de la manera usual:

Términos (del tipo X):

Cada variable o símbolo de constante del tipo X es un término del tipo
X.

Supongamos que t1, . . . , tn son símbolos de tipos X1, . . . , Xn respectiva-
mente y que f : X1, . . . , Xn Ñ X es un símbolo de función, entonces
fpt1, . . . , tnq es un término del tipo X.

Fórmulas Atómicas:

Si R Ă X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn es un símbolo de relación de n argumentos de tipos
X1, . . . , Xn y t1, . . . , tn son términos de los tipos X1, . . . , Xn respectiva-
mente, entonces Rpt1, . . . , tnq es una fórmula atómica.

Si t y t1 son dos términos del mismo tipo Y entonces t “ t1 es una fórmula
atómica también.

Los símbolos J y K son también fórmulas atómicas (las fórmulas idénti-
camente verdadero y falso, respectivamente).

De tales fórmulas atómicas uno puede construir fórmulas más complica-
das usando los conectivos ^,_,Ñ, y cuantificadores de cualquier tipo (@x P
X, Dx P X). De la manera estandar, ocurrencias de las variables gobernadas por
algún cuantificador se dice que están acotadas, en caso contrario se les llama
libres.

Definición 4.1. Dado un lenguaje L y un topos E , una L-estructura o L-
interpretación M es una función que a cada tipo X le asigna un objeto del
topos XM P E ; a cada símbolo de relación R Ď X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn le asigna un
subobjeto RM del objeto XM

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ XM
n P E ; a cada símbolo de función

f : X1ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn Ñ Y le asigna un morfismo fM : XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n Ñ YM P E ;
y a cada símbolo de constante c P X le asigna un morfismo cM : 1 Ñ XM P E .
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Dada una interpretación M , uno puede definir la interpretación de un tér-
mino t de tipo Y , cuyas variables se encuentran entre los tipos X1, . . . , Xn como
un morfismo tM : XM

1 , . . . , XM
n Ñ YM de E como sigue:

1. si t “ xi (una variable), entonces el morfismo tM es la proyección

tM : XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n
πi
ÝÑ XM

i ;

2. si t “ c (un símbolo de constante del tipo Y ), entonces tM es la composi-
ción de los morfismos

tM : XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n Ñ 1
cM
ÝÝÑ YM ;

3. si t “ fpt1, . . . , tmq entonces tM es la composición

tM : XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n

ptM1 ,...,tMm q
ÝÝÝÝÝÝÝÑ YM1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ YMm

fM

ÝÝÑ YM .

Para el caso de una fórmula ϕpx1, . . . , xnq con variables libres entre las en-
listadas, definimos a su interpretación bajo la estructura M como un subobjeto

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M Ď XM

1 ˆˆXM
n

en E de la siguiente manera:

1. Si ϕ es pt “ t1q entonces tpx1, . . . , xnq | t “ t1uM es el igualador de los
morfismos tM y t1M :

tpx1, . . . , xnq | t “ t1uM � XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n Ñ YM .

2. Si ϕ es Rpt1, . . . , tkq para algún símbolo de relación R Ď Y1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Yk
y términos ti de tipo Yi (cada uno con variables libres con tipos entre
X1, . . . , Xn), entonces el subobjeto tpx1, . . . , xnq | Rpt1, . . . , tnqu

M es el
producto fibrado de el subobjeto RM a lo largo de ptM1 , . . . , tMn q:

tpx1, . . . , xnq |Rpt1, . . . , tnqu
M RM

XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n YM1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ YMk .

//
��

��

ptM1 ,...,tMn q

//

��

��

3. Para terminar con las fórmulas atómicas,

tpx1, . . . , xnq | Ju
M “ XM

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM
n

y
tpx1, . . . , xnq | Ku

M “ 0 (el objeto cero de E).
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Los conectivos ^,_,Ñ, son interpretados usando las operaciones corres-
pondientes en el álgebra de Heyting de subobjetos; por ejemplo, para ^ defini-
mos:

tpx1, . . . , xnq | ϕ^ ψu
M “ tpx1, . . . , xnq | ϕu

M ^ tpx1, . . . , xnq | ψu
M .

Finalmente, para los cuantificadores, tenemos que para cualquier flecha α :
E1 Ñ E en un topos E , la “imagen inversa” α´1 : SubpEq Ñ SubpE1q tiene
adjuntos izquierdo y derecho Dα y @α : SubpE1q Ñ SubpEq. Podemos interpretar
a los cuantificadores del lenguaje L usando estas adjunciones:

tpx1, . . . , xnq | @xϕpx1, . . . , xn, xqu
M “ @π

`

tpx1, . . . , xn, xq |ϕpx1, . . . , xn, xqu
M
˘

,

donde π : XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ XM

n ˆ XM Ñ XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ XM

n es la proyección; y
similarmente para el cuantificador existencial:

tpx1, . . . , xnq | Dxϕpx1, . . . , xn, xqu
M “ Dπ

`

tpx1, . . . , xn, xq | ϕpx1, . . . , xn, xqu
M
˘

.

Como antes, decimos que una fórmula φ es válida en M (en el topos E) si
tpx1, . . . , xnq | ϕu

M es el subobjeto máximo XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n mismo, para cada
secuencia x1, . . . , xn que contenga a las variables libres de ϕ.

Note que esta noción generaliza también al lenguaje de Mitchell-Bénabou
(1.11), y por lo tanto lo que se probó sobre la semántica de Kripke-Joyal (1.14)
y su noción de forcing sigue aplicando en este contexto.

Dada una teoría T (un conjunto de fórmulas) en un lenguaje L, un modelo
de T (o un T -modelo) en un topos E es una interpretación M de este lenguaje
en E tal que todas las fórmulas de T son válidas en M .

Definición 4.2. Dadas dos interpretacionesM yM 1 del lenguaje L en un topos
E , un homomorfismo H : M ÑM 1 es una colección de morfismos HX : XM Ñ

XM 1

en E , una por cada tipo X de L, que respeta las interpretaciones de los
símbolos de relación, de función y de constante:

1. Para cada símbolo de relación R Ď X1ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn existe una factorización

RM RM
1

XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n XM 1

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM 1

n .

//
��

��

HX1
ˆ¨¨¨ˆHXn

//

��

��

2. Para cada símbolo de función f : X1ˆ¨ ¨ ¨ˆXn Ñ Y , el siguiente diagrama
conmuta:

XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n XM 1

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM 1

n

YM YM
1

.

HX1
ˆ¨¨¨ˆHXn

//

fM

��

HY

//

fM1

��
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3. Para cada símbolo de constante c P X, el siguiente diagrama conmuta:

1 1

XM XM 1

.

cM

��

HX

//

cM
1

��

Lo anterior da la pauta para la definición de una categoría de todas las
interpretaciones de L en E con homomorfismos de interpretaciones por flechas.
Para cada teoría T en el lenguaje L, definimos a la subcategoría plena de la
categoría de interpretaciones: la categoría ModpT, Eq de T -modelos en E .

Dado un funtor exacto-izquierdo (que preserva límites finitos) entre dos topos
F : E Ñ F y una interpretación M del lenguaje L en E , podemos definir una
interpretación FM en F , definida en tipos como

XFM “ F pXM q

para cada tipo X de L.
Si R Ď X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn es un símbolo de relación de L, como F preserva

productos y monomorfismos, podemos definir a RFM como

RFM “ F pRM q Ď XFM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXFM

n

ya que F pXM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n q “ F pXM
1 q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ F pX

M
n q.

Lo mismo podemos hacer con los símbolos de función y de constante:

fFM “ F pfM q : XFM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXFM

n Ñ Y FM

y
cFM “ F pcM q : 1 Ñ XFM

pues F p1Eq “ 1F .
Además, F se puede llevar a un funtor de las L-interpretaciones en E a las

L-interpretaciones en F como pFHqX : XFM F pHXq
ÝÝÝÝÑ XFM 1

. No obstante, dada
una teoría T , este funtor no necesariamente se restringe a un funtor

F : ModpT, Eq Ñ ModpT,Fq;

no hay razón por la cual los axiomas válidos en una L-estructura M en E deban
serlo también en la L-estructura FM en F .

En la sección siguiente veremos un caso interesante en el que el funtor F
preserva la validez de ciertas fórmulas.

4.2. Teorías Coherentes y Geométricas
Dado un funtor exacto-izquierdo F : E Ñ F y una L-interpretación M en

E , ya sabemos que existe una L-interpretación FM en F . Además, dada una
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fórmula ϕ tenemos al subobjeto tpx1, . . . , xnq|ϕu
M en E y a tpx1, . . . , xnq|ϕu

FM

en F , pero no necesariamente

F
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M
˘

“ tpx1, . . . , xnq | ϕu
FM .

En esta sección veremos un tipo particular de fórmulas, llamadas fórmu-
las geométricas, que son preservadas es este sentido por la imagen inversa de
cualquier morfismo geométrico.

Definición 4.3. En un lenguaje de primer orden L, una fórmula ϕ es llamada
coherente si se puede obtener a partir de fórmulas atómicas por conjunción ^,
disjunción _ y cuantificador existencial Dx.

Además, una fórmula así es llamada geométrica, si permitimos también el
uso de la disyunción

Ž

jPJϕj de una cantidad arbitraria de fórmulas sobre un
conjunto J ; la interpretación de una fórmula así es

tpx1, . . . , xnq |
Ž

jPJ ϕju
M “

ł

jPJ

tpx1, . . . , xnq | ϕju
M � XM

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM
n

la cual tiene sentido, pues las álgebras de Heyting definidas por los subobjetos
en un topos E tienen supremos arbitrarios (pequeños).

En general, al usar una disyunción arbitraria, una fórmula podría tener un
producto infinito de definición. El problema con esto es que un funtor tendría
que preservar productos infinitos para poder preservar estas fórmulas, además,
no todo topos tiene todos los productos infinitos. Es por esto que en nuestra
definición de disyunción arbitraria pedimos que el conjunto de variables libres
de las fórmulas tϕj | j P Ju estén entre las de una sucesión finita px1, . . . , xnq.
Por lo que, sin pérdida de generalidad, cada ϕj es de la forma ϕjpx1, . . . , xnq.

Más precisamente, la colección de fórmulas geométricas es la menor colección
de fórmulas tal que

1. Las fórmulas atómicas Rpt1, . . . , tnq, t “ t1, J y K son todas fórmulas
geométricas.

2. Si ϕ y ψ son fórmulas geométricas, entonces también lo son ϕ^ψ y ϕ_ψ.

3. Si ϕ es una fórmula geométrica, entonces también lo es Dxϕ donde x es
una variable del tipo X para algún tipo X de L.

4. Si tϕj | j P Ju es un conjunto de fórmulas geométricas con variables li-
bres entre las de una sucesión finita px1, . . . , xnq, entonces

Ž

jPJϕj es una
fórmula geométrica.

Las fórmulas construidas sólo con los primeros tres puntos son exactamen-
te las fórmulas coherentes. Las fórmulas coherentes son en particular fórmulas
geométricas.
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Teorema 4.4. Sean E y F dos topos, M una L-estructura en E y f : F Ñ E un
morfismo geométrico, si f˚M es la interpretación inducida por el funtor imagen
inversa f˚ : F Ñ E y ϕ es una fórmula geométrica, entonces

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M
˘

“ tpx1, . . . , xnq | ϕu
f˚M .

Análogamente, este resultado es cierto si ϕ es una fórmula coherente.

Demostración. Primero veamos que si t es un término de tipo Y con variables
libres entre los tipos X1, . . . , Xn, entonces

f˚ptM q “ tf
˚M : Xf˚M

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXf˚M
n Ñ Y f

˚M

para esto procedemos por inducción sobre la formación de términos:

1. Si t “ xi, entonces tM “ πi la proyección, pero como f˚ preserva productos
(por definición de morfismo geométrico), entonces preserva también las
proyecciones, por lo que f˚ptM q “ tf

˚M .

2. Si t “ c un símbolo de constante de tipo Y entonces tM “! ˝ cM en donde
! : Xf˚M

1 ˆ¨ ¨ ¨ˆXf˚M
n Ñ 1 es la única flecha; como f˚ es un funtor, abre

composiciones, por lo que f˚ptM q “ f˚p! ˝ cM q “ f˚p!q ˝ f˚pcM q. Como
por definición cf

˚M “ f˚pcM q y f˚ preserva al objeto terminal 1, entonces
f˚p!q es la única flecha correspondiente por lo que f˚ptM q “ tf

˚M .

3. Si suponemos que f˚ptMi q “ tf
˚M
i para cada i P t1, . . . ,mu y tenemos que

t “ gpt1, . . . , tmq, entonces por definición tM “ gM ˝ ptM1 , . . . , tMm q, como
f˚ abre composiciones, tenemos que

f˚ptM q “ f˚
`

gM ˝ ptM1 , . . . , tMm q
˘

“ f˚pgM q ˝ f˚ptM1 , . . . , tMm q.

Por definición gf
˚M “ f˚pgM q y f˚ preserva productos, entonces

f˚ptM1 , . . . , tMm q “
`

f˚ptM1 q, . . . , f
˚ptMm q

˘

“ ptf
˚M

1 , . . . , tf
˚M
m q

por lo que f˚ptM q “ tf
˚M .

Esto termina la prueba por inducción, de donde concluimos que f˚ptM q “
tf
˚M para todo término t de L. Ahora procedemos a probar (también por in-

ducción) que si ϕ es una fórmula geométrica, entonces

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M
˘

“ tpx1, . . . , xnq | ϕu
f˚M

primero veamos que es cierto para fórmulas atómicas:

1. Si ϕ es pt “ t1q, entonces tpx1, . . . , xnq | ϕu
M es el igualador de tM y

t1M . Como f˚ preserva igualadores, entonces f˚
`

tpx1, . . . , xnq |ϕu
M
˘

es el
igualador de f˚ptM q “ tf

˚M y f˚pt1M q “ t1f
˚M , por lo que es exactamente

tpx1, . . . , xnq | ϕu
f˚M .
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2. Si ϕ es Rpt1, . . . , tmq, entonces tpx1, . . . , xnq|ϕu
M es el producto fibrado de

RM a lo largo de ptM1 , . . . , tMm q. Como f˚ preserva productos fibrados, en-
tonces f˚

`

tpx1, . . . , xnq |ϕu
M
˘

es el producto fibrado de f˚pRM q “ Rf
˚M

a lo largo de f˚ptM1 , . . . , tMm q “ pt
f˚M
1 , . . . , tf

˚M
m q, o sea, es exactamente

tpx1, . . . , xnq | ϕu
f˚M .

3. Finalmente, como f˚ preserva al objeto inicial 0 y a los productos, entonces

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | Ku
M
˘

“ f˚p0Eq

“ 0F

“ tpx1, . . . , xnq | Ku
f˚M

y

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | Ju
M
˘

“ f˚pXM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n q

“ Xf˚M
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXf˚M

n

“ tpx1, . . . , xnq | Ju
f˚M .

De aquí que el teorema se cumple para fórmulas atómicas. Para seguir con
la inducción, supongamos que ϕ y ψ son dos fórmulas tales que

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M
˘

“ tpx1, . . . , xnq | ϕu
f˚M

y

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ψu
M
˘

“ tpx1, . . . , xnq | ψu
f˚M .

Como A^B � C es el producto fibrado de A� C y B � C y f˚ preserva
los productos fibrados, entonces

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕ^ ψu
M
˘

“f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M ^ tpx1, . . . , xnq | ψu

M
˘

“f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M
˘

^ f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ψu
M
˘

“tpx1, . . . , xnq | ϕu
f˚M ^ tpx1, . . . , xnq | ψu

f˚M

“tpx1, . . . , xnq | ϕ^ ψu
f˚M

Además, como f˚ preserva límites finitos y colímites, entonces preserva la
imagen directa de un morfismo, que se puede construir como el igualador de
las flechas obtenidas del coproducto fibrado de la flecha con ella misma. Como
A _ B � C es la imagen directa del coproducto A ` B Ñ C y f˚ también
preserva los coproductos binarios, entonces f˚ preserva también los supremos



4.2. TEORÍAS COHERENTES Y GEOMÉTRICAS 57

binarios, de donde

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕ_ ψu
M
˘

“f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M _ tpx1, . . . , xnq | ψu

M
˘

“f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M
˘

_ f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ψu
M
˘

“tpx1, . . . , xnq | ϕu
f˚M _ tpx1, . . . , xnq | ψu

f˚M

“tpx1, . . . , xnq | ϕ_ ψu
f˚M

Ahora, si α : C Ñ C 1 es un morfismo en E , DαpAq � C 1 es la imagen
directa de A � C

α
ÝÑ C 1 y como f˚ preserva las imágenes directas, entonces

f˚
`

DαpAq
˘

� f˚pC 1q es la imagen directa de f˚pAq� f˚pCq
f˚α
ÝÝÝÑ f˚pC 1q, es

decir, f˚
`

DαpAq
˘

“ Df˚α
`

f˚pAq
˘

. Como f˚ preserva productos y por lo tanto
las proyecciones, tenemos:

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | Dxϕu
M
˘

“f˚
`

Dπ
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M
˘˘

“Df˚π
`

f˚
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M
˘˘

“Dπ
`

tpx1, . . . , xnq | ϕu
f˚M q

“tpx1, . . . , xnq | Dxϕu
f˚M

Esto concluye la inducción para fórmulas coherentes.
Para fórmulas geométricas, falta el caso de disyunciones infinitas; pero como

f˚ tiene adjunto derecho, entonces preserva todos los colímites pequeños. En
particular, preserva al coproducto arbitrario

ž

jPJ

tpx1, . . . , xnq | ϕju
M Ñ XM

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM
n ,

luego, preserva a la imagen directa de este morfismo, por lo que

f˚
`

tpxiqiPI |
Ž

jPJ ϕju
M
˘

“f˚
`
Ž

jPJ tpxiqiPI | ϕju
M
˘

“
Ž

jPJ f
˚
`

tpxiqiPI | ϕju
M
˘

“
Ž

jPJ tpxiqiPI | ϕju
f˚M

“tpxiqiPI |
Ž

jPJ ϕju
f˚M

Definición 4.5. Se dice que una teoría T en un lenguaje L es una teoría cohe-
rente o una teoría geométrica si todos sus axiomas son de la forma

@x1 . . .@xn
`

ϕpx1, . . . , xnq Ñ ψpx1, . . . , xnq
˘

(4.1)

donde ϕ y ψ son fórmulas coherentes o geométricas respectivamente con varia-
bles libres entre las enlistadas x1, . . . , xn.
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Corolario 4.6. Para una teoría geométrica (o coherente) T , cada morfismo
geométrico f : F Ñ E induce un funtor f˚ : ModpT, Eq Ñ ModpT,Fq.
Demostración. Supongamos que M es una L-estructura en el topos E tal que
todos los axiomas de T son válidos en M . Tenemos que probar que los axiomas
de T son de nuevo válidos en la L-estructura f˚M en F . Cada uno de los
axiomas de T son de la forma 4.1 y una fórmula de esa forma es válida en M si
y sólo si

tpx1, . . . , xnq | ϕu
M ď tpx1, . . . , xnq | ψu

M

como subobjetos de XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ XM

n (donde Xi es el tipo de la variable xi).
Como f˚ preserva inclusiones de subobjetos, tenemos que

f˚ptpx1, . . . , xnq | ϕu
M q ď f˚ptpx1, . . . , xnq | ψu

M q

y como ϕ y ψ son fórmulas geométricas, tenemos que

tpx1, . . . , xnq | ϕu
f˚M ď tpx1, . . . , xnq | ψu

f˚M .

Entonces @x1 . . .@xnpϕ Ñ ψq es válida en f˚M . Esto es cierto para cada
axioma de T , por lo que f˚M es modelo de T en F siempre que M lo es en E .

4.3. La Categoría de Objetos Definibles
Por objetos “definibles” deseamos referirnos a los de la forma tx | ϕpxquM

para alguna fórmula geométrica (o coherente) ϕ.
Preliminarmente, dado un morfismo s : AÑ B en un topos (o simplemente

en una categoría con límites finitos), definimos a la gráfica de s como la flecha

p1, sq : A� AˆB

salvo isomorfismo, es decir, si α : S
–
ÝÑ A es un isomorfismo y s1 “ s˝α, entonces

Graphpsq : S
pα,s1q
ÝÝÝÑ AˆB. (4.2)

En efecto, p1, sq y pα, s1q son isomorfos como subobjetos de AˆB.
Bajo esta correspondencia entre flechas s : A Ñ B y gráficas S � A ˆ

B, la composición de flechas puede ser expresada como un producto fibrado.

Explicitamente, si S
pα,s1q
ÝÝÝÑ AˆB es gráfica de s : AÑ B y T

pβ,t1q
ÝÝÝÑ B ˆ C es

gráfica de t : B Ñ C, tenemos el diagrama conmutativo

S ˆB T T

S B

A

C
s2 //

α

��

β1

�� s1 //

β

��
t

99

s

99

t1 // (4.3)
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donde el cuadrado es el producto fibrado. Como β es un isomorfismo, entonces
β1 lo es, además t1 ˝ s2 “ t ˝ s ˝ α ˝ β1, por lo que Graphpt ˝ sq “ pα ˝ β1, t1 ˝ s2q.

A partir de este momento, para ahorrar notación, escribiremos a veces X
para referirnos a una lista finita de tipos de un lenguaje X1, . . . , Xn o X1 ˆ

¨ ¨ ¨ ˆXn y escribiremos x, para denotar a px1, . . . , xnq. Además, para cada tal
X “ X1ˆ¨ ¨ ¨ˆXn, escribiremos XM para representar al objeto XM

1 ˆ¨ ¨ ¨ˆXM
n

de E .

Definición 4.7. Dado un lenguaje L y una L-interpretación M en un topos
E , definimos a la categoría DefpMq de los objetos definibles de M en la que
los objetos son parejas pA,Xq donde X es una lista de tipos del lenguaje L,
mientras que A es un subobjeto A� XM (es decir, es una clase de equivalencia
de monomorfismos) para el cual existe una fórmula geométrica ϕpx1, . . . , xnq
(denotada también como ϕpxq) con variables libres entre x1, . . . , xn, tal que

A “ tx | ϕpxquM .

A un subobjeto A� XM así se le llama un subobjeto definible de XM .
Note que pueden existir varias fórmulas diferentes que definen al mismo

subobjeto A � X. Por ejemplo, si ϕpxq define a A, entonces también lo define
la fórmula ϕpx1q obtenida por ϕpxq al reemplazar las variables x1, . . . , xn por
variables distintas pero de los mismos tipos respectivos x11, . . . , x1n.

En tal caso, decimos que ϕpx1q es una variable alfabética de ϕpxq.
Ahora definimos a los morfismos en DefpMq usando el concepto de gráfica

de un morfismo introducido anteriormente. Si pA,Xq y pB, Y q son dos objetos de
DefpMq (donde Y “ Y1, . . . , Ym es otra lista de tipos del lenguaje L), entonces
un morfismo definible

ps,X, Y q : pA,Xq Ñ pB, Y q

(o simplemente s : pA,Xq Ñ pB, Y q) es un morfismo s : AÑ B de E tal que su
gráfica S Ď AˆB, vista como subobjeto de XMˆYM es un subobjeto definible.
Es decir, existe una fórmula geométrica σpx, yq “ σpx1, . . . , xn, y1, . . . , ymq tal
que

S “ tpx, yq | σpx, yquM

es una igualdad de subobjetos de XM ˆ YM .

Para definir la composición en DefpMq, veamos que si dos morfismos en
E son definibles y se pueden componer, entonces su composición es definible
también:

Supongamos que pA,Xq, pB, Y q y pC,Zq son tres objetos de DefpMq defi-
nidos por las fórmulas geométricas ϕpxq, ψpyq y χpzq respectivamente y

ps,X, Y q : pA,Xq Ñ pB, Y q y pt, Y, Zq : pB, Y q Ñ pC,Zq

son dos morfismos definibles (es decir, con gráficas definibles) por las fórmulas
geométricas σpx, yq y τpy, zq respectivamente, entonces su composición es la
flecha

pt ˝ s,X,Zq : pA,Xq Ñ pC,Zq,
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dada por la composición en E de s : A Ñ B y t : B Ñ C, cuya gráfica está
definida como subobjeto de XM ˆ ZM por la fórmula

Dy
`

σpx, yq ^ τpy, zq
˘

, (4.4)

la cual es de nuevo una fórmula geométrica al serlo σpx, yq y τpy, zq (o coherente
si σ y τ son coherentes).

Para probar lo anterior, consideremos a

S “ tpx, yq | σpx, yquM Ď AˆB Ď XM ˆ YM

la gráfica de s y a
T “ tpy, zq | τpy, zquM

la gráfica de t. Definimos también al subobjeto

R “ tpx, y, zq | σpx, yq ^ τpy, zqu

de AˆB ˆ C Ď XM ˆ YM ˆ ZM . Por definición,

R “ tpx, y, zq | σpx, yquM ^ tpx, y, zq | τpy, zquM

“ pS ˆ ZM q ^ pXM ˆ T q,

como en el producto fibrado

R XM ˆ T

S ˆ ZM XM ˆ YM ˆ ZM .

// //
��

��
// //

��

��

Este producto fibrado se puede reescribir por etapas combinando las des-
cripciones de S y de T en el diagrama

R1 Aˆ T XM ˆ T

S ˆ C AˆB ˆ C XM ˆB ˆ C

S ˆ ZM AˆB ˆ ZM XM ˆ YM ˆ ZM .

// // // //

// // // //

// // // //

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

Donde el vértice de arriba a la izquierda R1 está definido como el producto
fibrado de esa parte, mientras que los otros tres cuadrados son trivialmente
productos fibrados. De esta forma el cuadrado exterior es también un producto
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fibrado, por lo que es isomorfo al producto fibrado R de antes, así tenemos que
R también cabe en el producto fibrado

R1 Aˆ T

S ˆ C AˆB ˆ C

// //

//

pα,s1qˆ1

//

��

��

��

1ˆpβ,t1q

��

donde α y β son los isomorfismos correspondientes, s1 “ s ˝ α y t1 “ t ˝ β igual
que en 4.2. De este diagrama podemos obtener otro producto fibrado

R Aˆ T T

S ˆ C AˆB ˆ C B ˆ C

S AˆB B.

// // //

//

pα,s1qˆ1

// //

//

pα,s1q

//
π2

//

��

��

��

��

1ˆpβ,t1q

��

��

��

pβ,t1q

��

π1

��

Claramente cada rectángulo es un producto fibrado por lo que el rectángulo
exterior también lo es. Además, la composición de las flechas de la derecha es β,
mientras que la composición de las de abajo da s1, por lo que R es el producto
fibrado SˆB T que es exactamente la gráfica de t˝s, según lo que vimos en 4.3.
El subobjeto

R2 “ tpx, zq | Dy
`

σpx, yq ^ τpy, zq
˘

u Ď Aˆ C

es la imagen directa de R Ď AˆBˆC bajo la proyección AˆBˆC Ñ AˆC, pero
la como RÑ AˆC es la gráfica de t ˝ s, en particular ya es un monomorfismo,
por lo que R2 – R.

Esto prueba que la fórmula

Dy
`

σpx, yq ^ τpy, zq
˘

en efecto define a la gráfica de t ˝ s.
Para concluir que DefpMq es una categoría bien definida, falta sólo probar

que si pA,Xq es un objeto en DefpMq, entonces la identidad 1A : AÑ A en E
es definible en M con una fórmula geométrica (que en particular es coherente).

Supongamos que A está definida por la fórmula ϕpxq, veamos que la gráfica
de la identidad ∆A es

tpx, x1q | ϕpxq ^ ϕpx1q ^ x1 “ x11 ^ ¨ ¨ ¨ ^ xn “ x1nu
M Ď XM ˆXM

donde x11, . . . , x1n son nuevas variables de los mismos tipos que x1, . . . , xn res-
pectivamente. Para esto, tenemos que por definición, este subobjeto es

tpx, x1q | ϕpxqu ^ tpx, x1q | ϕpx1qu ^ tpx, x1q | x “ x1u,
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que es igual a AˆX ^X ˆA^∆X “ ∆A, por lo que

1pA,Xq “ p1A, X,Xq : pA,Xq Ñ pA,Xq

es la identidad de pA,Xq en DefpMq.
Así concluimos que DefpMq es una categoría bien definida.

Definición 4.8. DefpMq es la categoría de objetos y morfismos definibles en el
modeloM por fórmulas geométricas, análogamente definimos a Def˚pMq como
la categoría de objetos y morfismos definibles por fórmulas coherentes.

Los siguientes resultados y definiciones aplican tanto para DefpMq como
para Def˚pMq y las pruebas son idénticas, pero escribiremos sólo DefpMq para
simplificar la notación.

Podemos definir ahora al funtor “olvidadizo” DefpMq Ñ E . Un objeto pA,Xq
deDefpMq es una clase de equivalencia de monomorfismos, por lo que elejimos a
un monomorfismo particular de cada clase de equivalencia y tomamos al objeto
elejido A como el valor de pA,Xq bajo este funtor. Este “funtor que olvida” es
claramente fiel.

Probamos a continuación que DefpMq tiene todos los límites finitos y que
el funtor que olvida los preserva.

Lema 4.9. Para toda L-estructura M en un topos E, la categoría DefpMq (de
objetos y morfismos definibles por fórmulas geométricas) tiene objeto terminal
y este es preservado por el funtor que olvida.

Demostración. Sea X la lista vacía de tipos, es decir X “ X1, . . . , Xn donde
n “ 0, entonces XM es un producto vacío en E por lo que XM “ 1E , el objeto
terminal del topos. consideremos entonces al par p1E , Xq el cual es un objeto de
DefpMq pues

1E “ t ¨ | J u
M .

Más aún, si pB, Y q es un objeto de DefpMq, entonces existe una única flecha
B Ñ 1E en E y este morfismo es definible (la gráfica de este morfismo es el mísmo
objeto B de nuevo). Se sigue que, para la secuencia vacía X, la pareja p1E , Xq
es un objeto terminal de DefpMq. Además, al aplicarle el funtor que olvida,
obtenemos al objeto terminal de E .

Lema 4.10. Para cada L-estructura M , la categoría DefpMq tiene a todos los
productos fibrados y estos son preservados por el funtor que olvida DefpMq Ñ E.

Demostración. Sean pA,Xq, pB, Y q y pC,Zq objetos de DefpMq con mono-
morfismos

i : A� XM , j : B � YM y k : C � ZM

y sean
pA,Xq

s
ÝÑ pC,Zq

t
ÐÝ pB, Y q
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morfismos de DefpMq definidos por σpx, zq y τpy, zq respectivamente. Afirma-
mos que el producto fibrado buscado puede ser construido como

pAˆC B, pX,Y qq pB, Y q

pA,Xq pC,Zq,

π2 //

s
//

π1

��

t

��

donde AˆC B es el producto fibrado de s : AÑ C y t : B Ñ C en E visto como
subobjeto de XM ˆ YM como en

AˆC B � AˆB � XM ˆ YM .

Este resultado, una vez probado, muestra que el funtor que olvida preserva
productos fibrados.

Primero veamos que AˆC B y las proyecciones son definibles por fórmulas
geométricas. Consideremos primero al subobjeto definible R de XM ˆYM dado
por

R “ tpx, yq | Dz
`

σpx, zq ^ τpy, zq
˘

uM .

Probemos la igualdad R “ AˆC B. Primero, como σpx, zq define la gráfica
de s, digamos sin pérdida de generalidad

A
p1,sq
ÝÝÝÑ Aˆ C � XM ˆ ZM

entonces tpx, y, zq | σpx, zquM es el subobjeto

Aˆ YM
pi,kqp1,sqˆ1
ÝÝÝÝÝÝÝÑ XM ˆ ZM ˆ YM – XM ˆ YM ˆ ZM

y similarmente tpx, y, zq | τpy, zquM es el subobjeto

XM ˆB
1ˆpj,kqp1,tq
ÝÝÝÝÝÝÝÑ XM ˆ YM ˆ ZM .

Luego el objeto P “ tpx, y, zq |σpx, zq^ τpy, zquM se obtiene por el producto
fibrado:

P XM ˆB

Aˆ YM XM ˆ YM ˆ ZM .

pp,vq
//

piˆ1,ksπ1q

//

pu,qq

��

p1ˆj,ktπ2q

��

(En este diagrama pp, vq y pu, qq simplemente denotan a las proyecciones del
producto fibrado P.) Note que la proyección de P Ñ XM ˆ YM ˆ ZM en los
primeros dos factores es

pp, qq : P Ñ XM ˆ YM
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por lo que el subobjeto definido antes, R, es exactamente la imagen directa de
este morfismo pp, qq. Igual que antes, extendemos el producto fibrado anterior a
uno

P XM ˆB B

Aˆ YM XM ˆ YM ˆ ZM YM ˆ ZM

A XM ˆ ZM ZM

pp,vq
// //

// //

pi,kqp1,sq
// //

pu,qq

��

��

��

��

pj,kqp1,tq

��

��

con las proyecciones correspondientes. Como cada rectángulo es un producto
fibrado, entonces el rectángulo exterior lo es, por lo que tenemos el producto
fibrado

P B

A ZM .

C

v //

ks
//

u

��

kt

��s 33

t

||
)) k
))

Y así esl cuadrado más pequeño con vértices P,A,B y C hace un producto
fibrado también, de esta forma P “ AˆC B con proyecciones u y v.

Por el cuadrado de la definición original de P tenemos que p “ iu y q “ jv
por lo que

pp, qq : P
pu,vq
ÝÝÝÑ AˆB

pi,jq
ÝÝÝÑ XM ˆ YM .

Además, pi, jq es mono al ser una pareja de monos y por la propiedad del
producto fibrado, la pareja pu, vq también es un mono, de donde pp, qq es mono y
por lo tanto, al ser R su imagen directa, P “ R como subobjetos de XM ˆYM ,
así R “ AˆC B como se quería.

Falta aún probar que las proyecciones π1 : AˆC B Ñ A y π2 : AˆC B Ñ B
son definibles. Para π1, hay que probar que la gráfica

AˆC B
p1,π1q
ÝÝÝÝÑ pAˆC Bq ˆA

piˆjqˆi
ÝÝÝÝÝÑ pXM ˆ YM q ˆXM

es un objeto definible. Para esto, consideremos al diagrama

AˆC B pAˆC Bq ˆA

XM ˆ YM pXM ˆ YM q ˆXM

//
p1,π1q

//

//
p1,π1q

//

��

iˆj

��

��

piˆjqˆi

��

que es un producto fibrado. De esta forma, el subobjeto que buscamos está
dado por el ínfimo de los dos subobjetos de las esquinas de abajo a la izquierda
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y de arriba a la derecha. Cada uno de estos objetos es definible, respectivamente
como

tpx, y, x1q | x “ x1u y tpx, y, x1q | Dz
`

σpx, zq ^ τpy, zq
˘

^ ϕpx1qu,

así que el subobjeto buscado está definido por la conjunción de estas dos fór-
mulas. El caso para π2 es idéntico. Así tenemos que el diagrama

pAˆC B, pX,Y qq pB, Y q

pA,Xq pC,Zq,

π2 //

s
//

π1

��

t

��

es un cuadrado conmutativo de DefpMq.
Para completar la prueba del lema, finalmente mostramos que este cuadrado

tiene la propiedad universal requerida para ser producto fibrado de DefpMq.
Para esto, consideremos otro objeto pE,W q deDefpMq, dondeW “W1, . . . ,Wk

es una lista de tipos del lenguaje mientras que l : E � WM es un subobjeto
definible. Sean f : pE,W q Ñ pA,Xq y g : pE,W q Ñ pB, Y q morfismos en
DefpMq tales que s ˝ f “ t ˝ g ahí. En particular s ˝ f “ t ˝ g : E Ñ C como
flechas de E , de forma que la propiedad universal del producto fibrado en E da
una única flecha pf, gq como en el diagrama

AˆC B B

A C.

E

π2 //

s
//

π1

��

t

��

f

''

g

''pf,gq ((

Queremos probar que la flecha pf, gq así construida representa a una flecha
pE,W q Ñ

`

pAˆC Bq, pX,Y q
˘

en DefpMq; esto es que la gráfica

E
ppf,gq,1q
ÝÝÝÝÝÑ pAˆC Bq ˆ E

iˆjˆl
ÝÝÝÝÑ XM ˆ YM ˆWM

es un subobjeto definible. Como las flechas dadas f : E Ñ A y g : E Ñ B
tienen gráficas definibles, existen fórmulas φpx,wq y ψpy, wq con las que se dan
las igualdades

`

E
pf,1q
ÝÝÝÑ Aˆ E

iˆl
ÝÝÑ XM ˆWM

˘

“ tpx,wq | φpx,wquM ,

`

E
pg,1q
ÝÝÝÑ B ˆ E

jˆl
ÝÝÑ YM ˆWM

˘

“ tpy, wq | ψpy, wquM ,

como subobjetos de XM ˆWM y YM ˆWM respectivamente.
Afirmamos que

tpx, y, wq | φpx,wq ^ ψpy, wquM
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es la gráfica de pf, gq. En efecto, cada uno de los rectángulos siguientes son
productos fibrados en E :

E B ˆ E YM ˆ E

Aˆ E AˆB ˆ E Aˆ YM ˆ E

XM ˆ E XM ˆB ˆ E XM ˆ YM ˆWM .

//
pg,1q

// //
jˆ1

//

//
pπ1,gπ2,π2q

// //
1ˆjˆ1

//

//
pπ1,gπ2,π2q

// //
1ˆjˆl

//

��

pf,1q

��

��

iˆ1

��

��

pfπ2,π1,π2q

��

��

iˆ1ˆ1

��

��

pfπ2,π1,π2q

��

��

iˆ1ˆl

��

Pero la composición de las flechas de abajo es el subobjeto definido por

tpx, y, wq | ψpy, wquM

y la composición de la derecha es el subobjeto

tpx, y, wq | φpx,wquM .

Su conjunción es entonces el producto fibrado E � XM ˆ YM ˆWM dado
por el cuadrado exterior en el diagrama anterior que es exactamente el subobjeto
que queríamos, por lo tanto es un subobjeto definible. Esto concluye la prueba
del lema.

Por los lemas 4.9 y 4.10, las categorías DefpMq y Def˚pMq heredan de E
todos los límites finitos, y sus funtores que olvidan DefpMq Ñ E y Def˚pMq Ñ
E los preservan.

DefpMq y Def˚pMq heredan también de E (la base de) una topología de
Grothendieck. Por la naturaleza infinitaria de las fórmulas geométricas, haremos
definiciones distintas para las topologías de DefpMq y de Def˚pMq:

Definición 4.11. En un topos cocompleto E , hay una base en la que cada
familia epimórfica es una cubierta. De esta forma, si M es una T -teoría sobre
un topos cocompleto E , una familia pequeña de morfismos

tsi : pAi, X
iq Ñ pB, Y q | i P Iu

es una cubierta del objeto pB, Y q de DefpMq cuando esta familia da una familia
epimórfica de E bajo el funtor que olvida; esto es, cuando el mapeo inducido
š

iPI Ai

š

si
ÝÝÝÑ B es un epimorfismo en E .

Se sigue inmediatamente que estas familias forman una base para una topo-
logía de Grothendieck sobre DefpMq.

Definición 4.12. Para la topología de Def˚pMq no es necesario que E sea
cocompleto; una cubierta en Def˚pMq es una familia finita

tsi : pAi, X
iq Ñ pB, Y q | i “ 1, . . . ,mu

tal que, bajo el funtor que olvida, da una familia epimórfica finita de E .
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Uno puede hacer esta definición más explícita como sigue:
Supongamos para el objeto pB, Y q deDefpMq que el subobjetoB Ď YM está

definido por alguna fórmula geométrica ψpyq “ ψpy1, . . . , ykq, mientras que cada
subobjeto Ai Ď pXiqM está definido por la fórmula ϕipxiq “ ϕipx

i
1, . . . , x

i
ni
q,

para i P I; más aún, supongamos que la gráfica Si de el morfismo dado si está
definida por la fórmula σipxi, yq.

Entonces la condición de que la familia tsi : pAi, X
iq Ñ pB, Y q | i P Iu forme

una cubierta en DefpMq es también “definible” por una fórmula geométrica.
Esto esta escrito en el siguiente lema.

Lema 4.13. Si E es un topos cocompleto, entonces una familia tsi : pAi, X
iq Ñ

pB, Y q | i P Iu de flechas definibles es una cubierta de pB, Y q para la topología
heredada sobre DefpMq si y sólo si la fórmula

@y
`

ψpyq Ñ
`
Ž

iPI Dx
iσipx

i, yq
˘˘

(4.5)

es verdadera en el modelo M del topos E.
Análogamente, si E es un topos cualquiera, entonces la familia

tsi : pAi, X
iq Ñ pB, Y q | i “ 1, . . . ,mu

de Def ˚pMq es una cubierta de pB, Y q si y sólo si la fórmula

@y
`

ψpyq Ñ
`

Dx1σ1px
1, yq _ ¨ ¨ ¨ _ Dxmσmpx

m, yq
˘˘

es verdadera en M .

Aquí las enumeraciones de las sucesiones de tipos Xi y de variables xi están
hechas con superíndices; Xi “ Xi

1, . . . , X
i
ni

y xi “ xi1, . . . , x
i
ni

donde cada xij es
una variable del tipo Xi

j .

Demostración. Probaremos el lema para DefpMq; la parte de Def˚pMq es
idéntica si tomamos a I finito.

La fórmula 4.5 es verdadera en M si y sólo si el subobjeto

B “ ty | ψpyquM Ď YM “ YM1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ YMk

está contenido en el subobjeto

S “ ty |
`
Ž

iPI Dx
iσipx

i, yq
˘

uM .

Como para cada i P I, la gráfica Si de si está definida por

tpxi, yq | σipx
i, yquM Ď pX1 ˆ Y qM ,

sabemos que al aplicar el cuantificador existencial

ty | Dxiσipx
i, yquM Ď YM

es la imagen de la gráfica Si Ď Ai ˆB bajo la proyección π2 : Ai ˆB Ñ B.
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Pero el siguiente diagrama conmutativo

Si Ai ˆB

Ai B

// //

si
//

π1 –

��

π2

��

muestra que esta imagen es exactamente la imagen del morfismo si : Ai Ñ B.
Por lo tanto, por la interpretación que definimos para la disyunción, el subob-

jeto S es exactamente el supremo de las imágenes de las flechas si.

S “
Ž

iPIImpsiq Ď B.

Pero este supremo S puede también darse como la imagen de la flecha
ž

iPI

Ai

š

si
ÝÝÝÑ B

inducida en el coproducto por los mapeos si. Ahora, esta flecha es epi si y sólo
si su imagen S contiene a todo B; esto es, si y sólo si la fórmula geométrica

@y
`

ψpyq Ñ
`
Ž

iPI Dx
iσipx

i, yq
˘˘

es verdadera en el modelo M .

En el lema siguiente probaremos que estas topologías de Grothendieck so-
bre DefpMq y sobre Def˚pMq son subcanónicas en el sentido de la definición
3.3 del capítulo anterior; es decir, que para todo objeto pE,Zq de DefpMq, la
pregavilla representable ypE,Zq “ HomDefpMqp , pE,Zqq es una gavilla para
esta topología.

Para esto, recordemos que una familia de morfismos tsi : Ai Ñ BuiPI de E
es llamada efectiva si para toda familia tfi : Ai Ñ E | i P Iu compatible; es
decir, que hace conmutar al cuadrado

Ai ˆB Aj Aj

Ai E

//

fi

//
��

fj

��

(donde AiˆBAj es el producto fibrado de sj con si) para cada par fi, fj ; existe
una única f : B Ñ E con f ˝ si “ fi para cada i P I.

Recordemos que en el lema 3.6 del capítulo anterior probamos que en un
topos E , cualquier familia epimórfica finita es efectiva (en este sentido), y que
si E es cocompleto entonces cualquier familia epimórfica es efectiva.

Lema 4.14. Las topologías de Grothendieck sobre DefpMq y sobre Def ˚ pMq
son subcanónicas.
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Nuevamente haremos la prueba sólo para DefpMq suponiendo que M es un
modelo en un topos E cocompleto.

El caso para Def˚pMq es idéntico si consideramos a E como un topos cual-
quiera y a I como un conjunto finito.

Demostración. Supongamos que pE,Zq es un objeto deDefpMq; donde, como
antes, Z “ Z1, . . . Zn es una secuencia de tipos mientras que E Ď ZM es un
subobjeto definible por una fórmula geométrica, digamos Z “ tz | χpzquM .

Para mostrar que Homp , pE,Zqq es una gavilla, debemos considerar a una
familia cubriente

tsi : pAi, X
iq Ñ pB, Y q | i P Iu,

y mostrar que una familia compatible de flechas fi : pAi, X
iq Ñ pE,Zq deter-

mina a un único morfismo f : pB, Y q Ñ pE,Zq en DefpMq con f ˝ si “ fi.
Aplicando el funtor que olvida DefpMq Ñ E , la familia cubriente de las si lle-
van a una familia epimórfica tsi : Ai Ñ BuiPI en E que es por lo tanto una
familia efectiva; además, las flechas fi llevan a una familia complatible en E .
Entonces, hay una única flecha f : B Ñ E en E tal que f ˝ si “ fi para toda
i P I.

Sólo queda verificar que esta f se puede ver como un morfismo pB, Y q Ñ
pE,Zq en DefpMq; en otras palabras, que la gráfica de f es un subobjeto de-
finible de YM ˆ ZM . Para esto, supongamos que si, Ai y B están definidos
respectivamente por las fórmulas geométricas

σipx
i, yq, ϕipx

iq, ψpyq

como antes, y supongamos que fi está definida por alguna fórmula τipxi, zq para
cada i P I.

Afirmamos entonces que la única flecha f está definida por la siguiente fór-
mula con variables libres entre las de y, z:

ł

iPI

Dxi
`

σipx
i, yq ^ τipx

i, zq
˘

.

En efecto, para cada índice i P I, consideremos al producto fibrado

Si ˆAi
Fi Fi

Si Ai

B

E//

– //
��

–

��

//

��

fi

99

si

yy

de las gráfias Si y Fi de los morfismos si y fi. Por la definición del cuantificador
existencial, el subobjeto

tpy, zq | Dxi
`

σipx
i, yq ^ τ1px

i, zq
˘

uM Ď B ˆ E
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es la imagen de Si ˆAi Fi Ñ B ˆ E. Pero en el cuadrado producto fibrado del
diagrama anterior, todas las flechas son isomorfismos pues Fi y Si son gráficas.
Así, la imagen anterior es lo mismo que la imagen de psi, fiq : Ai Ñ B ˆ E,
como se sugiere en los triángulos exteriores del diagrama. Más aún, para cada
índice i, el diagrama

Ai B

B ˆ E

si //
��

p1,fq

��
psi,fiq

%%

conmuta, porque f ˝ si “ fi. Esto muestra que

Impsi, fiq Ď Graphpfq “
`

p1, fq : B � B ˆ E
˘

.

Como
š

Ai

š

si
ÝÝÝÑ B es un epimorfismo, se sigue que

ł

iPI

Impsi, fiq “ Graphpfq.

Esto significa que la fórmula
ł

iPI

Dxi
`

σipx
i, yq ^ τipx

i, zq
˘

que define al supremo de las imágenes Impsi, fiq, también define a (la gráfica
de) f , como se quería.

La diferencia entre las topologías definidas para DefpMq y Def˚pMq es que
las familias cubrientes de Def˚pMq están conformadas por familias finitas, lo
cual hace que su topos de gavillas sea coherente.

Aunque pudimos haber definido a la topología para DefpMq también sólo
con familias finitas, veremos en la sección siguiente que agregar a las familias
infinitas es imprescindible para la construcción del topos clasificante.



Capítulo 5

Topos Clasificante

En este capítulo definimos lo que es el topos clasificante de una teoría y luego
procedemos a definir al sitio sintáctico de una teoría T . Este sitio tiene una cons-
trucción similar a la de la categoría de objetos definibles del capítulo anterior, pe-
ro en este caso tomamos en cuanta a todos los topos. Aunque la construcción que
hacemos aquí está basada en la que aparece en [Mac Lane and Moerdijk, 1992],
nosotros hacemos continuamos haciendo una distinción para nuestra definición
del sitio sintáctico de una teoría geométrica y la de una teoría coherente.

En la segunda sección probamos que el topos de gavillas sobre el sitio sin-
táctico de una teoría geométrica o coherente es un topos clasificante de esa
teoría.

Luego, en la última sección, definimos lo que es un modelo universal de una
teoría y mostramos que el topos clasificante de una teoría siempre tiene un
modelo universal de la teoría que clasifica. Además, para el caso de un topos
clasificante como el que construimos en la sección anterior, damos explícitamente
al modelo universal.

Finalmente notamos que el topos clasificante de una teoría coherente (como
el que construimos nosotros) es un topos coherente, gracias a esto, usando el
teorema de Deligne, llegamos a un resultado bastante importante: en una teo-
ría coherente T , una fórmula coherente es verdadera en todo modelo de T en
cualquier topos si y sólo si es verdadera en todo modelo de T de la teoría de
conjuntos.

Definición 5.1. El topos clasificante de una teoría T es un topos SpT q tal que
para todo topos cocompleto E , existe una equivalencia de categorías

HompE ,SpT qq – ModpT, Eq,

entre la categoría de los morfismos geométricos de E a SpT q y la categoría de
los modelos de T en el topos E , que es natural en E .

Uno se podría preguntar si para cualquier lenguaje de primer orden L, todas
las teorías tienen topos clasificante, o por el contrario, si existe alguna una teoría

71
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con topos clasificante. En esta sección probaremos que toda teoría geométrica
tiene topos clasificante haciendo su construcción como un topos de Grothen-
dieck a partir de una categoría “sintáctica” BpT q equipada con una topología de
Grothendieck JpT q.

5.1. Sitios Sintácticos
Definición 5.2. Sea L un lenguaje de primer orden y T una teoría cualquiera,
definimos a la categoría sintáctica (geométrica) de T , BpT q, cuyos objetos están
dados por una lista de tipos X1, . . . , Xn y una clase de equivalencia

rϕpx1, . . . , xnqs

donde ϕpx1, . . . , xnq es una fórmula geométrica con variables libres entre x1,
. . . , xn de tipos X1, . . . , Xn respectivamente.

Dos fórmulas ϕpx1, . . . , xnq y ϕ1px11, . . . , x1nq son equivalentes si las variables
x11, . . . , x

1
n y x1, . . . , xn son de los mismos tipos respectivos X1, . . . , Xn y para

todo topos cocompleto E y todo modelo M de la teoría T en E se tiene que

tx | ϕpxquM “ tx1 | ϕ1px1quM

como subobjetos de XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ XM

n en E . Denotamos a tal objeto de BpT q
como rϕ,Xs.

Para definir a los morfismos deBpT q, supongamos que rϕ,Xs y rψ, Y s son dos
objetos de BpT q. Debemos asumir que todas las variables de ϕpx1, . . . , xnq son
distintas a las de ψpy1, . . . , ymq. Podemos asumir esto sin pérdida de generalidad,
pues de ser así, siempre podemos sustituir a ϕpxq por una variante alfabética
ϕpx1q apropiada. Ahora, los morfismos rϕ,Xs Ñ rψ, Y s son de nuevo clases de
equivalencia rσ;X,Y s de ciertas fórmulas geométricas σpx1, . . . , xn, y1, . . . , ymq
con variables libres entre xi de tipos Xi y yj de tipos Yj . Una fórmula σpx, yq
así representa a una flecha

rσ;X,Y s : rϕ,Xs Ñ rψ, Y s

si para todo topos cocompleto E y todo modelo M de T , el subobjeto

tpx, yq | σpx, yquM Ď XM ˆ YM

es la gráfica de un morfismo tx | ϕpxquM Ñ ty | ψpyquM (en particular, este
objeto tpx, yq |σpx, yquM está contenido en el subobjeto producto tx |ϕpxquM ˆ
ty | ψpyquM de XM ˆ YM ).

Más aún, dos fórmulas así son equivalentes si para todo modelo M de la
teoría T en un topos cocompleto E , ambas fórmulas definen a la gráfica de la
misma flecha tx | ϕpxquM Ñ ty | ψpyquM .

Para ver que esta definición provee objetos y morfismos de una categoría
BpT q hay que definir la composición y mostrar que tiene identidades.
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Para la composición, consideremos dos morfismos

rσ;X,Y s : rϕ,Xs Ñ rψ, Y s, rτ ;Y,Zs : rψ1, Y s Ñ rχ,Zs

donde rψpyq, Y s “ rψ1py1q, Y s, es decir, en todo modelo de T , las fórmulas ψpyq y
ψ1py1q definen al mismo subobjeto. Para definir la composición, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que ψpyq y ψ1py1q son de hecho idénticas.

Si σ define a la flecha s : tx | ϕpxquM Ñ ty | ψpyquM y τ define a la flecha
t : ty | ψpyqu Ñ tz | χpzqu en algún modelo de T , entonces nos gustaría que la
flecha rτ, Y, Zs ˝ rσ,X, Y s definiera en ese mismo modelo a la flecha t ˝ s.

La flecha composición rϕ,Xs Ñ rχ,Zs la podemos definir entonces por la
fórmula

Dy
`

σpx, yq ^ τpy, zq
˘

.

Esta fórmula es idéntica a la 4.4 del capítulo anterior, donde vimos que en
cualquier estructuraM , esta fórmula define a la composición; en particular para
cada modelo de T .

Así mismo, la identidad rϕ,Xs 1
ÝÑ rϕ,Xs está representada por la fórmula

ϕpxq ^ ϕpx1q ^ px1 “ x11q ^ ¨ ¨ ¨ ^ pxn “ x1nq.

De aquí que BpT q es una categoría bien definida.

Definición 5.3. De manera análoga se define a la categoría sintáctica coherente
B˚pT q de una teoría coherente, donde los objetos y morfismos están definidos
sólo por fórmulas coherentes; además, las clases de equivalencia en B˚pT q están
hechas para T -modelos de cualquier topos E , no necesariamente cocompleto.

Igual que antes, las siguientes definiciones y resultados aplican tanto para
BpT q como para B˚pT q, a menos que se diga lo contrario. Note que para el caso
coherente, en donde dice “topos cocompleto” debería decir “topos cualquiera”.

Se sigue inmediatamente de lo discutido en el capítulo anterior, que para un
modelo específico M de la teoría T en un topos cocompleto E , existe un funtor

FM : BpT q Ñ DefpMq

definido en objetos como

FM
`

rϕ,Xs
˘

“
`

tx | ϕpxquM , X
˘

mientras que para las flechas, un morfismo rσ;X,Y s : rϕ,Xs Ñ rψ, Y s define a
la gráfica tpx, yq | σpx, yquM de una flecha s : tx | ϕpxquM Ñ ty | ψpyquM en E ;
nosotros definimos a FM

`

rσ;X,Y s
˘

como la clase de este morfismo ps;X,Y q.
FM definido así es un funtor; es decir, preserva identidades y abre composi-

ciones, lo cual es claro por las definiciones de las identidades y las composiciones
en BpT q y en DefpMq.

Note que la colección de funtores FM para todos los modelosM de T en cual-
quier topos es conjuntamente inyectiva, en el sentido de que rϕ,Xs “ rϕ1, X 1s
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si y sólo si para todo modelo M de T en cualquier topos, FM
`

rϕ,Xs
˘

“

FM
`

rϕ1, X 1s
˘

.
Lo mismo aplica para los morfismos de BpT q, entonces los funtores FM de

todos los modelos M de T son conjuntamente fieles.

Lema 5.4. La categoría sintáctica BpT q tiene todos los límites finitos y para
cada modelo M de T en un topos cocompleto E, el funtor correspondiente

FM : BpT q Ñ DefpMq

es exacto izquierdo.

Demostración. La construcción de los límites en BpT q es la misma que la
que hicimos en los lemas 4.9 y 4.10 para la categoría DefpMq de los objetos
definibles dado un modelo M .

El objeto terminal está dado por la fórmula idénticamente verdad J que no
tiene variables libres. En efecto, en cualquier modelo M de T en E , t¨ | JuM es
el objeto terminal 1E de E . Y para cualquier otro objeto rϕ,Xs, la gráfica de la
única flecha tx |ϕpxquM Ñ 1 “ t¨ |JuM en E está definida por la misma fórmula
ϕpxq, entonces rϕpxq, Xs es también la única flecha rϕ,Xs : rϕ,Xs Ñ rJs en
BpT q.

Para los productos fibrados, dadas flechas

rσ;X,Zs : rϕ,Xs Ñ rχ,Zs Ð rψ, Y s : rτ ;Y,Zs

en BpT q, su producto fibrado es el objeto en BpT q representado por la fórmula
ϕpxq ^ ψpyq ^ Dz

`

σpx, zq ^ τpy, zq
˘

y las proyecciones claramente están repre-
sentadas por las mimas fórmulas que representaban a las proyecciones π1 y π2

en la construcción del producto fibrado en DefpMq en el lema 4.10.
Finalmente, es evidente por las descripciones de los límites de BpT q y su

correspondencia con las descripciones de los límites de DefpMq dadas en el
capítulo anterior que cada funtor FM : BpT q Ñ DefpMq preserva todos los
límites finitos.

Definición 5.5. Definimos a las bases para las topologías de Grothendieck JpT q
y J˚pT q, de las categorías sintácticasBpT q yB˚pT q respectivamente como sigue:

Una familia pequeña tsi : Ai Ñ BuiPI de morfismos en BpT q es una cubierta
en JpT q cuando, para cualquier modelo M de la teoría T en cualquier topos
cocompleto E , el funtor correspondiente FM : BpT q Ñ DefpMq manda a esta
familia a una cubierta en DefpMq como la descrita en 4.11 en el capítulo an-
terior; equivalentemente, cuando el funtor BpT q Ñ E obtenido al componer al
funtor FM con el funtor que olvida DefpMq Ñ E manda a esta familia a una
familia epimórfica en el topos E .

Una familia finita tsi : Ai Ñ Buni“1 de morfismos en B˚pT q es una cubierta
en J˚pT q cuando, para cualquier modelo M de la teoría T en cualquier topos
E , el funtor F˚M : B˚pT q Ñ Def˚pMq manda a esta familia a una cubierta en
Def˚pMq como la descrita después en la definición 4.11; o, lo que es lo mismo,
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cuando el funtor B˚pT q Ñ E obtenido al componer al funtor FM con el funtor
que olvida Def˚pMq Ñ E manda a esta familia a una familia epimórfica finita
en el topos E .

Observamos que esta es en efecto una base para una topología de Grothen-
dieck sobre BpT q:

La transitividad se da, pues la composición de familias epimórficas es de
nuevo una familia epimórfica, mientras que el axioma de estabilidad se da porque
el funtor BpT q FM

ÝÝÑ DefpMq Ñ E es exacto izquierdo al ser composición de
funtores exactos izquierdos, además, el producto fibrado de familias epimórficas
es de nuevo una familia epimórfica en E (pues el producto fibrado preserva
epimorfismos y coproductos en un topos).

Supongamos que para cada i P I, las flechas si : Ai Ñ B en BpT q están
representadas por las fórmulas σpxi, yq, que las Ai están representadas por ϕipxiq
y que ψpyq representa a B; por lo que se vio para el caso de DefpMq en el lema
4.13, la familia tsi : Ai Ñ BuiPI es una cubierta en la base de la topología de
Grothendieck JpT q sobre BpT q si y sólo si para todo modelo M de la teoría T
en cualquier topos cocompleto E , la fórmula

@y
`

ψpyq Ñ
`
Ž

iPI Dx
iσipx

i, yq
˘˘

es válida.
El siguiente lema es inmediato de la definición de cubiertas en DefpMq y en

BpT q.

Lema 5.6. Para todo modelo M de la teoría T en cualquier topos cocompleto
E, el funtor correspondiente FM : BpT q Ñ DefpMq preserva cubiertas.

Una familia es cubierta en BpT q si y sólo si al mandarla por FM es cubierta
para DefpMq para todo modelo M de la teoría T en un topos E .

El funtor que olvida DefpMq Ñ E es exacto izquierdo y manda cubiertas a
familias epimórficas, de donde obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 5.7. El funtor dado por la composición BpT q FM
ÝÝÑ DefpMq Ñ E es

un funtor exacto izquierdo y continuo.

Más aún, de forma análoga al lema 4.14 para la topología de DefpMq, te-
nemos:

Lema 5.8. La topología de Grothendieck JpT q sobre la categoría sintáctica BpT q
es subcanónica.

Demostración. Consideremos a una familia cubriente

rσi;X
i, Y s : rϕi, X

is Ñ rψ, Y s, i P I
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como antes, y a los productos fibrados para cada pareja i, j

Pi,j rϕi, X
is

rϕj , X
js rψ, Y s.

//

rσj ;Xj ,Y s

//

��

rσi;X
i,Y s

��

Supongamos que

rτi;X
i, Y s : rϕi, X

is Ñ rχ,Zs, i P I

es una familia de morfismos de BpT q compatibles, en el sentido de que para
cada pareja i, j el cuadrado

Pi,j rϕi, X
is

rϕj , X
js rχ,Zs

//

rτj ;Xj ,Y s

//

��

rτi;X
i,Y s

��

es conmutativo. Tenemos que probar que existe un único morfismo rρ;Y,Zs :
rψ, Y s Ñ rχ,Zs en BpT q tal que rρs ˝ rσis “ rτis para cada i P I.

Consideremos a cualquier modelo M de T en algún topos cocompleto E .
Tenemos por definición que el funtor FM : BpT q Ñ DefpMq, manda a la

cubierta a una familia cubriente

si : txi | ϕpxiquM Ñ ty | ψpyquM i P I

en DefpMq donde hemos escrito si para denotar a la flecha (cuya gráfica esta)
definida por la fórmula σi. Más aún, el funtor FM : BpT q Ñ DefpMq manda a
la familia compatible de morfismos rτis a una familia en DefpMq

ti : txi | ϕpxiquM Ñ tz | χpzquM i P I

que de nuevo es compatible.
Así, por lo visto en el lema 4.14 del capítulo anterior, existe un único mor-

fismo en DefpMq (o en E),

r : ty | ψpyquM Ñ tz | χpzquM ,

tal que r ˝ si “ ti para cada i P I y esta flecha está definida por la fórmula vista
ahí. Esta fórmula no depende del modelo M , por lo que si definimos a ρpy, zq
como esta fórmula, se sigue que rρ;Y,Zs : rψ, Y s Ñ rχ,Zs es la flecha única de
BpT q deseada tal que rρs ˝ rσis “ rτis para cada i “ 1, . . . , n.
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Finalmente, concluimos esta sección con una observación concerniente a la
construcción de la categoría BpT q.

Estrictamente, basandose en los axiomas usuales de la teoría de conjuntos,
la construcción de BpT q no produce a una categoría pequeña, porque hace re-
ferencia a todos los modelos en todos los topos cocompletos.

Esto se puede arreglar de muchas maneras.
Por ejemplo, en vez de considerar a todos los modelos M de todo topos

cocompleto E , podemos restringir nuestra consideración a sólo aquellos topos
definidos en la teoría de conjuntos de Zermelo Fraenkel por fórmulas con sólo
parámetros conjuntistas, no parámetros que sean clases. La clase de topos E
indicada contiene a todos los topos de Grothendieck, pues estos están definidos
en términos de sus sitios, los cuales pueden ser considerados como parámetros
conjuntistas. Esta colección también contiene a cualquier otro topos que ocurre
en la práctica matemática ordinaria.

Otro acercamiento para resolver los problemas de fundamentación es el de
trabajar en una teoría de conjuntos con un suministro adecuado de “universos”.
Luego nuestro BpT q existe en un universo superior.

Para la categoría B˚pT q, la relación de equivalencia usada en fórmulas para
definir objetos y flechas, puede de hecho ser descrita considerando sólo los mo-
delos de la teoría T en Con. Esto será probado más adelante, sin embargo, la
prueba de este teorema ocupa la construcción de B˚pT q más liberal que dimos
primero.

Hay un acercamiento más constructivo: axiomatizar la noción de “verdad” en
todos los T -modelos en todos los topos. De hecho, uno puede especificar explíci-
tamente al estilo de Gentzen reglas de derivación [Gentzen, 1964], iniciando con
cuándo una fórmula de la forma @x

`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

como las de antes es demos-
trable en una teoría geométrica T . Uno entonces construye una categoría BGpT q
como BpT q, pero con la relación de equivalencia usada para definir objetos y
flechas formulada en términos de su demostrabilidad. Entonces “demostrable”
reemplaza a “verdadero en todos los modelos en todos los topos (cocompletos)”.
Un teorema de “correctud” (demostrable implica verdadero en cada modelo) en-
tonces dará resultados para BGpT q similares a los del teorema de la siguiente
sección.

5.2. El Topos Clasificante de una Teoría

Sea T cualquier teoría geométrica en un lenguaje L, en esta sección construi-
remos al topos clasificante para T -modelos. La construcción usará a la categoría
ModpT, Eq de los T -modelos en un topos cocompleto E y la construcción de la
sección anterior de la categoría sintáctica BpT q equipada con su topología de
Grothendieck JpT q. Escribimos SpT q “ Sh

`

BpT q, JpT q
˘

para denotar al topos
de gavillas sobre BpT q con respecto a esta topología.

Escribimos S˚pT q para denotar al topos ShpB˚pT q, J˚pT qq si T es una teoría
coherente. Aunque las teorías coherentes son en particular teorías geométricas,
el hecho de que S˚pT q sea coherente será muy útil después.
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Teorema 5.9. Para todo lenguaje de primer orden L y toda teoría geométrica
T , el topos SpT q es un topos clasificante para los modelos de la teoría T .

Es decir, para cualquier topos cocompleto E, existe una equivalencia de ca-
tegorías

HompE ,SpT qq – ModpT, Eq,

natural en E.
Además, si T es una teoría coherente, entonces S˚pT q es un topos clasifi-

cante para los modelos de la teoría T .

Haremos la prueba para SpT q con T una teoría geométrica y E un topos
cocompleto. La prueba para S˚pT q es completamente análoga suponiendo que
J es finito.

Demostración. La prueba de este teorema usará varios de los resultados vistos
en el capítulo de morfismos geométricos.

Como BpT q es una categoría con límites finitos (5.4), los morfismos geomé-
tricos f : E Ñ SpT q corresponden a funtores continuos y exactos izquierdos
A : BpT q Ñ E . Sea ConLexpBpT q, Eq la categoría de funtores continuos y exac-
tos izquierdos, el teorema anterior puede ser reformulado como sigue:

Para todo topos cocompleto E , hay una equivalencia de categorías

ConLexpBpT q, Eq – ModpT, Eq,

natural en E .
Daremos una prueba de esto haciendo una construcción explícita de un T -

modeloMA en E a partir de un funtor continuo y exacto izquierdo A : BpT q Ñ E ,
e inversamente, construiremos un funtor AM : BpT q Ñ E a partir de cualquier
T -modelo M en E .

Para la construcción de AM a partir de un T -modelo M , usamos a la ca-
tegoría DefpMq de objetos y morfismos definibles en E , al funtor canónico
FM : BpT q Ñ DefpMq definido en la sección previa (5.3) y al funtor que
olvida DefpMq Ñ E . Escribimos

A “ AM : BpT q FM
ÝÝÑ DefpMq Ñ E

para denotar a la composición de estos dos funtores. Por el corolario 5.7 de la
sección anterior, AM es un funtor continuo y exacto izquierdo.

Por esta definición, para cualquier objeto rϕ,Xs de la categoría sintáctica
BpT q, representado por la fórmula ϕpxq, tenemos que

AM prϕ,Xsq “ tx | ϕpxqu
M .

Sea H : M Ñ M 1 un homomorfismo entre dos modelos M y M 1 de T en
E . Por inducción sobre la construcción de la fórmula geométrica ϕpxq se puede

probar que HX : XM Ñ XM 1

se restringe a un mapeo tx | ϕpxquM
Hϕpxq
ÝÝÝÝÑ
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tx | ϕpxquM
1

, como en el diagrama conmutativo

tx | ϕpxquM XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n “ XM

tx | ϕpxquM
1

XM 1

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM 1

n “ XM 1

// //

// //

Hϕpxq

��

HX

��

(Por ejemplo, si ϕpxq “ Rpxq donde R es un símbolo de relación, tenemos
que tx | ϕpxquM

1

es el producto fibrado

tx | ϕpxquM
1

XM 1

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM 1

n “ XM 1

1 Ω

iM
1

//

verdad
//

��

RM1

��

Pero como H es morfismo de modelos, tenemos que RM
1

HX i
M “ RM iM

que a su vez es igual a

tx | ϕpxquM Ñ 1
verdad
ÝÝÝÝÑ Ω

por su definición como producto fibrado. De donde existe una única flecha

Hϕpxq : tx | ϕpxquM Ñ tx | ϕpxquM
1

que hace conmutar al diagrama.)
Las flechas Hϕpxq, presentes en cada fórmula geométrica ϕpxq, constituyen

una transformación natural AM Ñ AM 1 entre funtores de ConLexpBpT q, Eq.
Así, la asignación M ÞÑ AM es un funtor

ModpT, Eq Ñ ConLexpBpT q, Eq.

Esto da un lado de la equivalencia de categorías deseada.
En la otra dirección, debemos asociar a cada funtor continuo y exacto iz-

quierdo A : BpT q Ñ E un modelo adecuado M “MA de la teoría T en el topos
cocompleto E .

Para cada tipo Xi del lenguaje L, usamos la fórmula xi “ xi, para alguna
variable xi de ese tipo, para definir al objeto de E

XMA
i “ A

`

rxi “ xi, Xis
˘

.

Para cada símbolo de relación R Ď X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn del lenguaje L, hay una
fórmula Rpx1, . . . , xnq o bien Rpxq, y por lo tanto un objeto rRpxq, Xs en BpT q;
para el objeto correspondiente de E definimos

RMA “ A
`

rRpxq, Xs
˘

.
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Como notación, para una secuencia de variables x “ x1, . . . , xn, vamos a
escribir x “ x como una abreviación de la conjunción px1 “ x1q^¨ ¨ ¨^pxn “ xnq.
Note que en la categoría sintáctica, la fórmula rx “ x,Xs (igual a rpx1 “

x1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ pxn “ xnq, X1, . . . , Xns) es el producto de los objetos rxi “ xi, Xis

(como se sigue de la descripción de los limites en BpT q dada en la sección
anterior 5.4); es decir,

rx “ x,Xs “ rpx1 “ x1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ pxn “ xnq, Xs

– rx1 “ x1, X1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rxn “ xn, Xns

Luego, por la exactitud izquierda del funtor A, tenemos que

XMA “ XMA
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXMA

n

“ A
`

rx1 “ x1, X1s
˘

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆA
`

rxn “ xn, Xns
˘

– A
`

rx “ x,Xs
˘

.

En BpT q tenemos al monomorfismo canónico

rσ;X,Xs : rRpxq, Xs� rx “ x,Xs

definido por σpx, x1q “ Rpxq ^ px1 “ x11q ^ ¨ ¨ ¨ ^ pxn “ x1nq. Así, con lo anterior
y la exactitud izquierda de A obtenemos al monomorfismo

RMA � XMA
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXMA

n “ XMA .

Finalmente, si f : X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn Ñ Y es un símbolo de función del lenguaje
L, entonces en cualquier modelo M , la gráfica del morfismo correspondiente
fM : XM

1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM
n Ñ YM está definida por la fórmula “fpx1, . . . , xnq “ y”,

la cual abreviamos como “fpxq “ y”. Entonces en BpT q hay una flecha

rfpxq “ ys :
`

rx1 “ x1, X1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rxn “ xn, Xns
˘

– rx “ x,Xs Ñ ry “ y, Y s.

Definimos a fMA en E como la imagen de esta flecha bajo el funtor A:

fMA “ A
`

rfpxq “ ys
˘

: XMA
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXMA

n Ñ YMA .

Esta definición también incluye al caso de las constantes de L, las cuales pue-
den ser consideradas como símbolos de función sin argumentos. Esto completa
la definición de la L-interpretación MA en el topos E .

Esta definición es funtorial en A, pues de tener una transformación natural
α : AÑ A1, entonces el morfismo H : MA ÑMA1 será simplemente

HX “ αrx“x,Xs : A
`

rx “ x,Xs
˘

Ñ A1
`

rx “ x,Xs
˘

.

El siguiente lema implica que esta MA es de hecho un modelo de la teoría
geométrica T .
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Lema 5.10. Sea MA un modelo en el topos cocompleto E asociado a un funtor
continuo y exacto izquierdo A : BpT q Ñ E. Para cualquier fórmula geométri-
ca ϕpx1, . . . , xnq, con variables libres entre las de x “ x1, . . . , xn de los tipos
respectivos X “ X1, . . . , Xn, hay un isomorfismo natural

tx | ϕpxquMA – A
`

rϕpxq, Xs
˘

de subobjetos de XMA
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXMA

n .

Demostración. La prueba es por inducción sobre la construcción de la fórmula
geométrica ϕ, usando tanto la exactitud izquierda como la continuidad del funtor
A.

Primero, como A preserva productos, para cada secuencia x “ x1, . . . , xn,
tenemos que A

`

rx “ x,Xs
˘

– XMA
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXMA

n , como se vio antes.
Ahora, si tpx1, . . . , xnq es un término del lenguaje L de tipo Y , con variables

libres entre x1, . . . , xn de tipos X1, . . . , Xn, entonces para cualquier modelo M
de cualquier topos E , la gráfica de la flecha

tM : XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n Ñ YM

está definida por la fórmula tpx1, . . . , xnq “ y, o tpxq “ y. Por lo que esta fórmula
define a un morfismo rtpxq “ ys : rx “ x,Xs Ñ ry “ y, Y s en BpT q. Probemos
por inducción sobre la formación de términos la igualdad de las flechas

Aprtpxq “ ysq “ tMA : XMA
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXMA

n Ñ YMA .

Si t es el término fpx1, . . . , xnq, esto se da por la definición de MA. En el
caso general, supongamos que tpxq es el término f

`

t1pxq, . . . , tmpxq
˘

de tipo Y ,
donde t1pxq, . . . , tmpxq son términos de tipos Z1, . . . , Zm respectivamente tales
que tMA

i “ A
`

rtipxq “ zis
˘

para cada i “ 1, . . . ,m. Por definición, para toda
estructura M , la flecha tM : XM Ñ YM está dada por la composición

tM : XM ptM1 ,...,tMm q
ÝÝÝÝÝÝÝÑ ZM1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ZMm

fM

ÝÝÑ YM ,

además, el morfismo XM ptM1 ,...,tMm q
ÝÝÝÝÝÝÝÑ ZM1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ZMm tiene gráfica definida por

la fórmula pt1pxq “ z1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ ptnpxq “ zmq por lo que tenemos la composición

rtpxq “ ys “ rpt1pxq “ z1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ ptnpxq “ zmqs ˝ rfpz1, . . . , zmq “ ys

además, como A es exacto izquierdo, tenemos que

A
`

rpt1pxq “ z1q^¨ ¨ ¨^ptnpxq “ zmqs
˘

“
`

Aprt1pxq “ z1sq, . . . , Aprtmpxq “ zmsq
˘

pero entonces, como A abre composiciones y por la hipótesis de inducción,
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tenemos que

Aprtpxq “ ysq

“A
`

rpt1pxq “ z1q ^ ¨ ¨ ¨ ^ ptnpxq “ zmqs
˘

˝A
`

rfpz1, . . . , zmq “ ys
˘

“
`

Aprt1pxq “ z1sq, . . . , Aprtmpxq “ zmsq
˘

˝A
`

rfpz1, . . . , zmq “ ys
˘

“
`

tMA
1 , . . . , tMA

m q ˝ fMA

“
`

fpt1pxq, . . . , tmpxqq
˘MA

“tMA

Por lo que en efecto Aprtpxq “ ysq “ tMA para todo término t.
A continuación procedemos por inducción sobre la formación de la fórmula

geométrica ϕ, empezando por el caso cuando ϕ es una fórmula atómica de la
forma R

`

t1pxq, . . . , tmpxq
˘

para términos t1, . . . , tm y un símbolo de relación R.
En todo modelo M , el objeto tx | R

`

t1pxq, . . . , tmpxq
˘

u está definido como el
producto fibrado

tx |Rpt1pxq, . . . , tmpxqqu
M ty |Rpyqu

XM YM

//

ptM1 ,...,tMm q

//

��

��

��

��

por lo que en BpT q tenemos un producto fibrado

rRpt1pxq, . . . , tmpxqq, Xs rRpyq, Y s

rx “ x,Xs ry “ y, Y s.

//

rt1pxq“y1^¨¨¨^tmpxq“yms
//

��

��

��

��

Como el funtor A : BpT q Ñ E es exacto izquierdo, preserva los productos
fibrados en E . Pero por la definición del modelo MA, tenemos que A

`

rx “ xs
˘

“

XMA y A
`

ry “ ys
˘

“ YMA , mientras que A
`

rRpyqs
˘

“ RMA “ ty |RpyquMA .
Así que al comparar los dos productos fibrados anteriores en el caso particular

en el que M “MA obtenemos que

A
`

rRpt1pxq, . . . , tmpxqq, Xs
˘

“ tx |Rpt1pxq, . . . , tmpxqqu
MA .

Otros tipos de fórmulas atómicas, J (“verdadero”), K (“falso”) y las igualda-
des tpxq “ t1px1q entre términos, son tratados de forma similar.

Supongamos ahora que el lema se cumple para las fórmulas ϕpxq y ψpxq
con variables libres entre x1, . . . , xn de los tipos X1, . . . , Xn. Deseamos mostrar
que el lema se da también para la fórmula ϕpxq ^ ψpxq. Primero tenemos que
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para todo modelo M de cualquier topos F , la definición de conjunción da un
producto fibrado en ese topos F de la forma

tx | ϕpxq ^ ψpxquM tx | ϕpxquM

tx | ψpxquM tx | x “ xuM “
`

XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n

˘

.

// //

// //

��

��

��

��

Se sigue de la construcción de límites en BpT q que el siguiente cuadrado
similar es también un producto fibrado

rϕpxq ^ ψpxq, Xs rϕpxq, Xs

rψpxq, Xs rx “ x,Xs.

// //

// //

��

��

��

��

Como A : BpT q Ñ E es exacto izquierdo, obtenemos un producto fibrado en
E

A
`

rϕpxq ^ ψpxq, Xs
˘

A
`

rϕpxq, Xs
˘

A
`

rψpxq, Xs
˘

A
`

rx “ x,Xs
˘

.

// //

// //

��

��

��

��

Pero por definición de MA tenemos que A
`

rx “ x,Xs
˘

“ XMA
1 ˆ¨ ¨ ¨ˆXMA

n ,
mientras que por hipótesis de inducción existen isomorfismos A

`

rψpxq, Xs
˘

–

tx | ψpxquMA y A
`

rϕpxq, Xs
˘

– tx | ϕpxquMA . Así, comparando los productos
fibrados anteriores con el caso particular en el que M “MA, obtenemos que

A
`

rϕ^ ψpxq, Xs
˘

– tx | ϕ^ ψpxquMA ,

por lo que el lema se da para ϕ^ ψ.
Supongamos ahora que el lema se cumple para las fórmulas de tϕjpxq|j P Ju

y probemos que se da también para su disyunción
Ž

jPJϕj . Veamos primero que
la familia de flechas

rϕj , Xs� r
Ž

jPJϕ,Xs

forman una cubierta para la topología JpT q de BpT q que definimos antes.
Por la definición de JpT q, queremos probar que para todo T -modelo M en

un topos cocompleto E la familia de morfismos

tx | ϕjpxqu
M � tx |

Ž

jPJ ϕjpxqu
M

forma una familia epimórfica.
Pero por definición, tx |

Ž

jPJ ϕjpxqu
M es la imagen directa del morfismo

š

jPJtx | ϕjpxqu
M Ñ XM por lo que

ž

jPJ

tx | ϕjpxqu
M Ñ tx |

Ž

jPJ ϕjpxqu
M
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es un epimorfismo, y como tx | ϕjpxquM � tx |
Ž

jPJ ϕjpxqu
M son las compo-

nentes de este epi, entonces juntas forman una familia epimórfica, de manera
que tenemos la cubierta que queríamos de JpT q.

Como A : BpT q Ñ E es un funtor continuo para cubiertas de JpT q, se
sigue que la familia A

`

rϕj , Xs
˘

forma una cubierta de A
`

r
Ž

jPJϕj , Xs
˘

y al ser
subobjetos de A

`

r
Ž

jPJϕjpxq, Xs
˘

, se tiene que

Ž

jPJA
`

rϕj , Xs
˘

“ A
`

r
Ž

jPJϕjpxq, Xs
˘

.

Pero por hipótesis de inducción, A
`

rϕj , Xs
˘

“ tx|ϕjpxqu
MA para cada j P J ,

mientras que por definición de la interpretación de la disyunción,

tx |
Ž

jPJ ϕjpxqu
MA “

Ž

jPJtx | ϕpxqu
MA .

Así, A
`

r
Ž

jPJϕj , Xs
˘

“ tx|
Ž

jPJϕjpxqu
MA , y el lema se da para la disyunción

Ž

jPJϕjpxq.
Finalmente, para el caso de un cuantificador existencial, supongamos que el

lema se da para la fórmula ϕpx, yq; es fácil ver que la proyección rϕpx, yq, X, Y s Ñ
rDyϕpx, yq, Xs en BpT q es una flecha cubriente, pues en cada modeloM de cual-
quier topos F , el subobjeto tx | Dyϕpx, yquM es la imagen directa de la flecha
dada por la composición en F

tpx, yq | ϕpx, yquM � XM ˆ YM
π2
ÝÑ YM .

Como A preserva composiciones, monomorfismos y cubiertas (en particular
preserva epimorfismos), tenemos que

tpx, yq | ϕpx, yquMA – Aprϕ,X, Y sq� AprDyϕ,Xsq� Apry “ y, Y sq “ YMA

es una factorización epi-mono de la composición anterior para el caso en el que
M “MA, por lo que AprDyϕ,Xsq es isomorfo a la imagen directa de esa flecha,
es decir AprDyϕ,Xsq – tx | Dyϕpx, yquMA como subobjetos de YMA , por lo que
el lema se cumple también para Dyϕpx, yq.

Como cada fórmula geométrica se construye a partir de fórmulas atómicas
usando conjunciones, disyunciones (tal vez infinitas) y cuantificador existencial,
se tiene que Aprϕ,Xsq – tx | ϕpxquMA para toda fórmula geométrica ϕ, por lo
que el lema queda demostrado.

Lema 5.11. Para toda teoría geométrica T y cualquier funtor continuo y exacto
izquierdo A : BpT q Ñ E, la L-interpretación asociada MA en E es un modelo
de T .

Demostración. En una teoría geométrica T , cada axioma tiene la forma

@x
`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

,
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donde ϕ y ψ son fórmulas geométricas. En cada modelo M de T tenemos la
inclusión tx|ϕpxquM Ď tx|ψpxquM , y por lo tanto una inclusión correspondiente

rϕ,Xs� rψ,Xs

por la definición de la categoría sintáctica BpT q. El funtor exacto izquierdo A
manda estos monomorfismos a una inclusión de subobjetos

A
`

rϕ,Xs
˘

ď A
`

rψ,Xs
˘

del objeto A
`

rx “ x,Xs
˘

“ XMA . Por el lema anterior, esto significa que

tx | ϕpxquMA ď tx | ψpxquMA .

De aquí que el axioma @x
`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

de T es válido en el modelo MA.

Lema 5.12. Las construcciones, M ÞÑ AM de un funtor continuo y exacto
izquierdo AM : BpT q Ñ E desde un T -modelo M en E, y A ÞÑ MA de un
modelo MA a partir de un funtor exacto izquierdo y continuo A : BpT q Ñ E,
son mutuamente inversas salvo isomorfismo natural.

Demostración. Para un lado, empecemos con un modelo M de la teoría T en
un topos E . Tenemos entonces al funtor asociado A “ AM : BpT q Ñ E , definido
como antes, y a un nuevo modelo MA asociado a este funtor A. Para cada tipo
X del lenguaje L, sea x una variable del tipo X,

XMA “ AM
`

rx “ x,Xs
˘

(por definición de MA)

– tx | x “ xuM (por definición de AM )

– XM .

Similarmente, para símbolos de relación R Ď X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn del lenguaje,

RMA “ AM
`

rRpxq, Xs
˘

(por definición de MA)

– tx |RpxquM (por definición de AM )

– RM .

Finalmente, si f : X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn Ñ Y es un símbolo de función,

GraphpfMAq “ tpx, yq | fpxq “ yuMA

“ AM
`

rfpxq “ y,X, Y s
˘

(por definición de MA)

– tpx, yq | fpxq “ yuM (por definición de AM )

– GraphpfM q.

Esto prueba que el modelo MA es isomorfo al anterior M .
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Para el otro lado, comencemos con un funtor exacto izquierdo y continuo
A : BpT q Ñ E para obtener primero un modelo M “MA en E y luego un nuevo
funtor AM . Para un objeto rϕpxq, Xs de BpT q,

AM prϕpxq, Xsq “ tx | ϕpxqu
MA (por definición de MA)

– Aprϕpxq, Xsq (por el Lema 5.10).

Este isomorfismo es natural, por lo que tenemos un isomorfismo de los fun-
tores A – AM .

La construcción M ÞÑ AM de un funtor a partir de un modelo es funtorial y
la construcción inversa A ÞÑMA de un modelo desde un funtor también es funto-
rial. Entonces se tiene que estas dos construcciones establecen una equivalencia
de categorías

ModpT, Eq – ConLexpBpT q, Eq,
como se quería. Para completar la prueba del teorema, es suficiente observar que
una de las construcciones es natural en E y la naturalidad de la otra se sigue
por el isomorfismo. Consideremos por ejemplo la construcción del funtor AM
desde un T -modelo M en el topos E . La naturalidad requiere, para cualquier
morfismo geométrico g : F Ñ E entre topos, que el cuadrado

ModpT, Eq ConLexpBpT q, Eq

ModpT,Fq ConLexpBpT q,Fq

– //

–
//

g˚

��

g˚˝

��

conmute salvo isomorfismo natural. Pero para cualquier modelo M de T en E y
para cualquier fórmula geométrica ϕpxq, tenemos

g˚
`

AM
`

rϕ,Xs
˘˘

– g˚
`

tx | ϕpxquM
˘

(por definición de AM )

– tx | ϕpxqug
˚M (Teorema 4.4)

– Ag˚M
`

rϕ,Xs
˘

,

la última por definición del funtor Ag˚M a partir del modelo g˚M . Por lo que
g˚ ˝AM – Ag˚M de donde el cuadrado anterior conmuta salvo isomorfismo.

Con esto queda probado el teorema.

5.3. Modelos Universales
En la sección previa demostramos que para una teoría geométrica arbitraria

T , el topos SpT q “ ShpBpT q, JpT qq de gavillas sobre la categoría sintáctica
BpT q es un topos clasificante de T -modelos y que para una teoría coherente, el
topos coherente S˚pT q es un topos clasificante para T -modelos.



5.3. MODELOS UNIVERSALES 87

Por lo tanto, para cualquier topos cocompleto E , hay una equivalencia de
categorías

ModpT, Eq – HompE ,SpT qq

natural en E entre la categoría de los T -modelos en E y la categoría de los
morfismos geométricos E Ñ BpT q.

Y más aún, probamos que para un topos E cualquiera, hay una equivalencia

ModpT, Eq – HompE ,S˚pT qq

natural en E .

Definición 5.13. Dado un topos clasificante SpT q de una teoría T en algún
lenguaje L, llamamos modelo universal de T a la L-interpretación de SpT q
correspondiente al morfismo geométrico identidad 1 : SpT q Ñ SpT q bajo la
equivalencia de categorías

ModpT,SpT qq – HompSpT q,SpT qq.

Denotamos a este modelo como UT .

Este modelo UT en SpT q es universal en el sentido de que cualquier otro T -
modelo en cualquier topos (cocompleto) E es la imagen inversa de este modelo
(salvo isomorfismo) bajo algún morfismo geométrico.

En efecto, por la naturalidad de la equivalencia de categorías tenemos que
todo morfismo geométrico f : E Ñ F da un diagrama de categorías y funtores

ModpT,Fq HompF ,SpT qq

ModpT, Eq HompE ,SpT qq

oo – //

oo
–

//

f˚

��

Hompf,SpT qq

��

que conmuta salvo isomorfismo.
Cualquier modelo M de T en E corresponde a un morfismo geométrico cM :

E Ñ SpT q, por lo que podemos considerar el diagrama anterior en el caso
particular en el que F “ SpT q y f “ cM

ModpT,SpT qq HompSpT q,SpT qq

ModpT, Eq HompE ,SpT qq.

oo –

oo
–

c˚M

��

HompcM ,SpT qq

��

Por arriba y por la izquierda, la identidad 1 : SpT q Ñ SpT q va a dar a
c˚M pUT q mientras que por la derecha y abajo obtenemos a M , de forma que
M – c˚M pUT q como T -modelos de E .
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Esto muestra que, salvo isomorfismo, el T -modelo arbitrario M es la imagen
inversa del modelo universal UT a lo largo de un morfismo geométrico adecuado,
especificamente, el morfismo cM : E Ñ SpT q.

Veamos más detalladamente la equivalecia de categorías

HompE ,SpT qq – ModpT, Eq.

Esta equivalencia, como se hizo en el capítulo anterior, está en dos partes;
primero tenemos la equivalencia

HompE ,SpT qq – ConLexpBpT q, Eq

que, como se vio en el capítulo de morfismos geométricos, al ser la topología JpT q
subcanónica, mapea a un morfismo geométrico f : E Ñ Sptq a la composición
de su funtor imagen inversa f˚ con el funtor de Yoneda y : BpT q Ñ SpT q,
obteniendo así el funtor continuo y exacto izquierdo

A “ f˚ ˝ y : BpT q Ñ E .

Luego al funtor continuo y exacto izquierdo A se le asigna un modelo MA,
elemento de ModpT, Eq.

Como se probó en el lema 5.10 de la sección anterior, para toda fórmula
geométrica ϕpxq, los subobjetos en el modelo MA se relacionan con el funtor A
por el isomorfismo natural

tx | ϕpxquMA – A
`

rϕ,Xs
˘

.

Como un caso particular, el modelo universal UT en SpT q corresponde ini-
cialmente a la identidad SpT q Ñ SpT q y luego, por la equivalencia entre mor-
fismos geométricos y funtores continuos y exactos izquierdos, corresponde al
funtor de Yoneda y : BpT q Ñ SpT q. Por lo tanto, el modelo universal UT tiene
la propiedad

tx | ϕpxquUT – y
`

rϕ,Xs
˘

para toda fórmula geométrica ϕpxq.

Teorema 5.14. Sea T una teoría geométrica. Para cualesquiera dos fórmulas
geométricas ϕpxq y ψpxq, la fórmula @x

`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

es verdadera en el modelo
universal UT en el topos clasificante SpT q si y sólo si esta fórmula es verdadera
en todo modelo M de T en todo topos cocompleto E.

En este sentido, el modelo UT es un modelo mínimo de la teoría T .

Demostración. La parte del “si” en este teorema es clara.
Para la ida, supongamos que la fórmula @x

`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

se da en UT ,
entonces tenemos la inclusión tx | ϕpxquUT ď tx | ψpxquUT de subobjetos en el
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topos SpT q. De esta forma, tenemos un morfismo (punteado en el diagrama)
para el cual el siguiente triángulo conmuta

tx | ϕpxquUT tx | ψpxquUT

XUT
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXUT

n

//
  

  

~~

~~

Por lo que se vio anteriormente, todos los objetos en este diagrama se obtie-
nen de objetos de BpT q bajo el funtor de Yoneda. Como la topología en BpT q es
subcanónica, el funtor de Yoneda y : BpT q Ñ SpT q es fiel y pleno. Así tenemos
que la flecha punteada en SpT q existe, como en el diagrama anterior, si y sólo
si existe una flecha punteada que hace conmutar al siguiente diagrama en BpT q

rϕpxq, Xs rψpxq, Xs

rx “ x,Xs

//
  

  

~~

~~

Pero para todo modelo M en el topos E , el funtor FM : BpT q Ñ DefpMq
manda al diagrama anterior a un diagrama conmutativo

tx | ϕpxquM tx | ψpxquM

XM
1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXM

n

//
  

  

~~

~~

de objetos y flechas definibles en E . Por lo tanto tx | ϕpxquM ď tx | ψpxquM en
E y así @x

`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

se da en el modelo M de E .

Análogamente, el teorema anterior es cierto para el topos clasificante S˚pT q
con su propio modelo universal UT . Pero el resultado es más fuerte para una
teoría coherente, pues no es necesario pedir que el topos E sea cocompleto en
este caso.

Del hecho de que el topos clasificante S˚pT q es un topos coherente y usando
el teorema de Deligne 3.18 del capítulo de morfismos geométricos, obtenemos
un resultado bastante sorprendente:

Corolario 5.15. Sea T una teoría coherente. Una fórmula @x
`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

,
con ϕ y ψ fórmulas coherentes, es verdadera en todos los modelos de T en
cualquier topos si y sólo si se da en todos los modelos de T en el topos Con.

Demostración. La parte del “sólo si” es clara.
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Por el contrario, supongamos que la fórmula @x
`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

se da en
cualquier modelo M de T en Con. Por el teorema anterior, basta con probar
que es verdadera en el modelo universal UT en el topos clasificante S˚pT q.

Pero el sitio pB˚pT q, J˚pT qq para el topos S˚pT q está dado por una categoría
B˚pT q con límites finitos y una topología de Grothendieck dada por familias
cubrientes finitas; en otras palabras, este sitio es de tipo finito, por lo que el
topos clasificante S˚pT q es un topos coherente.

Por el teorema de Deligne, S˚pT q tiene suficientes puntos.
Si consideramos a cualquier punto p : ConÑ S˚pT q, entoncesM “ p˚pUT q

es un modelo de la teoría T ; luego, como @x
`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

se da en todos los
modelos de Con, tenemos que tx | ϕpxquM ď tx | ψpxquM .

Por la definición deM , esta inclusión de subobjetos puede equivalentemente
ser escrita como

p˚
`

tx | ϕpxquUT
˘

ď p˚
`

tx | ψpxquUT
˘

.

Como esto se da para cualquier punto p : Con Ñ S˚pT q y S˚pT q tiene
suficientes puntos, concluimos que

tx | ϕpxquUT ď tx | ψpxquUT .

Esto muestra que @x
`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

se da en el modelo universal UT como
queríamos, y por lo tanto en cualquier T -modelo de cualquier topos.

Este corolario es muy útil en la práctica. Por ejemplo, muchas propiedades
de los anillos y módulos en álgebra homológica pueden ser expresadas de la
forma @x

`

ϕpxq Ñ ψpxq
˘

, donde ϕ y ψ son fórmulas coherentes en un lenguaje
adecuado.

Entonces, para verificar si tales propiedades se dan en anillos, módulos, et-
cétera, en un topos, es suficiente con verificar si se dan en anillos o módulos
“ordinarios”, en el topos clásico Con.

Es por esto que al teorema de Deligne se le relaciona con un teorema de
correctud: si una proposición coherente es demostrable, entonces es verdadera
en Con, pero esto implica que es verdadera en todo topos.



Capítulo 6

Ejemplos

Ya hemos visto que para toda teoría geométrica existe un topos clasificante
de esa teoría. Sin embargo, la construcción del sitio sintáctico puede ser muy
complicada y no siempre se le puede relacionar con algo conocido, no obstante,
existe una gran cantidad de ejemplos de topos clasificantes de varias teorías que
se han construido usando otras ideas muy ingeniosas.

En este capítulo mostramos varios ejemplos de topos clasificantes que no
necesariamente están construidos a partir del sitio sintáctico.

Aunque no todos los ejemplos tienen las pruebas completas de que el topos
dado es en efecto el topos clasificante que queremos, se da una buena idea de
por qué lo es.

Ejemplo 6.1. [Moerdijk, 1995] páginas 21 a 23.
Si G es un grupo entonces denotamos por BG a la categoría de los G-

conjuntos por la derecha. Esta categoría tiene como ojetos a familias de funciones
tfg : X Ñ X | g P Gu donde X es un conjunto y tales que fg ˝ fg1 “ fg1g para
cualesquiera g, g1 P G y tal que fe “ IdX . Un morfismo

α : tfg : X Ñ X | g P Gu Ñ thg : Y Ñ Y | g P Gu

en esta categoría es una función α : X Ñ Y tal que α ˝ fg “ hg ˝ α para todo
g P G.

Esta categoría se puede interpretar como una categoría de pregavillas si
definimos a la categoría G con un sólo objeto ‚ y morfismos tg : ‚ Ñ ‚ | g P Gu
donde la composición está definida por

g ˝ g1 “ gg1 : ‚ Ñ ‚.

Claramente el neutro del grupo e es la identidad Id‚.
Cada objeto de BG lo podemos ver como un funtor GOP

Ñ Con y cada
morfismo de BG lo podemos interpretar como una transformación natural.

Así tenemos que BG es un topos de Grothendieck para todo grupo G.

91
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Si X es un espacio topológico, consideremos a HompShpXq,BGq. Si f :
ShpXq Ñ BG es un morfismo geométrico, consideremos a G como un G-
conjunto actuando sobre él mismo con la multiplicación por la derecha. Entonces
G es un elemento sobre BG. Tenemos entonces que f˚pGq es una gavilla sobre
X E : oppXq Ñ Con suprayectiva, equipada con una G-acción continua por
fibras

α : Gˆ E Ñ E.

Una gavilla así es llamada un G-haz principal sobreX. Un morfismo de haces
principales

φ : pE,αq Ñ pE1, α1q

es una transformación natural φ : E Ñ E1 que respeta a las acciónes de G.
Tenemos entonces que BG es el topos clasificante para los G-haces princi-

pales de cualquier espacio topológico X.

Ejemplo 6.2. [Moerdijk, 1995] páginas 24 a 26.
En general, si una categoría C tiene límites finitos, entonces un C-haz prin-

cipal sobre un espacio topológico X es un funtor exacto izquierdo C Ñ ShpXq.
Un funtor exacto izquierdo siempre es continuo en la topología de Grothen-

dieck trivial, en la que JpUq “ ttUu, el unitario de la criba total, para cada
U P C, ya que tU tiene como elemento a la identidad de U , por lo que cualquier
funtor F aplicado a tU tendrá como elemento a la identidad de F pUq, por lo
que será una familia epimórfica.

Así tenemos que la categoría de C-haces principales sobre X es la categoría
ConLexpC, ShpXqq que sabemos que es equivalente a la categoría

HompShpXq,ConCOP

q

(pues si J es la topología trivial, entonces ShpC, Jq “ ConCOP

). Por lo que
ConCOP

es el topos clasificante para los C-haces principales sobre cualquier
espacio topológico X.

Ejemplo 6.3. [Moerdijk, 1995] páginas 37 a 42.
Definimos a la categoría ∆ que tiene como objetos a los conjuntos rns “

t0, 1, . . . , nu tal que n es un entero no negativo, y como morfismos a las funciones
α : rns Ñ rms crecientes (αpiq ď αpjq siempre que i ď j).

El topos Con∆ (la categoría de pregavillas sobre ∆OP ) es el topos clasifi-
cante para órdenes lineales. Para ver esto, supongamos que X : ∆OP Ñ E es un
funtor que preserva todos los límites finitos, entonces manda colímites finitos de
∆ a límites finitos en E ; tenemos que rns “ rms

š

r0srks siempre que n “ m` k,
donde rms

š

r0srks es el coproducto fibrado de las flechas δn : r0s Ñ rns y
δ0 : r0s Ñ rks las funciones constantes n y 0 respectivamente. En particular,

rns “ r1s
ž

r0s

. . .
ž

r0s

r1s

por lo que
Xrns “ Xr1s ˆXr0s ¨ ¨ ¨ ˆXr0s Xr1s.
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Así X depende sólo de su valor en r0s, r1s, δ0 y δ1. Además, la familia tδ0, δ1u
de r0s a r1s forma una familia epimórfia en ∆ por lo que

pXδ0, Xδ1q : Xr1s� Xr0s ˆXr0s

es un monomorfismo. Se puede probar que Xr0s es un orden lineal con ď“
pXδ0, Xδ1q : Xr1s� Xr0s ˆXr0s.

Ejemplo 6.4. [Joyal, 2008]
Andre Joyal mostró que Con∆OP

es el topos clasificante para intervalos
lineales.

Específicamente, un morfismo geométrico de Con a Con∆OP

es un intervalo
lineal en Con, es decir un conjunto totalmente ordenado que distingue a un
máximo y a un mínimo (distintos). En general, un intervalo lineal es un modelo
de la teoría geométrica con un sólo tipo, una relación binaria ď y dos constantes
0 y 1 y con los axiomas de reflexividad, transitividad, antisimetría, dicotomía,
p0 ď x ď 1q y p0 “ 1 Ñ Kq.

Joyal llama a éstos “intervalos lineales estrictos”; al remover la hipótesis
de que el máximo y el mínimo son distintos, uno llega a la noción más débil
a la que él llama “intervalos lineales”. Los intervalos lineales en este sentido
son clasificados por el topos Con∆OP

a , donde ∆a (a veces llamada “Delta del
algebrista” o la categoría siplicial argumentada) es como antes pero incluye
también al vacío como objeto.

Ejemplo 6.5. [Moerdijk, 1995] II.3.
Una categoría topológica es una categoría pequeña C tal que su conjunto

de objetos C0 y su conjunto de morfismos C1 tienen estructura de espacio
topológico. Además pedimos que las funciones tomar dominio y tomar codominio
de C1 a C0, tomar identidad de C0 a C1 y componer de C1ˆC0

C1 a C1 sean
todas continuas.

Una C-gavilla sobre una categoría topológica C es un espacio étale (es decir,
un homeomorfismo local) p : S Ñ C0 equipada con una acción continua derecha
α : SˆC0

C1 Ñ S (denotamos αpx, fq “ x¨f). Esta acción está definida siempre
que ppxq “ Codpfq y debe cumplir

x ¨ Idppxq “ x, ppx ¨ fq “ Dompfq, x ¨ pf ˝ gq “ px ¨ fq ¨ g. (6.1)

Un morfismo entre C-gavillas es una función continua F : S Ñ S1 que
respeta a la acción: F px ¨S fq “ F pxq ¨S1 f para todo x P S y f P C1. La
categoría de C gavillas la denotamos como BC.

Moerdijk prueba que BC es un topos. El topos BC es llamado topos clasi-
ficante de la categoría topológica C.

Ejemplo 6.6. [Moerdijk, 1995] II.4.
Una categoría topológica C es llamada D-étale si su mapeo dominio Dom :

C1 Ñ C0 es un homeomorfismo local.
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Si C es una categoría topológica D-étale entonces un C-haz sobre un espacio
X es un espacio étale p : E Ñ X equipado con una C-acción izquierda continua
por fibras dada por mapeos

π : E Ñ C0, a : C1 ˆC0 E Ñ E.

El mapeo a está definido en pares pg, eq donde g P C1, e P E y Dompgq “
πpeq, nuevamente denotamos apg, eq “ g ¨ e. La acción izquierda debe cumplir
igualdades análogas a las de (6.1).

Además, decimos que un C-haz sobre X es principal si para cualquier punto
x P X, se cumplen las siguientes propiedades (Denotamos como Ex a la fibra de
x bajo p)

1. Ex es no vacío,

2. si y, z P Ex entonces existe un w P Ex y flechas α : πpwq Ñ πpyq y
β : πpwq Ñ πpzq tales que α ¨ w “ y y β ¨ w “ z.

3. Para cualquier punto y P Ex y cualquier par de flechas α, β P C1 con
Dompαq “ πpyq “ Dompβq y α ¨ y “ β ¨ y, existe un punto w P Ex y una
flechaγ : πpwq Ñ πpyq en C tal que γ ¨w “ y en Ex y α ˝ γ “ β ˝ γ en C.

Con la noción obvia de función continua que preserva la C-acción, estos
C-haces principales forman una categoría PrinpX,Cq.

El teorema 4.1 de [Moerdijk, 1995] afirma que

HompShpXq,BCq – PrinpX,Cq

siempre que C es D-étale. Es decir, que BC es el topos clasificante para los
C-haces principales sobre cualquier espacio topológico X.

Ejemplo 6.7. [Mac Lane and Moerdijk, 1992] VIII.4.
El topos ConConFin (la categoría de pregavillas sobre ConFinOP , donde

ConFin es la categoría de todos los conjuntos finitos) es el topos clasificante de
objetos de cualquier topos E : todo morfismo geométrico f : E Ñ ConConFin

viene de un único funtor exacto izquierdo F : ConFinOP Ñ E .
Este morfismo manda colímites finitos de ConFin a límites finitos de E ,

como cada conjunto finito X es biyectable con el coproducto
š

xPX 1, (donde 1
es el objeto terminal tHu) entonces

F pXq –
ź

xPX

F p1q,

por lo que F sólo depende de su valor en 1, que es simplemente un objeto de E .
Analogamente, dado un objeto E P E , podemos definir a un funtor FE :

ConFinÑ E exacto izquierdo tal que

FEpXq “
ź

xPX

E.
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El topos ConConFin es llamado “clasificador de objetos”.
Similarmente, el toposConConFin˚ (dondeConFin˚ es la categoría de los

conjuntos finitos punteados pX,x0q donde x0 P X y con morfismos f : pX,x0q Ñ

pY, y0q funciones tales que fpx0q “ y0) es el clasificador de los objetos punteados
de cualquier topos E .

Ejemplo 6.8. [Lawvere, 1963].
Una teoría de Lawvere o teoría de productos finitos es una categoría CpT q

con productos finitos en la que todo objeto es isomorfo a productos xn “ x ˆ
¨ ¨ ¨ ˆ x incluyendo a un objeto terminal 1 “ x0.

En particular, la teoría de grupos de Lawvere es una categoría CpGrpq con
un morfismo m : x ˆ x Ñ x que describe a la multiplicación, un morfismo
e : 1 Ñ x que describe a la identidad del grupo y otro I : xÑ x que describe a
la operación de tomar inversos, y que obedecen a los axiomas usuales de grupo.

Un funtor que preserva productos F : CpGruq Ñ E es precisamente un grupo
en E (un modelo de la teoría de grupos). De aquí que la categoría ConCpGruq

de pregavillas sobre CpGruq es el topos clasificante de los grupos en un topos
cualquiera.

Ejemplo 6.9.
En general, cualquier teoría de productos finitos CpT q tiene como topos

clasificante (de modelos de esa teoría) a la categoría de pregavillas sobre CpT q,
aún cuando CpT q tiene varios tipos.

En particular la teoría de anillos y la teoría de R-módulos sobre un anillo
tradicional R (en la que hay un morfismo r : x Ñ x para cada r en R) tienen
un topos clasificante así.

También las álgebras de Boole y de Heyting son clasificadas por un topos de
esta forma.

Ejemplo 6.10. [Moerdijk, 1996]
Cuando uno juega a las cartas inglesas, la A tiene un valor tanto máximo

como mínimo en el orden de las cartas de una misma figura. En este sentido,
uno podría decir que las cartas de una misma figura tienen un orden que es de
alguna manera cíclico. Esta idea se puede capturada para definir el concepto de
ciclo abstracto.

Un ciclo abstracto C es una estructura

C “ pP, S, δ0, δ1, 0, 1, ˚,Yq

donde P y S son dos conjuntos, P es el conjunto de “puntos” del ciclco y S el
conjunto de “segmentos”, δ0 y δ1 son funciones que a cada segmento le asignan
un punto respectivamente. Si a P S, δ0paq es el punto inicial de a y δ1paq es el
punto final de a. Si a y b son dos segmentos tales que δ1paq “ δ0pbq, entonces
está definido el segmento a Y b que tiene como punto inicial a δ0paq y como
punto final a δ1pbq; a aY b lo podemos pensar como la concatenación de a con
b.

Si x es un punto del ciclo, entonces tiene dos segmentos distinguidos 0x y
1x, ambos con punto inicial y punto final igual a x; a 0x lo pensamos como el
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segmento que se queda fijo en x, por lo que al concatenarlo con cualquier otro
segmento lo deja igual. A 1x lo pensamos como el segmento que le da toda la
vuelta al ciclo, empezando por x y terminando ahí mismo, de esta forma, para
todo segmento a, tenemos al segmento a˚ que tiene como punto final al punto
inicial de a y viceversa, pero a˚ recorre al ciclo por el otro lado, en el sentido
de que aY a˚ “ 1δ0paq y a

˚ Y a “ 1δ1paq. Además 0˚x “ 1x y a˚˚ “ a.
Un morfismo f : C Ñ C 1 entre ciclos consta de dos funciones fP : P Ñ P 1 y

fS : S Ñ S1 que conmutan con todas las operaciones δ0, δ1, 0, 1, ˚ y Y.
El ejemplo más sencillo de un ciclo abstracto es el que tiene como puntos a

un subconjunto de los puntos de la circunferencia P Ď S1 y como segmentos
a todos los intervalos cerrados y positivamente orientados con extremos en P .
De hecho, se puede probar que cualquier ciclo a lo más numerable es isomorfo
a cualquier ciclo así, donde P Ď S1 tiene la misma cantidad de puntos.

Define a una categoría Λ con objetos r0s, r1s, r2s, . . . y morfismos pσ, uq :
rns Ñ rms un par de funciones donde σ es una permutación cíclica de t0, . . . , nu,
mientras que u : t0, . . . , nu Ñ t0, . . . ,mu es no decreciente. Para la composición
aprovechamos el hecho de que si σ es como antes y v : rks Ñ rns es una función
creciente, entonces σ ˝ v se factoriza de manera única como v1 ˝ σ1 donde σ1 es
una permutacción cíclica de elementos de rks monótona en las fibras de v y v1 :
rks Ñ rns es no decreciente. De esta manera, la composición de pτ, vq : rks Ñ rns
con pσ, uq : rns Ñ rms la definimos como

pσ1 ˝ τ, u ˝ v1q : rks Ñ rms.

Moerdijk probó que la categoría ΛOP es equivalente a la categoría de ciclos
abstractos finitos rns˚ y que cualquier fórmula ϕ del lenguaje de los ciclos es
cierta para todo ciclo abstracto si y sólo sí es cierta para todo ciclo abstracto fi-
nito. Luego usó estos hechos para demostrar que ConΛOP

es el topos clasificante
para modelos de los axiomas de ciclos abstractos en cualquier topos.

A el topos de pregavillas sobre Λ se le conoce también como la “categoría de
conjuntos cíclicos”.

Ejemplo 6.11. [Mac Lane and Moerdijk, 1992] VIII.5.
En este ejemplo, por “anillo” nos referimos a anillo conmutativo con unidad.
Vimos antes que cualquier objeto anillo en un topos es equivalente a un funtor

que respeta productos de la teoría de productos finitos CpRngq sobre la teoría
de anillos. Sin embargo, esta categoría no tiene todos los límites finitos, por lo
que tiene sentido preguntarse cómo sería la categoría generada por CpRngq y
que tiene todos los límites finitos.

Como CpRngq es la categoría cerrada bajo productos de un objeto anillo
A, entonces buscamos a una categoría cerrada bajo límites finitos generada
por un objeto anillo A. Resulta que una categoría con estas características es
la categoría RngOPfp donde Rngfp es la categoría de los anillos finitamente
presentados. El objeto anillo A de RngOPfp que la genera bajo límites finitos es
el anillo de polinomios ordinario Zrxs.
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Por lo tanto, ConRngfg es topos clasificante de la teoría de anillos (conmu-
tativos y con unidad), donde cada objeto anillo A P E es isomorfo a F pZrxsq
para un único funtor exato izquierdo F : Rngfg Ñ E .

Ejemplo 6.12. [Mac Lane and Moerdijk, 1992] III.3 y VIII.6.
Consideremos nuevamente a la teoría de anillos conmutativos con unidad; si

a los axiomas de esta teoría les agregamos las fórmulas
`

p0 “ 1q Ñ K
˘

y
`

px` y “ 1q Ñ pDzpx ¨ z “ 1q _ Dzpy ¨ z “ 1qq
˘

obtenemos a la llamada teoría coherente de anillos locales.
Denotamos por Rngfg a la categoría de los anillos finitamente generados.

Definimos al sitio de Zariski como el sitio pRngOPfg , Jq donde J es la topología
de Grothendieck tal que para todo A P Rngfg, una cocriba S sobre A está en
JpAq si y sólo si contiene a una familia finita tξi : A Ñ Ars´1

i s | i P t0, . . . , nuu
donde ts0, . . . , snu es cualquier subconjunto de A que no está contenido en algún
ideal propio de A, Ars´1

i s es la localización correspondiente y ξi es la inclución
canónica en Rngfg para cada i.

La teoría (coherente) de anillos locales tiene como topos clasificante al topos
de Zariski ShpRngOPfg , Jq, que es la categoría de gavillas sobre el sitio de Zariski.

Ejemplo 6.13. [Caramello, 2009]
La teoría de los dominios enteros es la teoría obtenida a partir de la teoría

de anillos conmutativos con unidad al agregarle los axiomas
`

p0 “ 1q Ñ K
˘

y
`

px ¨ y “ 0q Ñ ppx “ 0q _ py “ 0qq
˘

.

Consideremos de nuevo a la categoría RngOPfg , pero esta vez con una to-
pología de Grothendieck K tal que una cocriba S sobre A está en KpAq si y
sólo si, o A es el anillo cero y S es la cocriba vacía, o bien S contiene a una
familia finita no vacía tπi : A Ñ A{xaiy | i P t0, . . . , nuu donde ta0, . . . , anu es
un subconjunto de A tal que a0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ an “ 0, xaiy es el ideal generado por ai y
πi : AÑ A{xaiy es la proyección canónica en Rngfg para cada i.

La teoría de los dominios enteros tiene como topos clasifiante al topos de
gavillas ShpRngfg,Kq.

Ejemplo 6.14.
Un objeto estrictamente bipunteado en un topos E es una terna pX, pX , qXq

donde X es un objeto de E y pX , qX : 1E Ñ X son dos puntos de X en E .
Un morfismo entre dos objetos bipunteados f : pX, pX , qXq Ñ pY, pY , qY q es un
morfismo f : X Ñ Y de E tal que f ˝ pX “ pY y f ˝ qX “ qY .

Definimos a la categoría A que tiene por objetos a los conjuntos estrictamen-
te bipunteados n “ pt0, . . . , nu, 0, nq para todo entero n ě 1 y como morfismos
f : nÑ m a las funciones f : t0, . . . , nu Ñ t0, . . . ,mu que preservan a los puntos
respectivos: fp0q “ 0 y fpnq “ m.

Veamos que ConA, el topos de pregavillas sobre AOP es el topos clasificante
de los objetos bipunteados: Primero tenemos que 1 es objeto inicial de A por lo
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que es objeto terminal de AOP . Notemos además que el coproducto

n >m “ n`m´ 1

pues si tomamos a las inclusiones in : n Ñ n`m´ 1 y im : m Ñ n`m´ 1
tales que inpkq es igual a k si 0 ď k ď n´ 1 e igual a n`m´ 1 si k “ n y impkq
es igual a pn´ 1q ` k si 1 ď k ď m e igual a 0 si k “ 0

n`m´ 1

n m

p

66

in 66

hh

imhh

α (( βvv

γ

��

entonces, si tenemos morfismos α : nÑ p y β : mÑ p tendremos que existe una
flecha única γ : n`m´ 1 Ñ p, definida como γpkq igual a αpkq si 0 ď k ď n´1
y β

`

k ´ pn´ 1q
˘

si n ď k ď n`m´ 1, tal que γ ˝ in “ α y γ ˝ im “ β.
En particular tenemos que para todo n ě 2

n “
n´1
ž

i“1

2

por lo que la categoría AOP está generada por 2.
Si F : AOP

Ñ E es un funtor exacto izquierdo, entonces está caracteriza-
do por su valor en 2, además, F p1q “ 1E es el objeto terminal de E . Como
existen exactamente dos funciones f0 : 2 Ñ 1 y f1 : 2 Ñ 1 en A, enton-
ces F pf0q : F p1q Ñ F p2q y F pf1q : F p1q Ñ F p2q son dos morfismos de 1E a
F p2q en E por lo que el funtor F clasifica a un objeto estrictamente bipunteado
`

F p2q, F pf0q, F pf1q
˘

.
Así tenemos que ConA es el topos clasificante de los objetos bipunteados

de ccualquier topos E .

Ejemplo 6.15.
Decimos que C es una categoría extensiva si tiene coproductos finitos y

cumple que siempre que los cuadrados

YX Z

A BA >B

// oo

iA
//

iB
oo

���� ��

forman productos fibrados, entonces X Ñ Y Ð Z es un coproducto.
Como

`
š

iPI A
˘

> Ai0 –
š

iPIYi0
Ai entonces es fácil probar por inducción

que si C es extensiva entonces, para todo coproducto finito
šn
i“1, si para cada
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i el cuadrado

YXi

Ai
š

Ai

fi //

iAi

//
����

es un producto fibrado tenemos que tfi : Xi Ñ Y | i P t1, . . . , nuu es coproducto.
Definimos sobre una categoría extensiva C a una topología de Grothendieck

JG a partir de una base K, donde KpAq es la familia de todos los conjuntos
finitos tAi Ñ A | i P Iu con la propiedad de que

š

Ai Ñ A es un isomorfismo.
K es en efecto base para una topología:
(1’) se cumple pues cualquier isomorfismo tC Ñ Au cumple la propiedad (el

coproducto de un solo objeto es él mismo).
(2’) se da pues si g : Y Ñ A es cualquier morfismo y tiAi : Ai Ñ A | i P Iu

es una familia finita tal que
š

Ai – A y consideramos a los productos fibrados

YXi

Ai A –
š

Ai

fi //

iAi

//
����

etonces tfi : Xi Ñ Y | i P Iu está en KpY q, pues por la extensividad de C
Y –

š

Xi.
Finalmente, para (3’), tenemos que si tiAi

: Ai Ñ A | i P Iu es una familia
tal que

š

Ai – A y tiBji
: Bji Ñ Ai | ij P Jiu es una familia tal que

š

Bji – A
para cada i P I, entonces la familia

tiAi
˝ iBji

: Bji Ñ A | ij P Ji, i P Iu

está en KpAq pues
ž

jiPJi,iPI

Bji “
ž

iPI

`

ž

jiPJi

Bji
˘

–
ž

iPI

Ai – A.

Si C es extensiva y J es su topología de Grothendieck dada de esta manera,
entonces topos de gavillas ShpC, JGq es llamado el topos de Gaeta sobre C y se
le denota como GpCq.

consideremos a K un campo algebraicamente cerrado y a pK-Algqfp la cate-
goría de K-álgebras finitamente presentadas. Lawvere probó en [Lawvere, 2003]
que pK-AlgqOPfp es extensiva. Podemos considerar entonces a su topos de Gaeta
G
`

pK-AlgqOPfp
˘

.
Veamos ahora que F : pK-Algqfp Ñ Con es una gavilla aquí si y sólo si F

preserva productos finitos.
Para el regreso, supongamos que tfi : AÑ Ai | i P Iu es una familia finita de

pK-Algqfp tal que A Ñ
ś

Ai es un isomorfismo. Sea txi P F pAiq | i P Iu una
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familia compatible, entonces pxiqiPI P
ś

F pAiq – F
`
ś

Ai
˘

– F pAq es la única
amalgamación para la familia.

Para la ida, supongamos que F : pK-Algqfp Ñ Con es una gavilla y que
t
ś

Ai Ñ Ai | i P Iu es un producto finito, se puede probar que para cualquier
elemento pxiqiPI P

ś

F pAiq, la familia txi P F pAiq | i P Iu es una familia
compatible, por lo que tiene una única amalgamación en F p

ś

Aiq, por lo que
existe una biyección entre

ś

F pAiq y F p
ś

Aiq. Así tenemos que F preserva
productos finitos.

El topos de Gaeta GppK-AlgqOPfp q es el topos clasificante para los objetos
anillos conmutativos con exactamente dos idempotentes de cualquier topos.

Topos Clasificantes y el Axioma del Infinito

El axioma del infinito para un topos dice que este consta con un objeto
números naturales. Resulta que para un topos elemental E , es una condición
necesaria y suficiente para que te cumpla con el axioma del infinito que exista
un topos clasificante de objetos sobre E . En esta sección bosquejaremos la prueba
de este resultado, el cual se puede consultar más a fondo en [Blass, 1989].

Sea T la teoría geométrica con un sólo tipo, con un símbolo de constante
o, un símbolo de función unitario s, sin más símbolos no lógicos y sin axiomas.
Un T -modelo en cualquier topos es simplemente una estructura A “ pA, oA, sAq
donde A es un objeto y oA : 1 Ñ A y sA : A Ñ A son morfismos del topos
(omitiremos los subíndices en o y s en caso de no haber confusión).

Un homomorfismo de T -modelos es un morfismo entre los objetos subyacen-
tes que conmuta con o y con s. Un objeto números naturales es simplemente un
T -modelo inicial.

Definición 6.1. Un T -modelo débilmente inicial (en un topos) es un T -modelo
con al menos un un homomorfismo a todo T -modelo.

Un T -modelo débilmente inicial será llamado objeto números naturales débil.

Lema 6.2. Si un topos elemental E tiene un objeto números naturales débil,
entonces tiene un objeto números naturales.

Demostración. Sea A “ pA, o, sq un objeto números naturales débil. Conside-
remos la siguiente fórmula φpzq en el lenguaje de Mitchell-Bénabou:

@x P P pAqro PA x^ @y P Apy PA xÑ spyq PA xq Ñ z PA xs,

donde z es de tipo A. La fórmula "dice" que z pertenece a todo sub-T -modelo de
A. La interpretación |φpzq| de esta fórmula es un morfismo AÑ Ω, el morfismo
característico de un cierto subobjeto de A. Cálculos sencillos muestran que N
es el universo de un sub-T -modelo mínimo N “ pN, oN , sN q de A. Como A es
un objeto números naturales débil, N también lo es. Para mostrar que N es el
objeto números naturales buscado, supongamos que tenemos dos homomorfis-
mos de N a otro T -modelo; si consideramos al igualador de estos dos morfismos,
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obtendremos a un sub-T -modelo de N , que debe ser todo N por la minimalidad
de N , así ambos homomorfismos son iguales como se deseaba.

Proposición 6.3. Si T tiene topos clasificante F sobre el topos E, entonces E
tiene un objeto números naturales.

Demostración. Tenemos un T -modelo genérico G “ pG, o, sq en E y un mor-
fismo geométrico canónico p : F Ñ E .

Sea A cualquier T -modelo en E , entonces tenemos un morfismo geométrico
g : E Ñ F , un isomorfismo i : g˚pGq Ñ A y un isomorfismo natural ν : Id Ñ
g˚p˚. Además, tenemos un homomorfismo εG : p˚p˚pGq Ñ G que, al aplicarlo
con g˚, obtenemos el siguiente homomorfismo de T -modelos en E :

p˚pGq
νp˚ pGq
ÝÝÝÝÝÑ g˚p˚p˚pGq

g˚pεGq
ÝÝÝÝÑ g˚pGq i

ÝÑ A.

Como A fue un T -modelo arbitrario en E , hemos probado que p˚pGq es un objeto
números naturales débil en E . Por el lema anterior, E tiene un objeto números
naturales.

Se probó en el capítulo 5 que toda teoría geométrica tiene topos clasificante
sobre todo topos cocompleto; en particular, la teoría T definida aquí tiene un
topos clasificante sobre todo topos cocompleto, por lo que todo topos cocompleto
cumple con el axioma del infinito.

Además se puede probar que si un topos elemental tiene topos clasificante de
objetos, entonces tiene un topos clasificante para T . Esta construcción es bien
conocida y el lector interesado puede leer más sobre ella en [Blass, 1989].





Capítulo 7

Teorías de Primer Orden

En este escrito hemos probado que toda teoría geométrica (infinitaria) de
primer orden tiene topos clasificante. Además hemos mostrado varios ejemplos
en los que no necesariamente se hace explícita la teoría geométrica de una es-
tructura, pero hemos sido capaces de encontrar topos clasificantes para estas
estructuras.

Aunque no toda teoría de primer orden infinitaria tiene topos clasificante,
existe una caracterización para la existencia de topos clasificante para la cual se
le pide una “condición de tamaño” a la teoría. Se puede probar además que todo
topos de Grothendieck surge como el topos clasificante de alguna teoría así.

Los temas aquí tratados están basados en el artículo “Classifying toposes for
first-order theories” [Butz and Johnstone, 1998].

7.1. Introducción
Podríamos decir que dos teorías son equivalentes si tienen topos clasificantes

equivalentes. Es bien sabido que todo topos de Grothendieck se puede ver como
el topos clasificante de alguna teoría geométrica por lo que si una teoría de
primer orden no es equivalente a alguna teoría geométrica, no podemos esperar
que tenga un topos clasificante en el sentido usual.

Ya hemos visto que las fórmulas geométricas son específicamente aquellas
que se preservan bajo morfismos geométricos, sin embargo podemos conside-
rar específicamente a los morfismos geométricos cuyo funtor imagen inversa
preserva fórmulas de primer orden (infinitarias) arbitrarias. A estos morfismos
geométricos se les llama morfismos geométricos abiertos (Más sobre morfismos
geométricos abiertos en [Johnstone, 1980] y [Joyal and Tierney, 1984]). Así que
podríamos esperar que, para al menos algunas teorías T de primer orden de
interés, es posible encontrar a un topos BpopTq y una equivalencia natural

AbpF ,BpopTqq » T´ModpFq,

donde el lado izquierdo denota a la subcategoría plena de ToppF ,BoppTqq cuyos

103



104 CAPÍTULO 7. TEORÍAS DE PRIMER ORDEN

objetos son los morfismos geométricos abiertos. (Como una teoría geométrica
también puede ser considerada una teoría de primer orden, llamaremos al topos
clasificante usual de la teoría geométrica BgpTq, mientras que al de la teoría de
primer orden en este sentido le llamaremos BpopTq.)

7.2. Mapeos abiertos a topos de gavillas

Sea E el topos de gavillas sobre un sitio (pequeño) pC, Jq. El teorema de
Diaconescu afirma que hay una equivalencia entre la categoría ToppF , teq de
morfismos geométricos de F a E y la categoría de funtores planos y continuos
C Ñ F . Nuestra meta en esta sección es caracterizar a aquellos funtores C Ñ F
los cuales se corresponden con morfismos geométricos abiertos.

Aunque nuestra definición principal de morfismos abiertos será que son pre-
cisamente aquellos morfismos geométricos f : F Ñ E cuyos funtores imagen
inversa preservan a la lógica de primer orden (infinitaria) completa, en esta sec-
ción será conveniente usar la caracterización de ellos en términos de la flecha
τ : ΩE Ñ f˚ΩF que es la transpuesta de el funtor característico τ del monomor-
fismo f˚pJEq. f es morfismo geométrico abierto si y sólo si τ tiene un adjunto
izquierdo interno λ : f˚ΩF Ñ ΩE (ver el teorema 3.2 de [Johnstone, 1980] o la
página 56 de [Joyal and Tierney, 1984]).

Denotamos como ε : C Ñ E a la composición del encaje de Yoneda C Ñ

rCop,Cons con el funtor gavilla asociada y como F : C Ñ F al funtor plano y
continuo que le corresponde al morfismo geométrico f : F Ñ E .

Lema 7.1. El morfismo geométrico f es abierto si y sólo si

1. Para cada objeto A en C y cada familia tSi | i P Iu de subobjetos de εpAq
tenemos

Ź

iPI τApSiq “ τAp
Ź

iPI Siq; y

2. para cada morfismo α : AÑ B en C y cada subobjeto S de εpAq tenemos
@F pαqτApSq “ τB@εpαqpSq.

Aquí, como usualmente, @F pαq y @εpαq denotan a los adjuntos derechos para
F pαq˚ y εpαq˚ actuando sobre subobjetos.

Demostración. Como SubpεpAqq y SubpF pAqqson retículas completas, la pri-
mera condición se da si y sólo si cada τA tiene un adjunto izquierdo λA :
ΩEpAq Ñ f˚ΩF pAq. Dada la existencia de estos adjuntos, la segunda condición
es equivalente a la conmutatividad del diagrama de los adjuntos izquierdos

SubpεpBqqSubpF pBqq

SubpF pAqq SubpεpAqq

λB //

λA

//

εpαq˚

��

F pαq˚

��
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para toda α : A Ñ B en C, es decir que λA forma un morfismo de gavillas
λ : ΩE Ñ f˚ωF . Entonces estas dos condiciones juntas son equivalentes a que τ
tenga un adjunto izquierdo interno en E , es decir que f es abierto.

El lema anterior se puede reescribir usando la descripción de ΩEpAq como el
conjunto de cribas cerradas sobre A:

Corolario 7.2. El morfismo geométrico f es abierto si y sólo si

1. Para cada objeto A de C y cada familia tSi | i P Iu de cribas cerradas
sobre A,
ł

iPI

Ź

tDF pβqF pBq|β : B Ñ A P Siu “
Ž

tDF pβqF pBq|β : B Ñ A P
Ş

iPISiu;

y

2. para cada α : AÑ B en C y cada criba S sobre A,

@F pxq
Ž

tDF pβqF pCq |β : C Ñ A P Su “
Ž

tDF pγqF pCq |γ : D Ñ B P @αSu.

Aquí @αS denota a la criba cerrada

tγ : D Ñ B | p@β : D Ñ Aqppαβ “ γq ñ pβ P Sqqu.

El mapeo @α : ΩEpAq Ñ ΩEpBq es el adjunto derecho de la acción α˚ de α sobre
cribas cerradas.

Concluimos esta sección con algunas observaciones más sobre la preservación
de conectivos lógicos. Si tui : Ei Ñ E |i P Iu es una familia epimórfica de mapeos
es E , tenemos un encaje de álgebras de Heyting

u˚ : SubpEq ãÑ
ź

iPI

SubpEiq.

Aplicando esto a la familia epimórfica te : εpAq Ñ E | e P EpAq, A P obCu
donde E es cualquier objeto de E “ GavpC, Jq, y a la imagen de esta familia
bajo f˚ para algún morfismo geométrico f : F Ñ E , obtenemos un cuadrado
conmutativo de álgebras de Heyting completas

ś

SubpεpAqqSubpEq

Subpf˚Eqq
ś

SubpF pAqq

� � //

� � //
����

donde F : C Ñ F es el funtor continuo plano correspondiente a f , y los
mapeos verticales son inducidos por la acción de f˚ sobre subobjetos.
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Lema 7.3. Sea f : F Ñ E “ GavpC, Jq un morfismo geométrico. El funtor f˚
preserva ínfimos de familias de subobjetos de cardinalidad menor que κ (respec-
tivamente a todos los ínfimos, implicación, negación) si y sólo si lo hace sobre
subobjetos de representables.

Demostración. La dirección no trivial se sigue de la existencia del diagrama
anterior para cada objeto E en E .

Esto permite traducir propiedades de f a propiedades de F y vice versa, por
ejemplo:

Corolario 7.4. El morfismo geométrico f es sub-abierto (es decir, f˚ preserva
implicación) si y sólo si, para cada A P obC y cualesquiera dos cribas cerradas
S1, S2 sobre A, la imagen del mapeo

ž

tα:BÑA | α˚S1“α˚S2u

F pBq Ñ F pAq

es el subobjeto f˚S1 ô f˚S2 de F pAq.

Demostración. Como S1 ô S2 “ tα | α
˚S1 “ α˚S2u, la condición dice que

f˚ preserva ô sobre el nivel del sitio. Pero esto es equivalente a decir que f˚
preserva implicación, porque en cualquier álgebra de Heyting phñ h1q “ phô
ph^ h1qq.

7.3. Teorías de Primer Orden y Categorías Sin-
tácticas

Dada una simbología (posiblemente) con múltiples tipos Σ, nuestro lenguaje
formal será el lenguaje infinitario LκωpΣq (al que abreviaremos Lκ cuando
no haya peligro de confusión): esto es, permitimos la formación de conjunciones
Ź

iPI φi y disyunciones
Ž

jPJ ψj infinitas de fórmulas en donde las cardinalidades
de los conjuntos de índices I y J son menores que κ y donde el número total
de variables libres en cualquier fórmula permanece finito. (Note que siempre
permitimos a la conjunción vacía J y a la disyunción vacía K.)

Para nosotros κ siempre denota a un cardinal infinito regular; permitimos la
posibilidad de κ “ 8, la “cardinalidad del universo” (es decir, que no ponemos
restricción sobre el tamaño de las conjunciones y disyunciones). Sin embargo, la
restricción de que haya sólo una cantidad finita de variables libres permanecerá
en todo momento.

Decimos que una fórmula es κ-geométrica si se puede construir a partir de
fórmulas atómicas a través de conjunciones finitas, disyunciones de cardinalidad
menor que κ y cuantificaciones existenciales. (Si κ “ 8, simplemente decimos
que la fórmula es geométrica; si κ “ ω decimos que la fórmula es coherente.)
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Un axioma κ-geométrico es una fórmula de la forma @xpφ ñ ψq donde φ y
ψ son fórmulas κ-geométricas y x es una sucesión de variables libres entre las
que aparecen las de φ y ψ (a una sucesión así le llamamos un contexto, en este
caso, para φ y ψ); Una teoría κ-geométrica es una especificada por un conjunto
T de axiomas κ-geométricos.

Decimos que C es una categoría κ-geométrica cuando C es una categoría
regular con uniones de familias arbitrarias de subobjetos de cardinalidad menor
que κ y adicionalmente con estas uniones estables bajo producto fibrado.

Por categoría κ-Heyting nos referimos a una categoría C regular con uniones
e intersecciones de familias de subobjetos de cardinalidad menor que κ y tal
que la operación de hacer producto fibrado a subobjetos de B a lo largo de un
morfismo fijo f : AÑ B deC tiene adjunto derecho @f . Se sigue que las uniones,
así como las intersecciones, son estables bajo producto fibrado; también es fácil
ver que en una categoría así tiene una operación de implicación haciendo a
cada retícula de subobjetos un álgebra de Heyting, y esa implicación es también
estable bajo productos fibrados.

Una interpretaciónM de un tipo Σ en una categoría C se puede completar a
una interpretación de todas las fórmulas de κ-geométricas o a todas las fórmulas
de Lκ si C es una categoría κ-geométrica o κ-Heyting respectivamente.

Dadas dos interpretaciones M y N sobre una categoría C, tenemos que un
morfismo f : M Ñ C es una colección de morfismos fA : MA Ñ NA en C
para cada tipo A de Σ. Dado esto, para cada fórmula con contexto φpxq (con
interpretación en C) tenemos al diagrama

rφpxqsNrφpxqsM

MXq NX
fX

//

��

��

��

��

donde fX es el producto de los morfismos fXi . En nuestra definición usual, f
es un homomorfismo si el cuadrado anterior se puede completar a un cuadrado
conmutativo, es decir, si rφpxqsM ď f˚X rφpxqsN para toda fórmulas atómica
φ. Sabemos además que basta con que esta condición se cumpla en fórmulas
atómicas para que se cumpla para toda fórmula geométrica.

Una condición más fuerte, comúnmente conocida como encaje de Σ- estruc-
turas, es pedir que rφpxqsM “ f˚X rφpxqsN para toda fórmula atómica φ, es decir,
pedir que el diagrama anterior se pueda completar a un producto fibrado. Es
fácil probar que esta propiedad se extiende a cualquier fórmula sin φ sin cuan-
tificadores, pero puede fallar para una fórmula que involucre cuantificadores.

Un morfismo f es llamado encaje elemental si el diagrama anterior se puede
completar a un producto fibrado para toda fórmula φpxq de Lω; usamos el
término encaje κ-elemental si el diagrama es un producto fibrado para toda
fórmula φpxq de Lκ.

Decimos también que un morfismo f : M Ñ N es un morfismo κ-elemental
de Σ-estructuras si tenemos que rφpxqsM ď f˚X rφpxqsN para toda fórmula φpxq
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en LκωpΣq.
Escribimos Σ´StrpCqκ para denotar a la categoría de las Σ-estructuras en

C y morfismos κ-elementales entre ellas; y si T es una teoría en Lκ, llamamos
T ´ ModpCqκ a la subcategoría llena de Σ ´ StrpCqκ cuyos objetos son T-
modelos.

Si T es una teoría de primer orden en Lκ, definimos a la categoría sintáctica
de primer orden Sinpoκ pTq exactamente como en el caso geométrico que se hizo
en la sección 5.1, pero admitiendo fórmulas arbitrarias de Lκ en la definición
tanto de objetos como de morfismos de la categoría.

Igual que como se probó en la sección 5.3, tenemos un T-modelo genérico
UT en Sinpoκ pTq:

Proposición 7.5. La categoría Sinpoκ pTq es una categoría κ-Heyting (pequeña
si κ ă 8) y contiene a un T-modelo UT que es universal entre los T-modelos en
categorías κ-Heyting en el sentido de que, para cada categoría κ-Heyting C, el
funtor

κ´HeytpSinpoκ pTq,Cq Ñ T´ModpCqκ
que manda a un funtor κ-Heyting F : Sinpoκ pTq Ñ C al T-modelo F pUTq, es
una equivalencia de categorías.

7.4. Sitios sintácticos y el teorema de completud
Si C es una categoría κ-geométrica (por ejemplo la categoría sintáctica de

una teoría κ-geométrica), podemos equiparla con la topología de Grothendieck
κ-cubriente Jκ: una criba R sobre un objeto A de C pertenece a Jκ si y sólo
si contiene a una familia de morfismos pαi : Bi Ñ A | i P Iq de cardinalidad
menor a κ tal que la unión de las imágenes de los α1is es todo A. Esta categoría
es subcanónica (es decir, todos los funtores representables Cop

Ñ Con son
gavillas), más aún, un funtor F : C Ñ E donde E es un topos es plano y Jκ-
continuo si y sólo si preserva límites finitos, imágenes y uniones de familias de
subobjetos de cardinalidad menor que κ.

De lo anterior obtenemos inmediatamente una prueba estándar de la exis-
tencia de topos clasificantes de teorías κ-geométricas:

Teorema 7.6. Dada una κ-teoría geométrica T, si definimos a Bg
pTq como el

topos GavpSingκpTq, Jκq, entonces hay una equivalencia de categorías

T´ModpFqκ Ñ GeopF ,BpTqq

para todo topos F .

Vale la pena notar que la elección de κ no es crucial en lo anterior siempre
y cuando κ sea suficientemente grande para que los axiomas de T se puedan
expresar en Lκ. Si κ ă λ, todo objeto de SingλpTq es la unión de una familia de
subobjetos de cardinalidad menor que λ, todos los cuales pertenecen a SingκpTq.
Entonces es fácil verificar la inclusión

pSingκpTq, Jκq Ñ pSingλpTq, Jλq.
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Ahora queremos ver cómo se comporta la topología Jκ con respecto a una
categoría κ-sintáctica pero de primer orden; como Jκ es subcanónico tenemos
el siguiente resultado:

Proposición 7.7. Si C es una categoría κ-Heyting pequeña, entonces el encaje
de Yoneda C Ñ GavpC, Jκq es un funtor κ-Heyting.

Gracias a este resultado podemos obtener el siguiente teorema de completud:

Corolario 7.8. Sea T una teoría arbitraria en LκωpΣq entonces existe un topos
de Grothendieck con un modelo de T conservativo, es decir, uno que satisface
sólo aquellas proposiciones de LκωpΣq que son demostrables en T; más aún, este
topos puede ser tomado local sobre Con. En particular, cualquier proposición de
LκωpΣq que se satisface en todos los T-modelos en topos locales es demostrable
en T.

Demostración. Aplicando la proposición 7.7 a la categoría sintáctica Sinpoκ pTq.
Hemos visto que el modelo universal de T en esta categoría es conservativo, y
como el encaje de Yoneda es fiel y pleno, refleja isomorfismos; entonces ypUTq
es también un modelo conservativo de T.

Para obtener a este modelo en un topos local basta con aplicar el resultado
que dice que para todo topos de Grothendieck E existe un morfismo abierto
suryectivo F Ñ E con F local.

Como el teorema de completud se da para todo κ ă 8, se sigue fácilmente
una versión débil para el caso κ “ 8:

Corolario 7.9. Si T es una teoría de primer orden y σ es cualquier enunciado
de L8 satisfecho en todo modelo de T en topos locales, entonces σ es demostrable
en T.

Demostración. Dados T y σ, claramente existe un κ ă 8 tal que T Y tσu Ă
Lκ. Entonces el resultado se sigue del teorema de completud anterior.

Existen ejemplos que muestran que una versión fuerte del corolario anterior
falla. En particular para T la teoría vacía, no puede existir un modelo L8-
conservativo de T, pues tendría a una clase propia de subobjetos de 1.

7.5. La teoría de primer orden de un topos
Es posible probar que todo topos de Grothendieck es topos clasificante de

alguna teoría infinitaria de primer orden:

Proposición 7.10. Para todo topos de Grothendieck E, existe una teoría de
primer orden infinitaria T tal que tenemos una equivalencia natural

AbpF , Eq » T´ModpFq

para todo topos de Grothendieck F .
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Para hacer esto, consideremos al caso cuando E está dado como el topos
clasificante de una teoría (geométrica) T, es decir cuando el sitio pC, Jq está
dado de la forma pSingκpTq, Jκq. En este caso, sería conveniente expresar a la
teoría de primer orden, digamos T, correspondiente a E con el mismo lenguaje
que T. En particular, esperaríamos que si T contuviera a todas las proposiciones
de primer orden que se satisfacen en el modelo genérico GT de E , entonces
podríamos obtener a una teoría adecuada para clasificar a todos los morfismos
geométricos abiertos sobre E .

Por supuesto que esta T sería una clase propia y por lo tanto no sería una
teoría. No obstante, es claramente suficiente tomar a un cardinal λ que estric-
tamente supere a los tamaños de todas las retículas de subobjetos SubpGTpXqq,
para X una sucesión finita de tipos de Σ, y luego tomamos a T como todas
las proposiciones de Lλ que se satisfacen en GT. Note que basta con que λ sea
estrictamente mayor que el cardinal κ requerido para expresar a T como teoría
de Lκ.

Lema 7.11. Para la teoría de primer orden T que se acaba de describir, toda
fórmula de primer orden φpxq es equivalente a una fórmula geométrica ψpxq en
el sentido de que @xpψ ô φq es demostrable en T.

Demostración. La interpretación de φpxq en el modelo genérico GT será algún
subobjeto de GTpXq, donde X es el tipo de x, pero todo subobjeto así ocurre
como la interpretación de alguna fórmula geométrica ψpxq. Entonces la fórmula
@xpφô ψq es verdadera en GT y por definición es demostrable en T

Diremos que una teoría está geométricamente saturada si tiene la proposición
descrita en el lema anterior. Es fácil ver que si una teoría T está geométricamente
saturada entonces cualquier homomorfismo de T-modelos es automáticamente
8-elemental.

Proposición 7.12. Sea T una teoría geométrica y F cualquier topos, tenemos
que

AbpF ,Bg
pTqq » T´ModpFq “ T´ModpFq8,

donde T es la teoría de primer orden plena del T-modelo genérico en Bg
pTq.

Demostración. Este resultado se sigue del hecho de que un T-modelo en F
es en particular un T-modelo por lo que viene de un morfismo geométrico F Ñ
Bg
pTq, sin embargo, como este morfismo debe preservar también a todas las

fórmulas de primer orden demostrables en T, se tiene que este morfismo debe
ser abierto; el converso es inmediato.

Podemos notar que, además de ser geométricamente saturada, la teoría T es
una extensión geométricamente conservativa de T, es decir, cualquier proposi-
ción geométrica demostrable en T es también demostrable en T, ya que GT es
un modelo (geométricamente) conservativo de T.
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Es posible probar que las dos condiciones anteriores son suficientes para ca-
racterizar a la teoría de primer orden T de entre las extensiones de T. Más aún,
si T tiene las dos propiedades de ser “geométricamente saturada” y “geométri-
camente conservativa” entonces T es máxima entre las extensiones geométrica-
mente conservativas de T.

Veamos ahora qué se puede decir sobre un topos de Grothendieck que está
dado de la forma GavpSinpoκ pTq, Jκq para alguna teoría de primer orden T en
LκωpΣq:

Proposición 7.13. Sea T una teoría en LκωpΣq. Existen un cardinal λ mayor
que κ y una teoría T en LλωpΣq tales que tenemos una equivalencia natural

AbpF , GavpSinpoκ pTq, Jκqq » T´ModpFq8

para cualquier topos F . Más aún, T es una extensión Lκ-conservativa de T
y tiene la propiedad de que toda fórmula en L8ωpΣq es T-demostrablemente
equivalente a una disyunción de fórmulas de Lκω.

Corolario 7.14. Sea T una teoría de primer orden. Si, para algún un cardi-
nal κ tal que T es expresable en Lκ, la teoría T de la proposición anterior es
equivalente a T, entonces T tiene topos clasificante en el sentido definido en la
introducción.

Demostración. Si T es equivalente a T, entonces todo T-modelo es clasificado
por un morfismo geométrico abierto sobre GavpSinpoκ pTq, Jκq (como en la pro-
posición anterior intercambiando T por T); también lo mencionado al final de
la proposición anterior muestra que todo morfismo κ-elemental de T-modelos es
8-elemental. Así que podemos tomar a Bpo

pTq como GavpSinpoκ pTq, Jκq

El criterio provisto en el corolario anterior para la existencia de Bpo
pTq no es

muy práctico ya que en general es muy difícil determinar a los axiomas de T sin
considerar que además habría que probar que son demostrables a partir de los
axiomas de T. Es por esto que en la siguiente sección estudiaremos a un criterio
(pequeñez local) que por lo menos tiene la apariencia de ser más manejable, y el
cual incidentalmente nos permite probar que el converso del corolario anterior
es también verdadero.

7.6. Teorías localmente pequeñas
Definición 7.15. Sea T una teoría infinitaria de primer orden sobre una simbo-
logía Σ. Decimos que T es localmente pequeña en un contexto x “ px1, . . . , xnq
si existe un conjunto Sx de fórmulas en el contexto x, tal que para toda L8

fórmula en este contexto es T-demostrablemente equivalente a un miembro de
Sx.

Decimos que T es localmente pequeña si es localmente pequeña en todo con-
texto de Σ.
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Note que T es localmente pequeña si y sólo si existe un cardinal κ tal que toda
L8 fórmula (con contexto sobre Σ) es T-demostrablemente equivalente a una
Lκ fórmula. Note también que cualquier teoría T geométricamente saturada.
Inversamente tenemos:

Lema 7.16. Sea T una teoría localmente pequeña sobre una simbología Σ. En-
tonces existe una simbología Σ1 que extiende a Σ y una teoría geométricamente
saturada T1 sobre Σ1 tal que T1 es ‘Morita-equivalente’ a T en el sentido de que
para todo topos F tenemos una equivalencia

T´ModpFq8 » T1´ModpFq8,

y estas equivalencias son naturales con respecto a morfismos geométricos abier-
tos.

Demostración. Para esta prueba usamos (una versión de) una técnica cono-
cida por los teoristas de modelos como ‘Morleyzación’: extendemos al lenguaje
Σ agregando, para cada contexto x y cada miembro φpxq de Sx, un símbolo de
relación Rφ � X (Donde X es el tipo de x). Para los axiomas de T1, tomamos
a aquellos de T junto con a los enunciados de la forma

@xpRφpxq ô φpxqq.

Una inducción directa prueba que cada fórmula sobre Σ1 es T1-demostrablemente
equivalente a una sobre Σ, y por lo tanto a una fórmula atómica sobre Σ1,
entonces T1 es geométricamente saturada.

Por otro lado, dado un T-modeloM en un topos F , existe una única manera
de interpretar a los símbolos primitivos adicionales de Σ1, lo cual hace aM un T1-
modelo, y similares observaciones aplican a morfismos 8-elementales entre tales
modelos; así tenemos a la equivalencia requerida T´ModpFq8 » T1´ModpFq8

Ahora estamos listos para nuestro teorema principal:

Teorema 7.17. Para una teoría infinitaria T de primer orden, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. T es localmente pequeña.

2. T es Morita-equivalente a una teoría geométricamente saturada.

3. T tiene un topos clasificante de primer orden; es decir, existe un topos
Bpo

pTq con un T-modelo GT tal que, para todo topos F , el funtor

AbpF ,Bpo
pTqq Ñ T´ModpFq8

que manda a un morfismo geométrico abierto f al T-modelo f˚pGTq es
una equivalencia de categorías.
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Demostración. (1 ñ 2 ) es el lema 7.16.
(2 ñ 3 ): Es claro que, si dos teorías son Morita-equivalentes en el sentido

del lema 7.16, entonces una tiene topos clasificante si y sólo si la otra lo tiene, así
que podemos asumir que T misma es geométricamente saturada. Pero para una
teoría geométricamente saturada T, el funtor inclusión Sing8pTgq Ñ Sinpo8 pTq
es una equivalencia, donde Tg denota a la parte geométrica de T, es decir, el
conjunto de todos los axiomas geométricos (estrictamente, de todos los axio-
mas κ-geométricos para un κ suficientemente grande) demostrables en T. En
particular, para tal κ, la inclusión Sinpoκ pTq Ñ Sinpoλ pTq es una equivalencia
para toda λ ď κ (ya que ambas categorías son equivalentes a SingκpTgq); luego
Sinpo8 pTq » Sinpoκ pTq » SingκpTgq luego

Bpo
pTq “ GavpSinpoκ pTq, Jκq

es el topos clasificante buscado.
(3 ñ 1 ): Supongamos queBpo

pTq existe. Se sigue de la versión de completud
para L8 del corolario 7.9 que el T-modelo genérico GT de Bpo

pTq debe ser
L8-conservativo. Luego la retícula de clases de equivalencia T-demostrables de
fórmulas con contexto x se mapea inyectivamente a la retícula de subobjetos de
GTpXq donde X es el tipo de x; por lo tanto es un conjunto.

Una prueba de la equivalencia entre 1 y 3 hubiera sido posible, pero el
desvío a través de las teorías geométricamente saturadas nos permite inducir el
siguiente corolario:

Corolario 7.18. Para toda teoría geométrica T, existe (salvo equivalencia)
exactamente una extensión geométricamente conservativa de T la cual es geomé-
tricamente saturada, a saber la teoría de primer orden plena del modelo genérico
en Bg

pTq.

Demostración. Ya vimos antes que la teoría plena de primer orden T del T-
modelo genérico tiene estas dos propiedades. Inversamente, supongamos que T1
es una extensión de T con estas propiedades. Entonces T1 es localmente peque-
ña y por lo tanto tiene topos clasificante Bpo

pT1q, por la prueba del teorema
anterior tenemos de hecho que Bpo

pT1q » Bg
pT1gq y esta equivalencia identifica

al modelo genérico de T1 con el modelo genérico de T1g. Pero T1g es equivalente
a T por ser T1 geométricamente conservativo; así que todas las proposiciones en
T deben ser demostrables en T1 y al revés.

7.7. Ejemplos y aplicaciones
Ejemplo 7.1. Si T es una teoría proposicional (esto es, si la simbología Σ no
tiene tipos; en este caso las únicas proposiciones son los símbolos primitivos y
el único contexto es el vacío), la categoría sintáctica Sinpo8 pTq es simplemente el
álgebra de Heyting completa generada por las proposiciones primitivas, módulo
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el filtro generado por las proposiciones en T. Puesto que esta álgebra es pequeña,
el topos Bpo

pTq es simplemente el topos de gavillas sobre ella (para su topología
canónica).

Ejemplo 7.2. Si consideramos a la teoría vacía sobre un generador proposi-
cional p como una teoría geométrica, entonces su topos clasificante Bg

pTq es el
topos de Sierpinski r2,Cons, o equivalentemente el topos de gavillas sobre el
espacio de Sierpinski S “ t0, 1u con sólo un punto abierto. Es fácil ver que la
teoría de primer orden plena de este topos está axiomatizada únicamente por la
proposición   p.

Ejemplo 7.3. Sea T una teoría geométrica cuyo topos clasificante Bg
pTq es

booleano. Como todo morfismo geométrico a un topos booleano es abierto, se
sigue que Bpo

pTq existe y coincide con Bg
pTq. Inversamente, si T es equivalente

a su extensión geométricamente saturada T, entonces todo morfismo geométrico
a Bg

pTq es abierto y por lo tanto este último es necesariamente booleano.

Ejemplo 7.4. El hecho de que el álgebra de Heyting libre sobre dos generadores
sea una clase propia nos permite mostrar que la ‘la mayoría’ de las teorías
familiares no son localmente pequeñas.

Dada una teoría T y un contexto x, decimos que dos fórmulas φpxq y ψpxq
forman a un par libre si, dado cualquier topos E y cualesquiera dos subobjetos
U, V del objeto terminal de E , podemos encontrar a un T-modeloM en E , junto
con una asignación de elementos ci : 1 ÑMXi para las variables xi en x, tales
que las interpretaciones rφpcqsM y rψpcqsM son U y V respectivamente.

Si T tiene un par libre de fórmulas en algún contexto x entonces no puede ser
localmente pequeña en ese contexto ya que si tomamos a E “ GavpHκq donde
Hκ es un álgebra de Heyting completa con dos generadores de cardinalidad al
menos κ y tomando a U y V como los dos generadores de Hκ, tenemos que
de combinaciones proposicionales de el par libre de fórmulas obtenemos por lo
menos κ fórmulas no equivalentes en el contexto x.
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