UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

SOBRE LA CONJETURA DE PAYAN-LABORDE-
XUONG

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

M A T E M A T I C O
P R E S E N T A:

EFREN OCTAVIO MONROY LARA

DIRECTOR DE TESIS:
DR. JUAN JOSE MONTELLANO BALLESTEROS

CIUDAD UNIVERSITARIA, CD. MX., 2018



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1.Datos del alumno

Monroy

Lara

Efren Octavio

017393954104

Universidad Nacional Autbnoma de México
Facultad de Ciencias

Matematicas

Numero de cuenta: 410081354

2. Datos del tutor
Dr.

Juan José
Montellano
Ballesteros

3. Datos del sinodal 1
Dra.

Mika

Olsen

4. Datos del sinodal 2
Dr.

Diego Antonio
Gonzalez

Moreno

5. Datos del sinodal 3
Dra.

Eugenia

O'Reilly

Regueiro

6. Datos del sinodal 4
Dr.

César

Hernandez

Cruz

7. Datos del trabajo escrito.

Sobre la conjetura de Payan-Laborde-Xuong.
Numero de paginas 55

ARo 2018



a Tisbe, a Rebeca



Agradecimientos

No necesariamente muchas veces en mi vida les he hecho saber a las personas
importantes, lo agradecido que estoy con ellos.

Agradezco a mi madre por su apoyo tan peculiar que solo ella ha sabido darme a lo
largo de mi vida, al preocuparse por mis estudios y mi bienestar.

A mi padre, que a su manera me ha apoyado para los retos y metas que me he
puesto.

A mis hermanos Esteban y Noemi que siempre estuvieron para apoyarme y
aconsejarme en mis decisiones.

A Juancho por ser una persona de la cual aprendi demasiadas cosas y en especial
por ser tan paciente conmigo, ademas de siempre recibirme con una sonrisa todas las veces
que fui a verlo.

A mis cufiados José y Mayra, que en el tiempo que llevo conociendo me han dado
una perspectiva distinta de la vida a la que conocia.

A mis amigos, la familia que se ha ido afiadiendo a través del tiempo Alejandra,
Miguel, Diego, Tona y Lui, con los cuales he tenido diversas vivencias, que en las buenas y
en las malas hemos sabido conservar la amistad.

Mientras Realizaba mi tesis muchas personas me ayudaron, algunas sin saberlo, ya
que al leer algunas tesis me sirvieron de inspiracién para poder realizar la mia.

Finalmente quiero darle las gracias a mis sinodales por el tiempo invertido en la
revision de esta tesis y sus correcciones que fueron de gran ayuda.



Indice general

1. Introduccion.

2. Definiciones Basicas

2.1. Gréficas, Graficas orientadas y Digraficas. . . . . . . . . ... ... ... ... ....

2.1.1. Graficas. . . . . . ..

2.1.2. Digréficas y graficas orientadas . . . . . . . ... ... 0L

2.2. Ntucleos y soluciones. . . . .

2.3. Algunos resultados basicos. .

2.4. La conjetura de Laborde-Payan-Xuong . . . . . . . . .. .. ... ... ... .....

3.3. Digraficas localmente semicompletas, nicleos y cuasintcleos. . . . . . . ... ... ..

3.4. Digraficas localmente transitivas, cuasiniucleos y cuasisoluciones. . . . . . . . . . . ..

Cuello, grado minimo y transversales de trayectorias de longitud maxima

3. Subgraficas inducidas, niicleos y mas
3.1. Subgréficas inducidas. . . .
3.2. Nuacleos . . ... ......
4. La conjetura es cierta para trayectorias de longitud “corta”
5.
5.1. Demostraciéon de los teoremas
Bibliografia

11

13
13
18
19
23

25

31
40

55



1 Introduccion.

En este trabajo se estudian algunos de los avances sobre la conjetura de Laborde-Payan-Xuong, la
cual afirma la existencia de un conjunto independiente de vértices S dentro de una digréfica D, tal que
para toda trayectoria 7' de longitud méxima en D, la intersecciéon con S es no vacia, S N V(T) # 0.
Para esto nos basaremos en distintos articulos publicados en revistas, con arbitraje internacional,
que estudian la conjetura. Se desarrollaran de una manera extendida algunas de las demostraciones
presentes en dichos articulos para una mejor comprension y claridad. En el primer capitulo de esta
tesis, haremos una pequena introducciéon de los conceptos necesarios para el desarrollo del presente

trabajo, basandonos en [BMO08] y [Har69] .

En el segundo capitulo analizaremos dos articulos; el primero “Independent sets which meet all
longest paths” [GSRM96], en el cual la Dra. Hortensia Galeana Sénchez y el Dr. Hugo Alberto
Rincén Mejia, nos presentan algunas digraficas con ciertas propiedades que hacen que cumplan la
conjetura, por ejemplo, que tengan nicleo, o que tengan cierta estructura. El segundo “Independent
transversals of longest paths in locally semicomplete and locally transitive digraphs”|[GSGMBO09],
escrito por la Dra. Hortensia Galeana Sanchez, el Dr. Ricardo Gémez y el Dr. Juan José Montellano
Ballesteros, en el cual se estudia la conjetura en digraficas localmente semicompletas y digréaficas

localmente transitivas.

En el tercer capitulo se abordarén las demostraciones de un teorema en [GSGMBO09] que nos dice

que si la longitud de la trayectoria de longitud maxima es a lo méas 4 la conjetura se cumple.

En el cuarto capitulo nos centraremos en probar dos teoremas enunciados en [GSGMBI10], en los
cuales se muestran algunas relaciones entre el grado minimo y el cuello de una digrafica, y el conjunto

de transversales a las trayectorias de longitud maxima en dicha digrafica.






2 Definiciones Basicas

2.1. Graficas, Graficas orientadas y Digraficas.

2.1.1. Graéficas.

Aqui presentaremos los principales conceptos de Teoria de graficas que seran necesarios para el mejor

entendimiento de este trabajo.

Una grafica G es un par ordenado G = (V(G), A(G)), donde V(G) es un conjunto finito a cuyos
elementos llamaremos vértices y el conjunto finito A(G) cuyos elementos son pares no ordenados de
V(G) que reciben el nombre de aristas, las que denotaremos como {u, v} (la arista que hay entre los

vértices u y v).

Dada una gréfica G diremos que es una gréafica simple si en A(G) todos los pares no ordenados son
distintos y cada par esta formado por vértices distintos, es decir, si no tiene aristas dobles ni lazos

(ver Figura 2.1.1).

Figura 2.1.1: Se muestran gréficas que ejemplifican: (a)Arista doble entre u y v, (b) Un lazo en el
vértice t, (¢) Una grafica simple.
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Sean Gy H gréficas, llamaremos a H subgrafica de G, que denotaremos como H C G, si V(H) C
V(G) y A(H) € A(G). Dados u,v € V(G), diremos que u es adyacente a (vecino de) v en G,
si {u,v} € A(G). Al conjunto de vecinos de un vértice z € V(G), se denominard vecindad de
xz en G y la denotaremos por Ng(z) (el subindice G puede ser omitido cuando es claro en donde
esta definida la vecindad de z). Al cardinal |Ng(z)| se le llamaré valencia o grado de = en G y lo
denotaremos como dg(z), el subindice G puede ser omitido cuando es claro de que grafica se habla.
A los vértices de grado 0 les llamaremos vértices aislados. Dados A(G) = maz{é(z)|x € V(G)}
y 0(G) = min{d(z)|x € V(G)} representaran el méximo y minimo grado de G respectivamente,
se observa que A(G) > §(G). Dada una subgrafica H de G donde para todo u,v € V(H) tal que
{u,v} € A(G) entonces {u,v} € A(H), diremos que H es una subgrafica inducida por el conjunto
V(H) en G, y la denotaremos por G|V (H)]. Dado S C V(G), Ng(S) = {x € {V(G) \ S}{z,y} €
A(G) para alguna y € S} es el conjunto al que llamaremos vecindad del conjunto S en G (ver
Figura 2.1.2). En adelante G — S denotard a la subgréfica inducida por el conjunto {V(G) \ S} en
G.

H
G x x Q

Figura 2.1.2: Observemos que GG es una grafica donde u y v son vecinos pero x e y no lo son.
Ademés Ng(v) = {u,x,y} asi dg(v) = 3. Dada H una subgrafica de G se observa que no es
subgréfica inducida, ya que (v,y), (u,y) € A(G) pero (v,y), (u,y) ¢ A(H). El conjunto {u,v,y}
induce a la subgrafica @ en G, donde A(Q) =2 = 6(Q). Para S = {u,y} CV(G), Ng(S) = {v}.

Un camino en una gréafica G es una sucesion finita P = (v, ...,vy) de vértices de V(G), donde
v; es adyacente a vy para toda i € {0,...,k — 1}. A un camino 7" = (vp, ..., v,) le llamaremos
trayectoria o vyui-trayectoria cuando todos sus vértices son distintos. Dados dos caminos P =
(o, -y 2r) Yy @ = (Yo,--.,Ys) con x, = 7y, denotaremos a P ® Q = (xg,..., T, = Yo,...,Ys) &
la concatenacién de los dos caminos. Un ciclo es un camino en donde todos los vértices son

distintos salvo el primero y el dltimo, y no se repiten aristas. La longitud de una trayectoria P =
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(vo, . ..,vx) serd |[V(P)| — 1 = k y la denotaremos ¢(P), y la longitud de un ciclo vy = (vg, ..., vg)
la definiremos como £(y) = |V (y)] = k + 1 (en estas definiciones consideramos que la indexacién
comienza en 0). Dada una gréafica G, A(G) denotar4 la longitud maxima de una trayectoria en G, esto
es A(G) = max{{(T)|T es una trayectoria en G}. La distancia entre dos vértices z,y € V(G) en
una grafica G es la minima longitud de todas las zy-trayectorias en G y la denotaremos por dg(x,y)
(el subindice G se puede omitir si es claro de qué grafica se esta hablando), es decir, dg(z,y) =
min{{(P)|P es una zy-trayectoria}. Con esta definicion de distancia es claro que la distancia de un
vértice a si mismo es 0. Si entre dos vértices x e y de GG no existen xy-trayectorias, entonces diremos
que d(x,y) = co. Sea S = {zg,...,z,} C V(G), la distancia de S a un vértice x € V(G) esta dada
por d(S,z) = min{d(y,z)|ly € S}. El cuello de una gréfica G es la longitud minima de los ciclos

en G, el cual denotaremos por C(G) (ver Figura 2.1.3).

i) U1

Ly
U3 V2

Te X5

Figura 2.1.3: Observemos que G es una grafica tal que C(G) = 3, ademds es hamiltoniana ya que
v = (x1,22,...,2¢,21) es un ciclo hamiltoniano y una trayectoria de longitud maxima en G es
P = (x1,x9,...7¢), donde ¢(P) = 5. H = K3 la grifica completa de 3 vértices, en donde P =
(v1, Vav3v9, V1, v3) €8 UN camino que no es ciclo ni trayectoria, y {vz} es un conjunto independiente
de vértices.

Una gréafica completa G es una gréfica simple donde todo par de vértices en V(G) es adyacente, es
decir, para todo x,y € V(G) se tiene que {z,y} € A(G), o para todo z € V(G), 6(G) = |[V(G)|—1 =
A(G). A la gréfica completa de n vértices la denotaremos por K,,. Diremos que v = (g, ..., ;) esun
ciclo hamiltoniano si y solo si para todo v € V(G), v € V(7). A una grafica G que contenga un ciclo
hamiltoniano la llamaremos grafica hamiltoniana. Dado S C V(G), diremos que S es un conjunto

independiente de vértices si para todo par de vértices x,y € S se tiene que {z,y} ¢ A(G). La
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grafica G es una grafica conexa si para todo por de vértices x,y € V(G) existe una xy-trayectoria

(ver Figura 2.1.3).

2.1.2. Digraficas y graficas orientadas

En esta seccion se retomaran muchas de las definiciones anteriores, considerando que cada arista
tendra un inicio (cola de la flecha) y un fin (punta de la flecha), es decir los pares en el conjunto de
aristas (o flechas) ahora seran ordenados, y la arista (o flecha) que va de un vértice x a un vértice y

la denotaremos por Z{ o por (z,y).

Una digrafica es un par ordenado D = (V(D), A(D)), donde V(D) es un conjunto finito de vértices
y el conjunto finito A(D) cuyos elementos son pares ordenados de V(D) que reciben el nombre de
flechas, por ejemplo, dados v, u € V(D) denotaremos como (u, v) a la flecha que va de u a v, es decir,
tiene cola (inicio) en v y punta (fin) en v. Una grafica orientada D es una grafica simple que a toda
arista se le da una direcciéon univoca, es decir si, (u,v) € A(D) entonces (v,u) ¢ A(D). Si existe una
flecha (y, z) € A(D), llamaremos a el vértice y invecino del vértice z en D, y al vértice x el exvecino
de y en D. La invecindad de un vértice x que denotaremos por N~ (z), es el conjunto formado por
los invecinos de z en D. La exvecindad de un vértice y que denotaremos por N (y), es el conjunto
formado inicamente por exvecinos de y en D. El ingrado de un vértice x se denotara por 6~ (x) que es
igual al nimero de vértices que contiene N~ (), es decir, §~ (z) = | N~ (z)]. Andlogamente el exgrado
de un vértice y se denotara por (y) que es el cardinal del conjunto N*(y), 6% (y) = |[N*(y)|. Para las
definiciones de ciclo, camino y trayectoria dirigidos solo pediremos que las flechas vayan en el sentido
de secuencia en la que se escribe el ciclo, camino o trayectoria (la concatenacion de trayectorias
dirigidas se define con trayectorias con la misma direccién). Diremos que G es la grafica subyacente
de una digrafica D, si V(G) = V(D) y si (z,y) € A(D) o (y,z) € A(D) entonces {z,y} € A(G).
Una digrafica D es conexa si su grafica subyacente es conexa. Una digrafica D es aciclica si no

contiene ciclos dirigidos.

Dada una digrafica D, diremos que es semicompleta si su grafica subyacente es una grafica completa
(ver Figura 2.1.4), y la llamaremos digrafica completa si para cualquier par de vértices x,y € V(D)
se tiene que (z,y) € A(D) y (y,x) € A(D) y a la digrafica completa de n vértices la denotaremos
por K. Sean D una digrafica y un vértice v € V(D), diremos que v es un punto transitivo si

para cualesquiera dos vértices distintos z,y € V(D) \ {v} tal que (z,v),(v,y) € A(D) se tiene
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T
U1 (%)

V4 U3 T3 To

Figura 2.1.4: D es una digrafica aciclica y es una grafica orientada, Nj(vy) = {0} y Np(vy) =
{va.v4} porloque 6T (vy) =0y dt(v1) = 2. Observemos que H es una digrafica ciclica semicompleta,

con 0t (H)=1=0"(H).

que (z,y) € A(D). Una digrafica es transitiva si todo vértice v € V(D) es un punto transitivo.
Llamaremos a una digréfica localmente in-semicompleta (ex-semicompleta) si para todo vértice

v € V(D) se cumple que D[N~ (v)] (D[N*(v)]) es una digréfica semicompleta.

2.2. Niucleos y soluciones.

Dada una digréafica D y S C V(D) diremos que S es un conjunto absorbente si para todo vértice
r € V(D) — S, existe un vértice y € S tal que (z,y) € A(D). Un subconjunto R C V(D) diremos
que es absorbente a distancia k si para todo vértice y € V(D) — R se tiene que d(y, R) < k.Un
conjunto S es dominante si para todo vértice en x € V(D) — S, x € NT(S). Diremos que un
conjunto S domina a distancia k, si para todo vértice y € V(D) — S, tenemos que d(S,y) < k.
Un conjunto N C V(D) es un nicleo si es absorbente e independiente. Un conjunto @ C V(D) sera
seminucleo si es independiente y es absorbente a distancia 2. Llamaremos solucion a un conjunto
S C V(D), si es un conjunto dominante e independiente. Un conjunto R es semisolucién, si es

dominante a distancia 2 e independiente (ver Figura 2.2.1).
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U1
T2

T T3
Xyq
U3

(%

Te Ts

Figura 2.2.1: C(D) =5, el conjunto N = {x9, x4, 26} C V(D) es absorbente dominante e indepen-
diente, es decir N es nucleo y solucién de D. El conjunto @ = {z5,21} C V(D) es absorbente
a distancia 2 e independiente esto es @) es semintcleo de D, el conjunto R = {xq, 26} C V(D)es
dominante a distancia 2 e independiente, es decir, R es semisolucion.

2.3. Algunos resultados basicos.

Lema 2.3.1. Sean D = (V(D), A(D)) una digrifica y P = (x,...,xx) una trayectoria de longitud

mdzima en D, entonces N~ (xo), N*(xx) C V(P).

Demostracion. Supongamos que existe v € V(D) N\ V(P) talque v € N~ (z) o v € N*(xy), entonces
vz e P o P eyl serfan trayectorias de longitud £ 4 1 que es una contradiccién porque la longitud

méxima es k. [

Lema 2.3.2. Sea D una digrdfica y para x € V(D) se tiene que 6 (x) > 1 entonces existe un ciclo

en D.

Demostracion. Sea T = (zg, ..., x)) una trayectoria de longitud maxima, sabemos que 0% (z;) > 1
entonces Nt (zy) # (. Como T es de longitud maxima N*(x;) C T (de no ser asi existirfa v €
V(D) — V(T) tal que 7" = T e (zv) seria una trayectoria de longitud mayor a T') entonces existe

x; € V(T) — {x} tal que z; € N (xy), asi (4, ...,z ;) es un ciclo en D. O

Lema 2.3.3. Sea D = (V(D), A(D)) una digrifica aciclica, entonces existe S C V(D) tal que para

cualquier P = (xq, ..., zy) trayectoria de longitud mdxima V(P) NS # ().

Demostracion. Sea S el conjunto de los vértices de exvalencia cero en D el cual sabemos que es

distinto del vacio por el Lema 2.3.2 y es independiente por definiciéon. Dada cualquier trayectoria de



2.3 Algunos resultados basicos.

longitud méxima P = (vy,. .., vx), por ser D aciclica y por el Lema 2.3.1, vemos que §*(v;,) = 0. Por

lo tanto vy, € S. Asf, V(P)N S # 0 y el resultado se sigue. O

Lema 2.3.4. Sean A, B,C, D enteros positivos. Si A+ B > C + D entonces A>C o B> D.

Demostracion. Supongamos que A < C'y B < D, entonces

A+B<C+B

y sabemos que B < D asi

C+B<C+D

entonces, sumando ambas desigualdades, obtenemos que

A+B<C+D

]

Lema 2.3.5. Sea D una digrifica conexa. Si D es hamiltoniana, entonces cualquier subconjunto de

vértices de D intersecta a cualquier trayectoria de longitud mdxima.

Demostracion. Dado que D es hamiltoniana, existe un ciclo v que contiene a todo vértice = € V (D),
es decir, £(y) = |V(D)|. Asi toda trayectoria T' de longitud méxima en D tiene longitud |V (D)|—1y
V(T) = V(D). De lo anterior se sigue que cualquier subconjunto de vértices de D intersecta a toda

trayectoria de longitud maxima. O]

Lema 2.3.6. Sean D una digrifica conexa, T una trayectoria de longitud maxima en D y supongamos

que D[V (T)] es hamiltoniana. Entonces D es hamiltoniana.

Demostracion. Sea T = (x,...,x) una trayectoria de longitud maxima tal que D[V (T)] es ha-
miltoniana, y supongamos que D no es hamiltoniana. Entonces V(D) \ V(T) # 0, y por hipdtesis
sabemos que D es conexa, asi existen x; € V(T') (notacién ¢ modulo k+ 1) y z € V(D) \ V(T) tal

que z; es adyacente a z en D. Si (x;,z) € A(D) entonces

(Tis1y ooy Thy Toy -+ Tjy 2)



Capitulo 2 Definiciones Basicas

es una trayectoria de longitud k& + 1 en D lo cual es una contradiccion. Si (z,z;) € A(D) entonces

(Z,IL'Z',[L'H_l, ey Ly Loy v - 7372'—1)

es una trayectoria de longitud k£ + 1 lo cual contradice que T sea de longitud maxima. Por lo tanto,

D es hamiltoniana. O

Proposicién 2.3.1. Sea D una digrdifica aciclica y finita, entonces existe N C V(G) tal que N es

nucleo de D.

Demostracién. Por hip6tesis sabemos que D es aciclica, por lo cual existe v € V(D) tal que 65,(v) = 0.
Sea

Yo ={z € V(D)|d)(x) = 0} S V(D),

observemos que Y; es un conjunto independiente por como lo definimos y D —{YoUN~(Yy)} = Dy es
una subgréfica de D aciclica, asf existe y € V(Dy) tal que 65 (y) = 0, por lo cual podemos construir

un subconjunto

Yi = {z € V(D)|5, (x) = 0}

en V(Dy), que es un conjunto independiente por construccién, Dy —{Y1UN~ (Y1)} = Dy y YoUY] es
un conjunto independiente por como los construimos (ya que cualquier vértice x € Y; no puede ser
absorbido por algun vértice Yy por como fue construida D;). Asi podemos seguir este procedimiento
hasta terminar conteniendo a todos los vértices de D en algin {Y; UN~(Y;)} en el paso k, por ser D
finita. Sabemos que ]:Q; Y; = N es un conjunto independiente por construccion. Ahora sea v € D tal
que v € D — N, por como se construyé N tenemos que v € N~ (Y;), por lo cual N es un conjunto

independiente y absorbente, por lo tanto /N es un nucleo de D. O

Proposicién 2.3.2. Sea D una digrifica finita, entonces existe Q C V(D) tal que Q es seminicleo

en D.

Demostracion. Primero daremos un orden cualquiera en V' (D), esto es V(D) = {xg, 1, x2, ..., 2 }.Con
base en el orden que dimos construiremos las siguientes dos graficas: Dy donde V(D) = V(D),
A(Dy) = {(zs,zj) € A(D)]i < j} y Dy con V(Ds) = V(D), A(D) = {(z4,z;) € A(D)|j < 1i)}. Es

claro que A(D;) C A(D) y A(Ds) € A(D). Observemos que D; es una digrafica aciclica, entonces

10



2.4 La conjetura de Laborde-Payan-Xuong

por la Proposicién 2.3.1 existe N C V(D) tal que N es ntcleo de D;. Sea H la subgrafica inducida

por N en Dy, H es una digréafica aciclica por la Proposicion 2.3.1, H tiene un ntucleo que llamaremos
Q.

Ahora, sabemos que Q C V(D) y es un conjunto independiente en D por como se obtuvo. Sea

veV(D)—Qentoncesve N—-QoveV(D)—N.

Casol. veN-—-Q.

Entonces existe y € @ tal que (x,y) € A(H) C A(D) por ser @ niicleo de H, es decir
d(v,Q) = 1.

Caso 2. veV(D)—N.
Entonces existe z € N tal que (v, z) € A(Dy) € A(D) por ser N ntcleo de Dy, asi z € Q

ozeN—-Q.

Caso1.  Siz € @ tenemos que d(v, Q) = 1.

Caso11. Siz € N — @, por el caso 1 tenemos que existe y € @ tal que (z,y) € A(D),

entonces (v, z,y) es una trayectoria en D, asi d(v, Q) = 2.

Entonces d(v, Q) < 2, es decir, () es absorbente a distancia 2. Por lo tanto ) es un cuasintcleo en

D.

[]

Las proposiciones anteriores se pueden reformular en términos de soluciones y cuasisoluciones res-

pectivamente.

2.4. La conjetura de Laborde-Payan-Xuong

Tras la introducién de las definiciones necesarias, ahora podemos enunciar la conjetura de Laborde-

Payan-Xuong.

Conjetura 2.4.1. Sea D una digrdfica. Entonces existe S C V(D) tal que para toda trayectoria T

de longitud mdzima en D se cumple que V(T)N S # (.
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3 Subgraficas inducidas, nicleos y mas

En este capitulo veremos varios de los resultados que aparecen en los articulos [GSRM96],|GSGMB09].
Estos resultados muestran algunas propiedades que pueden cumplir las digraficas y que son suficientes
para asegurar la veracidad de la conjetura que nos dice: Sea D una digrafica. Entonces existe S C
V(D) tal que para toda trayectoria T" de longitud mdxima en D se cumple que V(T) NS # ), en

dichas digraficas.

3.1. Subgraficas inducidas.

Teorema 3.1.1. Sea A un subconjunto de vértices de D el cual contiene a todo vértice final v de una
trayectoria de longitud mdzima en D y a todo vértice w € Nt (v). Si la subdigrifica D[A] tiene nicleo

S, entonces S es un conjunto independiente que intersecta a toda trayectoria de longitud mdzxima.

Demostracion. Sea P = (xg, ..., Tx) una trayectoria de longitud maxima en D. Observemos que para

todo u € N*(z) tenemos que u € V(P) por el Lema2.3.1. Asi N*(zy) C V(P).

Ahora supongamos que existe una trayectoria de longitud maxima @ tal que Q NS = () con vértice
terminal z. Dado que @ es de longitud méaxima z € A, asi existe y € S tal que (z,y) € A(D) por ser

S ntcleo de D[A], pero y € Nt(z) C V(Q) lo cual contradice que @ NS = ). Asi S es un conjunto

independiente que intersecta a toda trayectoria de longitud maxima. O
En el siguiente teorema, dada una digrafica D, cuando decimos que una trayectoria M = (xq, ..., zy)
es no aumentable en D, queremos decir que no existe una trayectoria 7' = (yo, . . . , Yn) contenida en

D — M tal que (zx,y0) € A(D), 0 (yn,z0) € A(D), o (x:,%0), (Y, ix1) € A(D) para alguna 0 < i <

k—1.

13



Capitulo 3 Subgréficas inducidas, nicleos y mas

Teorema 3.1.2. Sean P una digrdifica con vértices a,b,c,d y flechas (a,b),(c,b),(c,d) y Q una
digrdfica con vértices a, b, c,d y arcos (a,b), (¢,b), (¢,d), (b,d) (ver Figura 3.1.1 ). Si D es una digrdfica
sin flechas simétricas y sin subgrdficas inducidas isomorfas a P o @) entonces cualquier conjunto

mazimal independiente intersecta a cualquier trayectoria no aumentable.

bﬁ P oC b Q oC
a® xd ) 3

Figura 3.1.1: Graficas P y ) del Teorema 3.1.2.

Demostracion. Sean S un conjunto independiente maximal y M = (zo,...,Z; Tit1,...,2x) UNA
trayectoria no aumentable que no intersecta a S. Denotaremos m(z, S) al nimero de arcos de z al
conjunto S, es decir, m(x,S) = [{NT(x) N S}|. De la maximalidad del conjunto S y de como se
define a la digrafica D en el enunciado, se sigue que para todo v € V(D — S) existe y € S tal que
(v,y) € A(D) o (y,v) € A(D) pero no ambas. Por ser M una trayectoria no aumentable se sigue que

N*t(x) C My N~ (z9) € M. De lo anterior vemos que

m(S,zo) = 0,m(xy, S) = 0,m(xg,S) # 0,m(S, x) # 0.

Sean ¢ el ultimo vértice x; € M tal que m(S,x;) = 0 (observemos que i € {0,k — 1} ya que
m(S, o) =0, m(S,zx) # 0) y b = x;41 el vértice siguiente a c en M. Entonces por ser S independiente
maximal, m(c, S) # 0 y ademéds m(S,b) # 0y (¢,b) € A(D). Entonces existen d € {NT(c)nN S}y
a € {N~(b)NS}, es decir (¢, d), (a,b) € A(D). Ahora, supongamos que (d,b) € A(D) y (¢,a) € A(D)

entonces existen trayectorias Ty = (d) C V(D) — M y Ty = (a) tal que

14



3.1 Subgraficas inducidas.

(o, ... ¢,a,b, ... xx)

que son trayectorias en D, lo que es una contradiccion ya que M es una trayectoria no aumentable,

asi (d,b) ¢ A(D) y (c,a) ¢ A(D). Si a = d entonces

(xo,...,c,a=d,b,... xy)

es una trayectoria en D, lo cual es una contradiccion, asi a # d. Observemos que a no es adyacente a
d por ser S es un conjunto independiente. Entonces, la subgrafica inducida por {a, b, ¢, d} es isomorfa

a P oa (). Una contradiccion, con lo cual se prueba el enunciado. O

Ahora, para una gréafica H, denotaremos por I(H) al conjunto de vértices iniciales de trayectorias
de longitud méaxima en H, y por T(H) el conjunto de vértices finales de trayectorias de longitud

méxima en H.

Diremos que un vértice x cumple la propiedad P(H), si para toda arista (y,x) € H[I(H)] la sub-
grafica inducida por I(H) la cual no tiene aristas simétricas, al menos cumple una de las siguientes

condiciones:
1. Cualquier trayectoria de longitud maxima en H que inicie en el vértice y contiene a x;

2. Cualquier trayectoria de longitud maxima en H que contenga a x, y no inicie en x, también

contiene y.
Para el desarrollo de este capitulo necesitamos el siguiente Lema del cual omitimos su demostracion.
Lema 3.1.1. [LHP82] Si cada subdigrifica H en D tiene un vértice en I1(H) tal que satisface la

propiedad P(H), entonces I(D) contiene un conjunto independiente S tal que intersecta a toda tra-

yectoria de longitud mazxima en D.

Teorema 3.1.3. Si en una digrafica D cualquier ciclo sin aristas simétricas tiene un vértice con in-
grado o ex-grado a lo mas uno, entonces I(D) contiene un conjunto independiente S tal que intersecta

a toda trayectoria de longitud mdxima en D.

Demostracion. Observemos que por el Lema 3.1.1 para probar el resultado, basta probar que cual-

quier subgréfica H C D satisface la condicién de tener un vértice x € I(H) con la propiedad P(H),

15



Capitulo 3 Subgréficas inducidas, nicleos y mas

para una digrafica D con las condiciones del enunciado del teorema.

Supongamos que ningtin vértice x € I(D) cumple la propiedad P(D), es decir, dado = € (D)
entonces existe y € (D) tal que (y,z) no es una arista simétrica en D e y es el vértice inicial de
una trayectoria de longitud maxima en D que no contiene a x; y existe una trayectoria de longitud
maxima que no inicia en x y contiene a x pero no contiene a y. Pero esto sucede para cualquier
vértice en I(D), asi para y existe z € I(D) tal que (z,y) no es arista simétrica en D, z es vértice
inicial de una trayectoria de longitud maxima en D que no contiene a y; y existe una trayectoria
de longitud méxima que no inicia en y y contiene a y pero no contiene a z. Sabemos que V(D) es
un conjunto finito asi I(D) es también finito, por lo cual en algin momento tendremos que todo
elemento en (D) ha sido considerado en el proceso anterior y que para todo v € I(D) §~(v) > 1 de

lo cual se sigue que existe un ciclo dirigido
_>
Cr = (o, ...,z x0) CI(D)

tal que para cada i € {0,1,...,7} se tiene que:

1. Existe una trayectoria de longitud méxima que inicia en z; que no contiene a z;4; (notacién

modulo 7 + 1) y

2. Existe una trayectoria de longitud méaxima que no inicia en z;, tal que contiene a x; pero no

contiene z;_ 1 (notacion modulo r + 1).

Sabemos que para i € {0,...,r} (z;,z;11) € A(D) y (z;-1,2;) € A(D); de 1 se sigue que existe
w € V(D) tal que (z;,w) € A(D) con w # ;11 y de 2 se sigue que existe v € V(D) tal que (v, ;) €
A(D) con v # x;_1 asf 67 (x;) > 2y § (x;) > 2 para todo z; € 5; pero esto es una contradiccién
con la hipotesis del teorema. Entonces cualquier subgrafica H C D satisface la condicion de tener
un vértice x € I(H) con la propiedad P(H). Por lo tanto /(D) contiene un conjunto independiente

S que intersecta a toda trayectoria de longitud maxima en D. O]

Ahora probaremos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.4. Sea D una digrifica tal que cualquier ciclo dirigido sin aristas simétricas tiene un
~J k *

vértice x que satisface que: D[N~ ()] = Kj-(,y o DINT(2)] = Kj, (). Entonces existe un conjunto

independiente S C I(D) tal que intersecta a toda trayectoria de longitud mdzima.
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3.1 Subgraficas inducidas.

Demostracion. Probaremos que toda digrafica que cumpla las propiedades en el enunciado, tiene un

vértice z € I(G) que cumple la propiedad P(G).

Procederemos por contradiccién. Supongamos que ningtin vértice x € I(D) cumple la propiedad

P(D), es decir, dado z € I(D) existe y € I(D) tal que (y,x) no es un arista simétrica en D e y

es el vértice inicial de una trayectoria de longitud maxima en D que no contiene a z; y existe una

trayectoria de longitud maxima que no inicia en x y contiene a x pero no contiene a y. Siguiendo el

mismo razonamiento que en la prueba del Teorema 3.1.3 obtenemos que existe un ciclo dirigido

—_—
Cr—i—l = (.To, vy Ly Z‘Q)

tal que para cada i € {0,1,...,7} se tiene que:

1. Existe una trayectoria de longitud méxima que inicia en z; que no contiene a z;4; (notacién

modulo r + 1) y

2. Existe una trayectoria de longitud méxima que no inicia en z;, tal que contiene a x; pero no

contiene z;_; (notacion médulo r + 1).

Ahora analizaremos los siguientes casos posibles:

Caso 1.

Caso 2.

e
Existe un vértice xy, € Cy41 con D[N~ (z)] = i—(z)- Por 2 sabemos que existe
a = (20,21, 2p)
una trayectoria de longitud maxima en D tal que x, = z; para alguna j € {0,...,p} y

que no contiene a xj_;. Por lo cual se tiene que {(zj_1,zx), (x—1,2x)} C A(D), entonces

{(zj—1, 21-1), (wr-1,2-1)} S A(D) y

/
a = (Zo, ey i1, V=1, Tk = 2§, Zj41, - - .,Zp)

es una trayectoria en D de longitud mayor a la de «, lo cual es una contradiccion a que «

es de longitud maxima.

e
Existe un vértice z, € C,11 tal que D[NT(z)] & K. (. Por 1, sabemos que existe
B = (yo = =k, Y1, ..,Y,) una trayectoria de longitud méxima en D que empieza en zj y
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no contiene a xy1. De esto se sigue que {(y1, Tg+1), (Tr11,¥1)} € A(D) asi

B/ = (CUO = Tky T+1, Y15 - - qu)

es una trayectoria de longitud mayor a la de /3, lo cual contradice que 3 sea de longitud

maxima.

3.2. Nucleos

Teorema 3.2.1. Sea C C (V(D)—T(D)). Si D —C tiene un nicleo S entonces S intersecta a todas

las trayectorias de longitud mdxima

Demostracion. Supongamos que existe una trayectoria de longitud méxima P = (z, ..., x)) contenida
en (D — C) tal que V(P) NS = (). Entonces se sigue que z € [(V(D) — C)N(V(D) —S)] y ya que
S es nicleo en D — C' entonces existe y € S tal que (xy,y) € A(D). Asi P’ = P o (1,y) es una
trayectoria de longitud mayor a P, lo que contradice que P sea de longitud méxima. Por lo tanto

V(P)NS # () para toda P trayectoria de longitud méxima en D, de lo cual se sigue el resultado. [

Teorema 3.2.2. Sea C C {(V(D) —T(D))U{x € V(D)|D[N~(x)] = Ks-()}}. Si D — C tiene
nicleo entonces existe un conjunto independiente S C V(D) tal que S intersecta a toda trayectoria

de longitud mdxima.

Demostracion. Sea C' = CN{x € V(D)|D[N~ ()] = Ks-(,)}. Observemos que si C’ = ) entonces
estarfamos en el caso del Teorema 3.2.1. Supongamos que C’ # () y sea N el nicleo de D — C.
Sabemos que N es un conjunto independiente y supongamos que existe P = (xq, ..., x) trayectoria
de longitud maxima en D tal que V(P)NN = (). Ahora analizaremos los siguientes dos casos posibles

de donde puede estar xy.

Caso 1. xz,€V(D—-C).
Por la suposicién tenemos que x, € {(V(D —C)N (V(D)— N)} y ya que N es niicleo en
D — C, se sigue que existe y € N tal que (zg,y) € A(D), y asi P/ = P o (z,y) es una

trayectoria mas larga que P en D lo cual es una contradiccion.
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3.3 Digréficas localmente semicompletas, niicleos y cuasinicleos.

Caso 2. x, € C.
Observemos que al ser xj vértice terminal de una trayectoria de longitud méxima, solo

puede estar en C' si esta en el conjunto
{z € V(D)IDIN™(x) = Ks-@) },

de lo cual se sigue que x; € C’. Ahora probaremos que N U {z;} es un conjunto indepen-
diente. Lo haremos por contradiccién, Supongamos que NU{z} es un conjunto dependien-
te, es decir, existe y € N tal que {(zx,y), (y, zx) } NA(D) # (. Por el caso anterior tenemos
que (zx,y) ¢ A(D), asi (y,x) € A(D). Asi {zxx_1,y} € N~ (xx) lo cual por hipdtesis im-
plica que {(zx_1,9), (y,x_1)} C A(D), de aqui se sigue que P’ = (zg,..., %k 1,Y, L)) €S
una trayectoria en D de longitud mayor a P lo cual es una contracciéon. Entonces pode-
mos construir un conjunto S independiente que intersecta a toda trayectoria de longitud
maxima D que cumpla con las hipdtesis del teorema , es decir, existe S tal que intersecta

a toda trayectoria de longitud maxima D.

3.3. Digraficas localmente semicompletas, nicleos y

cuasinucleos.

Para la prueba del Teorema 3.3.1 necesitaremos el siguiente Lema.

Lema 3.3.1. Sea D una digrifica. Supongamos que existe B C V(D) tal que D — B posee niicleo.
Sean N un nicleo en D — B y T = (xg,...,x;) una trayectoria de longitud mdzima en D. Si

V(T)N N =0, entonces xy, € B.

Demostracion. Probaremos el lema por contradiccién. Supongamos que xp ¢ B, es decir, x, €
V(D) — B entonces, por ser N nicleo de D — B, existe z € N tal que (zx,2) € A(D) , y como
V(T)NN =0, 2 # x; para toda i € {0,1,...,k}. Asf

(2o, Tk, 2)
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es una trayectoria en D lo cual contradice que T sea de longitud maxima. O

Teorema 3.3.1. Sea D una digrifica fuertemente conexa. Supongamos que existe B C V(D) tal que
1. D — B posee un nicleo.
2. Para cualquier x € B yv € Nt (z) se tiene que D[N~ (v)] es una digrdfica semicompleta.

Entonces cualquier nicleo de D — B intersecta a cualquier trayectoria de longitud mdxima en D.

Demostracion. Primero observemos que dada cualquier trayectoria de longitud maxima 7" = (zo, . .., xx)
en D, tenemos que N*(z;) C V(T) y como D es fuertemente conexa, N*(xy) # 0. Escojamos en-
tonces una trayectoria 7' de longitud maxima tal que iy = min{i|(zg, x;) € A(D)} es minimal entre
todas las trayectorias de longitud méxima en D. Ahora procederemos por contradicciéon y supondre-
mos que D no es hamiltoniana. De esto se sigue, por el Lema 2.3.6, que D[V (T')] no es hamiltoniana
y asf i9p > 0 (ya que de lo contrario D[V (T')] seria hamiltoniana). Como xz;, € N1 (x}) se tiene que
D[N~ (x;,)] es semicompleta, es decir, (z;,—1, %) € A(D) 0 (T, Tig—1) € A(D), de la minimalidad de

i se sigue que (g, x;,-1) ¢ A(D), entonces la trayectoria

TI — (xOJ s 7xi0—17 LT, xioa CRC Ik—l)

es una trayectoria de longitud maxima con V(T') = V(T3) y xx—1 € T(D), asi (x;,-1,xk-1) € A(D).
Ahora procedamos por induccién. Supongamos j > 1 tal que j < n —ig — 1 (esto por que en el
conjunto {411, ..., k2, 1} hay k — 1 — (i + 1) + 1 = k —ig — 1 vértices y asi evitamos que se
repita alguna trayectoria ya que D es finita) y z,_;_1 € T(D), (x;,, x5—;) € A(D) ademds tenemos

la trayectoria de longitud méxima (ver Figura 3.3.1)

T’j-i-l = (330, e i1, L—gy oo oy Thy Ty o v ,xk_j_l).

Sabemos que V(T') = V(Tj11), entonces zgx_;—1 € T(D). Como zy_; € NT(zg_j_1) se sigue que
D[N~ (z4_;)] es semicompleta. Ahora ya que zj_;_1,%;,—1 € N~ (Tk—;), Tk—j—1 ¥ Ti—1 son adyacentes

en D, pero (xy_;_1,%iy—1) ¢ A(D) ya que iy es minimal. De lo anterior se sigue que (x;y_1, Tx—j—1) €
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Zo Tip—1 Ty Tip+1 Tr—1 L
N
Figura 3.3.1:
A(D) y que
Tiip = (iﬂo, ey Lig—1y Lh—jy+ -+ Ty Ligs -+ - 733'1673’71)

es una trayectoria de longitud maxima en D. De lo anterior se sigue que N (x,,,)N(V(D)\V(T)) =0
para toda m € {ig,...,k} y que N*(z,,,) N{xg,...,x;—1} = 0, contradiciendo que D es fuertemente

conexa. Por lo tanto el resultado se sigue. O]

Ahora veamos que sucede al intercambiar el ingrado y el exgrado en el Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.2. Sea D una digrifica fuertemente conexa. Supongamos que existe B C V(D) tal que
1. D — B posee un niucleo.
2. Para cualquier x € B yv € N~ (z), se tiene que D[Nt (v)] es una digrifica semicompleta.

Entonces cualquier nicleo de D — B intersecta a cualquier trayectoria de longitud mdxima en D.

Demostracion. Para esta prueba procederemos por reduccién al absurdo. Sea N C {V(D) \ B} un
nicleo en D — B. Supongamos que existe una trayectoria de longitud maxima 7' = (zo, ..., xx) en
D tal que V(T) NN = (). Si existiera y € By z € N tal que (y,2) € A(D), entonces podemos
construir B’ = B — {y} tal que N es ntcleo en D — B’ y para todo z € B’y v € N~ (z), D[Nt (v)]
es semicompleta y V(T) N N = (). Supondremos que B minimal en el sentido que no existen flechas

que inicien en B y terminen en N.
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Sabemos que V(T) NN = y que T es una trayectoria de longitud maxima, asi por el Lema 3.3.1
zr € B. Sea j = max{i|z; € B} y supongamos que V(T) N (V(D) \ B) # 0. Asi existe z € N tal
que (z;,2) € A(D) ya que N es nicleo de D — B. Por la hipdtesis 2 del enunciado del teorema, z
y xj41 (tiene sentido hablar de j + 1 ya que j < k — 1) son adyacentes ya que son exvecinos de x;
y D[N (z;)] es semicompleta ya que z;4; € B por como escogimos j. Ya que ;41 € By z € N,

(j41,2) ¢ A(D) entonces (z,z,4+1) € A(D), pero asi

(3707---axjazazj-i-l)"'axk)

serfa una trayectoria de longitud k£ + 1 en D, lo cual contradice que T sea trayectoria de longitud
maxima.

Ahora supongamos que V(T) N (V(D) \ B) =0 , es decir, supongamos que V(T') C B. Como D es
fuertemente conexa, existe j, con 0 < j < k, tal que N*(z;) € V(T) y z; € V(T). Sean j maximal

con la propiedad N*(z;) € V(T) y z € (N*(x;) — V(T)). Si j = k, tendriamos que

(Toy .y Ty 2)

seria una trayectoria en D de longitud k+ 1, contradiciendo que T sea de longitud maxima en D. Asi
Jj <k.Yaquex; € N (zj41)y xj41 € B, de la hipdtesis 2 del enunciado del teorema se sigue que
D[N*(z;)] es semicompleta. Entonces z y x;41 son adyacentes en D. Sabemos que (x;41,2) ¢ A(D)

porque escogimos a j maximal. Ahora veamos que pasa si (z,x;41) € A(D), entonces

(0, X, 2, Tj41, .-, L)

serfa una trayectoria en D de longitud k + 1, lo cual contradice que T sea de longitud maxima. Por

lo tanto llegamos al resultado deseado. O]

Teorema 3.3.3. Sea D una digrdfica. Supongamos que para todo vértice x € T(D) y z € NT(z), se
tiene que D[N~ (2)] es semicompleta. Entonces cualquier trayectoria de longitud mdzima intersecta

a cualquier cuasinicleo Q).

Demostracion. Sea Q C V(D) un cuasinicleo. Supongamos que existe 1" = (zg, ..., Tx) una trayec-

toria de longitud maxima en D tal que V(T) N Q = 0. Asi existe u € @ tal que (zg,u) € A(D) o
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existe w € N~ (Q) tal que (zy,w,u) es una trayectoria en D. Si (zy,u) € A(D), entonces

(Toy .., Tp,u)

es una trayectoria en D de longitud k + 1, contradiciendo que T es de longitud maxima en D.
Asi tenemos que N~ (z;) C V(7). Escojamos una trayectoria 7' de longitud maxima tal que ip =
man{i|(zg, x;) € A(D)} es minimal entre todas las trayectorias de longitud méxima en D que no
intersectan a (). Procediendo como en el Teorema 3.3.1 llegamos a contradecir la conexidad fuerte

de D, con lo cual obtenemos el resultado. O

3.4. Digraficas localmente transitivas, cuasinicleos y

cuasisoluciones.

Teorema 3.4.1. Sea D una digrdfica. Supongamos que para cada vértice x € T(D), siv € NT(x)
entonces v es un punto transitivo. Entonces cualquier cuasinicleo de D intersecta a cualquier tra-

yectoria de longitud mazrima en D.

Demostracion. Supongamos que existe un cuasinicleo Q C V(D) y una trayectoria de longitud
maxima T = (zg, ..., x) tal que V(T)NQ = 0. Ya que @ es un cuasintcleo y zy, ¢ @, se sigue que
existe u € @ tal que sucede alguno de las siguientes casos: (zx,u) € A(D) o existe z € N~ (Q) tal
que (z, z,u) es una trayectoria en D. Si (xy,u) € A(D), entonces (zo, . .. zx, u) seria una trayectoria
en D de longitud k + 1 lo cual contradice que T' es trayectoria de longitud méxima. Ahora si existe
z € N7(Q) tal que (xy,z,u) es una trayectoria en D, observemos que z = z; para alguna i €
{0,...,k — 1} ya que T es de longitud méxima. Por hipdtesis z; es transitivo por estar en N (zy),

asi (z,u) € A(D) (ver Figura 3.4.1), lo cual nos lleva también a una contradiccién.

De manera analoga podemos probar el siguiente resultado relativo a cuasisoluciones

Teorema 3.4.2. Sea D una digrifica. Supongamos que para cada vértice x € I(D) siv € N~ (z),
entonces v es un punto transitivo. Entonces cualquier cuasisolucion de D intersecta a cualquier

trayectoria de longitud mdxima en D.
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Figura 3.4.1: Existencia de u € @ tal que (xy,u) € A(D).

Figura 3.4.2: Existencia de un vértice u € S tal que (u,zo) € A(D), en la prueba del resultado de
cuasisolucion.
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4 La conjetura es cierta para trayectorias de

longitud “corta”

En esta capitulo vemos un resultado, que aparece [GSGMBO09], y que prueba la conjetura para cuando

las trayectorias maximas tienen longitud a lo mas 4. Para esto primero probaremos el siguiente lema.

Lema 4.0.1. Sean D wuna grifica orientada y k > 1 la longitud de la trayectoria mas larga en
D. Sea B C T(D) un conjunto independiente que intersecta al mdzimo nimero de trayectorias de
longitud mdzima en D (es decir que B es maximal con la propiedad de intersectar trayectorias de
longitud mdzxima). Supongamos P = (pq,...,px) una trayectoria de longitud mdxima en D tal que
V(P)NB = (. Entonces existen un vértice x € B y trayectorias de longitud mdzima Q = (qo, - - -, qx)

y T = (to,...,tg) tal que cumplen las siguientes condiciones:

1. (x,pr) € A(D).

2. qr = .

3. ts = x para alguna s € {0,...,k — 1} ypp € V(T).

4. Pk = qr para alguna r € {1,... k—2}.

5. Qry1 = pn para alguna n € {1,... kK —2}.

6. tsi1 = q¢m para alguna m € {1,... k—2}.
Demostracion. Sean D, B y P como en el enunciado del lema. Si B’ = B U p; es un conjunto
independiente , entonces B’ intersecta mas trayectorias de longitud maxima en D que B, lo que es

una contradiccién por como se escogié B. Asi se sigue que B’ no es independiente y por lo cual py es

adyacente al menos a un vértice en B. Si (pk, z) € A(D) para alguna z € B entonces

<p07 o Dk, Z)
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serfa una trayectoria de longitud &+ 1 en D , lo que es una contradiccion a que P es una trayectoria
de longitud maxima. Por lo cual B, = {z € B|(z,px) € A(D)} # 0. Ahora supongamos que para
todo z € B,, y para toda trayectoria de longitud méaxima 7" en D, tal que contenga a z contiene a py,
es decir z,p, € V(T). Asi tenemos que (B \ B,, ) U{px} es un conjunto independiente, que intersecta
a toda trayectoria de longitud méxima que intersecta B y ademads intersecta a P, lo cual contradice
que B sea el conjunto que intersecta mas trayectorias de longitud méxima. Entonces existe x € B,
y una trayectoria de longitud méxima 7" en D tal que x € V(T) y pr. ¢ V(T'). Observemos que 7' no

puede terminar en x ya que

(t()a'--atk - xapk)

seria una trayectoria en D de longitud k+1, lo cual es una contradiccién. Asi existe s € {0,...,k—1}
tal que ty = x. Ahora , dado que x € B C T'(D), existe ) una trayectoria de longitud maxima en D

con ¢ = x. Hasta aqui hemos demostrado las condiciones 1,2 y 3 del lema.

Luego, observemos que para toda trayectoria de longitud maxima @ = (qo,...,qx) en D, si para
alguna z € V(D) se tiene que (g, 2) € A(D), entonces z € V(Q) (por ser @ de longitud maxima), es
decir z = ¢, para alguna s € {0,...,k}. Como D es una gréfica orientada simple, D no tiene lazos,
asi z # qr; y ya que (qr—1,qx) € A(D) y D es una grafica orientada se sigue que z # 1. Ahora, si

Z = qo, se tiene que

(ZZQO7q17"'7Qkaz)

es un ciclo hamiltoniano en V(Q), asi el Lema 2.3.6 nos implica que D es hamiltoniana, lo que es
una contradiccién a suponer que V(P) N B = (). Asi para toda z € NT(qy), se tiene que z = g, para
alguna r € {1,...,k — 2}. Sabemos que = = ¢, y que pr € NT(x) entonces p, = ¢, para alguna
r€{l,...,k—2}, por lo cual la condicién 4 se cumple. Y como que P es una trayectoria de longitud
maxima NT(pg) C V(P), de lo cual se sigue que ¢.+1 = p, para alguna n € {1,...,k — 2} (esto
ultimo por que D es una grafica orientada y simple), asi 5 se cumple. Ya que t; = z y D es una
grafica orientada y simple entonces ts11 = ¢, para alguna m € {1,..., k— 2}, siendo asi la condicién

6 verdadera. Por lo tanto el resultado se sigue. O

Teorema 4.0.3. Sea D una grdfica orientada. St la longitud de la trayectoria de longitud mdzima
en D es a lo mas 4, entonces existe un conjunto independiente B C T(D) que intersecta a toda

trayectoria de longitud mdzrima.
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Demostracion. Para la prueba de este teorema procederemos a realizar el caso en que k = 4, ya que

para los casos de k = 1,2, 3 usa argumentos analogos al los que presentaremos a continuacion. Asi

procedamos con k = 4.

Sea B C T(D) un conjunto independiente que intersecta el maximo nimero de trayectorias de

longitud maxima en D. Supongamos que existe una trayectoria de longitud maxima P en D tal que

V(P)NB =1.Seax, @y T como en el Lema 4.0.1 de modo que suceden las siguientes condiciones:

1. (x,p4) € A(D).

2. g4 =nx.

3. ts = x para alguna s € {0,1,2,3} y ps ¢ V(T).

4. py = q, para alguna r € {1,2}.

5. ¢r4+1 = pn para alguna n € {1, 2}.

6. ts11 = gm para alguna m € {1,2}.

Asi de la condicion 4 se siguen los siguientes dos casos:

Caso 1.

Caso 2.

Py = q1.

De la condicién 6, tenemos que ts1; = ¢, para alguna m € {1,2}. Por la condicién
3, 1 ¢ V(T) ya que q1 = py, asi se sigue que t,1; = ¢o. De las condiciones 1 y 3 se
tiene que (ts,pa) = (z,pa) € A(D) y ps € V(T); y ya que (pa,tsi1) = (q1,¢2) entonces
(P, tss1) € A(D), y asi

(tOJ"'7tS)tS+17"'7t4)

es una trayectoria de longitud 5, lo cual contradice que la longitud maxima de una tra-

yectoria en D sea 4.

Ps = q2.

De la condicién 5 se sigue que g3 = p, para alguna n € {1,2}; Por la condicién 6 se tiene
que tsy1 = g para alguna m € {1,2}. Sabemos que py, = ¢ asi de la condicién 3 se sigue
que g2 ¢ V(T), por lo cual tg11 = qq.

Afirmamos que t541 € V(P). Supongamos que ts; ¢ V(P), entonces se tiene que

(Poy - -Dn = q3,q4 = ts,ts11 = q1,92 = D4)
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es una trayectoria en D de longitud al menos 4, lo que implica que n = 1. Enton-
ces (pPa,... P4 = 2,43 = P1,qs = ts,tsy1) s una trayectoria en D de longitud 5 (ver
Figura 4.0.1), lo que contradice que la longitud maxima de una trayectoria en D es 4. Por

lo tanto la afirmacion se cumple.

o pe > >e Pe >
P2 b3 Py = q2 B =DP1 qgu=2=1s ls41=q1

Figura 4.0.1: El ejemplo de suponer que t1 ¢ V(P) (solo se muestra la parte de interés del dibujo
para mejor entendimiento).

De lo anterior se sigue que q; = ts,1 = p, para alguna r € {0,...,4}. Por la condicién 3

tenemos que py & V(T), asi ts11 # ps. Si tsi1 = po, entonces

(CJ4 = t57t5+1 =Po,--- 7p4)

seria una trayectoria en D de longitud 5, lo que es una contradiccion. Como py = ¢o v
por la condicién 4 se tiene que r = 2, entonces p, = g3 (por la condicién 5). Ademads
sabemos que (g3, q4) € A(D), ts = © = q4 (se sigue de las condiciones 2 y 3) y que D es
una grafica orientada, por lo cual (ts,p,) = (q4,q3) ¢ A(D) entonces to11 # p, (por que

tg,tsr1) € A(D)). Ahora, si ty 1 = ppi1, se sigue que
+ + + g

<p07 <oy Pn = (43,44 = tsats—‘rl = Pn+1y--- 7p4)

seria una trayectoria de longitud 5, lo que contradice que la longitud maxima de toda
trayectoria en D es 4. Por lo tanto tsi1 € {{p1,p2,p3} \ {Pn,Pnt1}} ¥ Pn = q3. Asi solo

se permiten los siguientes dos subcasos provenientes de los valores de n en la condicién 5.

Sin =1 se tiene que toy1 € {{p1,p2,p3} \ {P1,p2}} = {p3} ¥ @3 = p1. Si n = 2 entonces
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tor1 € {{p1,p2, p3} \ {p2,p3}} = {p1} v @3 = p2.

Caso 1.

Caso 11.

g3 =p1 Y tst1 = ps3.

Sabemos que py ¢ V(T) por la condicién 3, asi

(t07 QR 7t87 ts+1 = p37p4)

es una trayectoria en D, por lo cual s < 2. T es una trayectoria de longitud
maxima por hipétesis, asi la longitud de T es 4, de esto se sigue que existe
z € V(D) tal que z = t4, 9. La trayectoria a« = (q4 = &, ps = 2,43 = p1, D2, P3 =
ts11) C D tiene longitud 4, entonces ts19 € {qu, ¢2, g3, p2} por ser a de longitud
maxima y D una grafica simple. Sabemos que 0 < s < 2, de lo cual se sigue
que 2 < s+ 2 < 4 asi tyo # ts y ts = q4 (esto por las condiciones 2 y 3)
entonces tgio # q4. Ahora, g = p4 por hipétesis, y por la condicion 3 se sigue
que g2 ¢ V(T) entonces tg, o # q. Afirmamos tg1 o # ps ya que (p2,tsi1) =
(p2,p3) € A(D) y D es una grafica orientada (es decir (ps, p2) ¢ A(D)). Por lo

tanto tg1o = g3 = p1. Dado que py ¢ V(T), se sigue que

(to, .. ls,tsy1 = D3, P4 = Q2,43 = tsta, . .. 14)

es una trayectoria de longitud 5, lo que es una contradiccion.

43 =Dp2 Y ts41 = P1-

De la condiciones 3, 6 y de la hipdtesis go = p4 se tiene que t, 1 = ¢;. Luego,
(to,...ts,ts11 = q1,@2) es una trayectoria en D por que go ¢ V(T) yasis < 2. T
es una trayectoria de longitud maxima por hipétesis, asi la longitud de T" es 4, de
esto se sigue que existe z € V(D) tal que z = 9, entonces (ps, ps = G2, q3, G4 =
ts,ts1+1) €s una trayectoria en D de longitud maxima y D es una gréafica simple,
de lo cual se sigue que ts19 € {ps3, P4, q3,q4}. Sabemos que 0 < s < 2, de lo cual
se sigue que 2 < s+ 2 < 4 asi ty9 # ts y ts = q4 (esto por las condiciones 2 y
3) entonces tsio # qs. Ademas ts0 # py va que py & V(T), v tsio # g3, de lo

contrario (to,...,ts,tss1 = G1,G92 = P4,q3 = tsia2,...,t4) seria una trayectoria
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en D de longitud 5, lo que es una contradiccion. Asi 519 = p3, pero

(Po,P1 = tsti1,tsya = D3, D1 = G2, Q3 = D2, Qs = ts)

es una trayectoria en D de longitud 5, lo que contradice a que la longitud

maxima de una trayectoria en D es 4.

De aqui se sigue el resultado. O]
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5 Cuello, grado minimo y transversales de

trayectorias de longitud maxima

En este capitulo nos centraremos en probar los siguientes dos teoremas, que aparecen en [GSGMB10).

Teorema 5.0.4. Sea D = (V(D), A(D)) una digrifica con §(D)>2 vy sea k la longitud de la trayec-

toria de longitud mdxima en D con k > 5. Si

k < max {SCSD) + (D) —4,C(D)+26(D) — 6}

entonces cualquier conjunto independiente mazximal intersecta a cualquier trayectoria de longitud

mdxima.

Teorema 5.0.5. Sea D = (V(D), A(D)) una digrifica con 6(D) > 2 y C(D) > 3; ysea k > 1 la

longitud de la trayectoria de longitud mdxima en D. Si
k <2§(D)+1,

entonces cualquier conjunto independiente mazximal intersecta a cualquier trayectoria de longitud

mazrima.

Para esto necesitaremos de algunos lemas, definiciones y observaciones que enunciamos a continua-
cién. Primero notemos que por el Lema 2.3.3 es claro que las graficas ciclicas son las de interés para
este capitulo. Si §(D) > 2, dada una trayectoria de longitud maxima P(xg,...z)) denotaremos al

primer y a los dos tltimos subindices de los vértices de N~ (zg) en P de la siguiente manera:
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mg p = min{i|lz; € N~ (x9)}

My p = max{ilr; € N~ (z0)}

Mo_,P = max{i < My plz; € N~ (20)}

y también denotaremos al ltimo y a los primeros dos subindices de vértices de Nt (zy) en P, como

sigue

My p = maz{ilz; € N*(x)}

my p = min{ilz; € N (xp)}

my p = min{i > m] plz; € N* ()}

(podremos omitir el subindice P si la trayectoria es clara en el contexto). Observemos que si solo

Figura 5.0.1: Distinguimos los elementos de N~ (xq) y N (xy).
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sabemos que §(D) > 1, entonces M&P y My p serén definidas solo si d~(zo) > 2y d¥(z;) > 2

respectivamente.

Sean dos enteros i, j tales que 0 <7 < 5 < k. Entonces sean

polt, j] = [{z, € N™(zo)|i <7 < 5}

pili, 3] = {ar € N¥(zp)li <7 < G}

Lema 5.0.2. Sea D una digrdifica con 6(D) > 2 y sea P = (xq,...,zx) una trayectoria de longitud
mdzima en D. Entonces My — i > 2(C(D) + (D) — 3) — k.

Demostracion. Dado que §(D) > 2 podemos afirmar la existencia en D del ciclo

Y= ($07 s 7xm571a xmaax(])a
dado que P = (zy,...,xx) y, por como definimos a my , Ly 0 € A(D). Nétese que la longitud de v

es my + 1 (pues empezamos en 0 la cuenta de los subindices de los vértices). De lo anterior se sigue

que my + 1 > C(D) (por definicion de cuello de una digrafica), es decir, my; > C(D) — 1. Por otro

lado sabemos que el niimero de vértices que hay entre Ly ¥ Ty SON al menos todos los invecinos
0

de xy menos Ty ¥ L=y ©8 decir,

entonces

Por lo tanto

Ahora veamos que m; < k—(C(D)+46(D)—3). Afirmamos que el ciclo 7/ = (lej, ey T xM:) esta
en D, ésto por que P = (zg,...,Tx) ¥ Tyt € A(D), y sabemos que la longitud de 7 es k— M, +1.

Asi k — M" +1 > C(D) es decir, M;} <k — (C(D) — 1). Por otra parte sabemos que el ntimero de
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vertices entre r+ y T+ son al menos todos los exvecinos de ;, menos Tt ¥ Typi, esto es,
+ _ >t
M —m} > (D) — 2,

asi

—mi >6(D)—2—M!>6D)-2—-k+C(D)-1

de lo cual se sigue que

Entonces

por lo tanto

En lo que sigue, sea D = (V(D), A(D)) una digrafica (no necesariamente con §(D) > 2), sea
P = (xg,...,x) una trayectoria de longitud méxima en D y supongamos que existe un conjun-

to independiente maximal I C V(D) tal que V(P)NI =

Lema 5.0.3. Supongamos que existen s > r tal que xsxp € A(D) y xpx, € A(D). Entonces

s—1r>po[r,s — 2] + pe[r+2,s] + 1.

Demostracion. Supongamos que para alguna i, con r < i < s — 2, tenemos que z;x5 € A(D) y

TrTivs € A(D). Entonces

/
P:(ZL’Z‘+1,...,IL']§,ZL'T,...,l’i,l’o,...,ﬂf,,‘_l)

/!
P :(IS+1,...,l‘k,JIH_Q,...,$s7$0,...,xi+1)
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son ambas trayectorias de longitud maxima en D con V(P )NI =V (P")NI =10 (ya que P'y P”
tienen los mismos vértices de P). Por lo cual existe y € I tal que 7,19 € A(D) o yzi1 € A(D)
por ser I un conjunto independiente maximal, entonces ZJ$—1+1> eP oP e m son trayectorias de
longitud £+ 1 en D, esto es una contradiccién ya que k es la longitud maxima en D. Entonces para

toda i, con r <i < s—2 , tenemos que Tiwh ¢ A(D) o Trzis ¢ A(D). Sea

A:{xi+2|xi GNi(JZO)&’T’SZ'SS—Z}

B={z; € N"(zp)|r +2 <i<s}.

De lo anterior podemos concluir que AN B = () (ya que al haber algiin vértice en A N B, serfa

equivalente a que existiera z; con r <i < s — 2 tal que z;x4,2,x;15 € A(D)).
Dado que A y B son subconjuntos ajenos contenidos en {z, o, ...,Zs}, se sigue que
|A|+|B| <s—r—1

(va que [{x,12,...,25}] = s —r —1). Observemos que |A| = py[r, s — 2] (pues po[r, s — 2] cuenta el
nimero de vértices que hay en N~ (xzo) N{x,,..., x5 2}) v |B| = px[r + 2, s](ya que pg[r+2, s| cuenta

el nimero de vértices que hay en N (x¢) N {x,19,...,2s}) Entonces

s—r—1>polr,s — 2] + pr[r + 2, s].

Por lo tanto

s—r >polr,s — 2] + pelr+2,s] + 1.

Lema 5.0.4. Si 6(D) > 1, entonces My <k —2ymj} > 2.

Demostracion. Ya que I es maximal, entonces existe y € I tal que yzp € A(D) o Zz) € A(D).

Sabemos que P es de longitud méxima, entonces 74 ¢ A(D) (ya que P e Zj seria de longitud
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k+1), asi yzj, € A(D). Primero supongamos que Zpzg € A(D). Ast

(yv Lk, Loy - - 7’2:]{?—1)

seria una trayectoria de longitud k + 1 pero esto es una contradiccion. Ahora supongamos que
Tr1zy € A(D). Dado que §(D) > 1, existe zxz; € A(D) para alguna r € {0,...,k — 1} (de lo

contrario existiria una trayectoria de longitud mayor k). Por lo tanto

(y, Ly Lpyoooy 1,0y .- ,J}rfl)

es una trayectoria de longitud k+1 en D lo cual serfa una contradiccion. Asi {xy, zx 1 }NN"(20) =0

y entonces M, <k — 2.

Ahora veamos que m; > 2. Por hipétesis I es maximal, asi existe y € I tal que gm) € A(D) o

Tol € A(D), y sabemos que P es de longitud maxima en D, por lo cual yTh ¢ A(D), entonces
7oy € A(D).
Ahora supongamos que zx; € A(D). Por hipétesis 6(D) > 1, por lo cual z,zj € A(D) para algin
z. con k > r > 1 (si r estuviera fuera de ese rango existiria una trayectoria z,xy @ P de longitud
k+ 1), pero

(xr+17 ey Ty L1y e e 7'7"7‘7x07y)

es una trayectoria de longitud k+1 lo cual es una contradiccion. Asi {zg, 21} NN (zx) = 0 y entonces

mi > 2. [

Lema 5.0.5. Supongamos que §(D) > 2 y k < C(D)+20(D) — 6. Entonces My — i, > 26(D) —5.

Demostracion. Por hipotesis k < C(D) +25(D) — 6y §(D) > 2. Asi k < 2(C(D)+ (D) — 3) y por
el Lema 5.0.2 My — mij > 2(C(D) + 6(D) — 3) — k. Entonces My — i > 0, es decir My > mij y

por como definimos Mo_ y m; tenemos que T -0, Vel b € A(D). Asi por el Lema 5.0.3 obtenemos
0

que

My — i > po[mi, My — 2] + pu[if + 2, My ] + 1. (5.0.1)

Consideraremos los siguientes dos casos.
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Caso 1. M < M.
Por definicién, N*(z;,) C {a;lmi <i < M7}, ysi Mi” < M, entonces py[if +2, M;t] =

pelmy + 2, M o’]. También podemos ver que
INT(p) = {milmy +2<i < M} <3
y por lo cual
pe[) + 2, M) = prlmi + 2, My] > d*(z) — 3 > 6(D) — 3.
Ahora, por la Ecuacién 5.0.1,
My —mf > po[m;, My — 2]+ 6(D) — 2. (5.0.2)
Caso1. my > /W\LZ

Vemos que

—

polmy , My — 2] = po[mif, My — 2] > 6(D) —3

(pues los vértices con indices M, , My, My — 1 serian, a lo mas, los tnicos in-
vecinos de xy con indice mayor que M; — 2 y por lo cual no serian contados).

Entonces, de la Ecuacion 5.0.2 obtenemos que My — i, > 26(D) — 5.

Figura 5.0.2: Localizacion de los distintos elementos de NT(zy) y N~ (z0) en el Caso I

37



Capitulo 5

Cuello, grado minimo y transversales de trayectorias de longitud maxima

38

Caso 1. my < mj .

Veremos que este caso no es posible. Dado que my < m; podemos asegurar
que po[mg ,m; — 1] > 1 (por que al menos contarfamos a xma). Sabemos que
my. > C(D) + polmg ,my; — 1] = 1 (va que mg > C(D) — 1y po[mg , myf — 1]
cuenta el nimero de invecinos de x( entre my y m; — 1 donde hay a lo mas
mi — 1 —mg), por lo cual, sumando m; en Ecuacién 5.0.2 de ambos lados,

obtenemos:

—

My > C(D) + polmg , i — 1] — L+ po[mf, My — 2] +6(D) —2.
Observemos que

{mg,....,my —1yu{m},.... My =2}y ={mg,...,m},..., My —2}
{mg,....mf —1yn{m;,..., My —2} = 0.

Asi

polmg . — 1] + pol[my, My — 2] = po[mg , My — 2]

entonces obtenemos que

Como anteriormente, podemos observar que

—

polmg, My —2] >06(D)—3

entonces

—

My > C(D) +26(D) — 6,

pero sabemos por el Lema 5.0.4 que k —2 > My > My . Asi k —2 > C(D) + 26(D) — 6

pero esto es una contradiccion a la hipdtesis k < C(D) +26(D) — 6 ya que esto implicaria



Cuello, grado minimo y transversales de trayectorias de longitud méaxima

que k> C(D)+25(D)—4>C(D)+26(D) —6 > k.

Caso 2. M > M; .

Veremos que este caso no puede suceder. Consideremos las siguientes dos posibilidades.

Caso1. mg <my.

Como anteriormente, en este caso se tiene

Sabemos que Mt < k — (C(D) — 1), y como M;" > M;, se sigue que M, <
k— (C(D) — 1+ p[My + 1, M7]). Asi, sumando mfen ambos lados de la

Ecuacién 5.0.1 obtenemos:
k—(C(D) =1+ pe[My +1,M;] >

C(D) +Po[maym\; - 1] -1 +po[m;r7]/\/7(; - 2] —i_pk[ﬁk+ +27]/\/7(;] + L.

Como anteriormente observamos
polmg g — 1]+ polif, My — 2] = po[mg, My — 2,

y asi obtenemos:

—

k> C(D)+ polmg , My — 2]+ [ + 2, Mo) + C(D) — 1+ pp[My + 1, M;}] =

—

2C(D) + po[my, My — 2] + pr[mf + 2, M| — 1,

pero

—

polmg, My =2 > 6(D) =3

pel + 2, M) > 6(D) = 3,
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Capitulo 5 Cuello, grado minimo y transversales de trayectorias de longitud maxima

entonces

k> 2C(D)+20(D) — 17

lo cual es una contradiccién, ya que por hipétesis £ < C(D) +26(D) — 6 y
como C(D) > 2 entonces k > 2C(D) +25(D) — 7> C(D)+25(D) —6 >k .

Caso 11. mg > my .
En este caso vemos que po [y, My —2] = po[mg, My ] > 6(D)—3 como observa-
mos anteriormente. Por otro lado como M;" > M, sabemos que p[ My, M;7] >
1 por que al menos contamos a x 0 Y entonces se sigue que ]\//\[0_ < k—(C(D)+
Dk []\70_, M;] — 1). Ahora restando ]\70_ de ambos lados en Ecuacién 5.0.1, ob-

tenemos que:
—mf > polmy, My — 2] + prlmf +2, My ] +1— My >

P, My — 2] + prlmi +2, My — k+ C(D) + pr[ My, M;).

Sabemos que po[ﬁfg,]\?@_ -2| = po[mg,]\/jo_] > 0(D) — 3y pi[mi + Z,M\O_] +
e[ My, M) = pelig +2, M} > 6(D) — 3, asi obtenemos

—m; > C(D) +25(D) — 6 — k.

Entonces k > C(D) +2§(D) — 6+ mj > C(D)+26(D) — 4 ya que m; > 2 por
el Lema 5.0.4, pero esto es una contradiccion pues por hipétesis k < C(D) +

25(D) — 6 asi k > C(D) + 26(D) — 4 > C(D) + 25(D) — 6 > k.

5.1. Demostracion de los teoremas.

Teorema 4.1.1 Sea D = (V(D), A(D)) una digrifica con 6(D)>2 y sea k la longitud de la trayec-

toria de longitud mdxima en D con k > 5. Si
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5.1 Demostracion de los teoremas.

3C(D)

kgmax{ +(5(D)—4,C’(D)+25(D)—6}

entonces cualquier conjunto independiente mazximal intersecta a cualquier trayectoria de longitud

mdxima.

Demostracion. Por hipotesis tenemos que

30(D)
2

kﬁmax{ +5(D)—4,C(D)+25(D)—6}.

Afirmamos que esto implica que

k < 20(D) + 25(D) — 6.

En efecto, si 3C§D) +0(D)—4 < C(D)+26(D)—6 entonces k < C(D)+26(D)—6 < 2C(D)+25(D)—6
(ya que 6(D) > 2 implica que C(D) > 0); en otro caso tenemos que k < @ +d(D) —4 <
2C(D) + 26(D) — 6 (ya que % + (D) > 2). Asi del Lema 5.0.2 se sigue que para cualquier
P = (xg,...,z) trayectoria de longitud maxima en D, tenemos que ]\7(;13 > fn\zp. SeaZ C V(D) un
conjunto independiente maximal y sea F el conjunto de todas las P trayectorias de longitud maxima

en D tales que V(P)NZ = (). Veamos que llegaremos a una contradiccién suponiendo queF es no

vacio.

A
\4

— —
MO k_mk

A

A
4

Figura 5.1.1: Tomemos P € F tal que el valor de h(P) es minimo.

Para cada P € F, definimos h(P) = ]\/Z&Iﬁ—k—ﬁgp. Tomemos P tal que h(P) = min {h(Q)|Q € F}(ver
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Capitulo 5 Cuello, grado minimo y transversales de trayectorias de longitud maxima

Figura 5.1.1).

o~

Sean s = My p, r =M} p, Myp=s+nconn>1ymp,=r—mconm> 1. Sabemos que s >r,

asi podemos observar que

/
Pl = (Tsq1y oy Tstmy e oy Ty ooy Ty L0y v e vy Ty oo oy Tp1) = (Yooy - -+, Yk)

es una trayectoria de longitud maxima en D tal que V(P")NZ = (). Por lo cual P’ € Fy h(P') > h(P).
Notemos que Yo = Tsi1, Yp—s—1 = Tk, Yk—s = Ty Yhr = LTs, Yp—rr1 = Lo Y Yk = Tp—1. Sean p = k—m+1

y ¢ =n—1de modo que y, = Ty, ¥ Yg = Tstn (ver Figura 5.1.2)

Yo n Yq Yk—s—1 Yk—s Yk—s+1  Yk—r  Yk—r+1 Yk—r+2 Yp Yk
P’ o — - Q-------- L 1 - ------- N —0 - - Q-------- L
_ —~ —
My p my p My p
P o—0 - - » L -------- 0 - - ]
Ts41 Ts42 Tsin Ty Ly Tria Ts Zo I Tr_m Tr_1

Figura 5.1.2: Correspondencia de los indices de P con P’

Sabemos que M p > Myp + 1y myip > My pe+ 1, ast Mg p 4+ k —mfp > h(P') +2y como

h(P") > h(P), se sigue que

Por la Observacion 2.3.4 vemos que My py >k —myp+1ok— m,:P, > ]\70,1: + 1.

Casol. Myp >2k—myp+1l=k—r+1.

Sea My p =k —r+1conl > 1y consideremos las siguientes trayectorias que son sub-
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5.1 Demostracion de los teoremas.

Figura 5.1.3: Particién de P' en el Caso 1.

trayectorias de P’ disjuntas en aristas (ver Figura 5.1.3):

A:(y07"'7yq) B:(yqv"'ayk—s) C: (yk—87"'7yk—7“)

D= (?/kfr, - aykfr+1) E = (ykfrJrla . aykﬂurl) F = (ykfwrl, . 7yk)

Primero observemos que A ® y,y;_,+1 ® E' ® y;_.1;y0 es un ciclo dirigido, entonces

((A)+ ((E)+2 > C(D). (5.1.1)

Ademas, ya que B = (yg, - - -, Yk—s) = (Tstn, - - - » Tk, Tr), S€ sigue que {(B) = k+1—s—n =
k+1— M, p, que por el Lema 5.0.4, implica que £(B) > 3 (pues —M; p > —k + 2). Por
otro lado, ((F) = k — (k —r +1) = k — M; p/ y nuevamente por el Lema 5.0.4 ((F) > 2

(va que =My pr > —Fk +2). Asi

U(B) + ((D) + ((F) > 6 (5.1.2)
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pues (D) = 1. Por otro lado,
UA) + 6(B) +0(C) =k —ry U(C) + (D) + {(E) + ((F) = s. (5.1.3)
Por la Ecuacién 5.1.1 y la Ecuacién 5.1.3 podemos ver que
2(A)+0(B)+20(C)+4(D)+2(E)+UF)+2>C(D)+k—r+s
y como ((A) + U(B) + ((C) + ¢(D) + ((E) + (F) = k,
2k —4(B) —U(D) —U(F)+2>C(D)+k—1r+s

asl

k> C(D)+ ((B) + (D) + {(F) + s — 1 — 2

y por la Ecuacién 5.1.2 obtenemos que
k>C(D)+6+s—1—2=C(D)+4+ Myp—jp.
Por lo tanto, por el Lema 5.0.2 tenemos que
kE>C(D)+4+4+2(C(D)+46(D)—3)—k

yen consecuencia

2k > 3C(D) + 28(D) — 2.

Es decir
3C(D)
2

+d(D)—1>

+6(D) — 4,

y como k < max {%(D) + (D) —4,C(D)+26(D) — 6}, se sigue que k < C(D)+20(D)—

6. Entonces del Lema 5.0.5 obtenemos que

—
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5.1 Demostracion de los teoremas.

pero sabemos que

k> C(D)+4+ My —m)

asi

k>C(D)+4+20(D)—5=C(D)+20(D)—1
pero eso es una contradicciéon (pues C'(D) 4 20(D) — 1 > C(D) + 20(D) — 6).

Caso 2. K—m‘kﬁp,ZM\&P—Fl:s—kl.

, Yo Yk—s— Yk—s+1  Yk—r Yk
Pe--—e- - 0 - -
P @-----

Ts41

Figura 5.1.4: Particién de P’ en el caso 2.

Sea mz p =k —s—1conl>1y consideremos las siguientes subtrayectorias P’ disjuntas

en aristas (ver Figura 5.1.4)

A= Wo, s Yk—s—1) B = Un-s—ts--,Yb—s-1) C = Ur—s—ts---,Yr—s)

D= (ykféhyk*?") E = (ykfm cee 7yp) F= (ypu cee 7yk)
Observemos que [’ o ykyk_sﬁl e Bey, . 1y, es un ciclo, asi

((B) + ((F) +2 > C(D). (5.1.4)
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Ademads, ya que E = (Yk—r,..-,Yp) = (T5,T0 ..., Tr_p) se sigue que {(E) =r—m+1 =
mip + 1, y utilizando el Lema 5.0.4, tenemos que ¢(E) > 3 (pues my p > 2). Por otro

lado, por el Lema 5.0.4, ((A) =k — s — | = mj p, > 2 as
0(A) + 0(C) + U(E) > 6 (5.1.5)

ya que £(C) = 1. Por otro lado,

(D) + U(E)+L(F) = sy {(A) + {(B) + ((C) + L(D) = k —r-. (5.1.6)
Por la Ecuaciéon 5.1.4 y la Ecuaciéon 5.1.6 observamos que

U(A)+20(B)+L(C)+2((D)+UE)+20(F)+2>C(D)+k—r+s
y como L(A) +¢(B) + £(C) 4+ £(D) + ¢(E) + ((F) = k obtenemos
2k —0(A) —(C)—UEY+2>C(D)+k+s—r

y entonces

k> C(D)+ ((A) + 6(C) + UE) +5s—1—2

y por la Ecuacién 5.1.5 obtenemos que
k>C(D)+6+s—1—2=C(D)+4+ Myp—j p.
Por lo tanto, por el Lema 5.0.2 tenemos que
kE>C(D)+442(C(D)+46(D)—3)—k

y en consecuencia

es decir
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5.1 Demostracion de los teoremas.

Como k < mazx {%(D) + (D) —4,C(D) +26(D) — } se sigue que k < C(D)+26(D)—

Entonces del Lema 5.0.5 obtenemos que

o~

My p — mkP>2(5( ) —

pero sabemos que

k>C(D)+4+ M, —m)
asi
k>C(D)4+4+26(D)—5=C(D)+2(D)—
pero eso es una contradicciéon (pues C'(D) 4 26(D) — 1 > C(D) + 26(D) — 6).

]

Observacion 5.1.1. La suposicion §(D) > 2 en el teorema anterior se puede debilitar pidiendo la
condicién de minima valencia 2 para los vértices iniciales y terminales de las trayectorias de longitud
méxima (invalencia al menos dos para vétices terminales y exvalencia al menos dos para vértices

terminales).
Teorema 4.1.2 Sea D = (V(D), A(D)) una digrdfica con §(D) > 2 y C(D) > 3; y sea k > 1 la
longitud de la trayectoria de longitud mdxima en D. Si

k<20(D)+1,

entonces cualquier conjunto independiente mazximal intersecta a cualquier trayectoria de longitud

maxima.

Demostracion. Sea P = (xo,...,x}) una trayectoria de longitud méxima en D y supongamos que
existe un conjunto independiente maximal Z que no intersecta a P, es decir, ZNV(P) = (). Analiza-

remos los siguientes dos casos.

Caso 1. No existe una j < k tal que z; € N~ (o) y zj11 € N*(xp).

Por el Lema 5.0.4 sabemos que My < k — 2y m; > 2, de esto se sigue que:

N_(,Io) - {.To, NP ,(L’k_g}
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Caso 2.

48

Nt (xy) C{xg, ..., 05 0}

Sea A = {x;1|x; € N~ (x9)} C {x3,...,x,_1}. Por hipdtesis sabemos que no hay j < k

tal que z; € N~ (z9) y xj41 € NT (), por lo cual AN NT(x;) = (), y observemos que

{AN {zpa P U{NT (o) N {2} € {s, - o}

entonces

[ AN Az} + [N (z0) N {2} <k -4

Por otro lado

INT () {2} = INT ()| = INT () 0 {2} = 6(D) = [NT(x) 0 {2}

[AN{zi-1} = [A|=|IN" (zo) {@h—2}| = d” (20) =N (zo) {zp—2}| = (D)= [N~ (w0){z)-2}]
de esto se sigue que
k—4>28(D) — [N~ (z0) N {zp_s}| — |N* (%) N {x2}| > 26(D) — 2

asi

k>20(D)+2

lo cual es una contradiccién ya que por hipétesis k < 26(D) + 1

Existe una j < k tal que z; € N~ (z0) y zj+1 € N1 (xg).

Sabemos que existe z € Z tal que zzj € A(D) o Tot € A(D) por que Z es independiente
maximal. Como P es trayectoria de longitud maxima, 792 € A(D). De la misma manera
podemos observar que existe 2’ € A(D) tal que ZT’k € A(D).

Sea Py = (yo, - - ., y:) una trayectoria en D tal que V(P) NV (Fy) = yo = zo y con ¢t maxi-



5.1 Demostracion de los teoremas.

ma, es decir Py es la trayectoria internamente ajena con P mas grande que hay y sabemos
quet > 1 ya que ToZ € A(D). De la misma manera, sea P, = (wy, ..., w,) una trayectoria

en D tal que V(P)NV(P,) = z = w, y con ¢ maxima (g > 1 pues Zo2 € A(D)) .

Afirmacion 5.1.1. N*(y) N {zo, ..., 2} =0y N~ (wo) N {xp—g, ..., 21} = 0.

Observemos que si existe z; € N*(y;) N {xo,..., 2} con j <t,
P'=PFye (xj,xj41,...,xk)
serfa una trayectoria en D pero
U(P") =LU(Py) + 1+ ((x),xj41,--.,Tk))

—t+1l4+k—j>t+1+k—t=k+1
pero esto es una contradiccién ya que k es la longitud maxima en D. Ahora si existiera
xz; € N~ (wo) N {xf—gq,..., x5} con j > k — q, entonces P’ = (xg,...,x;) ® P serfa una
trayectoria en D pero
U(P")=l((zo,...,2))+1+0(P,)=j+1+q>k—q+1+qg=k+1
lo cual es una contradiccion. Asi queda probada la afirmacién.

Ahora, sean r = min{i|z; € N~ (xo) y xit1 € NT(2g)} v s = max{ilx; € N~ (x0) y xi11 €

N*(zg)} (r y s no necesariamente son distintas).

Afirmacion 5.1.2. Nt (y,) N {zpy1, ..., 2t =0y N~ (wo) N{xg,...,xs} = 0.

Supongamos que existe z; € N~ (y:) N {Zy41,..., Tk}, por lo cual la trayectoria

/
Pl = (z1,..., %0, B0 = Y0, - -y Yts Tjy -+ s Thyy Tpt1y -, Tj—1)
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estaria en Dy

(P =z, ...;x) + 14+ Lyoy . yye) + 1+ (2, oo ) + L+ 0(Tpg1, . 2j-1)

—r—1+41+t+14k—j+l4+j—1-r—1=k+t>k+1

lo cual es una contradiccién (en el caso de j =7+ 1 en P’ no se toma en cuenta la parte

de (zy41,...,2;-1) por que P dejaria de ser trayectoria en D). Ahora supongamos que
z; € N~ (wo) N{zo, ..., xs}, asi la trayectoria
/
Pl = (Tj41, . T, Ty e oy Ty W0, - oy Wy = Tk, Tgtdy - -y Thoe1)

estaria en D pero
U(P") =lxjp1,...,xs) + 1+ Lz, ..., 25) + 1+ L(wp,...,wy) + 1+ xsi1,. .., Tp1)

=s—j—1+1+j+14+qg+1+k—-1-s—-1=k+qg>k+1

lo cual es una contradiccion.

Afirmacion 5.1.3. maz{t,q} < (D).

Sea P' = (xq,... y Lagz 0 = Yo, - - ,Y¢). Sabemos que

(P = f(ml,...,xM(;P) + 14+ yo, ..., y) <k

My p > C(D) +8(D) —2>d(D) — 1

ya que por hipétesis C'(D) > 3, de esto se sigue que
20D)+1>2k2>2t+ Myp>C(D)+06(D)—-2+t>6(D)+ 1+t

asi
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Por otro lado, sea P’ = (wy, ..., w, = xy, Lot oo , Tp_1). Sabemos que

U(P") = (Py) +1+£( cape1) <k

xr + .
my p’

mip <k —(C(D)+8(D) —2) <k — (5(D) +1)

esto ultimo por que C(D) > 3. De esto se sigue que
20D)+1>k>q+1+k—1—-mip>q+k—k+dD)+1

asi

por lo tanto 6(D) > max{t,q}.

Afirmacion 5.1.4. |V(P)N Nt (y,)| = min{d(D),0(D) —t+2} > 2y |[V(P)N N~ (wp)| >
min{d(D),6(D) — q+ 2} > 2.

Dado que t es maximo, se sigue que
N*(y) CV(P)UV(R)

y sabemos que o = Yo, ¥—1,¥: ¢ NT(y:) yva que si g € NT(y;) la trayectoria P’ =
(y1,.-.,y;) ® P serfa una trayectoria en D con longitud mayor a k lo cual es una contra-
diccién y si y;—1,y: € N (y), C(D) < 3 pero eso contradice la hipdtesis de C'(D) > 3. Asi
INT(y:) NV (FRy)| <t—2. De la Afirmacién 5.1.3 tenemos que 6(D) — ¢ > 0, de lo cual se

sigue que 6(D) —t + 2 > 2, y entonces
[N (y) NV(P)] = [(N(ye) ~ (N (y) NV (B))| =

§(D)—t+2 sit>2
INT(yo)|[=INT () "V (Fo)| > = min{é(D),d(D)—t+2} > 2.

d(D) sit=1
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Como ¢ es méaximo, entonces N~ (wp) C V(Fp) U V(P) y vemos que zy = wgy, Wo, Wy ¢
N~ (wp), de lo contrario si zp € N~ (wp), P’ = (%o, ..., Tk, W, ... w,—1) seria una trayec-
toria en D, o si wp, w; € N~ (wp) se seguiria que C'(D) < 3, lo cual es una contradiccién a
C(D) > 3. Ast [N~ (wo) NV (po)| < ¢—2. De la Afirmacion 5.1.3 se sigue que (D) —q > 0,

asi 0(D) —q+ 2 > 2, luego

[N (wo) N V(P)] = [N™(wo) ~ (N~ (wo) NV(R))| =

(D) —q+2 sit>2
[N~ (wo)|—|N~ (wo)NV (Py)| > > min{d(D),§(D)—q+2} > 2.

d(D) sit=1

De esta forma, la Afirmacion 5.1.4 queda demostrada.

De la Afirmacion 5.1.1 y la Afirmacion 5.1.2 podemos observar que

V(P)NNT(y:) CH{xei1,- - 20}

vy que
V(P) N Nﬁ(w0) g {$s+17 s axqufl}a
es decir,
V(PN N Y (y)| <r+1—(t+1)=r—t
y

V(P)NN (wo)| <k—qg—1+1—(s+1)=k—q—(s+1),

asi de lo anterior y la Afirmacion 5.1.4 tenemos que r — ¢t > min{d(D),0(D) —t + 2} y
k—qg—(s+1)>min{d(D),6(D) — q+ 2} , es decir,

r >min{d(D),0(D) —t+2} +t

k> min{o(D),0(D) —q+2}+q+s+1.
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Ademas sabemos que s > r asi se sigue que

k> min{8(D),0(D) —q+2} +q+s+1>

min{8(D),8(D) — q + 2} + q + 1 + min{d(D),8(D) — t + 2} +¢.

Observemos que

min{d(D),6(D) — q+2} +q+1>min{d(D) +q+1,6(D) + 3} > §(D) + 2,

luego

min{d(D), (D) —t +2} +t > min{d(D) +t,6(D) +2} > 6(D) + 1

y asi

k> 8(D)+3

lo cual es una contradiccién ya que k < 6(D) + 1
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