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INTRODUCCION

1. Inclinacién y Clasificacion

El presente trabajo tiene como objeto de estudio el andlisis de fibraciones, en particular estamos

interesados en los siguientes dos objetivos:

» Obtener una cota inferior para la inclinacién de una fibracidon definida en una superficie
racional.

» Clasificar fibraciones con cinco fibras singulares.

Estudiaremos ambos problemas para superficies proyectivas, irreducibles y no singulares. Dada una
fibracién f : X — P!, es decir, un morfismo sobreyectivo con fibras conexas podemos asociarle su
gavilla canénica relativa Ky = Kx ® f *w; y tomando en cuenta la identificacion usual de divisores
y sus gavillas asociadas podemos escribir Ky = Ky + 2F, y por lo tanto definir los invariantes
numéricos: autointerseccién de la gavilla canonica relativa y el grado de su imagen directa f. K.

En otras palabras
Ki=Kg+8(g—1 y degfiK;=x(Ox+(g~1).

Es bien conocido que si la fibracién es no isotrivial, es posible definir el invariante principal aso-
ciado a una fibracion, la inclinacion A, como el cociente entre dichos invariantes numéricos. De
la Féormula de Noether se sigue que 0 < Ay < 12. Si f es relativamente minimal y g el género de la

fibra general es al menos 2, Xiao en [20] demostré que la inclinacion A satisface:

~1
A2 45—
' g

Y la igualdad ocurre si y sélo si la fibra general es hipereliptica. Asi,

~1
48— <) <12
. =4

Harris y Morrison en [12] propusieron una importante conjetura llamada conjetura de la inclina-
cion:
12
Ap 26+ ——.
g—1

v
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En [11] Farkas y Popa construyeron contraejemplos para la conjetura de la inclinacién, sin em-
bargo aunque la conjetura fue refutada las preguntas que ain permanecen son: si la inclinacién de

cualquier divisor efectivo es al menos 6 o una cota cercana a este.

En el caso particular, en que X es una superficie racional, se tiene que Ay = K]% /g, entonces y
por lo tanto el estudio de la inclinacién se reduce al anélisis de KJZ,. Por [13] y [17] se sabe que en
el caso que X es una superficie de dimension de Kodaira no negativa y la fibracion semiestable y

no isotrivial la desigualdad 6(g — 1) < K]% es valida.

Sin embargo, es un problema dificil determinar en que fibraciones sobre superficies regladas la
desigualdad 6(g—1) < K]% es valida. Este problema esta relacionado con otro problema importante,
el determinar el minimo numero de fibras singulares. Si f : X — B es una fibracion semiestable
y no isotrivial, de [16] y [18] es conocido que la desigualdad candnica estricta K]% < (2gp—2+
5)(2g — 2) es vdlida, donde s es el nimero de fibras singulares de f. De esta forma, en el caso
particular, B = P!, se tiene que K}% < (s —2)(2g — 2), en consecuencia una cota inferior de la forma
K? > n(g—1) induce una cota para s en términos de g. Por lo tanto, tiene sentido fijar como objetivo

obtener una cota inferior para Kj%.

En [1] Claudia R. Alcédntara, Abel Castorena y Alexis G. Zamora demostraron que si X es una
superficie racional y f : X — P! es una fibracion relativamente minimal, no isotrivial de género
g > 11 y la gonalidad de la fibra general F es al menos 5, entonces (5 + %)(g -1)-5< KJ%,
entendemos por gonalidad el minimo grado de una aplicacién de F en P!; también establecieron
condiciones para que la desigualdad 6(g — 1) < K]% sea valida. Ellos analizaron el sistema lineal
n-adjunto, |[nKx + F|, donde F es la fibra general en el caso n = 2 y 3, en particular, dieron las

condiciones para que dicho sistema cumpla las siguientes condiciones:

1. El divisor nKy + F sea efectivo y
2. |[nKx + F| defina una aplicacion birracional.

La primera condicion con el objetivo de obtener su descomposicion de Zariski-Fujita y la segunda
para que la parte positiva sea big, es decir su autointerseccion es no negativa y diferente de cero,
y de esta forma utilizar los Teoremas de Anulamiento de Mumford y Riemann Roch, de donde se
obtienen algunas cotas inferiores para Kf2 Asi, motivados en [1] uno de los principales objetivos
de esta tesis es generalizar este método para cualquier n € N, deduciendo una cota inferior para la

inclinacion de una fibracién en términos de n'y g.

Por otro lado, es bien conocido que una fibracién f : X — P! no isotrivial y semiestable admite
un ndmero de fibras singulares s. En [6] Beauville demostré que éste nimero s es al menos 4 y

di6 un ejemplo de una fibracion de género 3 con cinco fibras singulares y di6 una serie de ejemplos
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con 6 fibras singulares para todo g > 1. Beauville conjetur6 que para g > 2 no existen fibraciones
con 4 fibras singulares. En [7] Beauville clasificé todas las fibraciones elipticas de base P' con 4

fibras singulares.

Luego en [16], Tan establecié que si g > 2, entonces s > 5 y construy6 un ejemplo de una
fibracién f : X — P! de género 2 con 5 fibras singulares. En [17] se deduce informacién acerca de
la estructura de la superficie cuando tiene 5 6 6 fibras singulares. En otras palabras, se demuestra

que si £ : X — P! es una fibracién semiestable y no isotrivial de género g > 2, entonces:

1. Si s =5, entonces X es birracionalmente reglada,
2. Sis=6yg=2,3,4, entonces X no es de tipo general,
3. Sis =6, g =5y X es de tipo general, entonces el modelo minimal S de X satisface

Ks=1, pS)y=2 ¢q(S)=0.

También conjeturaron que si X es de tipo general, entonces s > 7. De lo anterior, es natural intentar

dar una clasificacién de fibraciones semiestables, no isotriviales de base P! con s = 5.

2. Estructura de la tesis

A continuacién describiremos como se estructura la presente tesis.

En el Capitulo 1 fijamos la notacion a utilizar en el presente trabajo. Definiremos los conceptos
basicos como superficie reglada, superficie geométricamente reglada e incluiremos lo necesario
para describir los modelos minimales de superficies de la forma B x P!, donde B es una curva no
singular. Ademas, mencionaremos algunas propiedades de sus invariantes numéricos. Abordaremos
el concepto de fibraciéon y mencionaremos algunos de sus resultados principales sin demostracion,
pero incluyendo su respectiva referencia. En el Capitulo 2, demostraremos el siguiente resultado:
Teorema 2.18. Sea f : X — P! una fibracion relativamente minimal sobre X una superficie racio-
nal, n € N fijo. Si 6(g — 1) > 3n> + 20n*> + 39n — 2 y gon F > 2n + 3, entonces

6n+5 9n+12<K2
i+ 1877 2 S0

En particular,

6n+5 9n+12
- < Ay.
n+1 2g

Los célculos para obtener la desigualdad anterior utilizan la descomposicién de Zariski-Fujita
aplicada a los sistemas lineales n-adjuntos a la fibra general, [nKx + F|. Asi las primeras dos seccio-

nes contienen el material preliminar para realizar los calculos necesarios, por ejemplo: la definicion
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de divisor pseudo-efectivo, el Teorema de descomposicion Zariski-Fujita y algunas de sus conse-
cuencias utiles, el concepto y propiedades de un ciclo (-1), la descripcion de la parte negativa de un
sistema lineal n-adjunto a un divisor nef (en otras palabras su interseccion con toda curva irredu-
cible es no negativa) o curva irreducible en términos de ciclos (-1), la definicion de los invariantes

asociados a una fibracién y su relacion con los invariantes de la superficie.

El Capitulo 3 estd basado en el contenido del articulo del autor [9] en coautoria con Alexis G.
Zamora. En este capitulo se demuestra:
Teorema 3.1. Sea f : X — P! una fibracién semiestable y no isotrivial, obtenida de la explosion

del lugar base del pincel A sobre la superficie minimal S. Si s = 5, entonces
(Kx +F)*=0
excepto posiblemente cuando S modelo minimal de X es racional y g < 17.

La demostracion estd basada en la version vertical de la desigualdad de Miyaoka-Vojta-Tan
y las propiedades del divisor candnico relativo de f. La primera seccién contiene los resultados
inciales acerca del minimo nimero de fibras singulares para una fibracién base P! y la segunda

seccion incluye una discusion de la version vertical de la desigualdad de Miyaoka-Vojta-Tan.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo fijaremos la notacion y definiremos los conceptos en comtn a los dos objetivos
del presente trabajo. La organizacion de éste capitulo es como se describe a continuacion: en la
primera seccion estableceremos la notacion estindar sobre superficies, enseguida definiremos el
tipo de superficie que estamos interesados en analizar, daremos la descripcion y propiedades de
invariantes de los modelos minimales de superficies de la forma B x P! donde B es una curva
no singular, el concepto de fibracién y algunas de sus propiedades. Finalmente definiremos los
principales invariantes asociados a una fibracién y mencionaremos las propiedades necesarias para

los préximos capitulos.

Nada de este capitulo es material original del autor, asi que en cada seccion se procurard dar las
referencias pertinentes, excepto la primera seccion pues, como se menciond antes, solo se presentan

notaciones y definiciones estandares.

1. Notacion

Trabajaremos sobre el campo de los nimeros complejos. En todo este trabajo X y B denotaran
una superficie y curva respectivamente, ambas proyectivas irreducibles y no singulares. Utiliza-
remos la notacion estdndar en la teoria de superficies: Kx denotard la gavilla canonica, g(X) =
h'(X, Ox) la irregularidad de X, p,(X) = h*(X, Ox) el género geométrico, P,(X) = h’(X, Ox(nKx))
el plurigénero para n > 1, x(X) la dimension de Kodaira, etc.

Entederemos por grupo de Picard de X el grupo de clases de isomorfismos de gavillas inverti-
bles sobre X. Identificaremos Pic X con el grupo de clases de divisores sobre X mddulo equivalencia
lineal, denotada por =. Por Ox(D) denotamos la gavilla invertible asociada a D y H'(X, Ox(D)) o
simplemente H'(D), el espacio vectorial complejo de cohomologia de la gavilla Ox(D) y h'(D) su

dimension.

Dado D un divisor denotaremos por |D| el sistema lineal completo asociado a D, es de-
cir, P(H°(X, Ox(D))). Un sistema lineal A C |D| corresponde a un subespacio vectorial V C
H°(X,0x(D)). Recordemos que si A # () define una aplicacién racional ¢, : X --> P" = P(V*)
donde r = dim A. Si r = 1, decimos que A es un pincel.

1



2 1. PRELIMINARES
2. Superficies regladas

DEerNiciON 1.1. [5, Definicion II1.1] Una superficie X es reglada si es birracionalmente equiva-

lente a B x P!, donde B es una curva no singular. Si ademds B = P! se dice que X es racional.
Esempro 1.2. [5, Ejemplos 111.2]

» B x P! es un ejemplo de superficie reglada.
= El proyectivizado Pp(¢), donde £ es un fibrado vectorial de rango 2 sobre B, es otro ejemplo
de superficie reglada.

Con el objetivo de determinar los modelos minimales de superficies regladas es necesario con-

siderar los siguientes conceptos:

DerFiNiciON 1.3. [5, Definicion I11.3] Sea B una curva no singular. Una superficie geométrica-
mente reglada de base B, es una superficie X y un morfismo y : X — B tales que todas sus fibras

son isomorfas a P!.

EsempLo 1.4. Los ejemplos 1.2 son ejemplos de superficies geométricamente regladas.

No es evidente a priori que superficies geométricamente regladas son regladas; esto es conse-

cuencia inmediata del siguiente teorema:

TeoreMA 1.5. [5, Teorema I11.4] Sea X una superficie, y : X — B un morfismo sobre una curva
B no singular. Si existe x € B, tal que y es no singular en x y que la fibra y~'(x) es isomorfa a P',
entonces existe un abierto U de B que contiene a x y un isomorfismo de y~'(U) sobre U x P!, tal

que el siguiente diagrama conmuta.

Yy (U) — U x P!

Y
pPr

U

En particular, X es reglada.

La siguiente proposicion describe las superficies geométricamente regladas.

ProposicioN 1.6. [S, Proposicion II1.7] Toda superficie geométricamente reglada de base B es

B-isomorfa a Pg(€), donde & es un fibrado vectorial de rango 2 sobre B.

Ademds, Pg(&), Pp(&’) son B-isomorfos, si y solo si, existe un haz lineal L sobre B tal que
& =¢éRL.
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DEerNiciON 1.7. [5, Definicion I1.15] Una superficie X se dice minimal si todo morfismo birra-

cional ¢ : X — Y, donde Y es una superficie no singular, es un isomorfismo.

TeoreMa 1.8. [5, Teorema II.11](Estructura de morfismos birracionales) Sea f : X — X,
una aplicacion birracional de superficies no singulares. Existen explosiones de puntos €, : X, —

Xi_q (k:1,...,n)yunis0m0rﬁsm0u:X;Xntalquef:elo...oenou.

TeoreMA 1.9. [5, Teorema I1.17] (Contractibilidad de Castelnuovo) Sea X una superficie, E C

X una curva isomorfa a P' tal que E* = —1, entonces E es una curva excepcional sobre X.

OBSERVACION 1.10. Tomando en cuenta los Teoremas 1.8 y 1.9, la definicion (1.7) es equivalente

a que la superficie X no contenga curvas (-1).

Proposicion 1.11. [3, Proposicién I11.2.2] Una curva irreducible E C X es una curva (-1), si 'y
solo si
E?’<0 y Ky.E<O.

Cabe mencionar que los modelos minimales no son Unicos.

EsempLo 1.12. P? y P! x P! son birracionalmente equivalentes y ambos son modelos minimales,

dado que ellos no contienen curvas (-1).

Proposicion 1.13. [S, Proposicion I1.16] Toda superficie admite una aplicacion birracional a

una superficie minimal.

Notemos que el resultado anterior garantiza la existencia de modelos minimales. Por lo tanto el
estudio birracional de superficies se reduce al andlisis de superficies minimales. Ahora tenemos los
conceptos y resultados necesarios para describir los modelos minimales de superficies de la forma

B x P'. Desde este momento denotaremos por S un modelo minimal.

Lema 1.14. [5, Lema II1.8] Sea S una superficie minimal, B una curva no singularyy :S — B
un morfismo con fibra general isomorfa a P'. Entonces S es geométricamente reglada por vy (es

decir, B-isomorfa a un fibrado proyectivo Pg(£)).

TeoremMA 1.15. [5, Teorema II1.10] Sea B una curva suave no racional. Los modelos minimales
de las superficies de la forma B x P!, son las superficies geométricamente regladas de base B, es

decir, fibrados proyectivos Pg(€).

ProposiciON 1.16. [5, Proposicién 111.15.1)] Todo fibrado vectorial de rango 2 sobre P! se des-
compone. En particular, toda superficie geométricamente reglada de base P' es isomorfa a una
superficie

F, = Pp1(Opt @ Opi(n))
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para algiin n > 0.
Sea § = Pp(é),y : S — B sumorfismo estructural. El haz y*¢ sobre S tiene un haz lineal N

como un sub-haz de manera natural: sobre cada punto s € S, le corresponde una recta Ny C &),

es decir s considerado como subespacio lineal en &, e induce la siguiente sucesion:
0> N - y¢&-"05(1) - 0,
donde Og(1) es un haz lineal llamado haz tautologico de S.

Proposicion 1.17. [S, Proposicion I1.18] Sea S = Pg(€) una superficie geométricamente regla-
da de base B, y : S — B el morfismo estructural. Denotemos por h la clase en Pic S de la gavilla

estructural Og(1). Entonces:

i) Pic S = y*Pic B® Zh.

ii) H*(S,Z) = ZI' ® Zh, donde T denota la clase de una fibra.
iii) h? = deg &.
iv) [K] = =2h + (deg & + 2g(B) — 2)T en H*(S, Z).

Algunos invariantes numéricos de superficies regladas de base B que serdn de utilidad para el

presente trabajo se coleccionan en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.18. [5, Proposicion II1.21] Sea X una superficie reglada de base B, entonces:
gX) =g(B); pX)=0; P,X)=0 paratodon>2.
Si X es geométricamente reglada, entonces, Kf( = 8(1 — g(B)).

ProposicioN 1.19. [5, Proposicion IV.1] Sea F,, = Ppi(Op1 @ Opi(n)) una superficie geométrica-
mente reglada de base P'. Denotemos por h (resp. T') la clase en Pic F, del fibrado O, (1) (resp. de

una fibra), entonces:
i) PicF, = Zh® ZI, con:
=0, Tth=1, K =n

ii) Si n > 0 existe una unica curva irreducible sobre F, con autointerseccion negativa; si A

denota su clase en Pic F,, entonces:
A=h-nl, A’=-n.

i) F, no es isomorfa a F,, para n + m; F, es minimal excepto para n = 1. La superficie F, es

isomorfa a P* explotada en un punto.
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3. Fibraciones

DermvicioN 1.20. Una fibracion es una triada (X, B, f) formada por X una superficie no singular

y un morfismo f : X — B sobre una curva no singular B sobreyectiva y con fibras conexas.
DEeFiniciON 1.21. Dada una fibracién f : X — B:

» B se dice base y las curvas F, = f~'(B), b € B, se dicen fibras.

= Una curva C C X es vertical si esta contenida en alguna fibra de f (equivalentemente f(C)
es un punto en B).

= Una curva C C X es horizontal si no estd contenida en una fibra (equivalentemente f
induce un cubriente C — B).

= f se dice relativamente minimal si no existen curvas (-1) verticales.

= f es isotrivial si existe un abierto de Zariski U C B tal que todas las fibras sobre puntos de

U son todas isomorfas entre si, en caso contrario decimos que f es no isotrivial.

DEerINICION 1.22. [3, Definicién I11.10.1] Una fibra F, b € B, es semiestable, si ésta tiene las
siguientes tres propiedades:

1. F} es reducido,
2. las unicas singularidades de F;, son nodos,

3. F, no contiene curvas (-1).

La fibracion f es semiestable, si todas las fibras F, son semiestables.

Notemos que en particular, toda fibracion semiestable es relativamente minimal. Por otro lado,

dada una fibracion f : X — B tenemos las siguientes propiedades importantes:

= La fibra general de f es irreducible y no singular.

= Parai = 0,1,y todo x € B si denotamos por F, la fibra de f en x, entonces H(F,, OF,) es
constante [3, Lema III.11.1]. En particular, las fibras no singulares tienen todas el mismo
género geométrico, denotado por g y llamado género de f.

= Si F es cualquier fibra, entonces F 2 = (). Por lo tanto, si F es una fibra no singular, entonces
Or(Kx) = Op(KF) y por lo tanto Kx.F = 2(g — 1) [5, Proposicién 1.8.1]. Lo mismo es cierto

si sustituimos Ky por Kx(f*D) para cualquier divisor D en B.

Esempro 1.23. = Sean By C curvas proyectivas suaves y 7 : B X C — B la proyeccion.
Entonces 7 es una fibraciéon de género g¢. Este tipo de fibraciones son ejemplos de fibra-
ciones tales que todas sus fibras son no singulares. Ademas son ejemplos de fibraciones
triviales.
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= Sean C|, C; dos cOnicas planas proyectivas irreducibles; consideramos el pincel A generado
por ellas. Supongamos ademds que ellas se intersectan transversalmente en cuatro puntos
diferentes. Después de explotar los cuatro puntos base de A obtenemos una fibracién f :
X — P!. Esta fibracién tiene 3 fibras singulares que corresponden a las cénicas degeneradas
que pasan a través de los cuatro puntos base. Ademas dos fibras generales (por ejemplo,
las transformadas propias de C; y C»,) son isomorfas, pero no todas las fibras lo son, por la
existencia de fibras singulares. Este ejemplo es un ejemplo de fibracion isotrivial, pero no
semiestable ni tampoco trivial.

= El ejemplo anterior se puede generalizar al considerar cualquier par de curvas planas pro-
yectivas irreducibles F' y G del mismo grado. Resolviendo el lugar de indeterminacion del
pincel generado por ellas, se obtiene una fibracién f : X — P!, donde X es una superficie

racional y en general no es isotrivial.

Lo anterior implica lo siguiente:

OBSERVACION 1.24. 1. Para cualquier g € Z, existe una superficie racional X y una fibra-
cion f : X — P! de género g.

2. Sea S cualquier superficie proyectiva no singular, entonces existe una superficie proyectiva

no singular X y un morfismo birracional g : X — S, tal que X admite una fibracion f :

X — PL. En efecto, podemos considerar una seccion hiperplana H de S y un pincel A C |H|

generada por dos curvas irreducibles. Explotando una vez mds el lugar de indeterminacion

del pincel A se obtiene la fibracion deseada.

4. Invariantes de una fibracion

DerINICION 1.25. [3, Definicion III.12] Sea f : X — B una fibracion. El haz lineal K, :=
Kx ® f*K,' sobre X es llamado el divisor canénico relativo de f.

OBSERVACION 1.26. Entre las propiedades mds importantes de un divisor candnico relativo K
se encuentran: para cualquier fibra no singular F de f, la restriccion Op(Ky) = wp. En particular,
para cualquier fibra F, K¢.F = 2(gr — 1) donde gr es el género aritmético de F.

Los invariantes bdsicos asociados a una fibracioén f : X — B son:

2
Ky deg f.K.

De la sucesion espectral de Leray degf.K; coincide con la caracteristica relativa de Euler y, =
x(Ox) — x(Op)x(OF), donde x(Ox) = Y.(=1)'h(X, Ox). Por lo tanto, los invariantes relativos estin
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conectados a los invariantes de la superficie X mediante las siguientes formulas:
K} =Ky -80b—-1)g— 1),
4.1) deg f.Ky = x(Ox) — (b - D(g - D),
donde b es el género de la base. Es conocido que la no negatividad de estos invariantes es equiva-
lente a la no isotrivialidad en el caso en que f es semiestable.

TeoreMA 1.27. Sea f : X — B una fibracion semiestable:

» Si f es no isotrivial, entonces Ky es big y nef ([2],[15]);
» Si g > 2, entonces deg f.K; > 0, y deg f.K; = 0 siy solo si f es isotrivial (|3] Teorema
111.18.2).






Capitulo 2
Inclinacion de una fibracion sobre una superficie racional

En este capitulo estudiaremos la inclinacion de una fibracion sobre una superficie racional, mas
especificamente, daremos una cota inferior para la autointerseccion de la gavilla candnica relativa.
La organizacién es como sigue: en la primera seccion se dardn los conceptos y resultados que ha-
cen referencia a la descomposicion Zariski-Fujita, enseguida incluiremos el concepto de ciclo (-1)
y algunas propiedades de sistemas lineales n-adjuntos. Mdas especificamente, se calculard la parte
negativa de un sistema lineal n-adjunto de una curva efectiva o nef en términos de ciclos (-1), luego
dada una fibracion no isotrivial definiremos la inclinacién de la fibracion. En particular analizare-
mos la inclinacién de una fibracion definida sobre una superficie racional, después enunciaremos
el Teorema de Reider y algunos de sus resultados. Finalmente presentaremos la generalizacion del

método encontrado en [1] y demostraremos el siguiente resultado:

Teorema 2.18. Sea f : X — P! una fibracion relativamente minimal sobre X una superficie racio-
nal, n € N fijo. Si 6(g — 1) > 3n> +20n> + 39n — 2 y gon F > 2n + 3, entonces

n+5 9n+12
- < K.
ntl® 2 =N

En particular,

6n+5 9n+12
- <4
n+1 2g

1

Las primeras tres secciones no son material original del autor, asi que en cada seccién se dardn

las referencias pertinentes.

1. Descomposicion Zariski-Fujita

DEeriniciON 2.1. Un haz lineal L sobre X es amplio si para algin entero positivo no cero n,
H°(X, Ox(L")) define un encaje ¢ : X — P™.

El siguiente Teorema da una caracterizacion util para la amplitud de un divisor.

9
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TeoreEMA 2.2. [4, Teorema 1.22] (Criterio de Nakai-Moishezon) L un haz lineal sobre X es
amplio si y sdlo si para toda curva irreducible C C X, L.C > 0y L? > 0. Ademds, si h°(L) # 0

podemos omitir L* > 0.
DEriNiciON 2.3. [4, Definicion 14.4] Sea D un divisor sobre una superficie X. Entonces:

= D es pseudo-efectivo si para cada divisor amplio H sobre X, D.H > 0.
» D es nef si para cada curva irreducible C sobre X, D.C > 0.
» D es big si D* > 0.

TeOREMA 2.4. [4, Teorema 14.14] (Zariski-Fujita) Sea D un Q-divisor pseudo-efectivo sobre la
superficie X. Entonces D puede ser escrito de manera tinica en la forma D = P + N, donde P es
un Q-divisor nef yN es efectivo. Ademds, para todoi = 1,...,q, (P.C;) = 0, la matriz de intersec-
cion I(Cy,...,Cy) = |(Ci.C))lli j=1,..4 es definida negativa, donde C,,...,C, son las componentes

.....

irreducibles (reducidas) de Sop(N).

DErINICION 2.5. [4, Definicion 14.16] La descomposicion D = P + N de un Q-divisor D sobre la
superficie X como en el Teorema 2.4 es llamada la descomposicion de Zariski de D. P es llamado

parte positiva y N la parte negativa de D.

Notemos que del Teorema 2.2 todo divisor efectivo es pseudo-efectivo, por lo tanto, en el pre-
sente trabajo estaremos aplicando el Teorema 2.4 a divisores efectivos. En particular, dada una
fibracién f : X — P! donde X es una superficie racional, daremos las condiciones necesarias para

que el divisor nKx + F sea efectivo, donde F es la fibra general y n es un natural n > 3.

Algunos resultados de la descomposicion de Zariski-Fujita que serdn utiles en la dltima seccién

se enuncian a continuacion:

Lema 2.6. [4, Lemma 14.17] Sea D = P + N la descomposicion de Zariski de un divisor
pseudo-efectivo D sobre la superficie X. Entonces para cada n > 0 se tiene que H°(X, Ox(nD)) =
H°(X, Ox(nP)).

Lema 2.7. [4, Corolario 14.18] Sea D un divisor pseudo-efectivo sobre la superficie X y D =
P + N su descomposicion Zariski de D. Entonces k(X, D) = 2, si y solo si P es big.

2. Propiedades de ciclos (-1) y sistemas lineales m-adjuntos

El material que se presenta en estd seccion corresponde a [8].

DEriNicION 2.8. Sea X una superficie no singular y Z > 0 un divisor sobre X. Decimos que Z es

un ciclo (-1), si existe una superficie no singular X" y un morfismo birracional f : X — X’ tal que:
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= f(Z)esunpunto p € X',

» Ox(=2) = f"(x )y
= f:X—-Z— X'— pesunisomorfismo.

En este caso se dice que f contrae a Z.

Si Z es irreducible, entonces es el divisor excepcional de una explosion. En caso contrario, f es

la composicion de explosiones
fZX:XO—)Xl —)...—>Xn_1 —>Xn:X/.

Si j > i, denotamos por f; ; el morfismo X; — X; y denotamos por Z; ; el ciclo (-1) correspondiente

sobre X;. Entonces Z es la transformada total de Z; , via la aplicacién fy; paratodoi € {1,...,n—1}.

Lema 2.9. [8, Lema 3.1] Sea Z un ciclo (-1) sobre una superficie X, y sea f : X — X' el

morfismo birracional que contrae a Z. Entonces:
n
Kx = f*(Kx)+ ) Zo,.
i=1

Lema 2.10. [8, Lema 3.3] Si Z es un ciclo (-1) sobre una superficie X, entonces:
KxZ=7>=-1 y pJ2)=0.

DEerinicioN 2.11. Una curva C irreducible y no singular se dice una curva (-k) si p,(C) =0y
C? = —k.

Proposicion 2.12. [8, Proposicion 4.2] Sea C un divisor sobre una superficie X, tal que satisface

alguna de las siguientes condiciones:

i: Cesnefo

ii: C es efectivo, irreducible y no es una curva (-k), con 1 < k < 3.

Sea n > 0 un entero. Supongamos que |C + nKx| # 0; si estamos en el caso (ii), n > 2y C es

racional. Entonces existe una vnica expresion

donde P es nef'y los ©; j son ciclos (-1) tales que:

1. PO;; =0 para cada (i, j),
2. 0,0, =0para (h,k) # (i, j),
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3. la matriz de interseccion de las componentes irreducibles de

n—1 h;

N=> (-0

i=0 j=1

es definida negativa,
4. C.O;; = ipara cada (i, j) y
5. h%(X,Ox(C + nKy)) = h°(X, Ox(P)).

Los divisores P y N que aparecen en la Proposicion 2.12 son la parte positiva y negativa,
respectivamente de C + nKy.

OBSERVACION 2.13. En el caso, C un divisor nef y n = 1, se tiene:

1. De la Proposicion 2.12.3, sabemos que N = ), ©;, donde los ©; son ciclos (-1) reducidos.
2. Del Lema 2.10 y Proposicién 2.12.2 se sigue que N> = Y ®l.2 = N.Ky.

En nuestro caso, dada una fibracion f : X — P! definida en X una superficie racional, dado que
la fibra general F es nef, estamos interesados en aplicar el resultado anterior al sistema lineal n-

adjunto a F, es decir, [nKy + F|; tales resultados se encuentran en la dltima seccidn de este capitulo.

3. Teorema de Reider

En esta seccién vamos a enunciar el Teorema de Reider y enseguida algunos de sus resultados
que seran de gran utilidad en la demostracion de la Proposicion 2.24. El Teorema de Reider da
condiciones necesarias para que el sistema lineal adjunto a un divisor nef tenga puntos base o

separe puntos.

TeoreMA 2.14. [19, Teorema 1] (Teorema de Reider) Sea X una superficie y L un divisor nef
sobre X.

i) Si L?> > 5y p es un punto base de |Kx + L|, entonces existe E divisor efectivo que pasa por
p, tal que:

LE

I
L

E? = -1,

3.1
G- E*=0.

L.E

Il
—_
M
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ii) Si L* > 9, p y q no son separados por |Kx + L|, entonces existe E divisor efectivo que pasa

por py q, tal que:

LE =0, E’=-2 6 -1,
(3.2) LE =1, E’=-1 6 0,
LE = 2, E*=0

iii) Si L?> =9, p y g no son separados por |Kx + L|, entonces existe E divisor efectivo que pasa

porpygq,talque L=3E yE* = 1.
Lema 2.15. Sea L un divisor nef sobre X.

i. SiL? > 5y|L+Kx| = 0, entonces X contiene un pincel libre de puntos base |E| con E.L = 1.
ii. Si L? > 10y |L + Kx| no es birracional, entonces X contiene un pincel libre de puntos base
EconEL=102.

Cabe sefialar que ii) aparece en [19] como Corolario 2 y la demostracién de i) es andloga.

DEeriNICION 2.16. Sea C una curva sobre X una superficie, la gonalidad de C es Oel minimo

grado de una aplicacién de C en P! y se denota como gon C.

4. Inclinacion de una fibracion

En esta seccidn introduciremos el concepto de inclinacién de una fibracion arbitraria; y anali-
zaremos en particular la inclinacién de una fibracién f : X — P! definida en una superficie racional
X.

DEerFiNICION 2.17. Sea f : X — B una fibracidn no isotrivial, se define la inclinaciéon de f como
2
Ay im
f e T . -
deg f.K

En particular, para el caso de nuestro interés X una superficie racional y B = P'se tiene que

2
PR
="
8
por lo tanto, el estudio de la inclinacion de una fibracién sobre una superficie racional se restringe

al andlisis de KJ% y en la siguiente seccion daremos una cota inferior para K]%
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5. Inclinaciéon de una fibracion sobre una superficie racional
En esta seccién f : X — P! denotar4 una fibracién definida sobre X una superficie racional y
n € N fijo.

El principal objetivo es demostrar:

TeorEMA 2.18. Sea f : X — P! una fibracion relativamente minimal X, n € N fijo. Si 6(g—1) >
3n® +20n* +39n — 2y gon F > 2n + 3, entonces

6n+5 9n+12<K2
nr1t° " 2 TN

En particular,
6n+5 9n+12
_ <1

n+1 20

La demostracion se divide en dos partes. Primero, daremos una cota para KJ% suponiendo que el
sistema lineal |(/IKx + F), + Kx| define una aplicacién birracional para todo 1 </ < n (Proposicién
2.21). Luego, daremos condiciones suficientes para que el sistema |([Kx + F), + Kx| defina una
aplicacion birracional (Proposicion 2.24).

Antes de enunciar y demostrar la Proposicion 2.21 necesitamos el siguiente Lema y algunas de
sus consecuencias, que son pieza clave en nuestros calculos. Dado D un divisor efectivo sobre X,
escribiremos D = D, + D_ para su descomposicion de Zariski, entendiendo que D, y D_ son su

parte positiva y negativa respectivamente.

LeMa 2.19. Sea f : X — P! una fibracion relativamente minimal sobre X una superficie racio-
nal. Si(n — )Kx + F y ((n — 1)Kx + F), + Kx son efectivos, entonces:

1. nKx + F es efectivo,
2. (nKx + F)y =(((n— DKx + F)s + Kx)+ y
MKy +F)_=((n-1DKx+F)_+({((n—DKx+ F), + Kx)_
3. (n—DKx+F)_.(n—DKx+ F); + Kx)_ =((n—1)Kx + F)_.Kx.

DEemostrAcION. Dado que el divisor (n — 1)Ky + F es efectivo podemos escribir

(5.1) nKy + F=((n-1)Kx+F), +Kx+((n—-1)Kx + F)_.

Comencemos por demostrar 1), como ((n — 1)Ky + F), + Kx y (n — 1)Kx + F)_ son efectivos, de

(5.1) y la sucesion inducida por
00— Ox(((n - 1)KX + F)+ + Kx) - Ox(l’lKX + F) - O((n_l)KX+F)7(nKX + F) — 0,

se sigue que el divisor nKy + F es efectivo.



5. INCLINACION DE UNA FIBRACION SOBRE UNA SUPERFICIE RACIONAL 15
2) Tomando en cuenta que el divisor ((n — 1)Ky + F), + Kx es efectivo, (5.1) se puede escribir:
52 nKyx+F=(((n-DKx+F);,+Kx), +(n—-1DKx+F), +Kx)_+((n—1)Kx + F)_.

Se va a demostrar que (5.2) es la descomposicion de Zariski. Por la unicidad de la descomposicion
de Zariski y dado que (((n — 1)Kx + F), + Kx). es nef de (5.2) es suficiente demostrar:

a) (= DKy + F)y + Ky)o.((n = DKy + F)_ = 0.

b) La matriz de interseccion de las componentes irreducibles de
Sop (((n — DKx + F), + Kx)- + ((n — DKx + F)_) = Sop(N)
es definida negativa.

Vamos a demostrar (a). De la Proposicion 2.12 aplicada a (n — 1)Kx + F sabemos que:

n-2 h;

(n=DKy+F)_= Y >(n=1-0)0,

i=1 j=1
donde ©;; son ciclos (-1). Dado que O;;.((n—1)Kx+F), = 0 del Lema 2.12 se sigue que }; 3., 0;; <
(((n—=1DKx + F), + Kx)_ y de esto a) es cierto. Ademads:
Sop((((n = DKx + F). + Kx)- + (n — DKx + F)-) = Sop(((n = DKx + F), + Kx)-)
de donde se sigue b), y por lo tanto se tiene 2)
3) Tomando en cuenta que:

(n = DKx + F)y + Kx)- = =((n = DKx + F), + Kx)4 + ((n = DKx + F), + Ky,

3) es consecuencia inmediata de la afirmacién a) de 2). 3

Fijemos algo de notacién. Desde ahora, (IKy + F), + Kx efectivo, entenderemos que /Ky + F
también es efectivo, respectivamente para el caso (/IKx + F)_ + Kx. El siguiente Corolario da otra
forma de escribir la parte negativa de un divisor n-adjunto a la fibra general, asi como expresiones

para su autointerseccion e interseccion con el divisor canénico Ky, que serdn utiles mas adelante.

CoroLARIO 2.20. Sea f : X — P! una fibracion relativamente minimal sobre X una superficie

racional. Si paratodo1 <1< n-1, (IKx + F), + Kx es efectivo, entonces:
n—1
1. nKx + F)_ = Y ((IKx + F), + Kx)_.
=1

n—1
2. (nKxy + F)_.Kx = Z ((UIKx + F), + Kx)g
=1

n—1

3. nKx + F)2 = ¥ 2(n— D) = D((Kx + F); + Kx)Z.
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n—1
4. p((nKy + F)-)—1= l; (n = D(p(((UKx + F)+ + Kx)-) — D).

n—1 Y
5. L 2p(nKx+ F)-= =Ky + FY = (%

+ 1) (Pa((UKx + F)y + Kx)-)—1).
n+1 —

DemostrAcION. Dado que ((n — 1)Kx + F), + Kx es efectivo del Lema 2.19.1, nKx + F también es
efectivo.

1) La demostracién es por induccion sobre n. Sin = 2, de [1] Lema 2.2, Kx + F es nef, entonces
podemos escribir 2Ky + F = (Kx + F), + Kx y claramente el Corolario es cierto para n = 2.

Supongamos que n > 2y se satisface:

n—2
(5.3) (n—DKx+F)_ = Z((ZKX + F), + Kx)_.
=1

Del Lema 2.19.2 podemos escribir:
(nKx + F)- = ((n = DKx + F)- + (((n = DKx + F), + Kx)-,

y sustituyendo (5.3) obtenemos 1).
2) Intersectando 1) con Ky obtenemos

n—1

(5.4) (nKy + F)_.Ky = Z((ZKX + F), + Ky)_.Kx.
=1

Por otro lado, dado que paratodo 1 </ <n -1, (IKyx + F); + Kx es el 1-sistema lineal adjunto del
divisor (IKx + F), nef, de la Observacion 2.13.2 sabemos que:

((IKx + F); + Kx)2 = (IKx + F), + Kx)_.Kx,

y sustituyendo en (5.4) se tiene 2).

3) La demostracion es por induccién sobre n. Si n = 2, el Corolario es valido por 1). Suponga-

mos que n > 2y se cumple que:

n-2
(5.5) (n—DKx +F)’ = Z(Z(n — 1) = 3)((IKx + F), + Kx)’.

=1

Del Lema 2.19 partes 2 y 3 podemos escribir:

nKx + F)? =((n— DKy + F)> +2((n— DKy + F)_.Kx + (n — DKy + F), + Kx)*.
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Luego, utilizando el inciso anterior y sustituyendo (5.5) obtenemos

n—2
(nKy + F)2 = > (2n = 1) = DKy + F), + Kx)? + (1 = DKx + F), + Kx)?
=1

n—1
- Z(z(n - D= D((Kx + F); + Kx)*.
=1

4) Se sigue de utilizar 2) y 3). En efecto:

1 1 n—1
E(nKX + F)_((nKx + F)- + Ky) = 5;(2(11 — 1) = 1)((IKx + F), + Kx)*

1 n—1
+ 5Z((JKX +F), + Ky)?
=1

n—1
= D (= D(UKx + F). + Kx)'.
=1

5) Analogamente, se sigue de 3) y 4), pues:

2
" Ky + F)_((nKy + F)_ + Ky) — (nKy + F)? = —~
n+1 n+1

n—1
Z(n — DKy + F), + Kx)?
=1

n—1
= > @ =) = D)(UKx + F), + Kx)?.
=1

Tomando en cuenta que:

2n(n —1) _2n-1D) B
ﬁ—(Z(n—l)—l)— m— nm-mn+1)+1
_2(n—l)+1’
n+1

obtenemos 5). i

Ahora estamos preparados para demostrar nuestra primera Proposicion:

ProposicioN 2.21. Si para todo 1 < | < n — 1, los sistemas lineales |(IKx + F), + Kx| son no

vacios y |(n — 1)Kx + F), + Kx| define una aplicacion birracional, entonces

6n-1 33n+1) )
- < K-.
n & 2 .

DEMOSTRACION. Primero necesitamos:
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Lema 2.22. Sea f : X — P! una fibracion relativamente minimal sobre X una superficie racio-
nal. Si (n—1)Kx + F), + Kx es efectivo y |((n—1)Kx + F), + Kx| define una aplicacion birracional,
entonces (nKy + F), es big y

1
0 < h((nKx + F), + Ky) = En(n + DK; - (@4n* +2n - 1)(g - 1) = (po(nKx + F)_) = 1) + 1.
DemosTtrAcION. Dado que ((n — 1)Ky + F), + Ky es efectivo, del Lema 2.19 parte (1) sabemos que
el divisor nKx + F es efectivo y de la parte (2) podemos escribir:
(5.6) (nKx + F). = ((n — DKx + F)+ + Kx)..

Ahora, utilizando que el sistema lineal definido por ((n — 1)Kx + F), + Kx define una aplicacion

birracional, se sigue que ((n — 1)Ky + F), + Kx es big. Del Lema 2.6,
H(((n = DKx + F). + Kx) = H((n = DKx + F), + Kx).),

en consecuencia el divisor ((n—1)Kx+ F), + Kx), también es big y de (5.6) se sigue que (nKx+F),
es big. Tomando en cuenta que el divisor (nKx + F), es big y nef, el Teorema de Anulamiento de

Mumford seguido del Teorema de Riemann-Roch dan:
1
0 < ho((l’lKX + F)+ + Kx) = E(HKX + F)+((I’lKX + F)+ + Kx) + 1.
Sustituyendo (nKx + F), = nKx + F — (nKx + F)_ obtenemos

1
0 < W’((nKx + F), + Ky) = 5(nKX +F— Ky + F)_).nKx + F — (nKx + F)_ + Ky) + 1

- %(nKX + F).[(n + DKy + F]

+ %(nKX + F)_.((nKx+ F)_-2nKx + F) - Kx) + 1.

Por la descomposicién de Zariski, (nKx+F).(nKx+F)_ = (nKx+F)?, entonces la igualdad anterior
da:

0 <h((nKx + F)_ + Ky) = %(nKX + F).(n+ DKy + F] - %(nKX + F)_.(nKx + F)_+ Kx) + 1.
La igualdad se sigue de considerar que K3 = K}% —8(g— 1), pues:
nKx + F).((n+ DKx + F) =n(n + 1)K§ + (2n + DKy .F
=n(n + 1)(KJ§. -8(g-1)+22n+1)g-1)
= n(n+ DK} +2(=4n(n + 1) + 2n + 1)(g - 1)
= n(n+ DK} —2(4n* +2n - 1)(g - 1).

L
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Y

Lema 2.23. Si (IKx + F), + Kx es un divisor efectivo, entonces
K = po((IKx + F), + Kx))) + 1 < 8(g = 1) +9.
DemosTtrACION. Tomando en cuenta que ((/Kx + F), + Kx)- es una suma de ciclos (-1) podemos
contraer su soporte y obtener una superficie no singular 7 con
Ky ="Ky + (IKx + F), + Kx)_,
donde 7 : X — T es la aplicacién contraccion. Por lo tanto,
Ky = (7' Kr)* + ((IKx + F), + Ky)? = (7"K7)* + po((IKx + F), + Kx)_) — 1.

Sustituyendo KJ% = K} + 8(g — 1) y tomando en cuenta que T es racional, K2 < 9 se sigue el Lema.

(-

Regresemos a la demostracion de la Proposicion 2.21. Dado que

_ 1 n—1
”(”2 Jk2 =86 - 1)-9) = (Y (- D)(KE ~ 8(g — 1)~ 9.

=1

Aplicando el Lema2.23acadal </ <n-1:

1 n—1
DK -8~ 1) =9 < Y (0= DlplUKx + F), + K~ 11,

=1

Luego combinando el Corolario 2.20.4 y el Lema 2.22 obtenemos

n—1

1
0= DUpulUKx + F), + Kn) = 11+ (@ + 20— (g - 1 < "5 gz
=1

en otras palabras

-1 1
M0k - 8g - 1) - 9)+ @+ 2n - g - 1y < S D iy

2
De esto se sigue la Proposicion. —

PRrOPOSICION 2.24. Si 6(g — 1) > 3n® + 20n* + 39n — 2 y la gonalidad gon F de la fibra general

F es al menos 2n + 3, entonces |(nKx + F), + Kx| # 0 y define una aplicacion birracional.

DemosTrACION. La demostracion esta basada en el Método de Reider aplicado al sistema lineal
((n—1)Kx + F), + Kx. El siguiente Lema serd util pues dard un estimado de la autointerseccion de
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Lema 2.25. Siparatodo 1 <1< n-1, (IKx+ F); + Kx es un divisor efectivo y el sistema lineal

|(n — 1)Ky + F), + Kx| define una aplicacion birracional entonces:

1.

(n=D(n+2)(pa(((n — DKx + F), + Kx)-) = 1) >

n-2
—2@2n+1)(g-1)-%%(n+1)-2+2 Z(n —D(p(((IKx + F); + Kx)_) —1).

I=1
2. Si, ademas, para todo 1 <1 < n -1, |(IKx + F), + Kx| define una aplicacion birracional,

entonces
-1
n(nKy + F)_.Kx — (nKy + F)2 > b)) (200 +3)(g = 1) + 3n* + 12n + 20).
(n+2)
DemosTtrACION. 1) Dado que ((n — 1)Ky + F), + Kx es efectivo, del Lema 2.19.1 aplicado a ((n —
1)Ky + F), + Kx se sigue que nKx + F también es efectivo, entonces (nKy + F), es nef. Luego,

como |((n — 1)Kx + F), + Kx| define una aplicacion birracional, del Lema 2.22, (nKx + F), es big y
1
W((nKx + F), + Kx) = Fnln + DK? — (4n* +2n - 1)(g = 1) = (pu(nKx + F))) = 1) + 1.

Utilizando que paratodo 1 </ <n -1, (IKx + F), + Kx es efectivo del Corolario 2.20.4:
(5.7)

n—1

h((nKx+F), +Kx) = %n(n+ DKF—(4n*+2n—1)(g - 1)—Z(n—l)(pa(((lKX+F)+ +Ky))—1D+1.
=1

Tomando en cuenta que h°((nKy + F), + Kx) > 0, del Lema 2.23, (5.7) se convierte:

0< %n(n + DB -1 +9)—@n*+2n-1)(g-1)

n-2

1
- Z(n = D(pa(((IKx + F). + Kx)-) = 1) + (En(f’l +1) - 1) (Pa((((n = DKx + F), + Ky)-) + ) + 1.

=1
Finalmente, como

An(n+1) - (4n2 +2n—-1)g-1H)=C2n+1)g-1)

%n(n+l)—1 = %(n2+n—2): %(n+2)(n—l)
podemos escribir
n—-Dn+2)p.((n-DKx+F), +Kx)))—1)>22n+D(g-1)-9nm+1)-2

n-2

+2 ) (0= D(pa(((Kx + F), + Kx) ) = 1).
=1
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2) La demostracion es por induccion sobre n. Si n = 2, tomando en cuenta que Ky + F es nef del

Lema 2.19.2 podemos escribir:

22Kx + F)_.Kx — 2Kx + F)2 = 2((Kx + F); + Kx)_.Kx — (Kx + F), + Kx)?
= (Kx + F); + Kx)*.
Dado que |(Kx + F); + Kx| define una aplicacion birracional, del inciso anterior la proposicion es
cierta paran = 2.

Supongamos que n > 2. Dado que ((n — 1)Kx + F), + K + X es efectivo del Lema 2.19 parte
(1), nKx + F es efectivo y de la parte (2) podemos escribir:

n(nKy + F)_.Ky — (nKx + F)> = n[(n — DKx + F)_ + (n — DKx + F), + Kx)_1.Kx
—[((n = DKx + F)_ + (0 = DKx + F), + Kx)_ I’
= (n = 1)((n = )Kx + F)_Kx = (n = DKx + F)?
—((n= DKx + F)_.Kx + (n = D)((n = D)Kx + F), + Kx).

Dado que paratodo 1 </ <n -1, (IKx + F), + Kx define una aplicacién birracional, en particular

es efectivo del Corolario 2.20.2 aplicado a ((n — 1)Kx + F)_ tenemos que

nnKy + F)_.Kx —(nKx + F)> =(n— 1)(n - DKy + F)_.Kx — ((n — 1)Ky + F)*

n—2
= > (Pu((UKx + F), + Kx)) = 1)

=1
+(n— D(pa(((n = DKx + F). + Kx)-) - 1).

Usando que |[((n — 1)Kx + F), + Kx| define una aplicacién birracional, del inciso anterior
n(nKy + F)_.Kxy — (nKy + F)*> > (n— 1)((n — DKy + F)_.Ky — ((n — DKy + F)?

1
+ m(—2(2n +1D(Eg-1)-9%(n+1)-2)

(3]

1 <

n+21

+

(=2 + 1) + n)(pa(((UKx + F)4 + Kx)-) = 1).

Ul
—_

Luego del Corolario 2.20.5 aplicado a ((n — 1)Kx + F)_ obtenemos
1
n(nKy + F)_.Ky — (nKy + F)* > (1 - j) (n—1)((n— DKy + F)_.Kx — (n — DKy + F)?)
n

_ 11_:_—2(2(211 +1(g—1)+9n(n+1)+2).
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Utilizando la hipotesis de induccién
n(nKy + F)_.Kx — (nKy + F)* > —%(2@ +2)(g— 1D +3(n—-1)*+12(n - 1) + 20)
- ﬁ(Z(Zn +DE-1)+%n+1)+2)
= —ﬁ(Sl(g -D+S,)

donde S; =2(n*> -4 +22n+ 1)y S, =m—-2)Bn—-1)>+12(n - 1) + 20) + 9n(n + 1) + 2, de
donde se sigueque S| =2(n+3)(n—-1)y

S,=3n—-1’n-2)+12(n—1(n-2)+20(n—2)+9nn+ 1) +2
=3(n-1’n-2)+12(n— )(n—2)+20(n — 1) =20 + 9n(n — 1) + 18n + 2
=(n-1DGBmn-1)n-2)+12(n—2) +20 +9n + 18)
=(n—1)B(n—-2)(n+3)+9n+38)
= (n— D3n® + 12n + 20)

por lo tanto

-1
n(nKy + F)_.Ky — (nKx + F)2 > —% (2 +3)(g = 1) + 3n* + 12n + 20)

como se quiere. —

Regresemos a la demostracion de la Proposicion 2.24. La demostracion es por induccién sobre
n. Sin = 1, de [1] Teorema 3.3.ii) sabemos que (Kx + F), + Kx es efectivo y de la demostraciéon

del Teorema 3.3.ii1) se deduce que (Ky + F'); + Kx define una aplicacion birracional.

Ahora, supongamos que n > 1, 6(g — 1) > 3n® + 201> + 39n — 2 y gon F > 2n + 3. Dado que
3n3 +20n? +39n — 2y 2n + 5 son funciones crecientes en la variable 7, vemos usando la induccién
que paratodo 1 </ < n -1, (IKx + F), + Kx es efectivo y define una aplicacion birracional. En
particular, sabemos que ((n — 1)Kx + F), + Kx es efectivo, por lo tanto del Lema 2.19.1, nKy + F
es efectivo.

Desde ahora y para el resto de esta demostraciéon vamos a denotar por P = (nKxy + F), y
N = (nKx + F)_. Nuestro primer objetivo es demostrar que P? > 9. Dado que |(n—1)Kx + F), + Kx|

define una aplicacion birracional, del Lema 2.22, P es big y

(5.8)

—— [(n® + 20— (g = 1)+ (pulN) ~ D= 1 <K}
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Dado que P> = (nKx + F)> - N*y K3 = K]% — 8(g — 1) obtenemos de (5.8):

) 2n
P> —
n+1

—4n(2n - 1)(g — 1) = N?,

[(4;12 +2n-D(g-1)+ %N.(N +Ky) -1

después de reagrupar obtenemos:
2
P> %((4;12 21— 1)=22n-Dn+D)g-1)—1)
n
n
+|——=N.(N+K —NZ).
(n +1 ( x)
Usando la hipdtesis de induccion y el Lema 2.25.2 obtenemos:
2n
P> ——((g-1D-1
2 1((g )= 1)
2(n—-1)

2
((n+3)(g—1)+3n +12n+20)

(et D +2) 2
=m(P1(g—1)—Pz),
donde
Pi=nn+2)—-(n—-1)(n+3)=3
y

1 1
P,=n(n+2)+ E(n - D@+ 12n+20) = E(3n3 + 11n% + 121 = 20).
Por lo tanto

2

(-1 (3n® + 111% + 12n - 20),

6
> R
T (m+Dn+2) n+D(n+2)
Dado que 6(g — 1) > 3n® + 201 + 39n — 2:

6 1

2> — | —-BrP+200°+39 -2

2 Dt gl 20+ 39 =2)
1

(5.9) G’ +11n2 +12n=20) =9

C(n+ DH(n+2)

En otras palabras, la desigualdad 3n* + 20n? + 39n — 2 < 6(g — 1) implica que P? > 9. Primero
demostraremos que P + Ky es efectivo. Supongamos que |P + Kx| = 0, entonces por el método de

Reider (Lema 2.15.1) X contiene un pincel libre de puntos base |E| tal que
(5.10) E.P=1.

Si las fibras de |E| son no racionales, entonces la aplicacion definida por |P| contrae a E. Ahora, del
Lema2.19.2, P = (n—1)Kx+F),+Ky), y del Lema 2.6 sabemos que H*((((n—1)Kx+F),+Kx),) =
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H°(((n—-1)Kx + F), + Ky). Asi, E es contraido por |((n— 1)Ky + F), + Kx|, que es una contradiccién

a la hipétesis de induccidn.

De lo anterior podemos concluir que las fibras de |E| son racionales. Afirmamos que el soporte
de N es |E|-vertical. En efecto, dado que P es big y nef, y estamos suponiendo que |P + Kx| = 0,

obtenemos:
1
0=h(P+Ky)= EP.(P +Ky)+ 1,
(5.11) P(P+ Kx) = -2.

En lo que sigue vamos a considerar el divisor 2P + Kx y demostraremos que es efectivo. Sabemos
que el divisor 2P + Kx es el adjunto de 2P divisor big y nef, entonces del Teorema de anulamiento

de Mumford sabemos que
h’(2P + Kx) = P>+ P(P + Kx) + 1,

tomando en cuenta que P> > 9y (5.11) se sigue que 2P + Kx es efectivo. Luego, de (5.10),
E.2P + Kx) = 0, por lo tanto 2P + Ky = ), E;, donde E; son curvas |E|-verticales. Se sigue
(2P + Kyx), es la suma de un numero finito de curvas linealmente equivalentes a £y (2P + Kx)_
estd formado por una suma de curvas |E|-verticales propiamente contenidas en las fibras de |E|.
Usando la descripcidn de la parte negativa de 2P + Ky como la coleccion de ciclos (-1) ® que
satisfacen P.O = 2P.0 = 0 (Proposicion 2.12.1) se sigue que N es |E|-vertical. Por lo tanto:

1=PE=wnKy+F—-N).E=-2n+E.F,

que es una contradiccion a la hipotesis sobre la gonalidad de F. De lo anterior concluimos que

P + Kx es efectivo.

En lo que resta vamos a demostrar que |P + Kx| define una aplicacién birracional. Dado que
P + Ky es efectivo, de (5.9) deducimos que P?> > 10. Supongamos que |P + Kx| no define una
aplicacion birracional, por el Método de Reider (Lema 2.15.2) X contiene un pincel |E| libre de

puntos base, tal que:
EP=1 o6 2.
Vamos a analizar el caso E.P = 1. Si las fibras de |E| son racionales, entonces E.(P+ Kx) = —1, que

es una contradiccion con el hecho de que P + Ky es efectivo. Si las fibras de |E| son no racionales,

argumentamos como antes y concluimos que E es contraido por |((n — 1)Kx + F), + Kx|.

Asi, la unica posibilidad es E.P = 2. Vamos a analizar dos casos: si las fibras de |E| son

no racionales, entonces el sistema |P| define sobre E una involucion hipereliptica. Por lo tanto
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|P| no separa puntos; un argumento como en los casos anteriores vemos que esto implica que

|((n — 1)Kx + F), + Kx| no define una aplicacion birracional.

Finalmente, si E.P = 2y y las fibras de |E| son racionales, una vez mds podemos demostrar que
N es |E|-vertical, en este caso usando que P + Ky es efectivoy E.(P + Kx) = 0 se sigue que P + Ky

es una suma de divisores |E|-verticales efectivos. Finalmente obtenemos:
2=EP=E.(nKx+F—-N)=-2n+E.F,

de donde se sigue E.F = 2n+2, que es una contradiccién a la gonalidad de F. Por lo tanto, |P + Kx|

define una aplicacion birracional —

Conclusion del Teorema 2.18.

Dado que 3n°+20n?+39n—2 y 2n+5 son funciones crecientes en la variable 7, de la Proposicion
2.24 para todo 1 < [ < n, tenemos que (IKx + F), + Ky es efectivo y define una aplicacion
birracional. Asi el Teorema 2.18 se sigue de la Proposicion 2.21 aplicada a |(nKy + F), + Kx|. Y la

ultima afirmacion de Teorema se sigue de tomar en cuenta que X es racional y que deg f.K; = g.

Para finalizar este capitulo, a continuacién mencionaé algunos de los problemas que me gustaria

estudiar mas adelante:

1. Estudiar la inclinacién de fibraciones f : X — P! sobre X una superficie reglada no ra-
cional. En particular, estudiar las condiciones para que la desigualdad 6(g — 1) < szp sea
valida.

2. Construir ejemplos de fibraciones que muestren la desigualdad del inciso anterior.






Capitulo 3
Fibraciones sobre P! con cinco fibras singulares

En el presente capitulo estudiaremos fibraciones semiestables, no isotriviales de base P!, en par-
ticular estamos interesados en fibraciones con cinco fibras singulares. La organizacion del capitulo
es como sigue: en la primera seccion recordaremos los resultados principales acerca del minimo
niimero de fibras singulares para una fibracién de base P!, posteriormente enunciaremos algunos
resultados ttiles como la desiguadad de Miyaoka-Vojta-Tan y finalmente daremos una clasifica-
cién de las fibraciones con cinco fibras singulares. Mds especificamente, tomando en cuenta que el

divisor adjunto a la fibra general es nef demostraremos:

TeoremA 3.1. Sea f : X — P! una fibracién semiestable y no isotrivial, obtenida como resulta-

do de la explosion del lugar base del pincel A sobre el modelo minimal S. Si s = 5, entonces
(Kx +F)> =0

excepto posiblemente cuando S modelo minimal de X es racional y g < 17.

La altima seccidn esta basado en el contenido del articulo [9] del autor en co-autoria con Alexis
Miguel Garcia Zamora.

1. Minimo nimero de fibras singulares

Un problema clasico es intentar dar respuesta al problema de Szpiro:

PrREGUNTA 3.2. Sea f : X — P! una fibracién semiestable y no isotrivial de género g. ;Cudl es

el minimo ndmero s de fibras singulares de f?

En 1981 Beauville di6 una cota inferior para el nimero de fibras:

TeoremA 3.3. [6, Proposicién 1.1, Teorema 1.1] Sea f : X — P! una fibracién no isotrivial, si

g > 1, entonces:

1. f admite al menos 3 fibras singulares.

2. si f es semiestable, entonces s > 4.

27
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También Beauville conjetur6 que si g > 2, entonces s > 5. En 1982 en [7] clasifico todas las
fibraciones elipticas semiestables sobre P! con 4 fibras singulares. En 1995 Tan mejor6 la cota de s

y demostro:

TeorEMA 3.4. [16, Teorema 1] Sea f : X — P! una fibracion semiestable y no isotrivial. Si el

género de la fibra general es al menos 2, entonces s > 5.

En el 2004, si s = 5, Tan, Tu y Zamora demostraron:

TeoremA 3.5. [17, Corolario 2.2] Sea f : X — P! una fibracion semiestable y no isotrivial de

género g > 2. Si s = 5, entonces X es birracionalmente reglada.

ProposicION 3.6. [17, Demostracion del Teorema 2.1] Sea f : X — P! una fibracion semiestable

y no isotrivial. Si g > 2, entonces el divisor Ky + F es nef.

En particular, (Kx + F)* > 0.

2. Desigualdad de Miyaoka-Vojta-Tan

En [14] Miyaoka demostré la desigualdad:

1
33 (1+pi- ek K2 <3e(S),

donde y; es la longitud de cadena de curvas (-2), e(S) es la caracteristica topoldgica de Euler y
K5 nef. Luego, en [18] Teorema 2.1, Vojta adapté dicha desigualdad al caso vertical, después fue
desarrollada por Tan en [16] Lema 2.3. En efecto, sea f : X — B una fibracién semiestable de
género g > 2y qy,...,q, las singularidades racionales obtenidas después de contraer todas las
cadenas de curvas verticales (-2) y y, la longitud de la cadena correspondiente. Para un punto

singular g en una fibra no contenida en ninguna cadena de curvas verticales (-2) escribimos u, = 0.

1
=Y

Sea:

Entonces, para cualquier entero e > 2 :
1
§eZ(K,2( —2(g - 1)(6(gp— 1) + s —s/e)) < rf < ey.

Con ¢; denotando el nimero total de nodos en las fibras de f. En particular, si B = P' y s = 5

obtenemos
1
(2.1) ge((Kf( +2(g—1)e+10(g— 1) < ry <ey.

Varias formas utiles de esta desigualdad se retinen en el siguiente lema:
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Lema 3.7. Sea f : X — P! una fibracién semiestable, no isotrivial de género g > 2. Si s = 5,

entonces evaluando (2.1) obtenemos:

i) Sie=3 K2+3(g—1) < 3y(Os) +m.

ii) Sie =4, 19K2 +60(g — 1) < 36x(Os) + 19m.
iii) Sie =5, 7K2 +22(g — 1) < 9x(Os) + Tm.
iv) Sie =6, 13K2 +40(g — 1) < 12y(Os) + 13m.

Donde m = K} — K.

DEemosTrACION. Demostraremos el caso 1), el resto son andlogos. Después de evaluar (2.1) ene = 3

obtenemos:
3K; +16(g — 1) < ey.

Dado que f es semiestable de [3] Proposicion 1I1.11.4 sabemos que e = 4(g — 1) + e(X), asi la

desigualdad anterior se convierte:
3Kz +12(g - 1) < e(X).
Tomando en cuenta que m = K5 — K3 = e(X) — e(S):
3(Ks —m)+ 12(g— 1) < m+e(S),
luego de la Formula de Noether, e(X) = 12y(Ox) — K;‘; obtenemos:
4K + 12(g — 1) < 4m + 12x(Oy)

de donde claramente se sigue 1). —

Ahora estamos preparados para enunciar y demostrar los resultados principales de este capitulo.

3. Clasificacion

En esta seccion 3 dada f : X — P! una fibracién entenderemos que existe un morfismo 7 :
X — § sobre una superficie minimal S tal que f es obtenida como la explosion del lugar base de
un pincel A # () sobre S'.

Asi mismo, para una fibracién f : X — P! con cinco fibras singulares del Teorema 3.5 sabemos
que X es birracionalmente reglada, entonces y por lo tanto para el resto de esta seccién vamos a

utilizar la notacién del Capitulo 1, seccién 2.

Finalmente antes de enunciar y demostrar los resultados principales de esta seccién, notemos

que de la Proposicién 3.6 el propésito de esta seccién es demostrar en que casos ocurre (Ky + F)? =
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0 o no; vamos a estudiar por separado los casos S racional y no racional; el siguiente teorema

analiza el caso S no racional.

TeoreEMA 3.8. Sea f : X — P! una fibracién semiestable y no isotrivial, obtenida como la
explosion del lugar base de un pincel A sobre una superficie minimal no racional S. Si s = 5,

entonces:

a) (Kx + F)> =0.

b) Si C es el elemento general de A, entonces C = 2A + 21, donde A es la seccion de y con
A? = —nyT esuna fibra de y. La fibracién f es inducida por un cubriente 2:1, X — P! x B,
via la primera proyeccion.

c¢) C es no singular.

DemosTtrACION. Dado que s = 5, del Lema 3.7.i tenemos:
3g—-1)-5(@-1)<m.

Usando la definicion de m y la férmula de Riemann-Roch, obtenemos:

m=Ki - Ky = x(2Ks) - x(2Kx)
= 9(1 —¢) + h'(2Kyx) — W*(2Kx)
y de esto:
(3.1) 3g-1)=5(g-1)<m=9(1-¢q) + h'2Kyx) — F*(2Kx).

a) La demostracion es por contradiccion. Supongamos que Kx + F es big, entonces la sucesion

exacta

0 — Ox(2Ky) = Ox(2Kx + F) = 0% — 0,
y el Teorema de Anulamiento de Mumford dan:
3(g—1) = °QKx + F) + h'(2Ky).
Por lo tanto, de (3.1) resulta que:
@Ky + F) = *(2Kx) =0, yg=1.

Sustituyendo esta igualdad en el Lema 3.7.1i, obtenemos g — 1 < 0 que es una contradiccién con la

hipétesis g > 2.

b) De [17] demostracién del Teorema 2.1 sabemos que si (Ky + F)* = 0 entonces el sistema

lineal libre de puntos base |3(Kx + F)| esta compuesto con una fibracion p” : X — B’ sobre una
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curva no singular B’ y con su fibra general F’ satisfaciendo F’ = P! y F.F’ = 2. Esta construccién
da un cubriente 2:1

X->P'xB,
induciendo la fibracién via la primera proyeccion. Sea p = yon, donde y es el morfismo estructural.

Dado que F’ = P!, se sigue que cada F’ debe ser vertical con respecto a p. Tenemos:

’

X—2.p

| A

B.

La aplicacién de B a B’ es definida a traves de la seccidn A. Esta aplicacién es 1:1 porque las fibras
de p’ son conexas. Por lo tanto, la fibra general de p es una curva en la misma clase algebraica de
I'. Se sigue que F.I' = F.F’ = 2. Ademas, C.I' = n*C.n"' = F.I' = 2. Si escribimos C = aA + bl
con a y b enteros positivos, entonces usando C.I' = 2 obtenemos que a = 2.

c) De C = 2A + bI se sigue que:
(3.2) CKs=4(qg—-1)-2(b-n)

(3.3) C? = 4(b — n).
Dado que (Kx + F)* =0y m = K5 — K3 tenemos:
m=4g-1)-8@g-1).
Ahora, denote por r; la multiplicidad de C en el conjunto de puntos infinitamente cercanos, tomando

en cuenta que 2(g — 1) = C.Ks + 212, rp, y (3.2) obtenemos

m=—4b-n)+2) 1,

i=1

C*= Zirpi - m.
i=1

Por otro lado, C> = X', r>. Por lo tanto, de la igualdad Y., r> = 237, r, — m, resulta que

" (ry, — 1) = 0, por lo tanto para todo i = 1...,m, r; = 1, asi C es no singular.

Usando (3.3) deducimos

TeoreEMA 3.9. Sea f : X — P! una fibracion semiestable y no isotrivial obtenida como la
explosion del lugar base de un pincel A sobre una superficie racional minimal S. Si s =5y Kx + F

es big, entonces:

a) ’QKx+F)=0yg—1<16,0
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b) ’QKy+F)=1yg—1<0.

DEMOSTRACION. Demostraremos a) suponiendo que S no es el plano proyectivo P2, i.e., supongamos
que K = 8. Las demostraciones de b) y los casos con S = P? son andlogos. Dado que s = 5, del

Lema 3.7.iv tenemos:

40(g — 1) + 92 < 13m.

Usando
m=Ks -Ky = x(2Ks) - x(2Kx)
= 9+ h'(2Ky) - W*(2Ky)
obtenemos
(3.4) 40(g — 1) + 92 < 13m = 13(9 + h' (2Ky) — h*(2Ky)).

Dado que Ky + F es big y nef, el Teorema de Anulamiento de Mumford y la sucesion exacta
0 — Ox(2Ky) = Ox(2Kx + F) = %> — 0,

da:

3(g - 1) = i°QKx + F) + h' 2Ky).
Esto combinado con (3.4) da h°(2Kx + F) < 1. Supongamos hi°(2Kx + F) = 0. Usando que Kx + F
es big y nef y el Teorema de Riemann Roch

2Kx+ F).(Kx+ F) N

1.
2

0=xQ2Kx+F)=
Por lo tanto,
(3.5) 3(g-1)=-1-Kz.
Del Lema 3.7.iii), (3.5) y m = K5 — K3 = 8 — K} tenemos g — 1 < 16. Si i°(2Kx + F) = 1, usamos
argumentos similares con 3(g — 1) = —K)Zf. i
OBSERVACION 3.10. Por analogia a el caso en que S no es racional, la condicién (Kx + F)* = 0

implica que F es hiperéliptica ([17] demostracion del Teorema 2.1).

ProposICION 3.11. Sea f : X — P! una fibracién semiestable y no isotrivial, obtenida de la
explosion del lugar base de un pincel A sobre S =P?. Si s =5y C el elemento general de A es no

singular, entonces el divisor Kx + F es big y el grado d de C es d = 4,5, 6.
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DEmoSTRACION. Para demostrar que el divisor Kx + F es big, la prueba es por contradiccion. Supon-
gamos que (Kx + F)* = 0, entonces 4(g — 1) = —K3. Dado que S = P? y m = K} — K3, obtenemos
que:

(3.6) m=4(g—1)+09.

Usando que C es no singular, sabemos que m = d* y 2(g — 1) = d(d — 3), y sustituendo en (3.6)
se tiene que d = 3, por lo tanto g = 1, que es una contradiccion a la hipétesis sobre g. Asi queda

demostrado que el divisor Kx + F' es big.

Ahora utilizando que el divisor Kx + F es big, de la demostracion del teorema anterior sabemos

que I°(2Kx + F) < 1, ademas de la demostracion se tiene que:

1. ®QKx +F)=0ym=10+3(g— 1), 0
2. QKx +F)=1ym=9+3(g-1).

Veamos el caso 1), usando que C es no singular, tenemos que d* = 10 + %d(d — 3) entonces
d?* — 9d + 20 = 0, en otras palabras (d — 4)(d — 5) = 0, por lo tanto d = 4 0 5. Un cdlculo andlogo
para 2) permite concluir que d = 6. i

Existen ejemplos conocidos de fibraciones con exactamente 5 fibras singulares. En [16] Tan
construy6 una fibracién de género 2 sobre una superficie racional satisfaciendo (Ky + F)? = 0. Por
otro lado, el pincel de Wiman-Edge en [10] es un ejemplo cldsico de una fibracion de género 6,
obtenida de la resolucion del lugar base de un pincel A, tal que el elemento general C de A es una
curva plana de grado 6 con 4 nodos como singularidades y (Kx + F)? = 5.

Para finalizar este capitulo en lo que resta, describiré los problemas que me gustaria estudiar en

un futuro:

1. Mejorar las cotas para g del Teorema 3.9, 6
2. Construir ejemplos de fibraciones que cumplan la igualdad, en otras palabras fibraciones
cong—1=160g-1=09.
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