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Prodlogo

Esta tesis profesional presentada por Daniel Roméan Alvarez tiene como
objetivo utilizar la teoria de cépulas para la estimacion de medidas de de-
pendencia extrema no positiva utilizando un modelo D trivariado de cépulas
en vina. Para su total comprensién es necesario tener conocimiento de teoria
de probabilidad asi como nociones fundamentales de andlisis matematico y
algebra lineal.

La tesis cuenta con una introduccion, cinco capitulos y un apéndice. En
la introduccién se abrird un panorama de la teoria de cépulas y de depen-
dencia extrema. En el primer capitulo se haran las definiciones formales de
los conceptos que se utilizaran y se demostraran los principales teoremas y
resultados de teoria de copulas.

En el segundo capitulo se definira lo que es una medida de dependencia y
lo que es la dependencia no positiva y demostrara la relacion que existe entre
medidas de dependencia y dependencia extrema con las cépulas. En el tercer
capitulo se presentaran las familias paramétricas mas utilizadas asi como los
modelos en D-vina para el caso trivariado y mostrando en cada caso algunas
de sus propiedades y las expresiones de sus medidas de dependencia.

En el cuarto capitulo se aplicaran todos los resultados anteriores para el
ajuste del mejor modelo en el caso de 3 series financieras con dependencia no
positiva. Finalmente en el tltimo capitulo se hace una conclusién de forma
general sobre el trabajo.
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Introduccion

En el estudio de muchos fenémenos, tanto naturales como sociales, se en-
cuentran algunos regidos completamente por la aleatoriedad, para el correcto
estudio de estos fenémenos la humanidad desarrollé la ciencia de la probabi-
lidad. Esta ciencia tiene, entre muchos otros objetos de estudio, el analizar
cual es la relacion que existe entre dos o mas fenémenos, por ejemplo en el
clima, se quiere saber que tanto y como afecta la humedad, la altura y la
presién en la posibilidad de que llueva, o en el ambito financiero el alza en
algiin activo cuanto y como afecta la de otro.

La definicién de dependencia atin esta en construccion y en la actualidad
se desarrollan técnicas y medidas adecuadas para cada fenémeno. La forma
maés utilizada para medir la dependencia es con coeficientes, estos coeficientes
son medidas escalares que intentan concentrar la informacién del comporta-
miento de las variables aleatorias para que, dentro de una escala, se tenga
idea de si “hay” o “no hay”dependencia.

Otra medida utilizada son los coeficientes de dependencia extrema los
cuales son, al igual que el caso anterior, un ntimero que intenta concentrar
la informacién del comportamiento de las variables aleatorias pero esta vez
en los valores més alejados al comportamiento normal de las mismas. El coe-
ficiente de dependencia extrema se generaliza, para poder saber como es la
dependencia entre variables si las variables no tienen la misma velocidad para
tomar estos valores, es decir si alguna de las variables tiende a tomar estos
valores extremos de forma mas frecuente o son méas sensibles a los cambios
drésticos.

La dependencia entre variables aleatorias es un tema complejo de estudiar
y puede llegar a ser muy limitada si se toman los modelos preestablecidos
para variables conjuntas, por esta razén se introdujo a la ciencia de la pro-
babilidad una herramienta para poder estudiarla de forma mas certera y con
mayor libertad: la teoria de cépulas.

Esta herramienta permite el estudio de la dependencia entre dos o mas



variables, partiendo del estudio individual de cada una, lo que abre un catalo-
go de modelos de dependencia, ya que la cépula toma el rol de “conexién” (de
ahi su nombre) entre variables y permite modificarlas sin alterar los supues-
tos individuales. Por su naturaleza, las copulas, tienen una relacién directa
con las medidas de dependencia y dependencia extrema, y por lo tanto per-
miten que la estimacién de estos coeficientes sea mas sencilla con el uso de
la cépula y con un mejor ajuste a la estructura de dependencia.

En la actualidad la estimacién de dependencia y dependencia extrema
no es solo el conocer como se relacionan dos variables, sino también como
se relacionan un ntimero mayor de variables, para resolver este problema se
introdujo un nuevo modelo de cépulas: las cépulas en vina.

Las copulas en vina son mezclas de cépulas bivariadas para a partir de
estas poder encontrar un modelo que represente la dependencia entre todas
las posibles variables, ya que al hacer esto se evita la estimacién de parame-
tros extra, porque en caso de querer estimar una cépula de cuatro variables
seria necesario estimar la dependencia 2-2, después hacer la correccion 3-3
para finalmente hacer la correcién que hay entre las 4 y con las cépulas en
vina basta con encontrar las cépulas 2-2 para poder modelar la estructura
de dependencia entre las variables.

La aportacién de este trabajo es que aplicara medidas de dependencia
extrema no positiva (Salazar, 2016), utilizando el modelo D de cépulas en
vina (Joe, 1997) para elegir un modelo para tres series financieras que se
acople mejor a la dependencia de los datos.



Capitulo 1

Teoria de copulas

En este primer capitulo se dan las definiciones més importantes y los
teoremas principales haciendo énfasis en sus aplicaciones.

1.1. Definiciones preliminares

1.1.1. Coépulas

A continuacién se definen las propiedades y las funciones que son necesa-
rias para entender completamente el tema de estudio primordial que son las
coOpulas.

Definicién 1.1. Sea F una funcion con dominio Sy X Sy € R x R, donde
R son los reales extendidos y codominio R con ay el elemento minimo de S,
y as el elemento minimo de Sy. Si F' cumple la siguiente iqualdad para todo
(l’,y) S Sl X SQ, Si ay € Sl Y as € SQ

F(l’,a2) =0= F<alay)
entonces se dice que F es una funcion anclada (grounded).

Se define el volumen de una funcién, para utilizarla en demostraciones pos-
teriores.

Definicién 1.2. Sean S; y So dos conjuntos no vacios de R/{oo} y H una
funcion real bivariada con dominio S; X Ss. Sea B = [x1,x3] X [y1,ys] un
rectdngulo con todos sus vértices en el dominio de H entonces el H-volumen
de B estd dado por:

Vu(B) = H(w2,y2) — H(71,y2) — H(x2,y2) + H(z1,1)

Si H para cualquier (21, y1), (22, y2) en el DomH Vi (B) = H(x2,y2)—H (21, y2)—
H(za,y1) + H(z1,y1) > 0 se dice que es 2-creciente.
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Definicién 1.3. (Nelsen, 2006) Una subcdpula bi-dimensional es una funcion
C” con las siguientes propiedades:

1. Dom C’=S) x Sy, donde Sy y Sy son subconjuntos de I, I = [0,1], y
contienen a los elementos 0y 1

2. C7 es anclada y 2-creciente
3. Para toda uy € S1 y ug € Sy

Cug, 1) =uy y C(1,uz) = us

notando que si para toda (uy,us) en Dom C”0 < C'(uy,uz) <1, el rango de
C"” denotado por Ran C” es también un subconjunto de 1.

La definicién de d-cépula es similar (Nelsen, 2006) y sera utilizada méas ade-
lante.

Definicién 1.4. (Nelsen, 2006) Una copula bi-dimensional es una subcépula
cuyo dominio es I2. Una definicion equivalente es que una cépula cumple con
las siguientes propiedades:

1. Para toda uy,uy en [0,1]

C(u1,0) =0=C(0,us)

C(U,l, 1) = U Y C(L UQ) = Uz,
2. Para todo uy, ug, vy y vy en [0,1] tal que uy < vy y uy < vy,
C(v1,v2) — Cur,v2) — C(vr,uz) + Clug,ug) >0

La cépula en la practica es una funcion de distribucién con marginales uni-
formes.
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1.1.2. Funcion inversa generalizada

Definicién 1.5. T'(x) es una funcidn en R no decreciente si satisface:

T < Ty = T(l’l) < T(ZL‘Q) \V/l‘l, Zo

Definicién 1.6. La inversa generalizada T es la funcion T* (y) = inf{x :
T(x) > y}. Por convencion inf{(} = oo

Proposicion 1.1. Propiedades de la inversa generalizada.
Sea T una funcion no decreciente y T la inversa generalizada.

1) T es no decreciente y continua por la izquierda

11) T es continua <= T es estrictamente creciente

Una suposicién adicional es T (y) < oo

11) Si T es continua por la derecha; T'(x) >y <= T (y) <=z
) TS oT(x) <z

V) ToT(y) >y

vI) Si T es estrictamente creciente = T o T'(z) =«

vi) Si T es continua = T o T (y) =y

Demostracion en el apéndice A.1

Proposicién 1.2. 5i X es una variable aleatoria con funcion de distribucion
F, entonces:

P(F“ o F(X)=X)=1

Lema 1.1. 5@ X es una variable aleatoria y T es una funcion no decreciente
entonces:

w {(X <2} C{T(X) < T(2)} y PIT(X) < T(2)] = PIX < 2]+P[T(X) =
T(x), X >z

» St F esuna funcion de distribucion de una variable aleatoria X entonces

P[F(X) < F(z)] = P[X < 2] + P[T(X) = T(z), X > 1]

Demostracion en el apéndice A.1
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1.2. Teorema de Sklar

El teorema de Sklar es la parte fundamental en la teoria de copulas, y de
esta tesis, ya que permite asegurar que hay una cépula correspondiente para
toda funcién de distribucién y a su vez permite observar que la copula es la
funciéon mediante la cual se relacionan las variables.

El teorema se demuestra para el caso de dos variables, partiendo de los
siguientes lemas los cuales sirven para poder ligar una funcién de distribucion
bivariada con una subcépula.

Lema 1.2. Sea S; y Sy dos conjuntos no vacios de R y F una funcion 2-
creciente con dominio S X Sy. Sean xy1,x9 € S1 con x1 < Xy Y Y1,Ys € S
con Y1 < ys. Entonces la funcion t — F(t,ys) — F(t,y1) es no decreciente en
St y la funcion t — F(x9,t) — F(x1,t) es no decreciente en Ss.

Demostracion en el apéndice A.1

Lema 1.3. Sea S; y Sy dos conjuntos no vacios de R y F una funcion
anclada y 2-creciente con dominio S1 X Sy. Entonces F es no decreciente en
cada entrada.

Demostracién en el apéndice A.1
Ahora se supone que S; tiene un elemento mayor a y S tiene un elemento

mayor b. Se dice que una funcién F de S; y Sy a R tiene marginales, y las
marginales de F son las funciones F) y F5 y estan dadas por:

DomF, = Sy, y Fy = F(z,b) para toda x en .S;
DomFy = Sy, y Fy = F(a,y) para toda y en Sy

Lema 1.4. Sea S y Sy dos conjuntos no vacios de R y F una funcion anclada
2-creciente con dominio S X Sy con marginales Fy, Fy. Sea (x1,y1) y (T2, y2)
dos puntos cualquiera en S1 X Sy entonces:

|F (22, y2) — F(x1,y1)| < [Fi(22) — Fi(o)| + [Fa(y2) — Fa(y1)]

Demostracién en el apéndice A.1

Es importante notar que este lema también puede ser visto como una pro-
piedad de las copulas y es utilizada més adelante.

Teorema 1.1. Sea C” una subcdpula entonces para toda (uy,vy), (ug,v1) en
Dom C”
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|C" (ug, v2) — C"(ug,v1)| < |ug — ug| + |vg — vy
por lo tanto C7 es uniformemente continua en su dominio.

La demostracion de este teorema es directa por el lema anterior y nos
permitira extender el dominio de la subcépula.

Lema 1.5. Sea F una funcion de distribucion conjunta con marginales Fy y
Fy entonces existe una unica subcopula C’ tal que

1. Dom C’= RankFix Ran Fs
2. Para toda (1,9) en R, F(z,y) = C'(F\(z), Fy(y))

Demostracion en el apéndice A.1

El lema muestra que una funcién de distribucién siempre tiene asociada una
unica subcopula, lo 1nico restante para el teorema de Sklar es extender el
dominio de RanF; x RanF, a I? para obtener la cépula de la funcién de
donde proviene la subcépula.

Lema 1.6. Sea C’ una subcopula. Entonces existe una copula C tal que
C(uy,uz) = C'(uy,u2) para toda (uy,uz) en DomC’. Esto es que cualquier
subcopula puede ser extendida a una copula. Fsta extension generalmente no
es unica.

Demostraciéon en el apéndice A.1

La subcopula y la copula asociada a un par de variables son la misma en el
RanF; X RankFy y esta observacion es importante en el teorema de Sklar.

Los siguientes resultados son utilizados para la demostracion del teorema
de Sklar para funciones de supervivencia continuas y para las funciones de
probabilidad continuas LU (Lower-Upper) y UL (Upper-Lower).

Proposicién 1.3. SiU ~ Unif(0,1) es una v.a. uniforme entonces P(F*<(U) <

1. Transformacion del cuantil. Si U ~ Unif(0,1) es una v.a. con funcion
de distribucion uniforme estdndar entonces P[F* (U) < z] = F(x).

2. Transformacion de probabilidad. Si X es una v.a. con funcion de dis-
tribucion F, donde F es continua, entonces F(X) ~ Unif(0,1).
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Demostracion en el apéndice A.1

Esta proposicion liga de forma muy intuitiva las marginales uniformes de una
copula con las distribuciones marginales de la funcion de distribucion, asi co-
mo permite llevar a cabo simulaciones y ver de forma grafica su estructura.

Observaciéon 1.1. Sea U una variable aleatoria uniforme y sea F su funcion

de distribucion. Entonces 1 — U 2 U, es decir, 1-U y U tienen la misma
funcion de distribucion.

Demostracién en el apéndice A.1

Este resultado es necesario para el teorema de Sklar para funciones de su-
pervivencia y de probabilidad UL y LU, al conectar las transformaciones
decrecientes con distribuciones uniformes.

Teorema 1.2 (SKLAR,1959). Sea F(z1,x2) una funcion de distribucion
conjunta bwariada con marginales Fy, Iy entonces existe una copula C tal
que para todo x1,x9 € R

F(l‘l, 1’2) = C(Fl(l‘l), FQ(QTQ)) (11)

Si Fy y Fy son continuas, la copula es unica. En cualquier otro caso C estd de-
terminada de forma tunica solo en RanF; X RankFs.

Conversamente si C' es una copula y Fy y Fs son funciones de distribu-
cion univariadas entonces la funcion F definida en la ecuacion (1.1) es un
funcion de distribucion conjunta con marginales Fy y F5.

Demostracion en el apéndice A.1

El teorema méas importante donde se aprecia con claridad la estructura de
la copula como funcién de dependencia entre las marginales de una funcion
de distribucion. De este teorema se deduce que la estructura de dependencia
se separa de las marginales. La demostracién para el caso multivariado es
analoga sélo con lemas mas generales equivalentes a los aqui mostrados.

Teorema 1.3. Sea F(x1,xs,..,24) una funcion de distribucion conjunta del
vector X = (X1, Xy, ..., X4) con marginales Fy, Fs, ..., Fy entonces existe una
d-copula C' tal que para todo x1,xs,..,x5 € R
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F(.fl?l, T, ...,,I’d) = C(Fl(l‘l), FQ(.CEQ), ceey Fd<l‘d)) (12)

Si Fy, Fs,..., Fy son continuas, la d-copula es unica. En cualquier otro caso
C' estd determinada de forma unica solo en RanFy x RanFy x ... X Ranky.

Conversamente si C es una d-copula y Fy, Fs,..., Fy son funciones de
distribucion univariadas entonces la funcion F definida en la ecuacion (1.2)
es un funcion de distribucion conjunta con marginales Fy, Fs,..., Fy.

Corolario 1.1. Sea F una funcion de distribucion conjunta bivariada con
marginales continuas Fy y Fy y sea C la unica copula asociada a F. Entonces
para cualquier (uy, ug) € I?

Clur,uz) = F(FT (w), Fy (u2)) (1.3)
Demostracion en el apéndice A.1

En el corolario del teorema de Sklar para marginales continuas se puede apre-
ciar la relacién entre las inversas generalizadas de las marginales y la copula,
este corolario es muy usado cuando se conocen las inversas de las marginales,
lo que permite conocer la copula a partir de sélo evaluar en la funcién de
distribucién conjunta.

Se muestran las propiedades inmediatas de las copulas tales como su
funcion de densidad y la conexién con la funcién de densidad y condicional
de F.

Corolario 1.2. Funcion de densidad de una copula. Sea Uy y Us variables
aleatorias uniformes (0,1) con C su copula correspondiente entonces la fun-
cion de densidad es:

_ 0%C(u1,u2)
C(Ul, UQ)  Oup,0us
920 (uy,u2) . . .
Duron, Cdiste para casi toda (ur,us) € I con respecto a la medida de
Lebesgue.

Observacion 1.2. Sea X; y Xs variables aleatorias con funciones de dis-
tribucion Fy y Fy y funciones de densidad fi y fo y una copula conocida C
entonces la funcion de densidad conjunta f es:

f(z1, ) = c(Fa(w1), Fa(x2)) fi(z1) f2(22) (1.4)
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Demostracion en el apéndice A.1

Proposicion 1.4. Distribucion condicional. Sea Uy y Uy con una copula
conocida C y Uy = uy entonces la funcion de distribucion para Us dado
Ui = u; es:

Demostracion en el apéndice A.1

Corolario 1.3. Funcion de densidad conjunta. Sea X1 y X variables aleato-
rias con funciones de distribucion Fy y Fy y funciones de densidad marginales
f1 v fo y una copula conocida C entonces la funcion de distribucion para X,
dado X9 = x9 es:

farles (T1]22) = c(F1(21), Fa(22)) f1 (1)

Demostracion en el apéndice A.1

1.2.1. Coépulas Asociadas

Como se mencioné la copula no esta restringida sélo a funciones de dis-
tribucién, para mostrar esto se hace la asociacién entre la copula correspon-
diente a la funcién de distribucién C y las funciones de supervivencia y de
probabilidad LU y UL (Lower-Upper y Upper-Lower).

Sea F la funcién de distribucién del vector (Xi, Xs). Se definen las si-
guientes funciones: la funcién de supervivencia (F), la funcién de probabi-
lidad conjunta UL (Fy.) v la funcién de probabilidad conjunta LU (Fpy)
correspondiente al vector aleatorio de (X1, X5), como:

I/\

F(x1,29) = P[X, X < 9]
F(xy,20) = P[X| > 21, Xy > 1)
Fru(zy,z) = P[Xy < 21, Xo > 29
Fyp(zy,2) = P[Xy > 21, Xo < 29

Asi como una funcién de distribucién tiene funciones asociadas, la copula
C también tiene cépulas asociadas. Las cuales se definen a partir de sus
marginales y se muestra cual es su expresion en términos de la cépula C.
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Observacion 1.3. Cdpula de supervivencia. Su C es la funcion de distribu-
cion de (Uy,Usy) v.a. Unif(0,1), y C es la funcion de distribucion correspon-
diente a (1 — Uy, 1 — Us) entonces:

a(ul,z@) =u;+uy— 14+ C(1 —uy, 1 —ug)

Demostraciéon en el apéndice A.1

Observacion 1.4. Si C es la funcion de distribucion de (Uy, Us) v.a.i. Unif(0, 1)
y Cru la funcién de distribucion correspondiente al vector (Uy,1 — Us) en-
tonces:

CLU(U17U2) =Uu; — C(Uh 11— Uz)

Demostracion en el apéndice A.1

Observacion 1.5. Si C es la funcion de distribucion de (Uy, Us) v.a.i. Unif(0, 1)
y Cyr la funcion de distribucion correspondiente al vector (1 — Uy, Us) en-
tonces:

CUL(ul,Ug) = Uy — C(l — Uy, Ug)

Demostracion en el apéndice A.1

Estos resultados permiten escribir las funciones de probabilidad asociadas
a la copula C, correspondiente a la funcion de distribucion F, en términos de
esta. Falta mostrar que las funciones C', Cry y Cyp son cépulas.

1.2.2. Teorema de Sklar para funciones de superviven-
cia

En esta seccion se demuestra el teorema de Sklar para funciones de su-
pervivencia F'. La demostracion se hace para el caso continuo.

Teorema 1.4 (Sklar para funciones de supervivencia). Sea F(x1,25) una
funcién bivariada tal que F(x1,15) = P[X| > 21, Xy > 25| donde las funcio-
nes de supervivencia para Xi, Xs vartables aleatorias continuas son F,, I,
respectivamente entonces existe una copula C para xy, s € R

F(x1,19) = 6(71(%),?2@2))
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Conversamente si C es una cépula y Fr y Fy son funciones de supervi-
vencia univariadas entonces la funcion F definida en el teorema de Sklar para
funciones de supervivencia es un funcion de supervivencia con marginales Fy
Yy Fg.

Demostracién en el apéndice A.1

El teorema nos permite ampliar las copulas a las funciones de supervivencia
con marginales continuas y como se vié en la seccién anterior esta copula es
la asociada a la cépula C.

1.2.3. Teorema de Sklar para funciones de probabili-
dad LU y UL

En esta seccion se presenta el teorema de Sklar para funciones LU, y y se
termina de mostrar la relaciéon que existe entre las funciones asociadas a F
y las cépulas asociadas C. La demostracion del teorema se hace para el caso
continuo.

Teorema 1.5 (SKLAR para LU). Sea Fry(z1,x2) una funcion de probabili-
dad conjunta bivariada con marginales continuas Fy, F'y entonces existe una
copula C para x1,x5 € R

FLU(:vl,xz) = CLU(Fl(ZL‘l),FQ(xg)) (15)

St F1 y Fy son continuas, la copula es unica. En cualquier otro caso C estd de-
terminada de forma unica solo sobre RanF; x RanFs.

Conversamente si C' es una copula y Fy es una funcion de distribucion
univariada y Fy una funcién de supervivencia continua entonces la funcion
de probabilidad conjunta F definida en el teorema de Sklar para LU es un
funcion de probabilidad conjunta con marginales Fy y F.

Demostracion en el apéndice A.1

Con este teorema se amplian las copulas a las funciones de probabilidad LU
y UL, ambas demostraciones son andlogas. De la misma manera que C es
la cépula asociada a F. Se puede deducir que CLU = Cyr va que Frpy =
Fyp. Concluyendo que las funciones asociadas a F tienen una estructura de
dependencia que puede ser descrita por C.



Capitulo 1. Teoria de copulas 14

1.3. Limites Fréchet-Hoeffding

Es importante conocer los limites de las cépulas bivariadas ya que se pue-
den definir como un “limite en la dependencia” y a la vez acotan los valores
para las cépulas. Estos se muestran a continuacion.

Teorema 1.6. (Limites de Fréchet-Hoeffding) Considera la copula C(u) =
C'(uy,uq); entonces:

maz{u; +uy — 1,0} < C(u) < min{uy,us} V(ui,ug) € I?

Demostracion en el apéndice A.1

Estos limites son cotas naturales para cualquier cépula y en este caso (bi-
variado) ambos limites corresponden a una cépula de dependencia perfecta
(monoténica y contramonoténica). Los limites se pueden extender a una d-
copula para cualquier d > 3, en el caso multivariado el limite superior todavia
es una copula pero el limite inferior ya no lo es.

1.4. Dependencia

Como se menciono en los limites de Fréchet-Hoeffding existen dos tipos
de dependencia perfecta, estos son la dependencia monoténica y contramo-
notoénica y se definen de la siguiente forma.

Definicién 1.7. Dependencia monotonica. Las variables aleatorias X, Xs
se dice que tienen dependencia monotonica st su copula corresponde al limite
superior de Fréchet -Hoeffding C(uy,us) = M (uq,us) = min(uq, us)

Esta copula representa la dependencia entre dos variables aleatorias en donde
una es una funciéon no decreciente de la otra.

Definicién 1.8. Dependencia contramonotonica. Las variables aleatorias X, Xo
se dice que tienen dependencia contramonotonica si su copula corresponde al
limite inferior de Fréchet -Hoeffding C(uy,us) = W (uq, us) = maz{u +us —
1,0}

Esta copula representa la dependencia entre dos variables aleatorias en donde
una es una funcién decreciente de la otra.

Otra copula bivariada importante es la cépula II que corresponde a dos
variables aleatorias independientes (X7, Xs).

CXLXQ(ulyuZ) = H(Ul,UQ) = U1 * U2
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La forma gréfica que tienen estas tres cépulas bivariadas es la siguiente:

Figura 1.1: Dependencia perfecta e independencia

(a) Monotdnica (b) Contramonoténica

(¢) Cépula II (independiente)

En estos ejemplos se ilustran las copulas asociadas a la dependencia mo-
noténica y contramonotoénica (limites de Fréchet-Hoeffding).

Ejemplo 1.1. (Dependencia Contramonotdnica)Sea X una v.a. con funcion
de distribucion Fx(x) = P(X < x) continua. Encontrar la cépula correspon-
diente al vector aleatorio (X, —X).

Fx_x(z1,22) =P(X <1, —X < 19)
= ]P)(X S $1,X Z —1132)
= P(—IQ S X S l’1>

Para el calculo de la funcion se tiene que hacer por casos:
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r (2, 22) = 0 St — T9 > Iy
X=X 7 F (1) — Fx(—23) 80— 29 < 14

Para obtener la copula asociada se necesita tener la inversa de F_x (1) :

Fiy(e) = —Fi (1 - )

Por el corolario ( 1.1) se tiene que la cépula se puede expresar como en la
ecuacion ( 1.3) de la siguiente forma:

C(r1,12) = Fx _x(Fx (21), Fx (22))

Comenzando por el caso 1 > —x9

Fyx x(Fx (71), Fix(z9)) = Fx(Fx (21)) — Fx(=F x(2))
= a1 — Fx(Fy (1 —22))

:ZL'1—|—[L'2—1

Para obtener los limites se hacen las siguientes desigualdades evaluando = =
F{(uw) yy = F o (uz) con uy,us € 10, 1]:

\_/E%
/\I/\I/\
"ij"ij

@

Fx(x ( y)
Fx(Fx (w)) < Fx(—F o (u2))
u < Fx(Fy (1 —u2))
up <1 —uy
up +ug <1

El caso x > —y es analogo. Entonces se obtiene la copula:

0 st U1+U2S1
U1+U2—1 st U1+U221

CX7—X(U17 UQ) = {

Cx —x(uy,uz) = max(u; + ug — 1,0)

Ejemplo 1.2 (Dependencia Monotoénica). Sea X una v.a. con funcion de
distribucion Fx(x) = P(X < x). Encontrar la cdpula asociada al vector
aleatorio (X, X).
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Por el corolario ( 1.1) se tiene que la cépula se puede expresar como en la
ecuacion ( 1.3) se obtiene la distribucién conjunta evaluada en z = F (uq)
vy = F¥ (ug) con ug,us € [0,1].

Fx x(Fx (u1), Fx (ug)) = min(Fx (Fy (u1)), Fx (Fx (u2)))
= min(uy, ug)

Entonces se obtiene la copula:

Cx x(u1,us) = min(uy, us)

1.5. Transformaciones Monotonas

1.5.1. Transformaciones crecientes

Otro punto importante relacionado con las copulas asociadas son las copu-
las resultantes de transformaciones mondtonas, ya que si se le aplica estas
transformaciones a las variables aleatorias con cépula correspondiente C se
obtienen las cépulas asociadas.

Proposicion 1.5. Sea Xy y X5 variables aleatorias continuas con una copula
asociada Cx, x,. Y seanT1 yTy funciones estrictamente crecientes en RanX;
Y RanX, respectivamente, entonces Cr,(x,)1,(xs) = Ox1,x,- A1 Cx, x, €s in-
variante bajo transformaciones estrictamente crecientes de Xy y Xs.

Demostracion en el apéndice A.1

Se concluye que las copulas son invariantes cuando se aplican transformacio-
nes crecientes a las variables aleatorias, en el siguiente ejemplo se muestra
este hecho.
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Ejemplo 1.3 (Transformacién creciente). Sea X wuna v.a. con funcion de
distribucion Fx(x) = P(X < x). Encontrar la cépula asociada al vector
aleatorio (X,2X).

Fxox(z,y) =P(X <z,2X <y)

(XSaX§§

P
P

(X < min(z, g))
Y
= Fx(min(z, 5))

. Y
= mzn(FX(x),FX(§))

Por el corolario ( 1.1) se sabe que la cépula se puede expresar como en la
ecuacién ( 1.3)
La funcién inversa de F5 (x) es tal que:
Fix(z) = 2F% ()

se obtiene la distribucién conjunta evaluada en x = F§ (u1) y y = Fyy(ug)
con uy, us € [0, 1]

Fiox(Fi (). Fif (u2)) = min(Fx (g (), P (222
P (B3 (), Fie () = min(Fx (£ (), P (22

= min(ul, U2>
Entonces se obtiene la copula:

Cuy v, (U1, ug) = min(uy, ug)

1.5.2. Transformaciones decrecientes

Cuando se le aplican transformaciones decrecientes a las variables no se
mantiene la misma cépula pero si una copula asociada, la de supervivencia.
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Proposicion 1.6. Sea X, y X5 variables aleatorias continuas con una copula
asociada Cx, x,. Y sean 11 y T funciones decrecientes en RanX, y RanXo
respectivamente, entonces Cry(x,)1(x,) = 6X1,X2. Asi 5X1,X2 se convierte en
la copula de supervivencia para transformaciones estrictamente decrecientes
continuas de X1 y Xos.

Demostracién en el apéndice A.1

Se concluye que la cépula del vector aleatorio al que se le aplican las trans-
formaciones decrecientes es la copula de supervivencia asociada a la cépula
C del vector original.

1.5.3. Transformaciones combinadas

Proposicion 1.7. Sea X y Xo variables aleatorias continuas con una copu-
la asociada Cx, x,. Y sean 11 una funcién creciente y Ty una funcion de-
crecientes en RanX, Y RanX, respectivamente, entonces Cry(x,)m(x2)
CrLu,x:,x2)- Ast Cry,x,,x,) se convierte en la copula LU para una transfor-
macion creciente en X1 y una transformacion decreciente continua en X.

Demostracién en el apéndice A.1

Se concluye que la cépula del vector aleatorio al que se le aplica una transfor-
maciones creciente en la primera variable y una transformacion decreciente
en la segunda variable es la copula LU asociada a la copula C del vector
original. Por otro lado una transformaciones decreciente en la primera varia-
ble y una transformacién creciente en la segunda variable es la cépula LU
asociada a la cépula C.

A lo largo de este capitulo se demostraron los principales teoremas de
teoria de copulas, y se definieron las coépulas asociadas, ahora una vez que
se tiene la cépula de un vector aleatorio, el como puede esta medir la depen-
dencia entre variables se aborda en el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Medidas de dependencia y
concordancia

La dependencia entre variables aleatorias es uno de los principales objetos
de estudio de la teoria de probabilidad ya que se busca conocer la relacién
existente entre fendmenos, para este fin se han creado herramientas proba-
bilisticas que definen y catalogan las relaciones para que se puedan hacer
conclusiones de su interaccion. Una de las principales definiciones que sur-
gié y se sigue construyendo es la de medida de dependencia.

En su conjunto las medidas de dependencia tienen como objetivo el me-
dir de una manera definida si dos variables aleatorias estan relacionadas, con
los extremos de independencia y dependencia perfecta (monoténica o contra-
monotdnica). A continuacién se escriben las propiedades minimas deseables
para que una medida sea considerada de dependencia.

Definicién 2.1. Una medida numérica & de asociacion entre dos variables
aleatorias continuas X y Y cuya copula es C es una medida de la dependencia
si satisface las siguientes propiedades (se denota como dxy ):

1. § Estd definida para todo par de variables aleatorias continuas X y Y;

5X,Y = 5Y,X y
0<dxy <1,

Oxy =0 si y solo st X,Y son independientes.

Ox,y =1 siy sélo si X oY es una funcion estrictamente mondtona de
la otra;

6. Si o y B son funciones estrictamente mondtonas en RanX y RanY,
respectivamente, entonces dxy = 0a(x),8(Y)
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7. St {(Xn,Yn)} es una secuencia de variables aleatorias continuas con
copulas asociadas C,,, y C,, converge puntualmente a C, entonces

lim (S(men) = 5Cn = 5@
n—oo

En la siguiente seccién se definen las medidas de concordancia y depen-
dencia lineal, las cuales no cumplen algunos de estos supuestos. El punto 3,
en efecto no se cumple para las medidas que se muestran ya que para depen-
dencia contramonoténica dxy = —1 pero, es importante este punto porque
restringe que la medida de dependencia sea acotada. El punto 4 es importante
ya que permite que una medida de dependencia caraterice la independencia
y mida la dependencia de las variables. El punto 6 asegura que la medida de
dependencia es invariante ante cambios de escala (de la misma forma que lo
son las copulas) (Erdely, 2003) y el punto 7 no lo cumple la correlacién lineal.

Otra definicién importante y que se analiza mas a fondo con ayuda de las
copulas asociadas LU y UL es la dependencia positiva y no positiva.
Definicién 2.2. (Lehmann, 1966) Sea X y Y dos variables aleatorias. X y
Y tienen dependencia de cuadrante positiva si para todo (z,y) € R?,

PX <z,Y <y|] >PX < z|P[Y <y]

o de forma equivalente:

PX > xz,Y > y| > PX > z|P]Y > y]

y dependencia de cuadrante negativa si:

PX <z,Y > y] > PX <z|P[Y > y]

PX > 2,V <y > P[X > z]P[Y <y
Una forma de interpretar la definicion es a partir de las copulas asocia-
das, se dice que tienen dependencia positiva si la copula C o la cépula de
supervivencia son mayores a la cépula II (que denota independencia entre las

variables), y por lo tanto se le llama dependencia no positiva a la dependen-
cia donde las copulas LU o UL son mayores a la cépula II.

Esta definicién se puede extender a un caso multivariado. Se dice que tres
variables aleatorias X,Y y Z tienen dependencia de octante positiva si:

PX <z,Y <y, Z <z] >PX <z|PlY <y|P[Z < 7]

PX >z,Y >y, Z > z] > P[X > z]P]Y > y|P[Z > 7]
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y dependencia de octante no positiva si (sélo se colocan dos casos de los
seis posibles):

PIX >2Y <y, Z <2 2 P[X > 2Py <y|P[Z < /]
PX >zY >y, Z <z] >PX > z|PlY > y|P[Z < 7]

cabe destacar que la relaciéon entre las variables puede ser positiva y no
positiva simultaneamente.

Figura 2.1: Dependencia positiva y no positiva

08

1]

n‘n 0‘7 D‘l ns D‘E 1 “1
La medida de dependencia mas utilizada es la correlacion lineal o corre-
lacién de Pearson la cual se define a continuacién.
Definicién 2.3. Correlacion lineal. Sea X1, Xo variables aleatorias.

_ E[(X1—E[X1))(X2—E[X5])]
p(Xla X2) - \/Va,r(X1)Va"'(X2)

La medida de correlacion lineal tiene inconvenientes, algunos de estos son
que depende tanto de la distribucién conjunta como de las marginales (lo que
nos darfa distintos coeficientes para la misma cépula), la forma en que des-
cribe la dependencia entre las variables es de forma lineal y no es invariante
ante transformaciones crecientes, como las utilizadas en series financieras.

Un ejemplo de estos problemas es el siguiente
Ejemplo 2.1. Sea In(X;) ~ Norm(0,1), In(X3) ~ Norm(0,«) con 1 # «

Se tiene que X; y X5 no son del mismo tipo i.e. X; = aXs + b con a,b € R
por lo que el coeficiente de correlacién pp,q. < 1 del mismo modo X; y — X5
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no son del mismo tipo y ppin > —1.

Sea Z~Norm(0,1) entonces si X; y Xs fueran del mismo tipo deben cum-
plir (X1,X2)= (eZ,€°?) ¥ pmaz = p(eZ,e*?) y por el mismo argumento

Prmvin = p(€Z7 eiaz)'

Calculando analiticamente.

e“—1 _ e -1
(e—1)(e*—1) (e—1)(e~@—1)

pmam _

Pmin =

Figura 2.2: Correlacién lognormal

o | B Corelacién

——— Maxima

Minima
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00

-05

Este ejemplo muestra como la correlacién entre dos vectores con depen-
dencia monotdnica o contramonoténica pueden tener coeficientes de correla-
cién de Pearson muy bajos. Lo que nos permite decir que coeficientes bajos
en la correlacién de Pearson no implica dependencia débil entre las variables.

Existen otras medidas de dependencia que no tienen estas desventajas, las
dos més utilizadas son las medidas de concordancia (o medidas por rangos)
Tau de Kendall y Rho de Spearman. Estas medidas no tienen las desventajas
mencionadas de la correlacién lineal, ya que son invariantes ante transforma-
ciones no decrecientes, la dependencia medida no sélo es de forma lineal y
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que dependen unicamente de la copula correspondiente a las variables. A
continuacion se muestra como se definen.

2.1. Tau de Kendall

Definicién 2.4. 7 de Kendall, la version aplicada a una poblacion se define
como la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia.

T=TXyYy = P[(Xl — XQ)(}/I — YQ) > 0] — P[(Xl — XQ)()/l — }/2> < O]

Teorema 2.1. Sean (X1,Y1) y (Xo,Ys) vectores independientes de varia-
bles aleatorias continuas, con funcion de distribucion conjunta Hy, y Hs,
respectivamente, con marginales en comun F para X; y Xo y G para Yy
y Yy, Sean Cy y Cy las copulas de (X1,Y1) y (Xa,Ys) respectivamente con
Hi(z,y) = Ci(F(2), G(y)) y Ha(x,y) = Co(F(x), G(y)). Sea Q como se de-
notan las diferencias entre las probabilidades de concordancia y discordancia

d@ (leyl) Yy (X27}/2) Ze

Q = P[(Xy = X,) (Y1 = Y3) > 0] = P[(Xy — X5)(V1 — ¥2) < 0]

Entonces

Q= Q(C1,Cy) = 4f12 Co(u,v) dCy (u,v) — 1

Demostracion en el apéndice A.2

Esta medida de concordancia tiene una expresion definida para cada copula
en particular y por lo tanto su estimacién es sencilla cuando se conoce la
copula asociada a las variables aleatorias.

2.2. Rho de Spearman

Definicién 2.5. p de Spearman. Sean (X1,Y71), (X2, Ys) y (X35,Y3) tres vec-
tores independientes con funcion de distribucion conjunta H y marginales F
y G respectivamente. La version aplicada a una poblacion de la p de Spear-
man se define como la proporcion de la probabilidad de concordancia menos
la probabilidad de discordancia de los vectores aleatorios (X1,Y1) y (Xa,Y3)
los cuales tienen las mismas marginales pero la distribucion del primero es
H y la distribucion de (X,,Y3) es F(z)G(y) o se puede ver como Il ya que
hay independencia.
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pxy = 3(P[(X1 — Xa)(Yi — ¥) > 0] — PI(X; — X)(Yi — V5) < 0])

Teorema 2.2. Sea X y Y wvariables aleatorias continuas con la copula C.
Entonces la version popular de la p de Spearman de X y Y estd dada por:

pxy = pc =3Q(C,1I)
= 12/ wv dC(u,v) — 3
12

= 12/ C(u,v)dudv — 3
12

Demostracion en el apéndice A.2

De este teorema se obtiene la siguiente igualdad, ya que se sabe que C es la
funcién de distribucién del vector (F(X),G(Y)) y por la proposicién (1.3) se
sabe que F(X),G(Y) ~ Unif(0,1)

12 // wvdC(u,v) — 3 = 12E[uv] — 3
12

COU(U V)

B \/Var \/Var

B 00v< (X), GY >>
\/Var \/VarG

= p(F(X), G(Y))

2.3. Dependencia extrema

La dependencia puede tornarse inusual en las colas de las distribuciones
(los cuantiles extremos ya sean superiores o inferiores); por esta razén existen
medidas de dependencia que intentan determinar esta dependencia extrema
entre las variables.

Definicién 2.6. Sea X y X5 variables aleatorias con funciones de distribu-
cion Fy(x1) y Fo(z2). El coeficiente de dependencia extrema superior [Upper/
(A\v) es el limite (si existe) de la probabilidad condicional:
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Ao = lim P[X, > FS(t) | X) > F ()]

t—1—

De la misma forma se define el coeficiente de dependencia extrema infe-
rior [Lower]: (AL).

t—0t

y los coeficientes de dependencia extrema no positivas son los siquientes:
Ay = lim P[X, > Fy (1 —t) | X1 < FY (1)]
t—0+
Avp = lim P[X, < By (t) | Xy > Fy (1 —t)]
t—1-

St algun A > 0 se dice que hay dependencia extrema. Por otro lado si A\j, =
Av = Ay = Ay = 0 se dice que X1, Xo son asintoticamente independientes.

Teorema 2.3. (Nelsen 2006) Sea X1,Xs variables aleatorias con Fi(x1) y
Fy(z5) sus funciones de distribucion respectivas y Ay, A, Arv Y Aur los coe-

ficientes de dependencia. Sea C la copula de Xy y Xo. St existen los limites
entonces:

)\L = h'm —C(t7t)

t—0t+ t

1—-C(1—t,1—1)

)\U:2—t1_1')r51+ t
O, 1—1)
A =1- =
C(l1—tt
)\ULzl— lim M
t—0+ t

Demostracion en el apéndice A.2

Estos coeficientes de dependencia pueden escribirse en términos de las cépulas
asociadas simplemente sustituyendo la copula C en términos de las copulas
C,Cry,Cyr como se muestra a continuacion:

~

—1+C(1—t1-
o — lim EHETIHOA=t1=t) O

t—0+ t t—0+ t
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t—C(t, 1 -t Croylt,t
Ay = lim —( ’ ) = lim —LU( 1)
t—0+ t t—0t

t—C(1—t,t tt
Mg = lim 2 CE 8D gy, Corltt)
t—0+t t t—0+t

Esta forma de poder expresar a los coeficientes de dependencia extrema
permite ligar la dependencia extrema con las copulas asociadas a C. Otra
forma en que se pueden calcular los coeficientes de dependencia extrema si C
es diferenciable es en términos de sus derivadas. En ese caso las expresiones
para A\;, v Ay son las siguientes:

>\L = lim —C<t7t>
t—0t+ t
90
t—0t ot
. 0C(ur,up) 0t OC(uy,ug) dt
Ay = lim C(t’t)
t—0+ t
aC(t, )
a t—0t ot
L aca-t1-1)
=2+ tl—l>r(§l+ ot
, 8C(u17 UQ) 0l —t 6C(u1, Ug) 0l —t
=24+ 1
AT 0w o ow o
—9_ lim 8C(u1,U2) . 8C(u1,u2)
t—0+ ouq Ouy
oC(t,1)
-2 O 22

Estas expresiones son analogas en el caso de A\yp v A\ru.
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2.4. Funcién de dependencia extrema

En la parte del coeficiente de dependencia extrema se analizé el caso de
lo que ocurria si ambas variables aleatorias se acercaban a sus extremos a la
misma velocidad (en la diagonal de la c6pula) pero esto se puede generalizar.
. Qué ocurre cuando una variable tiende mas rapido a sus valores extremos?
la respuesta a esta pregunta se puede responder con una funcién que se define
de la siguiente forma.

Definicién 2.7. Sea F una funcion de distribucion conjunta y continua, con

su copula correspondiente C. Si el siguiente limite existe para todo wq,ws €
[0, 00)?:

. Cl(twy, tw

entonces la funcidn Ay : [0,00)* = R es llamada la funcidon de dependencia
extrema inferior asociada a F. De la misma forma la funcion de dependencia
extrema superior asociada a F es definida por.

~

. C(twy, tw
AU(wth) = tl_lgi —( ; 2)

st el limite existe.

Para el caso trivariado la funcién de dependencia extrema inferior de una
funcién de distribucion trivariada F con copula asociada C es:

C(twy, tws, t
AL(wlaw%w?;):tl_i)%}r (’wl tU)Q U)3)

Se puede reescribir la funcién de de dependencia extrema inferior correspon-
diente a F como:
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, Cl(twy, tw
— lim GC(twl,twg)
t—0t ot
, 8C(u1, UQ> 8w1t 8C(u1, UQ) 8w2t
=1
t—lg}r ouq ot + Ouy ot
Y aC(Ul,Ug) 80(U1,U2)
- lig gt S 23
t—

Y se puede reescribir la funcién de dependencia extrema superior corres-
pondiente a F' como:

~

. Cl(twy, tw
Ap(wr,wp) = lim Ot fwy) ; 2
, 8(w1t+w2t—1+0(1—tw1,1 —twg))
= lim
t—0+ ot
1-— 1—
1 4wy 4 T 0C (1 — twy, twy)
t—0+ ot
1—tw,1 -1
=w; + wy + lim oC( W, ws)
t—0t+ ot
8C(u1, UQ) 8(1 — wlt)
= i
Wit A T at
1 00(’&1, UQ) 8(1 — ’wgt)
8UQ 875
oC
=w; + wy + lim —w1M
t—0+ 8’&1
3C(u1, UQ)
Qe 2T 2.5
w2 8u2 ( )

t—0
— lim woP[ X1 < F (1 —wit) | Xo = Fy (1 — wat)] (2.6)
t—0
t—0+

t—0t

Y por la proposicién (1.4) las igualdades (2.4) y (2.6) son ciertas. Al igual
que los coeficientes de dependencia extrema LU y UL existen las funciones
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de dependencia extrema LU y UL y son definidas como:

, Cry(twy, tw
Ary (wy, ws) :t%&M

. Cyp(twy, tws)
Ayp(wy,wy) = lim ————==
t—0t+
La funcién de dependencia extrema inferior y superior tienen una relacién
con la funcién de distribucién conjunta F con marginales F}, F5 y la copula
correspondiente C y se puede expresar de la siguiente forma:

. Cl(twy, tw
. PlU < twy, Us < tws
= lim
t—0t t
~ lim P[F1(Xy) < twy, Fa(Xy) <ty
t—0t t
1 ]P[Xl S Ff(twl),Xg S Ff(twg)]
= lim
t—0+ t

Para la funcién de dependencia extrema superior la relacion es la siguien-
te:
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-~

. Cl(twy, tw
Ap (wy, ws) :t1_1>r(?+ %
, tw1+tw2—1+0(1—tw1,1—twg)
= lim
t—0+ t
, tw1+tw2—1+C(1—tw1,1—tw2)
= lim w,
t—0+ two
, twy 4 twy + P[U; <1 —twy, Uy <1 —tws] — 1
= lim w,
t—0+ P[UQ < ’wgt]
, PlU; < twy] + P[U; < tws)]
= lim wy|
t—0t+ ]P[UQ < twg]
+ P[Fl(Xl) S 1— t’l,Ul,F2<X2) S 1-— t’l,Ug] — 1]
]P[UQ S t’LUg]
, twy + twy + P[U; <1 —twy, Uy <1 —tws] — 1
= lim w,
t—0+ P[UQ < wgt]
, PlU; < twq] + P[Uy < tws)]
= lim wy]
t—0+ ]P)[]_ —U; < twg]
P[Fl(Xl) S 1— twl,Fg(Xg) S 1-— t’wg] — ].]
P[l - UQ S tUJQ]
, ]P)[F1<X1> >1-— twl,FQ(Xg) >1— t’wg]
= lim w,
t—0t+ IP[FQ(XQ) >1-— t/IUQ]
— lm w2P[F1(X1) >1-— twl,FQ(Xg) >1— twg]
t—0+ two
I P[Xl > Ff(l — t’wl),Xg > F;(]_ — twg)]
= 111m
t—0+ t

Los coeficientes de correlacion se pueden escribir en términos de la funcion
de de dependencia extrema superior, inferior, LU y UL respectivamente si
son evaluadas en (1,1).

AL(1,1) = Tim S02)

t—0+ t

:)\L
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, au,u
A1, 1) = Jim S
=\

o Cry(u,u

Arp(1,1) = lim LU(; 2
= ALv

., Curp(ug,u

AUL(lal):tE%—UL(tl 2

= \uL

Estas funciones de dependencia extrema no positiva tienen una propiedad
muy util en el caso de las copulas Arquimedianas la cual se muestra en la
seccion de cépulas Arquimedianas.

Las principales propiedades de A son las siguientes:

Teorema 2.4. (Schmidt y Stadmiiller, 2005) Si las funciones limite Ay (wy, ws)
y Ap(wy,ws), para (wy,ws), (W), wh) € R existen, tienen las siguientes pro-
piedades:

(i) éU(wl,O) = Ar(0,wy) = Ap(wq,0) = Ay(0,ws) = 0 para toda wy, wy €
RJH Y AU<w17OO) = AL(whoo) =wr Yy AU<OO7w2) = AL(OO7w2) = Wa
para toda wy,wy € Ry

(ZZ) (Homogene'idad) AU<hw1,hw2) = hAU(U}l,U)Q) Yy AL(hwl,hwg) =
hAL(wy,ws) para toda h > 0 y wy, wy € Ry

(111) Ay (wy,wa) y Ap(wy,ws) son no decrecientes y Lipschitz continuas.

(v) Ay(wy,we) y AL(wy,wa) son no 0 en todas partes si no desaparece en un
sdlo punto (wy,ws) € R2. Por lo tanto Ay (wy, we) = 0(AL (w1, ws) = 0)
para toda (wy,wy) € Ri en el caso de independencia extrema superior
(inferior).

(v) (Uniformidad) los limite para Ay(wy,ws) y Ap(wi,we) son unifor-
mes para (wy,ws) € R
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Demostracion en el apéndice A.2

Las siguientes propiedades las tiene la funciéon de dependencia extrema infe-
rior sin embargo existen las propiedades andlogas para la funciéon de depen-
dencia extrema superior.

E‘eorema 2.5. (Schmidt y Stadmiiller, 2005) Si existe la funcion A(wy, wsy), (W], w)) €

R la funcion de dependencia extrema inferior entonces para toda (wy, ws), (wi, wy) €

=2 . o .
R. tal que wy < wi, we < wy tiene las siguientes propiedades.

(1) (Limites Fréchet-Hoeffding) 0 < A(wy,wy) < min{wy, wy}
(i1) Paraa,b > 0:min{a,b}A(wy,ws) < Alawy, bws) < maz{a,b}A(wy,ws)
(ii1) (2-creciente) A(w),w)) — A(w}, we) — Alwy, wh) + Al(wy,wy) >0
(iv) (monotonia estricta) Para A # 0 : A(wy,ws) < A(w),wh) si wy; <
Wiy we < wh
(v) Si A existe para (wy,w2) € RE con wi + w3 = 1 entonces existe en

todas partes sobre Ri

Demostracién en el apéndice A.2

La dependencia extrema entre las variables no se puede describir de forma
completa sélo con un coeficiente por lo que la funcién de depedencia extrema
nos da un vistazo mucho mas profundo de cémo es la dependencia.

Con el estudio de las medidas de dependencia y de dependencia extrema
y teoria de cépulas, se obtuvieron expresiones en términos de la cépula de
las variables aleatorias, lo que permite una estimacion sencilla con ayuda de
las familias paramétricas y las copulas empiricas, como se ve en los capitulos
siguientes.



Capitulo 3

Modelos paramétricos

Al igual que en las funciones de distribucién conjunta, existen modelos
paramétricos de cépulas que facilitan el ajuste de un modelo de dependencia
siempre que se tenga informacion de la naturaleza de los datos, ya que cada
una de las familias cuenta con propiedades ttiles y formas especificas para la
dependencia extrema. En este capitulo se estudian dos familias paramétricas
y el modelo D de las copulas en vinas.

3.1. Coépulas elipticas

Una familia de copulas muy utilizada es la familia de Copulas elipticas,
las cuales provienen de la estructura de dependencia de las funciones de dis-
tribucion elipticas, tales como la distribuciéon normal y t-student. Para poder
entender estas copulas primeramente se debe definir que es una distribucién
eliptica.

Definicién 3.1. El vector X = (X1, Xs) tiene una distribucion eliptica bi-
variada denotada como X ~ El(pu,3,1), si para todo x = (x1,x2) la funcion
caracteristica tiene la forma:

p(3x; 1, 2) = exp(ix' 1)y GX’EX)

Con 1 un vector, ¥ = (045)1<ij<2 una matriz simétrica definida positiva y 1
una funcion llamada el generador caracteristico.

Definicién 3.2. Sea X ~ El(u,X,v) si su densidad existe esta se escribe
de la siguiente forma:
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() = g |06 WS (x p)

VIZI

para alguna funcion g llamada generador de densidad. La condicion

/Ooog(x)dx < 00

garantiza que g sea un generador de densidad bivariado. La constante que
normaliza K se puede expresar como:

Las copulas elipticas al ser la estructura de dependencia de funciones de dis-
tribucion elipticas tienen propiedades de estas, las cuales son muy utilizadas,
como la simetria.

Definicién 3.3. Sean X, X, variables aleatorias y x1, xs un punto sobre R2.
Se dice que (X1, Xs) son radialmente simétricos sobre xy, o si la distribucion

conjunta (X —a,Y —b) < (a—X,b-Y).

Y se dice que (X1, X3) son conjuntamente simétricas sobre xq,xs si la
distribucion conjunta (X — a,Y — b) £ (a—X,b-Y) < (a —X,Y =) <

(X —a,b-Y)

Observaciéon 3.1. Sea F una funcion de distribucion conjunta eliptica bi-
variada estandarizada (i.e. tiene media 0 y con matriz de correlaciones ¥ =

<; ?)) con funcion de densidad f, entonces:

fp<x17x2> = fp(_xlv —Ty) = ffp(—$1>$2) = ffp(mla —T3)
Demostracién en el apéndice A.3

La simetria nos permite poder hacer una relacién entre las copulas asociadas
y las respectivas medidas de dependencia.
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Observacion 3.2. Sea F una funcion de distribucion eliptica univariada
estandarizada con funcion de densidad f, entonces esta se puede escribir de

la siguiente forma: fx(x) = \/%g(g(xTzz))

Este resultado nos permite llegar a un resultado similar al resultado (3.1)
pero para funciones univariadas la cual es que para toda x.

f(x) = f(=x)

Y establecer la siguiente igualdad:

PIX < 2] = /f dx_/f P[X > —z]

F(z)=1- F(-x) (3.1)

Ya que en el caso de las funciones elipticas la funcién de distribucion es
continua la relacién de simetria respecto a infimos es la siguiente:

inf{z: F(z) >u} =—sup{r:1— F(—x) >u} = —sup{z: F(—z) <1—u}
esto se puede ver como:
—inf{z: F(—2) > 1—u} (3.2)

Observacién 3.3. Sea F un funcion de distribucion eliptica univariada y

U~ Unif(0,1), entonces F(U) =—F(1—-U)

Demostracion en el apéndice A.3

Sea F una funcién de distribucién eliptica bivariada, con funcién de densidad
f, con marginales elipticas F7 y F5 y con C su copula correspondiente. Por el
corolario (1.1) del teorema de Sklar se obtiene:

Cluy,ug) = F(F{ (ur), Fy ' (ug))
P~ (u1) F3 (uz)
= / /f(x)dx (3.3)

—00 —00
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Sea (' la cépula de supervivencia asociada entonces se obtiene:

Clur,up) =P[1 — Uy < up,1— Uy < g
:P[Ul > 1—u1,U2 > 1—U2]

- [ [ e

1u1 1u2

- [ [

F(1=u1)F5 (1—u2)

- / / f(x (3.5)

—Ff (u1)—F5~

- / s F]f (3.6)

la igualdad ( 3.5) surge del resultado ( 3.3) y la igualdad (3.6) es cierta por
los resultados ( 3.1) y (3.2). Con estas dos cépulas obtenidas se observa:

T (u1) Fs (u2)

o= [ i

= C(Ul, UQ)

notando que la copula y la cépula de supervivencia para las funciones de
distribucién elipticas son la misma, por esto se llega a la conclusién de que
las cépulas elipticas son simétricas.

Esta relacion para las copulas elipticas bivariadas es la siguiente:

Cp(u17u2) = ap(ulau2) = CLU,fp(ula U2) = CUL,fp(ula Uz)

Los copulas elipticas mas importantes son la cépula Gaussiana y la cépula
t-student las cuales se analizan a continuacion.

3.1.1. Copula Gaussiana y t-student

Estas dos copulas son conocidas como cépulas implicitas ya que no tie-
nen una forma cerrada sencilla por lo que no se pueden expresar de forma
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explicita para casos particulares ademas son muy utilizadas en la practica.

La cépula gaussiana se define de la siguiente forma, sea Y ~ Na(u, )
donde N, denota una funcion normal bivariada. La cépula asociada a Y se
dice que es una copula gaussiana, al aplicar la transformacién para estanda-
rizar las marginales, se aplican transformaciones estrictamente crecientes por
lo que la cépula resultante es la misma para el vector X ~ Ny(0, P) donde
P = p(X) es la matriz de correlacién de Y y por (1.1) se tiene

CEur,uz) = @p(¢* (ur), ¢ (uz))

La forma de esta cépula estaria dada por la expresiéon ( 3.3) y serfa:

¢ (u1)d* (u2)

2 2
—(x] — 2
L R (21 — 2px179 + 73) Jx
2 (1 — p*)!/2 2(1-p?)
—0o0 —00

Esta expresion no es sencilla de calcular por lo que su simulacion y ajuste se
hacen directamente de la expresion dada por el corolario (1.1). Graficamente
tiene la siguiente forma:

Figura 3.1: Graficas de la cépula Gaussiana con parametro p = .5

Funcién de densidad

De la misma forma la cépula t-student al ser eliptica toma la forma
Cy p(ur, uz) =ty p(ty (ur), £ (uz))

donde t, p es la funcién de distribucién conjunta del vector X ~ t5(v,0, P)
donde P es la matriz de correlaciones y v son los grados de libertad.

Graficamente tiene la siguiente forma:
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Figura 3.2: Graficas de la cépula t-student con pardmetros P=.5yv =5

Funcidn de densidad

Para el calculo de los coeficientes de dependencia extrema para ambas
funciones se calculan primero las funciones de dependencia extrema las cua-
les son las siguiente:

Sea (Xl,XQ) = (QZS(_(UI),Q#_(UQ)) con U17U2 ~ Umf(O, ].) tal que (Xl,XQ)
tienen una distribucién normal bivariada con marginales estandarizadas y
correlacién p, se desarrolla la funcién de dependencia A\; dada por la expre-
sién ( 2.4)

AL(wl, UJQ) :tl_l/)%%r U)QP[Ul S w1t|U2 = wgt] + ’Ujl]P)[UQ S w2t|U1 = wlt]

t—0t

+ lim wllP’[ng(Xg) S w2t|¢(X1) = wlt]

t—0t+

= lim wsP[X; < ¢* (wyt)| Xo = 6 (wat)]

t—0t

+ lim w1 P[Xs < o7 (wat)| Xy = ¢ (wnt)]
t—0+
Se utiliza el hecho que (X;| Xy = x) ~ N(pz, 1—p?) y que la cépula Gaussiana

es diferenciable. Entonces desarrollando la expresion anterior, si se le llama
A =1imy 0+ P[X; < ¢ (w1t)| Xo = ¢ (wat)] se tiene:
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A= tli%}" ]P)[Xl S ¢<_(w1t)]X2 = ¢<_(w2t)]
~ tm ]P’[Xl — p¢* (wit) < ¢ (wat) — po* (wit)

t—0+ /1 — p2 - /1 — p2

¢ (wat) — pp (wit)

| Xo = ¢ (wat)]

= i
Jim o T )
-
R P2 — ¢ (wit
= lim ¢(¢* (wit) T )
& (wat)

ya que en el limite =1 al ser ¢ de variacién lenta se obtienen la

= ¢ (wit)
funcién

lim, o+ ¢ (w1t) Y=2)

cuando ¢t — 0T se obtiene (abusando de la notacién) ¢(—oo \/1%) = 0 por
lo tanto Ap(wy,ws) = wy -0+ wy - 0 = 0 para todo (wi,wy) € [0,00)% en
particular (1,1) con lo que Ay = 0 y dado que es una cépula eliptica (que
son simétricas) se obtiene que Ay, = Ay, = Avr,—, = 0 esto motiva a
decir que la cépula Gaussiana es asintoticamente independiente en valores
extremos. La siguiente grafica es una simulacién que ilustra este hecho.

Figura 3.3: cépula Gaussiana p = .8

Para el caso de los coeficientes de dependencia extrema en la copula t-
student debido a que es diferenciable se procede de forma muy similar que
en el caso de la copula Gaussiana.
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Sea (X1, Xa) = (t5(Uy),t5(Us)) con Uy, Us ~ Unif(0,1) tal que (X7, Xs) ~
to(v,0, P) es una distribucién t-student bivariada con marginales t-student
con v grados de libertad y matriz de correlaciones P con el elemento p fuera
de la diagonal, se desarrolla el coeficiente de dependencia A; y Ay de esta
forma se obtiene:

AL(wl,wz) :tl—i}g}* ’LUQIP[Ul S w1t|U2 = wgt] + wﬂP’[UQ S ’LUQt|U1 = wlt]

= lim wQ}P’[tU(Xl) S wlt\tv(Xg) = th]

t—0+

+ lim wﬂP’[tv(Xg) S wgt‘tU<X1) = wlt]

t—0t+

= lim woP[X, < £ (wit)| X = £ (wst)]

t—0t

t—0t

Se utiliza el hecho que X; condicionado a Xy = x y cumple que

(v+1 ) Xip—pz

vta? \/@ v+l

Y utilizando la notacion A = lim; o+ P[X; < 5 (wnt)| Xy = t5 (wat)] se
tiene:

v+l )1/2X1 — ptyy (wst)
v+ (t5 (wat))? V1= p?
v+ 1 t (wnt) — pté (wat)

= v+ (t?(wgt))Q) /1T— p2

A=lim P

t—0t

| Xy = tl_(wﬂ)]

=lim ¢ ( vtl )1/2 ts (wit) — pt (wot)
t—0+ v+1 v+ t;)_(wgt)Q = p2
o (wit)
= lim t,41 | ( vtl )1/2 t(wat) P
t—0+ —tve(;’)zt)Q +1 1 — p2

Se sabe que para valores pequenos de t (ya que se aproxima a 0) la funcién
t;}_<w1t) . U)Q%

cuantil es negativa y tomando en cuenta el hecho que lim =
t—0t tﬁ(wgt) w1
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Por lo tanto cuando t — 0" se obtiene que:

o1 —p
lfm PLX; < ¢ (wit)| Xy = £ (wst)] = o1 (— =~
tirgi (X1 (w1t)| Xo = t; (wat)] 1 ( 0+1,/1—p2

)

’u)2l

e
=t (Vo F T2
V1= p?
Por lo que la funciéon de dependencia extrema positiva es
wo + wy =

Py 4 w . TP
Ay (wr, we) = waty1 (—Vv + 1\/1——7[)2> + wityp1 (—Vo + 1\/21——7p)

Ya que es una copula eliptica es simétrica y la funcién de dependencia ex-
trema para la cépula de supervwen(na asociada es la mlsma por lo tanto

Ay = AL = wotyy1(— v—l—lm) + wityp 1 (—vV/v+ 1 \/—) Y para el

caso de las funciones de Ay y Apy se tienen que es

w2 1 w1 1
rw TP T wg TP

ALU = AUL = wgtv+1(— v+ ]_1—> + wltv+1(— v+ 1—)

V1= p? V1= p?

Para obtener los coeficientes de dependencia extrema para cada caso es sufi-

ciente con evaluar estas funciones en el (1,1) lo que da como resultado

1—
/\L = AU = 2tU+1(—\/U + 1\/1:p2))
—p
1+
ALy = Avr = 2ty (—VU + 1\/1:%))
P
Estos coeficientes se estiman mas adelante en el caso practico. La siguiente
grafica es una simulacién que ilustra esta cépula.

Figura 3.4: cépula t-student p = .5 y v=2.5
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Cabe senalar que en caso de que las marginales t-student no tengan los
mismos grados de libertad aunque seguira siendo una copula t-student, ya
que por el teorema de Sklar las marginales son separadas de la funcién de
dependencia, las funciones de dependencia extrema no serian simétricas.

3.2. Familias Arquimedianas

Copulas Arquimedianas

Un tipo de cépulas paramétricas son las copulas Arquimedianas, estas
copulas son definidas a partir de su construccion la cual debe ser por una
funcién generadora la cual se define a continuacion.

Definicién 3.4 (Funcién generadora). Sea ¢ una funcion continua y estric-
tamente decreciente de I a [0,00] tal que ¢(1) = 0. La pseudo-inversa de ¢
es la funcion o= con Dompl=1 = [0, 00] y el Ranp!=" =1 dada por:

- :
1y JeT() st 0<t<
P { 0 si ¢0)<t

NS

0)

notese que gp[_” es una funcion continua no creciente sobre [0, 00| y estric-
tamente decreciente sobre [0, l=1(0)] ademds =" (p(t)) = u sobre I y

» t s 0<t<p0
ol ](t)):{¢(0) si g0<o>§t2(o)o

¢ es llamado un generador estricto cuando ¢(0) = co. Se debe notar que si
¢ es un generador estricto entonces o™ = = A partir de esta funcién se
demuestra bajo que condiciones las funciones de la forma o= (o (u) + ¢ (v))
son copula.

Lema 3.1. Sea ¢ una funcion continua y estrictamente decreciente de I a
[0,00] tal que p(1) = 0 y sea @™V su pseudo-inversa (definida anteriormen-
te). Sea C una funcién definida de 1* a 1 dada por:

C(u,v) = ¢! (p(u) + ¢(v)) (3.7)

entonces C satisface ([1]) de la definicion ( 1.4) de copula .
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Demostracion en el apéndice A.3

Con el siguiente lema se obtienen las condiciones suficientes y necesarias para
que C sea 2-creciente.

Lema 3.2. Sea @, o= y C tal que satisface las hipdtesis del lema anterior
entonces C de la forma ( 3.7) es 2-creciente si y sdlo si para toda v en I para
toda uy < usg,

C(ug,v) — C(ug,v) < ug — uy (3.8)

Demostraciéon en el apéndice A.3

Con estos lemas se tienen lo suficiente para demostrar el teorema de las
copulas Arquimedianas.

Definicién 3.5. Una funcion real f definida en un intervalo se llama funcion
convezxa si estd definida sobre un conjunto convexo A y para cualesquiera dos
puntos z,y € A y para cada t € [0,1] se cumple que:

fltz + (1 =t)y) < tf(x)(L—1)f(y)
Teorema 3.1. Sea ¢ una funcion continua y estrictamente decreciente de
I a [0,00] tal que p(1) = 0 y sea =Y su pseudo-inversa. C una funcién
definida de 1? a 1 dada por C(u,v) = o= (p(u) + ¢(v)) es una copula si y
solo si @ es una funcion convexa.

Demostracion en el apéndice A.3

Las cépulas de la forma C(u,v) = o= (p(u) + ¢(v)) son llamadas cépulas
Arquimedianas. Este tipo de cépulas paramétricas tienen familias entre ellas
las cépulas Gumbel, Clayton y Frank las cuales son utilizadas para modelar
datos financieros y calcular sus funciones y coeficientes de dependencia extre-
ma, las cuales se analizan en la siguiente secciéon. Una propiedad importante
de las copulas Arquimedianas es la siguiente

Proposicion 3.1. Sea C una copula Arquimediana con ¢ estricto y diferen-
ciable. Entonces si la funcion de dependencia extrema correspondiente Apy
o Ay, existe es igual a 0.

Demostraciéon en el apéndice A.3

Esta propiedad es importante ya que las siguientes cépulas tienen familia
generadora estricta y diferenciable por lo tanto su Ay = Ay = 0. A conti-
nuacién se estudian tres de las cépulas Arquimedianas mas utilizadas.
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3.2.1. Coépula Gumbel

La cépula bivariada Gumbel:

Co(u, up) = exp{—((—In(u1))’ + (—ln(uz))®)"/*

con ug,ug € [0,1] y 1 <60 < o0
Por lo tanto se puede deducir que su familia generadora es @y(t) = (—In(t))’
y graficamente tiene la siguiente forma:

Figura 3.5: Graficas de la copula Gumbel con pardmetro 6 = 2

Funcion de densidad
Funcion de distribucién

p—— —
|

10+
|

B

Es conocida como una cépula de dependencia extrema superior, para # = 1
representa la copula de independencia y cuando § — oo es la copula mo-
notoénica por lo que se dice que interpola entre estas dos copulas.

Para obtener el coeficiente de dependencia de extrema superior para la
cépula Gumbel se calcula la funcion de dependencia extrema superior y de-
bido a que es diferenciable se puede escribir de la forma (2.3):

AU = W1 + W9 — h'm w1 aC(UbUQ) + W2 aC(ul’U2)
t—0+ ouy Ougy

se obtiene la parcial de C respecto a u;:
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OC (w1, uz) _ exp{—((=In(w)) + (~In(uy))”)7}

aul Bul
= eap{—((~In(w))’ + (~In(u2))")?}
()’ + (<)) 9%

- C(ul,uz)uil[l * (ln(ul)

In(1 — wst
Se sabe que lim M - y evaluando en limite se obtiene :
t—otIn(l —wit)  wy

9
lfm M:C(1’1).1.[1+%
t—0+ ouy w1

= (wf + )l

1-6
} 9

por lo tanto:

Ay = wi 4wy — (wy - (w? +wd) sl +wy - (w? + wd)s wd ™)

1_
= wy +wy — ((w] +wh) - (w] +wh)s™")
_ 0 0y
—w1+w2—(w1—|—w2)9

Por otra parte para el caso de A\p, se evaliia en C(t,t) directamente, la expre-
sion obtenida es :

Ot 1) = exp{—((~In(t))’ + (~In(t))")7}
= exp{—((~2In(t))?)7}

28
=1

evaluando en el limite .

lim ¢** =0

t—0t+
lo que dice que A, = 0 por el teorema (2.4) la propiedad (iv) se tiene que
AL =0.
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Y por el teorema (3.1) se sabe que las funciones Ay = Ay = 0 enton-
ces los coeficientes Ay = Ay = 0 y sélo tiene coeficiente de dependencia
extrema superior. La siguiente gréafica es una simulacién de la cépula Gumbel.

Figura 3.6: cépula Gumbel 6 =7

3.2.2. Copula Clayton

La cépula bivariada Clayton es la siguiente:

Co(ur, ug) = maz{(uy? + uy® — 1)*%, 0}

con uy,us € [0,1] y 0 € [—-1,00) \ {0}

(-

Por lo tanto se puede deducir que su familia generadora es @y(t) = %

1) y graficamente tiene la siguiente forma:

Figura 3.7: Gréficas de la copula Clayton con parametro 6 = 2

Funcion de distribucién Funcién de densidad

Es conocida como una cépula de dependencia extrema inferior y cuando
0 = —1 es la copula contramonoténica, con # — 0 es la copula independiente
y con 6 — oo es la copula monotdnica.
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Para obtener el coeficiente de dependencia extrema inferior de la copula
Clayton se calcula la funcion de dependencia extrema inferior :

C(wnt, wat
A = lim Zlatwet)
t—0+ t

sustituyendo directamente se obtiene:

C(wit, wst
Ap = i Glatwel)
t—0+t t

~ Jim %max{((wlt)_e + (wat)~ — 1)7%,0}

t—0t+

= lim maz{((w1) ™ + (wy) ™% — )77,0}

= maz{((w,) ™’ + (IUQ)_G)_%v 0}
= ((w) ™+ (w2) )5

para obtener Ay se calcula la derivada de C respecto a u; y se obtiene:

0Cy(uy, us) N B 1
e il (IR TRl Ve
-1, _ —1-6 g
_7(U19+U2G_1) ? (_6u10 1)
U2\ _p g\ =1=0
e 1 _ —
1+ ()7 - )

de esta forma se obtiene:

8C(u1, UQ) GC(ul, UQ)
2

Ay =w; + wy + lim — —
v T e YT by T g
1—w2t —1-6
= — I 1 (1 —wt)?) e
wy + wy — lm i ( +(1—w1t) (1 —wit)’)

-1 1 P — (1 — t 6
t—1>rgl+w2( +<1—w2t) ( Wa ) )
=wy +wy — (wn (L4 ()7 = 1) 70 fwp(1+ (1) —1%)77)
—1-0 —1-9

=w; +wy — (wi (1) +wy(l)" 7 )
=wi + wg — (w1 +w2)

=0
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Y por el teorema (3.1) se tiene que las funciones Ay = Ay = 0 entonces
los coeficientes A\ = Ayr = 0 y al contrario que la cépula Gumbel sélo
tiene coeficiente de dependencia extrema inferior. La siguiente grafica es una
simulacion de la cépula Clayton.

Figura 3.8: cépula Clayton 6 =7

3.2.3. Cobpula Frank

La copula bivariada Frank :

Cg(ul, u2) = _%ln (1 4 (6:L’p<—u1¢9) - 1)(6:L‘p(—u29) — 1))

exp(—6) —1

con uy,uz € [0,1] y 0 € R

Por lo tanto se puede deducir que su familia generadora es @y(t) = —In (ee__g;:f)

y graficamente tiene la siguiente forma:

Figura 3.9: Graficas de la cépula Frank con parametro 6 = 2

Esta copula concentra las probabilidades en la dependencia superior y en la
dependencia inferior pero no en valores extremos. Se calculan las funciones
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de dependencia.

Se desarrollan las expresiones (2.3) y (2.5). Se comienza calculando las par-
ciales.

La parcial respecto a u;

L (exp(—u16)—1)(exp(—uz0)—1)
3C(u1, UQ) . d - gln <]' + 1exp(70)71 : )

8”1 0u1
exp(—u20)—1
1 %(—Gel‘p(—ulﬁ))
T 70 4 (capCw0) -1 (eap(—uz0)=1)
1+ exp(—0)—1

exp(—u260)—1
( ei;ﬁ)(—;)ll )e:vp(—ule))

exp(—0)—1+(exp(—u10)—1)(exp(—u26)—1)
exp(—0)—1

_ (exp(—uqf) — 1)exp(—uq0))
exp(—0) — 1+ (exp(—u10) — 1)(exp(—uzb) — 1)
(exp(—us0) — Deap(—u0))
exp(—0) + (exp(—u16 — ugf) — exp(—uqf) — exp(—u10)
_ (exp(—ugf) — 1)exp(—uq0))
exp(—0) + exp(—u 6 — uzb) — exp(—uqf) — exp(—u )

De la misma manera:

0C (uy, usg) _ (exp(—u10) — 1)exp(—uq))
Ouy exp(—0) + exp(—ug0 — u10) — exp(—u16) — exp(—uqb)

Por tanto se tiene:

. 0C(up,ug) 0t  OC(uy,uy) Ot

Ap = tl—lf(])qr duy ot * Ous ot

~ lm w (exp(—woth) — 1)exp(—with))

=0t exp(—0) + exp(—with — wath) — exp(—w1th) — exp(—wqth)
(exp(—wqtd) — 1)exp(—wqth))

2 eap(—0) + exp(—with — woth) — exp(—w,t0) — exp(—w,th)
—w 1-1)-1 w (1-1)-1

Yeap(—0) — 1 eap(—0) — 1
=0

+w
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Por otra parte:

., 0C(1—wuy, 1 —u)0t  OC(1—wuy,1—uy) 0t
R TR e, Ot
(exp(—0) — 1)exp(-0))
exp(—0) + exp(—0 — w0) — exp(—0) — exp(—0)
w (ezp(=0) — Deap(—0))
?eap(—0) + exp(—0 — 0) — exp(—0) — exp(—0)
— Wy g — (exp(—20) — exp(—0)) 0 (exp(—20) — exp(—0))
exp(—0 — 0) — exp(—0) exp(—0 — 0) — exp(—0)
= wy + we — (wy + wo)
=0

=w1+w2—w1

Y por el teorema (3.1) se concluyé que las funciones Ay = Ay = 0 entonces
todas las funciones de dependencia extrema son identicamente 0, por lo tanto
todos los coeficientes de dependencia extrema son 0. La siguiente gréafica es
una simulacién de la copula Frank.

Figura 3.10: copula Frank 6 =7
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3.3. Coépulas en vina modelo D

Hasta este punto sélo se ha abordado el caso bivariado pero por el teo-
rema (1.3) se tiene que las cépulas son una estructura de dependencia para
vectores aleatorios de dimensién d. Para el caso de tres variables (el caso
que se aborda es el de D-vina) tiene la siguiente estructura de mezcla entre
funciones de distribucion condicionales.

Figura 3.11: D-copula trivariada

Sean X, Xs, X3 variables aleatorias con Cj; la cépula correspondiente al
vector (X, X;),F;); la funcién de distribucién condicional del vector (X;]X;).

€2

F(x1,29,23) = /013(F1|2(1’1|y2)7 Fyp(x3ly2)) Fa(dyz) (3.9)

—00

En caso de existir la funcién de densidad para el caso trivariado esta se
puede escribir de la siguiente manera con f funciéon de densidad del vector
(Xla XQ; X3)

f(x1, 29, 23) =1 32(F(71]22), F(23]72))C12(F1 (1), Fo(22))
ca3(Fa(72), F3(w3)) f (1) f(22) f(3) (3.10)
Para el caso de 4 variables anadiendo la notacién Fj; a la funcién de distri-

bucion conjunta de las variables X, X; y Fy;; de la funcién de distribucién
de Xi|X;, X;, la estructura es de la siguiente forma:
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T2 X3

F(I1,$27$3,I4) = //014(F1|23(x1|y2,y3),F4|23(x4|y2,y3))F23(dy2,dyg)

(3.11)
= C(F1(1'1),FQ(%Q),F3($3),F4($4)) (312)

Es importante para la estimacién el poder obtener la funcién de distribucién
condicionada respecto algunas variables en términos de la copulas condicio-
nadas, esto se expresa de forma general para un vector v de n variables de
la siguiente forma:

oC, ,(F(z\v,j,F(vﬂv,j))

jV_j

h(z|v,0) = F(z|v) = IOF (vjlv_;)

Con v_; que denota el vector de dimensién (n — 1) sin la variable v;
De la misma manera se puede construir la copula de supervivencia asociada
a F' como:

[e.9]

F(xy,29,23) = /613(712($1|yz)7732(5’33|yz))F2(dy2)

€2

= 6(?1(1’1),?2(112)7F3(x3))

Observacién 3.4. Sea C'la cépula trivariada del vector aleatorio (Uy, Us, Us)
y Ci; la copula correspondiente al vector (U;,U;) entonces la copula corres-
pondiente al vector (1—Uy,1—Us,, 1—=Us) (cdpula de supervivencia trivariada)
es:

6(u1,uQ,U3) =P[1 -U; <wuy,1 —Us <y, 1 —Us < ug|
=uy + ug + us + Cr2(1 —uy, 1 — uy)
+ Ci3(1 —ug, 1 —ug) + Coz(1 — ug, 1 — ug)
—2—-C(1 —wuy,1 —ug, 1 —u3)

Demostracion en el apéndice A.3

Con el resultado ( 3.4) se puede escribir la cépula de supervivencia asociada
a C una copula trivariada como mezclas de cépulas.

Otra forma de expresar la copula trivariada, si C es diferenciable, en términos
de las derivadas parciales es:
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u2

C(uy, ug, ug) = /Cls(C’uz(ul\Uz), C32(us|v2)) (dvs)

—00

u2

oC oC
= /Cls( (%122(101,?12)78723(“37?}2))(0{“2)

—00

Definicién 3.6. La funcion de dependencia extrema condicional A;jj (u;|v;, vy)
se define como:

Aijjr(us|vg, vg) = lm C(w;t|v;t, vit)
t—0
Esta funcién se puede expresar en términos de las derivadas parciales de la

funcién de dependencia extrema de la siguiente forma (se escribe el caso para
el segundo nivel).

Ai|jk (uilvja Uk) = 15% C(Uit‘vﬂf, ’Ukt)

71,
B,y (Vis Vk)

El caso para el primer nivel puede deducirse y quedaria de la siguiente
forma

Ay (uilvy) = lim C(uitfu;t)

= a—wj(uw Uy)

Con esta expresion se puede escribir la funcion de dependencia extrema para
una cépula en vina trivariada, para esto se tiene que hacer el cambio de

variable v; = =
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Chog(wnt, wat, wst)

Aqoz(wr, wo, wg) = lim

0
= tim = [ Cua(Cupluntles), Copwstlon) (de2)

= 12% WQt<_013(01|2(w175|U2)7C3|2(w3t|v2))(dv2)

= 15% w2t<_013(01|2(w1t|u2t), Cspa(wst|ugt))(dust)
= 72013(A1|2(w1|uz)7A32(w3|uz))(duz)

Es posible obtener una ecuacién recursiva para la funcién de dependencia
extrema condicionada, para niveles anteriores, A, al ser el nivel més bajo de
la copula en vina es necesario esribirla. Estos modelos de mezclas de cépulas
son muy ttiles para la estimacién de funciones de dependencia extrema por su
caracteristica recursiva y a la simplicidad de su estimacién. Generalizando la
funcién de dependencia para los tipos de dependencia no positiva se obtiene:

AD1,D2,D3 (wh wa, ws) =
/CDl,Ds (Ap, Dy (W1lu2), Aps p, (wsluz)) (dus)

donde D; denota a la marginal i sea esta la funcion de distribuciéon o de
supervivencia (L o U).
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Aplicacién a datos financieros

La aplicacién de teoria de cépulas a datos financieros requiere que se
analice de manera marginal los datos para posteriormente poder ajustar una
copula apropiada. Para este fin se deben estudiar los datos financieros que
son ocupados y el modelo de una serie de tiempo que mejor ajusta a cada
uno.

4.1. Datos

El ajuste y estimacion de copulas a datos financieros se han visto in-
crementados en los ultimos anos, para calcular medidas de riesgo (VaR y
Expected shortfall) y medidas de dependencia extrema (no positiva). Es im-
portante conocer la dependencia que existen entre los activos financieros, ya
que estos pueden estar relacionados y es importante saber qué puede pasar
en escenarios de estrés o al ocurrir eventos que afecten de manera extrema
el comportamiento de los activos para poder tomar precauciones. El anali-
sis se hizo con indices. Un indice es una medida del valor de una seccion
del mercado de valores. Se calcula a partir de los precios de las poblaciones
seleccionadas (cominmente un promedio ponderado). Es una herramienta
utilizada para describir el mercado y comparar el rendimiento de la seccién
del mercado seleccionada y el mercado en general. Otro término importante
es el tendencia el cual se define como el movimiento suave y regular de la
serie. Los tres indices que se ocuparon son:

1) Indice de Precios y Cotizaciones (IPC)
El IPC es el principal indice bursatil de la Bolsa Mexicana de Valores
(BMV), aglutina las 37 empresas con mayor liquidez en este mercado.

La recomposicion del indice tiene una metodologia que origina y expone
la propia BMV, y que puede cambiar cada trimestre o ano dependiendo
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4.1. Datos

1)

111)

de lo que la junta y direccién de la BMV considere refleje mejor el valor
de su muestra accionaria del mercado de valores en México.

A partir del indice de precios y cotizaciones, se pueden hacer evaluacio-
nes del comportamiento del mercado y establecer estrategias financieras
entorno al mercado Mexicano.

Standard & Poor’s 500 (S&P500)

El indice se basa en la capitalizacién bursatil de 500 grandes empresas
que poseen acciones que cotizan en las bolsas NYSE o NASDAQ. Los
componentes del indice S&P500 y su ponderacién son determinados
por S&P Dow Jones. Se diferencia de otros indices de mercados finan-
cieros de Estados Unidos, tales como el Dow Jones Industrial Average
o el indice Nasdaq Composite, en la diversidad de los rubros que lo
conforman y en su metodologia de ponderacién.

Es uno de los indices bursatiles mas importantes de Estados Unidos. El
S&P500 se considera el indice més representativo de la situacién real
del mercado.

y Chicago Board Options Exchange Volatility Index (CBOE VIX)

Para entender mejor este indice es necesario definir la volatilidad en
términos financieros. La volatilidad se puede entender como una medida
de la frecuencia e intensidad de los cambios del precio de un activo en
un horizonte temporal especifico. Se usa cominmente para cuantificar
el riesgo del instrumento. La volatilidad ayuda a conocer el estado de
los inversores, es decir, el sentimiento tanto de niveles de complacencia
o confianza como los de miedo y panico. Si se toma en cuenta esto se
puede notar con facilidad que si la volatilidad de un indice tiende a la
alza entonces la confianza en dicho indice tiende a la baja por lo que
los rendimientos entre ambos tendrian un comportamiento contrario.

Una vez definido en términos financieros lo que es la volatilidad, se pue-
de definir el CBOE VIX por la propia CBOE como una medida clave de
las expectativas del mercado de la volatilidad a corto plazo transmitida
por los precios de las opciones del indice de acciones S&P 500. Ademas
que desde su introduccién en 1993, el indice VIX ha sido considerado
por muchos como el primer barémetro mundial del sentimiento de los
inversionistas y la volatilidad del mercado.
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Los 3 indices que se ocuparon son importantes ya que reflejan grandes
partes del mercado, se puede notar la gran dependencia que podria existir
entre el IPC y el S&P500 de la misma forma que la dependencia negativa
entre el VIX y S&P500 (la cual se deduce por la definicién del VIX).

Cada serie fue tratada de forma marginal y a partir de las marginales
se aplico teoria de copulas. Es importante sefialar que los rendimientos que
se referirdan en adelante son el valor de cierre del indice. Los datos fueron
obtenidos en la pégina de internet https:\\ finance.yahoo.com\, los datos
son correspondientes a las fechas de entre 01\abril\2011 y el 15\mayo\2017.

4.2. Analisis descriptivo

Comenzando con el andlisis descriptivo marginal se graficaron los rendi-
mientos.

Figura 4.1: Gréficas de Indices

(a) IPC (b) S&P 500
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La gréfica de los rendimientos de IPC muestra una tendencia muy va-
riable y gran volatilidad, a diferencia de los otros dos indices donde el S&P
500 muestra una tendencia a la alza muy notable y una volatilidad no tan
alta, por el contrario el VIX muestra una ligera tendencia a la baja con una
volatilidad considerable.
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Se ve en las graficas tienen relaciones muy claras, negativa entre el S&P
500 y VIX, positiva entre el IPC y S&P 500. Se utilizaron los rendimientos lo-
garftmicos (i.e para la serie {S; }1—01..» tal que X; = log(stsi1 ),t=0,1,...,n)
para poder hacer diferencias de rendimientos en el tiempo.

Las graficas de los log-rendimientos son las siguientes.

Figura 4.2: Gréficas de Indices

(a) IPC Log-rendimientos (b) S&P 500 Log-rendimientos
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Se hizo la comparacion entre la serie de log-rendimientos y los rendi-
mientos normales para las series de los indices con la prueba Aumentada de
Dickey-Fuller, determinando la existencia o no de raices unitarias en el com-
ponente autoregresiva (Dickey & Said, 1984), para saber si los procesos eran
estacionarios y la estimacion de minimos cuadrados es adecuada.

Rendimiento Log-rendimientos

IPC 0.08 0.01 >
VIX 0.01 > 0.01 >
S&P500 0.25 0.01 >

Se concuy? que las series de los log-rendimientos son estacionarias y la estima-
cién de los pardametros del modelo ARMA por minimos cuadrados sera ade-
cuada.
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IPC VIX  S&P 500

Min. -0.0417 -0.4055  -0.0463

Ist Qu. -0.0056 -0.0378  -0.0050
Mediana -0.0003  0.0035  -0.0004
Media -0.0002 0.0003  -0.0004

3rd Qu. 0.0049 0.0424 0.0036
Max. 0.0598 0.3141 0.0690

Coef. Asim. 0.3158 -0.6627 0.4835
Curtosis  6.0012  6.5297 8.1586

Con estas graficas se puede observar la volatilidad tan alta que tienen las
tres series, ya que tal como se esperaba, los cambios méas grandes de las series
estan en grupos de grandes cambios, asi como también se observa el hecho
estilizado de que las series son leptocurticas.

4.3. Aplicacién del modelo ARMA con inno-
vaciones GARCH

Definicién 4.1. Una modelo de serie de tiempo para datos observados {x;}
es una especificacion de un proceso estocdstico a tiempo discreto definido en
un espacio de probabilidad

Una serie de tiempo financiera es una serie de tiempo donde las varia-
bles aleatorias son los rendimientos, en este caso en particular se tomaron
los valores del cierre en los dias donde se realizé algin contrato con el activo
financiero.

Los hechos estilizados de series de tiempo financieras son observaciones
empiricas e inferencias que parecen aplicarse en la mayoria de las series fi-
nancieras diarias en los factores de riesgo, como los Log-rendimientos sobre
indices, acciones, tarifas, etc. Una versiéon de estos hechos es la siguiente.
(McNeil, A.; Frey, R; Embrechts, P., 2005)

1 Los rendimientos de una serie no son i.i.d. lo que nos quiere decir que
una observacién de una serie de tiempo financiera depende de las ob-
servaciones de la misma serie en el pasado, a esto se le denomina auto-
correlacién (correlacién serial).

2 Las series de tiempo de rendimientos absolutos o al cuadrado tienen
una correlacion serial muy alta.

3 La esperanza condicionada de rendimiento es cercana a 0
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4 La volatilidad parece variar con el tiempo. Este hecho es uno de los
mas importantes ya que se tiene que tomar en cuenta para la eleccién
del modelo de la serie.

5 Las series de tiempo son leptocurticas o de colas pesadas. Este hecho
nos dice que la serie puede tener rendimientos extremos o por el con-
trario la mayoria de sus datos tiene rendimientos muy cercanos a la
media.

6 Los rendimientos extremos aparecen en grupos. Esto es que cambios
extremos en los rendimientos de un activo son seguidos de cambios
extremos no necesariamente con el mismo signo.

Estos 6 hechos van a tomarse en cuenta en el momento en que se apliquen
modelos de series de tiempo que son explicados mas adelante.

Funcién de media
p(t) =E[Xy], teZ
Funcién de autocovarianza
V(¢ s) = E[(Xe — p()(Xs — p(s))], ts€Z
Definicién 4.2. Una serie de tiempo {X;} es estrictamente estacionaria si
(X oo X1,) £ (X o Xoik)
para toda tq, .., .tk € Z yn € N

Otra definicién importante con la que se trabajara es la de débilmente esta-
clonaria

Definicién 4.3. Una serie de tiempo {X;} es débilmente estacionaria si los
dos primeros momentos existen y satisfacen

p(t)=p tez
v(t,s)=~({t+k,s+k), ts kel

Una funcién que se ocupa mucho en la practica es la de autocovarianzas que
se define a continuacion:

Definicién 4.4. La funcion de autocorrelacion (ACF) o(h) de un proceso
débilmente estacionario {X;} es

_ _ (k)
o(h) = o( X, Xo) = 22
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con y(h) = ~v(h,0)

Esta funcion es muy importante para el andlisis de residuales al momento
de elegir un modelo con medias moviles. Aunque para poder elegir un modelo
autoregresivo es necesario analizar otro tipo de correlaciones, las cuales son
dadas por la funcién de autocorrelacion parcial.

Para poder definir esta funcién es necesario mencionar que para una serie de
tiempo estacionaria con media 0; X} denota la regresién.

X' =X 1+ BoXi o+ .+ B Xy

Definicién 4.5. La funcion de autocorrelacion parcial (PACF) ¢pn de un
proceso débilmente estacionario {X;} para h = 1,2, ... estd dada por:

gbn = COTT(XI, Xo)

Gnp = corr( X, — X,?*l,XO — X', para h > 2

Por estacionareidad PACF, ¢, es la correlacion entre X;, X;_;, con la de-
pendencia lineal del vector {X;_1,..., X;_ (1)} removida. Esta funcién nos
sirve para poder elegir el mejor modelo autoregresivo, tomando en cuenta las
correlaciones de las variables removiendo el efecto que podria provocar las
variables intermedias.

Definicién 4.6. Ruido blanco (W N (u,a?)).El proceso (X;)iez es un ruido
blanco si es débilmente estacionario con funcion de autocorrelacion

1, st h=0
olh) = {o, si h#£0
con ji la media y o la varianza del proceso.

Un ruido blanco se dice que es un ruido blanco estricto (SNW) si las variables
aleatorias que lo componen son i.i.d. y tienen varianza finita.

Definicién 4.7. Diferencia de martingalas. La serie de tiempo {X;} es co-
nocida como una secuencia de diferencia de martingalas con respecto a la
filtracion { % her si B[ X)) < 00, X, es Fy-medible y

E[X,|F_1] =0, VtecZ
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Entonces la esperanza no condicionada también es 0
E[X;] = E[E[X,|.-%;_1]] =0

Ademas si E[X?] < oo para toda t, entonces la funcién de autocovarianza
satisface

V(t, ) = 7(Xp, X) =
E[X:X,] = E[E[ X, X|Zs_1]] = E[X(E[X{|-Z5_1] =0, si t<s
E[Xth] = E[]E[Xth|yt,1]] = ]E[XSE[XAeth,l] = 0, st t>s

Entonces una secuencia de diferencia de martingalas con varianza finita
tiene media 0 y covarianza 0. Si la varianza es constante para toda t, entonces
es un ruido blanco. Esta parte de las series de tiempo es importante ya que
por definicion los procesos débilmente estacionarios ARCH y GARCH son
ruido blanco.

Definicién 4.8. Proceso ARMA(p,q) (Autoregressive moving average). El
proceso {X;,t =0,£1,£2, ...} es llamado un proceso ARMA (p,q)con media
cero si {X;} es un procesos débilmente estacionario y si para toda t,

Xt - ¢1Xt_1 — ... gprt—p - Zt ‘l— 01Zt—1 + + qut—q (41)

donde {Z;} ~ WN(0,0%). Se dice que {X;} es un proceso ARMA (p,q) con
media p si el proceso {X; — p} es un proceso ARMA (p,q)

Las dos principales propiedades de los procesos ARMA es que sean causales
e invertibles. Para poder escribir mejor estas propiedades se hace simbélica-
mente a la ecuacién (4.1) como:

donde ¢ y 6 son un polinomios de grado p y q respectivamente, y B es el
operador de retroceso definido

d(z) =1— 12+ ...+ pp2°
0(z) =1—012+ ...+ 0,2°
BX; =X,

Definicién 4.9. Un proceso ARMA (p,q) definido por las ecuaciones ¢(B)X; =
0(B)Z, se dice que es causal si existe una secuencia de constantes {1;} tal

que Y 2 1Y) < ooy

Xo =Y WiZij, t=0+1,..
§=0
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La condicion de que un proceso ARMA se causal nos la oportunidad de poder
obtener la serie de ACF

Definicién 4.10. Un proceso ARMA (p,q) definido por las ecuaciones ¢p(B)X;
0(B)Z; se dice que es invertible si existe una secuencia de constantes {m;}
tal que Y77, |mj| < o0y

Zy =Y mXe; t=0%£l, ..

J=0

Los siguientes modelos son modelos para poder medir volatilidad, ya que
son modelos autorregresivos condicionalmente heterocedésticos su funcién
es poder modelar con mayor precision las series de tiempo cuya varianza es
variable con respecto al tiempo, tal como son las series de tiempo financieras.

Definicién 4.11. Sea (Z;)iez un SNW(0,1). El proceso (Xi)iez es un proceso
ARCH (p) (Autoregressive conditional heteroskedasticity) si es estrictamente
estacionario y satisface que para toda t € Z y para algun proceso estricta-
mente positivo (oy)iez, independiente de (Zy)iez, las siguientes ecuaciones:

Xt = UtZt (42)

p
o =g+ S aiX?, (13

i=1
donde ag >0 yo; >0,2=1,..,p

Donde p son los tiempos de retraso de los que depende el modelo autoregre-
sivo.

Sea F# = o({Xs : s < t}) la representacién de la historia del proceso
sobre el tiempo t tal que {.%; }1cz es la filtracién natural. Por la construccién
(4.3) se tiene que oy es medible respecto a .%;_; si ademds E[|X;|] < oo nos
permite calcular.

E[XtLgtfl] == E[UtZtlytfl] == Jt]E[Zt|§t,1] == O't]E[Zt] =0

por lo tanto el proceso ARCH tiene la propiedad de diferencia de martingalas
con respecto a la filtracion natural. Si el proceso es débilmente estacionario
entonces es un ruido blanco. Esta propiedad es muy importante y es utilizada
en el futuro ahora se define un proceso derivado del ARCH que se utiliza en
la practica.
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Definicién 4.12. Sea (Z;)iez un SNW(0,1). El proceso (Xi)iez es un proceso
GARCH(p,q) (Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity) si
es estrictamente estacionario y si satisface que para toda t € Z y para algun
proceso estrictamente positivo (oy).ez, independiente de (Z;)ez, las siguientes
eCUAcIOnes:

Xt = UtZt (44)
p q
O't2 = Q) + Z OtiXtZ_i + Z 5j0-t2—j (45)
=1 7=1

donde o >0 yo; >0,i=1,....,p,yB3; >0,5=1,...,q

El proceso general del proceso ARCH es el proceso GARCH en el sentido
que al cuadrado de la volatilidad o7 se le permite depender del cuadrado de
las volatilidades previas asi como valores del proceso previos.

Un proceso importante con el que se trabaja es el modelo ARMA para
poder ajustar de forma marginal las series de tiempo financieras como se
definié el modelo ARMA tiene asociado un ruido blanco, este ruido blanco
puede modelarse con una serie de tiempo. Si la varianza no es constante en
el tiempo, como sugiere el hecho estilizado 4, se ocupa un modelo GARCH
como ruido blanco. Este proceso ARMA con innovaciones GARCH se define
a continuacion:

Definicién 4.13. Sea (Z;)iez un SNW(0,1). El proceso (X;)iez se dice que es
un proceso ARMA(p1,q1) con innovaciones GARCH(ps, q2) si es débilmente
estacionario y st satisface las siguientes ecuaciones:

Xy = g + 042y
p1 q1

= pA Y Gi(Xei— 1)+ ) 0;(Xej — )
i—1 =1

p2 q2
o? = ap+ Z o (Xii — i) + Zﬁjat{j
=1 j=1
donde Qo > 0 Yy Z 07 1= 17"'ap2; Y ﬁ] Z 07 .] = 17"'7q2 ) Zfi1a1+
a2 . 1
j=1 BJ <

La forma en que el ARMA se define es consistente con la primer definicién
porque se necesita que el modelo GARCH sea débilmente estacionario. Por
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otra parte para asegurar su invertibilidad y causalidad es necesario que los si-
guientes polinomios ¢(Z) = 1—¢1 Z—...—¢p ZPr y 0(Z) = 146, Z+... 40,1 79
no tengan raices en comun y no estén dentro del circulo unitario ya que estas
dos propiedades nos permiten estimar las funciones ACF y PACF del proceso
ARMA.

A las series IPC, S$P 500 Y VIX se les ajusté un modelo ARMA con in-
novaciones GARCH con la finalidad de obtener una muestra (los residuales)
que no tenga la dependencia serial de la serie original de los log-rendimientos,
para que se pueda usar una estimacion por maxima verosimilitud. Para el
ajuste de series de tiempo se utilizé el lenguaje de programacion R y las
paqueterias “tseries” y “rugarch”.

Los ARMA-GARCH ajustados para cada una de las series fue el siguien-
te: al IPC se le ajusto un ARMA(2,1)-GARCH(2,1) con innovaciones Gaus-
sianas; al VIX se le ajusto un ARMA(1,1)-GARCH(1,1) con innovaciones
t-student;y al S&P 500 se le ajusto un ARMA(2,2)-GARCH(2,2) con inno-
vaciones Gaussianas ya que fue suficiente para remover las autocorrelaciones.
Las graficas del ACF y PACF son las siguientes.

Figura 4.3: Gréaficas de ACF

(a) IPC (b) VIX

(c) S&P 500

8P 500
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Figura 4.4: Graficas de PACF

(a) IPC (b) VIX

Comparando ambas muestras obtenidas, la primera a partir de los log-
rendimientos y la segunda de los residuales obtenidos del ajuste del ARMA
GARCH se aplica la prueba de Ljung-Box (Ljung & Box, 1978) para corre-
lacién serial y se obtienen los siguientes resultados.

Residuales Log-rendimiento
IPC 0.56 0.039
VIX 0.21 0.002
S&P500 0.87 0.02
No hay correlacién lineal Hay correlacion lineal

Tabla 4.1: P-valores prueba de Ljung-Box

La grafica de ACF y PACF para cada caso muestra poca correlacion li-
neal. Los residuales a los cuales se aplico la prueba de Ljung-Box resultaron
no tener correlacién serial por lo tanto se consideran una muestra indepen-
diente e identicamente distribuida de la copula y a partir de estas se hizo el
ajuste de las copulas bivariadas y la cépula en vina mas éptima.
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4.4. Aplicacién; copulas en D-vina

4.4.1. Copulas bivariadas

Una vez obtenida la muestra marginal de cada uno de los indices, se
obtiene la cépula bivariada para cada una de las tres combinaciones, las cuales
son: VIX-S&P 500 , VIX-IPC y S&P 500-IPC. Los diagramas de dispersién
de una respecto a la otra son los siguientes.

Figura 4.5: Graficas de Log-rendimientos 1-1

(a) IPC-VIX (b) S&P 500-VIX

AT Laghanseanice. AR50 Lop Aentmariza

(c) IPC-S&P 500

AP Log Aendmnntes

-t T "
L e

A partir de la muestra obtenida de los residuales se crea su funcién de
distribucién empirica y se le aplica esta a la muestra para obtener marginales
uniformes por (1.3) y poder estimar los pardmetros de las cépulas asi como
las copulas empiricas. Los diagramas de dispersién para los pares de datos
SOT.
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Figura 4.6: Gréaficas de dispersiéon (marginales uniformes)

(a) IPC-VIX (b) IPC-S&P 500

oA woan s

(¢) S&P 500-VIX

[repe

Se le ajustaron las siguientes copulas bivariadas: Gaussiana, t-student,
Frank, Clayton, Clayton supervivencia, Clayton LU, Clayton UL, Gumbel,
Gumbel supervivencia, Gumbel LU y Gumbel UL (dependié de la naturale-
za de los datos, ya que si la dependencia era negativa las copulas ajustadas
fueron UL y LU). Las prueba de bondad de ajuste Vuong y Clarke ayudaron
a decidir cual fue la copula més apropiada para los datos y se calcularon las
medidas de dependencia y coeficientes de dependencia extrema paramétricas.
Para este fin se utilizé lenguaje de programaciéon R y la paqueteria “CDVine”.

Para la estimacion de los parametros de la cépula por maxima verosi-
militud y para la estimacién de los coeficientes de dependencia extrema no
paramétrica por el método propuesto por Frahm (Frahm et al., 2006) es
necesario definir la cépula empirica.

Definicién 4.14. (Deheuvels, 1979) Cépula empirica.
Sea X = {$1k,$2k,---,$dk}fg\;1 una muestra de tamano N de una funcion
de distribucion d-variada continua. La copula empirica es la funcion Cy

definida:

p ] 3 i
) __ nimero de pares(x1,%2,...,x4)en la muestra con{X1 Sa:lll ,XQS(IT;Z,...,XdS(IJdd}
- N

CN(%v

PIRRED)

=l
z

donde le,x; denotan los estadisticos de orden con 1 < i1,i9,....,14 < N
obtenidos de la muestra.
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notasé que la copula empiria es una subdpula. La cépula empiria se puede
definir a partir de las funciones de marginales empiricas de la funcién de
distribucién. Se muestra el caso bivariado.

Sea Fi 1, Fiy 2 funciones de distribucién empiricas de las funciones F, F
respectivamente. Para cada vector ¢+ = 1,..N no observable de
U = (F1(X1,), F5(Xa,)) tiene un estimador empirico:

Ui = (U1, Us) = (i Fva(X0a), 557 Fve(X2,))

N+1 ?> N+1

con estas funciones se puede escribir la cépula empirica como:

Cn(u1,ug) = % Zf\; 1(01,1‘ < uy, UQ,i < uy)

donde 1 denota la funcién indicadora.

El estimador por méaxima verosimilitud puede ser por inferencia de fun-
ciones marginales (Joe, 1997) o por maxima verosimilitud (Genest et al.,
1995) ambas partiendo del hecho que existen la funcién de densidad para C,
la primera maximiza las funciones de las parciales y después la conjunta el
caso bivariado es el siguiente:

Lj(ag) = Y2 In(fi(Xjilay) 7 =1,2
L(Qv anq, 042) = Z?:l ln(f(Xz‘|a1a g, 9)

y por maxima pseudo-verosimilitud la funcién que se maximiza es

L(0) = 31, In(co(Ur, Uny))

Otro estimador es por el método de Cramer von mises, el cual es consi-
derado eficiente por su facil estimacién y potencia. El cual es un estimador
para 6 cuando toma un valor real, basado en la distancia Lo, se busca la 6
que minimice la siguiente funcién en el caso de una cépula bivariada:

S, =N ﬁCN(Uh Uz) - CG,N(UMUQ)]QCZCN(U&»UQ)

[0,1]2

= S (O (T, ) = Co (T, U )2
=1
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Las pruebas de bondad de ajuste que se realizaron son las pruebas de
Vuong (Vuong, 1989) y Clarke (Clarke, 2007) la primera es a partir de v, que
es definida a continuacién, para dos modelos con funcién de densidad ¢; y
Co.

m; = ln(cl(Ul,ia [A]22|é1)) - ln(C2(Um, 027,|é2))

y v es la suma estandarizada de las log-verosimilitudes

N
%Zi:1 mi

S (mi—m)?

v es asintoticamente normal por lo tanto se prefiere la cépula del modelo 1 a
la del modelo 2 con un nivel a de confianza si

v>¢(1-3%)

de manera similar se prefiere el modelo 2 si v < —¢“ (1 — §) y si |v] <
¢~ (1 — 5) no se puede llegar a ninguna conclusién, no se puede rechazar la
hipétesis nula (Hp : E(m;) =0 Vi = 1,...,N). La prueba de Clarke parte de
la misma estadistica pero con la hipdtesis nula

La intuiciéon detras de esta hipotesis nula es que bajo la equivalencia
estadistica de ambos modelos las observaciones de forma individual se distri-
buyen uniformemente alrededor de cero. La prueba estadistica

N
=1

es asintoticamente distribuida binomial con pardmetros N y p=.5. Con base
en esto se dice que el modelo 1 es estadisticamente equivalente al modelo 2
si B no es significativamente diferente a la esperanza de B.

Ambas pruebas pueden ser corregidas para el nimero de pardametros de
los modelos ya sea usando AIC (Akaike, 1973) 6 en el caso de dos pardme-
tros BIC (Schwarz, 1978), utilizando la prueba propuesta por Belgorodski
(Belgorodoski, 2010) estas pruebas son utilizadas para seleccionar el mejor
modelo de copulas.
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Los tres estimadores no paramétricos, aunque son escritos para el caso
Ay es facil hacer el extenderlos para el caso de A, Ay v Az, son:

El estimador logaritmico introducido por Coles et al. (Coles et al. , 1999)

~ n N—k N—k
AOG — g MO m ) con 0 < k< N

In(~

El estimador SEC introducido como un caso especial en Joe et al. (Joe et al.
, 1992)

. (Co(N=k N—k
)\EEC:2—1 (©n( }VV_,;N)) con 0 < k<N

N

El tercer estimador es propuesto por Capéraa et al. (Capéraa et al. , 1997)

)\CFG =9 _ el’p{ ZZ — ln{\/ln )/ln(m)}}

Este estimador tiene el supuesto que los datos provienen de una distribucién
de valores extremos, por lo tanto si se quisiera estimar este estimador en una
copula con dependencia no positiva el estimador no converge.

Para la estimacion de estos se ocup6 el algoritmo propuesto y explicado
en Frahm et al. (Frahm et al., 2006) el cual consiste en crear una nueva
serie de coeficientes de dependencia extrema definida como el promedio de
2b-+1 elementos consecutivos \; = ST Z% Xi—p+j con b= |.005n| y como
segundo paso se crea un intervalo m = |v/n —2b] y se definen vectores
DL = (Xk, ...,X,Hm,l), conk=1,...n—2b—m+ 1y la eleccion de la k para
el primer pg que cumple la siguiente condicién

donde o representa la desviacion estandar de \q, ..., \,_o v el estimador de
dependencia extrema no paramétrico seria el siguiente:

Los detalles de bondad de ajuste hechos para las 3 cépulas bivariadas se
encuentran en el apéndice B.1.
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Para la eleccion de la mejor copula para cada par de datos es necesario
notar como es el tipo de dependencia en cada una y tomar en cuenta los
resultados de las pruebas de bondad de ajuste. Otro factor importante para
elegir la mejor copula son los resultados de sus coeficientes de dependencia
extrema tanto paramétricos como no paramétricos ya que como se vio en las
secciones de cépulas elipticas y copulas Arquimedianas cada una tiene una
dependencia extrema muy especifica. Tomando esto en cuenta un punto que
se tomd para la eleccion de la copula Gumbel sobre la cépula Clayton, es que
la copula Clayton tiene una dependencia extrema que se puede decir, mayor
que la cépula Gumbel, pero sacrifica totalmente la dependencia en la cola
opuesta, por lo que su ajuste no es tan idoneo.

Considerando esto se concluye que la cépula que mejor modela la estruc-
tura de dependencia entre IPC-VIX es la cépula Gumbel UL, ya que es la
que modela mejor la dependencia asimétrica no positiva que tienen. La copu-
la que mejor modela la estructura de dependencia entre VIX-S&P 500 es la
copula Gumbel LU, ya que es la que modela mejor la dependencia asimétrica
no positiva que tienen ademas de ser la copula con maxima verosimlitud. Y
para el ultimo par de variables se obtuvo que la cépula que mejor modela la
estructura de dependencia entre IPC-S&P 500 es la cépula t-student, ya que
es la que modela mejor la dependencia simétrica positiva que tienen, siendo
la mejor en todas las pruebas de bondad de ajuste que se aplicaron.

La funcién de dependencia extrema para las mejores cépulas en cada caso
y tomando en cuenta que la cépula Gumbel sélo cuenta con un tipo de de-
pendencia extrema y para la t-student es simétrica (LU respecto a UL), las
funciones de dependencia extrema paramétrica tienen la siguientes graficas.
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Figura 4.7: Gréafica de la funcion de dependencia extrema

(a) Funcién de dependencia extrema LU(b) Funcién de dependencia extrema UL
Gumbel UL IPC-VIX Gumbel LU VIX-S&P 500

(¢) Funcién de dependencia extrema LU-UL
t-student IPC-S&P 500

La funcién de dependencia extrema por el teorema (2.4) la propiedad (ii)
es suficiente con estimarla para el intervalo (0,1)? para mostrar el panorama
general de la funcién, mostrando que la cépula t-student tiende a tener ma-
yor dependencia extrema cuando uno de los activos toma estos valores con
mayor velocidad.

4.4.2. Copulas en vina

Una vez obtenidas las muestras marginales con independencia serial de
cada una de las series con las que se trabajo se procede a estimar las cépulas
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bivariadas y la copula en vina que mejor ajuste a los datos.

De la ecuacién de cépulas en vinas (3.9) la densidad se puede escribir
de la forma (3.10). Es necesario poder estimar la funcién de distribucién
condicional, en términos de una cépula bivariada usando las relaciones de
arboles previos esta es:

8Ca:,vj|v_j (F(x|v—jaF(vj|V—j))

h(z|v,0) = F(z|v) = IOF (vj[v_;)

Para la estimacion de los pardametros del modelo D por méxima log-verosimilitud
se utilizé la siguiente expresion

N d—1 d—j

p(fplu) = E E E log| G, j+k|j+1:j+k—1(Fk\k+1:k+j—17 Fj+k|k+1:k+j—1’9Dj,k)]
i=1 j=1 k=1
(4.6)
donde Fyj, ., := F(UrilUj i, Ujgis s Uj i) ¥ 0Dk = 0D jyrljrisjrr—1-

Las pruebas de bondad de ajuste son las mismas que en el caso bivariado,
Vuong(Vuong, 1989) y Clarke (Clarke, 2007).

Se ocupb el siguiente diagrama para copulas de 2 niveles.

Figura 4.8: Diagrama cépula en vina 2 niveles

C,3)

F,2)y F2,3) F(1,2,3)

Donde F{; 5y denota la funcién de distribucion de los datos IPC-VIX, Fy 3
denota la funcién de distribucién de los datos VIX-S&P 500 y C(y 3 la cépula
entre los datos IPC-S&P 500. Por lo que se puede decir que el primer nivel
fueron las copulas entre IPC-VIX y VIX-S&P 500, y el segundo nivel la cépu-

la entre IPC-S&P 500.
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Las tres series centradas son las siguientes.

Figura 4.9: IPC-VIX-S&P 500

\Iﬂl”‘ (

! i'r, I - ]
Ml Wa..m'w

En esta grafica se puede apreciar, la volatilidad del VIX y que hay una de-
pendencia negativa entre el VIX y las otras dos series, siendo congruente con
los resultados de las copulas bivariadas.

El diagrama de dispersion trivariado es el siguiente.

Figura 4.10: Diagrama de dispersion

Por la naturaleza de las copulas en vinas y ya que fueron ajustadas las copu-
las bivariadas para cada par de datos, se seleccionaron dos copulas para la
copula IPC-VIX estas fueron las cépulas t-student y Gumbel UL; para la
copula VIX-S&P 500 se seleccionaron las cépulas t-student Clayton UL y
Gumbel LU; y para la copula IPC-S&P 500 se seleccionaron las copulas t-
student y Gaussiana.

Los detalles de bondad de ajuste hechos para la copula en vina se en-
cuentran en el apéndice B.2. Es importante subrayar que generalmente el
orden en el que se colocan las cépulas en cada nivel modifica el modelo de
dependencia y eso afecta tanto en su funcién de dependencia extrema como
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en las demas pruebas de bondad de ajuste.

Tomando en cuenta la bondad de ajuste para este orden de cépulas bi-
variadas, la cépula en vina que mejor model6 la dependencia y dependencia
extrema de las tres variables resulté ser una cépula t-student en el segundo
nivel y para el primer nivel una cépula Gumbel LU y una cépula Gumbel UL
(12), por lo tanto sélo existe una funcién de dependencia extrema la LUL
(Lower-Upper-Lower) la cual es Ay que tienen la siguiente expresion:

w2

ALUL,123(U)1,UJ27U)3) = /013(ALU,1|2(U)1\U2),AUL,3|2(U)3\U2))CZU2

—00

w2

= [t WOt + o oud ),

— 00

1= (U6)fuf + ] (00
— [ Chyran(1 = (6wl + ) (15105"),

1 — (412)[w3* + uz ™70 (2.44uy™)) dus

De esta expresion analitica, aproximando por métodos numéricos obte-
nenmos el coeficiente de dependencia extremalyp.:

ALUL(L 1, ].) = )\LUL = 0.362

con error absoluto menor a 6.8e-05.

Esto significa que las tres series financieras tiene una dependencia extre-
ma considereable, esta es no positiva y de la forma LUL (cuando el IPC Y
S&P 500 tienen valores bajos y el VIX valores altos) lo que es congruente con
los valores obtenidos en el andlisis bivariado. Esta informacién permite crear
modelos que tomen en cuenta que la dependencia extrema entre las variables
es asimétrica y estimar mejores medidas de riesgo o portafolios de inversion.

En la cépula trivariada, resultaron ser las mismas copulas bivariadas en
cada nivel, por lo que la estimacion y las pruebas de bondad de ajuste para
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el caso del modelo D trivariado es congruente y muy cercano a las estimacion
que se obtuvo en el caso bivariado por maxima verosimilitud reafirmando la

eleccion del modelo.
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Conclusiones

Las cépulas son una herramienta tutil e importante para el estudio de
dependencia para modelar la estructura de dependencia y dependencia ex-
trema sea esta positiva o no positiva para cualquier nimero de variables. La
versatilidad de las cépulas fue ocupada y desarrollada en el presente trabajo.

En el primer capitulo se demostraron los elementos esenciales para el
teorema de Sklar, siendo este el més importante. Este teorema permite re-
lacionar una funcién de probabilidad con una cépula, no necesariamente de
forma unica, a partir de sus marginales lo que nos da una idea de la impor-
tancia de calcular de forma certera y correcta la distribucién marginal de los
datos a los que se les vaya a aplicar esta herramienta.

De igual forma se abordaron las transformaciones mondtonas de las va-
riables aleatorias las cuales abren un catdlogo ain mas amplio sobre la in-
terpretacion de las copulas, ya que como se mostré estas transformaciones
de variables aleatorias nos llevan a las cépulas asociadas, siendo que estas
modelan la dependencia entre las variables pero no necesariamente respecto
a la funcién de distribucion.

Las medidas de dependencia como se definié en el capitulo 2 es cuestio-
nable, ya que las medidas de concordancia 7 de Kendall y p de Spearman
asi como la medida de correlacion de Pearson no cumplen algunas propie-
dades sugeridas, pero llegan a capturar informacién importante de como es
su dependencia, por lo tanto atiin quedan elementos que mejorar en esta de-
finicion. No obstante las medidas de concordancia, también conocidas como
medidas por rangos, nos dan una idea de cémo es la relacién entre las va-
riables, ya que ambas tienen un desarrollo suficientemente robusto para dar
una nocién de la dependencia entre las variables.
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Por su parte las medidas de dependencia extrema tanto paramétricas
como no paramétricas son de gran ayuda cuando nos interesa obtener infor-
macion sobre cémo es la dependencia entre variables en valores extremos,
tales como los que se requieren para estimar medidas de riesgo, ya que aun-
que la dependencia de las variables se comporte de cierta forma cuando esta
es cercana a sus medias, en sus valores extremos esto puede cambiar y la
decisién de elegir uno u otro modelo de dependencia afecta de manera im-
portante la dependencia extrema.

Las funciones de dependencia extrema son una forma de generalizar lo
que dice el coeficiente de dependencia extrema ya que cuando las marginales
tienden a sus extremos a la misma velocidad, puede que se comporten de
una forma y fuera de esta diagonal el comportamiento conjunto sea distinto
(como en el caso del VIX por su volatilidad). Por esta razén la funcién de
dependencia extrema da informacion més general sobre la relacion de las va-
riables.

Los modelos paramétricos utilizados en la tesis, que se explican en el
capitulo 3, tienen distintas caracteristicas de dependencia y dependencia ex-
trema muy particulares y se mostraron diferentes aspectos de cada uno para
posteriormente utilizarlos para escoger la mejor copula. En el caso de las
copulas elipticas la simetria en sus funciones de dependencia extrema es 1til
para utilizarla en casos donde hay dependencia simétrica, por su parte las
copulas Arquimedianas son una interpolacion entre cépulas elementales con
una dependencia extrema especifica (superior o inferior) y a la vez permiten
ser reajustadas para las cépulas asociadas (el caso de las cépulas Arquime-
dianas de supervivencia, UL y LU) donde dan libertad de elegir una cépula
con dependencia extrema ain cuando sea no positiva.

El modelo de cépulas en vina, en este caso en particular D trivariado,
resulto ser congruente con los modelos bivariados, facilitando la estimacion
de los parametros necesarios para su ajuste. La mezcla de funciones de dis-
tribucién es util para poder generar funciones més generales (como las dis-
tribuciones hiperbdlicas generalizadas) y también lo es la mezcla de cépulas
generando cépulas multivariadas, sin la necesidad de hacer la correcciéon por
cada combinacién de parametros, ademas de tener propiedades respecto a
su funcién de dependencia extrema que facilitan su estimacion numérica e
interpretaciéon. El gran inconveniente que tiene este modelo de cépulas es que
el orden en el que se colocan las copulas modifican la dependencia.

Por otro lado la asimetria de los datos en general es un problema, ya que
tanto los modelos ARMA con innovaciones GARCH como los modelos pa-
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ramétricos son muy exigentes con este tipo de supuestos. La copulas elipticas
modelan datos que tengan comportamiento simétrico y los modelos de copu-
las Arquimedianas con dependencia extrema que se trabajaron modelaban
datos con s6lo un tipo de dependencia extrema suponiendo que las demas
eran 0. Lo que es un error si no se tienen las consideraciones necesarias. Otro
supuesto fuerte que en muchas ocasiones es dificil que se cumpla es el de
continuidad, en particular al momento de asumir la unicidad de la copula
ajustada y en el caso del teorema de Sklar para funciones de supervivencia y
funciones LU Y UL, ya que s6lo fueron demostrados para el caso continuo.
Estos supuestos seran tratados con mayor atencion y la forma de corregirlos
en un futuro trabajo.
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Apéndice A
Demostraciones

En este apéndice estan las demostraciones de los teoremas, proposiciones,
lemas, corolarios y resultados enunciados en el cuerpo de la tesis.
A.1. Teoria de cépulas

Demostracion de la proposiciéon 1.1 Sea T una funcién no decreciente y
T la inversa generalizada i.e. la funcion T (y) = inf{z : T'(z) > y}

1) Sea T con y; < yp entonces

T (y) =infle: T(x) 2y} =x
T (y2) = inf{z: T(z) > yo} = 2

Ya que T es no decreciente el conjunto Xy = {z: T'(z) > y1} 2 X =
{z:T(z) >y} si T(z) > yo = T'(x) >y se tiene:

r1 < 9

Por lo tanto 7% es no decreciente.

T es continua por la izquierda en g si:

Ve>030>0tal quey € (yo—0,y0) = |T (v0) — T (y)| <€
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1)

Se supone que T es discontinua por la izquierda en ¥, entonces:
Jep > 0 tal que Vo > 0 T (yo) — T (yo — 0) > €

Sea xo un punto en (T (yo) — €0, T (o)) entonces T (yo — 9) <
T (yo) — €0 < wo < T (y0)

por la desigualdad dado que T (yo) es el infimo de las x tal que T(x)
es mayor a ¥o:

T(x0) < Yo

De la otra desigualdad se tiene:

T(xg) > yo—0

Entonces se tiene yo — 0 < T'(xg) < yo V6 !

Por tanto T es continua por la izquierda.

T continua < T es estrictamente creciente :
=

Sea T continua.

Se supone que T no es estrictamente creciente entonces existe al me-
nos un yo tal que 0 < y1 —yo y T (vo) > T (11):

Por el inciso anterior se tiene que T es no decreciente entonces T (yo) =
T (y1) = o debido a que T es continua.
Se sabe que yg =y, — €

Por definicién de continuidad en zp Ve > 0 30 > 0 tal que si |[zg—z| < §
= |T(xg) —T(x)] <€

T continua en particular es continua en xy se toma € = y; —yo v T es
no decreciente entonces T'(xg) — T'(xg — &) < € por definicién de T se
tiene
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111)

y1 — T(xg —0) < T(xg) —T(x9g—9) <€
y—T(xg—0) <e
y1 — € < T(xg—9)
yo < T(xg —0)!

ya que entonces xg no seria el infimo para yq por lo tanto T es continua.

=

Sea T estrictamente creciente con y; = y + 9.

se supone a T discontinua en zy ya que T es no decreciente entonces
A= (T(x¢) —€,T(xg)) no esta en el rango de T.

Sea y1, y2 € A con y; < Yo
inf{z:T(x) >y} =inf{r:T(x) >y}
T%(yl) = T<—(y2)!

Por tanto T es continua.

Si T es continua por la derecha, T'(x) >y < T (y) <z

= Sea T continua por la derecha, con T'(zg) > y entonces se sabe que
T(xo) > y entonces xq es parte del conjunto X : {z : T'(x) > y} por lo
tanto

xo > infl{r: T(r) >y}
> T (y)

< Sea T continua por la derecha y T (y) < z.

Ya que T es no decreciente y continua por la derecha en particular para
x (i.e. Ve > 0 existe un 6 > 0 tal que T'(z+9)—T'(z) < €) lo que asegura
que T (y) = x¢ entonces x estd en el conjunto X : {zx : T'(z) > y} y
por tanto y < T'(x)
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v)

VI)

VII)

TS oT(x) <z

Sea X = {x : T(z) > T(x0)} con zyp > infX debido a que xy es un
elemento de X

T o T(xo) = infX

< o

ToT (y) >y

ToT(y) =T(T (y))

=T(inf{x:T(x) = y})
>y

Ya que inf{z : T(x) > y}) es mayor que y

si T es estrictamente creciente = T o T'(z) =«

Sea T estrictamente creciente y se sabe que 7% o T'(z) < x se supone
que T% o T(xg) < zo esto implicaria que existe un x; < zp tal que
T(x1) > T(xp)! entonces T no serfa estrictamente creciente. Por lo
tanto T o T'(zg) = x¢

si T continua = T o T (y) =y

Sea T continua entonces T continua en g i.e. Ve > 0 36 > 0 tal que si
0<|z—x0| <= |T(xg) —T ()| <e.

ToT(y)

(T (y))
T(infl{z:T(z) > y})
T'(xo)
Yy

v

se supone que Je tal que T'(zy) + € = y y debido a que T es continua en
particular en xy para € se tiene que 0 < T'(z9) —T'(zo — ) < € entonces
Yy = T(.ﬁlﬁo) —€e< T(.IO — (5) l.

Ya que xy no serfa el inf{x : T'(x) > y} y por tanto T'(xy) no puede
ser mayor a y, entonces
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ToT"(y) =T(T"(y))

]

Demostraciéon del lema 1.1 Sea T una funcién no decreciente y sea X una
variable aleatoria entonces:

{T(X) <T(2)} ={T(X)

< T(0). X < 2} U{T(X) = T(2), X >}
—{T(x) <

T
T(x)}U{T(X)=T(x),X >z} (A.1)
Por ((A.1) se tiene que {X <z} C {T(X) < T'(z)} por otro lado se sabe que
{T'(X)=<T(x),X <z}U{T(X)=T(x),X >z} son conjuntos disjuntos
entonces:

X < 2]+ P[T(X) < T(x), X > x]
_|_

X :
= PIT(X) < T(2)] + PIT(X) < T(2), X > 2]

Si F es una funcién de distribucién entonces:

P[F(X) < F(x)] = P[F(X)
X

< F(z),X <z]+P[F(X)=F(x), X > z]
=PF(X)<F x

()] + P[F(X) = F(z), X > z]

donde P[F(X) = F(z),X > 2] = 0 debido a que P[F(X) = F(z)] =0 Vz

por ser un conjunto de medida cero.

Demostracion del lema 1.2 Sea F una funcién 2-creciente con dominio en
Sp x Sy con Sy y Sy dos conjuntos no vacios de Ry x1, 0 € Sy con 1 < 9
vV Y1, Y2 € Sy con y; < yo. Ya que F es 2-creciente por lo tanto usando la
desigualdad del rectangulo se obtiene

F(xa,12) — F(21,y2) — F(22,91) + F(21,91) >0
F(xg,y2) — F(xa,y1) > F(x1,y2) — (z1,¥1)
F(x9,y2) — F(x1,y2) > F(x2,y1) + F(x1,11)

de esto se concluye que si 1,22 € S; con 17 < x5V y1,Y2 € Sy con y; < Yo
entonces.
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F(t,ys) — F(t,y1) es no decreciente Vt € S,
F(x9,t) — F(x1,t) es no decreciente Vt € Sy

[]

Demostracion del lema 1.3 Sea F una funcién 2-creciente y anclada con
dominio en S; x Sy con S; v Sy dos conjuntos no vacios de R con a; el
elemento minimo de S y as el elemento minimo de S. Usando el lema ( 1.2)
se tiene que la funcién H(t) = F(t,y2) — F(t,71) es no decreciente Vt € Sy y
G(t) = F(x2,t) — F(z1,t) es no decreciente Vt € Sy si se sustituye 1 = a; y
Y1 = ao se obtiene:

por lo tanto F' es no decreciente en cada entrada. O
Demostracion del lema 1.4 Por la desigualdad del triangulo se tiene

|F(22, y2) = F (21, y1)| < [F(z1,y1) = F (21, y2)|+|F (21, y2) = F (22, y2)| (A.2)

Ahora con x; < =z, se sabe que F es funcién anclada y 2-creciente con
marginales F} y F5 por lo que los lemas (1.2) y (1.3) son vélidos. De estos
lemas se obtiene:

0 < F(za,92) — Fz1,92) < ylllnoo F(x2,y2) = F(21,92)
< Fi(72) — Fi(71)
la desigualdad para el caso x2 < 7 es andloga. Y para el caso de F'(xq,ys) —

F(z1,y1) < Fo(y2) — Fa(y1) se procede de forma similar que el caso F; usando
estas desigualdades y la desigualdad ( A.2) se tiene:

|F'(2,y2) — F (21, y1)| < [F(x1,y1) — F(zn,y2)| + [F(21,42) — F(22,42)]
< |Fi(x2) = Fi(z)| + [Fa(y2) — Fa(y)]

]

Demostracion del lema 1.5 Sea F una funcién de distribucién conjunta
con marginales F} y F5. Se sabe que F al ser funcién de distribucion cumple
las hipétesis del lema (1.4) con S; = S, = R entonces para cualquier par de
puntos (z1,71) v (z2,%2) en R2 se obtiene:
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[F (21, 91) = F2, 42)| = [Fi(w2) = Fi(n)] + [Fa(y2) — Fa(y)]

Se deduce que si Fi(z1) = Fi(x2) v Fo(y1) = Fa(y2) entoces F(xy,y1) =
F(x2,y2) asi el conjunto de pares ordenados

C" = {((Fi(2), Fao(y)), F(z,y))|z,y € R}

define una funcién bivariada C’ cuyo dominio es RanF; x RanFs.
Falta mostrar que C’ es una subcépula.

1. Se sabe que Fi y F5 son funciones de distribucién entonces el RanF} y
RanF, son subconjuntos de I y contienen al 0 y 1

2. Se tiene que min{ RanFi} es 0 de igual forma de F, entonces para toda
u; en RanFy se obtiene

O/(O,UQ) = C/(F1<O), FQ(.I‘Q)) = F(O, 172) =0

ya que F es anclada, para el caso de F, es analogo. Por otro lado
para todo (u,v) en RanF; x RanF, existe un (x,y) tal que (u,v) =
(Fi(x), Fo(y)), sea (ug,v1) y (u2,v2) en RanF) x RanFy se obtiene:

C'(uy,v1) — C'(uy,v9) — C'(ug, v1) + C'(ug, vg)
=C'(Fi(z1), Fa(y1)) — C'(Fi(21), Fa(y2))
— C'(Fi(z2), Fa(y1)) + C'(Fi(22), Fa(y2))
=F(x1,y1) — F(22,y1)
— F(x1,92) + F(22,y2)
>0

Por lo tanto es 2-creciente

3. Para cada u en RanF}, existe una x tal que Fj(z) = u entonces
C'(u, 1) = C(Fi(2), Fy(00)) = F(z,00) = Fi(z) = u
para F, es andlogo

de estd forma se obtiene C’ una subcépula. O]

Demostracion del lema 1.6 Sea C’ una subcopula con DomC’ = S; x S
por el teorema ( 1.1) y por el hecho que C’ es no decreciente en cada entrada
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y uniformemente continua en el dominio, se puede extender C’ a C” con
dominio S; x S, donde S; y S son las clausuras (i.e. que al conjunto se le
agregan sus puntos de acumulacién) de los conjuntos S; y Sy respectivamente.
Claramente C” es todavia una subcoépula. El siguiente paso es extender C”
a una funcién C con dominio I2. Sea (a,b) cualquier punto en I?, sea a; y
as, respectivamente los elementos minimo y méaximo del conjunto S; que
cumplan a; < a < as y by y by, respectivamente los elementos minimo y
méaximo del conjunto S, que cumplan by < b < by. Se debe notar que si a
estd en Sp, entonces a; = a = ay, de igual forma si b estd en Ss. Se define

/\1:{(@—@1)/(@2—@1) si ay < ap

1 st a1 = Qo

. (b—b1)/(b2—bl) Si bleQ
= 1 St b1:b2

y se define a C en términos de una interpolacién bilineal.

C(a, b) :(1 — )\1)(1 — ul)C”(al, bl) + (1 — )\1)/1/10”(0/1, bg)
+ /\1(1 — Ml)C”(CL27 bl) + )\1[1,10”(CL2, bg) (Ag)

es bilineal ya que A; es lineal en a y y; es lineal en b.

Se obtiene que DomC es I y que C(a,b)=C"(a,b) para cualquier (a,b) en
Dom(”. Falta mostrar que C es una cépula. Ya que S; y S5 tienen como ele-
mentoelOyell, C(a,0) = (1—X;)C"(ar,0)+(1—X)C" (a1, 0)+1C"(az,0)+
)\10”((12, 0) =0 y O(CL, ].) == (].—/\1)0,/(@1, 1)+(1—)\1)C’”(a1, 1)"’/\10"(@2, 1)+
AC"(az,1) = a por lo tanto cumple (1) de la definicién ( 1.4). Para mostrar
que C satisface también (2) es necesario tomar (c,d) otro punto en I? tal que
c>ayd>by ci,ca,dy,da, A, pig, estan relacionados con (c,d) de la misma
forma que ay, ag, by, b, A1, 11, con (a,b), si se evalia el rectangulo

Vela,b] x [e,d] = C(a,c) — C(a,b) — C(c,d) + C(b,d)

existen varios casos, se hacen los dos casos extremos ya que los otros casos
son analogos a los dos que se muestran. El primer caso estda formado cuando
no existe un punto en S, entre a y ¢ y no existe un punto en S, entre b vy
d. De esta forma a; = ¢1, ay = ¢z, by = dy y by = dy sustituyendo (A.3) se
obtiene:

Vela, b] x [e,d] = (A — A1) (p2 — p1)Velar, az] X [by, by
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en este caso como se definié ¢ > a y d > b se sabe que \g > A\y v o > 1 y
ya que ag, ag, by, by estéan en el dominio de C’ se sabe Vi[ay, as] X [by,by] > 0
por lo tanto Vi[a, b] X [¢,d] > 0

El otro caso extremo es cuando existe un punto minimo en Sy entre a y ¢ y
existe un punto minimo en S, entre b y d. De esta forma a < ay < c¢; <cy
b < by < d; < d, sustituyendo (A.3) en los correspondientes términos C(a,c),
C(c,d) y C(c,b) se obtiene

Vela, b] x [e,d] =(1 — A1) (p2)Velas, c1] X [di, da] + AapaVelar, as] X [ba, di]
+ Velag, c1] X [ba, di] 4+ AViler, ea] X [by, di]
+ (1 = M\)(1 = ) Velag, ag] x [be, by]
+ (1 — 1) Velag, c1] X [by, bs]
+ Ao (1 — 1) Veer, ea] X [by, b1]
Es la suma de 9 elementos mayores que 0 y todos los coeficientes son mayores
que 0 de la misma forma que Vi para todos los puntos es mayor de 0. Las
demas combinaciones se hacen de forma analoga.

Con esto se tiene que C es 2-creciente y cumple la definicion de copula.
]

Demostracién de la proposicién 1.3 Sea z € Ry u € (0,1). Para 1 se
ocupa el hecho que proposicién (1.1)(iii):

Fz)>u&e F(u) <z

Entonces

Ya que U ~ Unif(0,1) y FIlU <u] =u
Para la segunda
PIF(X) < u] = P[FT(F(X)) < F* (u)]
=P[X < F*(u)]
= F(F™(u))

=Uu

Por tanto se puede concluir que F(X) ~ Unif(0,1).



Apéndice A. Demostraciones 94

Demostracién de la observacién 1.1 Sea U una variable aleatoria uni-
forme estdandar.

Pl1-U<u]=PU >1-1]
—1-P[U<1-u
=1—(1-u)

=P[U <]
Es la funcién de distribucién asociada a 1-U y se nota 1 — U Ly

Esto debido a que se sabe que si U ~ Unif entonces 1 — U ~ Unif O
Demostracién del teorema 1.2 Por el lema ( 1.5) se sabe que F induce
a una subcoépula tnica y en el caso que F} y F, sean continuas implica que
DomC'" = RanF, x RanF, = I? por lo que la subcépula es una cépula. En
otro caso por el lema ( 1.6) esta subcopula induce a su vez una cépula.

Para la conversion sea C una cépula correspondiente al vector (U, Us) y
que F} y F5 son funciones de distribuciéon univariadas. Se construye un vector
de variables aleatorias U; y Us con funciéon de distribucion conjunta C, se
toma X:= (Fy (Uy), F5 (Us)), entonces:

PX) <21, Xo < @] = PIF(Uh) < 1, F5 (Us) < 9]

=P[U; < Fi(11), Uz < Fy(x2)]
= C(Fi(z1), Fa(z2))
O
Demostracién del corolario 1.1 Sea F' la funcién de distribucién conjun-

ta de (Xi,X3) con marginales F; y F» con cépula asociada C entonces y
1 = Ff (u) y 3 = F5 (ug) entonces:

C(Fi(x1), Fa(w2)) = COR(FT (w)), Fa(F5 (u2)))

Por tanto se tiene C'(u1,us) = F(F{ (uq), Fy (us))
[

Demostracion de la observacién 1.2 Por como se define la funcién de
densidad y el teorema ( 1.2) (Sklar) se obtiene:
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f(x1,$2) = %
_ PO(Fi(x1), Fa(w))
6x16x2
= c(Fa(xy), Fo(xg)) fi(z1) fa(x2)

[

Demostracién de la proposicién 1.4 Sea C la funcién de distribucién y
asumiendo regularidad suficiente se obtiene

IP)(UQ < Ug,Ul € (Ul — 5, Uy + 5])
P(Ul S (u1 — 5, Uy +5])
, P(Us < ug, Uy <y —6)
=lim[—
=0 Plup —0 <U; <wuy+9)
P(Uy < ug, Uy < uy +9)
P(u1—5§U1§u1+(5)
C(u1+5,u2)—0(u1—(5,u2)

P(Uy < ua|Uy = uy) :(1;111%

=lim

6—0 20
zl[h'm C(uy + 6,uz) — C(uy, ug)
26—0 )
+ C(Ul, U/2> — C(Ul — (5, Ug)]
0
1.0
—§2a—mC(U1,U2)
0
:a—UIC(Ul,Ug)

]

Demostracion del corolario 1.3 Sea X; y X, variables aleatorias con
funciones de distribucion F; y Fy y funciones de densidad f; y fo y una
copula conocida C

f(xh xQ)
fo(z2)

por el resultado ( 1.2) sustiyendo la ecuacion (1.4) se obtiene:

f$1|$2 (Il‘x2) =
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c(Fi(z1), Fa(x2)) fi(21) fa(za)
fa(2)
= c(Fi(71), Fa(z2)) fr(z1)

f931\932 ($1|l‘2) =

[]

Demostracién de la obsAervaci(')n 1.3 Sea C la funcién de distribucién de
(Uy,Us) v.ad. Unif(0,1) y C la cépula de (1 — Uy, 1 — Us):

Se ocupara el hecho que:

P[AN B] = P[A] + P[B] — P[AU B]

P[A] =P[AN B] +P[AN B9

a(ul,ug):IP’[l—Ul <wup, 1 —U; < ug
=PU; >1—u,Us > 1 — uy)
=PU, >1—wu|+PUs>1—uy) — (1 =P[U; <1—uy,Us <1—1uy))
=u+uy—1+C(1—wup, 1 —uy)

O

Demostracién de la observaciénl.4 Sea C la funcion de distribucion de
(U1, Us) v.ad. Unif(0,1) y Cpy la cépula de (U, 1 — Us):

Cru(ui,ug) = PlUy < uy, 1 = Us < g

PlU; <y, Uy > 1 — ug)

PlU; < wu] —PlU; < uy, Uy <1 — ug]
up — Clug, 1 — ug)

]

Demostracion de la observacién 1.5 Sea C la funcién de distribucion de
(U1, Us) v.ai. Unif(0,1) y Cyyr la cépula de (1 — Uy, Us):
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Cur(uy,ug) =Pl — Uy < uy,Us < ug)

[
= P[Ul > 1 —Ul,UQ < UQ]
=PU; < up] —PlU1 <1 —uy,Us < g
ZUQ—C(l—Ul,Ug)

]

Demostracién del teorema 1.4 Sea F'(z1,x2) una funcién de superviven-
cia bivariada

P[X1 > 21, Xz > @3] = P[F1(X1) > Fi(21), Fo(X2) > Fa(xo)]
=Pl — Fi(X)) <1—Fy(21),1 — F(X3) <1— Fy(x,)]
=P[F1(X1) <1 — Fi(21), Fo(Xy) <1 — Fy(z3)]
=P[F1(X1) < F1(11), F2(X3) < Fa(x3)]

Por la observacién (1.1) se tiene que F1(X)) y Fa(X3) ~ Unif(0,1). Fal-
ta mostrar que P[F1(X7) < uy, Fo(X3) < us] es una funcién que cumple con
la definicién de copula.

P[F (X)) < uy, Fa(X3) < ug] Es cépula si

1. Stu; —1
PIF1(X1) < up, Fo(Xs) < ug] = P[F1(X1) <1, Fa(Xa) < ug)
= ]P(FQ(XQ) S Ug)
=P(Us < uy)

SluléO

PIF1(X1) < uy, Fo(Xo) < up) = P(F1(X;) <0, Fa(Xy) < u)
=P[U; <£0,U; < uy
=0
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2. Sea uy, ug, v1 y vy tal que u; < vy y ug < vy con uy, ug, vy, vy € [0, 1]
Se tiene que :

P[F1(X1) < up, Fo(Xy) < ug) — P[F1(X1) < vy, Fo(Xa) < uy
— P[F1(X1) < ug, Fao(Xa) < o] +PF1(X7) < vy, Fa(Xa) < vy
=Pl(u1 < Uy <wvp) N(ug < Uy <wp)] >0

Por lo que cumple la definicién de cépula. Se tiene que P[F;(X;) < uy, Fa(X3) <
us] es una cépula de la forma

P[F(X1) < Fi(21), Fa(Xa) < Fa(an)] = C(Fi(21), Fa(x2))

Por tanto F(z1,z;) = 6(?1 (z1), Fa(x2))

Para la conversién sea C una copula correspondiente al vector (U, Us) y
que F; y Fy son funciones de supervivencia univariantes continuas. Se cons-
truye un vector de variables aleatorlas Uy vy Uy con funcion de distribucion
conjunta C, se toma X:= (F, (Uy), Fy (Us)), entonces:

]P[Xl > J?l,Xg > QTQ] =

Demostracién del teorema 1.5 Sea F una funcion de probabilidad conjun-

ta con marginales F funcion de distribucion y Fy funcion de supervivencia
de X1 y X2

FLU($17x2> =P
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Por la observacién (1.1) se tiene que Fi(X1), Fo(X5) ~ Unif(0,1). Falta
mostrar que P[Fi(X;) < uy, F5(X2) < ug] es una funcién de probabilidad
conjunta que cumple con la definicién de cépula.

P[Fy(X1) < wi,, F3(Xs) < us) Es cépula si

1. Siu; — 1

PIF1(X1) < 1, Fa(Xs) < uy)
P(Fg(XQ) S UQ>

P

Uz < s

U2

PIFy (X)) < uy, Fo(X3) < uy)

Slulé()

P (X)) < uy, Fo(Xo) < up) = P(F1(X;) <0, Fo(Xs) < ug)
=P[U; <0,U; < uy
=0

2. Sea uy, ug, v1 Y vy tal que uy < vy y ug < vy con uy, ug, vy, vy € [0, 1]
Se tiene que :

PFy(X1) < ug, Fo(X3) < ug] — P[F1(X1) < 01, Fo(X5) < up]
— PIF1(X1) < ug, Fa(Xa) < va] + PIFI(X7) < vy, Fa(X3) < o
=P[(uy U <) N(up KUy <) >0

Se tiene que P[F}(X1) < uy, Fo(X5) < uy] cumple con la definicén de cépula
de esta forma

P[F(X1) < Fi(21), Fo(X2) < Fa(,)] = C(Fy(21), Fa(x2))

Por tanto F(zy, ) = C(Fi(z1), Fa(x2))

Para la conversién sea C'ry una cépula del vector (U, Us) y que F; una fun-
cién de distribucién univariante continua y Fs una funcién de supervivencia
univariante continua. Se construye un vector de variables aleatorias Uy y U,
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con funcién de distribucién conjunta Cpy, se toma X:= (Ff~(Uy), Fy (Us)),
entonces:

PIX, < 11, Xy > @) = P[Ff(U) < 2, Fy (Us) > o)
PlUy < Fi(z1),Us < Fy(2)]

Cr v(Fi(z1), Fa(xs))

]

Demostracién del teorema 1.6 Sea u = (uy,u2) un punto arbitrario en
el DomC ahora C'(uy,us) < Cluy, 1) =uy y C(ug,us) < C(1,ug) = us por lo
tanto se tiene C'(u1,us) < min{u,v}.

Por otro lado C cumple la propiedad del rectangulo

(i.e. C(uy,uz) = Vo([ur, 1zfus, 1]) > 0) implica que C(uy,ug) > C(ug, 1) +
C(1,uz) —C(1,1) = ug +ug — 1 por lo tanto C'(uy, ug) > maz{u; +ug—1,0}.

Juntando ambas desigualdades se llega a
maz{u; + uz — 1,0} < C(uw) < minfuy, us}

]

Demostracion de la proposicion 1.5 Sea Fi,F5,G; y G5 las funciones
de distribucién de las variables X, X, T'(X;) y T'(X2) respectivamente ya
que se sabe que T y T, son funciones crecientes de esta forma, Gi(z;) =
PTi(X1) < z1)] = PXy < TF (21)] = Fi(T5 (1)), de la misma forma
Ga(x2) = Fo(T5 (2))-

Entonces para todo x1, 22 € R.

Cry(x1) 1 (x2) (G1(71), G2 (72)) = P[T1(X1) < 21, To(X2) < 9]
=PXy < T (21), Xo < T3 (22)]
= Cx, x, (F1(T7 (1)), Fo(T5 (22)))
= Cx,,x,(G1(21), Ga(22))
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Demostracion de la proposicion 1.6 Sea Fi,F5,G1 y G9 las funciones de
distribucién de las variables X7, Xy, T'(X;) y T'(X2) respectivamente. Ya que
se sabe que T} y T3 son funciones decrecientes, Gy (z1) = P[T1(X1) < x1)] =
P[X; > T{ (11)] = F1(Tf (71)), de la misma forma Gy(z9) = Fa(T5 (22)).
Entonces para todo x1, 29 € R.

Oy (x0), 1 (x2) (G1(21), Go(72)) = P[T1(X1) < 21, T2(X2) < 2]

(X1 > TV (21), Xo > Ty (22)]
%0, (F1 (T (1)), Fo(Ty (22)))
x1.%, (G1(71), Ga(72))

(1
Q=

)

]

Demostracion de la proposicion 1.7 Sea Fi,F5,G; y G5 las funciones
de distribucién de las variables X, X, T'(X) y T(X3) respectivamente. Ya
que se sabe que 77 es una funcién creciente y 75 una funcién decreciente se
obtiene
Gi(z1) = P[T1(Xy) < 21)]
=P[X; < Ty (21)]
= Fi(T7 (z1))

y por otro lado

Ga(zg) = P[T5(X1) < 2)]
(X > T35 (w2)]

2(T5 (72))

1
2 as

entonces para todo 1,9 € R.

CTl(X1)7T2(X2)(G1<:C1)7 GQ(‘TQ)) = P[Tl(Xl) S xl’TZ(XQ) < 1’2]
=PLX; < Tf (21), Xo > Ty ()]
= CLU(XI,X2)(F1(Tf_($1))aF2(T2<_($2)))
= CLu(x,,x)(G1(21), Ga(72))
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A.2. Medidas de dependencia

Demostracion del teorema 2.1 Debido a que las variables son continuas
se puede decir que

P[(X1 — X3)(Y1 = Y2) > 0] = 1 = P[(X; — X3)(Y1 — Y3) < (]
Entonces se tiene Q = 2P[(X; — X3)(Y1 — Ys) > 0] — 1

Se define P[(X; — X5)(Y1 —Y2) > 0] = P[(X; > X»), (Y1 > Y2)|+ P[(X; <
X3), (Y1 < Y3)] estas probabilidades pueden calcularse integrando una distri-
bucion respecto a la medida de probabilidad de la otra distribucién C4.

PI(X > Xa). (Y > Y2) = BI(Xz < X0), (Y2 < V1)
= [ Pixe < ). (%2 < pldCu(Pla). G)

_ / /R Go(F(2), G(y)) dC1(F(2), G(y)

Ahora se usa la transformacién F(x)=uy G(y)=v
P[(Xl > XQ), (}/1 > }/2)] = ffRz CQ(U, U) dCl(U, U)
Similarmente se obtiene P[(X; < X3), (Y] < Y3)]
PI(Xy < X5),(V1 < Yo)] = P[(Xz > Xy), (Y2 > V1)]

[LQ‘%>w ). (%% > )] dCs (F(2). Gl1)
//R2 1-F G(y) + Co(F(z), G(y))] dC1 (F(z), G(y))
://12[1—U—U—I—C'g(u,v)]dC'l(u,v)

Se sabe que Cj es una funcién de distribucién conjunta de (U,V) y que

la medida C es de probabilidad por lo que se tiene:
[Ji> 1dCy(u,v) =1

— [fz vdCi(u,v) =E[V] =

— [ wdCi(u,v) = E[U] =

1
2
1
2

De esta forma:

//121—u—'0+02(u v)] dCy (u, U)—l—l_%—i—/ Cy(u,v) dCy(u, v)

//C’gudeluv)
IQ
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juntando nos queda:

P(X1 — Xo) (Y1 — Ya2) > 0] =2 [ [, Ca(u, v) dCy (u, v)

se concluye sustituyendo en Q:

Q= QP[(Xl — Xg)(Yl — YQ) > 0] -1
:[/‘@wmmmm]1

—4//C'guvd01uv)—1
12

Demostracién del teorema 2.2 Sea Q(C,II) = (P[(X; — X3)(Y1 — Y3) >
0] + P[(X1 — Xp) (Y1 — ¥3) < 0])

Debido a que las variables son continuas se puede decir que

P(X) — X,)(Yi — ¥3) > 0] = 1 — B[(X; — X;)(¥; — ¥3) < O
Entonces se tiene @ = 2P[(X; — Xo)(Y1 —Y3) > 0] — 1

se define P[(X; — X2) (Y1 —Y3) > 0] = P[(X; < Xb), (Y1 < Y3)]+P[(X; >
X3), (Y1 > Y3)] estas probabilidades pueden calcularse integrando una distri-
bucion respecto a la medida de probabilidad de la otra distribucion, respecto

a C.

P[(X1 > X3), (V1 > Y3)] = P[(X2 < X3), (Vs < Y1)
= [ Plx: <. 0% < ) ac(F@). G)

:/prmwwwmﬂ@)

Ahora se usa la transformacién F(x)=uy G(y)=v

P[(Xl > XQ), (}/1 > YE), ffR2 dC’(u U)
P[(X; > X»), (V3 > Y3)] Hﬁww@m
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y
P(X1 < X), (Vi < ¥5)) = PI(X > X)), (¥ > V3)]
//R Xz > 2), (15 > y)]dC(F(2), Gy))
= [ 1= F@) = 6 + F@)6w acF @), 6)

Ahora se usa la transformacién F(x)=uy G(y)=v

P[(X; < Xa), (Y1 < Y3)] ffR2 - — G(v) + F(u)G(v) dC(u,v)
P[(X; < Xa), (Y1 < Y3)] ffRz —u— v+ wdC(u,v)

De esta forma:

//p[l—u—erF(u)G( )]dC(uv-l—————i—//p o) dC(u, v)
//1 ()G (v) dC(u, v)
://I2ude’u,v

juntando nos queda:

P[(X7 — Xo) (Y1 — Y3) > 0] =2 [[, wv dC(u,v)

concluye sustituyendo en Q:

Q = 3[2(2P[(X; — X5)(Y; — Ya) > 0]) — 1]

—12//uvd0uv )—3

12

:12// wvdC(u,v) — 3
12

= 12/ C(u,v) dll(u,v) — 3

= 12// C(u,v) dudv — 3
12



105 A.2. Medidas de dependencia

Demostraciéon del teorema 2.3

A, = lim P[X, < FS(t) | X1 < F (1)

t—0+

PRy (Xs) < t, F1 (X)) < 1]

= lim

t—0+ ]P)[Fl(Xl) < t]
T GY))
t—0+ t

Para Ay

ho = lim BX > By(1 1) | Xy > Fi(1 - 1)
—

t—0t )
— lm PlFa(Xp) > 1 -t Fi(Xy) > 1 -]
s+ PIF (X)) > 1 —1]
1

oy L BIR(X) <1 —PIR((G) <1-1]
~ ok P[F(X,) > 1 — )]
PIFy(Xa) < 1—t, Fi (X)) <1—1]
P[F (X)) > 1 - t)]
1~ (t+t—C1—t,1—1)

= lim

t—0t 1—(1—t>
L t+t—14+C(1—t1-1)
= lim
t—0+ t
cl—-t,1—-¢t)—1
= lim 2+ ( . )
t—0+ t
1-C(1—-t,1—¢
= lim 2 — ( ’ )
t—0+ t
1 — _ _
L l=CO-t1-1)
t—0t t

y para los coeficientes de dependencia extrema no positiva.
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)\LU: lim ]P)[X2>F<_(1—Zf)’X1<F<_( )]

t—0t

t—>0+
= 111m

t—0t ]P)[Fl(Xl) < t]
_ iy P S 8] - PIE(X,) <1 -t ](X) <4
= 11m

t—0+ ]P)[F1<X1) S t]
~ km t—C(l t,t)

t—0+t t
BT Gl i)

t—0+ t

)\UL: lim ]P)[X2<F(_()|X1>F(1—t)]

t—0t

= lim P[FQ(XQ) <t | Fl(Xl) >1— t]

t—0t
11 PlFy (X)) <t, Fi(Xy) >1—1]
= lim
t—0+ P[F(Xy) > 1 —{]
= lim P[Fy(Xy) <] = P[Fy(Xy) <t Fi(Xy) <1 —1]
t—0+ PF (X)) > 1 — 1]
— lim t— C(t7t)
=0+ 1 — (1 —1)
t— —
— Ym C(t,1—1)
t—0+ t
S g G
t—0t t

]

Demostracién del teorema 2.4 Sea Ap(wy, ws) y Ay(wy,ws) la funcién de
dependencia extrema inferior y la funciéon de dependencia extrema superior
asociada a F.

(i) Por la definicién de funcién de dependencia de extrema (2.7) se tiene
que:
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C’(tw1 0)
A 0 i ’
r(wy,0) = lim ——
t—0+ t
(0, ¢
AL
t—0+ t
C(twy, 0
— h’m (w17 )
t—0+ t
0
= lim -
t—0+ T
Esto por la definicién ( 1.4)(1).
C(twy, 1
Ap(wy,00) = lim (fur, 1)
t—0t t
C 1
— h/m (tw17 )
t—0+ t
. twy
= lim —
t—0t ¢
g wl
C(1,t
Ap (o0, wy) = lfm (1, fup)
t—0+ t
(1
— h’m ( 7tw2>
t—0t t
,  twy
= lim —=
t—0t+ ¢
= Wy

y esto por definicién ( 1.4) (2).
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(ii) Se hace la prueba para A,

thuwy, th
A (o, hwy) = lim S0 hee)

t—0+ t
— lim C(thwl,thwg)
t—0+ t
— lm dC’(twl, tw2) dhwlt 4 dC’(twl, tw2> dhwgt
ot duq dt dus dt
dC(t t dC'(t t
= lim hwl—c( wi, fw) + hwz—C( wr, bws)

t—0+ duy dus
—n( 1m wy dC(twl, t'lUg) + 1w, dC’(twl, th)
t—0+ duy dus

= hAL(wl, wg)

la demostracion para Ay es analoga

(iii) Sea C la cépula correspondiente a A. Como el limite de funciones no de-
crecientes, Ay, es no decreciente. Ademés para todo (wy, ws), (W], wh) €
R? usando el lema (1.4), ya que C es una funcién 2-creciente y anclada
se obtiene.

! ! z 1 ! !
|AL(wyi, ws) — Ap(wy, wsy)| = lim Z|C’(tw1,tw2) — C(twy, twy)|

t—0+
< lim 1\tw — tw| + |twe — twy)
T t>0t t ! 1 2 2
= |wy — wi| + [wy — wy|

<) - )l
< () - (2h)

Para K > 0 por tanto se concluye que A es Lipschitz continua.

2

(iv) Primero se muestra la desigualdad suponiendo 0 < a < b

min{a, b}A(wy, ws) < Alawy, bwy) < max{a, b}A(wy, ws)

reemplazando 7 = ta
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Clat bt
Ay, buy) = Tim SLaH0blw2)
t—0+

) C(Twy, é7'102)
= lim g————%—~~
T—0t T

= al (w1, (b/a)ws)
> al(wq, ws)

ya que por el teorema (2.4) (iii) es no decreciente.

La desigualdad inferior para 0 < b < a es la misma. La desigualdad
superior se hace de forma similar con 0 < a < b.

Alawy, bws) = lim Clatwy, btw,)
’ t—0t

, C(rwy, 37w2)
= lim a————%—
70t T

= al\(w, (b/a)ws)
< al(wy, ws)

notese que este resultado también implica homogeneidad.
Siguiendo, si A(z,y) > 0 para alguna z,y entonces se tiene.

A<w17 w2) > min{wl/mu w2/y}A(x7 y) >0
lo que termina la prueba.

(V) se toma Ty — W1 Y Yo — Wa, tn — O+> Tn = tnmin{xn/wbyn/u@} y
&n = tpmaz{x, /wi,y,/we} se supone x,/wy < y,/ws:

Tn S tnyn/w2
gn Z tnxn/wl

se sabe que C es 2-no decreciente entonces:

C(TnaTn) < C(xn/wltn7yn/w2tn) < C(ﬁmgn)

C(wlT'erJZTn) S O(xntny yntn) S C<w1§nu w2€n>
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Clw1€n,waén)
in

C(wlTnaUJQTn) < O(xntmyntn)
tn - tn

IA

(2 /w1)C (w1 Tn,woThH) < C(xntn,Yntn) < (Yn/w2)C(w1€n,waén)
xn/wity — tn — Yn/watn,

(2 /w1)C (w1 Tn,waTh) < C(xntn,Yntn) < (yn/w2)C(w1€n,waén)

Tn - tn - gn

la desigualdad para y, /ws < x,/w; procede de la misma forma, gene-
ralizando para cualquiera de los dos casos se obtiene.

(wlTnu w27—n) < O(xntna yntn)

min{x,/w, yn/w2}0 - t
&n

S max{xn/wl, yn/w2}

Esta desigualdad implica que C(x%ny"t") — A(wy, ws) cuando ¢, — 0T

]

., =2 .,

Demostracién del teorema 2.5 Sea A(w,ws), (w],wy) € R la funcién

de dependencia extrema inferior y correspondiente a F, entonces para toda
—2

(w1, we), (wh,wh) € RY tal que wy < wi, wy < wh.

(i)

A(wy, we) = lim —C<w1t’ wat)

t—00 t

> lim maz{wt + wot — 1,0}
t—0+ t

>0

Esto por los limites Fréchet-Hoeffding (1.6) ya que C(wst, wat) esté aco-
tada inferiormente por 0 y para el limite superior.
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. Clwyt, wot
A(wy, wy) = tlg(% Ot wat) 1t 21)
< lim min{w1t, wyt}
t—0+ t
< ltm tmin{w, wy}
t—0+ t

< min{wy, ws}

por lo tanto
0 < Awy, ws) < min{wy, ws}

(ii) Esto ya ha sido mostrado en la prueba del teorema ( 2.4)(iv)

(iii) Se sabe que C es 2-no decreciente entonces cumple (1.4)(2).

C(wnt, wat) — C(wit, wht) — C(wit, wat) + C(wit, wht) > 0

para t > 0 se tiene que

Clwit,wat)  Clwit,wyt)  C(wit, wat) N C(wit, wht) >0
t t t t -

Ya que el limite cuando ¢ — 0% mantiene la condicién de t > 0 y es el
limite de funciones convergentes.

0 <t (Clwitiwst)  Clwit,wit)  Cluit,wst) | Clwit wht)
T t—0t t t t /
C(wit, wal C(wet, wht
0 < lim (wit, wat) _ lfm (w1, wt)
t—0+ t t—0+ t
oy Clentwst) o C(wit wht)
t—0+ t t—0+ t

(iv) Se supone que existe un w; < w) y we < wj tal que A(wy,wy) >
A(wy,wh), y que A es no decreciente por lo que sélo se puede tener la
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igualdad, tomando a = (w}/w;) y b = (w)/w,) entonces

A(wr, wp) = A(w), w)
0 < min{a, b} A(wy, ws) < Alawr, bwse) < maz{a, b}A(w], w))
0 < min{a, b}A(wr, w2) < Awy, wy) < mazx{a, bYA(w), w))
se tiene que 1 < a,b
0 < min{a, b} A(wy, ws) < A(wy, w))! (A4)
Pero se tenia que A(wi,ws) = A(w],w}) lo que contradice la ecuacién

( Ad), ya que A(wy,ws) = A(w],w)) < min{a,b}A(wy,ws). Por lo
tanto es mondtona estricta.

(v) Sea A que existe para w, w) € R2 con wi+wh =1y 1 = (Jwf + wi)t

N <\/w%+w3>tw2>

% ( ,
Hm C(w1t7w2t) _ Hm /w% +w% \/w%'i—w% \/w%—i_w%

t—0+ t t—0+ w% + w%t

C( TW1 TW?2 )
2 2’ 2 2

W +w w7y +w

= (,/w%—i—w%) lim \/ 12 \/ 12

70T T

De esto y el hecho que L2 es un vector normalizado
\/w%erg \/w%er%

para cualquier valor wy, ws € R3, que el lifmite existe para la circunfe-
rencia unitaria y homogeneidad (2.4)(ii) se obtiene:

= w2+w2)/\ i , 2
<V1 ’ (<\/wf+w§\/w%+w§)

= A(U)h wg)
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A.3. Modelos paramétricos
Demostracién de la observacién 3.1 Sea x = (z1,x2) y F una funcién de
distribucién conjunta eliptica bivariada estandarizada con matriz de correla-
ciones X = ; f con || = 1—p? y funcién de densidad f por la definicién
( 3.2) se puede escribir de la siguiente manera:

o= g [ (2 2) ()

K {x% — 2pT129 + x%}
Vi T 20—

De la misma forma se puede reescribir para el vector (—zy, —z3) con el
siguiente resultado

(A.5)

K 2?2 — 2pT179 + T
= A6
fXP( Ty, — 2) 1_p2g |: 2(1_p2) ( )
Ahora si la matriz de correlaciones fuera la siguiente > = _1 —1p ) con

|¥] =1 — p?, para el vector (z1,—x2) y (=21, x2) se obtiene:

. K 1 1 1 —p —T1
froton =) = s [yt (4, 1) (22)
K (23 —2 2
_ g ] pxlxz + 235 (A7)
1—p2" [ 2(1—p?)
K [22 — 2px139 + 23
e _ A8
fX, p( -TlaxQ) 1_p29 i 2<1—P2) ( )

por las igualdades ( A.5), ( A.6), ( A.7) y ( A.8) se tiene:

fo(w1,20) = fo(—21, —22) = [ (=21, 22) = f- (21, —72)
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Demostracién de la observacion 3.3 Sea F una funcién de distribucion
eliptica

FU) =inf{z: F(z) > U}
=—inf{x: F(—x) >1-U} (A.9)
=—F"(1-0)
con (A.9) por la ecuacién ( 3.2)

]

Demostracién del lema 3.7 Sea u,v € [0,1] y C una funcién tal que
C(u,v) = e(p(u) + p(v)) se tiene.

C(u,0) = o= (p(u) + ©(0)) = 0 por la definicién de =]

y C(u, 1) = 1 (p(u) + (1)) = o (p(u) = u

por la simetria C'(0,v) =0y C(1,v) = v

Demostracién del teorema 3.2

=) Sea C 2-creciente y se toma a v € I y u; < uy entonces
C(uy,v) — C(ug, 1) + Cug, 1) — C(ug,v) >0
C(ug,v) — C(ug,v) < C(ug, 1) — C(uq, 1)
Cug,v) — C(uy,v) < ug — uy
<) Sea 0 < v; < vy <1 como C es continua dado que gp,gp[_” son

continuas existe un ¢ € I tal que C(t,v2) = v1 0 p(v2) + @(t) = (v1)
entonces

(e (p(us)
— (T (1) + @(a))) + (1))
¢

<C(ug,vg) — C(uy, ve (A.10)
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ya que por hipétesis (3.8) se cumple la desigualdad (A.10) y se obtiene
que C es 2-creciente.
O]

Demostracién del teorema 3.1
=) Sea C una cépula de la forma (3.7) con u; < uy se puede reescribir

C(ug,v) — C(ug,v) < ug — uy
ur + @ () +9(v) < ua + ol (p(wr) + o (v)) (A11)
para u; < ug se cambia a = p(u1), b = p(ug) y ¢ = ¢(v)
Entonces es equivalente a
P a) + (0 + ) < l71() + el a+ o)

donde a < by ¢ > 0 se sabe que C al ser una cépula es 2-creciente satisface
la desigualdad ( 3.8) y por lo tanto la desigualdad (A.11), tomando s,t en
[0,00) tal que 0 < s <tseaa= (s+1t)/2b=syc=(t—s)/2.

() 4 ol (s 4+ 52) < ol (s) + U (He 4 £2)
PTHEFE) + ol < @H(s) + 071 (@)

20171 () < ol 1(s) + o1 (1)

. [ (s)+l (1)
(p[ ](%) < %

Ya que ¢l~1 es convexa en el punto medio y continua se concluye que ¢ es
convexa.

<) Se tiene que ¢ es convexa por lo tanto ¢!~! es convexa. Por el lema (3.1)
se sabe que cumple la primer condicién de la definicién de cépula ( 1.4) para
la segunda condicién (que sea 2-creciente). Se toma a,b y cen I tal que a > b
y ¢ > 0 se usan las siguientes igualdades

= (a—b)/la—b+c)
a=1-7)b+~(a+c) (A.12)
b+c=v+(1—7)(a+c) (A.13)

se sabe que ¢l — 1] es convexa y v € [0,1] por lo tanto se cumplen las
desigualdades siguientes

P (at o)+ (1 =7)(0) < v a+ o) + (1= 7)1 ()
P (a) <9 at o)+ (L=l ()  (AL4)
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eI + (1 =) (a+ ) <y B) + (1= 1)l a+ )
b+ 0) <yl ) + (1= a+eo)  (A15)

sustituyendo las ecuaciones (A.12) y (A.13) se obtienen las desigualdades
(A.14) y (A.15) respectivamente. Sumando ambas desigualdades se obtiene

o (a) + U+ ¢) < (a4 ¢) + oI U(b) (A.16)

tomando en cuenta las siguientes igualdades para u; < wus si se cambia
a=e(u), b=p(uz) y ¢ = ¢(v) la desigualdad ( A.16) se convierte en

ur + @ (o(u2) + 0(v) < uz + 7 (p(ur) + o(v))
C(ug,v) — C(ug,v) < ug — uy

por el lema ( 3.2) se sabe que esta desigualdad implica que la funcién C
es 2-creciente. Con esto se obtiene que C cumple la definicién de copula.

[]

Demostracién de la proposicién 3.1 Sea C una cépula Arquimediana
con ¢ estricto y diferenciable

Sea G(t) _ ¢ e +e(1-1)

7 por definicion.

Cru(t,t)
A = lim ——~~
Lu t—1>%1+ t
t—C(t,1 —
= lim —( ’ )
t—0t

= 1— lim G(¢) (A.17)

t—0+

las propiedades de ¢ estricto y diferenciable implican las siguientes para
ot
1) ¢! es diferenciable

1) ¢! es estrictamente decreciente y convexa

1) lim e '(s) =0

S5—00
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Es importante mostrar el comportamiento de ¢! con el limite lim, .. (¢ ™)' (s)

0. Para probar esto se usa (11)), por esta suposicién (¢!)" es negativa y cre-
ciente. Esto implica que lim ()'(s) = 0 converge cuando s — oo, a ¢ < 0.
S5§—00

Se supone que ¢ < 0 esto implica que (¢~ !) cruza el eje x, lo que contradice las
propiedades (11)) y (111)). Por tanto ¢ = 0 de esto se sigue lim (¢~')(s) = 0
$§—00

Se puede reescribir:

-1 o
lim (~1Y(s) = lim 1im £ 2T Y) =¥ (@) (A.18)
S—00 z—00 y—0 Yy

=0

Ademas ¢ es diferenciable, estrictamente decreciente y ¢(1) = 0, por lo
tanto se tiene.

—c0<¢(1)<0 (A.19)
Si se reemplaza x(t) = p(t) y y(t) = ¢(1 —t) la ecuacién (A.18), se tiene:

0 — 1im PP + (1 = 1) — o7 (p(t))

t—0 (1 — t)

e 1o )
t—0 o(l — t) 0

o 1G(0)

=0 (1 —1) — (1)
lim t(G(t) —1
o0 =0 — o)

= lim — *)

- Lo G(t) 1)gp(l —t)— (1)
(1 - G(0)

¢'(1)

Por la ecuacién (A.17) y la desigualdad ( A.19) implica que Ay =0y
esto por el teorema (2.4) (iv) implica que Ay = 0.

]

Demostracion de la obsevacion 3.4 Sea C la cépula trivariada del vector
aleatorio (U, Us,Us) y Cij la cépula correspondiente al vector (U, U;). Se



Apéndice A. Demostraciones 118

toma el vector aleatorio (1 — Uy, 1 — Us, 1 — Us) su funcién de distribucion es

~

Clur,ug,uz) = P[1 = Uy <uyp, 1 —Us < g, 1 — Us < g
== P[Ul Z 1-— ul,Ug Z 1-— UQ,U3 Z 1-— Ug] (AQO)

se sabe que que P[A°NB°NC ) =P[AUBUC]*=1-P[AUBUC(C] =
1—-[P[A]+P[B]+P[C]|-P[ANB]-P[ANC|P[BNC]+P[ANBNCY| sustituyendo
en (A.20) y lamando A = P[U; > 1—wuy, Uy > 1—wug, Us > 1 —ug| se obtiene:

A=1-[1—-u+1—ug+1—ug
—PlU; <1—u,Us <1 =] —P[U; <1—1uy,Us <1 — ug|
—PlUs <1 —up,Us <1—ug]+PlU; <1—up,Us <1 —up,Us <1—ug]
=uy +uy + ug + Cr2(1 —ug, 1 —ug) + Ci3(1 — ug, 1 — ug)
+ Co3(1 —ug, 1 —u3) =2 —C(1 —uy, 1 —ug, 1 —ug)

por lo que se obtiene

6<u1,U2,U3) = U1 +UQ +U3 + 012(1 — Uy, 1-— Ug) + 013(1 — Uy, 1-— U,3)
+C23(1—U2,].—U3)—2—0(1—U1,1—UQ,1—U3)
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Apéndice B

Bondad de ajuste

B.1. Coépulas bivariadas

En este apéndice se hacen las pruebas de bondad de ajuste necesarias
para tener idea de cual es la mejor cépula para cada caso bivariado. Las
pruebas y estimadores que se calculan son los expuestos en la seccion de de
aplicacion a copulas bivariadas.

Se empezd por la estimacion de las 4 copulas empiricas asociadas para
los tres pares de datos, las graficas son las siguientes:
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Figura B.1: Gréficas de Cépulas empiricas asociadas IPC-VIX
(a) Cépula empirica (b) Cépula LU empirica

Cépula LU empirica

10 T

1p 00

(¢) Cépula UL empirica (d) Cépula de supervivencia empirica

Copula de supervivencia empirica

Estas son las cépulas empiricas para los datos IPC-VIX y se puede notar
una gran similitud entre las graficas LU y UL asi como las cépulas de super-
vivencia y la cépula C. Las dos primeras tienen una relaciéon mas parecida a
la copula monotonica y las dos restantes una cépula que oscila entre la copula
IT y la contramonoténica que modela independencia entre variables, esto nos
da la idea que la dependencia entre el IPC-VIX es no positiva ya que las
copulas asociadas LU y UL muestran una posible dependencia monotonica y
por otro lado la cépula C y la de supervivencia muestran independencia en
la dependencia positiva superior e inferior.
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Figura B.2: Graficas de Cépulas empiricas asociadas IPC-S&P 500

(a) Cépula empirica (b) Cépula LU empirica

Copula LU empirica

(c¢) Cépula UL empirica (d) Cépula de supervivencia empirica

Estas son las copulas empiricas para los datos IPC-S&P 500, al igual que
en la copula anterior y se puede notar una gran similitud entre las gréficas LU
y UL asi como las cépulas de supervivencia y la cépula C. Las dos primeras
tienen una relacién copula que oscila entre la cépula I y la contramonoténica
y las dos restantes a la copula monotoénica, siguiendo el mismo razonamiento
que en la copula anterior nos da la idea que la dependencia entre el [IPC-VIX
es positiva ya que las cépulas asociadas superior e inferior muetran una po-
sible dependencia monotonica y por otro lado las copulas UL y LU muestran
independencia.
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Figura B.3: Graficas de Cépulas empiricas asociadas S&P 500-VIX

(a) Cépula empirica (b) Cépula LU empirica

Copula LU empirica

(c) Cépula UL empirica (d) Cépula de supervivencia empirica

Chpula UL empirica Copula de supervivencia empirica

Estas son las copulas empiricas para los datos VIX-S&P 500 y son muy si-
milares a las cépulas asociadas a los datos IPC-VIX, se encuentras las mismas
similitudes entre las gréficas LU y UL asi como las copulas de supervivencia
y la cépula C. Con las mismas relaciones (LU y UL parecidas a la cépula
monotoénica y la copula C y de supervivencia oscilan entre la cépula I y la
contramonoténica). Por lo que la interpretacién sobre la dependencia entre
el VIX-S&P 500 es no positiva.

Una vez con esta informacion se procedié a estimar los coeficientes de
dependencia extrema no paramétricos que se explicaron anteriormente y se
calcularon para las cuatro copulas asociadas los resultados que se obtienen



123 B.1. Cépulas bivariadas

son los siguientes resultados y graficas.

Para las cépulas empiricas estimadas de los datos IPC-VIX se obtienen
las siguientes estimaciones de los coeficientes de dependencia extrema no pa-
ramétricos.

ALOG ASEC ACFG

Inferior | 0.068 | 0.021 -
Superior | 0.00 | 0.00 -
LU 0.335 | 0.341 | 0.808
UL 0.145 | 0.150 | 0.793

Tabla B.1: Dependencia extrema no paramétrica [PC-VIX

Para estos datos se puede apreciar una dependencia no positiva en los tres
estimadores, también se puede apreciar que la dependencia extrema aunque
es no positiva no es simetrica ya que la estimacién de los coeficientes son
mayores para la dependencia LU (cuando IPC tiene valores bajos y VIX
valores altos).

Para las copulas empiricas estimadas de los datos VIX-S&P 500 se ob-
tienen las siguientes estimaciones de los coeficientes de dependencia extrema
no paramétricos.

ALOG ASEC ACFG

Inferior | 0.046 | 0.000 -
Superior | 0.000 | 0.000 -
LU 0.379 | 0.366 | 0.660
UL 0.687 | 0.586 | 0.676

Tabla B.2: Dependencia extrema no paramétrica VIX-S&P 500

Se puede observar, igual que en los datos anteriores, una dependencia
no positiva en los tres estimadores aunque es considerablemente mayor a la
obtenida entre el IPC-VIX, también se puede apreciar que la dependencia
extrema aunque es no positiva no es simétrica ya que la estimacion de los
coeficientes son mayores para la dependencia UL (aunque la dependencia
ahora es UL se aprecia una dependencia mayor cuando el VIX tiene valores
altos y S&P 500 valores bajos).

Para las copulas empiricas estimadas de los datos IPC-S&P 500 se ob-
tienen las siguientes estimaciones de los coeficientes de dependencia extrema
no paramétricos.
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)\LOG )\SEC )\CFG

Inferior | 0.424 | 0.392 | 0.752
Superior | 0.414 | 0.439 | 0.496
LU 0.007 | 0.018 -
UL 0.007 | 0.018 -

Tabla B.3: Dependencia extrema no paramétrica IPC-S&P 500

Se observa una dependencia positiva, de forma contraria que en los datos
anteriores, en los tres estimadores, también se puede apreciar que la depen-
dencia extrema aunque es positiva se puede decir que es simétrica ya que la
estimacion de los coeficientes son relativamente iguales para la dependencia
superior y la inferior (por lo tanto se espera que la dependencia extrema sea
igual, ya sea que tomen valores bajos o altos). Una vez con estos datos se
hizo la estimacion de los parametros para cada cépula y los resultados fueron
los siguientes.

Para la cépula entre [IPC Y VIX se obtuvieron los parametros para las
copulas Gaussiana, t-student, Frank, Clayton LU, Clayton UL, Gumbel LU
y Gumbel UL (las cuales son las cépulas asociadas respectivas).

Cépula Parametro 1 | Parametro 2
Gaussiana -0.527 -
t-student -0.532 21.324

Frank -3.619 -

Clayton UL 0.632 -
Gumbel UL 1.506 -
Clayton LU 0.823 -
Gumbel LU 1.451 -

Tabla B.4: Pardmetros IPC-VIX

Las pruebas de bondad de ajuste, log-verosimilitud con ajuste BIC.
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Cépula Log-verosimilitud
Gaussiana 247.616
t-student 251.510

Frank 227.230

Clayton UL 144.881
Gumbel UL 246.946
Clayton LU 220.082
Gumbel LU 194.226

Tabla B.5: Log-verosimilitud IPC-VIX

y las pruebas de Vuong y Clarke , con cada tipo de cépula.

Copula Vuong | Clarke
Gaussiana 4 -2
t-student 4 3

Frank 0 6

Clayton UL -2 -6
Gumbel UL -3 3
Clayton LU -6 -4
Gumbel LU 3 0

Tabla B.6: Prueba de Vuong y Clarke IPC-VIX

Con estas pruebas se podria decir que sélo tres copulas ajustan de manera
correcta la dependencia entre las variables, la cépula Gaussiana, la cépula
t-student y la cépula Gumbel UL, por lo que se espera una dependencia ex-
trema LU.

Para la copula entre VIX y S&P 500 se obtuvieron los parametros de las
copulas Gaussiana, t-student, Frank, Clayton LU, Clayton UL, Gumbel LU
y Gumbel UL.
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Cépula Parametro 1 | Parametro 2
Gaussiana -0.804 -
t-student -0.816 8.543

Frank -8.339 -

Clayton UL 2.220 -
Gumbel UL 2.260 -
Clayton LU 1.603 -
Gumbel LU 2.462 -

Tabla B.7: Pardmetros VIX-S&P 500

Las pruebas de bondad de ajuste, log-verosimilitud con ajuste BIC y las
pruebas de Vuong y Clarke, para cada tipo de copula fueron los siguientes.

Copula Log-verosimilitud
Gaussiana 781.692
t-student 810.233

Frank 769.065

Clayton UL 707.677
Gumbel UL 681.436
Clayton LU 498.186
Gumbel LU 810.834

Tabla B.8: Log-verosimilitud VIX-S&P 500

Cépula Vuong | Clarke
Gaussiana 3 2
t-student 4 5

Frank 2 5

Clayton UL -6 -4
Gumbel UL 3 -1
Clayton LU -3 -6
Gumbel LU -3 -1

Tabla B.9: Prueba de Vuong y Clarke VIX-S&P 500

Con estas pruebas hay diferencia, ya que por maxima verorimilitud las
copulas elegidas serian la cépula t-student y la cépula Gumbel LU, y por las
pruebas de Vuong y Clarke serian la copula Gaussiana y la cépula t-student.
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Para la copula entre IPC'Y S&P 500 se obtuvieron los pardmetros de las
copulas Gaussiana, t-student, Frank, Clayton, Clayton supervivencia, Gum-
bel y Gumbel supervivencia.

Coépula Parametro 1 | Parametro 2
Gaussiana 0.636 -
t-student 0.637 8.492

Clayton 1.103 -

Gumbel 1.678 -

Frank 4.680 -

Clayton supervivencia 0.989 -
Gumbel supervivencia 1.727 -

Tabla B.10: Pardmetros IPC-S&P 500

Las pruebas de bondad de ajuste, log-verosimilitud con ajuste BIC y las
pruebas de Vuong y Clarke, para cada tipo de copula fueron los siguientes.

Cépula Log-verosimilitud
Gaussiana 393.013
t-student 401.365

Clayton 315.441

Gumbel 354.689

Frank 343.634

Clayton supervivencia 283.830
Gumbel supervivencia 382.143

Tabla B.11: Log-verosimilitud IPC-S&P 500

Copula Vuong | Clarke
Gaussiana 4 1
t-student 4 5)

Clayton -3 -4

Gumbel -1 -2

Frank -2 4

Clayton supervivencia -5 -6
Gumbel supervivencia 3 2

Tabla B.12: Prueba de Vuong y Clarke IPC-S&P 500
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Con las tres pruebas se llega a que las mejores copulas serian la cépula
t-student y la copula Gaussiana, ya que como se vio anteriormente se puede
esperar una dependencia simétrica.

Una vez obtenidos los parametros de las copulas se obtienen las medidas
de dependencia, los resultados de la rho de Spearman es la misma para todas
las c6pulas por el teorema ( (2.2)

Para las copulas estimadas de los datos IPC-VIX se obtienen las siguien-
tes estimaciones de las medidas de dependencia Rho de Spearman y Tau de
Kendall y debido a la naturaleza de los datos, se espera una relacién no lineal
y con outliers por lo que la medida de concordancia de Kendall, es la que
tiene mas certeza.

Pspearman = —0.5126

Cépula T
Gaussiana -0.354
t-student -0.357

Frank -0.359

Clayton UL | -0.240
Gumbel UL | -0.336
Clayton LU | -0.292
Gumbel LU | -0.311

Tabla B.13: 7 de Kendall IPC-VIX

Obteniendo un coeficiente de dependencia no positiva considerable aun-
que no necesariamente muy importante.

Para las cépulas estimadas de los datos VIX- S&P 500 se obtienen las

siguientes estimaciones de las medidas de dependencia Rho de Spearman y
Tau de Kendall.

Pspearman = —0.805
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Cépula T
Gaussiana -0.595
t-student -0.608

Frank -0.615

Clayton UL | -0.526
Gumbel UL | -0.557
Clayton LU | -0.445
Gumbel LU | -0.594

Tabla B.14: 7 de Kendall VIX-S&P 500

Obteniendo un coeficiente de dependencia no positiva alto, lo que se es-
peraba ya que el VIX se construye a partir del S&P 500.

Para las coépulas estimadas de los datos IPC-S&P 500 se obtienen las
siguientes estimaciones de las medidas de dependencia Rho de Spearman y
Tau de Kendall.

Pspearman — 0.604

Cépula T
Gaussiana 0.439
t-student 0.440

Clayton 0.355

Gumbel 0.404

Frank 0.436
Clayton supervivencia | 0.331
Gumbel supervivencia | 0.421

Tabla B.15: 7 de Kendall IPC-S&P 500

Obteniendo un coeficiente de dependencia positiva considerable, lo que
tiene sentido ya que el IPC es el indice mas ilustrativo de la economia mexi-
cana y el S&P 500 es de los mas importantes de la economia estadounidense.
Otra medida importante que se estimo a partir de los parametros obtenidos
fueron las medidas de dependencia extrema.

Para las cépulas estimadas de los datos IPC-VIX se obtienen las siguientes
estimaciones de las medidas de dependencia extrema. Debido a la naturaleza
de los datos, las copulas estimadas tienen Ay = A, = 0 por lo que se omitio
el resultado en la siguiente tabla.
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Cépula UL LU
t-student 0.016 | 0.016
Clayton UL | 0.334 | 0.000
Gumbel UL | 0.000 | 0.415
Clayton LU | 0.000 | 0.431
Gumbel LU | 0.388 | 0.000

Tabla B.16: Coeficientes de dependencia extrema IPC-VIX

La tabla de los coeficientes de dependencia extrema paramétricos, tienen
algunas resultados peculiares, una de ellas es el coeficiente LU y UL tan pe-
queno para la copula t-student, esto se puede deber a la poca simetria que se
observa en los datos y a que t-student tiene coeficientes simétricos, también
se observa que la dependencia LU es mayor que la dependencia UL.

Para las copulas estimadas de los datos VIX-S&P 500 se obtienen las
siguientes estimaciones de las medidas de dependencia extrema. Debido a la
naturaleza de los datos, las copulas estimadas tienen Ay = A, = 0 por lo que
se omitio el resultado en la siguiente tabla.

Cépula UL LU
t-student 0.350 | 0.350
Clayton UL | 0.732 | 0.000
Gumbel UL | 0.000 | 0.641
Clayton LU | 0.000 | 0.649
Gumbel LU | 0.675 | 0.000

Tabla B.17: Coeficientes de dependencia extrema VIX-S&P 500

La tabla de los coeficientes de dependencia extrema paramétricos son no
positivos como en el caso anterior pero con valores mucho mas altos, incluso
para la cépula t-student aunque sigue infravalorandolos porque no se tiene
una simetria, los coeficientes para la dependencia UL es mayor tal como se
esperaba por los coeficientes no paramétricos y las cépulas que mejor ajus-
taban.

Para las cépulas estimadas de los datos IPC-S&P 500 se obtienen las si-
guientes estimaciones de las medidas de dependencia extrema. Debido a la
naturaleza de los datos, las copulas estimadas tienen Ay = Ay = 0 por lo
que se omitié el resultado en la siguiente tabla.
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Cépula Inferior | Superior
t-student 0.179 0.179

Clayton 0.533 0.000

Gumbel 0.000 0.488

Clayton supervivencia | 0.000 0.496
Gumbel supervivencia | 0.506 0.000

Tabla B.18: Coeficientes de dependencia extrema IPC-S&P 500

La tabla de los coeficientes de dependencia extrema paramétricos son po-
sitivos a diferencia de los casos anteriores, en el estimador no paramétrica
muestra que los datos tiene simetria, por lo tanto los coeficientes para la de-
pendencia t-student modela mejor esa caracteristica , aunque se infravaloren
los coeficientes.

B.2. Coépula en vina

Los coeficientes de dependencia extrema no paramétricos para la cépula
trivariada fueron los siguientes.

/\LOG )\SEC

Inferior | 0.080 | 0.000
Superior | 0.040 | 0.000
LLU 0.065 | 0.000
LUL 0.278 | 0.270
ULL 0.054 | 0.000
ULU 0.138 | 0.132
LUU 0.029 | 0.018
UUL 0.022 | 0.018

Tabla B.19: Coeficientes de dependencia extrema no paramétricos IPC-VIX-
S&P 500

De forma muy similar que en el caso bivariado se nota una dependencia
no positiva y que no hay simetria en la dependencia extrema, siendo que esta
es mayor para valores bajos de IPC y S&P 500 y valores altos para VIX, que
es congruente con los resultados obtenidos en las copulas bivariadas.

En la siguiente tabla se muestran los parametros obtenidos en cada una
de las estimaciones para las copulas en vina.
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Segundo nivel Primer nivel No.!
Cia Clo ‘ Co3
Gaussiana t-student t-student
p=0.42 p=—-053yv=2132| p=—-081>yv=2_854 1
Gaussiana t-student Clayton UL
p=0.37 p=-—050yv=14.6 =219 2
Gaussiana t-student Gumbel LU
p=0.39 p=—-053yv=21.6 0 = 2.45 3
Gaussiana Gumbel UL t-student
p =041 6 =1.50 p=—081yv=_844 4
Gaussiana Gumbel UL Clayton UL
p=041 0 =147 0 =217 5
Gaussiana Gumbel UL Gumbel LU
p=0.412 0 =1.50 0 =243 6
t-student t-student t-student
p = 0414 y v =] p=-053yv =203 p=—-08lyv=91 7
19.96
t-student t-student Clayton UL
p=036yv=30 p=—050yv=21.6 0 =218 8
t-student t-student Gumbel LU
p=039y0v=30 p=—050yv=213 0 =245 9
t-student Gumbel UL t-student
p=04yv=1825 0 =1.50 p=—081yv=2_854 10
t-student Gumbel UL Clayton UL
p=040y v =30 0 =1.47 0 =217 11
t-student Gumbel UL Gumbel LU
p=041yv=28.73 0 =1.51 0 =2.44 12

Tabla B.20: Pardmetros estimados IPC-VIX-S&P 500

Los parametros estimados para la copula en vina es muy parecidos al
caso bivariado, pero con diferencias por el método de estimacion ya que es

trivariado.

Tal como se esperaba los pardmetros son ligeramente diferentes entre ni-
veles de copula dependiendo de las coépula que se ajusta en cada nivel. Estos
ligeros cambios en los pardametros sin embargo pueden llegar a ser significa-
tivos al hacer el calculo de las medidas de dependencia extrema.

Posteriormente se hicieron las pruebas de bondad de ajuste y la prueba

1Se ocupars esta numeracién para referirse a cada cépula en vifia
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de logverosimilitud, las tablas resultantes de la prueba de Vuong y Clarke se
encuentran el apéndice A. Los resultados obtenidos por méxima logverosimi-
litud fuerén resumidos en la siguiente tabla.

Log-Verosimilitud
1209.733
1061.193
1189.658
1197.122
1088.533
1199.782
1213.089
1060.572
1190.737

10 1200.999

11 1089.327

12 1201.956

© 00 1O UL W N

Tabla B.21: Logverosimilitud IPC-VIX-S&P 500

Esta prueba nos arroja resultados importantes mostrando que si sélo se
toma en cuenta esto la mejor cépula seria la 7 seguida de la 12, ambas con
coeficientes de dependencia extrema y descartando algunas cépulas tales co-
mo la cépula 2, 5 8 y 11.

Los coeficientes para la medida de concordancia 7 de Kendall fueron los
siguientes para cada una de las copulas bivariadas que conforman la cépula
en vina.
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.
Cépula 0173 0172 0273
1 0.276 | -0.359 | -0.607
0.236 | -0.339 | -0.523
3 0.257 | -0.358 | -0.593
4 0.269 | -0.335 | -0.605
d 0.269 | -0.320 | -0.520
6 0.271 | -0.336 | -0.591
7
8
9

0.272 | -0.361 | -0.608
0.233 | -0.340 | -0.522
0.256 | -0.357 | -0.593
10 0.265 | -0.336 | -0.606
11 0.265 | -0.323 | -0.520
12 0.268 | -0.340 | -0.591

Tabla B.22: 7 de Kendall para cada cépula bivariada IPC-VIX-S&P 500

Con unos coeficientes bastante parecidos entre niveles de copulas, se pue-
de entender que la eleccion de la cépula en vina no afecta la dependencia
entre pares de variables, pero si de manera importante a la dependencia ex-
trema.

Las pruebas de bondad de ajuste para escoger el mejor modelo de copulas
paramétricas para el caso bivariado y multivariado fueron las pruebas mostra-
das en la pagina 71 (las pruebas de Vuong y Clarke). Aunque es importante
tomar en cuenta los resultados de estas pruebas no es la Unica referencia a
tomar en cuenta al momento de elegir el mejor modelo paramétrico, como se
observa en la tabla (B.23) practicamente 8 modelos son considerados igual
de buenos, lo que no es concluyente, ademas de tener resultados diferentes a
la tabla (B.24) y a la prueba de logverosimilitud.

Las pruebas de Vuong y Clarke con la correccién de Schwarz, para las
doce copulas ajustadas para el modelo D de vinas dieron como resultado las
siguientes tablas.



Tabla B.23: Prueba de Vuong

Cop. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | Punt.
v 420 | 0.82 | 1.07 | 3.40 | 0.13 | 0.11 | 4.30 | 0.94 | 1.00 | 3.49 | 0.21

L | pval. 0.00 | 0.41 | 0.29 | 0.00 | 0.90 | 0.91 | 0.00 | 0.35 | 0.32 | 0.00 | 0.84 | 4
v | -4.20 811 | -4.11 | -4.08 | -7.56 | -4.17 | 2.13 | -8.02 | -4.03 | -3.84 | -7.46

2 | pval | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.03| 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | -10
v 1-0.82] 811 2038 | 6.22 | -1.73 | -0.79 | 8.27 | 1.48 | -0.38 | 6.44 | -1.56

3 | pval | 0.41 | 0.00 0.70 | 0.00 | 0.08 | 0.43 | 0.00| 0.14 | 0.71 | 0.00 | 0.12 | 4
v |-1.07 | 411 | 0.38 342 | -0.38 | -1.00 | 420 | 0.51 | -0.08 | 3.51 | -0.29

4| pval | 0.29 | 0.00 | 0.70 0.00 | 0.71 | 0.32 |0.00 | 0.61 | 0.94 | 0.00 | 0.77 | 4
v |-3.40 | 4.08 | -6.22 | -3.42 726 | -3.36 | 4.31 | -6.07 | -3.34 | 1.46 | -7.06

5 | p-val | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.14 | 0.00 | 6
v | -0.13| 756 | 1.73 | 0.38 | 7.26 011 | 7.62 | 1.96 | 0.34 | 7.39 | 0.74

6| p-val | 0.90 | 0.00 | 0.08 | 0.71 | 0.00 0.91 | 0.00 | 0.05 | 0.73 | 0.00 | 0.46 | 4
v | -0.11] 4.17 | 0.79 | 1.00 | 3.36 | 0.11 428 | 0.92 | 1.04 | 3.47 | 0.19

7 | pval | 0.91 | 0.00 | 0.43 | 0.32 | 0.00 | 0.91 0.00 | 0.36 | 0.30 | 0.00 | 0.85 | 4
v | -4.30 | -2.13 | -8.27 | -4.20 | -4.31 | -7.62 | -4.28 827 | -4.13 | -4.29 | -7.59

8 | p-val | 0.00 | 0.03 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.0 | -10
v | -0.94 | 802 |-1.48 | -0.51 | 6.07 | -1.96 | -0.92 | 8.27 2050 | 6.36 | -1.89

9 | pval | 0.35 | 0.00 | 0.14 | 0.61 | 0.00 | 0.05 | 0.36 | 0.00 0.61 | 0.00 | 0.06 | 4
v | -1.00 | 403 | 0.38 | 0.08 | 3.34 | -0.34 | -1.04 | 4.13 | 0.50 3.44 | -0.27

101 pval | 032 | 0.00 | 0.71 | 0.94 | 0.00 | 0.73 | 0.30 | 0.00 | 0.61 0.00 | 0.79 | 4
v | -3.49 | 3.84 | -6.44 | -3.51 | -1.46 | -7.39 | -3.47 | 4.29 | -6.36 | -3.44 7.29

LT | pval | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.14 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 6
v | -021| 746 | 1.56 | 029 | 7.06 | -0.74 | -0.19 | 7.59 | 1.80 | 0.27 | 7.29

121 pval | 0.84 | 0.00 | 0.12 | 0.77 | 0.00 | 0.46 | 0.85 | 0.00 | 0.06 | 0.79 | 0.00 4
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Tabla B.24: Prueba de Clarke

Cép. 1 2 3 | 4 5 6 | 7 8 9 [ 10 | 11 | 12 | Punt.
B 942 | 801 | 787 | 928 | 771 | 656 | 949 | 803 | 737 | 934 | 775

L pval 0.00 | 0.00 | 0.02 | 0.00 | 0.14 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.82 | 0.00 | 0.09 | °
B 542 439 | 530 | 583 | 437 | 554 | 913 | 467 | 530 | 563 | 440

2 | pval |0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | -2
B | 683 | 1045 679 | 980 | 671 | 686 | 1064 | 717 | 656 | 985 | 647

3| pval | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.20 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | -2
B | 697 | 954 | 805 922 | 768 | 659 | 963 | 797 | 687 | 935 | 766

41 pval |0.02 ] 0.00 | 0.00 0.00 | 0.19 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.22 | 4
B 556 | 901 | 504 | 562 452 | 551 | 941 | 514 | 562 | 721 | 463

5 | pval |0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.29 | 0.00 | -6
B 713 | 1047 | 813 | 716 | 1032 715 | 1036 | 790 | 705 | 1051 | 695

6 | pval [0.14 | 0.00 | 0.00 | 0.19 | 0.00 0.17 | 0.00 | 0.01 | 0.06 | 0.00 | 0.02| °
B | 828 | 930 | 798 | 825 | 933 | 769 936 | 813 | 776 | 933 | 777

7 | pval |0.00]|0.00 | 000000000 |0.17 0.00 | 0.00 | 0.08 | 0.00 |0.07| 8
B 535 | 571 | 420 | 521 | 543 | 448 | 548 444 | 527 | 537 | 447

8 | p-val |0.00| 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | -1
B | 681 | 1017 | 767 | 687 | 970 | 694 | 671 | 1040 674 | 979 | 650

9 | p-valor | 0.00 | 0.00 | 0.20 [ 0.00 | 0.00 | 0.01 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.00 | 0.00 | -1
B 7AT | 954 | 828 | 797 | 922 | 779 | 708 | 957 | 810 920 | 777

101 pval | 0.82 | 0.00 | 0.00|0.00 | 0.00 | 0.06 | 0.08 | 0.00 | 0.00 0.00 | 0.07| 7
B 550 | 921 | 499 | 549 | 763 | 433 | 551 | 947 | 505 | 564 451

L1 pval | 0.00 0.00 | 0.00]0.00| 0.29 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 0.00 | 6
B 709 | 1044 | 837 | 718 | 1021 | 789 | 707 | 1037 | 834 | 707 | 1033

121 pval | 0.09| 0.00 | 0.00]0.22|0.00 | 0.02]0.07 | 0.00 | 0.00|0.07 | 0.00 6
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