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INTRODUCCION

La historia de las matemaéticas es tan antigua como la historia de la humanidad, pero este no
es el caso de la teoria de graficas, una rama de las matematicas discretas a la cual le podemos
asignar una fecha y lugar de nacimiento. Se considera que su estudio comenzé en el afio de
1736 con la publicacién del resultado que Leonhard Euler encontré al problema de los puentes
de Konigsberg. Este lo plantearon los habitantes de la ciudad, situada en lo que es ahora Rusia,
quienes se preguntaban si existia un paseo por la ciudad, de tal forma que se recorriera cada
uno de sus siete puentes una sola vez y terminando en el punto de partida.

Figura 1: Esquema de Euler para la solucién del problema sobre los Puentes de Kénigsberg.

Otro problema de suma importancia y al que en algunas instancias se atribuye el acelerado
desarrollo de la teoria de gréficas en los dltimos 150 afios, se conoce como el problema de los 4
colores que durante mucho tiempo permanecié como una conjetura pues no se logré probar
hasta el altimo cuarto del siglo XX. El planteamiento de este problema se hizo por primera vez
en 1852 en una carta que Augustus De Morgan le envia a William Rowan Hamilton, explicando
una observacién que uno de sus estudiantes hizo: para colorear un mapa de tal manera que a
paises colindantes se les asigne distinto color son suficientes 4 colores. Fue Tait quien en 1880
propone una soluciéon de la —hasta ese momento— conjetura de los 4 colores. En su articulo,
Tait da una prueba falaz, pero una equivalencia vélida del problema de los 4 colores, utilizando
coloracién por aristas en lugar de coloracién por vértices[1].

En esta tesis se estudian los ntimeros de Fibonacci de las gréficas, concepto introducido por
Prodinger y Tichy en 1982 [7], y en particular una generalizacién: los nimeros de Fibonacci por
trayectorias monocromaticas, definidos por I. y A. Wloch en 2007 [12]. Este concepto involucra
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por un lado gréficas coloreadas por aristas y por otro los conjuntos independientes de los
vértices de una gréfica.

En el capitulo 1 se desarrollan las nociones bésicas necesarias para el estudio de la teoria de
graficas. Se definen isomorfismo y conexidad, y operaciones entre graficas. También se estudian
algunas familias de graficas importantes, en particular la familia de los drboles, definidos como
graficas conexas y aciclicas.

En el capitulo 2 se estudian independencia y coloracién, conceptos fundamentales para el
estudio de los nimeros de Fibonacci por trayectorias monocromaticas. Ademas se definen clanes,
apareamientos y cubiertas, conceptos ligados al estudio de los conjuntos independientes. En este
capitulo también se revisa coloracién por vértices y aristas, en particular coloraciones propias y
el nimero e indice cromdtico de una gréfica coloreada.

En el capitulo 3 se introduce el concepto de ntiimero de Fibonacci de las gréficas y ntimero
de Fibonacci por trayectorias monocromaticas, se revisan propiedades y se encuentran cotas
superiores e inferiores. Finalmente, se demuestra un resultado nuevo, que consiste de una cota
para el nimero de Fibonacci por trayectorias monocromaticas.



FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE GRAFICAS

11 (QUE ES UNA GRAFICA?

Formalmente, una gréafica G es un par de conjuntos V y E, con V un conjunto finito de elementos
llamados vértices, también llamados nodos. Los elementos del conjunto E se conocen como
aristas y cada arista es un par no ordenado de vértices, de tal forma que si e € E(G), entonces
e = uv para algunos u,v € V(G)'. A uy v se les conoce como los extremos de la arista e. Asi
G=(V,E).

Si los extremos de una arista son iguales, la arista es un lazo. Si dos aristas tienen su extremos en
el mismo par de vértices, las llamamos multiaristas o aristas paralelas. A una gréfica que contiene
multiaristas se le conoce como multigrdfica, si contiene multiaristas y lazos se le conoce como
pseudogrdfica. Por otro lado, una gréfica que no contiene aristas multiples ni lazos se conoce
como grdfica simple. Este trabajo se va a ocupar tnicamente del estudio de graficas simples.

a) grafica simple b) multigrafica ¢) pseudogréfica

Figura 2: Distintos tipos de gréficas

Al ntimero de vértices de una gréafica G, se le llama el orden de G, y al namero de aristas se le
conoce como su tamafio. Se utiliza n y m respectivamente. Ast:

V(G)l=n y [E(G)[=m.

1 Utilizamos la notacién V(G) y E(G) para indicar que el conjunto es el asociado a la grafica G esto es G = (V, E).
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Si m es igual a cero entonces el conjunto de aristas es vacio y se dice que la grafica G es trivial.
Si G es tal que V(G) = (), entonces decimos que G es vacia.

Si e es la arista uv, se dice que e incide en u y en v. Si dos aristas inciden en el mismo vértice se
dice que son adyacentes, de la misma forma si dos vértices son extremos de la misma arista,
son adyacentes o vecinos y se escribe u ady;v. Se conoce como vecindad de v, al conjunto de
vértices adyacentes a v y se escribe Ng(v)*. Es decir, Ng(v) ={u € V(G) | uv € E(G)}. Ademas
le llamamos vecindad cerrada del vértice v al conjunto Ng[v] = Ng(v) U{v}.

Al namero de aristas que inciden en un vértice se le conoce como el grado de v y se escribe d(v).
De la misma forma, d(v) es el nimero de vértices adyacentes a v. Notemos que como G es una
gréfica simple, entonces d(v) = [N(v)|.

z v

Figura 3: Una grafica simple G de orden n = 6 y tamafio m =7

Teorema 1.1 (Primer Teorema de la Teoria de Graficas) La suma de los grados de todos los vértices
de una grdfica es igual a dos veces su tamario.

> dv)=2m.

veV(G)

Demostracién Cada arista tiene dos extremos, es por eso que al sumar el grado de todos los
vértices se cuenta dos veces cada arista, una por cada uno de sus extremos. O

Una consecuencia del teorema 1.1 es el siguiente corolario.

Corolario 1.2 Toda grdfica tiene un niimero par de vértices de grado impar.

Demostracién Sea G una grafica simple, sean V1 el subconjunto que contiene a todos los vértices
de V de grado impar y Vp el subconjunto de vértices de grado par’. Entonces,

> odw) =) dw+ > dw)

veV(G) veVr veVp

2 El subindice G se omite cuando se sobreentiende a qué grafica pertenece v.
3 ViU Vp =V(G) y VinVp =.
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ademas,

> dv) =2k,

VEVp

con k un entero no negatiVO, pues la suma de ntimeros pares Siempre €s par. Y por el teorema ,
ZVGV(G] d(V) = Zm . ASI,

dm= ) dv)+2k
vEV]

Y dv) =2(m—Kk).

VEV]

Por lo tanto } .y, d(v) es par y como es suma de enteros impares, hay necesariamente un
nuimero par de sumandos. Por lo que Vi es par. O

A un vértice con grado cero se le llama vértice aislado y a un vértice con grado 1 se le llama
vértice terminal. El grado minimo (mdximo) de una gréafica G es el minimo (méximo) de los grados
de todos los vértices de G y se denota como 6(G) (A(G)). Dada una gréfica simple G el grado
de un vértice puede ser a lo mds n — 1. Asi, tenemos la siguiente desigualdad:

0 <¥(G) <d(v) <A(G) <n—1, para todov € V(G).
G:
\Z!
Vi
V3 Ve A
A%} Vs

Figura 4: Una gréafica G de orden n =7 y tamafio m =7, con 6(G) =1y A(G) =4

En la gréfica de la figura 4, v3 es el vértice de grado méximo con d(v3) = 4, asi A(G) = 4,

mientras que los vértices vi,v; y v7 tienen grado minimo pues son terminales, asi 5(G) = 1.
Teorema 1.3 Una grdfica simple y no trivial tiene al menos dos vértices con el mismo grado.

Demostracién Sea G una gréfica de orden n tal que todos sus vértices tienen grados distintos.
Para cualquier vértice v se cumple que

0<dv)<n—1,

4 Donde m es el tamafio de la gréfica G.
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por lo que los grados de los vértices de G deben ser los del conjunto {0,1,...,n—1} den
elementos. Entonces, existen vértices u y v tales que d(u) =0y d(v) =n —1; es decir, G contiene
simultdneamente un vértice aislado y un vértice adyacente a todos los demds, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, no existe G tal que los grados de todos sus vértices sean distintos.lJ

1.2 SUBGRAFICAS E ISOMORFISMO

1.2.1  Subgraficas

Una subgrdfica H de una grafica G, H C G, es aquella que se obtiene al ‘borrar” vértices y/o
aristas de la gréfica G. Formalmente:

Definicién H es subgrafica de G si H es una gréfica y los conjuntos de vértices y aristas de H
estan contenidos en los de G;

HCG si V(H)CV(G) y E(H)CE(G).
Ademés, si H es subgréfica de G también se dice que G es supergrdfica de H.

Observaciéon Sea G una grdfica cualquiera, entonces G es subgrdfica de si misma.

De esta forma, se dice que H es una subgrdfica propia de G cuando V(H) € V(G) o E(H) C E(G),
es decir H no es igual a G.

H es una subgrdfica generadora de G cuando V(H) = V(G)°. Se dice que H es una grdfica inducida
por un conjunto de vértices S C V(G), siempre que para cada par de vértices u,v € V(H), si
uv € E(G), entonces uv € E(H). Es decir, H es la subgréfica que contiene todas las aristas que
aparecen en la gréfica original, siempre que sus extremos estén en el conjunto S = V(H), y en
este caso escribimos H = G(S).

H es una grafica inducida por A C E(G) un conjunto de aristas, si A = E(H) y V(G) es el
conjunto de extremos de los elementos de A. Andlogamente, escribimos H = G(A).

5 Hy G tienen el mismo orden
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V1
V2 V5
G:
V3 V4
Vi Vi
Vs \) Vs
Hi : H, :
V3 V4 V3 V4
subgrafica propia subgrafica generadora
V(H) € VI(G) V(Hz) = VI(G)
V1 V1
V2 V5 Vs
H3 H4 .
V3 V3 Vg
inducida por vértices inducida por aristas
H; = G(S) con Hy = G(A) con
S = {V],VZ,V3,V5} A = {V3V4,V4V5,V]V5}

Figura 5: La grafica G y ejemplos de los distintos tipos de subgréficas

5
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1.2.2 Isomorfismo entre graficas

Definiciéon R es una relacién de equivalencia sobre un conjunto X si:

- es reflexiva: para toda x € X, (x,x) € R,
- es simétrica: si para toda x,y € X si (x,y) € R entonces (y,x) € Ry

- es transitiva: si para toda x,y,z € X tal que (x,y), (y,z) € R entonces (x,z) € R.

Se dice que dos graficas son isomorfas si entre sus conjuntos de vértices existe una corresponden-
cia uno a uno que preserve adyacencias y no adyacencias entre vértices. Este concepto captura
la nocién de que, aunque dos gréficas estén representadas de distinta forma, pueden tener la
misma estructura. Intuitivamente, lo que se busca con la biyeccion es que se conserven las reglas
de incidencia. Formalmente:

Definicién (Isomorfismo) Sean G y H dos gréficas, si existe una funcién biyectiva
¢: V(G) = V(H)

tal que uwadygv siy solo si ¢p(u) ady, $(v), entonces decimos que G y H son isomorfas y se
escribe G ~ H.

De la definicién se derivan las siguientes consecuencias:

Teorema 1.4 Si dos grdficas G y H son isomorfas, entonces:
(i) Gy H tienen el mismo orden,
(ii) vértices correspondientes bajo el isomorfismo tienen el mismo grado y

(iii) G y H tienen el mismo tamafio.

Demostracién Sean G y H dos gréficas isomorfas, y sea ¢: V(G) — V(H) una biyeccién entre
sus conjuntos de vértices.

(i) Por ser ¢ una funcién biyectiva, su dominio y su imagen tienen la misma cardinalidad, i.
e. [V(G)| =|V(H)|, por lo tanto G y H tienen el mismo orden.

(ii) Sea v un vértice cualquiera de G, con grado dg(v) = k y sea Ng(v) = {vy,..., v} la
vecindad de v en G. Por ser ¢ una biyeccion, sabemos que preserva vértices adyacentes y
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no adyancentes, asi ¢(v) es adyacente a ¢(v1),...,d(vk). De la misma forma, y por ser
¢ una biyeccion, para todo ui € Ny (dp(v)), ¢ (uy) es adyacente a v en G. Por lo tanto,
dg(v) = du(Pp(v)) para todo vértice v € G.

(iii) Se desmostré anteriormente que la suma de los grados de los vértices de una grafica es
igual al doble de su tamafio y, utilizando el inciso anterior, tenemos:

AV(G) = ) dv)= > ddM) =2V(H)L

veV(G) ¢ (v)eV(H)

Por lo tanto G y H tienen el mismo tamafio. O

Estas consecuencias permiten mostrar facilmente que dos graficas son no isomorfas, pero cabe
destacar que éstas son condiciones necesarias para el isomorfismo, pero no son condiciones
suficientes.

V2 V1 uz uq

V3 Ve ;ﬁ us Ue

V4 V5 Uy Us

G H

Figura 6: Dos gréficas con el mismo orden, tamafio y grados de los vértices que no son isomorfas.

Para probar que dos gréficas son isomorfas, basta” con encontrar la funcién ¢ que cumpla con
las condiciones de la definicién. Si dos graficas son no isomorfas, se escribe G % H.

Las grédficas G y H de la figura 6 no son isomorfas pues, a pesar de tener el mismo orden,
tamarfio y grados de los vértices, si nos fijamos en el vértice u; € V(H), éste es adyacente a dos
vértices que, a su vez son adyacentes entre ellos. Esto no ocurre con ningtin vértice de G, por lo
que podemos asegurar que G % H.

Las tres graficas de la figura 7 son isomorfas, con el isomorfismo dado por ¢(ui) = vi y

P(vi) = wy.

6 Auin no se sabe si existe un procedimiento eficiente para decidir si dos graficas son isomorfas.

7
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Figura 7: Tres representaciones de la gréfica de Petersen

Observacién El isomorfismo, junto con la composicion de funciones es una relacion de equivalencia,
pues, si Gy, G2 y G3 son tres grdficas, tenemos:

- G1 =~ Gy, con el isomorfismo dado por la identidad, d(v) =v, v € V(G).
- §i Gy ~ Gy entonces Gy ~ Gy, pues si ¢: G1 — G, entonces ¢ ': Gy — Gy.

- S1 G1 ~ Gy Gy ~ Gz entonces G1 ~ G3, pues si $: G1 — Gy P: G — Gz, entonces
Yod: Gy — G3 es un isomorfismo.

S R D 0 BN ANRNAN
NN X

Figura 8: Todas las graficas no isomorfas de orden 4
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1.2.3 Operaciones en graficas

Dada una gréfica G, se pueden obtener nuevas gréficas a partir de ésta al agregar o quitar
vértices o aristas.

- G — S: si borramos de la grafica G el subconjunto propio S C V(G) obtenemos la subgréfica
inducida de G, por los vértices que no estdn en S. A esta grafica la denotamos como G —S.

G —v es la gréfica obtenida al eliminar el vértice v € V(G) y todas sus aristas incidentes. G —v
es también la gréfica inducida por el conjunto V(G) —{v}.

- G — A: similarmente, eliminar un conjunto de aristas A C E(G), equivale a construir la gréfica
inducida G(E(G) — A), y la denotamos por G — A. Cuando A = {e} para alguna e € E(G),
simplemente escribimos G — e.

- GH+uvisiu,ve V(G) yuv ¢ E(G), la gréfica G + uv se obtiene de G al anadir la arista uv, con
u,ve V(G).

V2 V1
G:
V3 V4
A%) V2 V1 V2 Vi
V3 V4 V3 V4 V3 V4
G — vy G — (v2va) G+ (vivs)

Figura 9: Ejemplos de las operaciones G—v, G—ey G+e

9
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1.3 CONEXIDAD

1.3.1  Caminos, paseos, trayectorias y ciclos

Definicién Un camino W en una grafica G es una sucesion alternada de vértices y aristas, finita
y no vacia, construida de tal forma que para 1 < i < k los extremos de e; son vi_7 y Vi, asi
W = (vo,e1,vi,e2,V2,... € Vx).

Debido a que en una gréfica simple una arista estd determinada (sin ambigiiedad) por sus extre-
mos, de ahora en adelante podemos omitir la aristas de la sucesion y simplemente escribimos
W = (vo,v1,..., k).

Se dice que W es una camino de vp a vk 0 un vovg-camino y se conoce como vértice inicial de
W a vy, vértice final a vy y vértices interiores a los vértices restantes vy, ..., vi_1. La longitud del
camino W, £{(W), es el entero k, el niumero de aristas (no necesariamente distintas) contenidas
en la sucesion. Asi, un camino trivial es un camino de longitud cero, compuesto por un solo
vértice.

Si todas las aristas de una camino W son distintas, vamos a decir que es un paseo 7T, si ademds no
se repite ningtin vértice, vamos a decir que es una trayectoria P. De esta manera, una trayectoria es
un paseo pero no todo paseo es una trayectoria. Decimos que dos trayectorias son internamente
disjuntas si solo tienen en comuin sus vértices inicial y final.

Definicién Si Wy = (vo,v1,...,Vvp_1,Vp) y W2 = (up,uq,...,uq—1,uq) son dos caminos tales
que vp = Uo, la concatenacion de Wy y W, es el camino Wy - Wy = (vo,V1,...,Vp_1,Vp =
uo,u1,...,uq,1,uq). De la misma forma, la concatenacién de k caminos Wi ... Wy, tales
que para toda Wi con 1 < i < k—1, su vértice final es igual al vértice inicial de Wi 1, se
define inductivamente como la concatenacién de Wy y la concatenacién de Wy ... Wy _1, i. e.
(.. (W1 -W2)-W3)...) - Wy. De aqui que {(W1 - Wy -...- Wy) = E{(Wq) +L(W2) +- - - +£(Wx).

SiW = (x =x0,%1,...,Xx = Y) es un xy-camino y u = X, v = x; para alguna i # j, entonces
W' = (u, W,v), es el camino (u = xy,Xi41,...,%j = V). Asi podemos concatenar subcaminos, y
usamos la notaciéon Wi - W5 = (u, Wy, v) U (v, Wa, w).

SiW = (x0,X1,...,XK) €s un uv-camino, entonces denotamos como W~ = (xy, Xx_1,...,X1,%X0)
al vu-camino que se obtiene al recorrer W en sentido opuesto.

10
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Un camino que empieza y termina en el mismo vértice decimos que es un camino cerrado. Si
ademas es no trivial y no repite vértices interiores decimos que es un ciclo. A un ciclo de longitud
k se le conoce como k-ciclo.

Observaciéon Todo ciclo tiene longitud al menos tres.
Observacién La concatenacion de dos trayectorias distintas e internamente ajenas forma un ciclo.
Teorema 1.5 En una grifica simple G, todo uv-camino contiene una uv-trayectoria.

Demostracién Procederemos por induccién sobre la longitud del camino. Sea G una gréfica
simpley € = (u =vp,V1,V2,...,Vk_1,Vk = V) un uv-camino contenido en G.

Sif(¥€) =1, entonces ¢ = (u,v), i. e. C es la arista uv, por lo que € no repite ningtin vértice,
entonces por definicién € es una uv trayectoria.

Ahora, supongamos que el teorema es valido para todos los caminos de longitud estrictamente
menor que k, falta demostrar que si {(%’) = k, entonces C contiene una uv-trayectoria.

Sea C un uv-camino de longitud k. Si € no repite vértices, C es por definicién una trayectoria.
Si, por otro lado, x se repite en C, i. e. para alguna i < j en la sucesién v; = vj, entonces
C=(u=vo,Vi,...,X =Vi,...,X =Vj,...,Vk_1,Vk = V). Sea €’ el camino € = (u=vp,v1,...,

Vi1, Vi = Vj,Vj4+1,...,Vk—1,Vk = V), entonces {(%’) < {(¢) y por hipétesis de induccién, €
contiene una uv-trayectoria y como €’ C €, C contiene una uv-trayectoria. O

Teorema 1.6 Todo camino cerrado de logitud impar contiene un ciclo de longitud impar.

Demostracién Procederemos por induccién sobre la longitud del camino cerrado. Sea W =
(W =vp,V1,..., V2K, V2k+1 = U) un camino cerrado de longitud impar que empieza y termina
en el vértice u, con {(W) = 2k + 1.

Si k =1, entonces {(W) = 3. Sea W = (vg,Vv1,V2,v3 = vgo) el camino cerrado, entonces vovi,viva
y vavo € E(G). Esto ocurre si y solo si vo # vi,v1 # V2 y v2 # vo. Asi, W es un camino cerrado
que no repite vértices interiores, i. e. W es un ciclo de longitud impar.

Ahora, supongamos que todo camino cerrado W, tal que {(W) =2s+1 con 1 < s < k, contiene
un ciclo de longitud impar.

Sea W tal que {(W) = 2k + 1, si W repite solamente el primer y tltimo vértice, W es un ciclo
y se cumple el teorema. Si W no es un ciclo, entonces repite al menos un vértice intermedio.
Sea x el primer vértice de la sucesién que se repite, tal que W = (u =vo,vi,..., Vi =%,...,Vj; =
X,..., V2K, V2k+1 = u) con i < j. Notemos que el camino cerrado W estd formado por dos
caminos cerrados de menor longitud, W' = (W =vo,Vv1,...,Vi—1,Vi =V}, Vj41,...,V2k, V2kt1 =



u) y W = (x = v, vig1,..., V-1,V = X, ). Si {(W’') es impar, necesariamente W' o W" es de
longitud impar. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢{(W’) es impar entonces por
hipoétesis de induccion contiene un ciclo de longitud impar € . Y puesto que € C W/ C'W, el
teorema queda demostrado. O

1.3.2 Conexidad

Definicién Se dice que dos vértices u y v de G estin conectados si existe un uv-camino (una
uv-trayectoria) en G. Si todo par de vértices en G estan conectados, esto es, si existe un uv-camino
(una uv-trayectoria) para cada par de vértices u,v € V(G) decimos que G es conexa.

Asi, si para algtn par de vértices en G, no existe un uv-camino, u y v no estdn conectados y la
grafica G es inconexa.

Teorema 1.7 La relacién ‘estar conectados’ es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de vértices
de G.

Demostracién Sea G una gréfica conexa y u,v,w € V(G), entonces:
(i) € = (u) es un uu-camino en G, por lo tanto la relacién es reflexiva.

(ii) Sea C un uv-camino entre cualesquiera dos vértices, entonces €~ es un vu-camino en G,
por lo tanto la relacién es simétrica.

(iif) Si €7 es un uv-camino y €, es un vw-camino, entonces €7 - €2 es un uw-camino en G y
por lo tanto la relacion es transitiva. O

Una subgrafica H de G es una componente conexa de G si H es méxima por contencién con la
propiedad de ser conexa. Observemos que las componentes conexas de G son las subgréficas
inducidas por los elementos de la particion 7 dada por la relacién de equivalencia ‘estar
conectados’.

Denotamos por ¢(G) al nimero de componentes conexas de G, asi ¢(G) = 1siy solosi G es
conexa.

Una particién debe cumplir:

i) U’.f:1Vi =V(G),ie{l,...,k}
iy Vi #0,vie{l,..., X}y

i) VinVj = 0,Vi#j

12
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Toda componente conexa es no vacia y cualesquiera dos componentes conexas son ajenas. Toda
grafica se puede ver como la unién de sus componentes conexas.

Teorema 1.8 Toda grifica contiene una trayectoria de longitud al menos 5(G) = & y si & > 2 entonces
contiene un ciclo de longitud al menos &+ 1.

Demostracién Sea G una gréafica con 6(G) = o, y sea P = (xo,x1,...,Xk) una trayectoria de
longitud méxima en G. Como d(xy) > 8, entonces los elementos de N(vi) son elementos de la
trayectoria P, pues de lo contrario P no serfa méxima. Asi, tenemos que k > d(xx) > 9.

Ahora, supongamos que > 2y sea xi € N(vi) tal que i es minimo en la sucesién, asi
N(vi) € {xi,Xi+1,...,Xk—1}, Y puesto que xxxi € E(G) entonces vy = (xi, P, xx) - (xk,xi) es un
ciclo de longitud al menos & + 1. O

X0

(xi, Py xi) - (%, %x1)

Figura 10: P contiene un ciclo de longitud al menos 6 + 1

Teorema 1.9 (Caracterizaciones de las graficas conexas)
(i) G es una grdfica conexa si y solo si contiene un camino que pasa por todos sus vértices.

(ii) Una grdfica no trivial G es conexa si y solo si para toda particion de V(G) en dos conjuntos Uy W
existe una UW-arista.

(iii) Una grdfica G de orden n > 3 es conexa si y solo si existen u,v € V(G) tal que G—uy G —v
son conexas.

Demostracion

(i) Sea G una grafica conexa y sea W un camino que pase por el mayor niimero de vértices de
G, veamos que V(W) = V(G). Supongamos que V(W) # V(G), entonces existe al menos
un vértice v, tal que x € V(G) \ V(W), pero como G es conexa, hay al menos un vx-camino
en G, W’ con v el vértice terminal de W. Asi, W- W’ es un camino en G que contiene mds
vértices de V(G) que W. Por lo tanto fue falso suponer que V(W) # V(G).



(iii)

Ahora, sea W = (xo,...,Xx) un camino en G tal que V(W) = V(G) y sean u y v dos
vértices cualesquiera en V(G), entonces existen i,j € {0,...,k}, 1 #j tales que u = x; y
v =xj. Asi, W' = (x4, W, x;) es un uv-camino en G y por lo tanto, G es conexa.

Supongamos que G es una grafica conexa, no trivial y sea {U, W} una particién cualquiera
de V(G). Como U y W son no vacios, sean u € U, v € W. Ya que G es conexa, entonces

existe al menos un camino entre cualesquiera dos vértices de G, en particular entre u y v.

Sea P = (u=xp,X1,...,Xk—1,Xk = V) un uv-camino en G y sea x; el primer vértice de la
trayectoria que pertenece al conjunto W de la particién, entonces x;_1 pertenece a U y la
arista x;_1x; tiene un extremo en cada elemento de la particion.

Ahora, para probar el regreso, supongamos que G no es conexa, y procedamos por
contradiccién. Si G no es conexa, entonces tiene al menos dos componentes conexas. Sean
G1,...,Gk las componentes conexas de G. Si nos fijamos en V = {U, W} una particién
de los vértices de G, tal que U = V(G1) y W = V(G) \ V(G1), por hipétesis, existe una
UWe-arista, lo cual implica que hay dos vértices adyacentes en distintas componentes
conexas, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, si para toda biparticién de G existe una
arista con cada extremo en un conjunto distinto de la particién, entonces G es conexa.

Sea G una gréfica conexa, de orden n > 3. Sea P una trayectoria de longitud méaxima
en G, y sean u y v los vértices inicial y final de P, respectivamente. Sea z el vértice
adyacente a v en P. La trayectoria P’ = (u, P, z) es una uz-trayectoria que no pasa por
v. Asi, podemos asegurar que P’ estd contenida en una componente conexa de G —v.
Supongamos que G — v es inconexa, entonces existe un vértice w € N(v) que no pertenece
a la misma componente conexa que P, entonces P’ = P - (v, w) es una trayectoria en G, lo
cual contradice la hip6tesis que P es de longitud méaxima. Andlogamente ocurre para u,
por lo tanto G —u y G — v son graficas conexas.

Ahora sean u,v € V(G), tales que G —u y G —v son conexas. Basta demostrar que en
G hay un uv-camino. Como n > 3, existe un vértice w en V(G) \ {u, v} y como G —v es
conexa, existe P; una uw-trayectoria en G —v, andlogamente ocurre que en G — u existe
P, una wv-trayectoria. Asi, P - P, es un uv-camino en G y por lo tanto G es conexa. [

Esta caracterizacién nos permite probar el siguiente teorema, el cual relaciona orden y tamafio
de una grafica conexa.

Teorema 1.10

Si G es una grdfica conexa con orden n y tamafio m, entonces m > n — 1.

Demostracién (por induccién sobre el orden de G) Sea G una gréafica conexa, de orden n, si
n = 1 entonces G no tiene aristas y si n = 2 entonces G tiene una arista, en ambos casos, se
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cumple el teorema. Ahora supongamos que toda gréafica conexa de orden n y tamafio m, cumple

que m > n — 1. Falta demostrar que si G tiene orden n + 1 > 3, entonces tiene tamafio m > n.

Por el teorema 1.9, inciso (iii), si G es conexa, existe u € G tal que G —u es conexa. Por hipétesis
de induccién, [E(G—u)[ >n—1y como [E(G)| =[E(G —u)|+d(u) > (n—1) + 1 =n, entonces
[E(G)| > n y queda demostrado el teorema. O

1.3.3 Distancia en graficas

Definicién Sea X un conjunto de puntos, una funcién de distancia en X es una fucién d: X x X —
R U{0} que es simétrica y satisface que d(x,x) = 0 para toda x € X. Decimos que la distancia
es una métrica, si ademas se cumplen que d(x,y) = 0 si y solo si x =y y la desigualdad del
tridngulo, i. e.:

d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) para toda x,y,z € X.

Sabemos que si G es una grafica conexa, entonces existe al menos una uv-trayectoria en G, para
cualesquiera u,v € V(G). La longitud de estas trayectorias nos puede dar una nocién de qué tan
lejos 0 qué tan cerca estdn dos vértices en una grafica, asi podemos definir:

Definicién Sean u,v vértices en una grafica G, la distancia en G entre u y v se define como:

dg(u,v) = min {{(P) | P es una uv-trayectoria en G}.

Si P es una uv-trayectoria tal que £(P) = dg(u,Vv), decimos que P es una uv-geodésica en G.

Asf, la distancia entre cualesquiera dos vértices de una grafica conexa estd bien definida.

Teorema 1.11 La distancia entre los vértices de una grdfica, d(u,v): V(G) x V(G) — INU{0} es una
métrica.

Demostracién Sean u,v,w € V(G), con G una grafica conexa, entonces:

(i) du,u)=0yd(u,v) >0siu#v,
pues la trayectoria trivial que consta inicamente del vértice u tiene longitud cero pues no
contiene aristas y va de u a u. Ademds si u # v entonces estan conectados por al menos
una arista por lo que
d(u,v) > 0.

(11) d(u,v) = d(vl LL),
sea P una uv-geodésica, entonces P~ es una vu-geodésica, pues de lo contrario existirfa
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una vu-trayectoria, P’, tal que {(P’) < {(P), lo cual contradice la eleccién de P. Por lo
tanto,
d(u,v) =P) =P = d(v,u).

(iii) d(u,w) < d(u,v)+ d(v,w) para toda u,v,w € V(G),
sean P7 y P, una uv-geodésica y una vw-geodésica, respectivamente. Entonces P71 - P, es
un uw-camino que por el teorema 1.5 contiene una uw-trayectoria . Por lo tanto,

d(w, w) <LP) <UP1) +U(P2) = d(w,v) +d(v, w).
Por (i), (ii) y (iii)) queda demostrado el teorema. O

Un espacio métrico es un par (X, d) tal que d es una métrica en X. El espacio métrico (G, d(u,v))
es un espacio discreto, pues V(G) es un conjunto finito y con imagen en los ntimeros naturales
pues d(u,v) > 0y {(P) es siempre un entero.

Observacién Por convencion, si no existe una uv-trayectoria en G, i. e. G es inconexa y decimos que
dg(u,v) =00

1.4 TIPOS DE GRAFICAS

La trayectoria de orden n, P;,, es la grafica que consta solamente de los vértices y aristas de
una trayectoria de longitud n — 1. A la gréfica que es, en sf misma, un ciclo de ordenn > 3 la
denotamos por C,, y tiene tamafio n.

El complemento G de una gréfica G es la gréafica que tiene el mismo conjunto de vértices

V(G) = V(G) y en la que dos vértices son adyacentes en G si y solo si no son adyacentes en G.

Si el tamafio de G es m, entonces E(G) = (}) —m.

Un caso especial son las gréficas autocomplementarias, para las cuales G y G son isomorfas.

Teorema 1.12 Si G es una grdfica autocomplementaria de orden n, entoncesn =0 (méd 4) on =1
(moéd 4).

Estrictamente, no podemos decir que la distancia entre vértices junto con las graficas inconexas forman un espacio
métrico, pues oo ¢ R Si distinguimos una métrica infinita de una finita, como una funcién con contradominio en
R+ U oo, entonces podemos incluir a las graficas inconexas y ver a (G, d(u,v)) como un espacio métrico donde las
componentes conexas de la gréfica son subespacios finitos separados uno de otro por distancias infinitas.
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Demostracién Sea G una grafica autocomplementaria, i. e. G ~ G. Notemos que si [V(G)| =1
el resultado es evidente y ademads no existen gréficas autocomplementarias de orden 2. Asi,
podemos suponer que [V(G)| > 3. Por ser isomorfas, G y G tienen el mismo orden n y tamafio
m. Ademas, [E(G)|+ |E(G)| = (721)’ el médximo ntmero de aristas que puede tener una grafica

. Ao ; —1 . :
simple con n vértices. Asi, m = %. Es claro que el nimero de aristas debe ser un entero por
lo que n(n — 1) debe ser divisible entre 4 y al ser n y n — 1 consecutivos, son primos relativos.

Por lo tanto tenemos que n =0 (méd 4) on =1 (mod 4). O

W W

Figura 11: Gréficas autocomplementarias con n =5

La grdfica de lineas de G, L(G), es la gréfica cuyos vértices corresponden a las aristas de G. Dos
vértices son adyacentes en L(G) si y solo si las aristas correspondientes en G inciden en el mismo
vértice. Esta grafica representa las adyacencias entre las aristas de la gréfica original G.

Figura 12: La gréfica G y su gréfica de lineas L(G)
Es importante mencionar que no toda grafica es gréfica de lineas de alguna grafica.

La grafica H de la figura 13, es ejemplo de una gréfica que no es grafica de lineas de ninguna
grafica, pues como vemos en H’, la arista v3 incide en v4 pero no incide en v, ni en vq, como v4
solo tiene dos extremos, esta configuracion no es posible.
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V3
V4
Vi V2
? <
V4 V3
V1 V2
H’
H

Figura 13: La gréfica H no es grafica de lineas de ninguna gréfica

Una grafica es regular si todos sus vértices tienen el mismo grado. Se dice que G es k-regular si
todos sus vértices tienen grado k.

A D w8

tetraedro hexaedro octaedro dodecaedro icosaedro

Figura 14: Los cinco sélidos platénicos son graficas regulares

Una grafica completa es tal que todos sus vértices son adyacentes entre si. Usualmente, se denota

Kn ala gréfica completa de orden n. Toda gréfica completa es (n — 1)-regular y tiene tamafio
nn-1) n
— =)

= AN B

Kq K> K; Ky Ks Keg K-

NN
B

NS
LTHN,
N\

4>
e

7>

Figura 15: Graficas completas de orden n < 8

La gréfica trivial K, es la grafica de orden n y tamafio m = 0, i. e. E(G)

0.
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Una gréfica bipartita es aquella para la que existe una particion de sus vértices en dos conjuntos,
Xy Y tal que ningtin par de vértices en el mismo conjunto sean adyacentes, i. e. si xy € E(G)
con G bipartita, x € X y y € Y. Si en una gréfica todo par de vértices en distintas partes son
adyacentes, decimos que es una grafica bipartita completa y la denotamos con K, +; donde s = [X]
yt=1[Yl.

\\\ == 4/,1 L
\\11“ “.’//

Y ?.'.”

K4,3 Ky,5 K222 K3,3,3

Y

Gréficas bipartitas Gréficas multipartitas

Figura 16: Gréficas k-partitas completas

En general, una gréfica k-partita es tal que existe una particién de sus vértices en k conjuntos tal
que los vértices en un mismo conjunto de la particién no son adyacentes. Si todo vértice de G es
adyacente a todos los vétices de los otros conjuntos de la particién, decimos que la grafica es
k- partita completa y la denotamos por Ky, r,... ., donde r; es el orden de cada conjunto de la
particion.

Teorema 1.13 (Caracterizacién de gréficas bipartitas) G es una grdfica bipartita si y solo si no tiene
ciclos de longitud impar.

Demostracién Primero supongamos que G es una gréfica bipartita, entonces existe una bi-
particiéon de sus vértices V(G) = {X,Y} tal que para toda xy € E(G), x € Xyy € Y. Sea
€ = (v1,v2,...,Vk,v1), k = 3, un k-ciclo en G y supongamos, sin pérdida de generalidad, que
v1 € X. Como G es bipartita si vi € X, entonces v, € Y, v3 € Xy asi sucesivamente. En general,
podemos decir que v; € X, siempre que i sea un entero impar, con 1 <i < ky vj € Y, cuando j
es un entero par, 2 < j < k. Como v € X, entonces v € Y y k es un ntimero patr, por lo tanto,
£(€) es par. Podemos concluir que si G es bipartita entonces no contiene ciclos de longitud impar.
Asi, si G contiene ciclos, estos son de longitud par.

Para el regreso, sea G una gréfica no trivial que no contiene ciclos de longitud impar. Si G es
vacia entonces es bipartita. Si G no es vacia, supongamos que es conexa, pues si no lo fuera,
basta con demostrar el resultado para cada componente no trivial de G. Sea u € V(G) un vértice
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cualquiera. Construimos una biparticiéon de V(G) = {X, Y}, de tal manera que v € X si d(u, V) es
un ntimero par y w € Y si d(u, w) es impar. Asi, tenemos que

X={veV(G)|d(u,v) =2k para alguna k € NU{0}}, y

Y ={we V(G) | d(u,w) =2k + 1 para alguna k € INU {0}}.

Veamos que {X, Y} es efectivamente, una biparticiéon de V(G). Como d(u,u) = 0, entonces
u € X, ademds como G es conexa no trivial, entonces N(u) C Yy N(u) #0. Asi, X #0 #Y
y como para toda u € V(G), d(u,v) es par o impar, entonces XNY =0y XUY = V(G). Falta
ver que para toda arista uv € E(G), u € Xy v € Y. Supongamos que existe x1x, € E(G), tal
que x1,x2 € X, entonces d(u,x7) y d(u, x2) son ambas pares. Sean P; una ux-trayectoria y P,
una uxp-trayectoria, tales que ¢(P1) = d(u,x1) y £(P2) = d(u, x2). Entonces Py - P, junto con la
arista x1x2 es un camino cerrado de longitud impar en G, y por el teorema 1.6 contiene un ciclo
de longitud impar, lo cual es una contradiccién. Andlogamente, si x1,x2 € Y, d(u,x71), d(u,x2)
son ambas impar y P; - P, junto con la arista x1x; es un camino cerrado de longitud impar
en G. Por lo tanto, fue falso suponer que existe x1x2 € E(G) con x1,x; en el mismo conjunto
de la particién. Asi, tenemos que X, Y es una biparticién de V(G) tal que para toda xy € E(G),
x € Xyy €Y,y por lo tanto G es una grafica bipartita. O

1.4.1 Operaciones entre graficas

También se pueden realizar operaciones entre graficas. A continuacién vamos a definir algunas.

- G1UGy

La unién de dos graficas ajenas en vértices G1 y G, es la grafica G; U G2, con conjunto de
vértices V(G1) UV(G,) y conjunto de aristas E(G1) UE(G2).

De manera més general, si Gy, ..., Gk son gréficas ajenas dos a dos, podemos definir la unién

UX_, Gy, como la grafica con conjunto de vértices [ J¥_; V(G;) y conjunto de aristas | J¥_; E(G;).

Asfi cualquier grafica se puede ver como la unién de sus componentes conexas.
- G1+ G2
La suma de dos graficas ajenas G7 + G, estd definida como la gréafica que tiene como conjunto

de vértices a V(G1) U V(G2) y cuyo conjunto de aristas es E(G1) UE(G2) U{xy |x € V(G1),y €
V(G2)}

20



TIPOS DE GRAFICAS |

Al sumar la gréfica trivial Ky con un ciclo de longitud n, C,, se obtiene un tipo especial de
grafica conocido como rueda Wy,. Otro tipo de gréficas que se pueden obtener a partir de la
suma de dos gréficas ajenas, son las bipartitas completas, pues en general K + K¢ = Ky ¢

Cs: Ki: o

K; +Cs:

Figura 17: K; +C5 = W5

La suma y la unién son operaciones conmutativas, i.e. G1 UGz = G2, UGy G1 + G, = G2 + Gy,
esto es consecuencia directa de la conmutatividad de la unién.

- G1o0G2

El producto cartesiano de dos graficas ajenas Gy y G, es la grafica G1oG, con conjunto de
vértices V(G1) x V(G;), definido como todos los pares ordenados que se pueden formar a
partir de dos conjuntos: {(x,y) | x € V(G1) yy € V(G,)}. Cuyo conjunto de aristas E(G10G2),
estd formado por el conjunto {(x,y)(w,z) | xw € E(G1) yy=2zVyz € E(G2) y x =w}.

La notacion G x G, también se utiliza para identificar esta operacion.

El producto cartesiano de dos trayectorias T, 0Ty, es la reticula m x n.

- G1xGy

El producto fuerte de dos gréficas ajenas G y G2, también conocido como producto directo,
producto cardinal o producto de Kronecker, entre otros, e introducido por Russell y Whitehead
en’Principia Mathematica’[2], tiene como resultado la grafica G x G, con conjunto de vértices

V(G1) x V(G2) y conjunto de aristas E(G1xG2) = {(x,y)(z,w) | xz € E(G1) y yw € E(G2)}.

Intuitivamente, dos vértices son adyacentes en la grafica resultante siempre que las primeras y
las segundas entradas de cada vértice sean adyacentes en sus respectivas graficas.
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TsaTy
) ]
T3 %2 ‘ ‘
X1
o o
Y1 Y2 Ys3 Ya
T4

Figura 18: La reticula T30T4

- G[H]

Dadas dos gréficas ajenas G y H, la composicion de G con H, es la grédfica G[H], con conjunto de
vértices V(G[H]) = V(G) x V(H) y dos vértices son adyacentes en G[H] si la primera entrada
de cada vértice es adyacente en G o la segunda entrada es adyacente en H y la primera entrada
es la misma, esto es, E(G[H]) = {(x,y)(z,w) | xz € E(G) o yw € E(H) y x = y}. Visto de otra
manera, lo que estamos haciendo es formar una gréfica con copias H, de H, por cada vértice
v € G, tales que los vértices de H, serdn adyacentes a todos los vértices de H,, si vu € E(G).

X1 Y
X2
G: 0 X3 H: Y2
(x1,y1) (x2,y1) (x3,y1) (y1,x1) (Yy1,x2) (Yy1,x3)
G[H] H[G]
(x1,Y2) (x2,Y2) (x3,Y2) (ya2,%x1) (Y2,%x2) (y2,%x3)

Figura 19: Ejemplo: G[H] y H[G]

Como se puede ver en la figura 19, la composiciéon no es conmutativa pues G[H] % H[G].
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X2 X1 Y
H:
X3 X4 Y2
X2 X1 Y1
GUH: I;;gzzfii[
X3 X4 Y2
X2 X1 Y1

LA

(x2,y1)  (x1,y1)  (x2,y2)  (x1,Y2)
GOH:

(x3,y1)  (xa,y1)  (x3,Y2)  (xa,Y2)

(x1,y2)  (x2,y2) (x3,y2) (x4,y2)
GxH:

(x1,y1)  (x2,y1)  (x3,yl) (x4,yl)

Figura 20: Ejemplos de operaciones entre gréficas
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1.5 ARBOLES

1.5.1  Vértices de corte, puentes y bloques

Definicién Un vértice v de una gréfica conexa G es un vértice de corte, si G —v es inconexa. En
general, si G es una gréfica cualquiera, v es un vértice de corte si c(G —v) > c(G).

Usando esta definicién, podemos enunciar el inciso (iii) del teorema 1.9 de la siguiente manera:

Teorema 1.14 Toda grdfica conexa, no trivial contiene al menos 2 vértices que no son de corte.

Por ejemplo, una trayectoria P contiene exactamente dos vértices que no son de corte.

Teorema 1.15 (Caracterizacién de los vértices de corte) Sea G una grdfica de orden n > 3, enton-
ces v es de corte si y solo si existen u, w diferentes de v tales que v pertenece a toda uw-trayectoria en G.

Demostracién Supongamos sin pérdida de generalidad que G es una gréfica conexa, de orden
n > 3y sea v un vértice de corte de G. Por definicién de vértice de corte, G —v es inconexa,
entonces tiene al menos dos componentes conexas. Sean u,w € G —v dos vértices tales que
pertencen a distintas componentes de G — v, i. e. no existe una uw-trayectoria en G —v. Como
G es conexa, existe al menos una uw-trayectoria en G, esto implica que v pertenece a toda
uw-trayectoria en G.

Ahora supongamos que G es conexa con u, w # v tal que v pertenece a toda uw-trayectoria en
G, falta demostrar que v es un vértice de corte de G. Sea P una uw-trayectoria cualquiera en G,
por hipétesis v € V(P). Esto implica que G — v es inconexa, si no lo fuera entonces existe una
uw-trayectoria en G que no pasa por v, lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto, v es un
vértice de corte de G. O

No toda grafica tiene, necesariamente, algtin vértice de corte, asi podemos definir:

Definicién Una gréfica no trivial que no contiene vértices de corte se dice es una gréfica
no-separable.

Algunas familias de gréficas que no contienen vértices de corte son los ciclos €, n > 3 y las
gréficas completas no triviales K, n # 1. Esto es inmediato del teorema , pues en el caso de
los ciclos, si tomamos cualesquiera dos vértices siempre existen dos trayectorias internamente
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ajenas entre ellos. En el caso de las completas, como cualesquiera dos vértices son adyacentes, la
arista que los une, es una trayectoria que no contiene ningtn otro vértice.

Podemos caracterizar a las gréficas no-separables de la siguiente manera.

Teorema 1.16 (Caracterizacién de las gréficas no-separables) Sea G una grdfica de orden n > 3.
G es no-separable, si y solo si todo par de vértices de G estdn en un ciclo comiin.

Demostracién Procederemos por induccién sobre d(u,v). Sea G una gréfica no-separable con
n > 3y u,v dos vértices cualesquiera en G. Si d(u,v) = 1, entonces uv € E(G) y como G es
no-separable, no contiene vértices de corte, por lo que G —u y G —v son conexas. Como el orden
de G es al menos 3, sabemos que existe w € V(G) —{u,v}. Sean P; una vw-trayectoria en G —u
y P2 una wu-trayectoria en G —v. Entonces, el vu-camino P; - P, contiene una vu-trayectoria P
que no pasa por la arista uv, entonces P - (u,v) es un ciclo donde estdn u y v.

Ahora, supongamos que cualquier par de vértices a distancia j, con 1 < j < k, estan en un
ciclo comtn y sean u,v tales que d(u,v) = k. Sea P = (u = vo,Vv1,...,Vk—1,Vk = V) una
uv-geodésica y sea w = vi_1, el vértice inmediato anterior a v en P. Como d(u,w) < k, por
hipétesis de induccién, u y w estan en un ciclo comtn €. Ademads, como G es no-separable,
en G —w existe P’ una uv-trayectoria que no pasa por w. Entonces tenemos dos casos, si P’
comparte exactamente el vértice u, con el ciclo € (figura 21, caso 1), entonces u,v estan en el
ciclo comun (u, €, w) - (w,v) - (v, P’~1, ). Si P’ tiene al menos un vértice interno en comun con C
(figura 21, caso 2), sea x el ultimo vértice de P’que estd en C y sean P; y P;, las uw-trayectorias
internamente ajenas tales que € = P71 - P;. Sin pérdida de generalidad supongamos que x esta
en Py, asi u,v estdn en el ciclo comun formado por (u, P2, w) - (w,v) - (v, P/, x) - (x, ‘PT],u). Por
lo tanto, si G es no-separable, cualesquiera par de vértices estdn en un ciclo comun.

Para el regreso, notemos que si todo par de vértices estdn en un ciclo comtn entonces G es
conexa, ademds por teorema no tiene vértices de corte, ya que entre cualesquiera dos
vértices siempre hay dos trayectorias internamente ajenas. Por lo tanto, G es no-separable. [

Caso 1 Caso 2

Figura 21: Ciclo comtn de la grafica G en que estdn los vértices uy v
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Sea G una gréfica conexa y no trivial. Un bloque B es una subgrafica de G no-separable, maxima
por contencién en los vértices y en las aristas. Una grafica no-separable tiene solo un bloque, la
misma gréfica, por lo que a veces denominamos a las graficas no-separables como bloques. A
un bloque de G, que contiene exactamente un vértice de corte le llamamos blogue terminal.

B

G:
B ;3\0

Figura 22: La gréfica G y sus bloques

De la misma manera que ocurre con los vértices de corte, hay aristas que al quitarlas «desconectan
una gréfica».

Definicién Una arista e, de una gréfica conexa G es un puente o arista de corte, si G —e es
inconexa. En general, si G es una gréfica cualquiera, e es un puente si c(G — e) > ¢(G).

Observaciéon Si e es un puente en una grdfica conexa G, entonces G — e tiene exactamente dos
componentes conexas, pues toda arista tiene exactamente dos extremos.

Teorema 1.17 (Caracterizacién de las aristas de corte) Sea G una grdfica conexa, entonces una aris-
ta e € E(G) es de corte si y solo si e no pertenece a ninguin ciclo de G.

Demostracién Sea G conexa y sea e = uv € E(G) un puente de G. Como e es de corte, sus
extremos u, v estdn en distintas componentes de G — e. Esto implica que en G — e no existe una
uv-trayectoria, y en G, la arista e es la tinica uv-trayectoria, por lo que e no pertenece a ningtin
ciclo de G.

Ahora, supongamos que e = uv no es un puente de G. Esto implica que existe P una uv-
trayectoria en G — e. P junto con la arista uv = e forman un ciclo en G que pasa por e. Por lo
tanto, si e no pertenece a ningtn ciclo de G entonces es una arista de corte. U

El siguiente teorema nos permite establecer una relacién entre los vértices de corte y puentes
que tiene una grafica.

Teorema 1.18 Si G es una grdfica conexa, de orden n > 3 y tiene aristas de corte, entonces también
contiene vértices de corte.

Demostracién Sea e un puente en una gréfica conexa G con extremos u y v. Como el orden de
G es . > 3, alguno de los extremos de e tiene un vecino distinto al otro extremo. Sin pérdida de
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generalidad, sea u, el extremo de e tal que w # v estd en la vecindad de u. Entonces G —u es
una gréfica inconexa, pues al eliminar u, eliminamos todas sus aristas incidentes, en particular
e. Por ser e un puente, G — e es inconexa, entonces no existe una wv-trayectoria en G —u. Por lo
tanto u es un vértice de corte en G. O

Figura 23: En G, e es una arista de corte y en H, v es un vértice de corte

La gréfica H de la figura 23 es un ejemplo de que el regreso del teorema no necesariamente
se cumple.

Observacion K es la iinica grifica conexa que no contiene vértices de corte, pero si contiene un puente.

1.5.2 Arboles y bosques

Definicién Un drbol es una grafica conexa y aciclica, i. e. ninguno de los vértices de la gréfica
estdn en un ciclo. En general, si G es aciclica, decimos que G es un bosque.

Algunos tipos de graficas que son drboles, son por ejemplo, las trayectorias P, y las estrellas
K1 n—1. A los vértices terminales de los arboles les llamamos hojas, asi, K1 1 tiene n — 1 hojas
y Pn tiene 2.

Teorema 1.19 Todo drbol no trivial, contiene al menos 2 hojas.

Demostracién Sea P = (vo,V1,..., V) una trayectoria de longitud maxima en un arbol T, no
trivial. Como T es no trivial, {(T) > 1y vo # vik. Veamos que vo y vk son hojas de T. Como P es
maxima, la vecindad de v debe estar contenida en V(P). Sabemos que v; esta en la vecindad de
Vo, ademds v es el tinico vértice en N(vo) pues de lo contrario x = v; € V(P) formarfa un ciclo
C = (vo, P, vi) - (vi,vo) en T lo cual es una contradiccién, pues T es un arbol. Por lo tanto v¢ es
una hoja de T. Andlogamente se prueba que vy también es una hoja de T. O

Teorema 1.20 Siv es una hoja de un drbol T, entonces T —v es un drbol.

Demostracién Sea v una hoja en un arbol T, por definicién, d(v) = 1. Como T es aciclica,
cualquier subgréfica de T es, a su vez, aciclica, en particular T —v. Ademds T —v es conexa,
pues si suponemos que no lo es, entonces v es un vértice de corte, y T — v tiene al menos dos
componentes conexas T y T, esto implica que existen u € Ty, w € T, tal que u,w € N(v) lo
cual es una contradiccién pues d(v) = 1. Por lo tanto, T —v es una grafica conexa y aciclica. [
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N
s
N

o >—<
Figura 24: Todos los arboles no isomorfos de orden 6

Teorema 1.21 Si T es un drbol de orden n y tamafio m, entonces m =n — 1.

Demostracién Procederemos por induccién sobre el orden de T. T es un drbol, entonces sabemos

que es una grafica aciclica y conexa. Sin =1, entonces T ~ K; y m =0, por lo tanto m =n — 1.
Ahora, supongamos que para n > 1 se cumple que m =n —1y sea T un arbol de orden n + 1.

Por el teorema , sabemos que T tiene al menos dos hojas. Sea v, uno de estos vértices en

T, entonces d(v) = 1. Por hipétesis de induccién, T —v tiene tamafio n — 1, pues su orden es n.

Como d(v) =1, entonces el tamafiode T es m = [E(T —v)|+d(v) = (n—1) +1 = n. Por lo tanto
si T es un arbol de orden n entonces tiene tamafio n — 1. O

Corolario 1.22 Un bosque de orden n con k componentes conexas, tiene tamafio n — k.

Demostracién Sea G un bosque de orden n con k componentes conexas. Si k = 1, entonces
G es un arbol, pues G es conexa y aciclica, y por el teorema ,m=n—1.5ik > 1, sean
G1,G2,..., Gk las componentes conexas de G. Como las componentes son una particiéon de
los vértices de G, V(G) = U'-f:] V(Gi) y si ny es el orden de cada componente, como cada
componente es una grafica conexa y aciclica, el tamafio de G es m = Z]-f:] ni—1=n—k. Por
lo tanto un bosque de orden n con k componentes conexas tiene n — k aristas. O

Teorema 1.23 (Caracterizacion de los Arboles) Si T es una grdfica de orden n, son equivalentes:
(i) T es un drbol,
(ii) T es aciclica y tiene tamafio m =n —1,
(iii) T es conexa y tiene tamafio m =n —1,

(iv) T es conexa y todas sus aristas son puentes,
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(v) cualesquiera dos vértices de T estdn conectados por una iinica trayectoria y

(vi) T es aciclica y T + e tiene exactamente un ciclo, para e = uv con u,v € V(T) tal que uv ¢ E(T).

Demostracion

= Sea T un arbol, i. e. T es una gréfica conexa y aciclica, ademads por teorema ,siT
es un arbol de orden n, entonces tiene tamafio m = n — 1, con lo cual queda demostrado el
resultado.

= Sea T aciclica de orden n y tamafio m = n — 1, veamos que T es conexa. Sean
T1, Ty, ..., Tk las componentes conexas de T, por el corolario sabemos que T tiene tamafio
n — k, pero por hipétesis, T tiene tamafio n — 1, lo cual implica que k = 1. Asi, T consta de una
tnica componente conexa, es decir, es una gréfica conexa. Por lo tanto, si T es aciclica y tiene
tamafio m = n — 1, entonces es conexa.

= Sea T conexa de orden n y tamafio m = n — 1, falta ver que todas sus aristas
son puentes. Supongamos, por el contrario que T es conexa pero c(T —e) = ¢(T) para alguna
e € E(T). Entonces la gréafica T — e es una grafica conexa con orden n y tamafio n — 2, lo cual
es una contradiccién, pues por el teorema ,si T es conexa, su tamarfio debe ser m > n — 1.
Entonces es falso suponer que T — e es conexa, entonces toda arista e € E(T) es un puente.

= Sea T conexa con ¢(T —e) > c(T) para toda arista e € E(T), veamos que existe una
Unica uv-trayectoria entre cualesquiera u,v € V(T). Supongamos, por el contrario, que existen
P1,P2 dos uv-trayectorias diferentes en T. Sea x el primer vértice de P71, después de u, que
aparece en P, (puede ser que x = v). Entonces € = (u, P1,x) - (x, iPZ] ,u) es un ciclo en T y para
toda e € E(C), T — e es conexa. Por el teorema , ninguna de las aristas de C es un puente,
contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto, si T es conexa y todas sus aristas son puentes entonces
cualesquiera dos vértices de T estdn conectados por una tnica trayectoria.

= Sea T una grafica, tal que existe una tnica trayectoria entre cualesquiera u,v € V(T) y
veamos que entonces T es aciclica y T + e tiene exactamente un ciclo. T es aciclica, pues de existir
C=(u=vp,Vvi,...,vk =u) en T, existirian al menos dos uv;-trayectorias en T: P; = (u,C,v;) y
Py = (u,C 1, v;),coniel,..., k—1}). Como T es aciclica, al agregar cualquier aristae =xy a T,
se obtiene un ciclo, ya que por hipédtesis ya existia una trayectoria entre ellos. Ahora veamos que
este ciclo es tinico, para lo cual supongamos por el contrario, que no lo es, i. e. T + e contiene
dos o més ciclos. Sin pérdida de generalidad, sean Cy y C; los ciclos en T + e, como T es aciclica,
e € E(C1) y e € E(C2), ademds en T existen dos trayectorias distintas por los dos ciclos, entre los
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extremos de e, sin pasar por e, lo cual contradice la hipétesis. Por lo tanto, si en T existe una
Uinica trayectoria entre cualquier par de vértices, entonces T es aciclica y T + e tiene exactamente
un ciclo.

= (i) Sea T una gréfica aciclica, tal que T + e tiene exactamente un ciclo, por demostrar que
T es un arbol. Por hipétesis, T es aciclica, falta ver que es conexa. Supongamos que T es inconexa,
y sean x,y € V(T) dos vértices que pertencen a distintas componentes de T, esto implica que
T + xy tiene un ciclo que contiene a xy, entonces en T hay una xy-trayectoria, lo cual es una
contradiccién, por lo que fue falso suponer que T es inconexa. Entonces T es conexa y aciclica,
por lo tanto T es un arbol. O

De la caracterizacion de los arboles, es clara la particularidad de esta familia de gréaficas, pues
por un lado al quitar cualquier arista la grafica se desconecta, y por otro, al agregar una arista
cualquiera, aparece exactamente un ciclo. En este sentido podemos decir que un &rbol es una
grafica conexa de tamafio minimo y al mismo tiempo una grafica aciclica de tamafio maximo,
respecto de su orden. De aqui que digamos que un arbol es una gréfica critica.

Definicién Un drbol generador de una grafica G es una subgréfica generadora de G que es un
arbol.

Usando esta definicién podemos obtener otro resultado respecto a las gréficas conexas:

Teorema 1.24 Toda grdfica conexa tiene un drbol generador.

Demostracién Procederemos por induccién sobre el tamafio de la grafica. Sea G una gréfica
conexa de orden n y tamafio m. Como G es conexa, el tamafio de G estd acotado de manera que
n—-1<mg (121) Si m =n —1 entonces por el teorema , G es un arbol, por lo tanto G es ella
misma un arbol generador. Ahora supongamos que si el tamafio de Ges k conn—1 <k < (3),
entonces G tiene un drbol generador. Y sea G una gréfica conexa de orden n y tamafio k+ 1, con
n—1<k+1<(3). Como G es conexay k >n— 1, podemos garantizar que existe e € E(G) tal
que e no es puente. Asi G — e es una grafica conexa que ademas tiene tamafio k por lo que, por
hipétesis de induccién, contiene un arbol generador. Sea T el arbol generador de G — e, como
G — e es una subgréfica generadora de G, entonces T es a su vez subgrafica generadora de G.
Asi, T es arbol generador de G y por lo tanto toda grafica conexa tiene un drbol generador. [
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INDEPENDENCIA Y COLORACION

Podemos seleccionar subconjuntos de vértices o aristas de una gréfica, de manera que cumplan
ciertas caracteristicas. En este capitulo vamos a revisar distintos tipos de subconjuntos de vértices
y aristas que estdn relacionados de distintas formas.

2.1 CONJUNTOS INDEPENDIENTES Y CUBIERTAS

Definicién Un conjunto de vértices S es independiente’ si no existe un par de vértices en S que
sean adyacentes en G.

Por ejemplo, en una gréfica bipartita cada conjunto de la biparticién es independiente, pues por
definicién sus vértices son no adyacentes, dos a dos.

V2 W1 V2 Vi
V3 Ve V3 Ve
Va Vs Vg V5
conjunto maximal conjunto maximo
S1 = {vi,v4} Sy = {v2,V4,Vs}

Figura 25: Conjuntos independientes maximos y maximales

Un conjunto independiente S es mdximo si no existe otro conjunto independiente S’ C V(G) tal
que |S’| > |S|. A la cardinalidad de un conjunto independiente méximo se le conoce como el
niimero de independencia de G y lo denotamos por «(G).

1 A los conjuntos independientes también se les conoce como conjuntos estables.
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Por otro lado, S es un conjunto independiente maximal si no es subconjunto propio de cualquier
otro conjunto independiente de G.

Observaciéon Todo conjunto independiente mdximo es maximal pero no todo conjunto maximal es
mdximo.

En la figura 25, S7 es un conjunto independiente maximal en G, pues no existe otro conjunto
independiente de mayor cardinalidad que contenga a v y v4. Pero S7 no es maximo, pues
IS2| > |S1]. Por otro lado, S, es méximo pues no existe un conjunto independiente de cardinalidad
mayor a [S;|, asi «(G) = 3.

(==

(i1) (iii)
(iv) (vi)

Figura 26: Conjuntos independientes maximales del cubo, (ii) y (iv) son méximos

Definicién Un apareamiento es un conjunto de aristas de una gréfica G tal que son no adyacentes
por pares, i. e. no existe un par de aristas en el conjunto que incidan en un mismo vértice. El
niimero de apareamiento de una grafica es la cardinalidad del apareamiento méaximo y se denota
por «’(G).

Esta definicion es equivalente a la definicién de un conjunto independiente pero considerando
aristas en lugar de vértices, por esta razén a los apareamientos también se les conoce como
conjuntos independientes por aristas.

Asi, si M = {eq, e2, ..., ex} es un apareamiento en G donde e; = u;v; para 1 < i < k, decimos
que M «aparea» los vértices uy, ..., uyx con los vértices vy, ..., vi y en particular, u; estd apareado
con v; por M.

Si M es un apareamiento con la propiedad de que todo vértice de G es incidente con alguna
arista de M, entonces decimos que M es un apareamiento perfecto.
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Observacién Si una grdfica G de orden n tiene un apareamiento perfecto M, entonces el orden de G es
par y la grdfica inducida por M, G(M) es una subgrdfica 1-regular generadora de G.

Definicién Una cubierta por vértices es un conjunto de vértices de una grafica G, tal que cada
arista e € E(G) incide en al menos un vértice del conjunto. El nimero de cubierta por vértices
de una graéfica es la cardinalidad de una cubierta por vértices minima y se denota por 3(G).

Teorema 2.1 Un conjunto de vértices es una cubierta si y solo si su complemento es un conjunto
independiente.

Demostracién Sea S una cubierta por vértices de G, entonces toda e € E(G) tiene al menos
un extremo en S. Sea e = xy una arista cualquiera de G, si S es una cubierta de G, entonces
tenemos dos casos, que ambos extremos de e estén en S o solo uno esté. Esto implica que en
V(G) \ S podemos tener a lo mds un tinico extremo de e, por lo tanto V(G) \ S, el complemento
de S en G es un conjunto independiente de vértices. Ahora sea S un conjunto independiente de
G entonces si e € E(G), e tiene a lo més un extremo en S, i. e. toda arista de G tiene un extremo
en S o ambos extremos en V(G) \ S. Por lo tanto, si S es un conjunto independiente de vértices,
su complemento es una cubierta. O

Definicién Una cubierta por aristas es un conjunto de aristas de una gréfica G, tal que cada
vértice v € V(G) incide en al menos una arista del conjunto. El nimero de cubierta por aristas
de una gréfica es la cardinalidad de una cubierta por aristas minima y se denota por ’(G).

En resumen:

Cuadro 1: Conjuntos independientes maximos y cubiertas minimas[3]

«(G): nimero de independencia por vértices maximo nimero de vértices
en G no adyacentes dos a dos
o (G): namero de independencia por aristas maximo nimero de aristas

en G no adyacentes dos a dos

(G): namero de cubierta por vértices numero minimo de vértices
que cubren las aristas de G
B’(G): numero de cubierta por aristas numero minimo de aristas

que cubren los vértices de G

Los ntimeros de independencia y cubierta son, ademds, propiedades invariantes de las graficas,
pues se conservan bajo isomorfismos.

Un resultado que nos permite relacionar los nimeros de independencia y de cubierta con el
orden de una grafica es el siguiente teorema.
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Teorema 2.2 (Gallai, 1959) Si G es una grdfica de orden n sin vértices aislados, entonces:

x(G)+B(G)=n @)
y
«'(G)+B’(G) =n. (ii)

Demostracion

(i)

Sean S un conjunto independiente de vértices de G, tal que |S| = x(G) y S* una cubierta
por vértices de G tal que [S*| = 3(G). Como S es méximo, por el teorema el conjunto
V(G)\ S es una cubierta por vértices de G, tal que

IVIG)\ S| =n—«(G).

Asi, tenemos que (G) < n— «(G), entonces B(G) + «(G) < n.

Por otro lado, como S* es minima, por el teorema 2.1 el conjunto V(G) \ S* es un conjunto
independiente de vértices de G, tal que

IVIG)\S*[=n—pB(G).

Entonces, &(G) > n—p(G), y «(G)+ B(G) > n. Por lo tanto se cumple que x(G) + (G) =
n.

Sea M un apareamiento maximo de las aristas de G, entonces [M| = «’(G), asi M cubre
2a/(G) vértices en G. Los vértices restantes se pueden cubrir con a lo mas n —2a’(G)
aristas que no estdn en M. Entonces,

B'(G) < «/(G)+n—2a/(G) =n — «'(G).

Por lo que B/(G) + «’(G) < n.

Por otro lado, sea M una cubierta por aristas tal que [M| = 3’(G). Como M es minima,
las componentes conexas de G(M) son &rboles (de lo contrario podriamos obtener una
cubierta con menos elementos que M al eliminar cualquier arista que esté en un ciclo). Sea
M* el apareamiento de G que se obtiene al elegir una arista de cada componente conexa
de G(M) (si cada arista pertenece a una componente conexa diferente podemos asegurar

que son no adyacentes). Entonces «’(G) > [M*| = k y como G(M) es un bosque con k
componentes conexas, entonces 3'(G) = IM| = n — k. Asi, tenemos que:

o (G)+B'(G) = IM*|+ M| =k+ (n—k) =n.

Esto es a’(G) + B/(G) > n y como ya tenfamos que '(G) + o’(G) < n, podemos concluir
que si G tiene orden n y no tiene vértices aislados o’(G) + B/(G) = n. O
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Corolario 2.3 Si G es una grdfica sin vértices aislados, entonces:

' (G) @)

«(G). (ii)

Demostracién Sean S una cubierta por vértices minima y M un apareamiento maximo de G,
i.e.|S|=B(G) yIM|=a'(G). Como M es un apareamiento, sus aristas son independientes, y
cualquier cubierta por vértices de la grafica debe contener al menos uno de los extremos de
cada arista. Asi, tenemos que S contiene al menos un vértice por cada arista de M, por lo tanto
B(G) > a’(G). Ademas, por el teorema

Por lo tanto, B/(G) > «(G). O

2.1.1 Apareamientos en graficas bipartitas

En el caso de las gréficas bipartitas, Philip Hall (1935) [3] encontré una condicién necesaria y
suficiente para aparear los vértices del conjunto de la biparticién de menor cardinalidad con
un subconjunto del otro conjunto de la biparticién. A continuacién la demostracion de este
resultado.

Teorema 2.4 (Teorema de Hall) Sea G una gridfica bipartita, con X,Y los conjuntos de la biparticion
tales que |X| < |Y|. Entonces G tiene un apareamiento de los vértices de X con un subconjunto de Y si y
solo si para todo subconjunto S C X, se cumple que [N(S)| > |SI".

Demostracién La condicion de Hall es necesaria, pues si suponemos que existe un apareamiento
M que cubre a X, x es extremo de algin vértice en M, entonces por ser G bipartita, existen al
menos |X| vértices en Y, adyacentes con los vértices de X. Asi, sea S C X y veamos que se cumple
la condicién de Hall. Por hipétesis, existe M un apareamiento que cubre a X y en particular a S.
Sea S’ ={y € Y|xy € My x € S} entonces, por ser M un apareamiento, S’ C N(S). Por lo tanto,
S| = |S’] < IN(S)I. Por lo que se cumple la condicién de Hall en G para el conjunto X.

Vamos a probar que la condicién de Hall es suficiente por induccién fuerte sobre la cardinalidad
del conjunto X de la biparticion.

Sea [X| = 1 y supongamos se cumple la condicién de Hall. Sea v € X, como 1 = |X| < [N(X)],
entonces Y # (), i. e. existe al menos un vértice y € Y tal que xy € E(G). M = {xy} es un
apareamiento de los vértices de X con un subconjunto de los vértices de Y.

2 Decimos que el conjunto cumple con la condicién de Hall.
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Sea k > 2, y supongamos que toda gréfica bipartita con 1 < [X| < k que cumple la condicién de
Hall, tiene un apareamiento de los vértices de X con un subconjunto de Y.

Ahora, sea G una gréfica bipartita con k = [X| < [Y| y tal que para todo S C X, se cumple que
IN(S)| > |S], por demostrar que G tiene un apareamiento de los vértices de X con un subconjunto
de Y. Tenemos dos casos:

Caso 1. Todo subconjunto propio de X, cumple que [N(S)| > [S].

Sea x € X, por hipotesis [N(x)| > 1. Sea w € N(x), y sea H la subgrafica bipartita inducida
de G con biparticiéon {X \ {x}, Y \ {w}}. Entonces, para todo subconjunto S* C X\ {x},
INH(S*)| > |S*], pues como |[Ng(S*)| > [S*| en G y para obtener H se elimind exactamente
un vértice de cada conjunto de la biparticién, entonces, a lo mds, se reduce en 1 la
cardinalidad de la vecindad de S* en H. Entonces, por hipétesis de induccion, la subgréfica
H, tiene un apareamiento M* que cubre a X\ {x} y M = M* U {xw} es un apareamiento en
G que cubre a X.

Caso 2. Existe un subconjunto propio de X, X’ C X tal que [X'| = [N(X')|.

Sea F la subgréfica bipartita inducida de G por los conjuntos X’ y N(X’). Como en G,
X satisface la condicién de Hall, en F todo subconjunto S’ de X’ también cumple que
IS/l < IN(S7)], pues N(S’) € N(X). Asi, por hipétesis de induccion, la subgrafica F tiene un
apareamiento M’ que cubre a X'.

Ahora, sea H la subgrafica inducida de G con biparticién {X\ X', Y\ N(X’)}. Sea S un
subconjunto de X\ X’ y notemos que N (S) = N(S) N (Y\ N(X’)). Por demostrar que
IS| < INp(S)], i. e. H cumple la condicion de Hall. Por hipétesis [N(X' U S)| > [X" US| (i),
pues X’ U S es subconjunto de X en G. Como N(X"US) =N(X')US y N(X')NNgy(S) =0,
entonces [N(X"US)| = [N(X")UNu/(S)] = IN(X)[+ N (S)| y por (i), IN(X)[+INwu(S)| >
X" US| =X’ +1S]. Como [N(X')| = |X], tenemos que [Ny (S)| > |S|. Entonces la condicién
de Hall se satisface en la subgrafica H y existe M” un apareamiento de los vértices de
X\ X’ con un subconjunto de Y\ N(X’). Por lo tanto, M’ UM es un apareamiento de los
vértices de X con un subconjunto de Y en G. O

En la figura 27, la grafica Gy no satisface la condicién de Hall, pues si S = {yi1,y3,y4},
N(S) = {x1,x3}, por lo que IN(S)| < [S|. Un apareamiento de la grafica G, estd dado por
{x1Y2,%2Y3,%3Y1,%X4Y4}, que es ademds un apareamiento perfecto, por lo que todo subconjunto
de cada conjunto de la biparticién, debe cumplir con la condicién de Hall. El siguiente corolario
nos da una condicién suficiente para que una gréfica bipartita tenga un apareamiento perfecto.
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X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 X4

Y1 Y2 Y3 Ya Y1 Y2 Y3 Y4
Figura 27

Corolario 2.5 Toda grdfica bipartita r-reqular tiene un apareamiento perfecto.

Demostracién Sea G una grafica bipartita r-regular con biparticiéon {X, Y}. Como G es bipartita,
2 xex dx) =m= deY d(y), con m el tamafio de G. Ademds, G es r-regular, [X|-r=m =[Y]-r,
por lo que [X| = [Y|. De este modo, cualquier apareamiento que cubra a X es perfecto. Basta ver
que G cumple la condicién de Hall en X. Sea S C X, entonces el ntiimero de aristas que inciden
en S es: |S|- vy por otro lado, el nimero de aristas que inciden en N(S) es [N(S)|- r. Como en
N(S) inciden al menos todas las aristas que tienen un extremo en S, pues S C N(N(S)), entonces:

TSI < T IN(S)

por lo que
S| < IN(S)I.

Asi, G cumple la condicién de Hall y contiene un apareamiento que cubre a X. Por lo tanto, G
tiene un apareamiento perfecto. U

Teorema 2.6 (Teorema de Konig) Si G es una grdfica bipartita, entonces:

Demostracién Por el corolario 2.3 sabemos que (G) > «’(G), pues cada vértice en una cubierta
minima debe contener al menos un extremo de cada arista en un apareamiento maximo. Asi,
basta con demostrar que &’(G) > B(G).

Sea G una grafica bipartita con biparticién {X, Y}, sea K una cubierta por vértices minima de
las aristas de G y sean H; y H> dos subgréficas bipartitas inducidas de G con conjuntos de la
biparticion {XN K, Y\ K} y {X\ K, YN K}

Procederemos por contradiccién. Supongamos que no existe un apareamiento en H; de todos
los vértices de KN X con un subconjunto de Y \ K, entonces por el teorema (Hall), existe un
subonconjunto S C KN X tal que [N, (S)| < IS].
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Afirmamos que K’ = (K\ S) U Ny, (S) es una cubierta por vértices de G. Sea e € E(G), entonces:

Caso 1. Si e tiene un extremo en KNY, entonces e estd cubierta por K’, pues KNY C K’.

Caso 2. Si e no tiene extremos en KNY, como K es una cubierta, e debe tener un extremo en
KN Xy elotro en Y\ K, lo cual implica que e € E(H7). Sea x el extremo de e que estd en
K N X, entonces tenemos dos casos, x € So x ¢ S:

- six ¢ S, entonces e estd cubierta por algun vérticen K\ S C K/,

- si x € S, entonces e es una arista en H; con un extremo en S y por lo tanto su otro
extremo estd en Ny, (S), entonces e estd cubierta por K’, pues Ny, (S) C K.

Asi, K’ es una cubierta por vértices de las aristas de G, y supusimos que |S| > [N(S)| por lo que:

K| = [KI =[S+ N, (S)] < K],

lo cual es una contradiccién pues K es minima. Entonces, H; tiene un apareamiento M de
todos los vértices de KN X con un subconjunto de Y \ K. De forma anéloga, podemos encontrar

que H; tiene un apareamiento M, de todos los vértices de KN'Y con un subconjunto de X\ K.

Como H;7 y Hj son ajenos en vértices, M = M7 UM, es un apareamiento de G, tal que:
o'(G) = M| = KN X[+ [KNY| =Kl = B(G).
Por lo tanto, o/(G) > B(G) y junto con el corolario 2.3, esto implica que:

o'(G) = B(G). O

2.2 CLANES Y CONJUNTOS DOMINANTES

Definicién Un clan de una gréfica G, es una subgrafica completa maximal de G. El niimero de
clan de una gréfica G es el orden de un clan maximo, y lo denotamos por w(G).

Observacién «(G) = w(G).

Si S es un conjunto independiente en G, para cualquier par x,y € S, xy ¢ E(G), pero esto ocurre
si y solo si xy € E(G). Y como S C V(G) = V(G), S es un clan en G. En particular, si S es un
conjunto independiente méximo de G, es un clan méximo en G.
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Asi, notemos que el concepto de clan es el dual de conjunto independiente, pues siempre que
tengamos un conjunto independiente en una gréfica, éste serd un clan en su complemento y
viceversa. Por lo que son equivalentes: encontrar un conjunto independiente méximal en G y
encontrar un clan méximal en G

Definicién Se dice que un vértice v domina a los vértices de su vecindad cerrada N[V, i. e.
domina a sus vecinos y a si mismo. Un conjunto S de vértices de G es dominante si a todo vértice
de G lo domina un vértice en S.

De manera que un conjunto S es dominante en G si todo vértice en V(G) \ S es adyacente a
un vértice en S. Ademads, decimos que S es un conjunto dominante minimal si no existe un
subconjunto propio de S con la misma propiedad. El niimero de dominacién de una gréfica, es la
minima cardinalidad de un conjunto dominante de G y se denota y(G).

|
|

En la figura 28 tenemos dos graficas y sus conjuntos dominantes. En el caso de la grafica de
Petersen, basta con 3 vértices para dominar a los demds. Dada la reticula T30T4 hacen falta 6
vértices.

Figura 28: Conjuntos dominantes

Teorema 2.7 Si un conjunto independiente S es maximal entonces es dominante.

Demostracién Sea S un conjunto independiente maximal de la gréfica G, i. e. E(G(S)) =0y
ademds, como S es maximal, para todov € V(G)\ S, SU{v} no es independiente. Por lo que
vx € E(G) para algin v € S. Por lo tanto S es un conjunto dominante. O

Figura 29: No todo conjunto dominante es independiente

Notemos que no todo conjunto dominante es, necesariamente, un conjunto independiente. Por
lo que ademas vamos a distinguir a los conjuntos dominantes independientes como aquellos
que cumplen con las dos condiciones simultdneamente.
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Corolario 2.8 [4] Para toda grifica G, «(G) > v(G).

Demostracién Sea S C V(G) tal que |S| = x(G), entonces S es independiente maximal y por el
teorema 2.7, S es ademds, un conjunto dominante. Sea S* C V(G) un conjunto dominante tal

que |S*| = v(G), entonces |S| > [S*| = v(G). Por lo tanto, x(G) > v(G). O
Conjunto dominante minimo Conjunto independiente méaximo
Y(KLG) =1 (X(th) = 6

Figura 30: El ntimero de independencia y dominancia de una estrella

Asi, cualquier conjunto independiente maximal es dominante, pero no necesariamente minimal.

En la figura 30, podemos ver dos conjuntos independientes maximales (dominantes), con
cardinalidades muy diferentes. En general, el caso de las estrellas es un ejemplo de qué tan
grande puede ser la diferencia en los tamafios de conjuntos independientes, en particular entre
un conjunto dominante minimo y un conjunto independiente maximo.

Cuadro 2: Nameros de independencia, apareamiento, cubierta, dominancia y clan en algunas familias de

gréficas.
Pn Cn Kn H K1 mn Kr,s
ndmero de independencia:  «(G) [%W L%J 1 n n max{r, s}
ntmero de apareamiento:  &’(G) L%J L%J L%J 0 1 min{r, s}
ndmero de cubierta por vértices:  3(G) L%J [%W n—1 0 1 min{r, s}
ntimero de cubierta por aristas:  '(G) [%] [%] (%] n/a n max{r, s}
ntmero de dominacién:  y(G) L%J {%W 1 n 1 min{r, s}
numero de clan:  w(G) 2 2 sin#3 1 2 2
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2.3 COLORACION

2.3.1  Coloracion por vértices

Una coloracién por vértices de una gréfica G es la asignacion de un color’ a cada vértice de G,
formalmente:

Definicién Decimos que una k-coloracion por vértices @, es una funcién suprayectiva

@:V(G) = {1,--- kL

Una coloracion es propia si ¢ es tal que vértices adyacentes tienen asignados colores diferentes.

Definicién El niimero cromdtico de una gréfica, x(G), es el minimo valor k, tal que existe una
k-coloracién propia de G.

Asf, si G tiene ntiimero cromatico x(G) = k, entonces decimos que G es k-cromitica.

Dada una coloracién de la gréfica G, el conjunto de todos los vértices que tienen asignados un
mismo color, i, es llamada la clase cromdtica del color i. De manera que para cada i € {1,...,k},
Vi=¢ (i) esel conjunto de vértices de color i en G.

Como ¢ es una funcién que asigna un color a cada vértice, entonces {V7, ..., Vi} es una particién
de V(G) y cada V; es una clase cromatica del color i.

Ademds, si @ es una coloracion propia, entonces entre cualesquiera dos vértices de una misma
clase cromatica, no existe una arista entre ellos, por lo que toda coloracién propia induce una
particiéon de V(G) en conjuntos independientes.

Debido a la estrecha relacion entre los dos conceptos, podemos caracterizar el nimero cromético
de una gréfica utilizando el concepto de conjunto independiente mediante el siguiente teorema:

Teorema 2.9 Para cualquier grdfica G tenemos:
X(G) =min{|P| | P es una particiéon de V(G) en conjuntos independientes}.

Demostracién Sea G una gréfica k-cromatica, i. e. k = x(G) y sea ¢ una k-coloracién propia
de G. Sabemos que las k clases crométicas de G generadas por ¢ son una particién P, de V(G)

3 En general, vamos a utilizar nimeros enteros para representar los colores.
4 f: X = Y es suprayectiva si para toda y € Y, existe x € X, tal que f(x) =y.
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en conjuntos independientes. Ademds, la particién es minima, pues de no serlo, existe otra
particién P’ tal que |[P’| < [P|. Sean Vj,...,V, los conjuntos de la particion P/, p < k y sea ¢’
la funcioén tal que @'(v) =1i,siv € Vi, coni € {1,...,p} Es claro que ¢’ es una coloracién
propia, pues cualesquiera dos vértices con un mismo color, son no adyacentes. Asi, ¢’ es una
p-coloracién propia de G con menos de k colores, lo cual contradice que x(G) = k. Por lo tanto,
X(G) < min{[P|| P es una particién de V(G) en conjuntos independientes}(i).

Sea k = |P|, con P una particién {Vi,..., i} de V(G) de cardinalidad minima. Sea ¢ una
coloracién propia de los vértices de G, tal que ¢(vi) = i para todo vi € Vi, 1 € {1,...,k}
Entonces, k es el nimero cromadtico de G, pues de no serlo, existe ¢’: V(G) — {1,...,p} una
p-coloracién propia de G con p < k. Sea P’ la particién generada por las clases cromadticas de ¢’,
entonces |P’| < k = [P|, lo cual es una contradiccién. Asi, min{|P| | P es una particién de V(G)
en conjuntos independientes} < x(G) (ii).

Por (i) y (ii), el teorema queda demostrado. (]
Teorema 2.10 En toda coloracién propia minima, cualesquiera dos clases cromdticas son adyacentes.

Demostracién (por contradiccién) Sea G una gréfica y ¢ una coloracién propia minima de
G con clases cromadticas V7,..., Vi, asi, x(G) = k. Ahora, supongamos que bajo ¢, existen
ViyVj, con i,j € {1,...,k}, dos clases cromdticas que no son adyacentes, i. e. para todo
vi € Vi, v; € Vj, viv; € E(G). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que i =1y j =k, por lo
que P ={V7 UV, V2,..., Vik_1} es una particién en conjuntos independientes de V(G) tal que
IP| < x(G) y por el teorema esto es una contradiccién. Por lo tanto, si ¢ es una coloracién
propia minima, cualesquiera dos clases crométicas son adyacentes. O

En una grafica completa, los vértices son todos adyacentes dos a dos, por lo que notamos lo
siguiente:

Observaciéon x(K,) =n.
Lema 2.11 Si H es una subgrdfica cualquiera de G, entonces x(H) < x(G).

Demostracién Sea H C G y x(G) = k. Sea ¢ una k-coloracién propia de G y ¢’ la coloracién
@ restringida a los vértices de H. Como E(H) C E(G), sabemos que ¢’ es tal que vértices
adyacentes tienen colores diferentes, ademas Im(¢’) C {1,...,k}. Entonces, ¢’ es una coloracién
propia de H y por lo tanto x(H) < k. O

Teorema 2.12 Sea G una grdfica de orden n, entonces:

w(G) <x(G) <n—oG)+1.
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Demostracién Sea G una grafica de orden n, con nimero de clan w(G) = k. Entonces G tiene
como subgréfica a una completa de orden k, i. e. Ky C G, pero como todos los vértices de la
subgréfica Ky son adyacentes dos a dos, se necesitan al menos k colores para que la coloracién
de Ky sea propia. Por lo tanto, x(G) > w(G).

Ahora, veamos que X(G) < n—«(G) + 1. Sea S un conjunto independiente de G tal que
IS| = «(G). Como los vértices de S no son adyacentes, se les puede asignar a todos el mismo
color y a los vértices restantes se le asigna a cada uno un color diferente. Asi, tenemos una
coloracién propia de G con 1+ n — [S] colores. Por lo tanto, x(G) < n— «(G) + 1. Asi, si G es
una grafica de orden n,

w(G) <x(G) <n—w(G)+1. O

Corolario 2.13 x(G) = 1siy solosi G ~ Ky,.

Demostracién Primero supongamos que G es una grafica tal que x(G) = 1. Entonces, ningtin
par de vértices en G pueden ser adyacentes, de lo contrario la coloracién no seria propia. Por lo
tanto, G ~ K,,.

Ahora, sea G ~ K,;. Como K, es vacia, es decir, no tiene aristas, entonces w(G) = 1. Ademads, es
claro que «(Ky,) =n, pues al no tener aristas todos sus vértices son independientes. Asi, por el
teorema

w(Kn) <X(G) <n—afKn) +1,
por lo tanto, x(G) = 1. O
Teorema 2.14 X(G) = 2 si y solo si G es una grdfica bipartita y no vacia.

Demostracién Sea G una gréfica 2-cromatica, y construyamos una biparticiéon de tal forma que
V1 sea el conjunto de todos los vértices a los cuales se les asigné el color 1y V; el conjunto de los
vértices del color 2. Como V; y V; son las clases crométicas de los colores 1y 2, respectivamente,
{V1,V>} es una biparticiéon de V(G) en conjuntos independientes. Asi, G es una grafica bipartita.

Ahora, supongamos que G es bipartita, con {V7, V2} la biparticién de sus vértices. Entonces
podemos dar una 2-coloracioén, ¢, de la grafica G de la siguiente manera: ¢ (V1) =1y @(V2) = 2.
Asi G es una grafica 2-cromatica. O

Corolario 2.15 Todo drbol T no trivial es 2-cromadtico.
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Figura 31: Coloracién propia de un arbol y de K4

2.3.2 Coloracion por aristas

Si en lugar de vértices, coloreamos las aristas de una gréfica, surgen problemas interesantes, de
los cuales, muchos permanecen como problemas abiertos.

Definicién Una k-arista-coloracion, ¢, de una grafica G es una funcion suprayectiva
¢: E(G) = {1,--- &}

que le asigna a cada arista e de G un color @(e) € {1,---,k}. Decimos que la coloracién es propia,
si @ es tal que ningtin par de aristas adyacentes tienen el mismo color.

Al minimo ntimero, k, de colores en una k-arista-coloracion propia de G, le llamamos el indice
cromdtico de G y lo denotamos por x’(G). Asi, si G tiene indice cromaético x'(G) = k, entonces
decimos que G es k-arista-cromdtica.

Observacion Cualquier k-arista-coloracion propia, induce una particion de E(G) en apareamientos.

De manera analoga a lo que ocurre en una coloracién por vértices, dada una coloracién por
aristas de la grafica G, al conjunto de todas las aristas que tienen asignadas un mismo color, 1,
se le llama clase cromdtica del color i. Como ningtn par de aristas en la misma clase cromética
son adyacentes, cada clase cromética es un apareamiento distinto de la gréfica.

Teorema 2.16 Si G es una grdfica de tamafio m > 1, entonces
m
«'(G)’
Demostracién Sea G una grafica k-arista-cromadtica y Eq,..., Ex las clases cromdticas de una

k-coloracion de G. Como cualquier par de aristas en E; son no adyacentes, [Ei| < «(G) para
todaie{1,...,k}. Entonces,

x'(G) >

5 Algunos autores le llaman coloracién impropia, si no se cumple la condicién.



y por lo tanto x'(G) =k > “,’EIG). O

Observaciéon Para toda grifica G,
A(G) <X'(G).

Si v es un vértice de grado maximo en una gréfica G, para obtener una coloracién propia, a
todas las aristas que inciden en v les corresponde a cada una un color diferente bajo la funcién.
Asi, en cualquier arista-coloracién propia se necesitan al menos A(G) colores distintos. En el
caso de las graficas bipartitas, se da la igualdad.

Teorema 2.17 Si G es una grdfica bipartita, entonces x'(G) = A(G)

Demostracién Procederemos por induccién sobre m. Sea G una grafica con tamafio m = 1,
entonces basta un color para obtener una coloracion propia de la grafica, por lo tanto x'(G) =
1 =A(G).

Ahora supongamos que toda grafica bipartita de tamafio m — 1 tiene indice cromatico igual a su
grado maximo, i. e. X'(G) = A(G).

Sea G una gréfica de tamafio m > 2 y sea e = uv una arista cualquiera de G. Por hipétesis de
induccién, como G — e tiene tamafio m — 1, entonces x'(G —e) = A(G —e). Sea ¢ la A-arista-
coloracién de G — e, entonces A(G —e) < A(G). Si A(G—e) < A(G), uwo v son de grado maximo
en G —e y a la arista e se le asigna un nuevo color por lo que A(G) =x'(G) = A+ 1. Por otro
lado, si A(G —e) = A(G) y ninguna de las aristas que inciden en u o en v tienen color i, entonces
G tiene una A-arista-coloracién minima dada por ¢ extendida a e, con ¢(e) = i. Entonces,
sin pérdida de generalidad, supongamos que entre las aristas que inciden en u y v ya estan
representados los A colores. Como el grado de uen G — e es a lo mas A — 1, existe al menos
un color i disponible en u, que no esta disponible en v. Andlogamente, como el grado de v en
G —ees alomds A—1, existe j un color disponible en v que no estd disponible en u.

Sea H; ; la subgréfica de G inducida por las clases cromaticas E; y E;, entonces toda componente
conexa de H;; es una trayectoria o bien un ciclo par. Como en G — e la A-arista-coloracion
es propia, en H;; toda trayectoria alterna los colores iy j. Ademas, los vértices u y v tienen
grado uno y estdn en distintas componentes, pues de existir una uv-trayectoria en H; j, seria
de longitud par, pues empieza con una arista de color j y termina con una arista de color 1,
lo que implica que en G la uv-trayectoria junto con la arista e forman un ciclo de longitud
impar, lo cual es una contradiccién pues por hipétesis G es bipartita. Asi, sea P la trayectoria de
H;i; que empieza en u, entonces como u y v estan en distintas componentes de Hij, podemos
intercambiar los colores de P de tal forma que se obtiene una nueva coloracién propia de G, tal
que ninguna arista que incide en u, tiene color j. Asi el color j queda disponible para la arista uv,
y finalmente, obtenemos una A-arista-coloracién de la grafica G. Por lo tanto, x'(G) = A(G). O
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Vadim G. Vizing [5] encontré una cota superior para el indice cromatico de una gréfica:

Teorema 2.18 (Teorema de Vizing) Para toda grifica G no vacia,

x' (G) < 1+ A(G).

Este teorema, junto con la observacién 13, nos permiten clasificar a todas las graficas simples
segun su indice cromdtico en dos: llamaremos de Clase 1 a las gréficas para las cuales x'(G) =
A(G) y graficas de Clase 2 a aquellas para las que x'(G) = 1+ A(G). En el teorema se probd
que las gréficas bipartitas son de Clase 1.

El teorema de Vizing ha motivado la caracterizacion de estas dos clases de gréficas, es por esto
que es considerado central en el estudio de las arista-coloraciones propias, su prueba se puede
encontrar, por ejemplo, en [5].

Vi v2 Vi

V2 Vs

Ks Ke

Figura 32: Dos graficas 5-arista-cromaticas

En la figura 32 se muestran una coloracién propia para Ks y una para Kg, ambas minimas.
Segun el teorema de Vizing, Ks es de clase 1, pues x'(Ks) = A(Ks5) + 1 y K¢ es de clase 2, pues
x'(Ke) = A(Ke).

2.3.3 Coloracién y gréfica de lineas

Toda coloracién por aristas de G, es una coloracién por vértices de su gréfica de lineas, L(G). En
particular, x'(G) = x(L(G)), por lo que el problema de encontrar una arista-coloracién propia,
se puede ver entonces como una restriccion del problema de encontrar una coloracién propia
por vértices en la clase de las graficas de lineas. Debido a que, como ya vimos, no toda grafica
es grafica de lineas de otra gréfica, no ocurre al revés.
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C6 I—(C6)
Figura 33: x/(Cg) = x(L(Cg)) =2

Esta propiedad nos permite encontrar facilmente los indices cromaticos de algunas familias
de graficas, dados los ntimeros cromaticos. Por ejemplo, en la figura 33, podemos ver una
coloracién propia de un ciclo y su gréfica de lineas, que resulta también ser un ciclo. En general,
como L(Cy) ~ Cy, entonces x(Cr,) = x'(Cn) y en el caso de las trayectorias, L(Pn) ~ Pn_1y
X(Pn-1) =2 =x'(Pn) paran > 3.

Cuadro 3: Los ntimeros crométicos por vértices y aristas de algunas familias de gréaficas

Pn Cn Kn Kn K],n KT,s

(G) ) 2, sim es par n 1 ) )

3, sin es impar

2, sim es par n—1, sines par
3, sim es impar n, sin es impar




EL NUMERO DE FIBONACCI DE UNA GRAFICA

Las sucesiones de Fibonacci y Lucas no obtuvieron su prominencia ni su nombre hasta que
Francois Edouard Anatole Lucas (1842 - 1891), un matematico francés, las estudié durante la
segunda mitad del siglo XIX[6].

Definicién El n-ésimo niimero de Fibonacci, F,,, se define como
Fon=Fun 1+F2

siemprequen > 3yconFy =F; = 1.

Definiciéon El n-ésimo niimero de Lucas, L, se define como
I—n = I—nfl + Lnfz

siempre quen > 3,conL; =1y L, =3.

Las sucesiones de Fibonacci y Lucas estdn estrechamente relacionadas. De hecho, la sucesién de
Lucas se puede obtener de la sucesién de Fibonacci de la siguiente manera:

Proposiciéon L, =F,_1 +Fn4g
Demostracién Procederemos por induccién fuerte sobre n > 3.
Sin=3,3=L+L=1+3=F +F.
Sin=4,14=1L+L3=3+4=7yF3+F5=2+4+5=7,porlo tanto L4 = F3 + Fs.
Ahora supongamos que para toda 3 < k < n se cumple que:

Ly = Fe—1 + Frya.

Entonces, sean > 5, si L, = L1 + L2, por hipétesis de induccién tenemos que L, =
(Fn—2 4+ Fn) + (Fn_3 + Fn_1) y reordenando:

Ln = an.’) +Fn72 +Fn71 +Fn = anl +Fn+1- O
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Cuadro 4: Las sucesiones de Fibonacci y Lucas

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fn 1 1 2 3 5 8 13 21 35 56

Ln 1 3 4 7 11 18 29 47 73 120

Al estudio de los conjuntos independientes en las graficas y su nimero de independencia, se
suma un concepto introducido por Prodinger y Tichy en [7].

Definicién Se conoce como niimero de Fibonacci de una gréfica G a la cardinalidad de la familia
de todos los conjuntos independientes de una grafica, y se denota por J(G).

Lema 3.2 Para toda grifica G,
F(G) =F(G—v) +F(G =N
para cualquier v € V(G).

Demostracién Sea J(G) = {S C V(G) | S es un conjunto independiente}, la familia de conjun-
tos independientes de G y sea v € V(G) un vértice fijo. Sean J,(G) la familia de conjuntos
independientes de V(G) que contienena vy seaJ_,(G) =I(G)\ J,(G).

Veamos que J,(G) y J_,(G) son una particiéon de J(G). Por definicién J(G) = J,(G) U (J(G) \
Jv(G)) y I, (G) N (I(G) \ Iy(G)) = 0. Ademas, {v} € I,(G) y 0 € I_,(G) por lo que son no vacios.
Como {J,(G),J—(G)} son un particién de J(G), entonces |J(G)| = [I,(G)| + |[T_, (G)I.

Sabemos que |J(G)| = F(G) y como v es un vértice fijo, [J_, (G)| = F(G —v) pues la familia de
conjuntos independientes de G que no contienen al vértice v es igual a la familia de conjuntos
independientes de la grafica G —v. Falta ver que |J,(G)| = F(G — N[]). Sea S € J,(G), como
v € S entonces y ¢ S para toda y € N(v). Asi, la familia de conjuntos independientes en G que
contienen a v son aquellos que no contienen a los vecinos de v, i. e. J,(G) = {S € J(G) | y ¢
S, para today € N[v]}. Més aun, si I’ ={S" U{v}| S’ C V(G — NP]) es independiente}, entonces
9,(G) = 7.

Por lo tanto, F(G) = F(G —v) + F(G — N[v]). O

La demostracién del siguiente teorema es un ejemplo de como se puede utilizar el lema 3.2 para
encontrar el nimero de Fibonacci de una familia de graficas:

Teorema 3.3 El niimero de Fibonacci de K1 1, la estrella de orden m, es:

FKipno1) =241
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Demostracién Sea Kj 1 una estrella de orden n y sea v € V(K1) tal que d(v) =n—1.
Por el lema sabemos que F(Kin_1) = F(Kin_1 —v) +F(Kyn_1 — N[v]). Observemos que
N[] = V(Kin_1), pues v es adyacente a todos los otros vértices en K ,_1, por lo que K1 n,_1 —
N[ = (0,0), la grafica vacia, por lo que tiene un tnico conjunto independiente, el conjunto
vacio. Ademads, como para todo vértice x € V(K1) \{v}, d(x) =1, al quitar al vértice v quedan
desconectados, por lo que K71 —v ~ K71 y sus conjuntos independientes son todos los

subconjuntos de V(K _1). Por lo tanto,

FKin 1) =F(Kin1-V)+TF(Kin1—Np)=2"""+1 0

Se les conoce como nimeros de Fibonacci, debido al siguiente resultado [7]:

Teorema 3.4 (Los miimeros de Fibonacci de Py, y Cy)

?(Pn) = Fn+2 (1)

y
F(Cn) =Ly, conn > 3. (ii)

Demostracion

(i) Procederemos por induccién fuerte sobre el orden de P,,.. Sin =1, Py es la grafica que
consta de un tnico vértice. Si V(Py) = {x}, entonces J(P1) ={0,{x}} y |3(P1)| = 2 = F3. Por
lo tanto, F(P;) = F3.

Sin =2, P, ~ K. SiV(P2) ={x,y}, entonces J(P2) ={0,{x},{y}} y 19(P2)| = 3 = F4. Por lo
tanto, F(P,) = F4.

Sea n > 3 y supongamos que para cualquier 1 < k < n, F(Px) = Fx42 y veamos que
F(Pn) = Fny2.

Sea V(Pn) ={v1,...,vn}, como P, es una trayectoria y v, es vértice terminal, entonces
N(vn) = vn_1. Asi, tenemos que P, — vy =~ P71 y Py — N[v,] =~ P, 5. Por hipétesis
de induccién, F(Pn_1) = Fri1 v F(Pn_2) = Fn. Entonces por lema tenemos que
F(Pn) =Fni1 +Fn =Fny2. Por lo tanto F(P,) = Fry2.

(ii) Sea C,, con n > 3, entonces tenemos dos casos:

Caso 1. Sin = 3, entonces J(C3) = {0, {v1},{v2},{v3}}, pues C3 ~ K3. Por lo tanto, F(C3z) =
4 =1L;s.

Caso 2. Sin > 3,sea V(Cn) = {vi,v2,...,vn}, entonces Nv,] = {vn_1,vn,vi}. Asi, te-
nemos que Cp —vn >~ Pn_7 y Cy —N[vn] =~ Py_3. Por el inciso anterior, sabe-
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mos que F(Pn_1) = Fry1 y F(Pn_3) = Fn_1. Entonces por lema 3.2 tenemos que
F(Cn) = Fny1 +Fn_1 y por la proposicién 3.1 F41 +Fr—1 =Ly

Por lo tanto F(Cy ) = Ly, para todan > 3. O

En las figuras 34 y 35 estdn representadas las familias de conjuntos independientes de P4 y Cg,
donde cada vértice de color negro pertenece a un conjunto independiente.

O ® O O O ® O ® Vi
O O ® O O O ® O V2
O @) O ® O ® O O Vs
O @) @) @) @ O @ @ V4

0 {vi} {v2} {vs} {vat  {{vih{vslt  {vah{vall {vih {val}

Figura 34: Familia de conjuntos independientes de P4

Vi
VZI:I [I D D
{vi} {va} {v3}
{va} {vi{vs}} Hvalh {va}}

Figura 35: Familia de conjuntos independientes de C4
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3.1 LOS INDICES DE HOSOYA Y MERRIFIELD-SIMMONS

Merrifield y Simmons [8] introdujeron en 1989, de manera independiente el concepto de nimero
de Fibonacci de una gréfica, en el contexto de la quimica combinatoria. Una gréfica molecular
es una grafica simple, tal que los vértices corresponden a los dtomos y las aristas a los enlaces
de una molécula dada, de manera que el estudio de las propiedades de estas graficas contribuye
a la comprension de fendmenos quimicos en las moléculas.

El indice de Hosoya de una grafica G es el niimero total de apareamientos en G y se denota por
Z(G). Este concepto fue introducido por Hosoya [9] en 1971 y tiene un papel muy importante
en el estudio de la relacién entre la estructura molecular y las propiedades fisicas y quimicas
de ciertos hidrocarburos, por ejemplo, hay una alta correlacién entre el indice de Hosoya y el
punto de ebullicién de los alcanos [10].

Asi, los indices de Hosoya y Merrifield-Simmons permiten asignar un valor numérico a la
informacién contenida en las caracteristicas estructurales de compuestos quimicos. Para obetener
maés informacién sobre el tema, se puede consultar [11], ademads de las fuentes ya citadas en
esta seccion.

3.2 EL NUMERO DE FIBONACCI POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS

Dada una grafica G, arista-coloreada, decimos que S C V(G) es un conjunto independiente
por trayectorias monocromdticas de G, si entre cualesquiera dos vértices x,y € S no existe una
trayectoria monocromaética en G. Para abreviar, en ocasiones haremos referencia a un conjunto
independiente por trayectorias monocromaéticas como conjunto tm-independiente.

A la cardinalidad del conjunto méximo independiente por trayectorias monocromaticas la
denotamos por xim (G) y le llamamos niimero de independencia por trayectorias monocromdticas de
G.

A la familia de conjuntos de vértices independientes por trayectorias monocromaticas de una
grafica arista-coloreada G, la denotaremos por J¢m (G).

Definicién Llamaremos niimero de Fibonacci por trayectorias monocromdticas al nimero de con-
juntos independientes por trayectorias monocromaticas de una grafica arista-coloreada G y lo
denotaremos por Fim (G). Es decirt, Fim (G) = [Tem (G)].

Afirmaciéon 1 Si G tiene orden n, entonces Fin (G) =+ 1.
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Demostracién De la misma forma que ocurre con los conjuntos independientes usuales, para
cualquier gréafica G, siempre serdan conjuntos independientes por trayectorias monocromaticas el
conjunto vacio y los conjuntos unitarios {v}, con v € V(G). Por lo tanto, si G es una gréfica de
orden n y con una arista-coloracién cualquiera, entonces Fim (G) > n+1. O

Al ntimero total de conjuntos tm-independientes con k elementos los vamos a denotar por
Ftm(x)(G). Si un conjunto contiene k elementos lo llamaremos k-conjunto. Asi, el argumento en
la demostracién de la afirmacién 1 se puede expresar de la siguiente forma: si G tiene orden n,
Ftm(0)(G) =1y Fiim(1)(G) = n. Y entonces, es claro que:

Fim(G) =D Fem()(G).
k>0

Esta notacién fue introducida por I. Wioch y A. Wioch en [12] con el objetivo de calcular el
numero de Fibonacci por trayectorias monocromaticas de las trayectorias y los ciclos arista-
coloreados.

Equivalentemente, en [13] se defini6 el polinomio de Fibonacci de una grafica G, denotado por
I(G;x), como:

I(Gix) = ) br(G)x".
k=0

Donde, by (G) es el numero de k-conjuntos independientes de G. Es claro que F(G) = }_;_, bk (G).

3.2.1  Los numeros de Fibonacci por trayectorias monocromaticas de P, y Cy,

Consideremos ¢ una arista-coloracién de P;,. Dado que Py, se puede ver como una concatenacién
de subtrayectorias monocromaticas, elegidas mediante la coloracion @, sean = (Hi)ig(1,... 1) la
sucesion de subtrayectorias monocromaticas de P, y ny > 1, la longitud de Hi, coni=1,...,t
y tal que Hy N Hj # (0 si y solo si [j —i| = 1. Entonces para la grafica P;, utilizamos la notacién
PR' ™, donde ny es la longitud de la trayectoria monocromética que contiene al vértice inicial,
v1, de P, y n¢ la longitud de la trayectoria monocromaética que contiene al vértice final, v,,, de
Pn. Es decir, Py ™ describe dicha concatenacion, en términos de las longitudes de las H;.

Asi, la trayectoria PEZ;,"nj,j < t, se refiere a la subgréfica de Py, inducida por {vy,...,vn_p}, 1a
cual es isomorfa a P;y"""™ —{Vn—p+1,---,Vn-1,vn}. Sii =1, paratodai=1,...,t, entonces
escribimos P, en vez de Pl{""ﬁ.
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Pn] ,.-.,nt . O—O_ o o o _O— o o o —O— o o o —O—O
n .
Vi V2 v‘I’l1 +1 vﬂ.*TLt Vn—1 Vn

Figura 36: P,, = Pt

Con esta nueva notacién podemos calcular una férmula recurrente para el ntiimero de Fibonacci
por trayectorias monocromaticas de tamafio k de una trayectoria.

Teorema 3.5 Sea ¢ una arista-coloracién de Py, , tal que P, = Pp'"™, con orden n > 2, y sean
k > 0,t > 1. Entonces:

Fem(o)(PR1™) =1, (i)
Fem)(PR17™) =, (ii)

sik > 2yt=1,entonces:
Fempo) (PR') =0 (iii)

yparak =2yt > 2, tenemos la formula:

Femi) (PR™) = Femaio) (PRl ™)

ny,...,ng_1—1
Pn—nt—l )

(iv)
+ 1t Fem—n)(

Demostracién Sea ¢ una arista-coloracion de Py, tal que Py, = P, de orden n > 2.
(i) y (ii) Seak < 1.
Por la afirmacién 1, sabemos que serdn siempre conjuntos independientes por trayectorias
monocromaticas el vacio, (), y los conjuntos unitarios {v}, con v € V(G). Por lo tanto,
gjtm(o) (PR]""’nt) =1 y gjtm(1 ) (PR]""’nt) =n.
Ahora sea k > 2.
(iii) Sit=1:

Pn = PR, i. e. @ es una coloracién monocromdtica de P, por lo que todo conjunto
tm-independiente tiene a lo més un vértice, asi, para toda k > 2, Fy (k) (Pn') = 0.

(iv) Si, por otro lado, t > 2:
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¢ asigna al menos dos colores distintos a los vértices de la trayectoria. Sea S un conjunto
tm-independiente de Pn' ™ tal que S| = k, S C V(Pr'"™). Sabemos que n es la
longitud de Hy, la subtrayectoria monocromética que contiene a vy, el vértice terminal de
Pn.

Como S es tm-independiente, entonces S contiene a lo mds un vértice de cada Hi, i =
1,...,t. En particular, contiene a lo mds un vértice de Hy = Pn({vin_n,, ..., vn}). Asi,
tenemos dos casos:

Caso 1. vy ¢ S,paratodai=0,1,...,n¢ — 1.

Sea §7 la familia de k-conjuntos tm-independientes S tales que v,,_; ¢ S para toda
i=20,1,...,n¢ — 1. Entonces, por definicién de Ppl™ S es un k-conjunto tm-
independiente arbitrario de la grafica Py ™ —{v,_i [1=0,1,...,n¢ — 1}, la cual

. Mny,... N
es isomorfa a P, Por lo tanto,

1811 = Fempo) (PRl ™).

Caso 2. vp_i €S, paraalguna 0 <i<ny—1.

Sea §; la familia de k-conjuntos tm-independientes S, tales que para alguna i =
0,1,...,m¢—1, vy € S. como v_; € S, los vértices restantes de la subtrayec-
toria monocromatica Hy no estdn en S. En otras palabras, v,_j ¢ S, para toda
j €1{0,1,...,n¢}\{i}. Entonces S = S* U{v_i}, donde S* es un k — 1-conjunto tm-
independiente arbitrario de la grafica Pn' "™ —{v,_; |1 =0,1,...,n¢}, la cual es
isomorfa a PEZ;’JET‘ ~1 Porlo que se tienen Fy (1) (PEZ;’JET‘ -1 ) k-conjuntos tm-
independientes que contienen a v,,_i. Como por hipétesis, 0 < i < ny — 1, entonces
podemos elegir el vértice v, _; de n¢ maneras. Asi,

e 1—1
18> :nt'?tm(k—l](P;L]—ntE% ).

Por lo tanto, si t > 2 y k > 2, para Fim (k) (Pn""~™") tenemos la férmula de recurrencia:

Fem ) (PRl ™) = Fimx) (PQZ}L‘{“U )

1
e Feme—1) (PRI

O

El siguiente teorema nos dice como calcular el niimero de Fibonacci por trayectorias monocro-
maéticas de una trayectoria, no en términos de k- conjuntos, sino de manera general.
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Teorema 3.6 Sea @ una arista-coloracion de Py, tal que P, = PR, con orden n > 2, y sean
k > 0,t > 1. Entonces:
Fem(PRY) =n+1,

y para t > 2, se satisface:

g:’tm(P:Ll] ..... TLt) — g:’tm(Pn] ..... Ny ) +nt . gftm(PT‘L],...,T‘Lt,]f'l )'

n—ng n—ng—1

Demostracién Sabemos que de la definicién de Fim (G), para cualquier grafica Gy k > 0, se
sigue que:

Fem (PR = 3 Fompio (PRI™). @

Ahora, si t = 1, entonces Py’ es monocromatica y k € {0, 1}, entonces por el teorema 3.5, incisos
(i), (ii) y (iii) tenemos que:

Frm(PR') = Fim0)(PR") + Femn)(PR) =n+1.

Sit > 2, aplicando el teorema en (a), tenemos:

Fem PRV ™) =Fem o) (PR ™) + Fem (1) (PR™)
. ey
+) FemaoPrln™ ) e ) Fempeon (PR

k>2 k>2
=T+n+ ) Fon (PR
k>2
oo Mg1—1
+ 1 Z Femee—1) (PRI ) )
k>2

Como k > 2, haciendo r = k — 1, tenemos que:

oo M1 —1 yeeeMp_1—1
D Femeen) PRI =3 Fon (PR, (%)
k>2 r>1
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Asf, si sumamos ny —n¢ a () y aplicamos (**), tenemos que:

Fem (PR ™M) =T4n+ (ng—ny)

I P yeeeMy1—1
+ § Sjtm(k)(P:Lntnt ])"_nt' E ?tm(r)(P;L]_ntES ! )
k>2 r>1

Como 1 =Fym o) (PRln/™ ) y n—ng = Fomn) (PRl ), entonces :

T =nd + 3 Fimog PRl ™) = 3 Fompig (Prl™ ).
k>2 k>0

Ademas:

yeeeMt— sy 1—1
14+ Fomm PR ) = Y Femm (PR ).

r>1 r>0

Por lo que:

Jeee M yeeMp1—1
Fem (PR ™) = 3 Fompo (PrUnl™ )+ ) Femm (PR ).
k>0 >0

Y por (a), finalmente podemos afirmar que:

Fem (PR ™M) = Fem (PRl ™) 4+ 1y Fpm (PR, O

n—n¢—1

Como ya vimos, en el caso graficas con arista-coloraciones propias, las trayectorias monocroma-
ticas tienen longitud a lo mas uno, por lo que es equivalente encontrar el nimero de Fibonacci
por trayectorias monocromaticas de una gréafica con una arista-coloracién propia y su nimero de
Fibonacci usual. Asi, el teorema (i) se obtiene como un corolario de los teoremas 3.5 y

Corolario 3.7 Sea ¢ una arista-coloracion propia de Pn, n > 1, entonces:

fftm(Pn) = Fn+2-
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Demostracién Procederemos por induccién fuerte sobre la longitud de la trayectoria.

Sea ¢ una coloracién propia de P, sin = 1:

Fem(P1) = Fem(o)(P1) + Fmy(P1) =1+1=2=F;.

Sin =2, entonces t =1, i. e. P, es monocromatica y para k > 2 tenemos que Fy, (x)(Pn) =0,
asi:

Ftm(P2) = Fem(0)(P2) + Fpm(1)(P2) =1+2 =3 =Fy4.

Ahora, supongamos que, para toda arista-coloraciéon propia de Py, Fym (Px) = Fi42 para toda
k <mn, entonces si n > 3, como la coloracién es propia, ny =1 paratodai=0,1,...,ty porel
teorema

?tm(Pn) = ?tm(Pnfl ) +1- g'tm(Pnfz)-

Por hipétesis de induccion Fim (Pn—1) = Fni1 ¥ Fem(Pn—2) = Fn. Por lo tanto:

9:t‘m(Pn) :Fn—H +Fn. O

De manera similar a como se definié para P, sea ¢ una arista-coloracion de el ciclo de orden n,
Cn, yn = (Hi)ieq,... 1) la sucesion de trayectorias monocromaticas de C,, de longitud n, con
ny>1,i=1,...,t tal que H; N H; #(siysolosij=1i+101i=1yj=t. Entonces para el ciclo
C,, utilizamos la notaciéon Cp' ™.

Teorema 3.8 Sea ¢ una arista-coloracién de Cy, tal que Cr, = Cn""™, con orden n > 3, y sean
k > 0,t > 1. Entonces:

Fim (o) (CR™)
Fem(1)(CR1V™)

1, (i)

n, (ii)

sik > 2yt=1,entonces:
Femo (CR') =0 (iii)
yparak > 2yt > 2, tenemos la formula:

—1ny,..., ime—1
?tm(k)(cgllmlnt) = ‘rftm(k)(P;nLL1 he Bt ) .
n271/n3/'--/nt72/nt7171) (iv)

+ Eth(kfl ) (Pn7n1 —n¢—1
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CR] yeeer Lt :
i ny — 1
Figura 37: Cp, = Cp™t
Demostracién La prueba de (i), (ii) y (iii) es andloga a la del teorema 3.5. Seank > 2, t > 2y

S un k-conjunto tm-independiente de Cy'*™, S C V(Cn' ™). Sin pérdida de generalidad,
supongamos que V(H1) N V(H¢) = {v1}, entonces tenemos dos casos:

Caso 1. v1 ¢ S.

Sea 8 la familia de k-conjuntos tm-independientes S tales que vi ¢ S. Entonces, S’ es un

k-conjunto tm-independiente arbitrario de la grafica Cr' ™ —{v;}, la cual es isomorfa a
pm —1Ing,...n1ne—

1 ' Por lo tanto,

g m T
1811 = Frm ) (P ),

Caso 2. vi € S.

Sea §; la familia de k-conjuntos tm-independientes, S, tales que vi € S. Como a lo mads, un
tnico vértice por cada trayectoria monocromatica puede pertenecer al conjunto S, entonces
vi € S, para toda vi € (V(H1)UV(H)) \{vi} = {v2,v3, ..., v, 41 U{Vv—n 41, .-+, Vn b
Entonces S = S* U{v1}, donde S* es un (k — 1)-conjunto tm-independiente arbitrario de la
gréafica Cy' ™ — (V(H;1) UV(Hy)), la cual es isomorfa con pr2—lms...Mez =1

n—ni—mny—1

Por lo tanto,

no—1Ins,...ni_2,ni_1—1
|82| = gtttm(k71)(Pnz—n]—iLt—1 2 o )'

Como Fym (k) (Cn' ™) =[81]+ 18], el teorema queda demostrado. O
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Otra vez, de manera similar, podemos generalizar este resultado para encontrar el nimero de
Fibonacci por trayectorias monocromaéticas de un ciclo arista-coloreado.

Teorema 3.9 Sea @ una arista-coloracién de Cy, , tal que C, = C'"™*, con ordenn > 3,y sea t > 1.
Entonces,
gjtm(cg]) =N+ ]1

y para t > 2, se satisface que:

—1Inz,...ne g ng—1 —1n3,...ngpne_1—1
Fem (CRV™) = T (P11 M) g (PR I ),

Demostracién Sabemos que de la definicién de Fi1, (G), se sigue que para cualquier gréfica G,
en particular para un ciclo C, = C"~™* y para k > 0:

Fem(CR ™) = > Frmao (CRI ™). (b)
k>0
Sit =1, entonces Cy' es monocromatica y k € {0, 1}, entonces por el teorema 3.8, incisos (i), (ii)

y (iii), tenemos que:

Fim(CR') = Fim(0)(CRN) + Frm) (CRY) =n+ 1.

Ahora, sit > 2, por el inciso (iv) del teorema 3.8, para toda k > 2

e ]
Fem () (CR1 ™) = Fymiy (PR 2

ny—1nz,...,ny2,ng 11 )
n—n;—n¢—1

+Fem—1)(P

Aplicando el teorema en (b):

gjtm(cﬂ],...,nt) — gjtm (CTL1,...,TLt) +gjtm (CTL1,...,T1t)
— — —Insz,...neo2mne—1—1
£ Y T (Pacy ™M MmN ST (P s

K>2 k>2
=14n+ Z Srtm(k)(P:L711,n2,...,nt,1,ntf1)
k>2
—1n3,... ¢ 2ng_1—1
+ Y Fempeon) (PR Mzl (+)

k>2
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Como k > 2, haciendo r = k — 1, tenemos que:

ny—1Imnz,...mnyome =1y _ ny—1Imnz,...ny 2mne -1
Z Frme—1) (Pl o’ )= Z Frmr)(Prin 0 ). (++)
k>2 >1

Asf, si sumamos 1 —1 a (+) y aplicando (++), tenemos que:

Fem (CR ™) = T4nt (1=1) 4 3 Fomgpg (P52

n—1
k>2
ny—1,mn3,...,n¢ 2N 11
+ Z&rtm(f)(Pnfn17ntf1 )
r>1
—Imny,.c..neq,n—1 —Imny,.c..ne1,ng—1
Como 1 =Fym(o)(Ph 7 ™ ™M yn—1 = Fy(q) (PR 2™ 1™M T entonces :

—1ny,...ni_1n¢—1 —1mny,...—1,n¢—1
1 + (Tl—]) + Z fftm(k)(PTTt]_1 " e ) = Z fftm(k)(PTTtL1 2 e )
k>2 k>0

Ademas:

ny—Inz,.onepneg—1y _ na—Ins,. e e -1
1+ Z ‘rftm(T)(Pnfnlfntf1 )= Z Fem(r) ((PnfTI]*Tlt*] )
r>1 T20

Por lo que:

—1ny,...n_1,ng—1
?tm(cgh...,nt) _ Z ?tm(k)(P:L1 Mn2,...,Mg_1,MN¢ )
k>0

ny—1mnsz,...ngomny1—1
+ Zﬂj’im(f)(Pn—'m—nt—l ).
>0

Y, finalmente, por (b):

—Ing,... 1 ne—1 —Insz,...ne2mne1—1
Fem (CR1™) = Fym (P, e )‘i‘?tm(P;limT:;t,?t P, g
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Corolario 3.10 Sea ¢ una arista-coloracién propia de un ciclo Cr, con n > 3, entonces:
F tm(Cn) - Ln~

Demostracién Sea ¢ una coloracién propia de C,. Si n = 3, entonces C3 ~ K3 y los tnicos
conjuntos tm-independientes son los unitarios y el vacio, por lo que F11 (C3) =4 = Ls.

Para n > 4, como ¢ es una arista-coloracién propia, ny = 1 paratodai =1,...,t, y por el
teorema

gjtm(cn) = gjtm(Pn71 ) + ?tm(Pnf.%)

Como Py 1 y P_3 estdn coloreadas propiamente, por el corolario 3.7 sabemos que Fym (Pn—1) =
Fnt+1 ¥ Fim(Pn—3) = Fn_1, respectivamente. Ademds por la proposicién Ln =Fa_1+Fnsa,
por lo tanto:

?tm(cn) = Fn+1 +Fn7] = Ln O

3.2.2 Los nimeros de Fibonacci por trayectorias monocromaticas en graficas arista-coloreadas

A continuacién una serie de resultados sobre los nimeros de Fibonacci por trayectorias mono-
cromaticas.

Afirmacién 2 Para una cualquier arista-coloracién de una grafica G , se cumple que:
Fm(G) < F(G).

Demostracién Sea G una grafica arista-coloreada. Notemos primero, que todo conjunto inde-
pendiente por trayectorias monocromaticas es un conjunto independiente en el sentido usual.
Sea S C V(G) un conjunto independiente por trayectorias monocromaticas de G, i. e. entre
cualesquiera dos vértices, x,y € S, no existe una xy-trayectoria monocromatica. En particular, x y
y son no-adyacentes, pues de existir una arista e = xy, esta seria una trayectoria monocromatica
de longitud 1. Asi, tenemos que si S € Jym (G), entonces S € I(G) y I¢m (G) C I(G). Por lo tanto,

Fim(G) < F(G). O

Observacién Si la arista-coloracion de G es propia, entonces F(G) = Tim (G).
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Pues cualquier trayectoria monocromaética en G es de longitud a lo mas 1.

Afirmacién 3 Si H es una subgrafica generadora de la grafica arista-coloreada G, entonces:
gjtm(G) < Sttm(H)

Demostracién Sea H una subgrafica generadora de G, entonces V(H) = V(G) y E(H) C E(G).
Sea S € Jtm(G), como V(H) = V(G), entonces S es también un subconjunto de vértices de H.
Ahora veamos que S es independiente por trayectorias monocromaticas en H. Sean x,y € §,
como no existe una xy-trayectoria monocromatica en G, y E(H) C E(G), entonces no hay una
xy-trayectoria monocromaética en H. Asi, para todo S € Jyn(G), tenemos que S € Jym(H),
entonces Jim (G) C Jim (H). Y por lo tanto, Fim (G) < Fem (H). O

Si H es subgrafica de G pero no es generadora, no necesariamente se mantiene la desigualdad.
Pues veremos que una consecuencia de la siguiente afirmacién, es que si ¢(G) > 1y consideramos
como subgréfica a una de sus componentes conexas, Gi, tenemos que Fim(G) > Fim(Gy).
Ademas, si H es una subgréfica inducida de G, entonces siempre ocurre que Fim (G) = Fem(H),
pues todo conjunto tm-independiente en H es tm-independiente en G.

Lema 3.11 Sean G y G, dos grificas, ajenas en vértices, arista-coloreadas, entonces:
Fem(G1 UG2) = Fem(G1) - Fem(G2).

Demostracién Sean G y G, dos gréficas ajenas en vértices, arista-coloreadas, y sea G = G1 U Gy.
Veamos primero que si S € Jym (G), entonces S =S1US; con Sy € Jym(G1) v S2 € Tem(G2).

Sea S € Jim(G), entonces S C V(G) y como V(G) = V(G1)UV(G2), S C V(Gy)UV(Gy).
Ademéds, si S1 =SNV(G1) y S2 =SNV(G2), S1y Sz son conjuntos tm-independientes de G y
G2, respectivamente, pues S es un conjunto tm-independiente y un subconjunto de un conjunto
independiente por trayectorias monocromaticas es, a su vez, independiente por trayectorias
monocromaticas en la misma grafica. Asi, J¢m (G) C{S1US2[S1 € Jem(G1) y S2 € Tem(G2) )

Ahora, sean S1 € Jym(G1) ¥y S2 € Jym(G2), y veamos que S1US; € Iy (G). S1US2 C V(G)U
V(G2) = V(G). Sean x,y € S1US3, six,y € S1 0x,y € S, sabemos que no existe trayectoria
monocromdtica entre ellos. Por otro lado, si x € S yy € S,, entonces no existe xy-trayectoria en
G1U G2 pues Gy y G son ajenas en vértices, y por tanto no existe trayectoria monocromatica
entre ellos. Entonces, S1 US; es un conjunto tm-independiente en G = G7 U G,. Asi, {S1 US|
S1 € Jtm(G1) y S2 € Jtm(G2)} € Jtm(G). Por lo tanto, Jym (G) ={S1US2 [ S1 € Jyem(G1) y S2 €
Jtm(G2)}. Entonces, por cada S1 € J¢m(G1), hay tantos conjuntos tm-independientes en G1 U G,
que contienen a S como conjuntos tm-independientes tiene G, i.e. [[S1US2 | S1 € Jtm(G1),S2 €

Jem (G2} = [Jem (G1)[ - Tem (G2)l-

Por lo tanto:
Srtm(G):?tm(G”'?tm(GZ)- O
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Las siguientes son consecuencias inmediatas de este resultado:

Teorema 3.12 Sea G una grdfica arista-coloreada con componentes conexas G1, ..., Gy. Entonces:

k
?tm(G) = H ?tm(Gi)~
i=1

Demostracién Procederemos por induccién sobre el nimero de componentes conexas de G.
Si ¢(G) =1 el resultado es claro.

Sic(G) =2, sean G y Gz las componentes conexas de G, entonces G = G1 U G, y el resultado
se sigue directamente del lema anterior.

Supongamos que si ¢(G) = k — 1, para alguna k > 2, entonces Fim (G) = ]_[]f:_ﬂ Fim(Gyi).

Ahora sea G una grafica con k componentes conexas. Si H = U]f;] Giy G’ = Gy, entonces G =
G’ UH. Por hipétesis de inducciéon y como ¢(H) = k—1, tenemos que Fm (H) = H]f;f Fim(Gy),
ademads ya probamos que Fim (G’ UH) = Fiin(G’) - Fem(H) y como G = G’ U H, entonces:

k—1 k
Fim(G) = Fim(Gi) - [ [ Fem(Gi) = ] [ Fem(Go).
i=1

i=1

Corolario 3.13 Si Ty (G) es un niimero primo entonces G es conexa.

Demostracién (por contrapositiva) Sea G una gréfica inconexa y sean Gy, ..., Gy las compo-
nentes conexas de G. Por el teorema , Fim(G) = Hlfz] Fim(Gy), entonces si G; es una
componente conexa de G:

gjtm(Gi) | fftm(G)/

ademads, Fym (Gi) > 2, pues las componentes de G son no vacias. Por lo tanto si Fim (G) es
primo, entonces G es conexa. O

Afirmacién 4 Sea G una gréfica arista-coloreada conexa de orden n. Entonces:
n+1 < Fm(G) <21 +1,

Ftm(G) =n+1si G es una gréafica monocromatica de ordenn o G =Ky y Fmn (G) = pALSLEEY
si G = Ky ,_1 tal que la coloracién de G es propia.

Demostracién Sea G una gréfica conexa, arista-coloreada de orden n. Por la afirmacién
sabemos que Fim(G) > n+ 1. Si G = K, para cualquier arista-coloracién de K, se tiene
que x¢tm(G) = 1. Por lo que Fim(Ky) = n+ 1. Ahora, supongamos que G es no completa
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y monocromatica, entonces para todo par de vértices u,v € V(G), existe una uv-trayectoria
monocromatica, por lo que, de nueva cuenta, oty = 1y los conjuntos independientes son el
vacio y todos los unitarios, por lo que Fym (G) =n +1.

Si G es conexa, de orden n, para que tenga el mayor nimero de conjuntos tm-independientes,
debe estar coloreada propiamente, asi sucederd que Fim(G) = F(G). Entonces, basta ver qué
pasa con los conjuntos independientes en una gréafica conexa. Para que tenga el mayor nimero
de independientes siendo conexa, debe tener el minimo niimero de aristas. Si G es una gréfica
conexa de tamafio minimo, entonces G es un arbol. Y los arboles de orden n con més conjuntos
independientes, son aquellos que tienen mds vértices terminales, i. e. las estrellas. Sea G ~ Ky ,,_1,
si consideramos una coloracién propia, tenemos que Fym (Kin—1) =F(Kyn_1) = 2141, 0

3.3 COTAS EN EL NUMERO DE FIBONACCI DE LAS GRAFICAS ARISTA-CO-
LOREADAS

En esta seccién se prueban y analizan los resultados obtenidos por I. Wtoch [14].

Recordemos que el ntiimero de independencia por trayectorias monocromaéticas de una grafica
G, es la cardinalidad de un conjunto tm-independiente maximo de G. Con este primer teorema
encontramos una cota para el nimero de Fibonacci de una gréfica en términos de su ntiimero de
independencia por trayectorias monocromaticas.

Teorema 3.14 Dada una arista-coloracion arbitraria de una grdfica G de orden n, con niimero de
independencia por trayectorias monocromdticas o = otem (G),

fTrtm(G) 22“+T1—OC.

Fim(G) = 2% +n — « si y solo si G se construye al unir cada vértice en Ky, con al menos un vértice en
la grdfica arista-coloreada Gn_« de orden n — «, y estas aristas coloreadas de tal forma que para cada
x,Y € V(Gn_«) ¥ para cada u,v € V(Ky):

(i) existe una xy-trayectoria monocromdtica en G,

(ii) existe una xu-trayectoria monocromdtica en G y

(iii) no existe uv-trayectoria monocromdtica en G.
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Demostracién Sea S un conjunto independiente por trayectorias monocromaticas maximo de
G. Como S es maximo, entonces [S| = «. Sabemos que todo subconjunto de S es también
independiente por trayectorias monocrométicas y que el nimero de subconjuntos de S son 2/5/.
Ademas, hay n — « vértices de G que no estdn en S y por cada uno de estos vértices tenemos al
menos un conjunto independiente, el conjunto unitario. Asi:

Fem(G) =28 4+ n—a

Ahora, sea Jym(G) = 2% +n — «, entonces cualquier conjunto tm-independiente es, o un
subconjunto de S, con [S| = & 0 un conjunto unitario de un elemento de V(G) \ S. Esto implica
que:

(i) entre cualesquiera dos vértices x,y de V(G) \ S existe una xy-trayectoria monocromatica,
pues de lo contrario x,y serfan elementos de un conjunto independiente por trayectorias
monocromaticas de la gréfica G,

(ii) six € V(G)\ Sy v € S, existen xv-trayectorias monocrométicas en G para cada par x,v
pues de lo contrario S no seria maximo, y por dltimo

(iif) no existen uv-trayectorias monocromaéticas entre los vértices de S, pues de lo contrario S
no serfa independiente por trayectorias monocromaticas.

Por tanto, los incisos (i), (ii) y (iii) implican la construccién de G.

Ahora, sea G una gréfica construida como en el enunciado del teorema.

Por el inciso (i), todo conjunto tm-independiente S* C V(G _«) es unitario, pues por contruc-
cién existen trayectorias monocromaticas entre cualesquiera x,y € Gn_«.

Ademés, por el inciso (ii), existen xu-trayectorias monocromaéticas entre cada par de vértices

x € V(Gn_«) y u € V(Ky), por lo que que no existe en G un conjunto tm-independiente S’, tal

que S'NV(Ky) Dy S'NV(Gn_«) # 0.

Finalmente, el conjunto S = V(K4) es un conjunto tm-independiente maximo, pues por el inciso
(iii), no existen trayectorias monocromadticas entre sus vértices.

Asi, como |V(Gn—u)| =n—a y S tiene 2IS| subconjuntos tm-independientes, incluyendo S y 0,
tenemos que Fim (G) =284 n—«. O
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Vi
X1

V2
X2

V3
Ko Gn-«

Figura 38: Un ejemplo de la construccion de la grafica G de orden n para la cual Fi1n (G) =2 +n — o
En este cason =5y o =3 con Fyn (G) = 10.

Pedersen y Vesteergard probaron el resultado correspondiente para el caso de conjuntos inde-
pendientes en [15], lo cual es equivalente a considerar conjuntos independientes por trayectorias
monocromaticas en graficas arista-coloreadas en las que la coloracién es propia. La prueba
para la desigualdad es muy similar a la que utilizamos en el teorema anterior. En el caso de
la igualdad la grafica se construye al unir cada vértice de K4 con cada uno de los vértices de
Kn—«-

Sea G una gréfica k-arista-coloreada y sea Q = {Qi}ic1 la familia de subgrédficas monocromaéticas
conexas de G, maximas por contencién, con I ={1,...,k} la imagen de la k-arista-coloracién. Y
definimos la gréfica simple no coloreada G(Q) como sigue: V(G(Q)) = V(G), E(G(Q)) = {vpvq |
Vp,vq € V(Qi),1 € I} y reemplazando aristas multiples con una sola arista. Al color de la arista
e € E(G) lo denotamos cg(e) y al color de la subgrafica monocromatica Q € G lo denotamos

por cg(Q).

Afirmacién 5 Cualquier par de vértices u,v € V(G(Q)) son no adyacentes, si y solo si no existe
una uv-trayectoria monocromatica en G.

Demostracién Sea G una gréfica arista-coloreada, con G(Q) como se defini¢ previamente y sean
u,v € V(G(Q)), tales que uv ¢ E(G(Q)), por definicién de la grafica G(Q), esto ocurre si y solo si
ue V(Qi) yve V(Qj) coni#j.Y, asu vez, los vértices u y v pertenecen a distintas subgréficas
monocromaticas conexas de G si y solo si no existe una uv-trayectoria monocromaética en G, por
lo que queda demostrada la afirmacion. O

En un articulo anterior [12], I. Wloch y A. Wioch demostraron lo siguiente:

Teorema 3.15 Para una arista-coloracion arbitraria de una grdfica G,

Fim(G) = F(G(Q)).
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V5 %) o/o V5 A%)
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Figura 39: Un ejemplo de la construcciéon de la grafica G(Q)
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Demostracién Sea S C V(G) un conjunto tm-independiente de G y supongamos que S no es
independiente en G(Q). Como V(G) = V(G(Q)), S es también un subconjunto de vértices de
G(Q). Si S no es independiente, entonces existen v,,vq € S, tales que vpvq € E(G(Q)), pero
por la definicion de G(Q), vp,vq € Qi para alguna i € I. Como Q; es una subgrafica conexa
monocromaética de G, entonces existe al menos una VpVq-trayectoria monocromatica en Qiy
por lo tanto en G. Esto es, si S no es independiente en G(Q) entonces S no es independiente
por trayectorias monocromaéticas en G, y como esto ocurre para cualquier conjunto S C V(G)
independiente por trayectorias monocromaéticas de G podemos concluir que todo conjunto S
independiente por trayectorias monocromaéticas de G es también independiente en G(Q) (i).

Ahora sea S* un subconjunto independiente de los vértices de G(Q)) y supongamos que
S* no es un conjunto independiente por trayectorias monocromaéticas en G. Como S$* no es
independiente por trayectorias monocromaticas, existen x,y € S* tales que existe una xy-
trayectoria monocromdtica en G. A su vez, x,y € V(Q;i) y por definicién de G(Q), xy €
E(G(Q)), lo cual implica que S* no es independiente en G(Q). De esta forma todo conjunto S*
independiente en G(Q) es independiente por trayectorias monocromaticas en G (ii).

Por (i) y (ii) queda demostrado el teorema. O

Proposiciéon Sea G una grdfica arista-coloreada y x,y € V(Q1) para i € I, tal que xy ¢ E(G). Entonces,
HjtTn(G) = gjtm(G +XU) Con CG+xy (XU) = CG(Qi)-

Demostracién Sean G y G + xy dos gréficas arista-coloreadas, con x,y € V(Q;), tales que
xy ¢ E(G), y cgixy(xy) = cg(Qi). Como x,y € V(Qi), entonces xy € E(G(Q)) y como
CG4xy(xy) = cg(Q), entonces xy € E(G +xy(Q)). Asi, G(Q) ~ (G +xy(Q)) y por el teorema
tenemos que:

Fim(G) = F(G(Q)) = F(G +xy(Q)) = Fim (G +xy). a

Teorema 3.17 Sea G una grdfica arista-coloreada de orden n y sea m(G(Q)) el tamarfio de la grdfica
G(Q). Entonces

Fim(G) = T+n+m(G(Q)).

La igualdad se da si y solo si xtm (G) < 2, i. e. K3 no es subgrdfica de G(Q).

Demostracién Sabemos que cualesquiera dos vértices u,v € V(G(Q)) son no adyacentes si y
solo si no existe una uv-trayectoria monocromatica en G. Entonces, {u, v} es un conjunto tm-
independiente si y solo si uv ¢ E(G(Q)), lo cual ocurre si y solo si uv € E(G(Q)). Asi, m(G(Q))
es el nimero de subconjuntos tm-independientes S C V(G), tales que [S| = 2. Por lo tanto, si
xm (G) > 1, entonces m(G(Q)) # 0 Y Fim(G) = 1T+n+m(G(Q)).
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Supongamos que K3 C G(Q), esto ocurre si y solo si G(Q) contiene un conjunto independiente,
S, de cardinalidad 3, si y solo si S es un conjunto tm-independiente en G. Pero sabemos
que m(G(Q)) = {S C V(G), conjuntos tm-ind. | |S| = 2} y [S| = 3, por lo que Fim(G) >

14+ n+m(G(Q)). Por lo tanto, si atm (G) < 2, se da la igualdad. O

Observaciéon Si S C V(G), entonces S es independiente en G si y solo si S es un clan en G(Q).

Corolario 3.18 Sea G una grdfica arista-coloreada de orden n y sea t el niimero de componentes en

G(Q). Entonces Fym (G) = 2n+ 1 —t. La iqualdad se da si y solo si G(Q) es un bosque.

Demostracién Si G(Q) es conexa, entonces t = 1y veamos que Fyn(G) > 2n+1—1 = 2n.
Por el teorema , sabemos que T (G) 2 n+14+m(G(Q)). Como G(Q) es conexa, entonces
m(G(Q)) >n—1, por lo tanto Tt (G) >n+T+n—1=2n.

Si G(Q) es inconexa, entonces t > 1y similarmente, tenemos:

Fim(G) >2n+14+m(GQ) >2n+T1+n—t=2n+1-—1t.

Si Fym(G) =2n+1—1t, entonces m(G(Q)) =n —t, por lo que G(Q) es un bosque, que ademads
sabemos no contiene ciclos, en particular, K3 no es subgréfica de G(Q). O

En [15] Pedersen y Vestergaard probaron los siguientes teoremas que se utilizardn mds adelante
para probar resultados adicionales relacionados con la grafica G(Q) y Fym (G).

Definicién Decimos que una grafica G es libre de garras si K7 3 no es subgrafica inducida de G.

Lema 3.19 Todo vértice terminal v, de una trayectoria inducida de longitud mdxima, en una grifica G
conexa, no completa y libre de garras, cumple que G —v y G — N[v] son conexas.

Demostracién Sea P = (v, ..., V) una trayectoria inducida méxima de G, entonces k > 2, pues
por hipétesis G no es completa. Supongamos por contradiccion que G —vi 0 G — N[vi] son no
conexas.

Caso 1. Si G — vk es no conexa, entonces vy es de corte en G, por lo que si G; y G2 son
dos componentes conexas de G — vy y, si suponemos sin pérdida de generalidad, que
vo € V(G1), entonces, v; estd en Gy para toda i € {0,...,k — 1}. Por otro lado, existe
x € V(Gy) tal que xvi € E(G). Pero P’ = (vo,...,Vx, X) es una trayectoria de longitud
mayor que P. Ademads, es inducida, ya que vix ¢ E(G), para todai € {0,...,k—1} pues v;
y x estdn en diferentes componentes conexas de G — vy, lo cual contradice la eleccién de
P/, por lo tanto G — vy es conexa.

Caso 2. Si G — N[vi] es no conexa, entonces vy,...,Vk_» estdn en una misma componente
conexa de G — N[vy] y existe al menos un vértice, w en una componente diferente de
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ésta. Ademads como P es una trayectoria inducida, es decir, en G no existen aristas entre
dichos vértices, mas que las aristas de la trayectoria, se tiene que vi_1 es el tinico vértice
de P, adyacente a vi en G. Sean G y G, las componentes de G — N[vy], que contienen a
Vo,...,Vk—2, Y @ W, respectivamente. Veamos que wvyx_1 ¢ E(G), pues si wvi_1 € E(G),
entonces G({vik—_2,vk_1,Vk,W}) >~ Kj 3, lo cual es una contradicciéon pues por hipétesis, G
es libre de garras, por lo tanto wvy_1 ¢ E(G). Como G es conexa, existe un w’ en alguna
componente conexa distinta de G1 y un z € N(vy) \ {vi_1} tales que w’z € E(G). Notemos
que zvi ¢ E(G) para toda i €{0,...,k—2}, pues de lo contrario G no seria libre de garras.
Consideremos los siguientes casos:

Caso 2.1. Sivk_1z € E(G), entonces voPvi_1zw’ es una trayectoria inducida de longitud
€(P) +1, lo cual es una contradiccién.

Caso 2.2. Si vk_1z ¢ E(G) entonces voPvizw’ es una trayectoria inducida de longitud
£(P) + 2, lo cual es de nueva cuenta, una contradiccién.

Por lo tanto, G — N[vy] debe ser conexa.

Por los casos 1y 2, podemos concluir que si v es el vértice terminal de P, entonces G — vy y
G — N[vy] son conexas. O

Teorema 3.20 Si G es una grdfica conexa de orden n y libre de garras entonces 1+n < F(G) < Fryz.
Ademds F(G) =n+1siysolosi G ~Kny F(G) =Fni2siysolosi G~ Py.

Demostracién Sabemos que para cualquier gréfica G de orden n, (G) > n+ 1, en particular si
G es conexa y libre de garras.

Es claro que si G ~ K,,, entonces J(G) = n + 1. Ahora, supongamos que J(G) = n+ 1, esto
implica que en G no hay conjuntos independientes de tamafio 2, por lo que cualesquiera dos
vértices son adyacentes, y entonces G ~ K;,.

Para demostrar que F(G) < Fy 2, basta ver qué ocurre cuando G es no completa. Asi, sea G una
grafica no completa, como G es conexa y libre de garras, por el lema sabemos que G contiene
un vértice v tal que G —v y G — N[v] son conexas, ademds F(G) = F(G —v) + F(G — Np]).

Procederemos por inducciéon sobre n > 3. Como G es conexa y no completa, si n = 3, entonces
G ~ P3 y F(P3) = F5. Ahora, supongamos que para toda G’ conexa, libre de garras, de orden
k,3 <k <n, se cumple que F(G’) < Fi4. Sea G una gréfica conexa, libre de garras de orden
n. Por la eleccién de v, G—v y G — N[v] son conexas y por ser subgréficas inducidas de G
ademas, son libres de garras. El orden de G —v es n —1 por lo que G —v cumple con la hipétesis
de induccién, i. e. F(G —v) < Fyq1. También G — N[v] cumple con la hipétesis de induccion,
pues [V(G —NP])| < n, por lo que F(G —N[]) < Fy2 para t = [V(G — N[v])] < n—2. Como
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t <n—2, entonces t +2 < n y la sucesiéon de Fibonacci es creciente, por lo que Fy, < Fy,
entonces F(G — N[v]) < Fn. Por lo tanto, F(G) = F(G —v) + F(G—NN]) < Fryq1 + Fo =Fnao.

Falta probar que la cota superior se alcanza si y solo si G ~ P,,". Sea G una grafica conexa, de
orden n y libre de garras, como en el teorema se probo6 que J(P,,) = F,, 2, basta con probar
que si G cumple con las hipétesis del teorema y es tal que F(G) = F,, 2, entonces G ~ Py,.

Sin =1, G ~Kj, que es una trayectoria de longitud cero.
Sin =2, como G es conexa es K;, la trayectoria de longitud 1.

Sea n > 3, primero, probemos por contradiccion que G es un arbol. Asi, supongamos que y es
un ciclo de orden maximo en G.

- Si V(y) = V(G), entonces C;, es subgrafica generadora de G y por la afirmacién 3 F(G) <
F(Cn) = Ly. Por otro lado, por la proposicién L = Fn—1 +Fny1 paratodan > 2.
Asf, tenemos que Fr 2 =Fn41+Fn =Fnq1 4+ (Fao1 +Fa—2), por lo que, L, < F42, que
implica F(G) < Fn42, lo cual es una contradiccion.

- Si V(y) # V(G), entonces V(G)\ V(y) # 0 y como G es conexa, existe un vértice w €
V(G)\ V(y) tal que wu; € E(G) para algtin u; € V(y). Como G es libre de garras,
w es adyacente a alguno de los vecinos de u; en vy, sin pérdida de generalidad, sea

wui_1 € E(G), entonces podemos construir un ciclo v’ = (ujy,ui—1,w,u;) tal que
£(y") > £(y), lo cual es una contradiccién pues supusimos que y es un ciclo de orden
maximo.

Por lo tanto, G es una gréfica conexa y aciclica, i. e. G es un drbol. Y como el tnico drbol de
orden n, libre de garras es la trayectoria, Pn, el resultado se cumple. O

Sea G una gréfica arista-coloreada y v € V(G). El grado de cromaticidad de v, dcg(v), se define
como el ndmero de colores utilizados para colorear las aristas incidentes con el vértice v en G.
Dada una subgrafica H monocromatica de G y v € V(H), decimos que v es vértice terminal de
H si dcg(v) > 2. Denotamos por V1(G) al conjunto de todos los vértices terminales de la gréfica
G.

Observacién Si la arista-coloracion de una grifica G es propia, entonces:
deg(v) = dg(v).

Teorema 3.21 Sea G una grdfica conexa arista-coloreada de orden n tal que para todo v € V1(G),
dcg(v) = 2. Entonces Fim (G) < Fri2.

1 Esta parte de la demostracién es distinta de la presentada en [14]
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Demostracién Se demuestra primero la siguiente afirmacion:

Afirmacién 6 G(Q) es una grafica libre de garras.

Sea G como en el enunciado del teorema y supongamos que G(Q) contiene una subgréfica
inducida H ~ K; 3. Y sea V(H) = {y,x1,x2,x3} con dn(y) = 3, V(H) € V(G(Q)). Entonces
y € V7(G) por la construccién de G(Q), pues como xix; ¢ E(G(Q)), para i,j € {1,2,3} con
i #j, en G x4, x; pertenecen a distintas subgraficas monocromaéticas conexas. Asi cg(x1y) #
cg(x2y) # cg(x3y), lo cual implica que dcg(y) > 3, lo cual es una contradiccién, pues por hi-
potesis dcg (v) = 2 paratodav € V1(G), en particular para y. Por lo tanto G(Q) es libre de garras.

Ahora, por el teorema , sabemos que Fm (G) = F(G(Q)), ademds como G(Q) es libre de
garras, por el teorema se tiene que Fym (G) < Fny2. O

En [14] se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 6 Sea G una grifica simple, arista-coloreada y v € V1(G). Sea Q(v) ={Qi |1 € I}, Ia
familia de todas las subgrdficas monocromdticas que contienen a vy para cadai,j € I, Qi N Q5 ={v}y
dcg(v) = [1]. Entonces

Fim(G) €2-Fim(G—v) =D [V(Q)\ M}l
i€l
Tem(G) =2-Fem (G —v) =3 ;o1 IV(Qi) \{V}I si y solo si para cada vértice en Uie1Qj, diferente de v,
existe una trayectoria monocromdtica a todo vértice de G.

Encontramos varios problemas con este teorema. En su demostracion, la autora hace la siguiente
afirmacioén:

Comov € V1(G) y deg(v) = 1], entonces [Tym_, (G)| = Ftm (G —v).

X2 X1

X7
X3

X4
X5

Figura 40: ¢, (G)
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En la figura 40 aparece una gréfica para la cual [Jim_,(G)| < Fym (G —v). Pues sabemos que:

Tim(G) = Z Femx) (G).
k>0

Ademés, por ser G bicoloreada, no existen conjuntos independientes de cardinalidad mayor que
dos. Ast:

gtm(G) :Hjtm(O)(G) + 5ttm(1)(G) +3~tm(2)(G)
=148+ (3-4) =21

El tnico conjunto independiente que contiene a v es {v}, por lo que |J¢m_, (G)| = 20.

Por otro lado:
Fem(G —v) = Fem(K7) =27.

Ademas se cumplen las hipétesis, pues v € V1(G) y dcg(v) = 2, y si Q1 es la subgrafica

monocromatica color rojo y Q; es la subgrafica monocromadtica color azul, V(Q1) N V(Q2) = {v}.

Por lo tanto:

20 = |Tim ,(G)] < Frm (G —v) =27,

En el teorema 6 en [14], se afirma que:

Ftm(G) =2-Ftm (G —v) — 3 i1 IV(Qi) \ {v}l siy solo si para cada vértice en U;c1Q},
diferente de v, existe una trayectoria monocromadtica a todo vértice de G.

Al encontrar problemas con la demostracién presentada en el articulo y no lograr demostrar el
resultado, encontramos una familia de contraejemplos que cumplen con las hipétesis, pero para
las cuales, T¢m (G) <2 Fym (G —v) =3 ;1 IV(Qi) \ (V.

Construcciéon La construccién de la familia de grdficas que funcionan como contraejemplo para esta
afirmacion es la siguiente.

Sea G = Kn,m + Ky, conm, m > 2y sea ¢ una arista-coloracion de G tal que si X, Y es la biparticion de
los vértices de Ky, m y v € V(Ky), entonces:
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- @(vx) =1, para toda x € X,
- @(vy) =2, paratodayeYy

- @(e) € N\ {1,2}, de modo que p(e1) # @(e2) para toda ey, e2 € Kn m.

X2 Y2 X2 Y2

X1 Y X1 Y1

G G—v

Figura 41: T4 (G) #2- Fem(G) — 311 VIQi) \ (v}

En la figura 41 podemos ver la construccién de K ; +v. De manera que, tomamos una gréfica
bipartita completa, le damos una arista-coloracién propia y unimos sus vértices con un vértice
adicional y coloreamos estas aristas de forma que todas las aristas entre v y un mismo conjunto
de la biparticién tengan el mismo color, diferente a los colores utilizados en la coloracién propia
de la bipartita completa.

Afirmacién 7 Sean G = Ky, + K7 y ¢ la coloraciéon de G definida en la construccién 1,
entonces:

(i) v € V(Ky) es un vértice terminal de G, que cumple las hipétesis del teorema 6 en [14],

(ii) para todou € Ug,co(v)V(Qi) y para todo w € V(G) existe una uw-trayectoria monocro-
maéticaen Gy

(i) Fem(G) <2 Fem (G —v) = 2 ier VIQ) \ (WI.
Demostracién Sean u,w € V(G), veamos primero, que en G hay una uw-trayectoria monocro-

matica. Tenemos tres casos:

Caso 1. Si v € {u,w}, entonces uw € E(G) por construccién de G y por lo tanto hay una
trayectoria monocromatica de u a w.

Caso 2. Siu € Xyw €Y, entonces uw € E(K;, i) y por tanto uw es una trayectoria en G de
color @(uw).
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Caso 3. Si {u,w} € X o {u,w} C Y. Supongamos que u,w € X, entonces (u,v,w) es una
trayectoria monocromatica de color 1. Andlogamente, si u, w € Y, entonces (u, v, w) es una
trayectoria monocromatica de color 2.

Asf, si S es un conjunto tm-independiente de G, |S| < 1. Por lo tanto,

Fim(G)=n+m+2=|V(G)|+1.

Por otro lado, Fym (G —v) = 2™ 4+ 2™ — 1, pues al quitar al vértice v y todas sus aristas, obte-
nemos G —v ~ Ky i, una grafica bipartita completa con una coloracién propia por lo que los
conjuntos tm-independientes son todos los conjuntos independientes de K, 1, que son todos
los subconjuntos de cada conjunto de la biparticion y () se cuenta dos veces.

Por dltimo, } ;<7 IV(Qi) \ {v}l = n+m pues dcg(v) = 2 y los vértices de cada conjunto de la
biparticién estdn en una subgréafica monocromatica a la cual pertenece v.

Asi, tenemos que:

Fim(G)=n+m+2<2-2"+2™—-1)—(n+m).

Comon,m > 2, entonces n < 2™ — 1y m < 2™ — 1 entonces:

n+m<2t42Mm -2

que ocurre si y solo si

n+m+2<2t42m
2-n+m+2)<2-(2"+2™)

n+m+2<2-2"+2™)—(n+m+2)

n+m+2<2-2"+2m—-1)—(n+m)

De manera que la afirmacién queda demostrada. O
En la afirmacién 7 demostramos que bajo las condiciones del teorema 6 [14], la cota no necesa-

riamente se alcanza. Obtuvimos un resultado mds general a la cota del teorema 6 en [14] con
condiciones iniciales més débiles.
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Teorema 3.22 Sea ¢ una k-arista-coloracién de la grifica G y v € V1(G). Sea Q(v) la familia de
subgrdficas monocromdticas maximales Qi que contienen av, coni € 1 C{1,...,k}, i. e. Q; tiene color 1i.
Entonces,

Ftm(G) <2 Fem(G —v) —[Uq,ea(v) V(Qi) \ {V}I.

Demostracién Como todo conjunto tm-independiente S, tal que v ¢ S es tm-independiente en
G — v, entonces:

|jtm_\,(G)| < Eth(G _V)~
Por otro lado, si S € Jim, (G), entonces S\ {v} € Jym_,(G), por lo que:

Tem, (Gl < Tem_, (G)I.

Ademas, para toda w € Ug,co(v)V(Qi) \ {V}, (W} € Jtm_,(G) y por tanto {w} & Jim, (G).

Y como existe una biyeccién de Jimm, (G) con un subconjunto de Jym_, (G) ajeno a Ug,eq, V(Qi) \
{v} que a su vez esta contenido en Jir, ,(G), de esta manera tenemos que:

Jem, (G +1Uq.eq, VIQUN IV <Ttm_,(G)]
Tem, (Gl <Pem_, (G)| =[Uq,eq, V(Qi) \ {V}

Sumando [Jtm ,(G)| en ambos términos obtenemos:

Tem, (Gl 4+ [Tem_, (G) < 2+ [Tem_, (G) = |Uqeq, VIQi) \ {V}i

Como Jim, (G) y Jtm, (G) constituyen una biparticién de la familia de conjuntos tm-independientes
de G, entonces F1m (G) = Jim, (G) + Jtm_, (G). Ademads ya vimos que |Tim (G)] < Fim (G —v),
por lo tanto:

Fim(G) <2 Fem (G —v) —[UQeq, V(Qi) \{V} O

77



CONCLUSIONES

En el desarrollo de esta tesis se estudiaron los niimeros de Fibonacci por trayectorias mono-
cromaticas de las gréficas arista-coloreadas, que se define como el nimero de subconjuntos
independientes por trayectorias monocromaticas de los vértices de una grafica. Este concepto
es una generalizacion del namero de Fibonacci de las gréficas, introducida por I. y A. Wtoch,
originalmente propuesto por Tichy y Prodinger.

El namero de Fibonacci de las graficas toma su nombre del ntimero de conjuntos independientes
de las trayectorias, pues si el orden de una trayectoria es n, existen Fy» subconjuntos indepen-
dientes de sus vértices. Otro resultado interesante es que para un ciclo de orden n, su ntimero
de Fibonacci es L;,, un ntiimero de Lucas. En este sentido, demostramos una identidad para
los nimeros de Fibonacci por trayectorias monocromaticas de las trayectorias y ciclos arista-
coloreados, de la cual es consecuencia el resultado anterior al considerar coloraciénes propias.
De este modo, es importante sefialar aqui que, en general, si consideramos una coloracién propia
de la gréfica, el nimero de Fibonacci por trayectorias monocromaticas coincide con el ntimero
de Fibonacci de una gréfica.

También se estudiaron las propiedades tanto de los niimeros de Fibonacci de las gréficas,
como de los nimeros de Fibonacci por trayectorias monocromaéticas. Pedersen y Vestergaard
introdujeron una variedad de cotas para los ntimeros de Fibonacci de las graficas, que luego
Wrioch generaliz6 para los niimeros de Fibonacci por trayectorias monocromaticas. Una de
estas cotas relaciona el nimero de Fibonacci de una grafica con su ntiimero de independencia.
También construimos una grafica simple, no-coloreada a partir de una gréfica arista-coloreada
de manera que se da la igualdad entre el nimero de Fibonacci de una y el ntimero de Fibonacci
por trayectorias monocromaticas de la otra y otros resultados que también involucran esta
grafica.

Un resultado fundamental en el estudio del nimero de Fibonacci de una grafica, pues facilita
calcular los nimeros de Fibonacci de distintos tipos de gréficas, es la siguiente identidad:

F(G) =TF(G—v) +F(G—NN])

Este resultado no se ha logrado generalizar para el Fibonacci por trayectorias monocromaticas.
La dificultad radica en que la coloracién considerada es arbitraria, asi que solo podemos aspirar
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a encontrar cotas y tratar de mejorarlas. Por esta razén, un camino interesante a seguir seria
estudiar qué propiedades cumplen los nimeros de Fibonacci por trayectorias monocromaéticas,
para coloraciones que cumplan ciertas condiciones y si, por ejemplo, este resultado se puede
extender para distintos tipos de coloraciones.

Finalmente, encontramos complicaciones con el teorema 6 de [14], el cual daba una cota superior
para el nimero de Fibonacci por trayectorias monocromadticas e incluso daba condiciones
adicionales para las que la cota se alcanza. Probamos que esta identidad no se da para una
familia de gréficas, a pesar de cumplir con las condiciones requeridas, por lo que la afirmacién
no es vdlida. Ademds, encontramos un nuevo resultado, pues se demostré que la cota en el
enunciado del Teorema 6 funciona, con condiciones menos estrictas.
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