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1 Introduccion

Uno de los principales objetivos de la electrodindmica cuantica, QED por
sus siglas en inglés, es el estudio de la interaccién entre radiacién y mate-
ria. Al interactuar, ambas forman un sistema acoplado, cuyo estudio ha
sido fundamental en la éptica y mecanica cuantica. Desde 1940, debido al
trabajo realizado por Edward Purcell [1] sobre la emision esponténea en ato-
mos acoplados a cavidades resonantes, los avances teéricos y experimentales
en el area de la electrodindmica cuantica de cavidades ha tenido un notorio
auge. Por otro lado, una de las principales dificultades practicas que afronta
la mecanica cudntica al considerar problemas de muchos cuerpos es la com-
putaciéon. Para lograr describir un sistema de N atomos de dos niveles son
necesarios 2%V elementos de la base, provocando que su implementacion sea
mucho mas compleja. Uno de los principales objetivos del presente trabajo
es el analisis de la interaccién entre radiaciéon y materia. Por lo tanto, a
lo largo del texto se pretende describir esta interaccion, partiendo desde la
teoria cudntica de radiacién, para posteriormente analizar la interaccién en-
tre un sistema atémico de N atomos idénticos de dos niveles y un campo
electromagnético de un modo, es decir, el modelo de Dicke [2].

Los arreglos experimentales en la éptica cudntica estdn compuestos prin-
cipalmente de laseres, cavidades y atomos. Convencionalmente uno o varios
4dtomos se sostienen dentro de la cavidad y son iluminados por el laser, para
controlar el estado de los 4tomos de acuerdo a la configuracién elegida del
experimento. El acoplamiento entre el sistema atémico y el campo electro-
magnético tiene varias complicaciones, en cuanto a que introduce pérdidas
irreversibles, las cuales son contrarrestadas con la introduccién de la cavidad.

Esta tiene como objetivo proveer un fuerte campo eléctrico para que logre



interactuar coherentemente con los 4tomos y un tinico modo para que éstos
se acoplen. A su vez, el laser es el encargado de lograr que todos los atomos
se encuentren en su estado excitado. De esta forma, bajo esta configuracion,
la evolucién queda descrita por una dindmica coherente del estado del sis-
tema; los fotones son ahsorbidos, emitidos y reabsorbidos coherentemente
por los atomos varias veces antes de salir de la cavidad.

Esta tesis se encuentra inspirada en el importante trabajo de Dicke [2],
en donde se estudia a una coleccion de N &tomos. Inicialmente se creyd
que al despreciar la interaccion directa entre los dtomos (dipolo-dipolo) és-
tos actuarian de manera independiente y consecuentemente tendrian una
emision de radiacién con un maximo proporcional al niimero de dtomos .
Sin embargo, Dicke observo que el campo juega un papel de mediador en
las interacciones interatémicos, provocando la accién colectiva de los ato-
mos, fendmeno semejante a la accidén de un oscilador armoénico acoplado que
puede o no balancearse en fase. Este comportamiento ocasiona la aparicién
de una explosiva emisién de radiacién, cuya intensidad es porporcional a
N2. A este fenémeno se le conoce como la superradiancia de Dicke. En
su trabajo, Dicke, no consideré la presencia de una cavidad, sino la de una
intensa fuente de radiacién coherente y la de una nube de 4tomos de dos
niveles. Experimentalmente, la presencia de una cavidad impide la pérdida
irreversible de la energia en los 4tomos, la cual se escapa a los varios mo-
dos del campo electromagnético. La interaccién descrita por Dicke se puede
modelar mediante el Hamiltoniano que lleva su nombre, el cual, al despreciar
sus términos contrarrotantes, se le conoce como el Hamiltoniano de Tavis-
Cummings, cuya solucion exacta fue calculada en 1968 [3]. Por otro lado,
el andlisis del Hamiltoniano de Tavis-Cummings, para un solo atomo, fue

estudiado por E. T. Jaynes y F. W. Cummings [4].



La intencién de este trabajo es estudiar la teoria que describe la inte-
raccidon entre radiacion y materia. En el Capitulo 2 se presenta la teoria
semiclasica de la interacciéon dtomo-campo. En este capitulo la interaccién
se analiza considerando al sistema atémico como el sistema cuéntico y al
campo como un sistema descrito cldsicamente. El estudio que se elabora
se centra en la interaccién de un sistema atémico de dos niveles con un
campo eléctrico clasico. Para lograrlo se construye el término de interaccion,
proveniente del principio de norma. Asi, a partir de la construccién del Ha-
miltoniano, se estudian las transiciones al sumergir el 4tomo en dicho campo
clasico, anélisis que conduce a la ley de oro de Fermi. Posteriormente, el
Capitulo 3 presenta una introduccién a la teoria cudntica de la radiacién,
donde se presenta brevemente el formalismo matematico necesario para el
subsecuente tratamiento. En dicho capitulo se estudia la cuantizacién del
campo electromagnético y se introducen los estados coherentes, los cuales
permiten una interpretacién cuantica de minima incertidumbre y facilitan el
estudio al ser similares a un estado clasico del oscilador armoénico simple. El
Capitulo 4 estudia la interaccién puramente cuantica entre un atomo de dos
niveles y un modo del campo electromagnético confinado en una cavidad,
es decir, el problema de Jaynes-Cummings. La dindmica de la interaccion
queda descrita por el comportamiento oscilatorio de las poblaciones y la su-
perposicién de estados. Ademas, el tratamiento cuéntico de la interaccién
nos conduce al fenémeno de colapso y resurgimiento, el cual proviene de
las caracteristicas cuanticas del campo. Finalmente, en el Capitulo 5, se
lleva a cabo una generalizacién a IV atomos interactuando con un modo del
campo electromagnético. En pocas palabras, dicho capitulo se centra en el
modelo de Dicke, por lo cual se inicia con una descripcién del problema y

la introduccion de los operadores atémicos colectivos que desencadenan la



presentaciéon de los estados de Dicke. Con lo anterior, se efectta el estudio
del espectro de energia y se realiza un andlisis en el limite termodinadmico
siguiendo el desarrollo de Wang y Hioe [5], el cual también incluye una breve
introduccién sobre la importancia e influencia del término diamagnético en

el Hamiltoniano del problema.



2 Interacciéon Atomo-Campo; Teoria Semiclasica

Iniciaremos el analisis de la interaccién entre radiacién y materia mediante
su estudio semiclasico, donde el campo electromagnético serd tratado clasi-
camente en contraste con el sistema atémico, el cual consistiré de un sistema
meramente cuantico. Para lograr nuestro cometido, debemos encontrar el
término de acoplamiento indicado entre radiacién y materia. Para esto nos
guiaremos del principio de norma de H. Weyl, quien en 1918 introdujo el
principio de invariancia de norma para lograr una unificacion de la teoria
de gravitacion y de electricidad. Sin embargo, él mismo en 1928 reconoci6
que dicha invariancia de norma conduce a mostrar el acoplamiento entre
materia y electricidad.

De esta forma, nuestro estudio se centrard en uno de los problemas més
comunes en el estudio de la interaccién atomo-campo: el acoplamiento en-
tre un sistema atémico de dos niveles y un campo electromagnético de un
modo. Describir al 4tomo como un sistema de dos niveles es valido siempre y
cuando dichos niveles atémico se encuentren en, o en cercana, resonancia con
la frecuencia del campo, mientras que el resto se encuentren en alta desin-
tonia. Realizando algunas aproximaciones, es posible reducir este problema
lo suficiente como para obtener una resolucién exacta, cuyo andlisis logra
proporcionar caracteristicas esenciales del problema de interaccién atomo-
campo.

En el transcurso de este capitulo se analizari el problema de interac-
cién semiclasicamente de un sistema atémico de dos niveles interactuando
con un modo del campo. Esto se realizard considerando al 4tomo como un
sistema, cudntico y tratando al campo clasicamente. Posteriormente, en el

siguiente capitulo, se introducira la teorfa cudntica de la radiacién, que nos



proporcionaréd las herramientas esenciales para un estudio completamente
cuantico.

Un sistema de espines % es mateméaticamente analogo al atémico de dos
niveles bajo la aproximacion dipolar. Esta aproximacion, que implica con-
siderar la longitud de onda del campo electromagnético mucho mayor que
el tamano atémico, nos permite lograr una equivalencia formal entre la in-
teraccién semiclasica atomo-campo y la de una particula de espin % con
un campo magnético temporalmente dependiente. La analogia entre ambos
problemas radica en las oscilaciones de Rabi. El sistema de espin % sufre
oscilaciones de Rabi entre los estados de espin-T y espin-| bajo la accién
de un campo magnético oscilante. Por otro lado, el sistema atémico de dos
niveles sufre oscilaciones 6pticas de Rabi bajo la accién del campo electro-
magnético. En el caso atémico, las oscilaciones pueden estar amortiguadas
si existe decaimiento alguno.

Este problema nos permite hacer una posterior generalizaciéon al incre-
mentar el niimero de sistemas at6micos involucrados en la interacciéon con un
campo electromagnético. Esta generalizaciéon se retomard mas adelante con
un enfoque enteramente cuantico, introduciendo asi los modelos de Dicke y

de Tavis-Cummings.

2.1 Hamiltoniano de Interaccién Atomo-Campo

Un electron de carga e y masa m interactuando con un campo electromag-
nético externo se puede describir por el Hamiltoniano de mintmo-acoplamiento
[6]

H= %[p—eA(r,t)P—i—eU(r,t)+V(7’), (2.1.1)



donde p es el operador candénico de momento, A(r,t) y U(r,t) son el po-
tencial vectorial y escalar, respectivamente, y V(r) es un potencial elec-
trostatico, normalmente el potencial atémico de acoplamiento. Primero
derivaremos el Hamiltoniano anterior suponiendo invariancia de norma. Des-
pués lo reduciremos a una expresiéon més sencilla que nos permita abordar la

interaccion de un sistema atémico de dos niveles con un campo de radiacién.

2.1.1 Invariancia Local de Norma y Norma de Coulomb

Partiremos de las ecuaciones de Maxwell:

V-B=0, (2.1.2)
0B
VxB=-27, (2.1.3)
V-D=p, (2.1.4)
oD
H=—4j 2.1.
V x 5 +3, (2.1.5)

donde p y j denotan la carga y corriente, respectivamente, y se tienen las

siguientes relaciones

D = ¢E,

B = uoH.

Las ecuaciones (2.1.2-2.1.5) relacionan los vectores eléctrico y magnético
del campo, E y H, respectivamente, con los vectores de desplazamiento (D)
y de induccion (B). Por otro lado, €y y po representan la permitividad
eléctrica y la permeabilidad magnética del espacio libre, respectivamente, y

eopto = ¢ 2, donde c es la velocidad de la luz en el vacio.



De las ecuaciones de Maxwell podemos definir lo siguiente

A
=-Vo -, (2.1.6)

B=VxA, (2.1.7)

donde el potencial vectorial, A, y el potencial escalar, ®, garantizan que los
campos E y B satisfagan las ecuaciones (2.1.2) y (2.1.3). Ademas, con lo

anterior, es posible expresar (2.1.4) y (2.1.5) como

v-E=", (2.1.8)
€0
OE
B=—2"+ uj. 2.1.
V x 2 ot + Hol ( 9)

Si ahora sustituimos las ecuaciones (2.1.6) y (2.1.7) en (2.1.9) obtenemos

VxB=Vx(VxA)

1_0® 109%A
=V — S —— j. 2.1.1
ch ot 2 ot? + Ho) ( 0)

Utilizando la identidad
Vx(VxA)=V(V-A) - VA,

escribimos (2.1.10) como

1 92A 1 0%
) .
v A‘czaﬁ”[&aﬁv"*] e (2.1.11)

Por otro lado, es posible expresar (2.1.8) como

V- (VD) — %(V'A) = % (2.1.12)

mediante la ecuacion (2.1.6).
Posteriormente se analizara coémo la eleccién de una condicién de norma

apropiada nos permitira eliminar el acoplamiento entre las ecuaciones (2.1.11)

y (2.1.12).



Continuamos recordando que la dindmica de un electrén libre esta des-
crita por la ecuacion de Schrédinger

o__®

50V _
’ ot 2m

V2, (2.1.13)

tal que
P(r,t) = [¢(r,1)|?

nos proporciona la densidad de probabilidad de encontrar al electréon en
la posiciéon r a un tiempo t. Vemos que si ¢(r,t) es solucion de (2.1.13),
entonces

P1(r, 1) — (r,t)e’ (2.1.14)

también lo serd, donde x es una fase arbitraria constante. Ademas, la den-
sidad de probabilidad P(r,t) serd la misma sin importar la eleccion de x.
De esto podemos deducir que elegir la fase global de la funcién de onda es
totalmente arbitrario y que, consecuentemente, dos funciones de onda que
difieran sbélo por una factor de fase constante, representaran el mismo es-
tado fisico. La transformacion (2.1.14) es independiente de la posicion y
del tiempo. Todos los puntos en el espacio-tiempo seran tratados de igual
manera, por lo que a esta transformacion se le conoce como transformacion
global de norma.

Sin embargo, la situacién cambia si la fase también tiene una dependencia
local, es decir,

Pa(r,t) = P(r, t)ex T, (2.1.15)

La densidad de probabilidad, P(r,t), no se ve afectada por esta nueva de-
pendencia local, pero la ecuacion de Schrodinger (2.1.13) ya no se satisface.
En contraste con el caso anterior, a esta transformacién se le conoce como

transformacidn local de norma.



Asimismo, es posible notar que el campo eléctrico y magnético son in-

variantes bajo las siguientes transformaciones

h
A(r,t) = A(r,t) + —Vx(r,t),
e

h 0 x(r,t)
d(r,t) » O(r,t) — — ———.
(x,0) = @(r,1) - = X8
Ahora, para conseguir que se cumpla (2.1.13), la ecuacion de Schrodinger

debe modificarse anadiéndose algunos términos

2
ih%(f = { - ;—m [V - i%A(r,t)]2 + e@(r,t)}w, (2.1.16)

De esta forma, la ecuacion (2.1.16), que es la transformacion de (2.1.13)

con el requisito de invariancia local de norma, tiene la forma

L oY
g
Zh@t P,

donde H es el Hamiltoniano de minimo-acoplamiento (2.1.1). La ecuacion
de Schriodinger (2.1.16) describe la interaccion de un electrén con un campo
electromagnético. El electron queda descrito por la funcion de onda ¢ (r, t),
mientras que el campo por los potenciales vectorial, A(r,t), y escalar, ®(r,t).
Es importante notar que los potenciales A y ® provienen del desarrollo

matematico al considerar la invariancia de norma.

Norma de Coulomb

La norma de Coulomb esta definida por la restriccién
V-A=0, (2.1.17)

la cual provoca que (2.1.12) se reduzca a la ecuacion de Poisson

vie = -2

€0
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Sin embargo, la condicion (2.1.17) no desacopla la ecuacion (2.1.11). Para
lograrlo, de ahora en adelante, cuantizaremos el campo de radiacién en ausen-
cia de cargas y corrientes, es decir, p = 0y j = 0. Con la anterior suposicién,
logramos obtener la ecuacién de Laplace V2® =0 y

1 92A
2 _
VA - 55 =0, (2.1.18)

lo cual nos permite una descripcién del campo de radiaciéon tnicamente en

términos del potencial vectorial A.

2.1.2 Aproximacién Dipolar y Hamiltoniano r - E

Analizaremos ahora el problema de un electron bajo la accion de una fuerza
central (nicleo) localizada en rg. El Hamiltoniano (2.1.1) para la interaccién
entre un atomo y un campo de radiacién puede reducirse a una forma més
sencilla utilizando la aprozimacion dipolar. En ésta, el 4&tomo esta totalmente
sumergido en una onda plana del campo electromagnético descrita por el
potencial A(rg + r,t). Asi, el potencial vectorial puede ser escrito mediante

dicha aproximacion, considerando que k - r < 1, como
A(rg +r,t) =A(t)el Fotr)]
:A(t)e(ik-ro)(1+ik-r+...)

~A(t)eltkTo),

La ecuacion de Schréodinger, usando la aproximacion dipolar, esta dada
por la ecuacion (2.1.16) con A(r,t) = A(ro,t), es decir,

a¢_{ "

500
’ ot 2m

[V—z’%A(ro,t)f +ed(r, ) +V(r)}1/1, (2.1.19)

donde, ademés, se sumé el potencial de ligadura V(r), el cual proviene del

potencial electrostatico que une al electrén con el niicleo.

11



Procedemos ahora a simplificar la ecuacién (2.1.19) al definir una nueva
funcién de onda

W(r,t) = el T AFD T g(p 4. (2.1.20)

Sustituyendo (2.1.20) en la ecuacién (2.1.19) vemos que !

2 ie
{ — i [V — Z’%A(roﬂf)]Q + V(r)}e[ﬁA(rovt)’r]qb - 68 [* A(ro,t)T ]qf)7

2m

2

h 2 2 A(r
M.I:>{—2m[v hv A—ﬁA]JrV( )} [ Awo.t)-r]

MDizh((hr A)¢+¢> A(ro,t)r]

donde se utilizé que

p (AT = 1V (AR = TpE)V A+ A Vi)

= (A 29y
=p-A=A'p

Despreciando el término A2, que usualmente es muy pequefio?, la ecuacion

anterior se reduce a la expresién

2 )
|:2p,’,n + V(T):| e[%A(I‘O,t)'I‘](ﬁ — ([ —er- A]Qb + /thb) I‘O t) ]
= Ho¢ = (er - E)¢ + iho
zhgb Hy — er - E(ro, )} o(r,t), (2.1.21)
donde
»?
H(] == % + V(’I“)

!Las abreviaciones M.I y M.D refieren a los términos de la Mano Izquierda y Mano

Derecha, respectivamente.
2La discusién sobre este término la detendremos hasta el Capitulo 5.
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Para llegar al resultado de (2.1.21) se utilizé que p — —ihV y E = —A. De
este resultado también es posible notar que el Hamiltoniano total estd com-
puesto por dos términos que denotaremos, a partir de ahora, el Hamiltoniano

no perturbado y el de interacciéon, Hy y Hj, respectivamente, con
H;r = —er - E(rg,t) = —d - E(t) (2.1.22)
y donde d = er denota al dipolo eléctrico. Asi,
H = Hy+ Hj. (2.1.23)

El Hamiltoniano de interaccién Hy estd dado en términos del campo in-
dependiente de norma E. Utilizaremos esta expresiéon a partir de ahora en
el andlisis de la interaccién atomo-campo. Es importante notar que el tér-
mino de interaccion (2.1.22) se obtuvo aplicando la transformaciéon de norma

x(r,t) = =£A(ro,t) - r al Hamiltoniano en (2.1.19), descrita en (2.1.20).

2.2 Interaccién de un Atomo con un Campo Clasico

Hasta el momento no hemos aclarado la naturaleza del campo. El anélisis
previo es valido tanto para campos clasicos como cudnticos. Sin embargo,
parte fundamental de este trabajo es estudiar las diferencias en la dindmica
de interaccién, cuando el campo es tratado diferente. Por el momento nos
detendremos en el estudio de la interaccién cuando el campo es considerado
clasico.

Asumiremos ahora que el campo tiene la forma E(t) = Eq cos(wt), donde
w es la frecuencia del campo de radiacién, el cual supondremos se acciona
abruptamente en t = 0. Asumiremos también que el estado inicial del 4&tomo

es |i), de tal forma que Hpl|i) = E;|i). Tomamos ahora una expansion de la

13



funciéon de onda, para tiempo ¢t > 0, en términos del conjunto completo de

estados atomicos desacoplados |k):
=Y Cil(t) e M),
k

donde las amplitudes satisfacen la condicién de normalizacion Y, |Ck(t)]? =
1. Sustituyendo esta funciéon de onda en la ecuacion de Schrédinger depen-

diente del tiempo

5Ol ()
ot

con H; = —d - E(t), donde d = e#. De esto obtenemos

= (Ho + Hy) [y (1)),

ihy (cke—ZEkt/ﬁ - z'hke_ZE’“t/th> k) = Ho Y Cre "Bst/M|k)y + H " CrpeFrt/N k)
k k k

y multiplicando por la izquierda por (I|e*Fit/h

3 <C'1kez‘(El—Ek)t/h _ i?ei(El—Ek)t/th> (k)
p

=5 - <Eke E=EOth ey (1) 4 Cpe B EDY (| H; |k>)
k

Z Cre' BB (k) = — che BBt/ (1| Hyp k)
- ot
=  C=- h%:okew (1|Hy k), (2.2.1)
donde wy = @ son las frecuencias de transicién entre los niveles atémi-

cos | y k. Si suponemos que inicialmente solo el estado |i) estara poblado,
entonces C;(0) = 1. Conforme el tiempo avance el estado inicial perdera
poblacién, mientras que en un estado |f), inicialmente despoblado, aumen-

tard. Esto implica que la amplitud C(t) incrementara. La probabilidad de
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transicion atomica del estado |i) al estado |f) esta dada por
2
Py =1Cx(1)]

como se verd a continuacion.

Al suponer que |(f|d - Eq|i)| es pequefio podemos utilizar una teorfa de
perturbacién dependiente del tiempo. Escribimos el Hamiltoniano de interac-
cion como AHj, donde A € [0, 1]. Expandemos la amplitud de probabilidad

para, digamos, el estado |l) en series de potencias
Ci(t) =220 + AtV ) + 2P @) + ..
Sustituyendo la expansion anterior en (2.2.1) e igualando mismas poten-

cias de A, obtenemos que

C',I(O)

Cvl(l) — _1 Z CIS:O)Hl(kI)e’iwlkt
k

=0
h

5 (2) i 1 I) jw
¢ :_hgc,gm;k)e it

:, (n) i n—1 I) iw
¢ :_hzk;c,i VaiD int (2.2.2)

con Hl(k]) (t) = (|HD|k) y donde el superindice denota el término de inte-
raccion.

Para lograr una teoria de perturbacién en este proceso es fundamental
considerar que el campo de radiacién es tan pequenio que el cambio pobla-
cional de los estados atémicos es diminuto. Esto significa que si C;(0) = 1,
Cy(0) = 0, para (f # i), entonces para ¢ > 0 una buena aproximacioén es

Ci(0) = 1, Cf(0) < 1, para (f # i). A primer orden, el tnico término que

15



sobrevive la suma en la seccién derecha de la igualdad es para k = ¢ lo que

nos lleva a
. Z I W
C7(6) =~ HR e r'c()
(@]
.
()=~ / at' B (et cO(¢)). (223)
h Jo

Sustituyendo este término en la ecuacién de segundo orden en (2.2.2),

obtenemos
. t
PO =33 [arH e
l

. t t/
=5 / dt’ / at" 7 (¢)en?
CRP2 ), ), W)
< Hi (") o0 (). (22.4)

La ecuacion (2.2.3) nos da la amplitud de una transicion entre los estados
i) v |f), mientras que (2.2.4) la de una transicion del estado |i) a los estados
{|l)} y posteriormente a |f). La probabilidad de transiciéon total del estado
i) al |f) esta dada por

P =100+ V) + 0P ) + ..

Sin embargo, el operador de momento sélo cuenta con elementos de ma-
triz entre los estados de paridad opuesta, por lo que la correccién a primer

orden de la amplitud para el estado inicial se anula, es decir,

1

t
) = [[andw)c ) o
0

porque H) (t') = 0. Por lo tanto, a primer orden, C;(t) = C’i(o) (t) =1de

i

tal forma que
.t
ety = — / dt’ HiD (") ert.
f h o fi
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Con HD = d-E(t) y expandiendo el coseno en términos exponenciales la

integral anterior se traduce en

1 . ei(w—i—wfi)t -1 ei(w—wfi)t -1
cM(t) = —=(d-Eo) s ( - )
f ( ) 2ﬁ( O)f % (w—l—wﬁ) (w—w]ci)

donde (d - Eo) i = (f|d - Eqli). Sila frecuencia de la radiacion w se encuen-
tra cercana a estar en resonancia con la frecuencia de transicién wy;, entonces
el segundo término domina. Por ello despreciamos el primer término llamado
contrarrotante, haciendo asi la aproximacion de onda rotante (RWA, por sus
siglas en inglés). En consecuencia, la probabilidad de transicién a primer

orden es )
|(d - Eg)yil sin®(54)
h2 A?

Denotamos en esta ultima ecuacién al pardmetro de desintonia como A =

p

i—f

(1) = @) =

w —wp;. S1 A # 0, entonces

(1) (A Eo)pl? 1
(P () max = TR AY

y si A =0, es decir, en el caso resonante,

(d - EO)fi’2t2
4h2 '

Para que la expansién de perturbacion sea valida requerimos que (Pi(i)f (1)) max <

(PO (t))max = (2.2.5)

1. Para el caso resonante esto implica que la ecuacion (2.2.5) es valida s6lo
para tiempo cortos.

Para calcular el area bajo la curva de la probabilidad de transicién

pO

i ¢(t) notamos que

> gin? T
/ (2 ga) =T,

En el limite cuando A = 0 y t > 2m/wy; , el integrando de la funcién

—00

anterior se puede aproximar por una delta de Dirac:

. sin?(At/2) 7w
a5 A
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En este caso la probabilidad de transicion es

_ ml(d-Eo)yil”
2 h?

dw —wyg) t.

En la realidad tendremos una gran cantidad de estados finales |f) ac-
cesibles desde el estado inicial. Ademads, el campo no sera monocromatico
ocasionando que, para obtener la probabilidad de transicién total, sera nece-
sario integrar sobre todas las frecuencias. Sea [f] el conjunto que representa
a los estados finales accesibles. Definimos la razdén de la probabilidad de
transicion como

P.
Wi = _imf

Entonces W;_,; para un campo monocromético estard dada por

d EO 7
Wil = Z I(d - Bo)if” 6(w — wpi), (2.2.6)
1]

expresion conocida como la regla de oro de Fermi.

2.3 Interaccién de un Atomo de Dos Niveles con un Campo

Clasico

La teoria de perturbacién, que utilizamos anteriormente, supone que la
poblacién atoémica inicial practicamente no cambia, es decir, la amplitud
de probabilidad de encontrar al &tomo en cualquier otro estado es pequena.
Sin embargo, un campo laser fuerte, cuya frecuencia se encuentre en cercana
resonancia con un par de niveles atémicos (de paridad opuesta), causara que
la poblacién se transfiera al estado que se encuentre en cercana resonancia
con el campo, pero a ningun otro. A este problema se le conoce como el

modelo de Rabi.
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Figura 1: Simple modelo de la interaccién de un dtomo de dos niveles y un modo
del campo electromagnético. El dtomo estd compuesto por dos estados: |g), el
estado base, y |e), el estado excitado, cuyas energias son B, = hw, y E. = huw,,
respectivamente. Por otro lado, el campo se encuentra confinado, dentro de una

cavidad unidimensional, por paredes conductoras ideales.

Consideremos la interacciéon entre un atomo de dos niveles y un campo
de radiacién de un modo, cuya frecuencia es w, como se muestra en la Figura
1. Sean |g) el estado base (ground state) y |e) el excitado (exited state) de
un atomo. Lo anterior implica que ambos son eigenestados del Hamiltoniano

no perturbado f[o, es decir,

I:IO|9> = hwg|g> = Eg|g>
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Hole) = hwele) = E.|e).

La funcién de onda de este sistema atémico puede ser expresada como

una superposicion de las eigenfunciones
() = Cy(t)e™"FalM|g) 4 Ce(t)e " FDMe),

donde Cy(t) y Ce(t) son las amplitudes de probabilidad de encontrar al 4tomo
en el estado |g) o |e), respectivamente. A partir de la funcion de onda anterior

escribimos la ecuaciéon de Schrodinger como

[9(0) = — 3 Al (1), 23.1)

con H dado por (2.1.23).
Si ahora utilizamos la relacion de completez |g)(g| + |e)(e] = 1 podemos

expresar el Hamiltoniano no perturbado Hy de la siguiente manera

mz(m@+ww0m0mm+MM)
— usglg) (9] + Fucele) (e] = Eylg) (g + Eele) (el

Con la representacion vectorial

1

le) = , (e] =(1,0)
0
0

lg) = , (gl =(0,1)
1

el Hamiltoniano no perturbado o Hamiltoniano atémico tiene la representacion

madtricial
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- [Ee 0 $(Ee+ Ey) + (B, — E) 0
0 E, 0 H(Ey+ E.) + (B, — E.)

R 1 1 0
HQ =F1I + *hw(] )
2 0 -1
donde F = %(Ee + Ey) y wo = we — wy denota la frecuencia de transicion.

Comunmente el término de energia constante se desprecia, porque no

desempena un papel dindmico. De forma que, usualmente, se escribe

A~

H atomo =

hwo6, (2.3.2)

N | —

con 0, la matriz de Pauli
G, = . (2.3.3)

Previo al desarrollo del Hamiltoniano de interaccién, nos detendremos en
la expresion del operador dipolar er. Como los eigenestados de una funcién
de onda v;(7) tienen paridad bien definida, los elementos de la diagonal

desaparecen, es decir,
lftd) = [ i@ =o

Como [1h;(7)|? es una funcién simétrica y 7 una antisimétrica, el integrando
es antisimétrico. Por lo tanto, los elementos fuera de la diagonal se expresan

como

e(ellg) = e / Pt (7) 7 y(7) = ¢

e{glle) = / () 7 o)

o
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y de esta manera el operador dipolar toma la forma

er' = gle) (gl + 7*19) (el-

Notamos que este operador describe transiciones del estado base al exci-
tado y viceversa. Lo anterior puede ser visto al aplicarle este operador a los

estados |e) y |g):
er'lg) = @le)(glg) + §"1g)(elg) = gle),
er' |e) = Fle)(gle) + [g) (ele) = &*|g).

De la accion del operador dipolar sobre el par de estados, notamos que

excita al &tomo y acttia como un operador de creacion.

En contraste, tenemos que

desexcita al 4tomo y por lo tanto actiia como un operador de aniquilacién.

En términos de 6 y 67, el operador dipolar puede escribirse como
er = g6t + §%6.

Ahora sf, podemos desarrollar el término correspondiente al Hamilto-

niano de interacciéon

A~

Hy = ef - E(t) = e - Eg cos(wt)

_ (mg><e| T gle) <9>E0 cos(wt),
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donde ahora p = e(e|r|g) es el elemento de matriz del momento dipolar
eléctrico.

Ahora, volvemos a la ecuacién de movimiento de las amplitudes Cy y
C. que se obtienen a partir de los resultados anteriores y de la ecuaciéon de

Schrédinger (2.3.1)

7

[9) = — L) =~ [Ho + Hy] (Ct) = FDDg) 4 Colt)e F0/De))
__ ;([C e EINEy|g) + Ce’ B/ E)Eekfﬂ)
7% <[Cge—z‘<Egt>/n>pEo cos(wt)|e) + Cee™ED/N o By Cos(wt)|9>]>v
con

) = B0 (6= 16,8, ) lgh+ e E0 (€, - 0.8, ) )

Simplificando la igualdad anterior obtenemos las ecuaciones para Cy y

C. acopladas.

= —%p Eq cos(wt)e“0tC,,
1

h

Cy
C. o Eq cos(wt)e™'C,, (2.3.4)

E.—E
donde wp = =5—2.

Como condicién inicial tomaremos que la poblacién inicialmente se en-
cuentra en el estado base, por lo que Cy(0) =1y Cc(0) = 0. Expandemos
cos(wt) de las ecuaciones (2.3.4) en exponenciales y, manteniendo s6lo aque-

llos términos que oscilan con frecuencia wy — w, logramos

¢y = —QthEO eilwo—wlt oy (2.3.5)
C, = —%@EO i)t (2.3.6)
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Despreciar los términos que oscilan como wg 4+ w constituye la aproxi-
macion de onda rotante (RWA). Ahora eliminamos el término Cy y obtene-

mos una ecuacién para Cl:

.. . pEO 2
Ce + i(wo - W)Ce + (M) Ce = 0.

Para resolver esta ecuacién diferencial proponemos una solucién de la

forma

Ce (t) — ei)\t’

la que nos conduce a las dos raices

> E3
(Aj:\/AQ—ith

(A£9),

At =

N — N

donde A = wy — w es la frecuencia de amortiguamiento para la transicion

atomica y el campo laser. Asi, la solucién es de la forma
Co(t) = Ape?+t 4 A -1
v de las condiciones iniciales obtenemos
Ce(t) — A[ei)\+t _ ei)\_t]
— AciAt/2 [eit% _ efit%}
» Q
= 2i Ae'?/? gin <t> .
2
Al diferenciar la expresion anterior llegamos a

V() = 204682 |2 g () 1+ @ eos (&
Ce(t) = 2iAe [2sm<2t>+2605 2t .

Procedemos comparando la expresion previa al tiempo inicial, C.(0), con la

ecuacion (2.3.6), igualmente en ¢ = 0. De lo anterior y de la consideracion
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de encontrar al 4&tomo inicialmente en el estado base, logramos determinar

el valor de la constante A:

pEo

2h[ A% + (£F2)2
Con los resultados anteriores llegamos finalmente a las expresiones sigu-
_ (9B iap . (S
Ce(t) =1 ( an ) e sin < 5 (2.3.7)
» Qt A Qt
UYAN . .
Cy(t) =€ t/2<cos (2) —igsin (2) ), (2.3.8)

Ar=7F

lentes

con

donde Qg es la llamada frecuencia de Rabi. El subindice de la frecuencia
anterior hace referencia a Rabi, quien en 1937 consider6 el problema de un
magneto dipolar de espin—% que sufre precesiones en un campo magnético.
Asimismo, Rabi calculé las probabilidades de la inversion de una particula
de espin—%, que incide en un aparato Stern-Gerlach, entre los estados Ty |,
debida a la accion de un campo magnético. Ahora analizaremos la inversion
atémica de un atomo de dos niveles, donde éste sufre igualmente una inver-
sion de Rabi entre los estados superior e inferior bajo la aplicacion de un
campo electromagnético.

De las ecuaciones (2.3.7) y (2.3.8), es posible verificar que
Ot L (Ot oEo\? [A\?
2 2 _ o2t 2 (24 =
|Cel” + |Cy| —cos<2>+sm<2> (Qh) +<Q)
973 Ot
= cos? <2> + sin? <2> =1,
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lo cual hace referencia a la conservacién de la probabilidad, dado que el
atomo solo puede encontrarse en el estado |e) o |g).

Asi, la probabilidad de encontrar al atomo en el estado excitado |e) es

PL(1) = |Cu(t)? = (@)n (5)-

En el caso resonante, A = 0, tenemos
Qpt
P,(t) = sin® <2R > ,

donde ademas es posible notar que al tiempo t = wh/p Eg toda la poblacion
se habra transferido al estado excitado.
Frecuentemente se hace énfasis en la cantidad denominada inversidon

atdmica W (t) definida por la diferencia poblacional entre los dos estados:

Esta, a partir de las ecuaciones (2.3.7) y (2.3.8), tiene la expresion

W(t) =2 [; _ (é)Q

que, para el caso resonante, se expresa como
. 0 Eo t o[ EO t
W (t) = sin? — cos
() = sin < oh ) oh

= — COS pEOt

De lo anterior es posible observar que, en el caso resonante, la frecuencia

sin?(—) — cos?(—=), (2.3.9)

de inversién atémica es la frecuencia de Rabi, Qr = p}?o. Nuevamente al
tiempo t = wh/pEq toda la poblacion se habra transferido al estado exci-
tado, lo que implica que W (wh/pEq) = 1. A estas transferencias de pobla-

ciones se les conoce como pulsos. Pero, al tiempo t = wh/2p Eq, la inversion
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atémica se anula, reflejando asi que la poblacién se encuentra repartida co-

herentemente entre los dos estados

y, por lo tanto,

\w (505 ) ) = 59+ leh (2:3.10)

A la transferencia poblacional del estado base al estado dado por la

ecuacion (2.3.10) se le conoce como pulso 7/2.

2.4 Matriz de Densidad para un Atomo de Dos Niveles

A un sistema fisico al que le corresponde una funcién de onda |1)(t)) se
le puede extraer informacién sobre una variable fisica calculando el valor

esperado del correspondiente operador, digamos O,
(O)ou = (|O).

Frecuentemente desconocemos la funciéon de onda |¢) de nuestro sistema
0, peor ain, el sistema estd compuesto por una mezcla de subsistemas de-
scritos por funciones de onda [i;), pero es posible que sepamos la proba-
bilidad P; de encontrarlo en un estado [¢;). En estos casos, es necesario

calcular

(O)an = Tr(0p), (24.1)

donde a p se le conoce como el operador de densidad y se define como

p= ZB’WQW%
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Para construir este resultado y obtener mayor generalidad expresamos al

estado |¢;) en términos de una base arbitraria ortonormal |n),
i) = ainln), (2.4.2)
n

donde los coeficientes a;, estan dados por a;, = (n|y;).
Sea O un operador arbitrario, cuyo valor esperado en el subensamble [1);)
es O;. El valor promedio de O sobre todo el ensamble esta dado por

(0) = >_ P01 =) PilwilOls) = 3> Pilnlai,Oaim|m)

%

- Z Z Py}, aim (n|O|m).

i m,n

Ahora reescribimos los coeficientes de la expresién anterior como
57 Patitin = 3 Putmlsi i) = (ol | 3 2o sl o)

= (m|pln) = pmn,

donde j esta dada por (2.4.2). Sustituimos lo anterior para calcular (O) y

obtenemos

<O> = ZPmnOnm = Z(ﬁé)mma

m

esto es,
(0) = Tr(50),
que es la ecuacion (2.4.1) que deseabamos obtener.

Es inmediato notar que
Tr(0p) = Tr(pO).
En el caso particular en el cual P; = J;, tenemos

p= ZPM/%M%/%! = Z5ip|¢z’><7/)i\ = |p){pl,
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que es la definicién de un estado puro. De la conservacién de probabilidad
se sigue que Tr(p) = 1.

Por otro lado, se conoce como estado mizto a una coleccién de estados
puros [¢;), con probabilidad p;, donde p; € [0,1] y > ,p; = 1. Ahora,
nos detendremos para probar importantes caracteristicas del operador de
densidad, es decir, demostraremos que p es un operador positivo y que un
estado mixto es aquél que cumple con Tr(p?) < 1.

Partimos escribiendo a p en su descomposicién espectral

p="> Nilus)(uil,
i
donde {|u;)} es una base ortonormal. Ademas, sabemos que Tr(p) = 1 por la

conservacion de probabilidad. Si suponemos que |p) es un estado arbitrario,

entonces
(elple) = D Nilplui) {uwilp)
= Z/\i [(plus) |

>0

Y

con lo que demostramos la condicién de positividad.

Por otro lado,

Tr(p)=1="Tr (Z Ailu¢><u1‘|)
= (uy] (Z /\i|ui><ui‘> )
j 7
— ZAi<uj-|ui><uz‘\Uj>

=>
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Asi, tenemos que ) . \; = 1, que es cierto si un eigenvalor del operador de
densidad satisface A\; < 1. Esto implica que ), A < 1, dado que si \; < 1,
entonces )\22 < A\

Ahora consideramos el cuadrado del operador de densidad y escribimos

Tr(p®) =Y (ual [ D Ajlug)(uy] (Z /\kuk><uk\) |ui)
k

i j
= X An{uslug) (ujlug) (uglus)
0,5,k

Y
i
=> X<l
i
Tr(p*) < 1.
Del resultado anterior es posible observar los casos siguientes

Estado Puro <= Tr(p%) = 1,

Estado Mixto <= Tr(p?) < 1.

La introduccién del operador de densidad también nos permite calcular
la entropia de un sistema cuéntico. Para un sistema cudntico utilizamos p

para expresar la entropia de Von Neuwmann, la cual estd dada por
S(p) = —Tr(plog p).
La entropia relativa de Von Neumann de los estados p y & es
S(pll6) = Tr(plog p) — Tr(plogd),
de la cual es posible notar que
S(plle) =0 <= p=o0.
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Ademas, en términos de los eigenvalores A; del operador de densidad p,

es factible escribir la entropia de Von Neumann como
S(p) == Ailog\;.
i

2.4.1 Ecuaciones de Movimiento de la Matriz de Densidad

La ecuacién de movimiento de la matriz de densidad la podemos obtener

recordando la ecuacion de Schrodinger,
. i
i) = =5 Hlvi).

Derivando la matriz de densidad de un estado [¢) respecto del tiempo

obtenemos

p= ZR( o) (i + [e0i) (il ),

donde P; es independiente del tiempo. Reemplazamos [¢;) v a su conjugado

mediante la ecuacion de Schrédinger y llegamos a
. i .
p= _ﬁ[H’ . (2.4.3)
A la ecuacién (2.4.3) se le conoce como la ecuacion de Liouville o de Von
Neumann de movimiento para la matriz de densidad. Como la descripcion
més general de un sistema es mediante la matriz de densidad, la ecuacion de
Liouville es consecuentemente més poderosa que la de Schrédinger, porque

también nos da informacién estadistica del ensamble.

2.4.2 Atomo de Dos Niveles

Consideremos ahora el sistema atémico de dos niveles donde nuestro estado

estd expresado como una combinacion lineal de los estados |g) y |e), es decir,
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1Y) = Cy(t)]g)+Ce(t)]e). Esto implica que el operador de matriz de densidad

se escribird como

p =10} (W] = [Cg(t)lg) + Ce(t)|e) ] [Cy(t)"(g] + Ce(t)"(e
= |CelPle)(e| + CeCyle){gl + CyCelg) (el + |Cyl*lg) (gl

]

De esta expresion tomamos los elementos de matriz:

y escribimos

Pge  Pgg
Notamos que los elementos de la diagonal de la matriz anterior represen-
tan las probabilidades atémicas de estar en el estado excitado, pee, 0 en el
estado base, pgq.
Para obtener las ecuaciones de movimiento de la matriz de densidad
procedemos escribiendo los elementos de matriz del Hamiltoniano para el

sistema atéomico de dos niveles |e) y |g):

Ao (e|H|e) (e|H|g) _ (e|Hole) (e|Hilg)
(9|Hle) (g|H|g) (g9/Hile) (g/Holg)

[ hwe  E@)p

- E(t)p*  hwg

donde E(t) = Eg cos(wt).
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Con los resultados anteriores construimos el conmutador [I:I , 0]
i) = pechwe + E(t) 9 pge  Mwepeg + E(t) 0 pgg
hwgpge + E(t) 0% pee  pgghwg + E(t) " peg
pechwe + E(t) 0* peg  hwgpeg + E(t) 0 pee
hwepge +E(t) 9" pgg  pgghwy + E(t) © pge
E(t) (9 pge = 9" peg) —E@)p(pec — pgg) + Mpeg(we — wy)
E(t)p" (pee — p9g) — hpge(we — wg) —E(t)(p pge — 0" peg)

Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento de la matriz de densidad son

Pee = _%E(t) |:ppge - p*peg:| s (2.4.4)
Peg = —% { —E@t)p(pec — Pgg) + Ipeg(we — wg)} : (2.4.5)
Pge = —% [E(t)p*(pee — pgg) — Ppge(we — wg)] , (2.4.6)
:égg = %E(t) [ppge - p*peg:| . (2.4.7)

A lo largo de este capitulo hemos estudiado la interaccion radiacion-
materia, enfoncandonos en la interaccién de un sistema atémico de dos nive-
les con un campo eléctrico clasico. Para lograr nuestro objetivo requeri-
mos construir el término de interaccién, el cual provino del principio de
norma. Posteriormente, a partir de la construccién del Hamiltoniano, estu-
diamos las transiciones al sumergir el &tomo en un campo clasico de la forma
E(t) = Eg cos(wt) y notamos que su estudio nos condujo a la famosa ley de
oro de Fermi.

El estudio previo nos permitié restringir a que nuestro sistema atémico
interactuara con un campo laser fuerte, cuya frecuencia estuviera en cercana
resonancia con sélo un par de niveles atémicos. Esto nos llevé al estudio

del modelo de Rabi. Ademés, para complementar el estudio, realizamos una
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breve introduccion a la matriz de densidad, enfocindonos en la del atomo
de dos niveles. Finalmente logramos obtener las ecuaciones de movimiento
de la matriz de densidad para nuestro sistema atémico.

En el siguiente capitulo se realizara el estudio cuantico de la radiacién,
donde cuantizaremos al campo electromagnético en términos de osciladores
armoénicos acoplados. Lo anterior nos capacitard para elaborar un anélisis
de la interaccién puramente cuantico. Esto es, nos provera de dindmicas que

contrastaran con lo observado en el caso semicléasico.
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3 Teoria Cuantica de la Radiaciéon

La nocién actual de la luz es evidencia clara de todo el progreso cientifico
hasta nuestros dias. Esto se debe a que la luz se distingue por su ineludible
protagonismo en la comprensién de nuestra naturaleza, tanto clésica como
cuantica.

A pesar de los importantes avances en la 6ptica logrados por Newton, éste
nunca compartié la opinién de considerar la luz como una onda. Maxwell,
en cambio, fue quien logré la unificacién de la electricidad y el magnetismo,
la cual muestra el claro comportamiento ondulatorio de la luz. Asi, el signi-
ficativo papel de la luz, continué estableciendo la frontera de la investigacién
cientifica.

A principios del siglo XX, Planck introdujo el concepto de quantum,
dando inicio a la era de la mecénica cudntica. La introduccién de este con-
cepto fue necesaria para la comprension del espectro de radiacién del cuerpo
negro, asociado a la catastrofe ultravioleta. Ademas, al extender las ideas de
Planck, Einstein logré también explicar el efecto fotoelétrico y, consecuente-
mente, introdujo el concepto de cuanto de luz.

Sin embargo, fue Dirac quien se encargd posteriormente de la unificacion
de los dos comportamientos de la luz: onda y particula. El trabajo de Dirac
permitié explicar los fenémenos de interferencia, asi como el de la excitacion
de un d4tomo en el proceso de absorcién de un fotéon. Con la publicaciéon de
su articulo en 1927, Dirac se convirti6 en pionero de la teoria cuantica de la
radiacion.

En el siguiente capitulo seguiremos el camino de Dirac, asociando a
cada modo del campo de radiacién un oscilador arménico simple cuantizado,

dando pie a la idea de cuantizacion del campo electromagnético. FEl ejercicio
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de cuantizar la radiacién tiene consecuencias notables como fluctuaciones
asociadas al punto cero de energia, y que son responsables de interesantes
fenémenos de la 6ptica cudntica. Cabe destacar que no existe analogo clasico
a dichas fluctuaciones.

El presente capitulo presentard el formalismo necesario para el tratamiento
de la interaccion entre un sistema atémico y un campo de radiaciéon, desde un
andlisis puramente cuantico. Por consiguiente, este capitulo nos permitira

abordar en el Capitulo 4 el modelo de Jaynes-Cummings.

3.1 Cuantizaciéon del Campo Electromagnético de un Modo

El siguiente tratamiento iniciard considerando un campo de un modo con-
finado por paredes conductoras en una cavidad unidimensional. Posterior-
mente generalizaremos el modelo anterior al caso de multi-modos en el espa-
cio libre.

Iniciamos con el caso més simple, pero de notable importancia, de un
campo de radiacién confinado en una cavidad unidimensional a lo largo del
eje z y limitada por paredes conductoras ideales en 2 =0y 2z = L, tal como

se muestra en la Figura 2.
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Figura 2: Diagrama del campo electromagnético confinado en una cavidad a lo

largo del eje z y limitado por paredes conductoras ideales.

Para continuar con la cuantizaciéon del campo electromagnético en el

espacio libre es pertinente recuperar las ecuaciones de Maxwell en el espacio

libre:
OE
B = — 1.1
V X Ho€o ot ’ (3 )
0B
= 1.2
V x E 5 (3.1.2)
V-B =0, (3.1.3)
V-E=0, (3.14)

Tomando el rotacional de la ecuacion (3.1.2) y considerando las ecua-

ciones (3.1.1) y (3.1.4) vemos que

Vx (VxE)=V(V-E)-V’E

= -V’E
0
0 OE

= —E(Mo 60@%
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1 O°E
2 —

Es decir, el campo eléctrico E(r, t) satisface una ecuacién de onda.

El campo eléctrico debe cumplir con las condiciones de frontera en el
interior de la cavidad de longitud L, de modo que tomara la forma de una
onda estacionaria. Reafirmando la suposicién previa, estamos considerando
la inexistencia de fuentes de radiacion, es decir, no existen corrientes, cargas
o dispositivos dieléctricos dentro de la cavidad. Asumimos, ademas, que
el campo se encuentra polarizado linealmente en la direccion z, E(r,t) =
e, E.(z,t), donde e, es un vector unitario de polarizacion.

Un modo del campo, que satisface las ecuaciones de Maxwell (3.1.1-3.1.4)
v las condiciones de frontera, estd dado por

202

Tm)l/QQ(t) sin(kz) (3.1.5)

Ey(z,t) = (

donde w es la frecuencia del modo y k es el nimero de onda relacionado

1

con la frecuencia mediante K = wc™". Las condiciones de frontera, por su

parte, establecen las frecuencias permitidads: w,, = %, m € Z*. Para

facilitar la comprension, tomaremos la frencuencia w de la ecuacion (3.1.5)
como una de las permitidas e ignoraremos las restantes por el momento. La
ecuacion (3.1.5) también incluye el volumen de la cavidad, V', y ¢(t) que es
la amplitud normal del modo con unidades de longitud.

El campo magnético, a partir de las ecuaciones (3.1.5) y (3.1.1), es

B(r,t) = e,By(2,t), donde

€ w?
By(z,t) = (M(l)c 0) (?/60)1/2(}(0 cos(kz), (3.1.6)
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v el Hamiltoniano clasico para un campo de un modo es

1 1
gL / AV [eoE2(r, 1) + —B2(r,1)]
2 Ho

. . (3.1.7)
= - [ dV]eE2(z,t) + —B2(z,1)].
5 [ VB30 + Bt
Sustituyendo las ecuaciones (3.1.5) y (3.1.6) en (3.1.7) obtenemos
1
H = —(¢* 4+ w*¢%). (3.1.8)

2
De la ecuacion (3.1.8) notamos que el Hamiltoniano de un campo de
radiacién de un modo es dindmicamente equivalente al de un oscilador ar-
moénico de masa unitaria. Esto es, como el campo magnético es porporcional
a ¢(t) = p y el campo eléctrico proporcional a ¢(t), ambos se comportan
como las variables conjugadas del momento y de la posicién de un oscilador
armonico, respectivamente.
Ahora, como ya se identificaron las variables dindamicas candnicas, q y
p, del problema clasico, es posible identificar § v p como sus operadores
equivalentes. Estos operadores deben obedecer la relacion de conmutacién
canénica
[q,p] = ih
[d,4] = [p,p] =0
Los campos eléctrico y magnético, en términos de los operadores § v p,

se convierten en los siguientes operadores

2w?

By(z,1) = (VTO)I/ 24(t) sin(kz)
~ € (.4)2
By(e.t) = (“90) (3/) (e cos(),

respectivamente. Consecuentemente, el Hamiltoniano en términos de los

EA[ 1 A2 D A2
2( W q )
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Cabe destacar que los operadores ¢ y p son hermitianos y, por ende, repre-
sentan cantidades observables. Sin embargo, es conveniente seguir el rumbo
tradicional e introducir los operadores no hermitianos (por ello, tampoco

observables) de aniquilacién (a) y de creacion (af):
0= ——(wi +ip), (3.1.9)

al = —(wg — ip). (3.1.10)

Mediante los operadores (3.1.9) y (3.1.10) reinterpretamos los operadores del

campo eléctrico y magnético, los cuales son, respectivamente,

EL(z,t) = E(a + al) sin(kz),

A

By(z,t) = —iBy(a — a) cos(kz),

donde & = (;’J—“’V)l/2 y By = (%)(%)1/2. Las comillas indican que no
estamos siendo formalmente correctos, porque més tarde se mostraré que el
promedio de estos campos, para un nimero definido de fotones, es cero. No
obstante, éstos son medidas utiles de las fluctuaciones del campo cuantizado.

Las relaciones de conmutacion de los operadores é y a! provienen direc-

tamente de las relaciones entre ¢ y p:
[6,a'] =1 (3.1.11)

la,a] = [af,al] = 0. (3.1.12)

Como resultado de estas relaciones de conmutaciéon, el operador Hamilto-

niano puede ser reescrito en la forma

. 1
H:hw(fﬁa+§)
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Hasta el momento no se ha mencionado detalle alguno sobre la depen-
dencia temporal de los operadores @ y af. Para ello, nos referiremos a la

ecuacién de Heisenberg,

— = '[IA{,OA}, (3.1.13)

en donde O es un operador arbitrario que no depende del tiempo.
La expresién correspondiente al operador de aniquilacién, segtn la ecuacion

(3.1.13), es la siguiente

da i - i 1
= A= 21ataxZ) a
7 h[H,a] h{(a a—+ 2),@]

= —iwla,al]a
= —iwa,
cuya solucién es
a(t) = a(0)e ™, (3.1.14)

Tomando simplemente el conjugado hermitiano de (3.1.14) llegamos a la

correspondiente expresion del operador de creacién en términos del tiempo:
al(t) = a'(0)e™".

Es importante destacar que al operador a'd, cuya relevancia se mostrara
mas adelante, se le conoce como el operador de nimero, el cual se denotara
como 7.

3.1.1 Estado de Fock o de Niumero

Continuamos considerando un campo de un modo con frencuencia w, y op-

eradores de creacion y aniquilacion, a' y a, respectivamente. Sea |n) un

41



eigenestado de energia del campo, cuyo eigenvalor de energia llamaremos
E,, tal que

- 1

Hiln) = hw<&Td + 2) In) = Enln). (3.1.15)

Procedemos ahora a aplicarle a la ecuacion de eigenvalores (3.1.15) el
operador &' por la izquierda. Con lo anterior generamos una nueva ecuacion

de eigenvalores
1
hw (aTaTa + 2@*) In) = Enaf|n).
Utilizando las relaciones de conmutacion (3.1.11 - 3.1.12) podemos ree-

scribir lo anterior como

1 1
hw [(a*aa* —ah) + 2@*] In) = hw [(a*a + 5)&* —af||n)
1
= hw(ata + §)ELT|n) — hwal|n),
de donde
1
hw (a*a + 2) a'ln) = (B, + hw)a'|n). (3.1.16)

La ecuacion (3.1.16) corresponde a la ecuacion de eigenvalores del eigen-
estado a'|n), cuyo eigenvalor de energia es E,, 4+ hw. Del tratamiento previo
debe ser notable la razén por la cual al operador al se le conoce como el
operador de creacién: crea un quanto de energia hw. Es posible también

interpretarlo como la creacion de un fotdn de energia hw.
Epi1=FEp+ hw (3.1.17)

Anélogamente, aplicando el operador a por la izquierda a la ecuaciéon

(3.1.15) y utilizando las mismas relaciones de conmutacién, obtenemos

Haln) = (E, — hw)aln). (3.1.18)
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Con la ecuacién (3.1.18) vemos por qué se le denomina a a el operador
de aniquilaciéon. Ademés, la ecuacién anterior nos indica que el estado

A~

n—1) = 2 |n) (3.1.19)

n

es también un eigenestado de energfa, cuyo eigenvalor esta reducido, es decir,
En—l = En — hw.

La constante de normalizacion ¢, en la ecuacion (3.1.19) se determinara

a partir de la condicién de normalizacién
n—1n-1)=1.

Sin embargo, si repetimos el proceso de aniquilacién n veces al estado
|n), como en la ecuacion (3.1.18), descenderemos la escalera energética de

escalones fw hasta obtener la ecuacién
Hal|0) = (Eo — hw)alo), (3.1.20)

donde Ej es la energia del estado base. Pero, la energia del oscilador ar-
monico debe permanecer siempre no negativa, lo que nos obliga a establecer
un eigenvalor de energia minimo Ey > 0, cuyo eigenestado es |0). Como no
es posible tener energias por debajo de Fy, entonces lo anterior nos orilla a
concluir que la ecuacion (3.1.20) debe ser equivalente a cero o, de otra forma,
que

al0) = 0,

definiendo asi el estado de vacio del campo.
Al eigenestado |0) se le conoce como el estado vacio. Del estudio previo,

llegamos a que el problema de eigenvalores del estado base es
- i 1 1

43



Asi, recuperando la ecuacion (3.1.17), concluimos que

1
E, = hw(n+§), n € N.

Finalmente, estamos en condiciones de determinar la constante de nor-

malizaciéon ¢, mencionada en (3.1.19).

n

= — = 1
|Cn|2

nlataln) = ——(nln)

n—1n-1) = =—7F
(n—1ln ~1) oF

el

Si consideramos la fase de dicha constante de normalizacién como nula,

entonces ¢, = y/n. En consecuencia, la ecuaciéon (3.1.19) se convierte en
aln) = v/nln — 1).
Anéalogamente, para el operador de creacion, se tiene que
a'ln) = vVn+1|n+1).

Retomamos ahora el problema de eigenvalores para el operador de niimero

7 = a'a. Sea |n) un estado de n excitaciones, entonces

aln) = a'aln)
= aly/nln — 1)
— Va1 T 1jn)

= nln).

Esto confirma que los estados de nimero son eigenfunciones del operador de
numero n con eigenvalor n.
La accion repetida de las ultimas dos ecuaciones nos arroja el siguiente

resultado

10). (3.1.21)



A los eigenestados |n) se les conoce como estados de Fock o estados de
numero fotonico. Como H y 7 son operadores hermitianos, entonces los
estados de Fock son ortogonales, es decir, (n'|n) = ., v, ademas, forman

un conjunto completo
[e.9]
3 Iy (nl = 1.
n=0

Lo anterior reitera que los eigenvalores de energia son discretos, en con-
traste con la teoria electromagnética clasica, donde la energia puede tener
cualquier valor.

En términos matriciales, los elementos de matriz de los operadores de

creaciéon y aniquilacién que prevalecen son

(n — faln) = Vatn — 1jn — 1) = v/,
(n+1)afn) =vn+1n+1n+1) =vVn+1.

A pesar de contar con energias bien definidas, los estados de namero |n) no
poseen campos eléctricos bien definidos, dado que el valor de expectacion del

campo es
(n|E,(z,t)|n) = & sin(kz)[(n|a|n) + (n|at|n)] = 0, (3.1.22)

es decir, el campo medio es cero.
No obstante, el valor esperado del cuadrado del campo, que contribuye

a la densidad de energfa, no es cero:
(n|E2(z,t)|n) = E2sin®(k2)[(n|(a")? + a® + a'a + aaf|n)
= &2 sin?(k2)(n|(a")? + 4 + 2aTa + 1|n)

= 282 sin?(kz)(n + %)
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Incluso, del resultado anterior, encontramos que, para el estado de vacio

|0}, se tiene
(0| E2(2,1)]0) = &2 sin®(kz).

Las fluctuaciones en el campo eléctrico estan caracterizadas por la vari-

anza

(AE, (1) = <E§<z,t>> (B ),

o, similarmente, por la desviacion estandar AE, = (AEx(z,t))Q, la cual,
en ocasiones, se le denota como la incertidumbre del campo. En el caso

particular de los estados de Fock |n) tenemos

AE, = V2& sin(kz)(n + %)1/2.

Centrandonos en esta ultima expresién, notamos que, incluso cuando
n = 0, el campo presenta fluctuaciones, a las cuales se les conoce como
fluctuaciones del vacio. Por el momento, podemos considerar a los estados
de ntimero |n) como la representacion de un campo con n fotones. Asimismo,
es posible notar que el operador de niimero n no conmuta con el campo

eléctrico:

7, By] = Eosin(kz) |

Q>
-
Q>
—~
Q>
+
Q>
i
~—
|
—~
Q>
+
Q
i
SN—
Q>
R
Q>

= &osin(kz)[(a'a — aal)a + a' (aa’ — a'a)]

= &ysin(kz)(a’ — a).

Ademas, si dos operadores A y B cumplen con [A, B} = (, entonces tam-
bién satisfacen AAAB > 1[(C))|. Consecuentemente, i y E, son cantidades

complementarias y respetan la desigualdad
LA P 1 . At A
AnAE,; > 550| sin(kz)||(a' — a)].
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Para un estado |n), la mano derecha de la ecuacioén anterior se anula, pero
también lo hace An = 0. De conocerse precisamente el campo, entonces el
nimero de fotones quedaria incierto. En la fisica clasica, la amplitud y la
fase de un campo pueden ser simultdneamente definidas; en la fisica cuantica

n03 .

3.1.2 Operadores de Cuadratura

Si incluimos explicitamente la dependencia temporal del operador del campo

eléctrico tendriamos

E, = &(ae~ ™t + afe™!) sin(kz).

Introducimos ahora los operadores de cuadratura

X = 5(d+&*), (3.1.23)
. 1,
Xo = 2—i(a —a"). (3.1.24)

Escribiendo el operador del campo eléctrico en términos de éstos logramos
E,(t) = 2&y sin(kz)[ X cos(wt) + Xy sin(wt)].

Con esta sustitucion es notorio que X, y X, estén asociados a las ampli-
tudes del campo, las cuales se encuentran desfasadas por § y, por lo tanto,
estdn en cuadratura. Asimismo, los operadores de cuadratura, (3.1.23) y
(3.1.24), son esencialmente los operadores adimensionales de posicién y mo-

mento, respectivamente. Lo anterior se observa al recuperar las ecuaciones

3Un analisis sobre la nocién de fase del campo electromagnético cuantizado puede

encontrarse en [7].
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(3.1.9) y (3.1.10) y escribir

a+al = iwq
hw )

a—at =1/ = ip.
hw

Asi, los operadores X7 y X5 satisfacen la relacion de conmutacion
PN 7
(X1, Xo] = =
2
De la relacién anterior se sigue directamente que

PSRN 1
X1, Xa)* = —.

(AX1)(AX,)? > T

e e

Debido a la ortogonalidad de los estados de ntimero, notamos que
(n|Xiln) = 0 = (n|Xa|n).
Sin embargo, el valor esperado de X 2y ng es distinto de cero:

- 1
(n XPIn) = 7 (nla® + at* +ata + aaf|n)

1

= (nla® + at* +2ata + 1|n)

1

Z<n|2dT€L—|— 1|n)
1

5 1
(n|X3n) = — (nfa® + at* —ata — aaf|n)
1 ~2 ~12 At A
= —Z(n]a +a" —2a'a — 1|n)
1
= —Z(n| —2a%a — 1|n)

1
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Consecuentemente, para un estado de niimero, la incertidumbre en ambas

cuadraturas es la misma. Incluso en el estado vacio (n = 0) se tiene que

(DK cuum = 5 = (AK)?

vacuum vacuum*

Antes de continuar con el caso de multi-modos, es importante recuperar
el concepto de foton y puntualizar su significado. Es necesario destacar que el
quanto del campo de un modo representa aquellas excitaciones de energia en
porciones discretas de fw. A este quanto se le conoce como fotén, particulas
no localizables pero que se encuentran distribuidas en todo el volumen. La
nocién previa contrasta con la idea de fotén como corpusculos de luz, como

en la antigua teoria cuéntica.

3.2 Cuantizaciéon del Campo Electromagnético de Multi-modos

El resultado para el campo de un modo confinado en una cavidad puede
generalizarse al caso de campos de multi-modos. En este estudio retomamos
las expresiones del campo eléctrico y magnético en términos del potencial

vectorial A(r,t), es decir,

E(r,t) = _('Ma(;',t), (3.2.1)
B(r,t) =V x A(r,t), (3.2.2)

las cuales provienen de la eleccion de la norma de Coulomb (2.1.17) y la
ausencia de fuentes de radiacion.

Para continuar es pertinente pensar que el espacio libre puede ser mode-
lado como una cavidad tridimensional con lados de longitud L, cuyas paredes
son perfectamente reflejantes. Ademads, consideraremos que la longitud L es

de mucho mayores proporciones que cualquier objeto situado dentro de la
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cavidad con el cual la radiacién podria interactuar. Asimismo, considerare-
mos la longitud de onda del campo mucho més pequena que nuestra longitud
L. Estas hip6tesis nos permitiran obtener resultados fisicos independientes
de las dimensiones de la cavidad.

La razén por la cual exigimos una cavidad ctbica es simple: lograr im-
poner condiciones de frontera en sus paredes. Por ejemplo, en el caso de la

direccién x requerimos que la onda plana satisfaga la condicion

eikzx — eikz (z+L)

de donde se sigue que

2
ky = (f7r)7ngc7 my € Z;

y andlogamente, para las otras direcciones tenemos

2

ky = (fﬂ-)myv my € Z;
2

k, = (%)mz, m, € 7.

Entonces, el vector de onda, a partir de las condiciones previas, es

27
k - f(mxamyymz)7

cuya magnitud estd relacionada con la frencuencia wy a través de k = “£.
El conjunto de enteros (m, m,, m.) especifican un modo normal del campo,
v la cantidad de éstos es infinito pero numerable. Asi, el namero total de

modos en un intervalo Am,, Am,, Am, es
I\3
Am = AmyAmyAm, = 2 <2> Ak AkyAk.,
T

donde el factor 2 refleja las dos polarizaciones independientes. Ahora, uti-

lizando la condicién A <« L, tendremos ondas densamente envueltas en el
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k-espacio, por lo que el intervalo Am puede aproximarse por la diferencial

dm =2 <V> dkydkydk. .
83

En coordenadas polares, el vector de onda se puede expresar como
k = k(sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos §),

de tal manera que la diferencial dm se escribira en términos del &ngulo sélido,

en la direccion de k, d§2 = sin 0dfdq¢.

Vs Vo w?

(3.2.3)

En la dltima igualdad de la ecuacion (3.2.3), se utilizé la relacion, ya

mencionada, k = “%. Procedemos a integrar la primera igualdad de la
ecuacion (3.2.3)

namero de modos

k‘2
en todas las direcciones p = V(ﬁ)dk = Vprdk, (3.24)
en el intervalo [k, k + dk]

donde se introdujo la densidad de modos prdk , es decir, el nimero de modos

por unidad de volumen. Similarmente, integramos ahora la segunda igualdad

de (3.2.3)

namero de modos

2

w
en todas las direcciones = V(ﬁ)dwk = Vp(wg)dwy.

en el intervalo [wy, wy + dwy]

Es posible expresar el potencial vectorial en términos de ondas planas en
la forma
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Ar,t) =) ews[Aws(t)eT + A (e 7], (3.2.5)
k,s

donde Ay es la amplitud compleja del campo y ey s es un vector de pola-
rizaci6n. La suma corre sobre las k’s definidas por el conjunto de enteros
(mg, my, m;) y sobre s que representa las dos polarizaciones independientes.

Dichas polarizaciones satisfacen la condicién de ortogonalidad
€k,s " €k,s/ = 68,8"

En términos del vector de onda, a la norma de Coulomb (2.1.17) también
se le conoce como la condicién de transversalidad, o norma transversal, que
alude a la ortogonalidad entre la direccién de propagacién y la de polariza-

cion. Lo anterior queda descrito por
k- €k.s = 0.

Por otra parte, las dos direcciones de polarizacién crean un sistema que
cumple con
k

€k,1 X €2 = m = K.

En el espacio libre, utilizando la ecuacion (3.2.4), es posible reemplazar

la suma sobre k de la ecuacion (3.2.5), por la integral siguiente
Vv
> == / k*dk.
- T

Retomando las ecuaciones (2.1.18) y (2.1.17), obtenemos, para la ampli-

tud compleja Ay s(t), la ecuacién del oscilador arménico

d? Ay s
dt?

+ WAy, =0, (3.2.6)

02



sabiendo que wy = ck. La solucién a la ecuacién previa es
A () = Ay g™, (3.2.7)

donde Ak 4(0) = Ay 5. Mediante (3.2.1) y (3.2.2) podemos escribir el campo

eléctrico y magnético, en términos de Ay, como

E(r,t) =i )  wpeks[Ax e FT7) — A emilered)], (3.2.8)
k,s

B(r,t) = szk(f{ X exs) [Ak, o ®TTD) — Ap emikrmerl)] - (3.9.9)
k,s

A través de las ecuaciones anteriores podemos expresar la energia del

campo
1 1
H:/ [eUE-E+B-B dv.
2 Jv o
Imponiendo las condiciones de frontera en la direccién X obtenemos los

siguientes resultados, los cuales se generalizan andlogamente para las otras

direcciones,

L L kp,=0
/ eizkmxdx _
0 0 kg #0.

Reescribiendo lo anterior, logramos la siguiente expresion
/ ei(k—k/).rdv — 5k,k"/-
Vv

Asi, la contribucién del campo eléctrico a la energia H es
1
/ @B -EdV =6V Y widis(t)Af ,(t) - R,
2 v k,s 7
donde
1 * *
R = 560‘/ Z wl%eks A [Ak,s (t>A*k,S' (t) + Ak,s(t)A—k,s’ (t)] :

!
k,s,s
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Sin embargo, para obtener la contribucién energética, del campo mag-

nético es necesario utilizar la identidad vectorial
(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)(B-C),
de la cual obtenemos

(k xexs) (kxegy) =105
(k X ek75) . (—k X e,kﬁ/) = —€gs-€e_ k-

La contribucién de B, a partir de los resultados anteriores, es
% :OB BV = ooV Y WAk (DAL (1) + R (3.2.10)
k,s
Sumando las ecuaciones (3.2.8) y (3.2.10) conseguimos determinar la en-
ergia del campo
H =26V Y widis(t)Af o(t) =260V Y wiAi As .
k,s K,s
Para obtener la tdltima igualdad fue necesario usar la solucion (3.2.7) del
oscilador arménico.
Nuestra intencién es cuantizar el campo y, a pesar de tener una expresion
sencilla en términos de las amplitudes complejas Ay s, es necesario introducir

las variables canonicas px s ¥ qk,s- Con su introduccién expresamos Ay s y

A}, en funcién de éstas como
b

1
A 5T 5 7 iA(1/2) s Pk, 3.2.11
ks (V)72 [wrdics +ipics] ( )
* 1 ,
WkQk,s — iPk,s)- (3.2.12)

A, = —————
ks ka(eOV)(1/2) [
Ahora, sustituyendo (3.2.11) y (3.2.12) en la ecuacion de la energia del
campo (3.2), obtenemos
1

H = 5 Z( 12<,s + wgql%,s)?
k,s
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donde cada uno de los términos representa la energfa de un oscilador ar-
monico simple de masa unitaria. Ahora, al igual que en la seccion (1.1.1),
requerimos convertir las variables canénicas en operadores, para proceder
con la cuantizacién. Ademés, necesitamos que éstos cumplan las relaciones

de conmutacién
[Gk.s, Gwr '] = 0 = [Pr s, P’ /]
[dk.s, Pir 5] = TRk KOs o
Al igual que en el caso de un campo de un modo, podemos definir los

operadores de aniquilacién y creacién como

- 1 ) .

ks = W[WRQk,s + iPk,s] (3.2.13)
1

N R S FPNPSEN

Ay s = (Qhwk)(l/Q) [kak,s ’ka,s}, (3214)

los cuales satisfacen

[&k,sa dk’,s’] =0= [&Ls’ &IT(’,S’]’

[k, s &L,s/] = Ok k05,5 5
de tal forma, la energia del campo se convierte en el operador Hamiltoniano
H="" hwg(af s+ 1) = hwy (s + 1).
k,s 7 2 k,s 2
En la altima igualdad utilizamos el operador de nimero (ks = dL $Ok,s),
para el modo k, s. Asimismo, cada modo es independiente de los demas y le
corresponde un conjunto de eigenestados de nimero |ny ). Al j-ésimo modo,
le asignamos los operadores dkj s; = a; y ﬁkj s; = f;. Entonces el Hamilto-

niano del campo puede escribirse en términos de un modo en particular
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. . 1
J
A su vez, un estado de numero de varios modos es el producto tensorial

de los estados de nimero de cada modo, lo cual puede escribirse como

In1) ® [n2) ® |ng) @ ... = [n1)|ng)|ns)...
= |n17n2,n3,...>
= {n;})-

Asi, la ecuacion de eigenvalores del j-ésimo modo se puede expresar en

términos del estado de ntimero foténico de multi-modos
H|{n;}) = E[{n;}),
donde el eigenvalor E es
E = Zhw-(n' + 1)
- J J 9

Los estados de numero, por otra parte, contintian satisfaciendo la condi-

cién de ortogonalidad
/ / /
(n1,n9,n3, ...|n7, Ny, N3, ...) =9

/ / R
ni,ng 6112 RO 5715 3

Paralelamente, la accién de los operadores de aniquilacién y creacién del

j-ésimo modo sobre el estado de niimero de multi-modos es

dj = \nl,ng,ng, cey gy > = ,/nj|n1,n2,n3, sy Mg — 1, )
d;f = |n1,n2,n3, T > =/n; + 1]n1,n2,n3, — g+ 1, >,
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respectivamente. Antes de continuar, denotamos al estado de vacio de multi-
modos como
|{0}) = 101,02, 03, ...,04,...),
cumpliéndose también
a;|{0}) =0, V.

Anélogamente a la ecuacion (3.1.21), en el caso de multi-modos, también
podemos generar todos los estados de nimero a partir del estado de vacio
como (gﬁ)”j

ng)) =TT o)

J

Para proceder con la cuantizacién del campo de multi-modos, la ampli-
tudes complejas Ay s deben ser reemplazadas por operadores, los cuales, de

(3.2.11) y (3.2.13), tienen la siguiente forma

1

. A 3
A= k.-
ks (kaeov> ;s

En consecuencia, al potencial vectorial cuantizado le corresponde la si-

guiente expresion

A h 2 - i(kr—w - —i(kr—w
A(r,t)zz<2%€0v> ek’s[akﬁe Ger=wit) 4 gl ek m] (3.2.15)

,S
Por lo tanto, en base a la expresion (3.2.15), podemos escribir los oper-

adores del campo eléctrico y magnético como

1
. hwy 1\ 2 ~ ,
E(I‘,t) =1 E < i > €k,s |:dk,sel(k.r_w€t) - dL,se_Z(k.r_Wkt):|
k,s

2¢gV

1
~ ) hwk \ 2 . .
B(I‘,t) - : E (/i X ek,s) <260€/> I:&k,sel(k.r_wkt) - &L,se_l(k'r_wkt)}



respectivamente, donde x = ﬁ

Por otra parte, los operadores de aniquilacion, (3.2.13), y de creacion,
(3.2.14), deben ser interpretados en la representacion de Heisenberg en ¢ = 0.
En analogia con el caso més sencillo de un campo de un modo, el operador

de aniquilacién dependiente del tiempo sera
dk,s(t) = dk,s(O)efiwkt.

Asi, la dependencia temporal en la expresion del campo eléctrico previa,

se ve reflejada en

1
7 . hw 2 ~ i(k-r ~ —i(kr
E<r,t>—zz<2€0’;) - [a<t>k,se (o) _ ()] il |,

k,s

]

Es comiin presentar el campo eléctrico en términos de dos sumandos

EM (r,t) es el término de frecuencia positiva del campo, porque contiene
todos los términos que oscilan como e~™* para w > 0, mientras que B() (r, t)
es la seccion negativa. De la misma forma, es usual encontrar expresiones
similares para el potencial vectorial y el campo magnético. Ademas, B (r,t)
contiene s6lo operadores de aniquilacién, a los cuales le corresponden los val-
ores de frecuencia positiva. Al contrario, E(_)(r, t) s6lo contiene operadores

de creacién, asociados a frecuencias negativas.
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FEl acoplamiento més importante entre campo y materia es a través de la
interacciéon del campo eléctrico con un momento dipolar o mediante inter-
acciones no lineales que involucran potencias del campo eléctrico. Debido a
esto, la atencién se centrard en el campo eléctrico, el cual, ademas, es mas
"intenso” que el magnético debido al factor %

Finalmente, para una onda plana de un modo el campo eléctrico es

1
- hw \2 . , , ‘
Bl 1) = Z'<260V> €z [dez(k.r_zm) - dTe_Z(k'r—Hw)].

En éptica cudntica, frecuentemente se considera la variacion espacial del
campo, en contraste con las dimensiones del sistema atémico, como despre-
ciable. Esta es la llamada aprozimacion de onda larga. Para la radiacién
Optica, se tiene

A 1

% = m > |rétomo‘v

donde |ratomo| €s una longitud caracteristica del tamano de un &dtomo. Con

esta condicién provocamos que
KT 1 +ik-ral,

logrando asf reemplazar la exponencial por la unidad, es decir,

. . ho \ 2 . )
E(r, t) ~ E(t) = i<260V) e, [&e*Mt _ dTewt]_

A la aproximacion anterior se le conoce como la aproximacion dipolar, la
cual se utilizaré a lo largo del texto.

3.3 Estados Coherentes

Una consecuencia importante de la cuantizacién del campo de radiacién son

las relaciones de incertidumbre asociadas a las variables del campo. Por
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lo mismo, es de esperarse que se busque una funcién de onda, a la cual,
al estar sujeta a un potencial armoénico simple, le corresponda una minima
incertidumbre en todo momento, es decir, se asemeje lo mayor posible a
un campo clasico. En esta seccién presentamos un conjunto de estados, los
estados coherentes, que satisfacen la busqueda de minima incertidumbre y
simulan, hasta donde la mecéanica cuéantica lo permite, un estado clasico del
oscilador armoénico simple.

Clasicamente un campo electromagnético consiste de ondas cuya ampli-
tud y fase estdn bien definidas. Sin embargo, lo anterior no se cumple al
tratar el campo cudnticamente debido a la presencia de fluctuaciones aso-
ciadas a la amplitud y a la fase. Un campo electromagnético en un estado
de ntimero |n) tiene una amplitud bien definida, pero una fase totalmente
incierta. En contraste, un campo en un estado coherente tiene la misma
incertidumbre en ambas variables.

Con el fin de evitar un valor esperado nulo del operador del campo eléc-
trico, requerimos una superposicién de estados de nimero que difieran entre
ellos s6lo por la unidad. Esto debido a la accién de los operadores de creacion,
', y aniquilacion, @, los cuales crean o destruyen una excitacion del campo,

respectivamente. Por lo tanto, buscamos una funcién de onda de la forma
W)) = Cn‘n> + Cnil’n + 1>a

cumpliéndose |Cy|? + |Cr+1]? = 1. Un estado construido de una superposi-
cién de todos los estados de nimero previene obtener un valor esperado nulo
del operador, supongamos a. Para obtener un campo clasico es posible reem-
plazar los operadores ¢ y a' por variables continuas y una forma de lograrlo

es buscando eigenestados del operador de aniquilaciéon. Dichos estados se
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denotan como |«) y satisfacen
ala) = ala),

donde o € C. Asimismo, la ecuaciéon de eigenvalores del operador de creacion

€s

alla) = o|a).

Como el conjunto de estados de numero |n) forma un conjunto completo,

entonces podemos expresar |«) como una expansion en términos de éstos.
o0
o) =) Chln) (3.3.1)
n=0
Aplicando el operador de aniquilaciéon a la ecuacion (3.3.1) obtenemos
o0 o o
ala) =) Cuvnln—1)=a Culn) =a ) Cp_aln—1).
n=1 n=0 n=1
Igualando los coeficientes de |n — 1) de ambos lados llegamos a

Cn\/ﬁ =aCy

Por ende,



Procedemos a determinar Cy mediante la condicién de normalizacién

CROR
L= {ala) =|Col* Y > ——F=(nn’)
Y. nln'!
> 2n
_ 2 |af
=GPy~
n=0
= |Cp|2ele’
= (Cy= 67%‘042
Como resultado de lo anterior, escribimos nuestro estado coherente nor-

malizado
) = ez 3" T ). (3.3.2)

Consideramos ahora el operador del campo eléctrico

1

A (A N2 er—iwt) At —i(kerio

que satisface las ecuaciones de Maxwell en el vacio, y obtenemos su valor

esperado

1
7 : hw 2 i(k-r—w * —i(kr4+w
(] Ba(r,t)]a) =z<2€0v) faeiler—et) _ g millor )]

Si sustituimos « por su forma polar, o = \a\ew, tendremos

(Oz|E;,;(r, t)‘a> = Z<§w> 2 |a| [ei(k-rfthrO) _ efi(k.r,thrg)]

1
hw 2
:2(i)2<260v> la|sin (k- r+ 60 — wt)

1
hwo \ 2
260V> |a| sin(wt —k-r —0), (3.3.3)

= (| Ep(r,t)]a) = 2(

que tiene la forma de un campo clasico, donde el vector de onda estd dado

por k = (kz, ky, k).
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Analogamente, para el caso (a|E2(r,t)|a), obtenemos

(0| B2(r, D)a) = _( hw > [‘a‘2€i2(k-r+9—wt) 4 |af2e2erto-wt) 912 1}

2¢0V

hw 2 L iagervo- I io(krto— 1
= 1+4 _ 2oi2(kr+b—wt) - —i2(kr+b—wt) |
(260V>[ + 4ol ( 1° 1° 3

= (a| E2(x,t)|a) = <QZ"V> [1+4|a|25m2(wt—k-r—9)].

De este modo, las fluctuaciones en E,(r,t),

hw \ 2
N (260V>

son idénticas a aquéllas del estado de vacio (cuando n = 0). Por esto mismo,

=

AE, = (AE?)

los estados coherentes contienen sélo el ruido del vacio, lo cual es una razén
para confirmar su analogia con los estados clasicos. Usando los operadores
de cuadratura mencionados anteriormente, (3.1.23) y (3.1.24), vemos que se

cumple

(AX1)2 = (a|XF|a) — ((alXi|a))?

- %wa? +(@h? + 2ata + 1]a) — i((a\& +al|a))?
= 2 [(@7 4 (@ 4 2o +1) — (o + (a)” + 2laf?)
_1
4
y andlogamente para Xy
(A% = 1

Esto sélo confirma que los estados coherentes tienen las fluctuaciones
del vacio. Entonces, vemos que al utilizar los operadores de cuadratura
los estados coherentes minimizan el producto de incertidumbre y exhiben

mismas incertidumbres (las del vacio) en cada cuadratura.
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De acuerdo a la ecuacion (3.3.3), el valor || pareciera reflejar una am-
plitud del campo. El valor esperado del operador del nimero de fotones
h=a'a es

= (alija) = |af?
y entonces |a|? es sélo el promedio de fotones del campo. Ahora, para

calcular las fluctuaciones del nimero de fotones calculamos

(a|n?|a) = (ala’aatalo)
= (a|(atataa + a'ale)
= la|* + |of?

=n? +n.
Finalmente, tenemos

An = \/(R?) — ()2 = /n, (3.3.4)

lo cual es caracteristico de una distribuciéon de Poisson. Si ahora deseamos

calcular la probabilidad de encontrar n fotones en el campo, entonces

2n =N
a2 | =N

Po = [(nlag? = el _ n "
n. n.

que representa una distribucién de Poisson con una media de 7. Incluso, de
la ecuacion (3.3.4), notamos que la incertidumbre fraccional del ntunero de

fotones, es decir,

An_

n

3

=l

(3.3.5)

decrece con el aumento de 7.
En los siguientes graficos se muestran dos diferentes casos de la distribu-

cion de probabilidad del ntimero de fotones. En la Figura 3a se muestra dicha
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(ayn=2 (b) m =10

Figura 3: Distribucién de la probabilidad de encontrar n fotones en el campo de

un estado coherente.

distribucién para n = 2, mientras que en la Figura 3b la correspondiente a
n = 10.

Por otro lado, usando la expresion a = |ale?, la distribucion de fase de
los estados coherentes estd dada por

1

_ 2
Plp) = o (pla)]
1 - |af? ’
_ L e in(p—0) 101~
o n§:oe 7 (3.3.6)

Para valores grandes de |a|?, la distribucion de Poisson puede ser aproximada

por una Gaussiana |7]:

jal? || 2™ n— |af?)?
e 2 o ~ (27T|Oé|2)_% exp [—(’) .

n! 2|ar|?
Mediante el resultado pasado, podemos aproximar la ecuacion (3.3.6) de la
forma siguiente

P~ (22)" -t -1

con i = |a|?. La Figura (4) ilustra cémo el aumento del ntimero promedio

de fotones, n, provoca que el pico se vuelva mas estrecho.
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Figura 4: Distribucién de fase de los estados coherentes con § = 0 para distintos

valores del nimero promedio de fotones.

De los resultados anteriores también se sigue que la energfa media del

estado coherente es

(alHla) = h(lal? + 3) = h(a+ ).

3)
que nos permite observar que el parametro o determina la amplitud compleja

de oscilacion y su energia. Ademads, si combinamos la expresion
(")"|0) = V/nl[n)

con la ecuacion (3.3.2) se obtiene

_ _lp a” aT)
o) = Z\ﬁ Z

n

es decir,

) = e F+aaD o) = Pa)|o), (3.3.7)

donde el operador D(a), denota el operador de desplazamiento

D(a) = eloa =15

66



La ecuacion (3.3.7) indica que D(a) es el operador de creacion del estado
coherente |a). En otras palabras, el estado coherente es el estado base del
oscilador desplazado del origen por la cantidad «.

Resumiendo lo anterior, los estados coherentes |«) son estados cuanticos

con cercanas similitudes con estados clasicos:

(i) el valor esperado del campo eléctrico tiene una expresion semejante a

un campo clasico, como se muestra en la ecuacion (3.3.3),

(i) las fluctuaciones del campo eléctrico son iguales a las del estado de

vacio,

(iii) de la ecuacion (3.3.5), las fluctuaciones en la incertidumbre fraccional

del ntimero de fotones decrece con el aumento de 7,

(iv) el aumento del numero promedio de fotones provoca una distribucion

de fase mas localizable.

Sin embargo, a diferencia de los estados de numero, los estados coherentes

no son ortogonales: sean |a) v |3) estados coherentes, entonces

_ tlaPdap g g (B

* \1

— e Hlal bR 3 (Bra)"
|
=0 n.

— o sloP—31BP+5"a

— ¢3(Bra—pa’) —31B—al®
donde el primer término es sdlo una fase compleja por lo que

(Bloj[? = 18~ £ 0,
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De lo anterior es claro que los estados coherentes no son ortogonales. Sin
embargo, si | — «| es muy grande, entonces nos aproximariamos a lograrlo.
Por otro lado, la relaciéon de completez en estos estados estd dada en

términos de una integral sobre el plano complejo a

/\a oz|— 1,

donde d?a = dRe(a)dIm(c). Para mostrar esta relaciéon escribimos

7a2 *’7L
/\a a]dQOz—/ led ZZW’” (m| d*a

y sustituimos o = re? y d2a = rdrdf, de tal forma que

27
ala|d’a = ) m]/ dre Tr”'””“/ dfen—m)0,
J e 2.2 0

Pero

2
/ dfein—m)0 — 2T 0nm,s
0

y haciendo el cambio de variable 72 = y obtenemos

/\a Ya|d*a = Z|n n/ dye Yy"
|n)(n|
:ﬂ'z o n!zrrZ]nMn
n=0 ' n=0

:7‘["

completando de esta forma la prueba.
Cualquier estado |¢) en el espacio de Hilbert del campo cuantizado de

un modo puede expresarse en términos de estados coherentes como

2@
) = [ “Cladalu).
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Sin embargo, si tomamos a [¢)) como un estado coherente |/3), entonces

20[
8) = [ 2laals) (339

2
_ / N e ) (3:3.9)

La dltima ecuacién hace énfasis en la no linealidad de los estados coher-
entes. Ademds, éstos forman un conjunto supercompleto, dado que existen
elementos de sobra para expresar cualquier estado en términos de estados
coherentes. Es decir, debido a la no ortogonalidad, cualquier estado coher-
ente puede ser expresado en términos de una expansion de estados coherentes,
cuya expresion no es unica. El valor («|f) = e 2lal* =318 +0"8 on 1a ecuacion
(3.3.9) toma el papel de una funciéon delta de Dirac.

Hasta el momento hemos presentado brevemente el formalismo matemético
que seréd fundamental para la construccion de los siguientes capitulos. Al ini-
cio se mostr6 que el campo electromagnético puede ser cuantizado en térmi-
nos de osciladores armoénicos, que representan los modos del campo, mediante
estados que describen el ntimero de excitaciones (fotones) presentes en cada
modo normal. Posteriormente introdujimos los estados coherentes, los cuales
nos permiten una interpretacién cuantica de minima incertidumbre y que,
ademas, nos facilitan el estudio similar al de un estado clasico del oscilador
armoénico simple.

Asi, hemos introducido las nociones fisicas y la plataforma matemaética
que nos permitiran proseguir con el analisis de la interaccién dtomo-campo,

desde una perspectiva puramente cuantica.
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4 Interaccion Atomo-Campo; Teoria Cuantica: El

modelo de Jaynes-Cummings

Hasta el momento sélo se ha estudiado la interaccién atomo-campo desde el
punto de vista semiclasico. Sin embargo, fenémenos como la emisidn espon-
tdnea son imposibles de explicar mediante la consideracién del campo como
un sistema clasico. Por lo tanto, para lograr explicar resultados experimen-
talmente observados, requerimos la descripcién cuantizada del campo. Si
ignoramos el proceso de decaimiento, la inversién atémica, desde la descrip-
cién semiclasica, predice las oscilaciones de Rabi estudiadas en el capitulo
anterior. Pero, si al campo lo consideramos un sistema enteramente cuantico,
entonces nos enfrentamos con el fenémeno de colapso y resurgimiento.

En este capitulo discutiremos la interacciéon de un campo de radiacién
cuantizado con un sistema atémico de dos niveles, mediante las aproxima-
ciones dipolar y de onda rotante. El estudio del campo de un modo nos con-
duce a un Hamiltoniano fundamental en la 6ptica cudntica. Principalmente,
este tratamiento nos permitird obtener soluciones exactas para constantes
de acoplamiento arbitrarias y asi exhibir una dindmica puramente cuantica,
como el colapso y resurgimiento en la inversién atémica. Ademaés, este mo-
delo ilustra, de la forma mas sencilla, el fenémeno de emisién espontanea.

Fl decaimiento espontdneo de un nivel atémico se tratard considerando
la interacciéon de un atomo de dos niveles. Ademaés, examinaremos el estado
del campo que se genera en el proceso de emision de un quanto de energia,

equivalente a la energia de separacién entre los niveles atémicos.
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4.1 Hamiltoniano de Interaccién Atomo-Campo

La interaccién de un campo de radiaciéon E con un atomo de un solo electrén
puede describirse en la aproximacion dipolar mediante el siguiente Hamilto-

niano:
H=Hy+ Hp —ei - E, (4.1.1)

donde H 4 y Hp representan las energias del 4tomo y del campo de radiacion,
respectivamente, en ausencia de una interaccién. Por otro lado, el tercer tér-
mino representa la energia de interaccion, donde T es el operador de posicién
del electréon. En la aproximacién dipolar, el atomo se encuentra sumergido
en un campo uniforme.

Del capitulo anterior tenemos que la expresién del campo libre H; en

términos de los operadores de creacién y aniquilacién estd dada por

. 1

_ At

Hp =) hwy <ak,sak,s + 2) , (4.1.2)
k,s

donde la suma sobre s representa las dos posibles polarizaciones de cada

modo.

Para expresar el término correspondiente a H 4 recuperamos, del capitulo

primero, los operadores de transicién
6ij = 14)(l,

donde {|i)} representa un conjunto completo de eigenestados de energia

atémicos. De la ecuacién de eigenvalores de H4 se sigue que

Hy= ZEZ»\W\ = ZEO’ (4.1.3)
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De acuerdo con el anélisis del Capitulo 1, es posible expresar el operador

dipolar como

ef =) eli)(ilr|i) (| = meam, (4.1.4)

1,J
donde g;; = e(i|r|j) son las entradas de la matriz de transicion eléctrica-
dipolar. Es importante recordar que el operador del campo eléctrico se en-
cuentra evaluado en la aproximaciéon dipolar en la posicién del atomo, por lo
que la expresion del campo eléctrico de multi-modos, de acuerdo al capitulo
segundo, es

B =i ewsdic (s —af,) (4.1.5)

k,s

con & = (hwk/2eOV)1/2 y s = {1,2}. Por razones de simplicidad, la expre-
si6on anterior parte de la consideraciéon de una base de polarizacién lineal y
ademas, los vectores unitarios de polarizacién se tomaron reales.

Mediante las ecuaciones (4.1.4) y (4.1.5) calcularemos ahora el Hamilto-
niano de interacciéon. Para ello, limitaremos nuestro analisis al caso de un
sistema atomico de dos niveles, por lo que nuestro conjunto de eigenestados

accesibles se reduce a |e) y |g). Entonces,

H“E = —er-E=— E p_{jé'ij /) E ek,s Ek (ék,s - &Ls)
1,5 k,s

=—i) [(@g&eg + PgeTge) k,sEk (dkvs - dI{,s)]
k,s

gl )

k,s

= —Zzgk [p €k s + p "€k g 6:| (dk,s - &Ls) )
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donde, del anélisis realizado en el capitulo anterior, se tiene que 0.4 =
le)(g| = &1 y, andlogamente, Gge = &, y que Geg = Gy Gyge = ¢ El
producto escalar (- ey ¢ entre el momento dipolar 'y el vector de modo ey g

resulta en un nimero complejo

- — i
2 €k s = |@ ’ ek,s|6 4Pv
cuya fase es ¢. Asi, nuestro Hamiltoniano de interaccion se reduce a
2 NP ¥ A =i N ~
H.g=h E Jk,s(—1) {a*e Y+ e ”} (akS — ak’S) ,
k,s

con

S er.
Tks = ’phk”e‘k. (4.1.6)

Finalmente, al escoger ¢ = g como nuestra fase, obtenemos
Hew =1y g [0 +6] (s —al,,). (4.1.7)
ks

El Hamiltoniano atémico para un sistema de dos niveles puede ser es-
crito en términos de la matriz 6, y, si despreciamos el término de energia

constante, llegamos a

~ 1

Continuamos simplificando el Hamiltoniano del campo al despreciar el

punto cero de energia, con lo que obtenemos

Hp =) huxdl s, (4.1.9)
k,s

donde el subindice F' se refiere al campo.
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Sustituimos ahora las ecuaciones (4.1.9), (4.1.8) y (4.1.7) en el Hamilto-
niano total (4.1.1), es decir,

A i 1 . . . . .
1= 3 Rl s+ gl + 1Y g [0 6] (i =i,
k,s k

(4.1.10)

El Hamiltoniano anterior estd compuesto por el Hamiltoniano del campo
libre y el correspondiente al sistema atémico de dos niveles. La interac-
cién entre estos dos sistemas esta expresada en términos de los operadores
atomicos 6 y 67, y del operador del campo a — a'.

Sin embargo, para proceder es necesario seguir con la simplificacién del
Hamiltoniano de la ecuaciéon (4.1.10). Para ello volvemos a centrarnos en el
término de interaccion, el cual puede escribirse como

Hem=hY g, [&aLs +atag, — Gar, — (}TaLs} , (4.1.11)
k,s

v sobre éste realizamos la siguiente aproximacién
Hew ~ i = 0y g |5af + 6a|
k

La simplificacién anterior puede argumentarse mediante el siguiente razon-
amiento.
Del capitulo anterior, sabemos que los operadores del campo, ay s y dL o

evolucionan como

ax.s(t) = ax s (0)e ™",

il (1)

Il
Q>

k,s
;f(,s (0) eiwt'

Analogamente, es posible mostrar que, en el caso de un atomo libre, los

operadores de transicién atémica tienen una dependencia temporal similar,
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es decir,

G(t) = 6(0)e"",

51(t) = 67(0)e™0l,

Con las expresiones anteriores escribimos la ecuacion (4.1.11) en la forma

siguiente
I:LnE = thkﬁ [&d;f{ sei(w—wo)t + 6Tdk,5€_i(w_w0)t}
k,s
—hz Jk,s [&dk,se_i(w‘i‘wo)t + (}TdLSei(w—&-wo)t} ‘
k,s
hw ~ E. — E,
A | 6> — e | €>
hw A~ hw A~ 1
—— |yg) 1g9)
. | e> - | e)
AN fw T AN Iw

v ‘g> N |g>

Figura 5: Aproximacién de onda rotante. A mano izquierda la absorcién de un
foton provoca la excitacion del d&tomo (arriba) y la desexcitacion de éste genera la
emision de un foton (abajo). Del lado derecho se observa el proceso contrarrotante,

aquéllos que son descartados en dicha aproximacion.

Vemos que la contribucién de 6T€Lk, sy &&L , involucran términos que s6lo
tl
contienen la diferencia de frecuencias, es decir, la desintonia A = w — wy.
Mientras tanto, o s y 6*&11 ¢ oscilan con aproximadamente el doble de la
b

frecuencia 6ptica. En pocas palabras, 6Tdk,s y 6&1T( , oscilan lentamente.
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Como la ecuacion de Schrodinger es una ecuacion diferencial de primer
orden respecto del tiempo, su solucién provoca que la suma y resta de las
frecuencia se vea reflejada en el denominador, provocando que la contribucién
dominante sea aquel término que oscila lentamente. De esta forma, en la
imagen de Schrodinger, el Hamiltoniano de interaccién puede aproximarse

por
Hew ™ Hine = 1Y g |60 (2 4 g e (4.1.12)
k,s

A la aproximacién que nos condujo a despreciar los términos Gak s y
c}f&LS se le conoce como aprorimacion de onda rotante, ya referida en capi-
tulos anteriores y esquematicamente representada en la Figura 5.

Asi, lo anterior nos permite expresar finalmente nuestro Hamiltoniano

completo como
H=Hp+ Ha + Hiny
= 3 hf s + 5heods +h Y g o, + ol (4113)
k,s k,s
Esta forma del Hamiltoniano, que describe la interacciéon de un solo dtomo

de dos niveles con un campo de multi-modos, es el comienzo de un gran

nimero de estudios en la 6ptica cuintica.

4.1.1 Sistema Desacoplado

De los resultados previos discutiremos el caso del sistema desacoplado, es
decir, cuando no existe interaccién alguna entre el &tomo y el campo, esto es,
cuando g = 0. Consideraremos, a partir de ahora, el Hamiltoniano (4.1.13)
para un campo de un modo. Por otro lado, para la discusién siguiente

recuperaremos la expresiéon del Hamiltoniano del campo, incluyendo también
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el punto cero de energia. La consideracién anterior se debe a que la inclusién
de dicho término nos permitird expresiones mas ilustrativas en el problema
de eigenvalores y eigenestados. En consecuencia, escribimos el Hamiltoniano

del campo como
. At 1
HF:hw aa—l—i .

Con éste, y con la suposicién de un campo de un modo, podemos ahora

reescribir la ecuacion (4.1.13) de la siguiente manera
7 — L s ata o 1 sal 4 6t
H = §m00z+hw a a—i—i + hg <Ua +a a) . (4.1.14)

Cuando no existe interaccion alguna, la ecuaciéon anterior se reduce al Ha-
miltoniano compuesto por los términos correspondientes al sistema atémico

v al campo, es decir,
. 1 R At 1
H; = —hwyo, +hw | a'la+ = |,
2 2
donde el subindice L hace referencia al Hamiltoniano libre.

Caso Resonante

El caso més sencillo ocurre cuando la frecuencia de transicién atémica y la
del campo se encuentran en resonancia, lo cual implica que wy = w. Por ello

la ecuacién del Hamiltoniano libre se puede expresar como

N 5 1 N
H = hw [";me] = hw(ata +616) = hwll, (4.1.15)
donde se utiliz6 la relacion de completez, |e)(e| + |g){(g| = 1, para obtener

la segunda igualdad. Ademas, se introdujo el operador de nimero de excita-

ciones M



Por el anélisis precedente sabemos que el Hamiltoniano de interaccién
s6lo acopla los estados |€) @ |n) = |e,n) y |g) ® |n + 1) = |g,n + 1), por lo
que seran éstos los que ocuparemos para tratar el problema de eigenvalores.

Para el estado |e,n) tenemos
- 52 ATA 1
Hle,n) = hw ?+aa+§ le,n)
1 1
:hw[§+n+§”e,n>

— hwo(n + 1) e, )
y andlogamente para el estado |g,n + 1)

. 1 1
H\g,n+1):h¢u[—§+(n+l)+§] lg,n+1)

=hw(n+1)|g,n+1).

Lo anterior nos indica que los estados |e,n) y |g,n + 1) son eigenestados
del operador M con mismo eigenvalor n+ 1. Consecuentemente son eigenes-
tados del Hamiltoniano (4.1.15) con eigenvalor hiw(n+1). La tnica excepcién
ocurre cuando nos encontramos en el estado de vacio, |g,0), situacion en la

cual se cumple que H lg,0) = 0.

Caso no Resonante

En general, en condiciones no resonantes, el Hamiltoniano del sistema desa-

coplado puede ser escrito como

7o (%2 ratat L) _n2s
H hw(2+aa+2 h2az, (4.1.16)

donde introdujimos el parametro de desintonia A = w — wy.

Procedemos calculando los eigenvalores de los mismos estados, |e,n) y
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lg,n + 1), con el Hamiltoniano de la ecuacion (4.1.16), es decir,
. A
Hle,n)=E.ple,n) =h|lwn+1)— 5 le,n),
. A
H‘gan+1>:E97n+1|g7n+1>:h w(n_'_l)_'_i ’g7n+1>7

lo cual se ilustra esqueméticamente en la Figura 6. Ademas, a |e,n) y |g,n+
1) se les conoce como estados desnudos, debido a que son los eigenestados
del Hamiltoniano libre.

Notamos que en el caso no resonante los eigenvalores correspondientes a
los estados |e,n) y |g,n + 1) no coinciden, dando como resultado un sube-

spacio ortogonal de Hilbert =(n)
E(n) :{le;n),lg,n+ 1)} neN.

4.1.2 Sistema Acoplado

Ahora permitimos el acoplamiento entre el sistema atémico y el campo, es
decir, volvemos al Hamiltoniano de la ecuacion (4.1.14). Tratando indivi-

dualmente el término de interaccién
Hine = hg (&a* + &Ta)
vemos que el proceso de absorcion queda matematicamente descrito por
(e,n|Hin|g,n +1) = hg(n + 1),

que corresponde a una transicion |g,n+1) — |e,n). Asimismo, el de emision

queda expresado como

(g, + 1| Hingle, n) = hg(n + 1),
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Esquema Nivel Estado Subespacio

R le,n)
---- hA ‘ ----------- (n+1)hw E(n+1)
I o — lg,n+1)
S — le,n—1)
N ah =(n)
lg,m)
 — le, 1)
I 2 =)
. — 92)
R — e, 0)
A e o =(0)
. N 9.1
___________________ O
T — 9,0)

Figura 6: Esquema de los niveles desnudos E., y Eg4 41 del sistema desacoplado.
A cada par de niveles de energia le corresponden dos eigenestados, los cuales forman
el subespacio bidimensional de Hilbert =(n). El estado base |g,0) es independiente

de los otros.
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es decir, una transicion |e,n) — |g,n + 1). Esto nuevamente reafirma que
unicamente consideramos los estados |e,n) y |g,n + 1) que son aquéllos que
forman el subespacio Z(n).

Asi, el Hamiltoniano del sistema queda descrito por la siguiente matriz

(), = <e,n\ﬁLA|e,n> (e,n\ﬁinf]g,n—i— 1)
(g,n + 1|Hintle,n) {(g,n+ 1|Hg|g,n+ 1)
wn+1)— % gvn+1
gvVn+1 w(n—l—l)-i—%
10 h{—A Q,

:h{“}(n—i_l) + - 9
01/ 2\, A

donde incluimos la frecuencia €2, = 2gv/n + 1.

Diagonalizaciéon
Eigenvalores Usamos ahora la ecuacion de eigenvalores

w(n+1)—% &

E
S
g

= hA
)+5) \v v

= N

Q
h w(n +
v obtenemos los dos siguientes eigenvalores para la energia

Eipn=hrs=h [w(n +1) £ 72"} : (4.1.17)

donde R, = \/m, lo cual se puede observar en la Figura 7. Este
anélisis nos permite observar que en resonancia la separacién de energias
estd dada por (AE), = hf2, como en el diagrama de la Figura 8. Ademas,
de esto vemos que la energia de separacion de los dos niveles aumenta con

el namero de fotones, porque (AE), x /n.
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Caso no resonante: A >0

Ein
Ee,n *********
EEEEEEEEE (n+ 1)hw NEEEEEEEEE hlw(n + 1) + Ry]
Eg,n+1 *********
E_,
g=0 g#0

Figura 7: Esquema de los estados vestidos F.,, del sistema acoplado, los cuales se

comparan con los del sistema desacoplado.

Caso resonante: A =0

Eg,n+1 =Fepm-------- (TL + 1)hw --------- h[w(n + 1) + Qn]

g=0 g#0

Figura 8: En resonancia, A = 0, la degeneracién aumenta por el acoplamiento, y

la separacion entre los niveles se vuelve (AE),, = h,.

Eigenestados A los eigenestados correspondientes a los eigenvalores (4.1.17)
también se les conoce como estados vestidos por su interaccion con fotones.

Continuamos considerando la ecuacion de eigenvalores en forma matricial

-A Q, U U
=+R, )
Q, A v v

de la cual, usando la condicién de normalizacion u? + v? = 1, obtenemos los
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eigenvectores

u 1 Qn
- (4.1.18)
v VR —APZ+Q2 \ R, — A
U 1 R, +A
_ . (4.1.19)
v \/(Rn —A)24+Q2 Q,
+

Las dos expresiones anteriores las podemos simplificar haciendo las susti-

tuciones siguientes

Q
sinf, = = , (4.1.20)
Rn—A
cos 0, = - . (4.1.21)
VR, = AP+ 02
Con éstas podemos expresar nuestros eigenvectores como

U 1 0
=sin6, + cos 0, , (4.1.22)

v 0 1

U 1 0
= cos b, —siné, . (4.1.23)

v 0 1

+
Utilizando las ecuaciones (4.1.23) y (4.1.22), y los vectores estado de =(n)
podemos expresar a los estados vestidos en términos de los estados desnudos,

es decir, son los eigenvalores del sistema acoplado. Finalmente escribimos

[_) = sinby le,n) 4 cos by |g,n + 1), (4.1.24)

1h4) = cos by le,n) —sinby [g,n + 1). (4.1.25)

Esto significa que el Hamiltoniano de interaccion provoca una transformacion
unitaria sobre la base {|e,n),|g,n + 1)}, que equivale a una rotacion por un

angulo 6, en Z(n). En particular, cuando el sistema esta en resonancia, lo
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anterior se puede resumir en
1
V2
s

que es un estado entrelazado con 6, = 7.

V<) = —= lle;n) £lg,n +1)], (4.1.26)

Sin embargo, de las sustituciones (4.1.20) y (4.1.21) podemos obtener el

valor

Q)
tan 26, = ——.
an A

De éste notamos que cuando A — 0 obtenemos el estado (4.1.26). Mientras

tanto, si |[A| — oo el angulo 6,, — 0, recuperando asi los estados desnudos.

4.2 Dinamica del Modelo de Jaynes-Cummings

El modelo de Jaynes-Cummings es el modelo fundamental en el estudio de la
interaccion de un sistema atémico con un campo cuantizado. Este describe
la dindmica de un solo atomo de dos niveles al interacturar con un campo
de radiacion de un modo. Por lo que la ecuacion (4.1.13), al considerar un

campo de un modo, se reduce a

ﬁJC = ﬁF + ﬁA + ﬁint
1 ) )
= hwila + Shwos. + hy |5 e + 61 ae—m] : (4.2.1)

que representa el Hamiltoniano del modelo de Jaynes-Cummings.

El estudio de la dindmica del modelo de Jaynes-Cummings lo dividire-
mos en dos casos: (i) el resonante y (i) el no resonante. En el primero
el Hamiltoniano no tendrd dependencia temporal, por lo que su evolucién
se analizard mediante el operador de evoluciéon temporal usando algebra de

operadores. Por otro lado, en el segundo caso la dependencia temporal del
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Hamiltoniano seré explicita y el estudio se llevara a cabo tomando un ansatz
para la funcion de onda que contenga una combinacién apropiada de estados

del campo y atémicos.

4.2.1 Caso Resonante

Iniciaremos con el caso mas sencillo, para facilitar la comprensiéon de la
dindmica del modelo de Jaynes-Cummings. El caso resonante ocurre cuando
A = 0, ocasionando que el término de interaccién de la ecuacion (4.2.1)

pierda su dependencia temporal, es decir,
Hi = hg <5aﬁ +at &) .

Continuamos utilizando la ecuacion de Schrodinger

200 _
n S = Hil (),

cuya soluciéon estd dada por

En la presente seccién discutiremos la dindmica al evaluar el operador de

evolucién temporal

A~

U(t,tg = 0) = exp [—igt (&dT + &T&ﬂ

del modelo de Jaynes-Cumimings resonante.
La funcién de onda inicial estara dada por el producto tensorial de los

estados del campo y los atémicos, es decir,

00 [e%S) Ce
[(0)) = [$)atomo © [¥)campo = Y wa [Cele) + Cylg)] In) =D wy, n),
n=0 n=0 Cg

85



donde el estado del campo estd dado por

QZ’)caumpo = Z wn‘n>
n=0

y el atémico por

1
¥ atomo = Cele) + Cylg) = Ce ; + 1

Notese que en la ultima igualdad utilizamos la notacién vectorial de los
estados atémicos, ya revisada en el capitulo anterior.
Operador de Evoluciéon Temporal

Iniciamos escribiendo la definicién en series de potencias de la funcién expo-

nencial

ef,\A — i (_A)nAn

n=0
donde A es un escalar y A es un operador arbitrario. Utilizando lo anterior

descomponemos la suma en términos pares e impares, esto es

U(t, to = 0) = exp [—igt (&a* n &Taﬂ — & — i3,

donde
> ” 2n
¢= Z (&a* + &T&) (4.2.2)
n=0
y
0 2n+1 omn
s=y BN (60t +5%a) " (saf +4ta). (4.2.3)
2n + 1

n=0
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Potencias Pares

Primero consideraremos el operador
ot ata\% 42012 | s1252 | antats | stsnnt
(O’CL +0 a) =o0"a'"+0o0'"a"t+oo'a'a+o'ocaa
y recordamos las siguientes relaciones
612 =0,
6% = 0.

Lo anterior indica que los operadores de transiciéon atémica pueden aplicarse

s6lo una vez. Por otro lado, tenemos el operador

65" = (g){elle)gl) = lahta] = 2 ) (1.2.4)

que corresponde a una doble transicién, primero del estado base al excitado
le) y un posterior retorno al estado base |g).

Analogamente tenemos el operador

515 = (le)gllg)(el) = le)(el = : (4.2.5)

el cual representa una transicién del estado excitado al base y otra de regreso
para finalizar nuevamente en el excitado.

El operador 667 se encuentra acompaiiado por el operador del campo
a'a, esto es, el camino atémico |g) — |e) — |g) debe estar acompaifiado
por la aniquilaciéon de un fotén y por su recreacién. En sentido inverso, el
camino atémico seguido por el operador 674, es decir, |e) — |g) — |e) esta

caracterizado por la creaciéon de un fotén y por su posterior aniquilacion.
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Por lo tanto, el operador (&&T + 6%)2 puede escribirse como

De los célculos previos, particularmente de las ecuaciones (4.2.4) y (4.2.5),

podemos escribir el siguiente resultado
2n
@aﬁ+ﬁa) - - . (4.26)

Por lo anterior, el operador ¢, definido en la ecuacion (4.2.2), puede ser

escrito como
_1\n n 2n
Yo e VaaT 0
_1\n n 2n
! T R VT
cos(gtVaat) 0
0 cos(Vata)

¢ =

Potencias Impares

De la definicion (4.2.3) del operador § y del andlisis para las potencias pares

encontramos la siguiente expresion

g (D gnett Vaat" 0
e (Gal + &1a)
0 00 (71)n(gt)2n+1 an-}—l .
2n=o (2n+1)! T

Utilizaremos ahora la expresion

gal +ota =
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con la cual obtenemos la siguiente expresién para §

sin(gtvaal) A
i i 0 0 a
sin(gtva'ta) A

S A

sin(gtvaat)

_ 0 —aar @

sin(gtvata) ~+ 0
Vata ¢

De la definicién de los operadores ¢ y § notamos que el primero es diagonal
en la base de estados atémicos, mientras que S no lo es.
Finalmente, de los resultados anteriores, expresamos el operador de evolu-

cién temporal de la siguiente manera

U(t,to = 0) = exp [—z’gt (&a* + amﬂ —&—i3
cos(gtvaat) 0
0 cos(Vata) %(ﬁ 0
cos(gtvn + 1) 0 . 0 % “ﬁ;rl)&
i
0 cos(v/n)

sin(gtvaat) »
0 —aar @

sin(\g/%\/ﬁ) at 0

donde se utilizé el operador de namero 7 = afa. Asi, el operador U(t,tg = 0)
contiene toda la dindmica del modelo de Jaynes-Cummings en resonancia, es
decir, cuando A = 0. Asimismo, el operador de evoluciéon puede expresarse,

de forma més conveniente y sucinta, como

U(t) = cos(gtv/i + 1)|e) (e] + cos(gtV'n)|g) (g|+

SO L) ) ) SR g (42.)

VATl Va

La expresion del operador de evoluciéon temporal anterior sugiere que
la dindmica atomo-campo consiste de un ntmero par o impar de intercam-
bios de quantos energéticos, proveniente de excitaciones entre el campo y el

dtomo. Estos intercambios pueden ser interpretados individualmente de la

siguiente manera:
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Potencias Pares Como la aniquilaciéon de un quanto del campo esta aso-
ciada con la creacién de una excitacién atémica y, por el contrario, la creacién
de un quanto del campo asociada con la desexcitacién del &tomo, entonces un
nimero par de intercambios de quantos energéticos dejaré invariante los es-
tados atémicos. Por lo tanto, el operador correspondiente a los intercambios
pares de fotones tendra una representacion diagonal.

Ademsés, es posible notar que la dependencia temporal estd gobernada
por las funciones coseno y seno. De lo anterior, como los términos en la
diagonal no representan transiciones y al tiempo ¢t = 0 el estado inicial debe
emerger, este término diagonal sélo puede tener funciones coseno.

Asi, para lograr lo anterior debemos primero crear un fotén y luego de-

struirlo. Este proceso se lleva a cabo n veces y queda descrito por

De la misma forma, el otro término se debe a que primero destruimos un
foton y luego lo creamos nuevamente, proceso que se repite n veces y queda

descrito por

Potencias Impares Los ultimos dos términos de (4.2.7) representan los
intercambios de un ntimero impar de fotones. Por lo mismo, el operador no
puede ser diagonal, ya que describe las transiciones atémicas. Si inicialmente
el &tomo se encuentra en el estado base, éste requiere la aniquilacién de un
foton para lograr hacer la transiciéon al estado excitado. Posteriormente

puede intervenir en él un proceso de 2n fotones, el cual crea y destruye un

90



foton n veces, y cuya expresion en términos de operadores es

Sin embargo, para obtener una funcién seno de las potencias impares,
debemos multiplicar y dividir por v/n + 1. Analogamente, el otro término
representa la transicion de 2n + 1 fotones del estado excitado al estado base.
Aqui primero creamos un fotén para luego someternos al proceso de destruc-

cién y creacién de 2n fotones, es decir,
2
(ata)afa) - (afa)al = (afa)"al = va ™ "al.

Como no existen transiciones para t = 0, la dependencia temporal esta

determinada por una funcién seno.

Funcién de onda del sistema compuesto

Estamos listos para aplicar el operador de evolucién temporal a nuestra

funcién de onda inicial

00 Ce
[t =0)) = wy n).
n=0

De las relaciones anteriores vemos que

sin(gtv/n + 1) sin(gtv/n + 1)

Vit M T A

SINVE T i |n — 1) = sin(gty/m)ln — 1)

sin(gtv/n) sin(gtv/n)
Vi VA

Mediante estas relaciones llegamos a la expresion de nuestra funcion de

atln) = =2 22V/n+1 |n + 1) = sin(gtv/n + 1) [n + 1).

onda dependiente del tiempo
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()

(0]

le,n —1)

’gan_ 1>

> Ce cos(gtv/n + 1) |n) [ Cysin(gty/n) In—1)

= E wn —1
n=0

Cy cos(gty/n) |n) Cesin(gty/n+ 1) [n+ 1)

) => wn{C’e [cos(gtv/n + 1) |e,n) — isin(gtv/n + 1) |g,n + 1)]

n=0
+ Cy [cos(gtv/n) |g,n) — isin(gtv/n) |e,n — 1)] }

(4.2.8)

le,n+ 1)

le,n+ 1)

lg,n+1)

’gan_ 1>

Figura 9: Representacion del modelo de Jaynes-Cummings en el espacio atomo-
campo. Los estados |¢atomo, Yeampo) de dicho espacio estan ubicados en las es-
quinas de los cubos. El plano inferior representa el estado base atomico, |g), y el
superior el estado excitado, |e). Por otro lado, las esquinas, de los planos inferior
y superior, reflejan el nimero de fotones presentes en el estado base o excitado,
respectivamente. Los vectores muestran los procesos que son posibles en el modelo

de JC, dado que éste sélo permite el intercambio de un solo quanto de excitacion.
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Dinamica del sistema

Con el anélisis previo estamos preparados para estudiar la dindmica del
modelo de Jaynes-Cummings en resonancia. La ecuacion (4.2.8) es la funcion
de onda de dicho modelo, que describe la interaccién de un 4tomo en el estado
de superposicion |1)stomo = Cele) + Cylg) con un campo de radiacion dado
por el estado de namero |n). Vemos que el operador de evolucion (4.2.7)

actuara sobre el estado inicial

|¢(t = 0)> = |w>atomo o2y ‘w>campo

= 3" wn [Cele) + Cylg)] @ In)

n=0
- Z W, {Ce‘ea n> + Cg’Qa n>}
n=0
transformandolo en
[Y(t)) = Z wn{C6 [cos(gtv/n + 1)|e,n) — isin(gtv/'n + 1)|g,n + 1)]
n=0

+Cy [cos(gtv/n)|g, n) — isin(gtv/n)le,n — 1)] }

Como caso particular consideramos a nuestro atomo inicialmente en el

estado excitado |e), es decir,

oo
[(0)) = > wn Cale, n).
n=0
Nuevamente, aplicandole el operador de evolucion (4.2.7), obtenemos

[(t)) = an [cos(gtv/n + 1)|e,n) — isin(gtv/n + 1)|g,n + 1)] .

n=0

De lo anterior podemos calcular los valores esperados de encontrar a nuestro
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sistema en los estados |e,n) y |g,n + 1) :

Cen(t) = (e,n|h(t)) = wy, cos(gtvn + 1), (4.2.9)

Cgnt1(t) = (g, n + 11(t)) = wy sin(gtvn + 1). (4.2.10)

En la Figura 9 representamos la dindmica de este sistema en una red
tridimensional. Cada esquina del cubo representa un estado del sistema
atomo-campo. En la superficie superior encontramos los estados |e,m), en
donde el sistema esta caracterizado por el estado de Fock con ntmero de
fotones m y el atomo excitado. En la superficie inferior se encuentran los
estados |g, m), que son aquéllos con un estado de ntmero |m) y el d4tomo en
el estado base. A su vez, en el lado izquierdo se ubican los estados antes de
la interaccién, mientras que del lado derecho estdn aquéllos después de ella.

Utilizamos ahora las flechas para ilustrar el comportamiento dinamico del
sistema. Entonces, como s6lo permitimos el intercambio de una excitacién
entre el campo y el dtomo, el estado |e,n) sélo puede permanecer igual o
mudar a |g,n+1). Este proceso se ilustra por las flechas que surgen de |e, n)
y apuntan a las esquinas permitidas. Por otro lado, el estado |g,n) puede
continuar asi o trasladarse al estado |e,n — 1).

Finalizamos asf el estudio del caso resonante, para ahora analizar el caso
més complejo de la dindmica de interaccion, cuando el sistema se encuentra

fuera de resonancia, es decir, A # 0.

4.2.2 Caso No Resonante

Procedemos ahora con el otro caso del modelo de Jaynes-Cummings, en el
cual el parametro de desintonia no se desprecia. En este problema el Hamil-
toniano de interaccién tiene una dependencia temporal explicita, impidién-

donos proceder igual que en la seccién anterior.
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El analisis que llevaremos a cabo se basa en proponer un ansatz para
la funcién de onda, porque el Hamiltoniano de interacciéon acopla los sub-
sistemas de los estados atomicos y del campo. Asi, dicho ansatz serd una
combinacién de estados atémicos y del campo.

Iniciamos resolviendo la ecuacién de movimiento de nuestra funcién de

onda |¥(t)), ésta es

0 A
mg? = Hing ) (4.2.11)

con
Hiy = hyg (fnﬂem't + &Tde‘m't) (4.2.12)

Nuestra funcién de onda queda descrita en todo momento por la combinacion
lineal de los estados |e,n) y |g,n). Por ello, nuestra funciéon de onda queda

expresada por

[9(1)) =Y wn [Cele,n) + Cylg,n)]

n=0

=" [cem(B)lesn) + cgn(t)lg, m)],

n=0
donde utilizamos la notacién abreviada w,Ce = cen(t) y wnCy = cgn(t).
Sin embargo, nuestra energia de interaccion (4.2.12) solo puede causar
transiciones atémicas entre estados del campo que distan por la unidad, es
decir, le,n) — |g,n + 1) y viceversa. Por ello, consideraremos la evolucion
de las amplitudes correspondientes c.,, ¥ Cgn+1, respectivamente. A partir

de esta consideracién escribimos nuestra funcion de onda en la forma

[e.e]

[$(8) = D [een(®)lesn) + conra()lg,n +1)]. (4.2.13)

n=0
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Ecuaciones de Rabi

Para obtener las ecuaciones de movimiento de las amplitudes de probabili-

dad, sustituimos nuestra funcién de onda (4.2.13) en la ecuacion (4.2.11),

donde Hiy; estd dada por (4.2.12)

o) _

ih
o

th [Cenle,n) + Cgnra(t)|g,m + 1)]
n=0

= Aint|1/)>

o0
=hg Y Vn+1lcene® g n+1)+ cgnpre > e,n)], (4.2.14)

n=0

donde se utiliz6 que

afln) = vn+1|n+1),
) = Vi [ — 1),

Yy
5tlg) = le),
5tle) = [e) (gl le) = le)(gle) =0,
5le) = lg).

De las relaciones anteriores notamos que el estado excitado no puede volver

a ser excitado y, por definiciéon, es imposible ir por debajo del estado base.

Es importante destacar la accién de Hiy sobre el estado lg, 0) que corre-

sponde a n = —1:

I:Iint ‘ga 0> =0.

Es decir, el vacio no puede excitar un 4tomo inicialmente en el estado base,

por lo que el estado |g,0) se desacopla del resto.
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Ahora si, volvemos a las ecuaciones de movimiento (4.2.14) y proyectamos
(e,n| y (g,n + 1| en éstas. Asi, obtenemos las ecuaciones de movimiento

correspondientes a cada amplitud

Cen = —1gVN + le_m'tcg,nﬂ
Comi1 = —igV/n + 16" ce p, (4.2.15)

las cuales son muy similares a las ecuaciones de movimiento obtenidas en el

tratamiento semiclasico. A éstas se les conoce como las ecuaciones de Rabi.

Solucién de las Ecuaciones de Rabi; Transformada de Laplace

Las ecuaciones de Rabi (4.2.15) son dos ecuaciones diferenciales de primer
orden acopladas. El método de solucién més inmediato es el que utilizamos
en el tratamiento semiclasico. Para variar el estudio del problema empleare-
mos la transformada de Laplace, la cual nos permitird automaticamente
introducir las condiciones iniciales.

La transformada de Laplace nos permitird obtener un conjunto de ecua-
ciones algebraicas, las cuales se pueden resolver directamente. Posterior-
mente utilizaremos la transformada de Laplace inversa para encontrar las
amplitudes de probabilidad cen ¥ ¢y nt1-

Introducimos la transformada de Laplace de las amplitudes de probabi-
lidad

o0
Cen(s) E/ dt e~ SteiAt/2 Cen(t)
0

o0
Comin(s) = [ et gy (1
0
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int/2, —iAt)2

Aqui transformamos las amplitudes de probabilidad e eny € Cyntl,
esto es, incluimos parte de la dependencia temporal del Hamiltoniano debido
al parametro de desintonia. Este procedimiento nos permite obtener ecua-
ciones simples para Cepn(s) ¥ €gn+1(s).

Si multiplicamos las ecuaciones (4.2.15) por e~ste?t/2 y por e~ste=1A/2,

e integramos sobre el tiempo, llegamos a
S .
/ dt e steidt/2 Cem(t) = —igVn + 1¢gn1,
0
oo .
/ dt e SteiAt/2 Cont1(t) = —igvn + 1Cep.
0
Al integrar por partes las ecuaciones anteriores obtenemos
itA/2 —st AN . =
Cen € e +|s— 7,5 Cen = —zg\/m Cgn+1;
—itA/2 —st AN . =
Cgn+l€ e + | s+ 25 Cgnt+l = —zg\/m Ce,ns

lo cual se resume en el siguiente sistema inhomogéneo

Cen(s) s — i% igyn+1 Cen(s) Cen(t =0)
Cgn+1(8) igvyn+1 s+ Z% Cgn+1(8) Cgn+1(t =0)

de dos ecuaciones algebraicas acopladas.

La solucién de este sistema es de la forma

Ee n Ce.n 0
’ =U! () : (4.2.16)
Cgn+1 cgn+1(0)
donde la matriz inversa de U esta dada por
LA .
a1 stiz  —igvntl) 1 Ut (4.2.17)
detU —igv/n 1 s—z’% det U
Continuamos calculando el determinante de la matriz U
A 2
detU = 5% + <2) +g2(n+1) = (s +idn) (s — idn), (4.2.18)
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donde

Ap = \/(?)2 +g%(n+1),

que definen los ceros del determinante: s = +7),,. Estos valores nos servirén
para encontrar las amplitudes de probabilidad cen(t) y ¢gnt1(2)-
Procedemos invirtiendo la transformada de Laplace mediante la relacién

€A 2 n(t) 1 o [ Cen(s)

=— [ dse ,
e itA/2 2w Je

Cgn+1(t) Cgn+1(8)
donde C se escoge de tal forma que se incluyan todos los polos. Si sustituimos
la ecuacion (4.2.16) junto con la expresion (4.2.17) en la férmula de inversion,

entonces encontramos la siguiente expresiéon

eitA/Zcem (t) 1 est ut Cen(t =0)
= — S
G_ZtA/QCg,n-H (t) 2mi Jo  detU Comi1(t =0)

donde los polos son los ceros del determinante. Ahora notamos la relaciéon

I 1 1 11
det U~ (s+idy)(s —idn)  2idy \s—iX, s+i\y /)’

para llegar a

etA2¢, (¢ 1 1 1 st Cen(0
O L (1Y g (O
27TZ C

e‘im/zcg,nﬂ(t) S—1iAy S+, ) 2, cgni1(0)

1 ds eStUT(s) B et UT () Cen(0
C 2w Je s—iAn  S+ilg 2m ¢

11 7{ J eStUT(s) 1 % eStUT (s Cen(0
~ 2, 12mi L\ —in, ) T 2w s+z>\ )

Cq, n+1

Del calculo complejo conocemos la férmula integral de Cauchy

2m?{dz—a_ @)
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valida para funciones analiticas f. En este caso la curva cerrada de inte-
gracion circula el polo simple en z = a en el sentido contrario a las manecillas
del reloj.

Utilizando la formula pasada podemos reducir la expresion de las ampli-
tudes de probabilidad a

eitA/zce,n(t)

NG

Cen(0)

— [ei’\"tUT(s =i\y) — e_i)‘"tUT(s = —i\p)
cgn+1(0)

comir(t))  2An

Recordando la definicion de Ut en la ecuaciéon (4.2.17), encontramos que

1 ) .
S (U = i) — U s = —i0)
_ 1 pitnt At+%  —gvn+l it M +5 —gvnt1l
P —gVn+1 M=% —gvn+1 -\ — %

Asi, llegamos al siguiente sistema

eitA/QCe,n (t)

e—itA/chmJrl (t)
cos(Ant) + i% sin(Apt) —1'975\7;“ sin(A\pt) Cen(0)

9

—igiv):fl sin(Ant) cos(Apt) — i% sin(Ant) cgn+1(0)
del cual, finalmente, conseguimos las siguientes expresiones explicitas de las

amplitudes de probabilidad ce,(t) ¥ cgnt1(t)

Cem(t) = e_iA't/Q{ [cos()\nt) biD sin()\nt)] cen(0)

2
1
- z’g\/ZT sin(Ant)cg,nH(o)} (4.2.19)

n

; V 1
Cgpr(t) = A 2{ =i Sin () e (0)

n

+ [COS()\nt) - i% sin()\nt)] cg,nﬂ(())}. (4.2.20)

n
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Las ecuaciones (4.2.19) y (4.2.20) nos proporcionan las amplitudes de pro-
babilidad de encontrar al atomo en el estado excitado |e) y n fotones en el
campo, o al d&tomo en el estado base |g) y n + 1 fotones, respectivamente.
Si ahora suponemos que el d4tomo se encuentra en el estado excitado
inicialmente, entonces cen(0) = wp(0) y ¢gnt1(0) = 0, donde w,(0) es la
probabilidad de hallar el estado de Fock n-ésimo en el campo de radiacién.

De esta condicion inicial, y de las ecuaciones (4.2.19) y (4.2.20) obtenemos
; A
Com(t) = 7B 20, (0 |cos(Ant) + i—— sin(Ant) | (4.2.21)

2,
—igvn+1
An

Cont1(t) = e t2,(0) sin(Apt). (4.2.22)

De (4.2.21) y (4.2.22) obtenemos las cantidades |cen(t)[> ¥ |cg.n(t)]? que
representan las probabilidades de encontrar, al tiempo ¢, al campo con n
fotones y al atomo en los estado |e) y |g), respectivamente. La probabilidad

p(n) de tener n fotones en el campo al tiempo ¢ se consigue calculando
p(n) = leen(t)]” + [egn(t)?
A2
= pnn(0) [cos® (Ant) + [ = ) sin® (\ut)
’ 2\,

gvn
)\n—l

2
+ pn—1,n—-1(0) < ) sin? (Ap—1t), (4.2.23)

donde py, , = |w,(0)]? es la probabilidad de encontrar n fotones presentes en
el campo a un tiempo ¢t = 0. Notemos que la expresion (4.2.23) es igual a la
traza de los estados atéomicos, donde la traza es la suma de los elementos de
la diagonal de una matriz.

Otra importante cantidad es la inversion atomica W (t), la cual relaciona
la probabilidad de amplitud c., y ¢4, mediante la expresion

W(t)=> [lcen(®)® = lcgn(t)?] - (4.2.24)

n
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Sustituyendo, para cer, y ¢gn, las ecuaciones (4.2.21) y (4.2.22), encontramos

que

W= _cosz()mt) + sin®(Ant) { (ﬁ )2 B (g :: 1>2H
=3 %(cos(2xnt)+1)+;(l—cos 2Xnt)) { zi> ( ::1>2}]
) zn: <)\An>2 ) 492(;%_‘_1)%8(2/\”]5)] ' (4.2.25)

Es interesante notar que incluso para un campo inicialmente en el estado

N

de vacio (pnn = 0pn,0) obtenemos la siguiente inversion atémica

{A2 + 44¢° cos (2t\/ A? + 442 )} (4.2.26)

W) = AZ 1 4g2 +4 2

es decir, se llevan a cabo las oscilaciones de Rabi. Este resultado resalta por
su clara diferencia con el resultado semiclasico (2.3.9), donde el atomo en el
estado excitado no puede hacer una transicion al estado inferior en ausencia
de un campo de radiacién. En el tratamiento cuantico, una transicién en el
vacio del estado excitado al base es posible debido a la emisidn espontdnea.

El fenémeno de colapso y resurgimiento se puede interpretar partiendo
de la ecuacion (4.2.25). Cada término en el sumando representa oscilaciones
de Rabi para cada valor definido n. La distribucion de fotones py,,(0) deter-
mina el peso de cada valor n. Inicialmente, en ¢t = 0, el 4&tomo se encuen-
tra preparado en un estado definido y por lo tanto todos los términos en
la, suma estidn correlacionados. Conforme el tiempo avanza las oscilaciones
de Rabi asociadas a diferentes excitaciones tienen diferentes frecuencias y
as{ la correlacién empieza a disminuir, generando el colapso de la inversion.
Posteriormente las correlaciones se restauran, ocasionando un resurgimiento.

Este comportamiento continda y queda descrito por una secuencia infinita
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de resurgimientos y colapsos. Es la estructura granular de la distribucién de
fotones la razon por la cual existen dichos resurgimientos, fenénemo pura-
mente cuantico. Este comportamiento se hace evidente en la Figura (10), la
cual se realiz6 utilizando QUANTUMOPTICS.JL* en JULIA [8]. A su vez, el
grafico Figura (11) muestra el mismo fené6meno con un namero promedio de

fotones n = 2.

Inversion atémica: colapso y reavivamiento
1.00

0.75 1

0.50 1

0.25 4

0.00 1

wit)

—0.25 +

—0.50 A

—0.75 A U

-1.00 T T T T
0 20 40 60 80 100

Figura 10: Inversion atomica utilizando QUANTUMOPTICS con el campo inicial-

mente en un estado coherente y el dtomo excitado.

1Ver Apéndice A.1
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Inversion Atémica

1.00 4

0.75 1

| ﬂ ﬂ

0.25 A

wit)

0.00

—0.25 +

wfl

—0.75 A U

0 20 40 60 80 100

Figura 11: Inversiéon atémica analitica con el campo inicialmente en un estado

coherente con un nimero promedio de fotones 7 = 2 y el atomo excitado.

4.3 Discusion sobre las Soluciones

Ahora discutiremos el contenido fisico de las soluciones obtenidas en las
secciones anteriores. Estas las analizaremos desde dos casos limites: (i)
cuando el campo de radiacion se encuentra en resonancia con la frecuencia de
transicion atomica y (4i) cuando éstas estan en alta desintonia. El estudio del
primer caso estard muy relacionado con la derivacién, realizada en secciones
anteriores, mediante algebra de operadores. En el segundo caso la evolucion
temporal de la funcion de onda [¢)) del sistema completo se sigue de la

identificacion de un Hamiltoniano efectivo, que conserva la poblacién atémica
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y la estadistica de los fotones. Dicho Hamiltoniano efectivo es fundamental

en el campo de estudio de la electrodindmica cuantica y 6ptica cudntica.

4.3.1 Consideraciones Generales

En la seccién anterior notamos que el Hamiltoniano de interaccién acopla
s6lo dos amplitudes de probabilidad: ¢, ¥ ¢4 nt1. Como nos restringimos a
evoluciones temporales unitarias, esto es, consideramos el sistema cerrado de
dtomo-campo y como la mecanica cuantica es lineal, entonces las amplitudes
de probabilidad dependientes del tiempo seran igualmente combinaciones
lineales de las amplitudes de probabilidad a un tiempo ¢ = 0.

Asimismo, como el Hamiltoniano de interaccion crea una excitacién atéomica
al aniquilar un fotén y viceversa, la evolucién temporal del sistema cudntico
s6lo puede ser descrito por un periédico intercambio energético entre las
excitaciones del campo y del 4&tomo. Por lo mismo, las amplitudes de pro-
babilidad deben de ser funciones periédicas. Las funciones peridédicas més
elementales son el coseno y el seno, funciones que efectivamente aparecen
en (4.2.19) y (4.2.20). La periodicidad de dicho intercambio energético esta

dada en términos de la frecuencia generalizada de Rabi

An = \/<§>2—|—92(n+1)

que, como hemos visto, son las raices del determinante de la matriz U.

Para lograr transiciones del estado |g,n + 1) al estado |e,n) o viceversa
es necesaria la presencia del campo. Por ello, las amplitudes de probabili-
dad deben ser al menos proporcionales al campo eléctrico o, de otra forma,
proporcionales a la frecuencia de Rabi A,,. Consecuentemente, la contribu-
cién en ¢, p, debida a la transicién desde c4,41 debe ser proporcional a una

funcién seno, porque para valores muy pequenos el coseno es independiente
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de \,. Siguiendo el mismo razonamiento, la contribucién en ¢4 41 debida a
una transicion desde c., debe estar descrita por una funcién seno.

Es mas, la probabilidad de permanecer en el mismo estado debe ser
proporcional a una funcién coseno, para lograr garantizar, que en el limite

de tiempos cortos o de un campo débil, no existe transicién alguna.

4.3.2 Caso Resonante

Iniciaremos la discusién con el caso més sencillo, el caso resonante, es decir,
cuando A = w — wy = 0. En este limite notamos que la frecuencia de Rabi

se reduce a

An=gvn+ 1.

Con lo anterior en mente, las amplitudes de probabilidad se escriben en

la forma siguiente

Cen(t) = cos (gt\/n + 1) Cen(0) —isin (gt\/n + 1) Cgn+tl (4.3.1)

Cgn+1(t) = —isin (gtvn + 1) cepn + cos (gtvn + 1) ¢gn11(0). (4.3.2)

De estas expresiones también notamos el intercambio peridédico de excita-
ciones entre el campo y el d4tomo. Ademés, es notorio que la funcién seno
siempre tiene como coeficiente —i, el cual proviene de la ecuacion de Schrédinger,

que se refleja en la ecuaciones de Rabi, (4.2.15).

Oscilaciones de Rabi de vacio

Un caso especial surge cuando consideramos el campo inicialmente en el

estado base, es decir, en el estado de vacio. En este caso, las ecuaciones
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previas se escriben como

Ce,0(t) = cos (gt) ce,0(0) —isin (gt) cg.1

cg1(t) = —isin (gt) ce0 + cos (gt) cg,1(0).

Estas indican un intercambio periédico entre las excitaciones atémicas y el
campo, incluso cuando éste se encuentra en el estado de vacio. La frecuencia
de este intercambio es la frecuencia de Rabi del vacio g dada por la ecuacion

(4.1.6) para un modo

g= 19
h

&o.

Como antes vimos, en el vacio, un atomo inicialmente en el estado base
no puede llegar a ser excitado. Sin embargo, si el 4tomo comienza en el
estado excitado, entonces hay un intercambio periédico entre el d&tomo y el
campo. En este caso, tendriamos las condiciones iniciales c.o = 1y ¢4,1 = 0,

provocando que

Ce0(t) = cos (gt)

cg,1(t) = —isin (gt).

4.3.3 Caso no Resonante

Otro anélisis importante es cuando la desintonia es muy alta, es decir, cuando

se tiene que

2gvn+1

— < L 4.3.3
A (4.3.3)
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En este caso las amplitudes de probabilidad se ven influenciadas por la

modificacion de la frecuencia de Rabi, la cual seréd de la forma

2 1/2 2 2
_A<1+4g n—|—1> %A<1+29(n+1)>_A+g(n—|—l)

A2 2 A2 ) A

y de la ecuacion (4.2.19)
—iAt/2 . (A
Cen(t) = e [cos(Ant) + isin(Ant)] cen(0) = exp |—i | = — An ) t]| cen(0),

(0]

2(n
Cen(t) = exp [z g(A—Fl)t} Cen(0). (4.3.4)

Aqui ignoramos las transiciones del estado base, porque

gvn+1| 2gvn+1 < 2gyn+1
An |AJ[1+4g%(n + 1)/ A%]1/2 A

< 1.

La gran desonancia impide que el dtomo logre una transicién: debe per-
manecer en su estado inicial.
Anélogamente, podemos observar qué es lo que ocurre en la amplitud de

probabilidad c¢g n41(t)

(A g*(n+1
Cgn+1(t) = exp [—z (2 — )\n> t] Cgn+1(0) = exp [—z g(nA)t} cgn+1(0).

(4.3.5)
Notemos que las amplitudes de probabilidad estdn rotadas de distinta forma:
cgn+1 rota en el sentido de las manecillas del reloj, mientras que c., lo hace
en el sentido contrario.

Hamiltoniano Efectivo

Ahora ya contamos con las herramientas necesarias para simplificar las ecua-

ciones (4.2.19) y (4.2.20), y (4.2.13). Sustituyendo las expresiones (4.3.4) y
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(4.3.5), para las amplitudes de probabilidad c.p y ¢gn+1, en la funcion de
onda (4.2.13) encontramos que

2

(t)) = i [exp <z 92(’”‘:1) t) Cem(0)]e,m) + exp (—z‘ % t> cm(0)]g, n)] .

n=0

(4.3.6)

Recordamos las relaciones

ei“’&zdm|e,n) = e"¥"|e,n)

. ~ ATA s
wwpoLa'la _ ipon
6(,02 ]g,n)-e 4 ’gan>
para una fase real arbitraria ¢. Ademéas vemos que

5@+ 1) = e}

1.
562+ 1)lg) =0,

con lo que reescribimos la funcién de onda como

2 00
w(0) ~ oxp { 1 62t + 56+ 1) t) 3 ecn@lenn) + O]

n=0
i
—exp (~ ) 10(0).
En la expresion anterior introdujimos el Hamiltoniano efectivo
2 hgz Aoata 1.
Heyg = —A |9:4'a + §(O'Z +1). (4.3.7)

Cuando alcanzamos una desintonia muy alta, la dindmica del modelo de
Jaynes-Cummings queda descrita por el Hamiltoniano efectivo (4.3.7). Esta
dindmica conserva la estadistica de los fotones y la poblacién atémica. En

realidad so6lo introduce los cambios de fase

2
(e) 9 (n+ 1)
o () ="—K1 1
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o) (1) t

9’n
A

en los vectores de estado |e,n) y |g,n).
La funcién de onda (4.3.6) puede ser expresada en términos de los cam-
bios de fase y, recordando que c¢,(0) = w,Ce y ¢4,(0) = w,Cy, entonces

obtenemos
> () D)
6(6) = 3 wa (¢ OC ) + 7 0C |g) ) ). (43.8)
n=0

Es importante destacar que los cambios de fase cpgf) (t) y gp,(lg) (t), los cuales
dependen del numero de fotones, son diferentes para el estado excitado y
para el estado base. Ademaés, los estados atémicos no se factorizan del estado
del campo, es decir, el Hamiltoniano efectivo, el cual no provoca transicién
alguna en el sistema, crea un entrelazamiento entre los estados atémicos y
del campo.

En pocas palabras, a lo largo de este capitulo, estudiamos la forma de in-
teracciéon mas sencilla entre radiacién-materia, dada por el modelo de Jaynes-
Cummings. Este describe la interaccién entre un campo electromagnético de
un modo confinado en una cavidad y un 4tomo de dos niveles. El intercambio
energético entre el campo y el 4tomo, provoca el comportamiento oscilatorio
de las poblaciones (oscilaciones de Rabi) y la superposicion de estados (esta-
dos vestidos). Ademas, el tratamiento puramente cuantico de la interaccion
atomo-campo nos permitié analizar el fenénemo de colapso y resurgimiento,
el cual proviene de las caracteristicas cudnticas del campo.

Al poderse obtener una solucién exacta, dicho modelo funciona como una

herramienta basica en el estudio de la 6ptica cudntica. Ademas, su influencia
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es notoria en el estudio de la electrodindmica cuéntica y fue fundamental en
la investigacion de atomos ultra-frios, asi como en informacién cuéntica.

Al contar ya con las bases del modelo de Jaynes-Cummings, en el capi-
tulo siguiente estudiaremos sus generalizaciones, es decir, analizaremos los

modelos de Dicke y de Tavis-Cummings.
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5 El Modelo de Dicke: Una Generalizacion de N

Atomos de Jaynes-Cummings

En la teoria de radiacién, un atomo cuenta con una probabilidad de per-
manecer excitado que decae exponencialmente con el tiempo. Es decir, un
gas de atomos diluido, preparados inicialmente en el nivel energético supe-
rior de una transicién electrénica, decaen, por la emisién espontanea de luz,
hacia niveles inferiores de energia. Esto se lleva a cabo de acuerdo a un pro-
ceso en donde los 4tomos interactian independientemente unos de otros con
el campo de radiaciéon desencadenando la emisién de radiacién incoherente,
cuya tasa es proporcional al nimero de dtomos V.

La descripcién anterior es valida si la distancia interatdmica es grande,
es decir, cuando se ignora la interaccién dipolo-dipolo y al campo como me-
diador de la interacciéon entre los 4tomos. En este capitulo, analizaremos
el resultado fundamental de superradiancia en el modelo de Dicke [2]: una
coleccion de dtomos acoplada a, y por, un campo electromagnético comtn,
contard con una emisién de radiaciéon cuya intensidad méxima serd pro-
porcional a N2. R.H. Dicke en 1954 calcul6 la tasa de radiacién emitida
espontaneamente por un sistema atémico de dos niveles. Al considerar la
colecciéon atémica como un solo sistema cuantico, Dicke encontrd que en
ciertas condiciones los atomos pueden radiar de forma cooperativa con una
tasa proporcional al cuadrado del namero de dtomos. Asi, esta radiacién
se vuelve sensiblemente mayor y més rapida que la emisién de los dtomos
independientes. A este fenémeno se le conoce como superradiancia y se le
atribuye a la interaccién coherente de los dipolos atémicos con el medio.

El interés por el modelo de Dicke adquirié mayor auge debido a la habi-

lidad de manipular dtomos individuales y fotones en una cavidad. Ademés,
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la transicion de fase reportada a inicios de 1970 por Wang y Hioe [5] y Hepp
y Lieb [9,10] también provocéd un renovado interés por este modelo.

La descripicién del modelo de Dicke es, en si, una generalizacion del
modelo de Jaynes-Cummings, analizado en el capitulo anterior. Este sistema
estad compuesto por N dtomos interactuando cooperativamente con un modo
del campo de radiacién. La esencia del comportamiento cooperativo se basa
en que los dipolos atémicos interactian con el mismo modo del campo.

El presente capitulo tiene como objetivo analizar los principales resul-
tados obtenidos por R.H. Dicke y su anélisis en el limite termodindmico
N — oo. Para lograrlo definiremos los estados de Dicke y los operadores
atomicos colectivos, que nos serviran prosteriormente para estudiar el espec-
tro de energia de este modelo. Después realizaremos el anélisis en el limite
termodindmico siguiendo el texto de Wang y Hioe e incluiremos una breve

discusion sobre la importancia del término AZ2.

5.1 El Hamiltoniano de Dicke en la Aproximaciéon de Onda

Rotante

El Hamiltoniano que describe la interaccion entre radiacién y materia puede
escribirse en dos formas equivalentes [11]. Una esta asociada a la expansion

multipolar

=Y (B ) - D B r) ¢ - [ (B 4B )

donde el primer término describe el campo atémico, el segundo la interaccion
dipolar con el campo eléctrico y el altimo la energia del campo de radiacion.
Otra forma de escribir dicho Hamiltoniano esté relacionado con la norma de

Coulomb

5En la literatura también se le conoce como norma de radiacion.
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Hp= P2 4 v - © S A+ EA 1/(E2+B2)d3r
= Ta) = — o a5 o9 T 5 s
B~ om me 4 P 2mc? = 8w

(5.1.2)
donde se consider6 la aproximacién de onda larga®. Ademés, la expresiéon
(5.1.2) contiene el término diamagnético, que incluye el valor A%. Ambas
expresiones (5.1.1 - 5.1.2) estan relacionadas mediante la transformacion uni-

taria de norma [11,12]

N
e
U =exp zm;rs~A ,

es decir, ambos Hamiltonianos representan las mismas predicciones fisicas al
tratarse correctamente.

Sin embargo, si al sistema atémico lo restringimos tinicamente a sus dos
niveles de energia mas bajos (aproximacion de dos niveles), el Hamiltoniano
(5.1.1) da lugar al Modelo de Dicke [2]|. Dicho Hamiltoniano describe la in-
teraccién colectiva de un modo de radiacién de frecuencia wg con una sola
transicion, entre los niveles |g) y |e) (de frecuencia wp), en un sistema de
N atomos idénticos de dos niveles, localizados en una cavidad en la aproxi-

macioén dipolar. Asi, el Hamiltoniano del sistema puede ser escrito como

N

T%Z(af+a)(&i+&i), (5.1.3)
j=1

donde wp es la frecuencia del campo, fiwg representa la energia de separacion

N
. L1 v
H:thaTa+§wo E ol +
j=1

atomica, y @' y @ denotan los operadores de creacién y aniquilacion, respec-

tivamente, de una excitaciéon del campo de un modo. Por otro lado, 62 es el

SEn o6ptica cudntica frecuentemente se considera la variacién espacial del campo en
contraste con las dimensiones del sistema atémico como despreciable; ésta es la llamada

aprozimacién de onda larga, también conocida como aprozimacion dipolar.

114



operador j-ésimo de la poblacién atémica relativa; &i y 67 los operadores
de transiciéon del j-ésimo &4tomo, y «v la constante de acoplamiento. En con-
traste con lo anterior, la aproximacion de dos niveles de (5.1.2) da lugar a
un Hamiltoniano distinto, que contiene el término diamagnético y, ademas,
no es equivalente en términos de norma a (5.1.3) [13].

Si ahora expresamos (5.1.3) como

donde h = 1, es posible observar que el tercer y cuarto término corresponden
al término rotante y al contrarrotante del Hamiltoniano de interaccién, re-
spectivamente. Por el andlisis realizado en el capitulo anterior, sabemos que
en cercana resonancia (wgp & wp) los términos rotantes varian rapidamente
en una escala de tiempo de 1/wp y con un promedio cercano a cero. Por
lo anterior, se hace la aproximacién de onda rotante (RWA). Mediante esta

aproximaciéon el Hamiltoniano anterior toma la siguiente expresién

N 1 N ¥ N N
Hro = wraa + w8, + —=(a'S_ +asS 5.1.4
Tc = wpadla+ jwoS: + \/N(a +asSy), ( )

a la cual se le conoce como el Hamiltoniano de Tavis-Cummings [3]. Ademas,
la accion de estos operadores se efectiia sobre una muestra de atomos indis-
tinguibles. Dada la indistinguibilidad de los &tomos en el modelo de Dicke, en
la siguiente seccién nos encargaremos de presentar los operadores atdémicos
colectivos, St y S., con lo que justificaremos la expresion del Hamiltoniano

anterior.

5.1.1 Estados de Dicke y operadores atémicos

Muchos problemas en la 6ptica cudntica estan relacionados con la interaccién

entre un sistema atéomico de dos niveles y un campo electromagnético. Su
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estudio necesariamente esta ligado a una seleccién de estados cuanticos para
lograr una descripciéon del 4tomo y del campo, asunto que trataremos a
continuacion.

FEn un sistema de N 4tomos de dos niveles, al &tomo j-ésimo en el estado
base se le denota |g;) y al excitado |ej). Un operador actuando en este

sistema puede ser expresado en términos del conjunto de matrices de Pauli

0%, oy, 0% y la matriz identidad, donde el superindice indica su accién sobre

el atomo j-ésimo. Al restringir el sistema atémico a sbélo dos niveles, éste
. . .1
puede ser descrito como un sistema de espin-3, cuyos operadores de ascenso

v descenso estan dados por
i Lo Lasi
o) = 5(0:0 + wy),

los cuales satisfacen las reglas de conmutacién siguientes

[6%,67] = &7, (5.1.5)

. . ; 57
donde los estados |g;) y |e;) son eigenestados de 6.
De las expresiones anteriores, definimos los operadores atémicos colec-

tivos como

J, =

DO |

N .
S 6h (n=wy.2)
J

N .
Jr=> 4%,
j
P =0+ + 2

El espacio de Hilbert correspondiente a la muestra de N atomos estéd
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generado por el conjunto de 2V estados producto

N
p1-n) = @ [5), (& =e,q). (5.1.6)
j=1

En particular, si nuestro sistema estd compuesto por N atomos excitados,

entonces tendriamos

N

H‘>:®|6j>: ‘676)"' ,€>,

j=1
que corresponde al eigenvalor no degenerado N/2.

Estados con un atomo en el estado base, por ejemplo, |e,e, - e, g,€),
corrresponden a un conjunto de N estados degenerados, cuyo eigenvalor es
N/2—1. Una observacion similar le corresponde a estados con n4 dtomos en
el estado excitado y n_ en el estado base, los cuales tienen una degeneracion
dada por $ y cuentan con un eigenvalor m = "= Para remover
dicha degeneracién notamos que el problema considerado es equivalente al
problema del momento angular. Asi, a partir de las reglas de conmutaciéon

(5.1.5), vemos que los operadores ju obedecen las mismas reglas de con-

mutacién que los del momento angular, es decir,
[Ju, Jy) = iJ..

Ademads, podemos expresar los operadores de ascenso y descenso de la si-

guiente manera

+ >
Il
8
+
<
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que obedecen lo siguiente
(32, Js] = 3, 1] = 0,
[T, Js] = £ hJs,
[Jy,J ] =2hJ.. (5.1.7)
Tomando en cuenta lo anterior, llamaremos momento angular total (o
simplemente momento angular) a la suma de las contribuciones del momento
angular orbital L y espinorial S:
J=L+S.
Una posible base para los estados de (5.1.6) son los eigenestados de J..
Un eigenestado de J? y J. se escribe como |7,m), donde j es el momento an-
gular (total) y m la proyeccion z del momento angular, donde las ecuaciones

de eigenvalores tienen la siguiente expresion’

I2|j,m) = hj(j + 1)|j,m),
J.|j.m) = him|j,m).

A los eigenestados |7, m) se les conoce como estados de Dicke y se han uti-
lizado en el estudio de la superradiancia. Ademads, estos estados, que en
realidad son los estados de momento angular, estan definidos como los eigen-

estados de jz:
Jo= oo (i~ 00
== o \J+7- —J+ -
De los resultados anteriores, es posible expresar J? como

ﬁ:aﬁi_iﬁpdg

"Se acostumbra hablar de la magnitud del momento angular en unidades i = 1; por

ejemplo, el momento angular %l se lee como momento angular /.
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Incluso, utilizando la expresién anterior y las relaciones de conmutacién

(5.1.7), podemos mostrar [14] que j y m cumplen
—j<m<j

Finalmente, la accién de los operadores de momento angular sobre los

estados de Dicke es

jz\j,m) = hm|j,m),

Jiljsm) = /i +1) = m(m + 1)|j,m + 1),

J_|j,m) = h/§(j + 1) — m(m — 1)|j,m — 1),

v sus respectivos elementos de matriz son

(Gomldlg", m'y = hmdj g G,

Gom|Jelsm'y = hn/5(5 + 1) — m/(m/ £ 1)8; j1 61

resultados que se demuestran en [14,15].

Nuestro anélisis siguiente se centrara en la situacién en donde el momento
angular estard determinado dnicamente por la contribucién espinorial S, es
decir, cuando L = 0. Esto provoca que |7,m) = |s,ms) y consecuentemente
que JA# — 5’#, justificando con esto la notacion de la expresion (5.1.4) escrita

en la seccién anterior.

5.2 Eigenestructura

5.2.1 Modelo de Dicke de Dos Atomos
Analisis Atémico

El caso mas sencillo del Modelo de Dicke es el de dos atomos. Comenzaremos

el andlisis ignorando la interaccién entre el sistema atémico y el campo de

119



radiacion. Asi, reduciremos momentaneamente el estudio al término del
Hamiltoniano %wogz para los atomos. En esta situacion la energia del estado
base estd dado por —%Swo, donde S es el espin total del sistema, el cual, en
este caso, es S = 1. Ademas, el nimero de estados de espin estd determinado
por £(S5) =25 + 1.

Por lo anterior, el sistema de dos 4tomos de Dicke puede tener espin total
S =1 (estado superradiante) o espin total S = 0 (estado sub-radiante). La
denotacion de los prefijos super v sub alude a la tasa de radiacion del sistema
de Dicke si éste se acopla con un campo electromagnético. En una base de

espin |s, ms) tendriamos
1. Estado Superradiante; S = 1

(a) Iniciamos con la inica combinacion posible para |s = 1,ms = 1),

es decir,
1,1) = [e1, e2) (5.2.1)
(b) Aplicando el operador de descenso al estado (5.2.1) obtenemos
1,0) = <= (g1, e2) +len, 2)) (5:22)
yUp = NG g1, €2 1,92))- -2

(¢) Anélogamente haciendo actuar S_ sobre el estado anterior lo-

gramos
11, -1) = g1, 92)-
2. Estado Sub-radiante; S =0

(a) Como el estado |s = 0,ms = 0) debe ser ortogonal a (5.2.2) y

la tnica opcién es una combinacion lineal de |e1, g2) y |g1,€2),
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entonces escribimos

0,0) = jﬁ (lg1, €2) — le1, 32)) -

Por otro lado, la degeneraciéon de los estados de Dicke estd dada, para
N>2y S <X por[i6]

N(25 4+ 1)

95 = g — s

Consideraremos que el valor méximo de espin del sistema es S = %

Incluso, como S2 = S2 + §§ + 52 conmuta, por las reglas (5.1.7), con el
término atémico del Hamiltoniano de Dicke (5.1.4), entonces el valor del

espin se conserva.

Analisis Completo

Proseguiremos ahora recuperando el estudio del Hamiltoniano completo (5.1.4).

Para encontrar sus eigenestados definimos el niimero de excitacion,

M =ata+S,.

y calculamos su conmutador con el Hamiltoniano (5.1.4),

La ultima igualdad en la expresion anterior contiene los términos con-

trarrotantes, los cuales se anulan debido a la aproximacién de onda rotante
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(RWA). Ademas, dicha expresion muestra que el valor del nimero de ex-
citacién es constante, cuyo valor denotaremos por 7.

Ahora, proponemos una superposicion del estado de Dicke |j,m) y un
estado de namero |n) para el campo, para encontrar los eigenvalores de H.
Lo anterior se realiza con el objetivo de mantener el ntimero de excitacién
como una constante de valor 7. Particularmente, en caso de resonancia,

wo = wp, encontramos que los eigenestados son

n+ 1
.0 =/ L 10— 1) — [ i+ 1)
n, +1) 1,1)|n — 1) o+l 1, -1)|n+1
| 2(2n +1’ ) 2027 + 1)
+ \ﬁu,m\m. (5.2.3)

Ahora, para obtener los eigenvalores de los eigenestados (5.2.3) debemos
calcular la accién del Hamiltoniano (5.1.4) para N = 2 (Hy=2) sobre los

eigenestados |n,0) y |n,£1), donde

N ’)/ A_‘_/\ A
i :wM+—(aS,+as)
N=2 0 ﬁ +

ZwOM—F% (&* (oL +0%] +a [a}r+oi]).

Finalmente, el calculo descrito anteriormente es

. . n+1
Hy— 0) = Hn— 1. -1 1
N=2|n,0) N2< o+ 2 +1\ )n —+ >>

5 n+1
=woM 1L, Hin—-1)— 1, -1 1
ol (3oLl = 1 = o 1) 1) )
n

—o (- 1+ 1y 2 Ll - 1)

1 1]1,—1>|n+1)>

1L Dln—1) =

+m<u—w+m

- nw0|n,0>,
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dado que f (aTS + aS+> |n,0) = 0.
Procedemos analogamente para los eigenestados |n,£1) y obtenemos,

para el operador M , que
M|n, £1) = nuwol|n, £1). (5.2.4)
Continuamos ahora con el término que describe la interaccién

(aTS_ + dS+> In, £1)

1 i n+1
=2 + < txt———(le1,92,n) + |g1,€2,1)) + | —————|g91,92,n + 1
\/7 2{ 2(2n+1)(!192 )+ lg1,e2,n)) \/2(2n+1)lg1 92 )}
1 n+1
U+ =dt—tT—— ,/
+ n+2{ 2(277+1)(’61’g2’ n) + |g1,e2,n) >2n +1 le1, e2,n }

/ 1 / n | n+1
77+ 92 { 2(277+ 1)’613627’”’ 2 + |917921n+ }
1 1
+24/n+ 3 {i2(|€1,927n> + |g1762,n>)}

1
=2 77—|—§\n,i1>,
es decir,

% (aTSL + dSu) In, £1) = v1/25 + 1 |n, £1) (5.2.5)

Sumando (5.2.4) y (5.2.5) logramos obtener los eigenvalores de |n,+1), los

cuales son

nwo £yv2n+1.

El espectro de eigenvalores es una sucesion de tripletes excepto para n = 1
(doblete) y para n = 0 (singulete). La Figura 12 muestra lo anterior para

diferentes ntmeros de excitacién.
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Niveles de Energia

n=0
= =3
T n
—_— ;]:3
N=2

Figura 12: Diagrama de los niveles de energia del Hamiltoniano de Dicke en reso-
nancia. Los niveles de energia se muestran en funcién del nimero de excitacion n

y para el caso de dos atomos (N = 2).

Por otro lado, la evoluciéon del modelo de Dicke para N = 2 presenta el
mismo comportamiento de colapso y resurgimiento, caracteristica puramente
cuantica del modelo. Nuevamente, utilizando JULIA y QUANTUMOPTICS.JL
modelamos la evolucién del modelo de Dicke de dos atomos®, la cual se

presenta en la siguiente Figura 13, en donde W (¢), la inversion atomica, esté

8Ver Apéndice A.2
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dada por

Inversién Atémica

1.00
—— Jaynes-Cummings

0.75 1 —— Dicke:Dos Atomos

050 1 ﬂ ﬁ

0.25 4

0.00 +

Wit)

—0.25 A

i

—0.75 - H

_100 T T T T T T

Figura 13: Inversion atémica comparativa, para el caso de un atomo (Jaynes Cum-

mings) y dos dtomos (modelo de Dicke).

5.2.2 N > 2 Atomos de Dicke

Para obtener los eigenvalores y proceder con el problema de diagonalizacion
del Hamiltoniano (5.1.4) seguiremos el analisis de Narducci, Orszag y Tuft

[17], quienes, con base en el estudio de Tavis y Cummings?, denotan a los

9Ellos observaron que el Hamiltoniano de Dicke con la RWA conmuta con el operador

J? y con M. El operador J? del momento angular mide los grados de correlaciéon de los
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eigenestados arbitrarios |4, 7, 1), caractrizados por el nimero de cooperacion'®

J y por el nimero de excitaciones n+ j. La letra [ se utilizara para etiquetar

los eigenestados del multiplete (j,7) con

0<I<j+mn, paran<j

0<1<2j, paranz=j.
Por lo tanto, la ecuacién de eigenvalores que debemos resolver es
adin '7 al N
Aljon, 1y = B j,0,1), (5.2.6)

donde H esta dado por el Hamiltoniano (5.1.4).
La representacion mas general de los estados |7, 1, [) consiste en requerir
que éstos sean eigenestados simultaneos de los operadores S2, S, y H , que

consecuentemente nos lleva a la siguiente expresiéon

n+j
Gy = Y. APy [j,m), (5.2.7)

n=max{0, n—j}
donde el limite inferior de la suma es 0sin < jén—jsin > jylos estados
In) y |4, m) son los eigenestados de aféa y S., respectivamente. Por otro lado,
la labor de los coeficientes AS{’“’) es caracterizar al 1-ésimo eigenvector del
multiplete (j,7) del Hamiltoniano.
Continuamos aplicando el Hamiltoniano (5.1.4) a los eigenestados (5.2.7)

. . . i\, 1
con lo que obtendremos una relacién de recurrencia de los coeficientes Ag o ),

espines individuales, mientras que el operador M calcula las excitaciones en el sistema

colectivo, cuyo eigenvalor es n =n + m con h = 1.
'9F1 término nimero de cooperacion lo introdujo Dicke [2], refiriéndose a las diferentes

representaciones de SU(2) utilizadas en la descripcion del espacio de Hilbert del sistema.
Fisicamente puede ser interpretado como el nimero efectivo de atomos en el sistema, es

decir, aquéllos que contribuyen en la energia del campo atémico.
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como se observa a continuacion

N 1 N N N
Hlj,n,l) = [wF&T 0+ SwoS: + K (aT S+ &S+)] 19,1, 1)

= lwp n+vm] AGPD 4w {VnVGG+T) = mim + D AT

+ 5 { VT TG0+ 1) — mlm — DA}

— El(j»ﬁ)AnglJ)’ (528)
donde v = %wo, K= \/LN v se cumple que

0<n<n+j, sin<y
n—j<n<n+j, sin=>j.

Es posible visualizar el problema de eigenvalores (5.2.8) como la ecuacion

matricial
HA! = E;AL, (5.2.9)

donde el vector columna A’ es de dimension (2j + 1) con entradas A§£ 0 y
‘H es una matriz tridiagonal de iguales dimensiones.

El principal problema al que nos enfrentamos es la diagonalizacién del
Hamiltoniano, la cual se realizara en dos regiones del plano (j,n), es decir,

en las dos siguientes situaciones

J <, (5.2.10)

n=-j+p, p<L2j (5.2.11)

En el primer caso (5.2.10) estamos considerando estados colectivos que
contienen un alto numero de excitaciones elementales. Por otro lado, en el

segundo caso (5.2.11) hay un namero pequernio de excitaciones en relacion al

nimero de estados de energia accesibles.
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Niveles de Energia Altamente Excitados: j < n

En este caso, el indice n de la relacion de recurrencia (5.2.8) corre sobre los
2741 valores entre n—j vy n+j. Por el momento, serd conveniente introducir

un nuevo indice ¢ definido por
n=i+n il <j (5.2.12)

al igual que una nueva etiqueta dada por p = {—7j. De la definicién del nuevo
indice, obtenemos también que m = n — n = —1t, por lo que la expresién

(5.2.8) puede escribirse como

[0+ i(wr —v)] A"

R )G +i)G —i+ 1))z AL

ey
R+ n+ 1) +i+ 1) — i)z D

=B, AP i) | < 4. (5.2.13)

7

Sin embargo, nos ubicamos en el caso en donde j < 1, entonces los fac-

tores v/n+ 1y \/n+ 1+ 1 son esencialmente constantes sobre todo el rango
que abarca el indice i. Consecuentemente, podemos reemplazar la ecuaciéon

(5.2.13) por la siguiente aproximacion

(WF—V> ;4G )
2K ‘

+ g {[(j —i)(j—i+ 1)]%A§ff’“) + (=) +i+ 1)]%14&{7,#)}

L AU (%;") A ) (5.2.14)

Incluso, es posible obtener (5.2.14) de manera mas formal mediante la

aplicacion de los operadores S, y S;. Asi, la ecuaciéon anterior puede expre-
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sarse como

([MF%; V] S+ ﬁs:C) V) = (T) W) Iul <34, (5.2.15)

donde S, y S, son los operadores de momento angular actuando sobre un
espacio de Hilbert de dimension (2j+1) y los estados |¢), son superposiciones
lineales de estados que diagonalizan S'Z, esto es
: (1)
[} = Z Aiu 17,%)-
i=—j
Notamos que, para que las ecuaciones (5.2.14) y (5.2.15) sean equiva-

(/J') — A(]: m l)

lentes, es necesario hacer la aclaracion que A" = A; . Escribimos ahora

la ecuacion (5.2.15) como

A~ A E B — ’
(COSQSz +Sin95x) V) = ( MQH 77) [<WF2R V) o

donde se utiliz6 que

=

%) s

2
sinf = /7 [(”2 ”) +n
K

Continuamos aplicando la transformacién unitaria generada por el opera-

dor de rotacion €Sy a |9) . v definimos el estado, que resulta de su aplicacion,

COomo

[6(8)), = 05|,

Finalmente obtenemos una ecuacion de eigenvalores mas familiar dada

por

(WO |l <7

Sl (o), = 1 [(“’F . ”)2 1




Los eigenvalores de la expresion anterior son los (2j+1) valores de i, mientras
que los eigenestados |t)(#)),, son esencialmente los eigenestados del momento

angular |7, m). Asi, obtenemos la expresion de los eigenvalores

2
WEp —V
()

= B =+ /62 + 4k, |ul < J, (5.2.16)

1
2

EUM =4 2x

M K

con § = wp — V.

Ademas, las entradas de la matriz correspondientes estan dadas por

Al <j7i‘e—ieé‘y‘j7ﬂ> = AU H)

7 ) )

donde

1
2

, (5.2.17)

2
_ Wp — UV Wp —V
0 = cos™!
Ccos o [( o >—|—77

con lo que completamos finalmente el problema de diagonalizacién para j <

n.

Niveles de Energia de Bajas Excitaciones: n=p+j, p<K2j

De un modo andalogo procederemos ahora con el estudio de los eigenestados
y eigenvalores de los estados atémicos caracterizados por un niimero bajo de
excitaciones en relacion al numero de estados de energia accesibles.
Iniciaremos retomando la expresion (5.2.8) y tomando en cuenta que la
dimensién del espacio en este caso es n+ 7+ 1 = p+ 1. Introducimos ahora

los nuevos indices

1 ||<1

1=n x 272p,
] 1 ||<1
W= 5 W 2p.



Reescribimos la ecuacion (5.2.8), utilizando que m =1 — n, como

nwr + v(n —n)] AS D 4 k[0 —n+n)(G+n—n+ 1)z AGTD
. 1 i
+ R+ 1) —n+n+ 1) +n—n)z A%

_ BP0 A

)

que nos facilitara hacer las sustituciones pertinentes. Ahora podemos escribir

la relacién de recurrencia como

W —Vv| . ; 1. 1 1 1 . LS )
AU 4 = o) (27 — = P N
[ P ] P AP+ 5 [(H 5P) (2] = gp+i)(Gp — i+ )} i-1

1
1 1 1 1 2
+§ [(i+2p+1)(2j—2p+i+1)(2p—i)] Aﬁ{;f’“)

1

o1 i\,
=5 <E# +vj— §(wF - V)p) AZ(-j ) (5.2.18)

Siguiendo la misma metodologia que en el primer caso, restringiremos

nuestra atenciéon a los multipletes que contengan p < 25 y notamos que los

factores \/Qj —ip+i+ly \/Qj — 1p+ien (5.2.18) son aproximadamente
constantes e iguales a /27 para todo valor de i. Identificamos nuevamente

la expresion equivalente en términos de los operadores atémicos

(|25 8+ Va8, ) W= o (Bt i = (r = 000)

(5.2.19)

donde los operadores acttian en un espacio de Hilbert de dimension (p + 1)
generado por los eigenvectores |3p, i) de S..

Volvemos a expresar (5.2.19) de una manera més ilustrativa mediante la

05y con

2
WEp —V Wgp —V .
0= 2
COS ore [( o7 ) +27
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obteniendo asf la siguiente ecuacién de eigenvalores

N[

9(0) )i

. E,+vj—Ywr—v)p | (wp—1v)? ,
Salp(O) = ———52 o)

De este modo concluimos que los eigenvalores de energia estan dados por

o 1
E£]7n):§(wF+y)—yj+M\/m’ ’M’ §§7

donde nuevamente § = wp — v y los respectivos eigenvectores del multiplete

(7,m) son de la forma
n+j '
om0y =Y AG ™D |n)|j,m),
n=0

con

, 1 1 s 1
AGmD = ( o= 5P || oP -

1
ip% 0<n<p.

Concluimos con la Figura 14 que ilustra esquematicamente la eigenestruc-
tura del modelo de Dicke de distinto ntmero N de atomos y diferentes valores

del niimero de excitacién 7.

Excitaciones
n=23
n=2
n=1
n=>0

N=1 N =2 N=3 N =4 Atomos

Figura 14: Tlustracion de los niveles de energia del Hamiltoniano de Dicke en reso-

nancia para distinto ntimero de atomos N y valores de excitacion 7.
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5.3 Analisis Termodinamico

En esta seccién, una vez establecido el modelo, mostraremos cémo surge
una transiciéon de fase en el modelo para temperaturas distintas de cero.
Aqui consideraremos la interaccién entre el campo eléctrico comun, que in-
troduce un orden en el sistema, y las fluctuaciones térmicas del ambiente,
que desorganizan al sistema. Veremos que a bajas temperaturas el sistema
atémico es capaz de auto-organizarse y de actuar colectivamente provocando
el surgimiento de una fase superradiante. Ademas, al final de la seccién, pre-
sentamos una breve discusién sobre el particular papel que desempena el

término A2 en la transicion de fase de Dicke.

5.3.1 Transicion de Fase para T finita

En esta seccién analizaremos como surge la transicion de fase en el modelo de
Dicke, cuya descripcién se realizé en las secciones anteriores, para temperat-
uras distintas de cero. A continuaciéon seguiremos el anélisis termodinamico
elaborado por Wang y Hioe [5] para el Hamiltoniano de Dicke en la RWA

(5.1.4). Retomamos el Hamiltoniano del modelo
N orq , : ,
H=wpala+) [2w0&;+ —(a'e? +adl)|, (5.3.1)
j=1

donde 7 =1 y se recuperé la notaciéon explicita con los operadores atémicos
individuales.

Para proceder con el andlisis termodinamico, utilizaremos la funcién de
particién canoénica Z(N,T):

1

Z(N,T):Tr{e_ﬁﬁ} - B=

(5.3.2)

donde kg es la constante de Boltzmann. Para calcular la traza de la funcién

de particion utilizaremos como base los estados coherentes |a) de Glauber

133



[18], cuyas propiedas se presentaron en el capitulo segundo. Por lo tanto,
utilizaremos las bases {|a)} y {®N,|€:)} , para el campo y el sistema atémico,
respectivamente. En la base atémica, |¢;) es el eigenvector de 6% del i-ésimo
atomo con eigenvalores ¢; = +1. Ahora, escribimos la funcién de particion
como
d2a 75121
ZINT)= > | —er,...enl (el e |a) |1, ..., en), (5.3.3)
T
€;==%1
donde [d*a = [ [d(Rea)d(Ima).
Para resolver la intergral (5.3.3) es necesario introducir los operadores
ol
- a
b= —,
N
a
/N7

los cuales satisfacen la relacion de conmutacion
[b,b1] = —. (5.3.4)

De esta forma podemos reescribir el Hamiltoniano (5.3.1), en términos de

estos nuevos operadores, como
N 1 . .
Hy =) [waTb + w06 + (b6 +b67%)
j=1

Nuestra intencién es mostrar que los operadores del campo en e AHx

pueden ser reemplazados por los mismos operadores dispuestos en el orden

antinormall!

v para ello utilizamos que
_gAN _ N (CBHN)"
eI =)
s

Y1E] valor esperado de cualquier operador en el orden antinormal estd dado por
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Normalmente los operadores del campo aparecen en la forma biobiD - - - ETB,

pero se pueden acomodar como

T Ty -
b%b%bb:b(ﬂb+jv)b
s Tas /rna o7 a 2. R
:m@fm@4b+{waw+w%
bt [+ 1] b+ {%Tmbb + bn;}
N N
JUUDVIUUNEE SN 1 sun
:NMM%&+NNN+AfNa

de donde se percibe que cada intercambio de b y bl introduce un término
+ extra, debido a la relacion de conmutacién (5.3.4). Si tomamos el limite
termodindmico, donde N — o0, entonces podemos ignorar todos los términos

del orden O(%) Con el argumento anterior, escribimos

(@l 7|} = ((alHJa)) = |wra a+z[ w0l +

y finalmente expresamos los elementos de matriz
BH |y (~pH)"
(ale W%%MZ: Tl

=exp |0 | wra a—l—Z[ woa]—i——(a aA—i-a&‘j_)

VN

De la expresion anterior, es posible hacer la siguiente sustitucion
hj = ~wodd + ——(a"67 +ad?),
2 vN

con la cual el argumento de la exponencial se simplifica y facilita el integrando
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de (5.3.3) al escribirlo como
(e1, - enl (el e [a) er, .., en)

N
_ 2
— g Pwrla| (€1, ..., en|exp —ﬁzhj €1, €N)
— —BWFW‘ 6N|He Bh7|€1,..., >

:®e—ﬁwla\ H lePhile).

Consecuentemente, podemos expresar la funciéon de particién como

N

2T -® Y /% o pertof | Ll le

i=1 e==%1 j=1

d N
=y /O‘eﬁwpotl2 <<6i’efﬁh’€i>>
€, ==x1 g

d? N
= TOée_ﬂ‘”F'O“Q ((—i—l]e‘ﬁhl +1) + (=1l PP = 1>>

_ / Pa _gopiap? [Tr(efﬁh)}N (5.3.5)

™

con h = %woc}z + \/iﬁ(oz*c}, + ad4). Asi, la expresion matricial de h es

1 2~

5 W —F=
h=| 27 W

2y 1 ’

—F=Q —5W

VN 2%0

cuyos eigenvalores son

wo 1672|a|?
A=x—4/1 —s— . 5.3.6
2 \/ * ( wiN ( )

Sustituyendo los eigenvalores anteriores en (5.3.5) escribimos la siguiente
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integral 12

2
Z(N,T) = / diO‘e—ﬁwF\Oél2 <€—ﬂ>\ + eﬂk)N
77
2 1Y
_/daeﬁwaP 9 cosh 5“’0 1+m
U wyN

N
0 _ 167272
—o [ areBer |9 cosn [ 50 . (5.3.7
/0 re [ cos ( 5 1+ w(Q)N ( )

. . 2
Hacemos el cambio de variable y = & para obtener

N
162
Z(N,T) = N/ dy e Bwr Ny [2(30$h (6;)0 1+ Z y)]

“o

1 2
2 cosh (5000 1+ 6Z y)]}
2 wp
16+2
2 cosh (5010 1+ Z y)])}
2 wp

(5.3.8)

—N/ dy exp|—pPwr Ny|exp {N]n

:N/ dyexp{ <Bwa—|—ln
0

y al utilizar el método de Laplace [19] la integral (5.3.8) puede escribirse

2
2 cosh Peoo 1+ 16Z Y .
2 wp

El anélisis previo nos permite estudiar el caso particular sin interaccién

como

Z(N,T) :N%og/i}éoeXp{N <—ﬂwpy+ln

(v = 0), donde la funcién de particion candnica tiene la siguiente expresion

1 N
Zy—o = E (200sh < woﬁ)> .

12Para lograr evaluar (5.3.7) utilizamos que

2 e} 27 (o)
/d—az/ rdr/ d9=2/ rdr
™ 0 0 0
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En esta situacién, la energia libre por particula estd dada por

f=—-pIn(Z,—p) = —kpTln <2 cosh (;woﬁ>> . (5.3.9)

Para continuar con nuestro analisis recordamos la expresion (5.3.8) y

definimos la funcion £(y)

£(y) = —Bwry+1In (2 cosh [6‘;0 1+ 1532 yD : (5.3.10)

0

El célculo de sus puntos criticos requiere evaluar primero su derivada

¢'(y) = —PBwr + tanh [5“’0 1+ 16’2Yzy] (437 > (1+ 15; y) |

Luego, haciendo &'(y) = 0, obtenemos la siguiente ecuacion

WFWo Buwo
donde
1 2
o= 1+, . 1<v< (5.3.12)
wo

Notamos que tanh(z) < 1, entonces, si 4> < wrwo, £(y) tendra un
maximo en y = 0. En este caso, la energia libre por particula, f, es la misma
que la del caso de no interaccion, es decir, (5.3.9).

Por otro lado, si se cumple que 4y > wpwy, la solucién solo dependera,
del parametro 8. Por ello, definimos el parametro 8. como la solucién de la

ecuaciéon

WEW 1
;20 = tanh <2woﬂc> . (5.3.13)

Si B < B. la ecuaciéon (5.3.11) no tiene solucion en la region 1 < 9 < oo,

por lo que obtenemos nuevamente la energia libre dada por (5.3.9).
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Sin embargo, para S > (. la ecuacion (5.3.11) tiene una, y s6lo una,

solucién en la region 1 < 9 < oo que estd dada por

BewoUo
2

WRFWo
4~2

Y9 = tanh(

Que la solucién es tinic se puede observar claramente en la Figura 15.

Solucion Unica

2.00

frlddy
— =0

75 tanh(222.9)
1.50 -
1.25
1.00 A
0.75 1

0.50 1

0.25 4

0.00

Figura 15: Aparte de la solucion trivial ¢ = 0, la ecuacion (5.3.11) tiene solucion

dnica cuando 8 > f..

Escribimos (££42)dy = v y, mediante la expresién (5.3.12), resolvemos

4~2
vy 2 o 2
= — - — . 5.3.14
Y (2wF> <4’V> ( )

para yo



Con lo anterior escribimos la energia libre como

—Bf=1In [exp (—Byo) 2 cosh { (;w05> 1+ £ZQyo }] )

wo

la cual, utilizando (5.3.14), tiene la siguiente expresion
2 2 2
Bf = [2c0sn PN g ((2) 2 (0,
WF 2wp 4y

1 2
51/ = tanh (W> .

donde

WF

Recuperando el anélisis anterior, vemos que si 472 < wp wp, entonces, a
cualquier temperatura, no ocurre ninguna transicion de fase en el sistema.
No obstante, en el caso 4y? > wrwp, existe una temperatura critica dada
por (5.3.13), donde B, = (kpT.)~!. A esta temperatura critica T, el sistema
cambia discontinuamente de un estado a otro.

Por otro lado, a una temperatura fija que satisfaga 8 > ., el sistema
sufre un cambio en su comportamiento si la constante de acoplamiento supera

su valor critico 7., dado por

WrWwo
Vo=, | ——5—
‘ 4tanh(%)

’ ’ . 4 . s A WE W
Asi, la energia libre esta caracterizada por un punto no analitico v = ¥~£5-°

2

que representa la transicién de fase. La Figura 16 muestra el comportamiento
del sistema de Dicke, donde se observan las regiones normal y superradiante.

El analisis se complementa estudiando el numero promedio de fotones
en los dos casos, T' > T, y T < T,, es decir, en el estado normal y en el

superradiante, respectivamente. Primero definimos el valor promedio de los
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Diagrama de Fase

2.00

175+

1.50 A

1.25 Fase Normal

1.00

kB Tc

0.75 A

0.50

Fase Superradiante
0.25

0.00 T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 16: Diagrama de fase correspondiente al modelo de Dicke en la RWA a

temperatura finita.

fotones por nimero de dtomos,
<ATA> 1 Tr [dT&eﬁBH]

T {ef/m] (5.3.15)

Continuamos siguiendo el mismo procedimiento del andlisis previo para cal-
cular la energfa libre. Nuevamente calculamos la traza como una integral
sobre la base de los estados coherentes {|a)} v los estados {®X ;]e;)}. Nota-

mos que la funcién de particion canoénica (5.3.7) puede ser escrita utilizando
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los eigenvalores (5.3.6) como

Z(N,T) = p——

exp [NA(y)], (5.3.16)

2
donde y = % Con lo anterior, podemos expresar la ecuacion (5.3.15) como

afa) 11  Pa, 5 sila
<N> :NZ(NT)/ ™ ofe™Pr1oF (2cosh(83) ™

— 00

N ms J5 dyyexp [NA@)
N N fooo dy exp [N(y)]

Twr B
_ Jo dyyexp[NA(y)]
Jo~ dy exp [NA(y)]

La integral (5.3.17) se resuelve mediante el método de Laplace, también

(5.3.17)

conocido como method of steepest descent. Finalmente, para los dos casos,

obtenemos lo siguiente

0 si T>T,
_ (5.3.18)

yo st T <T,
donde yo estd dada por (5.3.14).

Los resultados anteriores hacen evidente la analogia entre el modelo de
Dicke de superradiancia y el modelo ferromagnético de Curie-Weiss [20]. A
bajas temperaturas el sistema atémico es capaz de organizarse por si solo,
mostrando una transiciéon de fase superradiante. Sin embargo, por encima
de una temperatura critica las flucutaciones térmicas destruyen dicho orden

en el sistema.

5.3.2 El término A2

En esta seccién seguiremos los pasos del andlisis realizado por Rzazewski

et al. |21], quienes muestran que la presencia de la transicion de fase en el
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Hamiltoniano de Dicke se debe a la ausencia del término A? del Hamilto-
niano de interacciéon. Este término aparece cuando el Hamiltoniano de la

interaccién de N atomos y un modo del campo se escribe como
AN}
H=Y | (pj—eAry))’ +V(rj)| + hwrila, (5.3.19)
R

donde p; es el operador de momento del electron j-ésimo, p es la masa
reducida del sistema ntcleo-electron, A(rj) es el potencial vectorial de un
atomo en la posicién rj, dado en términos de los operadores de creacion y
aniquilacién del campo cuantizado a' y @, respectivamente, y V(rj) es el
término que describe la interaccién de Coulomb.

Con el término A? incluido, el Hamiltoniano se escribe como

N
1 .
Hy = 5F&T& +o ;:1 ol + \% EZ (afo? + aa )+ r(a+ah)?,  (5.3.20)

donde

e’h N
R=——— ; = —.
4meowp'0 P \%

Asi, con el Hamiltoniano (5.3.20) realizamos el analisis de la seccion an-
terior, es decir, calculamos la funcién de particién canénica, Za(N,T'), me-

diante el método de Laplace. Llevando a cabo este procedimiento obtenemos

Zy(N,T) =

= N/O dy exp {N <—,3wa <l + Zi) - % ((a*)Q +a?+ 1))}
oo 62
—1—]\7/O dy exp{Nln [2(:osh (B;}O 1+ 1&% y)]}

Para calcular Z3(N,T) en el limite termodinamico usamos nuevamente
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el método de Laplace y obtenemos

ZQ(N7 T) =

N<75w y(142= +ln{2cosh(ﬁﬂ1/l+ﬂy)})
=CvVN max e " ( F> : “4

0<y<oo ’

. o B85 ( ()2 402 .
donde se tiene que el término e ¥ ((@)?+0+1) o anula en el limite termod-
indmico N — oo.

Si continuamos con el analisis de Z3(N,T), siguiendo los mismos pasos

que en la seccién anterior, llegamos a la expresién siguiente

<w£;02p> <1 + j’;) 9(y) = tanh (5;’0 ) : (5.3.21)

donde ¥(y) estd dada por (5.3.12), que determina, si existe una solucién

distinta de cero, la presencia de una transicién de fase. Dicha solucién s6lo
puede existir si el factor f(p) que multiplica a ¢ en el lado izquierdo de
(5.3.21) es menor que la unidad. Este factor critico es funcion de la densidad

Yy se expresa como

2
wi + (G )p

f2(p) = : (5.3.22)

8mp2wop

que se obtiene al incluir el término A2 y donde p = e(e|7]g) es el elemento
de matriz del momento dipolar eléctrico. f2(p) debe ser comparada con la
funcién

2
W

fl(P):m~

Para lograr que el factor (5.3.22) sea menor que uno es necesario que se
cumpla la condicién
o2

pD2w0 > —.
2m
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Sin embargo, los valores de wy y @ no son arbitrarios y estan restringidos
por la condicién
o2

2
wo < —.
g Wo om

Finalmente, con los argumentos anteriores, podemos concluir que la tran-
sicion de fase en el modelo de Dicke depende de la ausencia del término
diamagnético.

Negar el término A? al expander el primer término de (5.3.19) se puede
justificar en el limite de baja densidad dipolar, en el cual se considera un
solo modo de radiacién. Entonces, la contribucién de este término puede ser

escrita como

2h 2
SHp = P (&T +a) .
4m60wF

Por lo tanto, este término anade una energfa propia al campo de fotones que
es proporcional a la densidad p = % de dipolos. La importancia relativa de
este término en el Hamiltoniano puede obtenerse calculando la razén entre

éste y el ultimo término de (5.3.19):
pe? e?
Tmez — 2P\ e
dmeowi mwz.8meq
ag 1 e? 2
=2\ 55 ) |35
h2ws, 2 4megag
Ry 2
=92mpas | —=
i ()’

donde ag es el radio de Bohr y Ry es la constante de Rydberg, dados por

Aregh?
ap = 2
me
Ry — me? 1 e2
V= 8e2h?  24mwepan
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Por lo tanto, si las particulas se encuentran més diluidas que el radio de
Bohr, ag, entonces es valido despreciar el término d H 42 para frecuencias del
orden de Rydberg.

El argumento anterior sugiere que si el modelo de Dicke se entiende
como una aproximacion de la interaccion radiacién-materia en la norma de
Coulomb, entonces el modelo de Dicke desprecia el término A2. Lo anterior,
como indica Rzazewski, impide que ocurra una transiciéon de fase. No ob-
stante, estudios recientes [22,23] sefialan que, por ningin principio, se puede
excluir la transiciéon de fase en el modelo de Dicke, debido a la posibildad de
obtener el Hamiltoniano de Dicke original a partir de una transformaciéon a
la norma dipolar eléctrica.

Durante este capitulo hemos llevado a cabo el anilisis de la versién gen-
eralizada del problema de Jaynes-Cummings: el modelo de Dicke. Iniciamos
describiendo el problema y presentando el Hamiltoniano del sistema que de-
scribe la interaccién de un sistema atémico de N particulas y un campo
electromagnético de un modo. Al estudiar un modelo de N atomos fue nece-
saria la introducciéon de operadores atéomicos colectivos, los cuales obedecen
las reglas de conmutaciéon del momento angular. La introduccién de los
operadores de momento angular y sus respectivos eigenestados dio pie a la
presentacion de los estados de Dicke, |7, m).

El analisis prosiguié estudiando el espectro de energia del modelo de
Dicke. Comenzamos con el caso més sencillo de N = 2, para luego ampliarse
a un mayor ntmero de dtomos.

Finalmente se concluyé con el estudio termodinamico del problema, para
temperaturas distintas de cero, siguiendo el desarrollo de Wang y Hioe. Fi-
nalizamos este estudio incluyendo la influencia del término diamagnético en

las transiciones de fase, como lo sefial6 inicialmente Rzazewski. Ademaés,
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se indican las recientes contribuciones de J. Keeling y de A. Vukics y P.
Domokos que demuestran la existencia de la transicién de fase, incluso en la

presencia del término AZ.
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6 Conclusiones

Esta tesis presenta un analisis extensivo de la interacciéon radiacidén-materia
a través del estudio de sistemas atémicos de dos niveles y un modo del campo
electromagnético. El presente trabajo comenzé considerando un campo elec-
tromagnético clasico, E(t) = Eqg cos(wt), y un sistema atémico de dos niveles,
se estudié el problema de interaccién de forma semiclésica, es decir, el mo-
delo de Rabi, que nos condujo a la ley de oro de Fermi. Posteriormente
se introdujo la teoria cuéntica de la radiaciéon con la finalidad de proveer el
formalismo necesario para el tratamiento matematico posterior. Asi, la cuan-
tizacién del campo electromagnético en términos de osciladores arménicos y
la presentacion de los estados coherentes de Glauber [18], permiti6 analizar
el problema de interaccién desde el punto de vista semiclésico y cuantico.
El estudio se complementé con el andlisis puramente cuantico de esta inte-
raccion: el problema de Jaynes-Cummings [4]. Después, se continué con la
generalizacion a N atomos, la cual se llevé a cabo al examinar el modelo de
Dicke [2] desde la aproximacion de onda rotante, que culminé con el anélisis
de su transicion de fase.

El presente trabajo es el resultado de una dedicada revision de multi-
ples trabajos y publicaciones en relacién al problema de interaccién entre
radiaciéon y materia. Esta investigacién inicié con el problema de Jaynes-
Cummings que despert6é mi interés por la descripcion cudntica del fendmeno
de interaccién entre radiacién coherente y materia. Gracias a la accesible
formulacion de este modelo, el problema de Jaynes-Cummings no ha per-
dido importancia. Al contrario, a méas de 50 afios de la publicacién de su
articulo, este modelo provoco una destacada cantidad de investigaciones [24]

y fue esencial en los experimentos realizados por S. Haroche y D. Wineland,
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que les valieron el premio Nobel en el 2012. Ademiés, el modelo de Jaynes-
Cummings ha sido fundamental en recientes estudios de informacién cuén-
tica y electrodindmica cudntica en cavidades, demostrando asi su relevancia
y trascendencia en el futuro cientifico.

El objetivo del texto es proveerle al lector un completo acercamiento
al problema de interaccién entre un campo electromagnético de un modo
y un sistema atémico de dos niveles. Por lo tanto, el orden del trabajo se
planteé como una construccién paulatina del formalismo matemético y fisico
del problema, hasta alcanzar la mayor complejidad con el modelo de Dicke.

No obstante, dada la abrumadora cantidad de estudios que se han re-
alizado sobre el problema de interaccién radiacién-materia, nos vimos obli-
gados a descartar valiosos temas. Atun cuando fue tentador extender este
compendio tedrico hacia sistemas atémicos de tres niveles y tematicas méas
ligadas a la informacion cuantica, este estudio se dej6é para un trabajo fu-
turo. Nuevamente, dados los alcances de esta recopilacion, no se incluyé un
estudio del modelo de Dicke fuera de la aproximacién de onda rotante'?, que,

sin duda alguna, serfa un valioso complemento.

13Sin embargo, un completo analisis de este modelo se encuentra en la tesis de F. D. de

Oliveira [25].
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A Cédigo de JULIA utilizando QUANTUMOPTICS.JL

A.1 Anidlisis del Modelo de Jaynes-Cummings

In [1]:
#Paquetes utilizados

using PyPlot, QuantumOptics

w_C = 2+*m #Frecuencia de la Cavidad

wW_ A = 2T #Frecuencia de transicion atomica
g = 2%xmx0.05 #Constante de acoplamiento

#g = 1

N = 15 #Numero de estados de Fock

# Definimos las bases en las que trabajaremos.

b_fock = FockBasis (N)
b_spin SpinBasis (1//2)
b = b_fock ® b_spin

# Introducimos los Operadores Fundamentales

a = destroy (b_fock)

at = create (b_fock)
n = number (b_fock)
sm = sigmam (b_spin)

sp sigmap (b_spin)
sz = sigmaz (b_spin)

#Escribimos el Hamiltoniano atdémico, del campo y el de interacciodn
Hatom = w_A*xsz/2

Hfield = w_C*at+a

Hint = g* (at®sm + a®sp)

#Hamiltoniano de Jaynes Cummings

H =
identityoperator (b_fock) ®Hatom + Hfield®identityoperator (b_spin) + Hint
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#Tiempo

T = Array(linspace(0,100,1000));

#Estado Inicial con el dtomo excitado

1®_inicial_1 = (coherentstate (b_fock, 2) ® (spinup(b_spin)))

#Calculamos la evolucidén temporal

tout, ¥_tiempo_1 = timeevolution.schroedinger (T, %_inicial_1, H)
#Cdlculo de la Inversidén Atdémica
expec_sz_1 = expect (identityoperator (b_fock) ® sz, Y_tiempo_1)

#Grafico de Inversidn atdémica: Colapso y Reavivamiento

plot (T, expec_sz_1, label = "No Normalizado")
grid("on")

ylim(-1,1)

x1im (0, 100)

xlabel (L"t")

ylabel (L"W(t)")

title("Inversidén Atdmica: Colapso y Reavivamiento")

A.2 Anailisis del Modelo de Dicke

#Definimos los operadores que utilizaremos en el modelo de Dicke.
#En este caso para N = 2 atomos.

sm_1 = sigmam(b_spin) ® identityoperator (b_spin)
sm_2 = identityoperator (b_spin) ® sigmam(b_spin)
sp_1 = sigmap (b_spin) ® identityoperator (b_spin)
sp_2 = identityoperator (b_spin) ® sigmap (b_spin)
sz_1 = sigmaz (b_spin) ® identityoperator (b_spin)
sz_2 = identityoperator (b_spin) ® sigmaz (b_spin)
Dz = (1/2)*(sz_1 + sz_2)

Sx = (1/2)(sp_lxsm_1 + sp_2+sm_2)

# Definimos los términos del Hamiltoniano

H _field = w_Cxat*a

H atom = (wW_A/2)+*(sz_1 + sz_2)

H_field_atom = g+ (a @ sp_1 + at ® sm_1) + g (a @ sp_2 + at ® sm_2)

H 1 = H_field ® identityoperator (b_spin) ® identityoperator (b_spin)
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= identityoperator (b_fock) ® H_atom
= H field atom

w N

#Hamiltoniano de Dicke
H Dicke = H_ 1 + H_2 + H_3

#Tiempo
tiempo = Array(linspace(0,100,1000));

#Estado inicial con ambos dtomos excitados

¥_inicial_up_up =

coherentstate (b_fock, 2) ® (spinup(b_spin)) & (spinup(b_spin))
#Calculamos la evoluciodn

tout, Y_evol_up_up =

timeevolution.schroedinger (tiempo, %_inicial_up_up, H_Dicke)

#Cdlculo de la Inversidén Atdmica

expec_sz_1_up_up =

expect (identityoperator (b_fock) ® sz_1, ¥_evol_up_up)
expec_dz_up_up =

expect (identityoperator (b_fock) ® Dz, %_evol_up_up)

#Grafico comparativo: Jaynes—Cummings vs Dicke
plot (T, expec_sz_1, label = "Jaynes—Cummings")
plot (tiempo, expec_dz_up_up, label = "Dicke:Dos Atomos™)

title ("Inversidén Atdmica™)

xlabel (L"t")

ylabel (L"W(t)")

grid("on")

legend (loc="upper right", fancybox="true")
ylim(-1,1)

x1im (0, 70)
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