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Introduccion

Una dificultad fundamental en relatividad general es que no existe un
concepto de “densidad de gravedad” por el principio de equivalencia de
Einstein, por lo que la férmula

masa = / densidad de masa
Q

no es vélida en relatividad general [13].

Sin embargo una descripcion casi-local es necesaria pues en general se
modelan sistemas con fronteras acotadas. En 1982, Penrose propuso una lista
de problemas abiertos en relatividad general clésica, y el problema nimero
uno fue “ Encontrar una definicién casi-local de energia-momentum (ma-
sa)” [10]. Esta definicién tiene que cumplir con ciertas expectativas fisicas
requeridas.

Una definicién muy importante es la masa de Brown-York-Liu-Yau, defi-
nida para una superficie compacta, sin frontera, tipo espacio y de curvatura
positiva ¥ de un espacio tiempo como

M= ([t~ [ 170

en donde Hy es la curvatura media del encaje de ¥ en R3, el cual es esen-
cialmente unico si la curvatura es positiva [8].

Esta definicién no cumple una propiedad fisica requerida llamada “pro-
piedad de rigidez”, la cual pide que M = 0 para superficies en el espacio
tiempo de Minkowski. Por lo que Wang y Yau han propuesto una nueva
definicion, la cual intenta solucionar este problema tomando en cuenta la
norma del vector de curvatura media y su direccién [13].

En esta nueva definicién de M, se remplaza la integral de Hy por la
integral de una cantidad que proviene de un encaje en R (pero este encaje
tiene que ser dnicamente determinado) [13].

Es en este contexto que resulta importante encontrar condiciones que
garanticen la existencia de un 4nico encaje en el espacio tiempo de Min-
kowski: la existencia es evidente por el teorema de Weyl (existe de hecho un
encaje isométrico en R?). Pero es necesario encontrar condiciones extrinsecas
adicionales que garanticen la unicidad.
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Se dice que una superficie ¥ en R es globalmente rigida, si estd to-
talmente determinada médulo isometrias afines de R3. En este trabajo
se abordara una nocién de rigidez mas débil. Consideremos una familia de
isometrias afines Ay de R'3 parametrizadas diferenciablemente en s con
Ay = I, entonces tenemos un campo de vectores V definido en ¥ por

V:g Agoi
Os s=0

en donde i : ¥ — RD3 es la inclusién. Este campo de vectores satisface la
ecuacion

(dV(X),X) =0 (1)

para todo campo X tangente a Y. Una superficie X es infinitesimalmente
rigida, si todo campo de vectores V' (no necesariamente tangentes a 3) que
satisface (1) es construido por una familia de isometrias afines.

El objetivo del presente trabajo es desarrollar en detalle las demostracio-
nes de tres teoremas de rigidez infinitesimal para superficies de tipo espacio
de codimensién 2 en el espacio tiempo de Minkowski publicados en [1]. Para
ello en los capitulos 1, 2 y 3 se desarrolla de manera sucesiva el marco tedrico
necesario para llegar a la formulacion y demostracion de dichos teoremas.

En el capitulo 1 se desarrolla una introduccién a la geometria semi-
riemanniana, para tener a la mano los resultados que se usaran a lo largo
del trabajo.

En el capitulo 2 se define el concepto de deformacién infinitesimal, asi
como otras maneras en que es posible deformar subvariedades; también se
dan ejemplos de deformaciones infinitesimales. Ademas se define la rigidez
infinitesimal y la rigidez global. Este capitulo esta desarrollado siguiendo las
ideas expuestas en el capitulo 12 de [11] vol. 5.

En el capitulo 3 se demuestran resultados de rigidez infinitesimal para
hipersuperficies en R™, suponiendo ciertos resultados de rigidez global ya
conocidos. El caso n = 3 (teorema de Blaschke) se desarrolla a partir de la
demostracién que se encuentra en el capitulo 12 de [11] vol. 5, el caso n > 3
se desarrolla siguiendo la demostracién de [3].

Finalmente en el capitulo 4 se formulan y demuestran los teoremas de
rigidez infinitesimal publicados en [1]. Las subvariedades consideradas en
este capitulo son “ planas en el tiempo”: es una propiedad analoga a torsién
constante para una curva en R3.

Enunciemos brevemente estos teoremas. El primer resultado de rigidez
que demostraremos es valido para subvariedades de codimensién 2 en RL™.

Teorema 1 Sea X una hipersuperficie compacta en un hiperplano de tipo
espacio de RY™ tal que X es la frontera de un abierto conexo Q2 del hiperplano.
Suponga que ¥ tiene curvatura media positiva si n > 3 y suponga ademds



que X es convexa si n = 3. Entonces ¥ es infinitesimalmente rigida como
una variedad plana en el tiempo.

El segundo resultado de rigidez concierne a superficies en R'3 y necesita
una hipdtesis topoldgica sobre la superficie.

Teorema 2 Sea Y una superficie de tipo espacio de RY3, con vector de cur-
vatura media de tipo espacio y no nulo, tal que la forma de conexion normal
apg sea nula. Suponga ademds que ¥ es una esfera topoldgica. Entonces 2
se encuentra en un hiperplano de tipo espacio.

En el dltimo teorema debilitamos la hipdtesis ay = 0, pero agregamos
la hipdtesis de que la superficie sea invariante por un campo rotacional de
Killing.

Teorema 3 Suponga que ¥ es una superficie plana en el tiempo en RY3 y 3
es una esfera topoldgica. Si X es invariante por un campo vectorial rotacional
de Killing, entonces ¥ se encuentra en un hiperplano de tipo espacio de R13.



VI



Indice general

1. Preliminares de geometria semi-riemanniana
1.1. Métrica semi-riemanniana y conexién de Levi-Civita . . . . .
1.2. Subvariedades semi-riemannianas . . . . . . . ... ... ...
1.3. Método del marcomovil . . . . . .. ...

N W =

2. Nocion de rigidez de variedades en espacios semi-euclideanos 10

2.1. Distintos tipos de deformaciones . . . . ... ... ... ... 10
2.2. Distintos tipos de rigidez . . . . . . . ... ... ... 14
2.3. Ejemplos y propiedades . . . . . .. ... Lo 15
3. Rigidez de hipersuperficies en espacios euclidianos 20
3.1. Rigidez de superficiesen R® . . . . . . ... ... .. .. ... 20
3.2. Rigidez de hipersuperficies en R"*! paran >3 ... ... .. 33

4. Rigidez de superficies en el espacio tiempo de Minkowski 38
4.1. Nocién de superficies planas en el tiempo . . . . . . ... .. 38
4.2. Rigidez infinitesimal para superficies planas en el tiempo . . . 40

VII



VIIT INDICE GENERAL



Capitulo 1

Preliminares de geometria
semi-riemanniana

1.1. Meétrica semi-riemanniana y conexion de Levi-
Civita

Esta seccién tiene por objetivo facilitar las definiciones, construcciones
y resultados bésicos de geometria semi-riemanniana para el lector familia-
rizado con la geometria riemanniana. Sirve también para estandarizar la
notacion que se usara a lo largo del presente trabajo. Una introduccion de-
tallada del tema puede encontrarse en [9].

La geometria semi-riemanniana es una generalizacién de la geometria
riemanniana, y su desarrollo se debe en gran medida a su aplicacién en la
Teoria de Relatividad de Einstein. Se diferencia de la geometria riemanniana
al debilitar la hipétesis sobre positividad de la métrica a pedir inicamente
que sea no degenerada. Recordemos algunas definiciones elementales:

Definiciéon 1.1.1. Una forma bilineal B : V' x V' — R es no degenerada
si B(z,y) =0 Yy €V implica z = 0.

Definiciéon 1.1.2. El indice de una forma bilineal B : V. x V — R es el
mayor entero correspondiente a la dimensién de un subespacio W < V tal
que B(z,x) < 0 para todo z € W.

Definicion 1.1.3. Una métrica semi-riemanniana en una variedad dife-
renciable M es un campo tensorial (0,2) diferenciable, simétrico, no degene-
rado, y de indice constante. Entenderemos por variedad semi-riemanniana,
una variedad diferenciable con una métrica semi-riemanniana.

Ejemplo 1.1.4. Para enteros no negativos n,r consideremos la métrica
semi-riemanniana g en R”*" dada en términos de las coordenadas naturales
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de R¥*" por
v—1 ‘ v+n—1 ‘
g=-> (dz')?+ > (da?)’. (1.1)
i=0 j=v

El espacio semi-euclidiano R*™ es por definicién (R**", g). Tomando v = 0
obtenemos R"™ con la métrica usual y en el caso v = 1, n = 3 obtenemos el
llamado espacio-tiempo de Minkowski R3.

Definicion 1.1.5. Podemos clasificar a los vectores de acuerdo a su caracter
causal; un vector v en R es:

tipo espacio si (v,v) > 00 v =0,
tipo luz si (v,v) =0y v #0,
tipo tiempo si (v,v) < 0.

Esta definicién se extiende a subvariedades; por ejemplo una subvariedad
es de tipo espacio si todo vector tangente es de tipo espacio. Andlogamente
se definen subvariedades de tipo nulo, o de tipo tiempo. Claro que existen
subvariedades que no estan en esta clasificacion. En el presente trabajo solo
se trabajard con variedades tipo espacio.

La definiciones de isometria, isometria local, conexién, derivada
covariante, simbolos de Christoffel son idénticas al caso riemanniano.
La demostracién de existencia y unicidad de la conexiéon de Levi-Civita
procede de la misma manera usando la férmula de Koszul [9]. Resultara ttil
tener a la mano la férmula de Christoffel

o1 km [ Ogim | 0gim  Ogij
U= 2 zm:g oxt + Oxd Oz |’ (1.2)

La ecuacién (1.2) junto con la expresién (1.1) de la métrica de R*™ im-
plican que los simbolos de Christoffel en las coordenadas candnicas de R*"
20, 2!, ..., 2¥T" "1 se anulan, y por tanto los campos % son paralelos para
0 <i<wv+n—1. Se sigue entonces que para todo par de campos diferen-
ciables V,IW de R*" la conexién de Levi-Civita se calcula de la siguiente

forma:

i 0 i 0
VVW_VV<;W ay‘) :;V(W)axi,

es decir es la derivada usual.

Definicion 1.1.6. El tensor de curvatura R de una variedad semi-riemanniana
(M, g) se define como

R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y,Z)— R(X,Y)Z
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donde
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ -V xy)Z

y V es la conexién de Levi-Civita de (M, g).

Un simple célculo idéntico al caso euclidiano muestra que el tensor de
curvatura en R se anula: tomando X,Y, Z € X(M) encontramos

R(X,Y)Z = VXZY(Zi)a‘zi _VYZX(Zi)a‘; B Z[X,Y](Zi)%

= Z ((XY(ZZ') -YX(ZY) - (X, Y]Z@')) 86; —0.

Finalmente, mencionaremos que los elementos de calculo y algebra tensorial
como derivaciones, contracciones o cambio a tensores métricamente
equivalentes se manejan sin ninguna diferencia al caso riemanniano. En
donde por esta ultima nos referimos a la operacién que nos permite cambiar
el tipo de un tensor usando la métrica, por ejemplo, el gradiente de una
funcién es métricamente equivalente al diferencial de la funcién

0
df =3 fads® — > g fazs = grad(f).
a ab

También los operadores laplaciano, divergencia y gradiente se definen de
igual forma que en el caso riemanniano.

1.2. Subvariedades semi-riemannianas

Consideremos (M,g) una variedad semi-riemanniana y M una subva-
riedad de M, sea i la inclusién de M en M, diremos que (M,i*g) es una
subvariedad semi-riemanniana de (M,g) si i*g es no degenerada. En el es-
tudio de las subvariedades semi-riemannianas la herramienta esencial para
estudiar de qué forma M estd encajada en M es la segunda forma funda-
mental, la cual mide la diferencia entre las conexiones de Levi-Civita V de
M y V de M. Esta nos da la informacién requerida sobre la forma de M en
M y es por eso también llamada el tensor de forma.

Un vector X, € T,M se identifica de manera natural con %,.X, € Tpﬂ.
Asi podemos pensar a T, M como un subespacio vectorial de TPM y consi-
derar la descomposicion ortogonal

T,M = T,M & T,M*

en donde esta descomposicién ortogonal es posible ya que

9lr,m = 9p
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es no degenerada.
La siguiente definicién sera de utilidad para entender la relacién entre
campos en M y campos en M.

Definicién 1.2.1. Sea X € X(M). Se dice que X € X(M) es una extensién
de X si

Xp =.Xp Vp € M.
Usando extensiones de campos podemos definir una conexién en una
subvariedad, usando la conexién ambiente.

Definicién 1.2.2. Sea (M, g) una subvariedad semi-riemanniana de (M, g)
La conexidon inducida V es la aplicacion

V: X(M) x X(M) — X(M)
" T
(X,Y) > VxY = <VXY> :

donde V es la conexién de Levi-Civita de (M,g), X, Y € X(M) son exten-
siones de X, Y respectivamente y ()T es la componente tangente.

Se verifica que V estéd bien definida, es decir no depende de las exten-
siones de los campos, ademds define una conexién en (M, g) que de hecho
coincide con la conexién de Levi-Civita de (M, g). De forma que la parte tan-
gente de la conexién de M no aporta informacién de la geometria extrinseca
de M en M. Todo lo contrario sucede al considerar la parte normal como
veremos a continuacion.

Definicién 1.2.3. Sea (M, g) una subvariedad semi-riemanniana de (M, g)
La segunda forma fundamental II es la aplicacién

IT: X(M) x ¥(M) — X(M™1)

(X,Y)—»I(X,Y) = (VXY> i

en donde si Z es un campo de M definido sobre M (Z)* denota la compo-
nente normal de Z.
Se demuestra que esta bien definida, es tensorial en ambos argumentos
y es simétrica, es decir II(X,Y) = II(Y, X) para todo X,Y tangentes a M.
La informacién anterior puede escribirse en una sola ecuacion, llamada
la férmula de Gauss:

VxY =VxY +11(X,Y)

en donde X, Y son campos tangentes a M y para que el lado izquierdo tenga
sentido, se utilizan extensiones de X y Y como en la construccion anterior.

Un objeto que sera usado frecuentemente es el vector de curvatura media
denotado por H el cual es la contraccién métrica de II, dividido por un factor
de normalizacién.
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Definicién 1.2.4. Si {ej,...e,} es una base ortonormal de 7,,M, el vector
de curvatura media en p es

., 1 &
Hp ; Z E; H(Bi, ei)
=1
donde €; = {e;,e;) =1y ﬁp no depende de la base ortonormal.

En este trabajo consideraremos tinicamente subvariedades de tipo espa-
cio, de forma que ¢; = 1 para toda 7 considerada.

De manera similar podemos considerar la descomposicién ortogonal de
la conexién V cuando tomamos un campo X € X(M) y un campo normal
ne X(MY)

Van=(Vxn)" @ (Vxn)' (1.3)

Se verifica que la componente tangente define un tensor

IT* : X(M) x X(M*Y) — %(M)
(Xv 77) = —vXTITa

el cual no aporta nueva informacién pues si Y es un campo tangente a M,
entonces

y por tanto
(I"(X,n),Y) = II(X,Y),n). (1.4)

Definicién 1.2.5. Para un campo normal p € X(M~) se define el operador
de forma A, : TM — TM como

Ay(X) =T (X ) = ~Vixn (L5)

La ecuacién (1.4) y la simetria de IT implican que A,, es un operador auto-
adjunto.

Nuevamente al considerar la proyeccién normal en (1.3) encontramos
informacién de la geometria extrinseca de la subvariedad.

Definiciéon 1.2.6. La conexién normal es la aplicacién

Vi x(M) x (ML) = x(M1)
- 1
) = V= (Vxn) (16)

Se verifica que V- define en efecto una conexién en el haz normal.
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Sustituyendo las ecuaciones (1.5) y (1.6) en la descomposicién (1.3),
obtenemos la formula de Weingarten

Vxn=—-4,X + S (1.7)

donde X € X(M) y n € X(M™).

Al tener una conexién en el haz normal, podemos considerar la curvatura
normal R'. Las siguientes ecuaciones relacionan la curvatura R de la cone-
xién ambiente con R y R*. Usando las férmulas de Gauss y de Weingarten
se deducen las ecuaciones fundamentales de Gauss, Codazzi y Ricci, que
Unicamente enunciaremos.

Teorema 1.2.7. Consideremos X,Y, Z, campos tangentes a M yn un cam-
po normal. Entonces se cumplen las siguientes ecuaciones:

Ecuacién de Gauss:

(R(X,Y)Z))" = R(X,Y)Z — II*(X,11(Y, Z)) + II*(Y,1I(X, Z)).  (1.8)
Ecuacién de Codazzi:
(R(X,Y)2)*" =(VxID(Y, Z) = (V¥ID(X, 2) (1.9)

donde (V(IN(Y, Z) = VL (IL(Y, 2)) = 1(VxY, Z) - 11(Y,Vx Z).

FEcuacion de Ricci:
(RX,Y)n)*" = RH(X,Y)n — (X, II*(Y, 7)) + IL(Y,II*(X, 7). (1.10)

Este teorema cuenta con el siguiente reciproco, los llamados teoremas
fundamentales para subvariedades. Las demostraciones pueden consul-
tarse en [4] y [14].

Teorema 1.2.8 (Existencia). Sea (M, g) una n-variedad semi-riemanniana
de indice t simplemente coneza. Suponga que existe un (m — n)-haz vecto-
rial semi-riemanniano v(M}*), de indice (s —t) (el indice corresponde al de
la métrica en cada fibra) sobre MJ* con una conezion, y un tensor (0,2)
simétrico II en M con valores en v(M['). Si se satisfacien las ecuaciones
(1.8), (1.9) y (1.10) con

R(X’Y)Z = C(<Z, Y> X - <Zv X> Y)7
entonces M[' puede ser isométricamente inmersa en la m-dimensional va-
riedad semi-riemanniana simplemente conexa RT'(c) de curvatura seccional

constante ¢ de indice s, de forma que v(M]") sea el haz normal y 11 la se-
gunda forma fundamental.
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Teorema 1.2.9 (Unicidad). Sean f, f' : Mj* — RZT'(c) dos inmersiones
isométricas de una variedad semi-riemanniana M en una variedad semi-
riemanniana simplemente conexa de curvatura seccional comstante c con
haces normales v y V' equipados con su métrica, conexién normal y seqgunda
forma fundamental. Suponga que existe una isometria ¢ : M — M que
puede ser cubierta por un isomorfismo de haces ¢ : v — V' que preserva
las métricas, las conexiones normales y las sequndas formas fundamentales,
entonces existe una isometria ® de R™(c) tal que ® o f = f’.

Definicion 1.2.10. Dos subvariedades M; y My de una subvariedad semi-
riemanniana N se dicen congruentes si existe una isometria ¢ de N tal

que ¢(Mq) = Mo.

Las subvariedades congruentes tienen la misma geometria intrinseca y
extrinseca, pues una isometria del espacio ambiente es evidentemente una
isometria al restringirla a una subvariedad, y usando que una isometria
ambiente preserva la conexion ambiente se deduce que también se conservan
la segunda forma fundamental y la conexién normal.

Para finalizar solo mencionaremos que todos los conceptos desarrollados
para subvariedades, se aplican sin ninguna diferencia (localmente) al caso
general de una variedad inmersa isométricamente f : M — N, pues local-
mente una inmersién es un encaje y en las definiciones y teoremas dados en
la seccién, basta con cambiar la inclusién por f, y considerar f,T,M como
un subespacio de Ty, N.

1.3. Método del marco movil

El método del marco movil permite usar de manera muy eficiente el for-
malismo de las formas diferenciales. Dicho método tiene como idea principal
usar una base local de campos de vectores ortonormales en lugar de usar el
paralelismo y los campos coordenados a?ci'

Sea M™ una variedad riemanniana y p € M"™. Haciendo uso del método
de Gram-Schmidt siempre es posible construir n campos {X1, .., X;,} defini-

dos en una vecindad de p de manera que

(XiXp) =06  1<ij<m
se dice que {X1, .., X;,} es un marco mévil.

Definicién 1.3.1. Sea {X1, .., X;,} un marco mévil. Las formas de cone-
xion de dicho marco estan definidas por

w}(X) = (VxX;, X;) donde X es tangente a M.

Es claro que son formas diferenciales en el sentido usual, por la linealidad
de V en el primer argumento. La interpretacion geométrica es la siguiente:
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al evaluar w;- en un vector X, obtenemos la proyeccion en X; de la derivada
i

+(X) representa la variacién de

covariante de X; a lo largo de X. Es decir w
X en la direccién de X, en Xj.
Usando esta construcciéon es posible estudiar la conexién habiéndola se-

parado en varias 1-formas.

Teorema 1.3.2. Sean {X1,..,X,,} un marco mdvil ortonormal en una va-
riedad riemaniana (M,g), 0° la base dual del marco mévil definida por
Hi(Xj) = 5; Yy w;- las formas de conexién. Entonces se cumplen las ecuacio-
nes estructurales.

Primera ecuacion estructural:

J i

d@i:—Zw};/\Gk wh = —w!.
k

Segunda ecuacion estructural:

dw}; = —Zw,@/\wj + Q5
k
en donde las 2-formas Qé- estan relacionadas con la curvatura de acuerdo a
Q) = 1ZRZ’ 0" A6
D) Jkl :
k,l

Una demostracién puede encontrarse en [11] vol. 2 p. 267.

Consideremos ahora M™ una subvariedad riemanniana de N"™. En ambas
podemos definir marcos méviles locales, y estudiar a partir de sus ecuaciones
estructurales, la geometria extrinseca de M.

Sea un marco movil Xy, ..., Xy, Xpt1,... Xy de N™ de manera que los
primeros n campos sean tangentes a M y los ultimos m — n campos sean
ortogonales a M. Consideremos Hi,w;-, Q; las formas duales, de conexién y
de curvatura de M para el marco Xy, ..., Xy y sean ¢%, 93 y V3 las formas
de N para el marco Xq,...,X,, de N™.

Se tienen entonces las ecuaciones estructurales para M y las ecuaciones es-
tructurales para N; su relacién nos permite estudiar la geometria extrinseca
de M.

Usaremos la siguiente convencién de indices 1 < 4,5 <n,n+1<r,s<

my 1l <a,B <m. Entonces se cumple que al restringir a T'M

¢'=0" ¢" =0

y usando las primeras ecuaciones estructurales se tiene que en T M
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Usando el lema de Cartan [11] vol.3 p.18 se encuentra que existen tnicas
funciones s, en M tales que

ij
wp =Y s, ST = sh..
i
Mientras que si definimos las formas de conexién normal como
BI(X) = (VxX,, Xs) con X tangente a M
tenemos que en T M
Bl =4

Al tomar distintos rangos de indices en la segunda ecuacién estructural para
N encontramos

W= =Y W] A,
T
Ay ==Y Pf Awh = > WL ApY + T,
[ w
dw£:waAw:fZ¢;w;”+Wi.

Estos tres juegos de ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones de Gauss,
Ricci y Codazzi respectivamente y nos referiremos a ellas como su version
respectiva en formas diferenciales.

Para una prueba de estas afirmaciones consultar [11] vol.4 p. 42.



Capitulo 2

Nocién de rigidez de
variedades en espacios
semi-euclideanos

2.1. Distintos tipos de deformaciones

Las siguientes definiciones presentan tres distintas formas en que es po-
sible deformar una superficie inmersa isométricamente en un espacio eucli-
deano.

Definicién 2.1.1. Consideremos f : M — R¥™ una inmersién isométrica de
una variedad semi-riemanniana M en R¥". Diremos que una aplicacion suave
a:[0,1] x M — R¥"™ es una deformacién por inmersiones isométricas
de f si cumple:

(1) para todo ¢t € [0,1] la aplicacién «; dada por p — a(p,t) es una
inmersién;
(1) a(0) = f;
(1) o (, ) =af(, ) para todo t € [0,1].

Si en la definicién anterior f es un encaje y pedimos que oy sea enca-
je para cada t € [0, 1], obtenemos el concepto de deformacién por encajes
isométricos de un encaje. Las siguientes definiciones se haran para el ca-
so general de una inmersién, aunque es también posible definirlas usando
encajes.

Facilitara la definicién de los siguientes conceptos una notacién lo més
compacta posible, por lo que introducimos los siguientes conjuntos.

Definicion 2.1.2. El grupo de las isometrias lineales de R"" es
O(v,n) ={A:R"" :— R”" lineal | (A(z), A(y)) = (z,y) Vz,y € R""};

10
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el grupo de las isometrias afines de R*" denotado Iso(v,n) es
{F:R"" - R""| F(z) =v+ A(z) Yz, con A € O(v,n) y v € R""}.

Definicion 2.1.3. Diremos que la deformacién por inmersiones isométricas
a:[0,1] x M — R”™ de f es trivial si para cada ¢t € [0,1] se cumple que
ap = Ao f donde Ay € Iso(v,n).

Es claro que dada una inmersion, siempre es posible encontrar deforma-
ciones por inmersiones isométricas componiendo con elementos de Iso(v,n),
lo que motiva la siguiente definicién.

Definicion 2.1.4. Una inmersién isométrica f : M — R*" es deformable
por inmersiones isométricas si existe una deformaciéon por inmersiones
isométricas no trivial de f.

Es decir si existe una deformacién por inmersiones isométricas
a:[0,1] x M — R""

y t €]0,1] tal que oy no es de la forma A o f para ningtin A € Iso(v, n).
A continuacién se describe el andlogo discreto de una deformacién por
inmersiones isométricas:

Definicion 2.1.5. Sea f : M — R""™ una inmersién isométrica. Diremos
que f es deformable si existe g : M — R*"™ inmersién con las siguientes
condiciones:

M (=97 )
(11) g no es de la forma A o f para ninguna A € Iso(v,n).

También es posible formular la definicion usando encaje en lugar de
inmersién. Una inmersion que no es deformable se puede pensar como tini-
camente determinada, médulo elementos en Iso(v,n).

Observacion 2.1.5.1. Toda inmersién deformable por inmersiones isométri-
cas es deformable.

Consideremos ahora el analogo infinitesimal de deformacién por inmer-
siones isométricas.

Definicion 2.1.6. Dada una inmersion isométrica f : M — R”™, una
deformacion infinitesimal Z : M — R”"™ de f es una aplicacion suave
que satisface

(dZ(X),df (X)) =0 VX € X(M). (2.1)
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Definiciéon 2.1.7. El campo de variacién infinitesimal de una defor-
macién por inmersiones isométricas « : [0,1] x M — R¥™ es el campo de
vectores
Z M — R”"
O«
p— —(0,p).
at( I )
Proposicion 2.1.8. El campo de variacion infinitesimal de una deforma-
cion por inmersiones isométricas es una deformacion infinitesimal de f.

Demostracion. Sea «: [0,1] x M — R¥"™ una deformacién por inmersiones
isométricas de una inmersién f : M — R""™ entonces

(X,Y) = (a(X), e (Y)) ¥ X,Y €T,M, Vtelo,1].

Por tanto

d
fa<

— (G0 + {an(X), fan))s @2

0 (X)), o (Y))

tomando una curva ¢ : (—¢,e) — M con ¢(0) =p y ¢(0) = X, obtenemos

d 1o} 0
(X - = v ’
g %) o Ot|,_o0s S:Oa(t (s))
0 0
= 5|0t t:Oa(taC(S))
0
= 5 S:OQZ(C(S))
— dZ(X).

Usando el célculo anterior y el hecho de que ap.(X) = df(X) la ecuacién
(2.2) evaluada en ¢t = 0 se escribe como

0= (dZ(X),df(Y)) + (df(X),dZ(Y)) VvX,Y € T,M.
La cual es equivalente por polarizacion a
0= (dZ(X),df (X)) vX e T,M.
O

Definicion 2.1.9. Una deformacién infinitesimal Z de una inmersién isométri-
ca f: M — R”"™ es trivial si existen w € R¥" y C' un endomorfismo lineal
antisimétrico de R”"™ tales que

Z(p)=C-f(p)+w Vp € M.
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Observacion 2.1.9.1. Una deformacién infinitesimal trivial es una deforma-
cién infinitesimal, ya que si X es un campo tangente a M, entonces

(dZ(X),df (X)) = (C - df (X),df (X))
=—{df(X),C - df (X))
donde C' denota la matriz asociada al endomorfismo antisimétrico. Se cumple
entonces (2.1).

Proposicién 2.1.10. Dada una deformacion por inmersiones isométricas
trivial o : [0,1] x M — R*™ de una inmersidn isométrica f : M — R¥™ el
campo de variacion de a define una deformacién infinitesimal trivial.

Demostracion. Consideremos una deformacion por inmersiones isométricas
trivial « : [0,1] x M — R¥™ de una inmersién f : M — R”", es decir una
deformacién de la forma

a(t,p) = B(t) - f(p) +v(t)
para todo t € [0,1] y todo p € M, donde B(t) € O(v,n) y v(t) € R"™.

Derivando respecto a t encontramos que

2 0.0) = B0) - fp) +/(0).

Por tanto solo resta verificar que B’(0) es un endomorfismo antisimétrico.
Pero eso se sigue de la siguiente relacion

Bt)I'nB(t) =n vt € [0,1],

en donde 7 es la matriz de la métrica y la relacién es valida porque B(t) €
O(v,n). Derivando respecto a t encontramos

d
—| BW®)TnB(t) =
i, (t)"nB(t) =0,

es decir
B'(0)"nB(0)+B(0)"nB'(0) = 0

pues la métrica es constante. Usando que B(0) = I, la ecuacién anterior se
puede escribir como

B'(0)"n = —nB'(0),
es decir B’(0) es un endomorfismo antisimétrico de R*™. O

Observacion 2.1.10.1. Este resultado implica que una deformacién infinite-
simal Z : M — R»"™ de la inmersion f : M — R*" es trivial, si la aplicaciéon
a:[0,1] x M — R""
(t,p) — tZ(p) + f(p)

es una deformacién por inmersiones isométricas trivial.
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2.2. Distintos tipos de rigidez

Ahora que hemos introducido las formas en que es posible deformar una
subvariedad o inmersion, definiremos cuando no es posible deformarla.

Definicion 2.2.1. Una inmersién f : M — R”"™ de una variedad semi-
riemanniana en R*"™, se dice:

globalmente rigida si para toda g : M — R"" inmersién isométrica se
tiene g = Ao f, donde A € Iso(v,n);

infinitesimalmente rigida si toda deformacién infinitesimal
Z : M — R¥™ de f es trivial;

rigida por inmersiones isométricas si toda deformacién por inmersio-
nes isométricas de f es trivial.

En general no es posible concluir sobre la rigidez por inmersiones isométri-
cas a partir de rigidez infinitesimal. El siguiente resultado nos da una con-
dicién muy fuerte bajo la cual se concluye que una inmersiéon es rigida por
inmersiones isométricas, suponiendo la rigidez infinitesimal del campo va-
riacional para cada t € [0, 1].

Lema 2.2.2. Sea « : [0,1] x M — R™ una deformacion por inmersiones
isométricas de una inmersion f y sea Z; el campo de variacion de « al
tiempo t. Si cada Zy es trivial, entonces a es trivial.

Demostracion. Por definicién
0
Zt(p) = aa(tvp)a
y como cada Z; es trivial, se tiene
Zi(p) = By - a(t,p) + wy

donde By es un endomorfismo antisimétrico de R™ y w; € R™. Entonces para
todo p1,p2 € M tenemos

Lot p) — alt,p2)I? = 2 (a(t,p1) — 0lt,p2). Zulpr) — Zu(p)
2 (a(t,p1) — alt,p2), Be - [a(t, p1) — a(t, p2)])
0

dado que B; es antisimétrica. Por tanto |a(t,p1) — a(t,p2)|| es constante
para todo t € [0, 1], lo que implica

l[e(t, p1) — a(t, p2) || = [l (0, p1) — (0, pa) | vt € [0,1].

Y para todo t € [0,1] se tiene ay(p) = Ai(ao(p)) + wy con Ay € O(n) y
wy € R™, ]
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2.3. Ejemplos y propiedades

Presentamos a continuacién ejemplos de deformaciones infinitesimales.

Ejemplo 2.3.1. Considere M una subvariedad semi-riemanniana de dimen-
sién estrictamente menor a la de la variedad ambiente R*" y n un campo
vectorial normal a M tal que el operador de forma A,, sea nulo. Entonces la
ecuacién de Weingarten se lee

Vxn=—A,X +Vxn=Vxn VX e X(M),

y el campo Z = n satisface la ecuacién (2.1) que en el caso de la inclusién
se lee

(Vxn,X)=0 VX € X(M).

Ejemplo 2.3.2. Tomando un campo de Killing Z en una subvariedad M
de R¥"™ tenemos que

(VxZ,X) = (VxZ,X)=0 VX € X(M).

El siguiente ejemplo es una deformacién infinitesimal no trivial, con so-
porte compacto.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos el plano z = 0 en R3, y sea f # 0 una funcién
real C*° definida en el plano, con soporte compacto. Definamos Z = f%
Como la segunda forma fundamental del plano es nula, y Z es una seccién del
haz normal, el ejemplo 2.3.1 muestra que en efecto Z define una deformacién
infinitesimal del plano. Para verificar que no puede ser trivial, suponga lo
contrario, es decir que

Z(x)=C-z+w (2.3)

para una matriz antisimétrica C' y un vector fijo w. Como f tiene soporte
compacto podemos elegir X, X5 linealmente independientes en el plano tales
que Z(X;) = Z(—X;) = 0 para i = 1, 2; entonces

0=C- X1+ w,
0=C -—X1+w,

y por lo tanto 0 = 2w. Entonces en la ecuacién (2.3) Z(X;) = 0 implica
C-X;, =0 parai = 1,2; como {X7,X3} es una base del plano z = 0
concluimos que {(z,y,2) € R3: z = 0} C Ker(C) lo que contradice f # 0.
Por tanto Z no es trivial.

Observacion 2.3.3.1. Es inmediato de la R-bilinealidad de la conexién y la
métrica que el espacio de las deformaciones infinitesimales de una inmersion
isométrica forman un espacio vectorial real. Al ser las matrices antisimétricas
un espacio vectorial, tenemos que las deformaciénes infinitesimales triviales
son un subespacio vectorial del primero.
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El siguiente resultado muestra como se relacionan la métrica de la varie-
dad inmersa y la de una “variaciéon” construida a partir de una deformacion
infinitesimal.

Proposicion 2.3.4. Sea Z una deformacion infinitesimal de una inmersion
f: M — RY™. Defina oy : [—1,1] x M — R”™ por

ar(p) =t-Z(p) + f(p)

Entonces para todo punto p en M existen un abierto V, de M vecindad de p y
un numero t, € (0,1] tales que oy es una inmersién en Vp para —t, <t <t
Ademds la métrica o (, ) en M estd relacidnada con la métrica f*( , ) por

[of (XL Y) = [ ()IX,Y) + 2 {dZ(X),dZ(Y)) VXY € X(M).
En particular, las métricas a* (, ) yo*,(, ) en M coinciden.

Demostracion. Si X es un vector tangente en M, con X = ¢/(0) para una
curva ¢ en M, entonces

Por tanto
o™ ()X, Y) = (e X, anY) = {df (X), df (Y)) + £ (dZ(X),dZ(Y)),
debido a que
(df (X),dz(Y)) + (df (Y),dZ(X)) = 0.

Para verificar la primera afirmacion, considere p € M, y la aplicacion conti-
nua h, dada por

hy:[-1,1]x M = R
(tv(I) = det(H[at*D?

donde IT es la proyeccién de la matriz asociada [ay.] a un menor cuyo de-
terminante no se anula en (0,p). Como h,, es continua, existe una vecindad
abierta (—tp,t,) x V, de (0,p) tal que h((—tp,t,) x V;) C R\ {0}, es decir
tal que para todo (t,q) € (—tp,tp) X V}, oy es una inmersién en gq. O

Proposicion 2.3.5. Dada una deformacion infinitesimal trivial Z de una
inmersion isométrica f : M — R¥™ existe una deformacion por inmersiones
isométricas trivial de f tal que su campo de variacion infinitesimal coincide
con Z.
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Demostracion. Sea Z la deformacion infinitesimal de f de la hipdtesis
Z(p)=C- f(p) +w, Vp e M.

Entonces Z es el campo de variacion infinitesimal de la deformacién por
inmersiones isométricas definida por

a(t,p) = €'“ - f(p) + tw.
En efecto, derivando respecto a ¢, obtenemos

900 =2 e f) e =C F) +w = Z(p).

ot Ot|,_g
Resta verificar que la deformacién por inmersiones isométricas es trivial,
es decir que €/“ € O(v,n) para todo t € [0,1]. Como C es una maétriz
antisimétrica, tambien lo es tC, para todo t € [0,1] y se tiene la siguiente
relacién

n-tC-n t=—tCT

donde 7 es la matriz de la métrica de R*™. Aplicando la exponencial de
ambos lados de la ecuacién anterior se concluye

n- o0 7)_1 _ (e—tC)T,
equivalentente
n-el® = (7).
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por la izquierda por (eto)T

T
(etC) - etC =,
es decir €' € O(v,n) para todo t € [0, 1]. O

Proposicién 2.3.6. 1) Si Z es una deformacion infinitesimal de un abierto
M de un espacio afin de dimension k en R™ y Z es siempre tangente al plano,
entonces Z es trivial.

2) Z es una deformacidn infinitesimal de un abierto M del espacio afin
anteriormente considerado si y solo si el componente tangencial Z' de Z es
una deformacion infinitesimal y por tanto trivial.

3) Si M™ C R" ! es una hipersuperficie y Z una deformacion infini-
tesimal de M que es mormal a M en todas partes, entonces en cualquier
punto p donde Z(p) # 0 la sequnda forma fundamental 11, es nula. Por
tanto si Z(p) # 0 para todo p en un abierto U, entonces U se encuentra en
un hiperplano.
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Demostracion. 1) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el es-
pacio afin de la hipdtesis es el generado por las primeras k& coordenadas

{x!, x2, ... ,2¥}. Como Z es tangente a dicho espacio, entonces
k
.0
Z = b —
Z a oxt
=1
endonde a!,a?, ..., a* son funciones suaves de las coordenadas ', 22, ..., z*.
Para toda 1 < j < k se tiene
k .
0 da* 0
dZ e == @ e
oxJ P OxJ Ox*
y usando (2.1) deducimos que para 1 <i,j <k
0 0 0 0
A dZ e + A dZ I - 0,
ox? oxJ oxI oz’
es decir para toda 7,
da’ da’
T (2.4)
ox? oxI
Si i = j obtenemos gzz = 0, y derivando la igualdad respecto a otra coorde-
nada z!
88aj_ 85’ai_ 88ai_88al_88al_ 0 0d’
oxl 0zt Ozl 0z Oxd Ozl Oxd Oxt  OxtOxd Ozt Oxl
0 0
dxt Ozt
Por tanto g‘;i es una funcién constante, y a’ es de la forma
da* .
T J 7
a = ' &ij +w
J
para alguna constante w’. Por lo tanto
Z(p)=C-p4+w
donde C es la matriz (%)U que es antisimétrica por (2.4) y hemos identi-

ficado el espacio tangente al k-plano en p con el mismo k-plano.

2) Descomponemos la deformacién infinitesimal Z en su parte tangente
y su parte normal, Z' = Z — Z+. Como M esté contenido en un plano
tenemos que A,.1 se anula. El ejemplo 2.3.1 muestra que la parte normal
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siempre define una deformacién infinitesimal. Como la suma de deformacio-
nes infinitesimales es una deformacién infinitesimal, se tiene que Z es una
deformacién infinitesimal si y solo si Z' lo es.

3) Por definicién Z es una deformacién infinitesimal si y solo si

(dZ(X),X) =0 VX € X(M)

en donde identificamos el tangente a la variedad con su imagen bajo i..
Como Z es normal a M se tiene (Z, X) = 0 para todo X campo tangente a
M lo que implica que

(Z,dX(X))=—-({dZ(X),X)=0 VX € X(M).
Por tanto Z es una deformacién infinitesimal de la subvariedad si y solo si
(II(X,X),Z)=—{(dZ(X),X)=0 VX € X(M). (2.5)

Si U es una vecindad abierta de M tal que Z(q) # 0 para todo q € U, la
ecuacién (2.5) implica que

I,(X,, X,) =0 VgeU VX ex(M).

Como IT es bilineal y simétrica, concluimos que II =0 en U. O



Capitulo 3

Rigidez de hipersuperficies
en espacios euclidianos

3.1. Rigidez de superficies en R?

El resultado principal de este capitulo es el siguiente: toda superficie
compacta, convexa en R? que no contiene ninguna porcién de un plano, es
infinitesimalmente rigida. Para demostrar este resultado, sera necesario de-
finir el “campo rotacional asociado a una deformacién”, el cual nos permite
tener una idea mas intuitiva del significado de una deformacién infinitesimal.
Los resultados expuestos en esta seccién pueden encontrarse en [11].

Consideremos una superficie inmersa isométricamente f : M — R>. En-
tonces una deformacién infinitesimal trivial de f es de la forma

Z(p)=C"f(p) +w,

en donde C es una matriz antisimétrica fija, w un vector fijo y en donde
se identifica Tf(p)RS con R3. Debido a que la multiplicacién de una matriz
antisimétrica por un vector (z,y, z) se identifica con el producto vectorial,

0 —c b T
¢c 0 —al|-ly]|=(-cy+bz,cx—az,—bxr+ay) = (a,b,c)x(x,y,2),
b a O z

es posible escribir a Z como
Z(p)=Y x f(p) +w (3.1)
para w y Y vectores fijos. Diferenciando la ecuacién (3.1) obtenemos
dZ(X)=Y x df(X)

para todo X € TM. El siguiente lema muestra que esta ecuacién es valida
para una deformacién infinitesimal arbitraria, tomando Y no como un vector
constante sino como una funcién Y : M — R3.

20
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Lema 3.1.1. Si Z es una deformacion infinitesimal de f : M — R3, enton-
ces para cada p € M existe un 1inico vector Y (p) € R? tal que

dZ(X) =Y (p) x df(X) VX € T,M.

Ademds el campo de vectores Y : M — R? definido de esta forma es dife-
renciable.

Demostracion. Sean X1, Xo € T, M linealmente independientes. Afirmamos
que para i = 1,2, existen vectores Y; € R? tales que

dZ(X;) =Y; x df (X;).

Esta afirmacién se verifica observando que si dZ(X;) = 0 entonces ¥; = 0
cumple lo requerido. Si dZ(X;) # 0 entonces como Z es una deformacién
infinitesimal se tiene que (dZ(X;),df(X;)) = 0 y el espacio generado por
dZ(X;) y df (X;), denotado .Z(dZ(X;), df (X;)), es un subespacio de Ty, R?
de dimensién 2. Asi si £ (dZ(X;),df(X;))* es su complemento ortogonal, se
tiene que la aplicaciéon

Li: Z(dZ(X;),df (X)) " — ZL(dZ(X,))
X = X x df(X;)

es un isomorfismo, lo que implica la afirmacién.
Usando que Z es una deformacion infinitesimal tenemos que

0 =(df (X1),dZ(X3)) + (df (X2),dZ(X1))
=(df (X1), Y2 x df (X2)) + (df (X2), Y1 x df(X1))
= — (Yo, df (X1) x df (X2)) + (Y1,df (X1) x df (X2))
= (Y1 — Yao,df (X1) x df(X2)) .

Por tanto Y7 — Y, € df (T, M), y podemos escribir
Yi - Yo=adf(X1)+bdf(X2) para algunas constantes a,b € R.
Si definimos Y (p) como
Y(p) =Y2+bdf(X2) =Y1 —adf(Xy)
entonces se tiene
dZ(X;) =Y, x df (X;) = Y (p) x df (Xi).

La unicidad puede verificarse pensando la ecuacién anterior como la multi-
plicacién por una matriz antisimétrica C,

dZ(X) =Y x df(X) = C - df(X) X € T,M. (3.2)
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Esta ecuacién implica que C' estd determinada sobre el plano tangente (un
espacio de dimensién 2) y por tanto que estd totalmente determinada. Este
hecho se verifica de la siguiente forma: tomemos p € M y un marco ortonor-
mal {X1,X5} en una vecindad de p el cual identificaremos con { fs X1, f+ X2}
y completamos a un marco mévil de R3 con X3 normal a M.

Asi es posible determinar para cada punto en la vecindad de p una matriz
B dada por

Bi]‘ = <C . Xj,Xi> . (33)

Como C' es antisimétrica la ecuacién (3.2) nos indica que B estd bien definida
pues

(C- X3, X)) = —(X3,C- X5)
parat=1,2y
(C-X3,X3) =0.

Claramente las entradas de B son diferenciables como funciones con dominio
en M y B es la tnica matriz antisimétrica que satisface (3.3).

Puntualmente la matriz C' se obtiene por conjugacién de B con una
matriz de cambio de base ¢, es decir

Cp= ‘P; By, ¢p.

Como la matriz de cambio de coordenadas de la base canénica de R? a
X1, X9, X3 tiene entradas diferenciables al variar de punto en M (pues
X1, X2, X3 son campos diferenciables) entonces p +— C) es diferenciable.
Adema&s como en cada punto p la aplicacién

M,(R) — M,(R)
H— ap; H o,

es inyectiva, obtenemos la unicidad de C,, y por tanto la de Y. O

Definicién 3.1.2. El campo vectorial p — Y (p) del lema 3.1.1 es llamado
campo de rotacién (infinitesimal) de la deformacién Z.

Las aclaraciones hechas al inicio de la secciéon muestran que si Z es trivial,
entonces el campo rotacional es constante. El siguiente lema es el reciproco
de esta afirmacién.

Lema 3.1.3. Si el campo de rotacion de una deformacion infinitesimal Z
es constante, entonces Z es trivial.
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Demostracion. Por hipétesis existe un vector Yy € R? tal que
dZ(X) =Yy x df(X)

para todo X € X(M). Sea ¢ una curva en M con ¢(0) = pg € M. Entonces
d d
2 2(el) = dZ(E(0) = Yo x df(¢ (1)) = Yo x 4 F(elt),

por tanto
Z(c(t)) = Z(po) = Yo x (f(c(t)) — f(po)),
es decir

Z(c(t)) = Yo x f(c(t)) + wo,
donde wg € R? no depende de ¢ o de pg. Es decir, para todo p € M se tiene

Z(p) = Yo x f(p) + wo.
O

Los dos lemas anteriores lemas 3.1.1 y 3.1.3 nos dicen que una defor-
macién infinitesimal de una superficie en R? define un campo rotacional, el
cual actia en vectores tangentes al punto con el producto vectorial; ademas,
dicho campo rotacional es constante si y solo si Z es trivial.

Para la demostracién del siguiente teorema de rigidez se usardn resulta-
dos bésicos de superficies planas en R3. Usaremos con frecuencia los siguien-
tes términos:

Definicién 3.1.4. Sea M una superficie en R3; diremos que un punto p € M
es plano si ambas curvaturas principales en dicho punto son 0, y que es
parabdlico si una curvatura principal es 0 y la otra es distinta de 0.

Sera también necesario recordar la definiciéon de superficie reglada:

Definicion 3.1.5. Una superficie reglada es aquella que puede ser para-
metrizada como

f(s,t) = c(s) + td(s)
para dos curvas ¢, 6 : (a,b) — R3.

Lema 3.1.6. Sea M una superficie en R® de curvatura de Gauss K = 0.
Entonces:

1) Si ambas curvaturas principales en una vecindad U de un punto p
son cero, entonces U es parte de un plano.

2) Sip es un punto no plano, entonces p estd contenido en una vecindad
que pertenece a una superficie reglada.
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Demostracion. Para la primera parte denotemos v un vector unitario normal
a la superficie; si ambas curvaturas se anulan en un abierto U, para dicho
abierto se tiene dv = 0, entonces el vector normal v es constante en la
vecidad y U C p + v+.

Para la segunda afirmacién, note que en una vecindad de un punto no
plano p, por la continuidad de las curvaturas principales podemos considerar
k1 = 0y ky # 0 en dicha vecindad de p; sea {X7, X2, v} un marco mévil
formado por los vectores principales y el vector normal. Consideremos las
formas % duales al marco mévil y las formas de conexion w?, 13 y 43 (ver
Seccién 1.3). Como

— 0 =1
Vxv=9q" '
k’QXQ, 1 =2 s

se cumple entonces

es decir
Y3 =0, V8 = —ke?. (3.4)

Usando la segunda ecuacién estructural y el hecho de que R3 es plano, lo
que implica que las formas de curvatura ambiente son nulas, encontramos
que

0= dy} = —p3 Awi = ke6? Awi.
Como ko no se anula entonces se cumple

2 2
0= 02 A W2(X1, Xo) = | K1) 1 (X)
1

QZ(XQ) w

la ecuacién anterior implica que en todo punto
wi = \p?
para una funcién A, y por tanto
(Vx, X1, X0) = wi(X1) = M*(X;) = 0. (3.5)
Ademés (3.4) indica que

0=193(X1) = (Vx, X1, X3), (3.6)
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y como X7 es unitario, la compatibilidad de la conexién con el producto
punto implica

0= (Vx,X1,X1). (3.7)
De las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) obtenemos
ﬁXle = 0.

Por tanto las curvas integrales de X; son geodésicas respecto a la conexién
de R3, es decir son lineas rectas. O

Lema 3.1.7. Sea p un punto parabdlico en una superficie plana inmersa en
R3. Sea L, C R3 la linea recta que contiene la regla por p de la superficie
reglada del lema anterior. Considere O, la componente conexa de p en LN
Mn{z € M : ky(x) # 0}. Sea c la parametrizacion por longitud de arco de
Ly, con c¢(0) = p, y definamos k(s) = ka(c(s)). Entonces en O, la funcion k

es de la forma
1

k(s) = As+ B

para A y B constantes.

Demostracion. Siguiendo la notacién y construccién del lema anterior tene-
mos

P =0, V3 = —ko?. (3.8)

En la demostracion del lema anterior habiamos concluido usando las ecua-

ciones estructurales que w% es un miltiplo de 62, y, junto con la ecuacién

anterior, eso implica que es también un muiltiplo de wg, digamos
wi = 3. (3.9)
Usando nuevamente la segunda ecuacién estructural y (3.8) obtenemos
dip3 = =3 Aws = 0. (3.10)

Entonces por (3.8)

—dky A 6% — ks dO?
= —dky N0 + ko W NG,

0= di3

en donde se usé la primera ecuacién estructural para la segunda igualdad.
Reescribiendo la igualdad anterior

dka NO? = —ky 61 A W3,
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y aplicando esta 2-forma a (X7, X2) en ambos lados de la igualdad anterior

Xl(k‘g) = —kJQ UJ%(XQ) (3.11)
= —ky A U3(X2) por (3.9)
= (k2)® X por (3.8).

Ahora examinemos la segunda ecuacién estructural de M (ver Seccién 1.3)

1
para wj

2
dw? = —Zwi/\wé—i—@%
k=2

como w} = w} = 0, la ecuacién anterior tiene la forma
2 _ 2
dwl = Ql'

Como las formas de curvatura del espacio ambiente se anulan, usando la
ecuacién anterior encontramos que la ecuacién de Gauss (desarrollada en la
Seccién 1.3)

3
v =0f - ) vh A
r=1
se lee como
0 = dw? — 93 A .
Es sencillo verificar por un célculo directo que
Ui NS = KO A6

Tenemos en efecto

<dl/(X1),X1> <dV(X2), X1>

(dv(X1), Xa) {dv(Xa), Xo)| =5 0" N6 (X1, Xo).

Y3 A3 (X1, Xa) =

Obtenemos asi la ecuacion
dw} = —KO' A 62 (3.12)
Como K = 0 concluimos que
dw? =0, (3.13)
y se tiene que

0= dw? = d(\ ¥3) por (3.9)
=d\AP3+0 por (3.10)
= —ky dANO? por (3.8).
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Aplicando esta 2-forma a (X1, X2) se encuentra que —ky dA(X1) = 0, es
decir A es constante a lo largo de las curvas integrales de X;. Por lo que
la ecuacidén (3.11) dice que la funcién k(s) = ka(c(s)) satisface la ecuacién
diferencial

K (s) = —Ak(s)> (3.14)

para alguna constante A. Esta ecuacién es equivalente en O, a
1y K (s)
) == =A 3.15
(75) =i = 319

b
k(s)

despejando k(s) encontramos la expresiéon buscada

y por tanto
= As + B;

1

k) = g (3.16)

para una constante B que determina la condicién inicial k(0). O

Corolario 3.1.8. Sea p un punto parabdlico de una superficie plana inmersa
en R3, sea L, la linea recta que contiene la curva integral de Xy (el campo
formado por los vectores principales correspondientes a la curvatura nula) y
sea C), la componente conexa de M N L, que contiene a p. Entonces C, estd
formado por puntos parabdlicos y no tiene puntos terminales en M N Ly, en
otras palabras C, es homeomorfo a un intervalo abierto.

Demostracion. Primero demostraremos que Cj, estd formado por puntos pa-
rabdlicos. Suponga por el contrario que existen puntos no parabédlicos en C,.
Sea c la parametrizacién de L, por longitud de arco al igual que en el le-
ma anterior. Como existe un punto no parabdlico entonces O, estd acotado
superiormente o inferiormente (respecto a la parametrizacién); en cualquier
caso el supremo o {nfimo respectivamente, digamos ¢ = ¢(sg), satisface que
k2(q) = 0, caso contrario, en una vecindad del punto tendriamos ky # 0 y
k1 = 0, en contradiccién con que era el supremo o el infimo respectivamente
de O,. Entonces, usando la férmula del lema anterior y la continuidad de
ks, obtenemos

1
0 = ka(q) = k(c(s0)) = Jim A1 B
Lo cual es imposible. Por tanto todos los puntos de Cj, son parabdlicos y
Cp = O,. 5iq € M es un punto terminal de C), el mismo argumento muestra
que ko2(q) # 0; por tanto ¢ seria un punto parabdlico y en una vecindad de
q se tendria que M es una superficie reglada con ¢ en su interior, de forma
que el reglado considerado inicialmente se podria extender de forma que ¢
estuviera en su interior, lo que es una contradiccion. O
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Frecuentemente, para demostrar la rigidez infinitesimal de una superfi-
cie, se hace uso de féormulas integrales deducidas usando el teorema de Stokes
junto con una forma diferencial “magica”. Tal es el caso del siguiente teo-
rema; para ello serd necesario introducir dos maneras de construir formas
diferenciales usando formas diferenciales con valores en R3 y el producto
vectorial e interior de R3.

Definicion 3.1.9. Sea M una variedad riemanniana y w, n formas diferen-
ciales de grado k y [ respectivamente. Definimos la (k + [)-formas wXn y
w 1 por

WQU(XL "'7Xka Xk-i-la "'Xk-H)

1
= W Z sgnao - w(Xa'(l)v ---aXo(k)) X n(XU(k—i-l)v "'7Xa(k+l))-

0ESkt1

w (X1, Xiy X1, - Xg)

1
B W Z sgno - w(XJ(l)v ) Xa(k)) : U(Xa(k:—&-l): Ry XO‘(k?-‘rl))'

0ESky1

Se tienen las siguientes propiedades:

wxn = (—1)"*pXw
w-n=(-1)"n-w,
d(wxn) = dwxn + (—1)*wxdn,
d(w+n) = dw -1+ (~1)w - dn,
d(w - (1XA)) = (dw - (X A)) + (=1)"(w - (dnX 1))

+ (=1 w - (gxdN)).

Teorema 3.1.10 (Blaschke). Sea M C R? una superficie compacta conveza
que no contiene ninguna porcion de un plano. Entonces M es infinitesimal-
mente rigida.

Demostracion. Como M es convexa tenemos K(p) > 0 en cada punto p €
M. En efecto, en el caso contrario, M se encontraria de ambos lados de
T,M, lo que contradice la convexidad.

Empecemos con el caso K > 0 en todo punto. Sea Z una deformacién
infinitesimal de la inclusién f : M — R® y sea Y su campo de rotacién, de
forma que

dZ(X) =Y (p) x df (X),

para todo p € M y todo X € T, M. Esta relacién puede escribirse en térmi-
nos de las 1-formas dZ, df con valores en R? y de la funcién Y con valores
en R3 de la siguiente manera

dZ =Y X df.



3.1. RIGIDEZ DE SUPERFICIES EN R3 29

Derivando la ecuacién
0=d(dZ)=dY X df. (3.17)
Esto quiere decir que para X1, X9 € T, M se tiene
dY (X)) x df (X2) — dY (X2) x df (X1) = 0. (3.18)

Tomando el producto punto de esta ecuacién con df (X7) y df (X2) obtenemos

(dY (X1) x df (X2),df (X1))

0,
(dY (X2) x df (X1),df(X2)) =0,

por lo que dY (X;) pertenece al plano generado por df (X1) y df (X2); como
f es la inclusién se concluye que dY es un endomorfismo lineal de T, M en
T,M.

Si elegimos un marco mévil { X1, X5}, podemos escribir

dY (X1) = a df (X1) + B df (Xa), (3.19)
dY (Xz) =~ df (X1) + 0 df(X2), (3.20)

donde «a, 3,7, § son funciones suaves; haciendo el producto vectorial de (3.19)
y (3.20) por df (X2) y df(X1) respectivamente obtenemos

dY(X]) X df(XQ) = Oédf(Xl) X df(Xg), (321)

restando (3.22) de (3.21) y usando (3.18) deducimos que
(o +8) df(X1) x df(Xs) = 0; (3.23)

como f es la inclusion y X; , X5 son linealmente independientes, se concluye
que

a+6=0. (3.24)

Ahora derivemos la siguiente expresion utilizando la féormula intrinseca de
la derivada exterior de una 1-forma

0=4d(dY)(X1,X2) = X1(dY (X2)) — X2(dY (X1)) — dY ([ X1, X2]);
sustituyendo (3.19) y (3.20) y usando la regla de Leibniz obtenemos

0=+Vx,X1+6Vx,Xo —aVx, X1 — BVx,Xs + términos tangentes a M.
(3.25)
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Tomando el producto interior con el normal exterior a la superficie N dedu-
cimos

0=7 <6X1X1, N> +46 <ﬁX1X2, N> —Q <6X2X1, N> -0 <$X2X2, N> ;
renombrando para aligerar la notacién y usando (3.24), obtenemos
0=~l—2am — fBn.

En particular si tomamos X7, Xo vectores principales en el punto p se tiene
m =0, y la ecuacion se lee
0=~l— pn. (3.26)

Como K = In > 0, entonces v y [ tienen el mismo signo, de forma que
0 < Bv y por (3.26) 0 = B~ siy solo si 8 =~ = 0. Por tanto para cada
punto p se tiene

0 < a? + By = —det(dY), (3.27)

donde la igualdad se da si y solosi a = =+ =0, es decir Y = 0.
Considere ahora la 1-forma

w=dY - (f X Y); (3.28)
entonces tomando la derivada exterior, obtenemos

dw=—dY - (df X Y)—dY -(f X dY)
=Y - (df X dY)+ f-(dY X dY)

y usando (3.17)
dw = f-(dY X dY).
Calculemos ahora dY X dY :

dY X dY (X1, Xo) =2 dY (X)) x dY (X)
=2 [adf (X1) + Bdf (X5)] x [ydf (X1) 4 ddf (X3)] por (3.19) y (3.20)
=2 (ad — Bv) df (X1) x df (X2)
=2 det(dY) N dA(X1, Xa).

Por tanto
dw = 2h det(dY) dA (3.29)

en donde h es la funcién soporte, definida por: h = f- N : M — R, la
cual mide la distancia del origen al plano tangente de f(M); como f(M) es
convexa entonces f(M) se encuentra tnicamente de un lado de cada plano
tangente y como el origen se encuentra en el interior de f(M) (hipdtesis que
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podemos suponer, pues solo necesitamos componer con una traslacién) h es
una funcién siempre positiva.

Integrando la forma (3.29) y usando el teorema de Stokes encontramos
la  formula integral de Blaschke:

/ h det(dY)dA = 0. (3.30)
M

Como h > 0 por ser f(M) convexa, y det(dY) < 0 por (3.27), debe ser
det(dY’) = 0 en todo punto y el caso de igualdad en (3.27) implica dY = 0.
Por tanto Y es constante, y por el lema 3.1.3 Z es trivial.

Consideremos ahora el caso K > 0; como M no contiene porciones de
planos el conjunto de puntos planos es denso en ninguna parte. Afirmamos
que la desigualdad (3.27) es atin védlida. En efecto, el caso de puntos donde
K > 0 ya se analizd, veamos qué pasa en un punto parabdlico, y supongamos
que en (3.26) se tiene n =0y I # 0 . Entonces en (3.26) encontramos que
v = 0, de forma que atin se cumple 0 < o? + By = —det(dY) en todos los
puntos no planos, los cuales forman un conjunto denso. Por lo que la férmula
integral de Blaschke

/ h det(dY)dA = 0
M

ain nos dice que det(dY’) = 0 en el conjunto de puntos no planos. Como se
trata de una funcién continua, se tiene que det(dY’) = 0 en todo punto.

Verificaremos ahora que dY (p) = 0 para todo p € M. En los puntos con
K > 0 el mismo argumento usado anteriormente funciona. Resta verificar
el caso de un punto parabdlico; una vez verificado esto, se tendra dY = 0
en el conjunto de puntos no planos de M, y al ser Y continua se concluird
dY =0 en todo punto.

Si el punto parabdlico p pertenece a la cerradura de {g € M : K(q) > 0}
concluimos nuevamente por continuidad que dY = 0. Por lo que podemos
suponer que p esta contenido en una vecindad en donde K = 0.

Apliquemos el lema 3.1.6 a la subvariedad de M formada por el interior
de todos los puntos planos. Asi encontramos que en el interior de todos los
puntos planos existe una superficie reglada con p en su interior y el corolario
3.1.8 muestra que el punto terminal de la regla por p no es un punto en el
interior de los puntos parabdlicos: tampoco puede ser plano por la manera en
que se comporta la curvatura no nula a lo largo de la recta (lema 3.1.7), por
tanto debe ser un punto con K > 0 o un punto parabdlico en la cerradura
de {g € M|K(q) > 0}. Sea

(s,t) — c(s) + td(s),

una parametrizacién de la superficie reglada. Podemos escoger (localmente)
a ¢ como la interseccion de la superficie reglada con un plano perpendicular
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a la regla por p y ademéds parametrizar d por longitud de arco:
|d| =1 de forma que (d,d’)=0.
Sean X7, X9 los vectores coordenados respecto a la parametrizacién:

Xi(s,t) = (s) + td'(s),
Xo(s,t) = d(s).

Entonces a lo largo de la regla por p se tiene
(X1, X2) = <c’ + td’,d> = <c’,d> =0.

De la forma del reglado tenemos que X5 es el vector principal con curvatura
principal n = 0, y X7 es el otro vector principal con curvatura principal
[ # 0. Por (3.26) se tiene

v=0 a lo largo de la regla por p. (3.31)

Como 0 = —det(dY) = a? + 37 en todo punto, en particular para puntos
en el reglado, concluimos que

a=0 a lo largo de la regla por p. (3.32)
Est4 dltima ecuacién junto con (3.19) , (3.20) y (3.21) implica

dY (X1) = pdf (X2) (3.33)
dY(X2) =0 a lo largo de la regla por p. (3.34)

Entonces la ecuacién (3.25) se simplifica a

0 = —Xa(Bdf (Xa))
— —Xa(B) df(X2) — BVx, X
— —Xa(8) df (Xa);

para la tltima igualdad estamos usando que Vy,Xs = 0: esto se debe a
que Xs es el campo de lineas de curvatura asociado a la curvatura nula a lo
largo del reglado y por tanto las lineas integrales de X2 son lineas rectas. Por
tanto, como f es la inclusién, concluimos que 0 = X5(3) a lo largo de la regla
por p, de forma que § es constante a lo largo de esta recta. Como dY = 0
en los puntos terminales, entonces 8 = 0 en dichos puntos y por tanto 5 =0
en p; ahora usando (3.33) y (3.34) se concluye que dY (p) = 0. O
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3.2. Rigidez de hipersuperficies en R"*! paran > 3

La geometria extrinseca de una subvariedad de R"*! estd determinada
por su segunda forma fundamental, su métrica y su conexién en el haz
normal. Para el caso de hipersuperficies, resulta de especial importancia
estudiar la segunda forma fundamental.

Para una hipersuperficie, la segunda forma fundamental es una forma
bilineal, y en este sentido es més facil de analizar. El siguiente teorema
corresponde a la rigidez global de una hipersuperficie M™ en R™*!; es un caso
particular de un teorema de rigidez que aplica a casos de mayor codimension,
el teorema de Allendorfer, y en donde la hipdtesis crucial es la complejidad
de la segunda forma fundamental.

En el presente capitulo se daran dos teoremas de rigidez infinitesimal
usando teoremas de rigidez global. El siguiente teorema nos da herramientas
para relacionar estos dos tipos de rigidez, pero antes serd necesaria una
definicion.

Definiciéon 3.2.1. Una inmersion f : M™ — N" de una variedad rieman-
niana en otra es substancial si no existe una subvariedad Q9 con ¢ < n
totalmente geodésica de N™ tal que f(M) C Q1.

Teorema 3.2.2. [3] Sea Z una deformacidn infinitesimal de una inmersion
f: M™ — R*" de una variedad conexa M™. Considere las aplicaciones
Gy : M™ — Rt € R, definidas por

Gy(z) = f(z) + tZ(x). (3.35)

1) Para todo t € R , Gy es una inmersidn y Gy, G_; inducen la misma
métrica sobre M.

2) Si f es substancial y para algin ty # 0, Gy, y G_4, son congruentes
en R entonces Z es trivial.

Demostracion. 1) La métrica inducida tiene la forma
Gy (X,)Y) = (GuX,GnY) = (X,Y)+t*(VxZ,VyZ). (3.36)
Por tanto
IGHXN* = 1X|* + 2V x Z]J*.
Como la métrica es riemanniana ambos términos son positivos y
|G X[ =0 siysolosi || X]|*=0;

como la métrica es definida positiva se concluye que la aplicacién es una
inmersién para todo t. El hecho que G, G_; inducen la misma métrica se
sigue de (3.36).
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2) Si Gy, y G_4, son congruentes para algun to # 0, existe una transfor-
macién ortogonal T de R™! y un vector constante w € R**! tal que

f+tZ=T(f —teZ) + w.
Derivando con respecto a un vector tangente X, obtenemos
X +t)VxZ=T(X —t;VxZ)
en donde se identifica X con f, X, o equivalentemente
to (T+1)VxZ=(T-1I)X. (3.37)
Si T + I es invertible, entonces
VxZ = BX, (3.38)

donde tgB = (T + I)~Y(T — I), y la ecuacién (3.38) indica que B es anti-
simétrica, ya que haciendo el producto interior con Y se obtiene

(BX,Y) = (VxZ,Y) = —(X,VyZ) = — (X,BY).

Como Vx(Bf) = BX, se tiene que

y al ser X es arbitrario, se sigue que Z = Bf 4+ w y por tanto que Z es
trivial.

Resta verificar que T + I es invertible. Suponga por el contrario que
existe un vector n # 0 € R"*! tal que T(n) = —7. Entonces para cualquier
vector X tangente a M se tiene

2(X,m) =(T'X,Tn) +(X,n)
=—(TX,n)+(X,n)
=—(T-DX,n)
=—to((T(VxZ),n)+(VxZ,n))  por (3.37)
=—to((VxZ, T 'n) +(VxZ.n))
=0.

Por lo que M esta contenida en un plano afin ortogonal a 7, en contradiccién
con que la inmersién f es substancial. Por tanto T+ I es invertible. O

Teorema 3.2.3. (Beez-Killing) Sean M y M superficies inmersas en R"*1,
y sea ¢ : M — M una isometria. Suponga que dv : T,M — T,M tiene rango
> 3. Entonces ¢*11(p) = +I1(p). Por tanto, si M y M son hipersuperficies
conexas y dv : TyM — T,M tiene rango > 3 para todo p € M, entonces ¢
es la restriccion de una isometria euclidiana.
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Una demostracién de este teorema se encuentra en [11] vol. 5 p. 167.
El siguiente teorema es la version infinitesimal del teorema 3.2.3.

Teorema 3.2.4. [3] Sea f: M™ — R una inmersion isométrica y v el
campo normal suponga que rango(dup) > 3 para todo p € M. Entonces f
es infinitesimalmente rigida.

Demostracion. Primero se demostrara que cualquier deformacion infinitesi-
mal de f es localmente trivial. Sea Z una deformacién infinitesimal de f.
Para t € (—¢,¢) definimos

Gy: M™ — R
p— f(p) +tZ(p).

Afirmamos que para todo p en M existe una vecindad abierta U, 3 p y un ¢,
suficientemente pequeno tal que el rango de la aplicacién de Gauss de Gy,
G, Up— R+ es mayor o igual a 3, en efecto; tomemos un marco mévil
{X1,...,X,} de M™ en una vecindad de p, como la aplicacién

(t,q) = Gi(q)

es suave, por tanto también lo son las aplicaciones

(tv Q) — Gt*(Xz(Q))a

y podemos elegir un vector constante v tal que para tiempos suficientemente
pequenos y una vecindad de p suficientemente pequenia Gy, ({ X1, ..., X, })U
v es una base de R"!. Realizando el proceso de ortogonalizacién en R"*! ob-
tenemos para cada t un marco mévil {X1; ..., Xy, v} adaptado a Gy(M),el
cual es diferenciable en ambos parametros t y ¢. Por lo que la aplicacién

(t,q) — dr(Xi(q))

es continua y como el rango de una transformacion lineal es semicontinua
inferiormente se sigue la afirmacion.

Por el teorema 3.2.2 las inmersiones Gy, |y, y G—¢,|v, son isométricas, el
rango de su aplicacién de Gauss en mayor o igual a 3 y podemos suponer
que Gy, (Up) y G_t,(Up) son conexas. Entonces se satisfacen la hipétesis del
teorema 3.2.3 y deducimos que ambas inmersiones son congruentes.

Como el rango del operador de forma de f es mayor o igual a 3 la inmer-
sién fj,, - es substancial (caso contrario f(Up) estarfa contenida en un hiper-
plano y el operador de forma se anularfa, en contradiccién con la hipdtesis
sobre su rango) y por el teorema 3.2.2 concluimos que Z)y, es trivial.

Para concluir, cubrimos M con una cubierta numerable tal que en cada
abierto Z sea trivial. Si Z es trivial en dos abiertos U; y Us entonces

Z =DB1 f+uw en U4
Z = By f+wo en U
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para matrices antisimétricas By, Bs fijas y vectores wq, wo fijos. Entonces

ﬁxz = BlX en U1
?XZ = BQX en UQ,

y para p € Uy NUs se tiene By(X,) = Ba(X,), es decir
(B1 = B2)|y, 5 =0

Como f es substancial en U; NUsy, al variar el punto p en Uy NUs se tiene que
los espacios tangentes con p € U; N Uy generan R™11: por tanto By = Bo.
Aplicando inductivamente el argumento en cada abierto de la cubierta se
concluye que la variacién infinitesimal es globalmente trivial. 0

Teorema 3.2.5. Si f,g : M™ — R""! n > 3 son inmersiones isométri-
cas de una variedad compacta en R" ! y f(M) no contiene ningin punto
totalmente geodésico entonces f(M) y g(M) son congruentes.

De hecho se cumple una versiéon mas fuerte de este teorema, pidiendo
tnicamente que el conjunto de puntos totalmente geodésicos no desconecte a
M. Es un teorema demostrado por Sacksteder y una demostracién se puede
encontrar en [2] p. 96.

Corolario 3.2.6. [3] Sea f : M™ — R n > 3, una inmersion isométrica
de una variedad compacta tal que en ningun punto el operador de forma se
anula. Entonces f es infinitesimalmente rigida.

Demostracién. Suponga que Z es una deformacién infinitesimal como antes,
consideremos las inmersiones G; y G_;

Gip: M™ — R
p f(p) £tZ(p).

Localmente la condicién de que no haya puntos totalmente geodésicos se
conserva para t suficientemente pequeiio, pues equivale a que al menos una
curvatura principal no se anula, la cual es una condicién abierta, y la familia
de deformaciones es continua en ambas variables (Una justificacién més
explicita usa los mismos argumentos que los expuestos en la demostracion
del teorema 3.2.4).

Asi para cada punto p en M existe una vecindad U, 3 p y un tiempo ¢,
tal que G y G_¢ conservan la condicién de no tener ningtin punto totalmente
geodésico para t € (—tp,t,) al restringirse a esta vecindad.

Como M es compacta, existe una familia finita {(—t;,t;) x U;}}'_; tal que
G: v G_¢ son inmersiones sin ningin punto totalmente geodésico en U; y
para t € (—t;,t;). Tomando ty < min(ty,...,t,) se tendrd que G, y Gy,
son inmersiones isométricas sin puntos geodésicos en toda la variedad.
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Por tanto podemos aplicar el teorema 3.2.5 y concluir que Gy, ¥ Gy,
son congruentes.

Una inmersién de una hipersuperficie de R"*! sin puntos geodésicos es
substancial, pues si estuviera contenida en un hiperplano, su operador de
forma se anularfa. Y como G, y G_+, son congruentes, por el teorema 3.2.2,
concluimos que Z es trivial. O



Capitulo 4

Rigidez de superficies en el
espacio tiempo de Minkowski

4.1. Nocion de superficies planas en el tiempo

Para entender geométricamente qué es una superficie plana en el tiempo,
haremos una analogia usando curvas en el espacio euclidiano y nos ayuda-
remos del marco de Frenet, el cual se estudia en la teoria clasica de curvas.

Consideremos una curva biregular v : I — R3 parametrizada por longi-
tud de arco y su marco de Frenet, el cual estd formado por el vector tangente
T, el normal N y el binormal B; dichos vectores forman una base ortonormal
de R? para cada tiempo.

Denotemos la curvatura por k y la torsion por 7. Observemos que las
férmulas de Frenet

VT =T = kN,
VrN =N' = —kN + 7B,
VrB=B = —7N,

nos indican que la curvatura y la torsién son los coeficientes de las formas
de conexién respecto a este marco movil adaptado a la curva, ya que estos
coeficientes se definen por las formulas

VT = (V¢T, T)T + (VN¢T,N)N + (V:T, B) B,
ﬁTN = <WTN,T>T+ <VTN,N>N+ <VTN,B> B,
VrB=(VyB,T)T+(VrB,N)N + (VrB,B) B.

Ahora tomemos no una curva sino una superficie ¥ ¢ RY3, y un marco
movil {e1, e2, e3,e4} adaptado a la superficie, donde e; y e2 son tangentes a

38
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>, e3 es el vector de curvatura media normalizado y e4 es su complemento
ortogonal en el haz normal. Entonces la forma de conexién

ag:TY —- R
X — <§Xe3,e4>

es el analogo natural a la torsién, pues ambas miden el cambio del vec-
tor normal principal es, proyectando al vector “binormal” e4 en direcciones
tangentes a la variedad (Ver la segunda férmula de Frenet).

Diremos que una superficie X es plana en el tiempo si la divergencia de
esta 1-forma es idénticamente cero. Recordando que la divergencia de un
tensor se define como la derivacién covariante seguida de una contraccién
(una derivacién promediada) encontramos la tan buscada analogia: las cur-
vas andlogas a una superficie plana en el tiempo son aquellas con torsién
constante.

En el presente capitulo se abordan tres teoremas: el teorema principal
4.2.3 trata de la rigidez infinitesimal para superficies de codimensién 2 en
RY" y los teoremas 4.2.11 y 4.2.12 tratan sobre reduccién de codimensién y
son utiles para encontrar ejemplos en donde las hipétesis del teorema 4.2.3
se satisfacen.

Definicion 4.1.1. Suponga que el vector de curvatura media H de ¥ en
R es un vector de tipo espacio y que H # 0 en todo punto. La forma
de conexiéon normal en el marco de curvatura media denotada ap
estd definida para vectores tangentes a X por

an = (Ven, ent1),

en donde e, = 7% v en+1 es el vector normal de tipo tiempo, orientado al

futuro, que es ortogonal a e,,.

Definicién 4.1.2. Sea ¥ € RL™ como en las definiciones anteriores. Se dice
que X es plana en el tiempo si

divy(ag) =0,
en donde o denota la métrica de X.

Observacion 4.1.2.1. Una curva regular contenida en un plano tiene tor-
sién idénticamente cero; se cumple un resultado andlogo para las superficies
planas en el tiempo.

Sea ¥ una subvariedad de R1™ de tipo espacio de dimensién n — 1 que
se encuentra contenida en un espacio afin de tipo espacio de dimensién n,
entonces X es plana en el tiempo. En efecto, sea e,11 el vector constante



40 4.2 RIGIDEZ DE INFINITESIMAL PARA SUPERFICIES...

y ortogonal al espacio afin. Sin pérdida de generalidad se puede elegir para
que cumpla

ag(X) = <§Xen,en+1> para X tangente a X..
Entonces por la compatibilidad de la métrica se cumple
ap(X)=—{en, Vxent1) =0 VX eTY

ag es la forma nula y su divergencia se anula también.

4.2. Rigidez infinitesimal para superficies planas
en el tiempo

Esta seccion trata el resultado principal del capitulo, un resultado de

rigidez infinitesimal para superficies de codimensién 2 en RV". El siguiente

lema da la expresién del vector de curvatura media de una superficie en
funcién del laplaciano de la inmersion.

Lema 4.2.1. Sea f : ¥ — RY™ una inmersion isométrica con funciones
coordenadas f = (fo, f1,---, fn), entonces

—

:%(Afo,...,Afn).

Demostracion. Denotemos V la conexién ambiente y V la conexién de Levi-
Civita de X. Calculemos primero A f; usando un marco geodésico { E;}7_; en
una vecindad de un punto fijo p € ¥, es decir un marco tal que Vg, E;(p) = 0
y (Ei, Ej) (p) = 67 para1<ij<n.

Afj(p) = div(grad(f;))(p)
=Y (Viporad(f;). Erp))

k=1

= ZEk ({grad(f;), Ex))
—Zm )(df(Ex))

=S BB ) (4.1)
k=1

Como Vg, E;(p) = 0 ciertamente se cumple que

1(E;, E;)(p) = Vg, df Ei(f(p))
= (E:Ei(fo)(), .- EiEi(fr)(p)),
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luego
H(p) = - > T(E B )
=1
= LN (BEG®). - BB () (0)
=1

= (Ao, AT por (4.1).
O

Lema 4.2.2. (Fdérmula integral de Reilly) Sea Q un abierto de R™ cuya
frontera es una subvariedad compacta Y. Suponga que u es una funcion
definida en R™ que satisface

Au =0 en €,
u=f en X.

Entonces, si denotamos por D*u a la hessiana de u, se cumple

/Q|D2u|2 _ /Zg <habfbfa+2(A2f)un+h(un)2>

en donde e, es el vector normal exterior, hgp = <§ 8 €n, %>, h es la traza

ou?®

de hqp y Ay, es el laplaciano calculado en 3.
Demostracion. Denotemos por A al laplaciano calculado en R™ y por Ay, el
laplaciano calculado en 3.

Derivando de la manera usual en el sistema de coordenadas candnico de
R™ obtenemos

LTEEN O EE SIOSIEM IED ST ED ors
1 =1 J

i=1 j= = i,j=1 i,7=1

y por la igualdad de las parciales cruzadas
1 2 2 2 2,12
FAIVul = Zuij + Zui(Au)i = Zu] = |D?%u)?. (4.2)
1,7 K2 (2%

Para todo punto p € ¥ podemos encontrar un marco maévil {ey,...,e,}
de R™ definido en una vecindad U de p, tal que para puntos ¢ € U N X
se cumple que ey, ..., e,-1, son tangentes y e, es normal a X. Ademads
podemos suponer que V, e, = 0, en donde V denota la conexién de R™.
Por el teorema de la divergencia tenemos

1/A|Vu\2=l/div(V|Vu|2) :1/ (VIVul?,en); (4.3)
2 Ja 2 Jo 2 /s
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ademas en Y se cumple

% <V|Vu|2’ en) = < Z (e;u)(ejesu)e;, en> = Z(eiu)(eneiu). (4.4)

ij=1
Recordando ahora que Au esta dado por

n
Au = E e;e;t — Ve, e,
i=1

y como Vene, =0y Au = 0 se concluye que

n—1
enen(u) = Zvea Eall — €qeal;
a=1
n—1
sumando y restando Z Vezaeau, en donde V¥ denota la conexién de 3, se
a=1
obtiene la ecuacién
n—1 o n—1
enen(u) = Z (Veaea — Vezaea)u — Z(eaeaf — Vezaeaf)
a=1 a=1
= —he,(u) — Axf.
Por lo tanto
n n—1
Z(eiu)(enem) = (epu)(epenu) + Z(eau)(eneau)
i=1 a=1
n—1
= (epu) < — hen(u) — A2f> + Z(eau)(eneau). (4.5)
a=1
Por otra parte, como
o _ — 1
<venea7 en> = - <€a7 venen> =0 y <Vea€n7 €n> = §€a|en|2 =0,
podemos escribir
€nCall = €genl + ﬁen EqUl — ﬁeaenu
n—1 n—1
= egenll + Z <Venea, eb> epu — Z <Veaen, eb> epl. (4.6)
b=1 b=1

Usando (4.5) y (4.6) junto con la ecuacién

<veaen7 eb> = Nab,
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encontramos que

n

Z(eiu)(eneiu) = —hen(u)? — en(u)As f + i(eau)(eaenu)

=1 a=1
n—1 n—1
+ Z <ven€a>eb> (epu)(equ) — Z hapeauepu.
a,b=1 a,b=1

Notemos ahora que

n—1

Z <ve"€a7 6b> (ebu)(eau) =0,

a,b=1

pues al tomar la suma sobre todos los indices el término de indice (a,b) se
anula con el término de indice (b, a). Por tanto

n

Z(eiu)(eneiu) = —hen(u)2 —en(u)Asf + i(eau)(eaenu) — i hapeauepli.
a=1

i=1 a,b=1

Notando que

n—1 n—1
Z(eau) (€atnu) = Z(eaf)(eaen“) = Vzf(en(u))

donde Vg f es el gradiente de f calculado en 3, junto con la ecuacién

n—1

Z hapeaueyu = h(Vs f, Vs f)

a,b=1

y (4.4), regresamos a una expresién global:

5 (VIVU,en) = —hen(u)? — en(w)As] + Vs flenu) — h(Vs 1, Vs).

Usando (4.3) y la ecuacién anterior encontramos que

;/QA|VU|2:—/Ehen(U)Z—/Een(U)AEf‘i‘/EVZf(en(u))
—/Eh(sz,sz)~ (4.7)

Ahora usaremos la férmula de integracién por partes

[ (va.x) - /8 o) = [ (gaivi),
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donde X es un campo vectorial y ¢ una funcién, tomando

X=Vsf vy g=en(w);

usando que 0¥ = (), obtenemos

/ Vs f(en(u)) = — / en(u)As. (4.8)
¥ ¥

Finalmente al sustituir (4.8) en (4.7) e igualando con (4.2), concluimos la
férmula buscada

3 i == [hetur =2 [ entnss - [ bi; hanf 1"

O

El siguiente teorema aborda la rigidez infinitesimal para una variedad X
de codimensién 2 en RV, Se demuestra que si ¥ es una hipersuperficie en
R"™ C R entonces ¥ es infinitesimalmente rigida como una variedad plana
en el tiempo, en donde esto quiere decir que las deformaciones infinitesimales
consideradas conservan la condicién

div(ag) =0.

Explicitamente, se considerardn inicamente aquellas deformaciones infi-
nitesimales V' de ¥ que cumplen

0 .
s (divysyam)(p+sV(p)) =0
s=0

para todo p € M.

Teorema 4.2.3. Sea ¥ una hipersuperficie compacta en un hiperplano de
tipo espacio de RY™ tal que X es la frontera de un abierto conexo Q del
hiperplano. Suponga que 3 tiene curvatura media positiva sin > 3 y suponga
ademds que ¥ es convezxa sin = 3. Entonces X es infinitesimalmente rigida
como una variedad plana en el tiempo.

Demostracion. Sea ¥ una subvariedad de RY™ como en las hipétesis del
teorema, podemos suponer sin pérdida de generalidad que X = 92 C R"™ =
{t = 0}. Denotemos por o a la métrica de X la cual coincide con la inducida
por R sea e, el normal exterior a ¥, hgp = <D o_€n, %> y h la traza
de hap. ”

Sea V' una deformacién infinitesimal de i : ¥ < R y consideremos la
deformacién por inmersiones isométricas de i dada por

X(s,p) =p+sV(p)
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y denotemos por X, a la aplicacién p — X (s,p). Para cada punto p € X
existe €, > 0 y una vecindad abierta V), 3 p, tal que para todo s € (—¢p,€p),
X, es una inmersién en U, (ver proposicién 2.3.4). Como ¥ es compacta
entonces, existe € > 0 de forma que X es una inmersién para todo s €
(—¢,€). Y localmente (X,(X),0(5)) es una subvariedad riemanniana de R'™.

Para demostrar el teorema basta verificar que existe una familia de iso-
metrias afines A, de RY™ tal que X(p,s) = A, o para todo s € (—¢,¢).
Pues en este caso

1o}
— X=V
Os s=0
y V sera una deformacién infinitesimal trivial por la proposicién 2.1.10.
Podemos suponer que la deformacion infinitesimal V' es ortogonal a R™,

pues en el caso general podemos escribir a V' como
V=VT4+Vt dondeV' eR"yV*eR": (4.9)

como V€ R™ entonces, para todo Y tangente a X, dV+(Y) € R* .
Derivando (4.9), respecto a Y y haciendo producto punto con Y deducimos

<dVT(Y),Y> -0,

lo que implica que V' es una deformacién infinitesimal de 3 en R™. Como
las hipersuperficies en R"™ son rigidas bajo las hip6tesis (por el teorema 3.1.5
para el caso n = 3 y el teorema 3.2.5 para el caso n > 3) concluimos que VT
es una deformacién infinitesimal trivial. Como la suma de deformaciones in-
finitesimales triviales es una deformacién infinitesimal trivial, basta verificar
que V1 es una deformacién infinitesimal trivial. Se usard frecuentemente la
notacién

0
5 =L

en caso que f sea una funcién diferenciable, por otro lado si tenemos un
campo diferenciable Y en R entonces

§Y = Dy(Y)

en donde D es la derivada usual en RL™.
Verifiquemos que la hipétesis

0 .
S| vy am)(p+ 5V () =0
S s=0

para p € M es vélida también para la parte ortogonal V*: tenemos
0= 5(diva(s) (OLH)(p + SV(p)))
= V(diVU(s)(CVH))
v (divg(s) (aH)) + vt (divg(s) (OéH));
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resta verificar que
VT (divo(e) (am)) = 6(dive (am)(p+ sV (p)) =0:

como el campo variacional V' T es siempre tangente a R” se tiene que las su-
perficies X;(X) estdn siempre contenidas en R™ y para tales superficies oy =
0, como se mostré en la observacién 4.1.2.1; por tanto V' T (divg(s) (aH)) =0,
lo que demuestra que se cumplird ain que

O0s

Ss=

g diV(r(s) (aH) =0
0

a lo largo de X (p, s) = p + sV+(p).

Una vez hecha la reduccién del problema, consideremos V = f % donde
f X — R es una funcién suave. Podemos asi construir nuestra variacién
por inmersiones isométricas

Xs=i+sV
= (X27X;7””X;1)7

notemos que

56XV =f (4.10)
Xk =x} para 1 < k < n. (4.11)

Sea A; el laplaciano calculado en 3 con la métrica X o(s). Usando el lema
4.2.1, obtenemos

—

Hy=AX, = (AXY, AKX AXD). (4.12)

Para calcular § H sera necesario realizar algunos calculos preliminares. Ob-
servemos primero que doq, = 0; en efecto, tenemos

19} 19}
doqp =0 <Xs* (W) , X <6ub> >

_sl(2 L or0N (0 OfD
- our " oue ot ) \ow T Pawvatr) /)

como X C R™ entonces

50‘,11, = —5(

=0.

2 Of 8f>

s Au® ub
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Verifiquemos que lo mismo sucede con los simbolos de Christoffel: deno-

temos por (6%) a la matriz inversa de (o4) derivando entrada a entrada
encontramos que

0=9¢ Z 0% o = Z ((50“ oe(0) + 028(0) (50,11,) = Z 5o aq(0),

y por tanto 66 = 0 ya que (04)(0) es invertible.
Utilizando las férmulas de Christoffel, se obtiene

. 1 ) ) ) e
oG, = 6<2 ; {aua Obk + waka - auko—ab}g )
1 ) ) ) o
_2;5<{W0bk+waka—auk0’ab}>0 (0)

1 9 ) 0 y
ta2 G gin ~ o 0%

e

Por lo que deducimos
S(AXE) = Ag(6XTF) para 0 < k <n (4.13)

Esto se sigue de la expresion del laplaciano en cartas coordenadas, en efecto,
tenemos:

0?2 xk oxk
ASXk _ ab s s ¢
= o (s ~ 2 e Tl)
y por tanto
FoRD. ¢ 20X
5Ang — ab s s ¢
XE=3 o0 (S~ X % T20))
= Ap(0X7)

Usando las ecuaciones (4.10) - (4.13) encontramos que
SH = (0As X0,00,X1,..., 6AXD)
= (A¢6X?,0,...,0)

0
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en donde Af = Ay f, H= }fg = —he, con h > 0. Deducimos de lo anterior

S\H, =2 <5ﬁ,ﬁ0>

=2<5ﬁ,—hen>
0
=2(Af —,—he,
(&7 G -ten)
es decir
2|Ho| 6|H| = 0.

Como H = (0 en todo punto se concluye que
§|H| =0
y encontramos finalmente que

_ —O0Hh+HIH  AfO

O¢n 12 h ot

(4.14)
Por otra parte, como 0 = § {ep+1, ent1) = 2(dent1,ent1) S€ concluye que
dent+1 se encuentra contenido en R™; calculemos sus componentes en un

punto fijo p € M, usando n — 1 campos coordenados de X y el normal e,.
Podemos suponer ademas que en el punto p dicho sistema es ortonormal.

Tenemos
0
0 = 6 n ' g
<€ +1 8u“>

0 of 0
= <5€n+17 E)ua> + <€n+17 5’1;};(?75> )

y usando que e,+1 = % deducimos

o\ of
<(5€n+1,aua> = aua. (415)

Y como 0 =0 (en+1, €n), obtenemos

Af O > __A&f (4.16)

<6en+17 en> = - <en+17 _Ta h

Usando las primeras n coordenadas y la expresién del gradiente en cartas

af o
_ ab
Vi=) " g g
a,b
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junto con el hecho de que e, es un vector normal a ¥ se concluye de (4.14)
y (4.15) que

A
deny1 =V f— Tfen. (4.17)

Ahora introduciremos la forma diferencial day la cual estd definida para
vectores tangentes a X por

(SCVH(Y) = (5(CKH(XS*Y))
Es inmediato que es R-lineal, verifiquemos que es tensorial, tenemos:

5aH(fY) = 5 <DXS*(fY)env €n+1>
= (DvDx,,(sy)ens en+1) + (Dx,, (sv)en, Dveni1),

por la igualdad de las parciales cruzadas
= (Dx,,(rvyDven, ent1) + (Dx,, (fy)en> Dveny1)

= f<<DXS*(Y)DV€m en+1) + (Dx,.(v)en, Dvent1) )5

usando nuevamente la igualdad de las parciales cruzadas

= < (DyDx,,(vyen: en+1) + (Dx,,(v)en: Dvens1) )

= f&aH(Y)
Calculemos ahora sus componentes,

(50&]{)(1 =0 <Daem en+1>
= <DV(Daen)a €n+1> + <Da€na DVen+1> .

Por la igualdad de las parciales cruzadas junto con (4.14) y (4.17) deducimos

(darr)e = (Dgben, ent1) + (Daen, dent1)

_ AfON O _Aaf
- <Da<_ h 8t)aat>+<Daenavf h €n>~
Usando luego que (De,,, e,) = 0 (e, es unitario) y D% = 0 obtenemos
_ /9 (_Af\9 9 v 0
(0az)a = <aua < " h >8t’ 8t> * <D"€"’Zb:f aub>
_9.Af (D, e 2
= Gw h ;f <D aub>

_ 9 Af b
ey +zb:f Rap- (4.18)
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Como do = 0, entonces
5(diVU(S)CVH) = diVU(O)((SOéH), (4.19)

lo cual se verifica directamente de la definicién de la divergencia de ay como
contraccion métrica del 2-tensor Vay dado por

VO(H(Z, Y) = VZaH(Y) = Z(aH(Y)) - OéH(V2Y).

En efecto,
o 0
(Vo) = Vou (o5 50

_ 0 O\ (v, 2
= oub \ M\ Gue GH Y 3% Gue

804H
: Z Thacuie),

y al tomar la contraccion métrica

divy Zaab VaH Z (0 ag;;a ZFbaCYHc )

a,b

por lo tanto
aO‘Ha
a(m ) Za( (G~ T aHC>
ab 85&Ha
_%:(a O~ X0

= divg(o) ((SOZH),

lo que prueba (4.19). Sustituyendo en (4.19) la ecuacién (4.18) deducimos
que

§(divy(syan) = dive(da)
. 0 Af . b a
_d1vg< S hd >+d1vg<;(;f hab)du)
= 0 Af 9 AfL
- — o 8u“8ub h — Ou® h ab

+ div, ( za: ( Zb: FPhap) dua)
= A(%) + div, ( za: > fbhab)du“> : (4.20)
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Multiplicando la ecuacién (4.20) por f e integrando sobre ¥, obtenemos
0 :/ f(A(ﬁ)) +/fdivg<z (Zhabfb)du“>;
b h b = 5

usando que el laplaciano es autoadjunto y la féormula de integraciéon por
partes

/E (Vg, X) = /8 o) - /E (gdivX),

donde X es un campo vectorial y ¢ una funcién, encontramos que

[
0_/211 /Z<Vf,X> (4.21)

en donde X es el campo métricamente equivalente a Y, (3, hapf?)du® (es
vélido usar la misma férmula para campos y para formas, debido a que la
divergencia de ambos coincide, pues la derivacién covariante y la contraccién
conmutan con la operacién de subir o bajar indices). La expresién en la
segunda integral de (4.21) se lee como

1.5 = d (i )

a,b
C a. a
=3 e (;h bfbaua>

= > Py [0

a,b,c

= W fpfa

a,b

Por tanto la ecuacion (4.21) se lee

_ Mi ab
o_/Z - L%fafbh . (4.22)

Para probar el teorema es suficiente demostrar que f es la restriccién a X
de una funcion lineal. Sea u una solucién al problema de Dirichlet

Au=20 en
u=f sobre 3.

Entonces la férmula de Reilly en R™ demostrada en el lema 4.2.2 se lee

/Q|D2u2——/E <Zh“bfafb+2(Af)en(u)—i—h(en(u))Q). (4.23)
a,b
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Restando de la ecuacién (4.23) la ecuacién (4.22) se obtiene

_ 2,2 (Af)? e (u e (u))?
0= [ D2+ [ S 2(Apen) + hfen ()

_/Q|D2u|2+/z(%+\/ﬁen(u)>2.

Por tanto D?u = 0y f = u|s, donde u es una funcién lineal compuesta con
una traslacion. O

La hipétesis en el teorema 4.2.11 de que ¥ C R esté inmersa en un hi-
perplano afin, es una hipdtesis muy fuerte, sin embargo, resulta interesante
ver que hay una relacién entre esta hipdtesis y que X sea plana en el tiempo.
A continuacién demostraremos teoremas de reduccién de codimensién para
superficies planas en el tiempo, se demuestran tres teoremas de reduccién de
codimension: el primero es un resultado cldsico de reduccién de codimensén,
el cual se encuentra enunciado aqui en Rb™ pero los argumentos son vélidos
tanto en el caso euclidiano como en el caso semi-euclidiano, el segundo teo-
rema da una condicién suficiente en términos de la 1-forma de conexién ag
(ver definicién 4.1.1) para que una superficie de tipo espacio en R'?® homeo-
morfa a S? esté contenida en un hiperplano, el tercer teorema concluye que
una superficie de tipo espacio homeomorfa a S? e invariante por un campo
rotacional de Killing se encuentra contenida en un hiperplano.

Definicion 4.2.4. Un subhaz Nj del haz normal N es paralelo en el haz
normal si para cualesquiera puntos p, g en la variedad M y cualquier curva

v:I—= M con y(0)=p y v(1)=g¢

se cumple que
1L
P('y,O,l)(NOP) = NOq

en donde Pt

(4,0.) denota el transporte paralelo normal a lo largo de 7.

Teorema 4.2.5. [1] Sea M una subvariedad semi-riemanniana de RY™ y
Ny un subhaz de rango k del haz normal de M. Suponga que la sequnda
forma fundamental de M con respecto a cualquier direccion en Ny se anula
y que No es paralelo en el haz normal. Entonces M se encuentra en una
subvariedad totalmente geodésica (n + 1 — k)- dimensional.

Demostracion. Podemos suponer que M es conexa pues la conclusion es
local, y cualquier variedad es localmente conexa.

Fijemos un punto p € M. Se demostrard que M C (No)é en donde
(No)j es el espacio afin por p perpendicular a (Np),. Para esto tomemos
np € (No)p C T,M*, y consideremos una curva v : I — M con v(0) =
p. Denotemos por 7; al transporte paralelo normal de 71, a lo largo de v,
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entonces por la hipétesis del paralelismo de Ny se cumple que 7; € (No) ()
para todo t € I.

Por hipédtesis, la segunda forma fundamental respecto a n; se anula para
todo ¢ € I: para cualesquiera X,Y € T, ;) M,

0= (II(X,Y),m) = <A77t(X)7Y> vt eI,

por tanto, para todo ¢t € I se tiene A,, = 0, y usando la ecuacién de Wein-
garten

Viwne = — Ay 3(t) + Vyl(t)n(t) =0,
concluimos que 7; es paralelo en la variedad ambiente. Esto implica

d .
7 /(O =7(0), 1) = (3(t),me) =0,

es decir v(t) —v(0) € n- para todo ¢ € I. Como esto es vélido para cualquier
curva 7y por p y cualquier vector en Ny, se concluye que M estd contenida

en Noé. ]

Para la demostracion del siguiente teorema usaremos herramientas de la
teoria de superficies de Riemann.

Definicién 4.2.6. Un atlas {(Uq, z4) }aea de una superficie ¥ es conforme
si los cambios de coordenadas

250 24 ' 20(Ua NUg) — 25(Us N Up)

son funciones holomorfas. Una carta es compatible con un atlas conforme si
agregandola al atlas previo obtenemos nuevamente un atlas conforme. Una
estructura conforme se obtiene anadiendo todas las cartas conformes a un
atlas conforme. Una superficie de Riemann es una superficie junto con una
estructura conforme.

Definicion 4.2.7. Una métrica en una superficie de Riemann es conforme,
si en las coordenadas locales z = = + iy es de la forma

N (2)dzdz,

en donde A es en una funcién suave con valores en los reales positivos,
dz =dx +idy y dz = dx — idy.

Teorema 4.2.8. Sea (M, g) una superficie orientada con una métrica rie-
manniana, entonces M admite una estructura conforme, respecto a la cual
la métrica es conforme:

9(2) = M(2)%dzdz.
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La demostracién se encuentra en [6] p.155.

Definicién 4.2.9. Sea (X, g) una superficie de Riemann con una estructura
conforme {(Uy, 24) }aca. Una diferencial cuadréatica (meromorfa) ¢ en X
es un conjunto de funciones meromorfas ¢, en los parametros locales z,,
para los cuales la regla de transformacion

d
o, (2,)dz2 = gou(z#)dzﬁ, dz, = <d?:)dzy

se mantiene cuando z, y z, son pardmetros cuyos valores corresponden al

mismo punto de ¥ y (327‘:) el niimero complejo que se se identifica con la
matriz jacobiana del cambio de coordenadas. La diferencial cuadratica es

holomorfa si su representaciéon ¢, es holomorfa.

La definicién aqui dada puede encontrarse en [12] y concuerda con [5] y
[6]. Es inmediato de la definicién que el espacio de las diferenciales cuadrati-
cas holomorfas de una superficie de Riemann forma un espacio vectorial
complejo Q(X). Ademas se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.2.10. Sea ¥ una superficie de Riemann con una métrica con-
forme, de género p, entonces

dimcQ(X) =0 sip=0
dimcQ(X) =1 sip=1
dimcQ(X) =3p—3 sip>2

Una demostracién se puede encontrar en [6] p.217.
Consideremos una superficie de tipo espacio ¥ de RY3, y su vector de
curvatura media

donde {e1, €2} es un marco mévil de 3. Suponga que el vector de curvatura
media de ¥ es un vector de tipo espacio no nulo en todo punto y conside-

re ahora ez = —% y ey4 el vector de tipo tiempo normal a la superficie,

orientado al futuro que es ortonormal a es.

Teorema 4.2.11. [1] Sea ¥ una superficie de tipo espacio de RY3, con
vector de curvatura media de tipo espacio y no nulo, tal que oy = 0. Suponga
ademds que X es una esfera topoldgica. Entonces Y se encuentra en un
hiperplano de tipo espacio.

Demostracion. Consideremos un sistema de coordenadas locales (u?, u”) de
Y, ez = —‘%‘ v e4 el vector unitario normal de tipo tiempo ortogonal a es

que esta orientado al futuro.
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Proyectando a es y e4 podemos escribir la segunda forma fundamental
de X de la siguiente forma:

o 0
I]:<aua7 8ub) = hgbe,?, — h3b€4.

Se demostrard que Rey es un subhaz del haz normal que cumple las
hipétesis del teorema 4.2.5, es decir que es paralelo en el haz normal y que
h* se anula.

Observe que la condicion ay = 0 implica que la seccién e4 del normal
es paralela en el haz normal. En efecto, si X es un vector tangente a 3,
entonces tenemos que

<V)l(€47€4> = (Vxes,eq) =0,
debido a que ey4 es unitario y ademés
<V)l(€4,63> = (Vxey,e3) = —ap(X) =0,

debido a que (es,eq) = 0. Lo que implica que Rey4 es un subhaz paralelo en
el haz normal.

Resta demostrar que h* = 0. Para esto demostraremos que la divergencia,
y la traza de h* se anulan; se demostrars luego que un tensor (0,2) simétrico
sin traza y sin divergencia corresponde a la parte real de una diferencial
cuadratica holomorfa que por el teorema 4.2.10 es idénticamente 0.

Verifiquemos ahora que tr(h*) = 0: usando un sistema de coordenadas
normales {6%11, %} en un punto p en donde realizamos el calculo, tenemos

— 0 = 0 =
tr(h%), = <Vazaaua7€4> + <vaib(‘)ub’e4> = —|H|, (€3, e4), = 0.
p

p

Verifiquemos que también la divergencia se anula: recordemos que por
definicion
div(h?) = tr(VhY). (4.24)

Por tanto serd necesario calcular (V Xh4) (Y, Z). Para simplificar el proceso
supongamos que X,Y, Z son campos tangentes tales que

VX(p)=VY(p)=VZ(p)=0
en un punto p € X en donde realizamos el cdlculo. Suponiendo esto se tiene
(Vxh') (Y, 2) = X (W'Y, 2)) = X (II(Y, Z), e4) .

Usando la compatibilidad de la conexién V de R'? con la métrica y la
ecuacion de Codazzi obtenemos

Vxh*(Y, Z) = (VALY X),e4) + (1Y, Z), Vxes)
= (Vz(h*(Y,X)es — h'(X,Y)ea), ea) + (1LY, Z),Vxes) .
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Como (e3,e4) = 0y (eq,e4) = 1, deducimos
Vxh'(Y,Z) = B3(Y. X) (Vzes, ea) + Z(h*(X,Y)) + b3 (Y, Z) {e3, Vxea) ,
es decir
(Vxh)(Y, Z2) = Z(h'(X,Y)) + B3 (X, Y)an(Z) — k3 (Y, Z)ag(X). (4.25)

Por tanto, si tomamos un sistema de coordenadas normales { a%a’ %} en
un punto y calculamos, se obtiene de (4.25) que

(
div(h'), = 2@: (V2.0 <aua ”)
Z Jub <h4 (c‘)ua 0u“>> (

_Z (auaab> <8u>

Usando que tr(h*) = 0 y que ag = 0 en (4.26) se concluye:
div(ht), =0,

Y

y por tanto div(h*) = 0. En resumen h* es un tensor (0,2) simétrico, sin
traza, y sin divergencia. Se procederad a construir la diferencial cuadrética
holomorfa a partir del tensor h*. Los argumentos que se detallan en seguida
pueden encontrarse en [5].

Usando el teorema 4.2.8 podemos suponer a nuestra superficie ¥ como
una superficie de Riemann, con una métrica conforme. Tomemos (U,, z,) una
carta conforme. Al ser h* un tensor simétrico y sin traza, sus coordenadas
en esta carta tienen la forma

iy hi _ (% W
h3y his v~y
Definimos ¢, = u, — iv,, entonces la parte real de ¢, dz? coincide con
h:
Re(p,dz?) = Re((uy — ivy)(dzy + idl‘g)Z)
= Re((uy — iv,)(de? 4 2idxydzy — dm%))
= ul,d:v% + 2u,dx1dry — u,,dm%
= ht. (4.27)
Verifiquemos que si realizamos una definicién andloga en cada carta coorde-

nada obtenemos un objeto ¢dz? globalmente definido. Para esto tomemos
otra carta (U, 2,) y verifiquemos que en la interseccién de los dominios

‘PV(ZV)dZZ = gpﬂ(zﬂ)dzi,
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o equivalentemente

ou(2v) <d2”>2 = oulzp)-

dz,

Al ser h* un tensor (0,2) lo podemos escribir en cada sistema de coorde-
nadas locales como una matriz simétrica que actiia en parejas de vectores,
de la manera usual en que se identifica una matriz con una forma bilineal.
Como h?* es un objeto globalmente bien definido, es invariante bajo cambios
de coordenadas, y por tanto la matriz que representa h? en el sistema de
coordenadas z,, estd relacionada con la matriz que representa a h' en el otro
sistema z, de coordenadas por la ecuacién

a b\ (u, v, a —b\ _ [fu, v,
b a)\v, —u)\b a) \v, —uy,

a . .
en donde < > corresponde a la matriz de cambio de coordenadas, que
a

b
se identifica con el nimero complejo (%
matrices encontramos

uy(a® = b?) + 2v,ba —2uyba + vy (a® — 0%\ (u, v,
vy(a® =) —2uba  —2v,ab —uy(a® —0?) ) \v, —u,)’

). Realizando la multiplicacién de

m

Por tanto

Op = Uy — 1
= u,(a® — b%) + 2u,ab — i(—2u,ba + v, (a® — b?)
= (u, — iv,)(a® — b* + 2abi)

(dz,, > 2

= 901/ .

dz,

De forma que @dz? esté bien definido. Resta tinicamente verificar que pdz? es

holomorfo en las cartas conformes; esto es consecuencia de que la divergencia
de h* se anule.

En una carta conforme la métrica es de la forma g;; = )\25ij y los simbolos
de Christoffel estdn dados por

)
A
O A
DY = F%Q = F%Q = F%l = —Ffl-

_1ml _ 12 _ 712 _ 1
_Fll_FIQ_FQI__F227
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Usando estos simbolos encontramos

oA O A\

Vo, 01 = Tal - Ta%
Oo\ "

Vo,02 = Vy,01 = %31 + %82,
A O A

V3282 - —Tal + T62

En estas cartas coordenadas la ecuacién divh*(91) = 0 se escribe

2
1
=1 > <ajh4(aj,al) — W (Vy,0;,01) — h4(6j,vajal)>
j=1

1
=3 <81h4(81, O1) + Dbt (0, 01) — A>

con A = 2h*(Vg,01,01) + h*(Va,02,01) + h*(Da, Vp,01).

Tenemos
A= 2p (‘?6& - —aiAé‘g, 81> + h ( - —8?81 + —8?62, 61)
O\ A
4 2 YA
+h (62, 3 O + 3 82)

oA O A O A oA
=nt (;31 - ia2aa1> + ht <32, %5’1 + 1\32>

O oA
_ 4 A1A 4 1A
=h < y 61,31) +h <82, y 82>
o

A

tr(h?)

por tanto divh*(d;) = 0 se lee como

O1h*(01,01) + 02h*(92,01) = 0,
que en términos de ¢ = u — v quiere decir
(91u = 62(—’1)). (4.28)

Ahora veamos cémo se lee la ecuacién divh*(dz) = 0 en términos de este
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sistema de coordenadas: tenemos

1
= —(Vo,h")(9;,02)

2

)\2
7=1
1
=3 Z <a h*(0;,00) — h*(V9,0;,0) — h4<ajvajag))
1
- <61 40y, 82) + Buh* (0, D) — B)
con B = (62,V3282) + h4(31,V3132) + h4(v,9181,82);

tenemos

B= 2h4< - @al aQAaQ, 82> +ht (al, 22, 4 81)\/\62>
+ h4<81/\8 - 82/\32,32)

= h4< — %31 82>\32,82> + nt <31, 82>\a + 8;\)\82>

= ai)\)\tr(h‘l)

=0,
por lo que la ecuacién divh?*(d2) = 0 en estas coordenadas se lee como
Oh* (01, 02) + Oah*(92,02) = 0
En términos de ¢ = u — tv quiere decir
Ou = —01(—v). (4.29)

Las ecuaciones (4.28) y (4.29) son las ecuaciones de Cauchy-Riemann para
¢ y por tanto ¢ es holomorfa en este sistema de coordenadas conformes, por
lo que pdz? es en efecto una diferencial cuadratica holomorfa, la cual, por
ser X topolégicamente una esfera, debe anularse por el teorema 4.2.10; por
tanto su parte real también, y usando (4.27) concluimos que h* = 0.

En resumen Rey es un sub-haz del haz normal, paralelo en el haz normal y
la segunda forma fundamental respecto a e4 se anula. Por tanto, se cumplen
las hipétesis del teorema 4.2.5 de reduccién de codimensién; usando este
teorema concluimos que X se encuentra en un hiperplano de tipo espacio. [l

Antes de enunciar el siguiente teorema es conveniente aclarar los términos
que emplearemos.
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Diremos que una superficie ¥ ¢ R!3 es invariante por un campo vectorial
de RY3 si para todo punto p € ¥, el flujo del campo ,(t) se queda contenido
en X para todo tiempo.

Por un campo rotacional de Killing en R'3 nos referimos a un campo de
Killing tal que su componente en % se anula idénticamente. Estos campos
se identifican de manera natural con los campos de Killing de R? por la
correspondencia

¢ : X(R%) — (R
o 0 0 o 0 9 0

S AL Ay LAy
B T lay T 7 % Ty T T Vo

Se cumple entonces que X es un campo de Killing en R? si y solo si 1(X)
es un campo rotacional de Killing en R3.

En efecto, si ¥(X) es de Killing, notando que las conexiones coinciden
en vectores tangentes a R?, la ecuacién de Killing

(VyX,Z)=—(Y,VzX) vparaY,Z tangentes a R?

se satisface. Por otra parte si X es un campo de Killing en R3, y Y, Z € R!3
podemos considerar la descomposicién ortogonal de Y y Z respecto a R?, es
decir

Y=Y+ +Y" con Y* normal y Y tangente a R3

y andlogamente para Z. Entonces
<V(Yl+m¢(x>, Z> - <vyTX, ZT>
S <YT, v ZTX>
S <Y,V(ZL+ZT)¢(X)> .
Por tanto 1(X) es un campo vectorial de Killing en R%3.

Teorema 4.2.12. Suponga que ¥ es una superficie plana en el tiempo en
R34 3 es una esfera topoldgica. Si ¥ es invariante por un campo vectorial
rotacional de Killing, entonces X se encuentra en un hiperplano de tipo
espacio de RY3.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que el campo
rotacional de Killing es % donde (¢, 7,0, ¢) es el sistema usual de coordena-
das esféricas en R'3. Esto se debe a que los campos de Killing rotacionales
en R3 forman un espacio vectorial de dimensién 3, y se identifican con las
matrices antisimétricas de 3 x 3 , de forma que si K es un campo rotacional
de Killing, entonces es de la forma

K,=A-p para todo p € R?, donde A es antisimétrica,
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o en términos de las coordenadas candnicas
350 .0 4
K= E Al ZW donde A = (A]) es antisimétrica.
T
3,j=1

Una demostracién de esto se encuentra en [9] p. 253. Usando este resultado,
escribimos al campo de Killing de la hipétesis como K, = A-p parap € R3,
y consideremos el vector a € R3 que satisface

Ar=a x x

para todo x € R3. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |[a| = 1,
debido a que al multiplicar por una constante un campo invariante se con-
serva invariante. Consideremos una transformacién S € SO(3) que satisfaga

Ses = a,

donde e3 = (0,0,1). Entonces se cumple que

A= SE3S7L,
en donde
0 1 0
Es=|-1 0 0
0 00

En efecto, para todo z € R?
Az =ax = Se3 x SS™ 'z = S(eg x S7'a) = S(F3(S™'x)) = (SE35 1)z
Por tanto, para cualquier campo de Killing K, = A - p, se cumple que
K, = S(Es(S™'p))
para una transformacién S € SO(3) adecuada, es decir

0
K=25, 90"
En donde S*a% es el campo definido por S*a%(p) = dSS_1(p)(a%(S_1(p)) .
Por tanto no hay pérdida de generalidad si consideramos el caso particu-
lar K = 8%7 pues S es una isometria del espacio ambiente y conserva la
geometria intrinseca y extrinseca.
Observemos que el conjunto {g € ¥ | (%(q) # 0} es denso en X. En

efecto, como %(q) = 0 siy solo si 2(q) = y(¢) = 0, si esta condicién sucede
en un abierto de X, dicho abierto estaria contenido en el plano x =y = 0
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por ende % seria tangente a X en dicho abierto, lo que es una contradiccién
pues X es de tipo espacio.

Como la superficie es invariante por el flujo de %, entonces (’% € TpX

para todo p € ¥. Tomemos un punto p € ¥ con 8%(p) # 0 y una vecindad

abierta de X tal que 8% # 0 en dicha vecindad; existen entonces coordenadas
u1,uo definidas en un abierto suficientemente pequeno de p que satisfacen
8%2 = 8%‘ Usando estas coordenadas, consideremos la parametrizacion local

asociada

U:UCR? >R
(u1,u2) — \I'(u1,u2), (4.30)

y analicemos su matriz jacobiana en términos del sistema de coordenadas
esféricas de R :

ot ot
aé? %17;
av = %4 %% |- (4.31)
Gg B8
Ou1  Ous
el

Por hipétesis el flujo ¢, por ¢ de 76 cumple que ¢4(s) € ¥ para todo s en
donde el flujo esté definido (todo R pues se trata de una superficie completa
y un campo de Killing). Como el flujo de % parametriza rotaciones de R?
en el eje Z tenemos, para todo s € R,

0(q(s)) = 0(4(0)), (4.32)
r(pq(s)) = r(pq(0)), (4.33)
t(pq(s)) = t(4(0)) (4.34)

d(pq(s)) = d(pq(0)) + 5. (4.35)

Ahora para calcular la segunda columna de (4.31) podemos tomar una curva

integral de a%), pues esta contenida en 3 por hipdtesis, y ciertamente tiene

por vector tangente aﬁ = % de manera que las ecuaciones (4.32)-(4.35)

implican que (4.31) sea de la forma

ot
8u1
or

w=| %
ou
o]
duy

; (4.36)

_ O O O

de forma que en (4.36), un subdeterminante que incluya la dltima fila tiene
que ser invertible, podemos asumir ademas sin pérdida de generalidad que
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88—51 # 0 en todo punto de un abierto suficientemente pequefio de ¥~ (p),

pues si en el punto p donde estamos realizando el analisis local sucede que

00
8u1
persuperficie § = cte, podemos hacer una traslacién de X en el eje Z de

manera que en estas nuevas coordenadas conservamos la invarianza por a%

y se cumple ademas que 86—”91(]9) = 0. Asi el subdeterminante

(325; ?) (4.37)
ouq

es invertible, y usando el teorema de la funcién inversa, localmente podemos
escribir a u1 y ug como funciones de 6 y ¢ y asi localmente X es la gréfica
de una funcién

= <8%1,g7'ad(9)> = 0, o equivalentemente, % es tangente a la hi-

(07 ¢) - (u1>u2) - (t(97¢)7T(0 (b)a 67¢)

Notemos que las coordenadas ¢t y r no dependen de ¢, en efecto, como la
matriz jacobiana de la aplicacién (u1,u2) — (0,¢) es de la forma (4.37),
concluimos que la matriz jacobiana de su inversa es también triangular in-

ferior
Quy
2 o
Oug  Oug | -
90 ¢
or

Es decir %—7;} = 0 y ademés por (4.36) tenemos que Yy = 8% = 0, por tanto

se satisfacen las siguientes ecuaciones

ot ot Ouq Ot Ous

96 0w, 00 w0
or or Ouy or Ous

96 0u 06 | ous 06

Denotemos por f a la parametrizacion local de ¥ con regla de correspon-
dencia

(0,¢) = (t(0),7(0),0,9),
localmente una base del plano tangente esta dada por

0, .9 0 0
{tat+rar+89,8¢ 7 (4.38)

en donde ( )’ denota la derivacién usual respecto a 6 y por otro lado una
base del haz normal estd dada por

0 0 0 0
Y = 2—— 17 Y = /7 /7 .
{ 3=r r , Yy ratthar}
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Esta ltima afirmacién se comprueba verificando que los vectores Y3 y Yy
son ortogonales al plano tangente y linealmente independientes.

Como podemos suponer que 7’ # 0 (pues si sucediera que ’(p) = 0 pode-
mos realizar una traslacién en el eje Z, de forma que r’ # 0 en una vecindad
abierta de p), la base propuesta es en efecto linealmente independiente.

Para verificar que son ortogonales al plano tangente, calculemos sus pro-
ductos interiores con los vectores de la base (4.38) de T'Y :

20 0 40 0 ON s /0 9N /0 9N
or o0 ot "ar "0/~ or’ or a0°00) ~
o ,0 0
27 0~ Y _

<7" ar Tae’a¢> 0

Ig—&—t/ﬁtlg—l- /Q_FQ — It/ Qé —|—tll gﬁ =0
"ot T tartar T "ar Toe/) T " \or ot "N\Norar/) "

o 0 8
' 9 1 9O\
<7" 8t+t8r’8¢>> 0

Afirmamos que por ser X invariante por el flujo de a@ los vectores normales
e3 y e4 pueden escribirse como combinaciones lineales de Y3 y de Yy con
coeficientes que solo dependen de 6, es decir

es = a(0)Ys + b(0)Y,. (4.39)

Esto se puede verificar de la siguiente forma: tomemos f(61,¢1) = p1 y
f(01,09) = pa € X; como la superficie es invariante por el flujo de 8%7 el
cual parametriza una rotacién en el eje Z, tomemos L una rotacién en el
eje Z en RY3 tal que L(p1) = po. Entonces dLy, (T, X) = Tp,%: en efecto
como ambos espacios vectoriales tienen la misma dimension, y se trata de
una restricciéon de una isometria del espacio ambiente, basta verificar que si
X € T, ¥ entonces dL,, X € T},,%, lo cual se puede verificar tomando una
curva v : I — X, con y(0) = p; y 7/(0) = X, de forma que

d

ALy (X) = &

Lo~(t);
t=0

pero como L ov(t) € ¥ para todo tiempo, se concluye que dL,, (X) € Tp,%.

Como L es una isometria del espacio ambiente, entonces L preserva
la primera forma fundamental, la segunda forma fundamental y la cone-
xién normal de ¥, por tanto, si {e1,e2} es una base ortonormal de 7, %,
entonces {(Lxe1)p,, (Lx€2)p,} €s una base ortonormal de 7},,3, en donde
L.X es el campo definido en una vecindad de L(p1) = p2 por L.X(q) =
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dLp-1(4)(X1-1(g))- Como el vector de curvatura media es la traza de la se-
gunda forma fundamental, puntualmente lo podemos calcular en ps con esta
base:

~ 1 1 -
Hy, = 92 Z DL*(ei)L*(ei)pg = dLyp, 92 Z Deieim = (L*H)p?
=12 i=1,2

Y por tanto para ez = —H g cumple que

|H|
(Lxes)p, = €3p,-

Recordando que ey es el vector unitario de tipo tiempo orientado al futuro,
ortogonal a X y a ez (ver definicién 4.1.1), concluimos que (Lyey)p, = €4p,-
Esto se debe a que L preserva la orientacion y el complemento ortogonal de
{e1,e2,e3}, junto con el hecho de que un vector en un espacio vectorial de
dimensién uno, estd determinado por su orientacion y magnitud.

Veamos que también se cumple que (L.Y3),, = Y3,,, en efecto:

(LyY3)p, = r2(p1) (L*;)m — '(p1) (L*ge)m

Ademaés (L.Y4)p, = Y4, por un argumento similar:

0 0
(L*Y;L)pz = r/(p1)<L*at)p +t,(P1)(L*6T)
2 D2
N
=T (pQ)ath + t (pQ)a,rpz‘

Por lo que para i,j € {3,4} se tiene que
= (Lu(ei), Lu(Y5))

lo que demuestra la afirmacién de que ez se escribe de la forma (4.39).
Procederemos a calcular D s e3: tenemos
26

<ei’ Yj>p1 p2 <€i’ Y}>P2 ’

Does=aDaoYs+bD oYy
Er 96 ¢

ad d ad 0
_ 2 o / /
= a<’r 1)66; ar T Daa¢ 89) + b(r Daa¢ E +1 Daa¢ 87‘) . (4.40)

Las coordenadas esféricas en R3 satisfacen las siguientes ecuaciones

0 1o 0 9 e 0
Poor =loag  Paoe o
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(ver [9] p. 95). Y las coordenadas esféricas (t,7,60,¢) en RY3 satisfacen
ademés

0
Ds — =0.
%ot

Usando estas expresiones en la ecuacién (4.40), encontramos que

0
_ 219 e ¢
Daaa63<arF¢r—arI‘9+th >6¢ (4.41)
Por tanto
on(55) = (Pgenen)
= aTZI‘(Zj —ar'T®, + o' T? ﬁ e
®0 T 6¢ ’
=0, (4.42)

y al expresar oy en términos de la base dual {d@, d¢}

ag = pdb donde 9004[{((50) :<D%63,€4>.

Ademas ¢ depende solo de 8 debido al siguiente cédlculo:
= <D8%€3, €4>
0 ——(aY3 +bYy), e
ETARE 4
o / . .
—a' (Ya,e1) + b (Vaeq) +a (Do Ya,eq) +b(D o Yien).

Como a y b son funciones que solo dependen de 6, basta verificar que
<DQ}{3, e4> y <D@ Yy, e4> son funciones que solo dependen de 6. En efecto
o0 o060

Como 7 solo depende de 0 y los campos %, e4y % son invariantes por la

accion de una rotacién en el eje Z, encontramos que <D o Y3, e4> es una
o0

funcién que solo depende de #. Anédlogamente, como
0 0
<D%Y4,e4> - <Da (r a1 8r>’e4>
=" ge +t 2e —|—th 2(2
N ot or' ! r\og’ /)’
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y como las funciones ¢ , r dependen unicamente de 6, y como los campos % ,

% y e4 son invariantes por la acciéon de una rotacion en el eje Z, concluimos

que la funcién <D l Yy, e4> depende unicamente de 6. Por lo tanto tenemos
0
ag = p(6)do. (4.43)

Calculando su diferencial exterior encontramos que

d¢
dag = 8¢d¢/\d9_0’
en la vecindad de p considerada. Como este analisis local se puede llevar a
cabo en cada punto en donde 8% no se anula y dicho conjunto de puntos es
denso en X, concluimos por continuidad que day = 0 en X.

Por lo tanto a = df pues X es simplemente conexa, por lo que la hipote-
sis div(ag) = 0 se lee Af = 0. Como X es conexa, compacta y orientada
entonces una condicién necesaria para que f sea arménica es que df =0 [7].
Por tanto ay = 0 y al ser 3 una esfera topoldgica se cumplen las hipétesis
del teorema 4.2.11 y se concluye que ¥ est4 contenida en un R? totalmente
geodésico. O
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