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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y con mas de un punto.

Un continuo es indescomponible si no se puede poner como uniéon de dos
subcontinuos propios.

En este trabajo supondremos que el lector estd familiarizado con la teoria
bésica de los continuos. En particular, supondremos que conoce el Teorema del
Cable Cortado, el hiperespacio de los subcontinuos de un continuo dado y los arcos
ordenados. Los resultados de la teoria de continuos que usamos pueden encontrarse
en [1].

Entonces nuestro lector ya sabra que mientras que es facil encontrar continuos
descomponibles, no es tan facil producir continuos indescomponibles. Pero
seguramente ya sabra que el arcoiris de Knaster es indescomponible.

Cuando Knaster estudi6 el arcoiris, surgio la pregunta de si era posible construir
un continuo X que no sélo fuera indescomponible, sino también hereditariamente
indescomponible, esto quiere decir que no sélo X sea indescomponible, sino que
todos sus subcontinuos no degenerados sean indescomponibles. Por supuesto que
el arcoiris no califica, pues sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos,
y los arcos son descomponibles. Investigar esta pregunta, fue el tema de tesis de
doctorado de Knaster. Finalmente pudo producir tal fenémeno, en el plano.

Resulté que tuvo que construir un continuo bastante complicado. Su tesis
constd de 40 paginas dedicadas a construir el monstruo y probar que era
hereditariamente indescomponible. Fue un reto interesante, le sirvié a B. Knaster
para doctorarse, pero los topologos interesados en estos temas lo vieron como una
curiosidad digna de construirse y tenerla en la vitrina de los ejemplos raros. La
tesis de Knaster fue publicada en 1922, en la revista Fundamenta Mathematicae.

En 1920, en el primer volumen de Fundamenta, Knaster y K. Kuratowski
hicieron una pregunta muy natural. ;Es la circunferencia el tnico continuo
homogéneo del plano?

En 1924, S. Mazurkiewicz mostrdé que la circunferencia es el tnico continuo
homogéneo localmente conexo. En 1937, Z. Waraszkiewicz, en un momento de
ofuscacion, sond que resolvia esta pregunta, escribié un articulo probando que esta
pregunta tiene una respuesta positiva, es decir, que la circunferencia es el tnico.
Fue tan bueno su sueno que consiguié enganar a un arbitro de los Comptes Rendus
de I’Academie des Sciences de Paris que le publicé su articulo. No sélo engané al
arbitro sino que, entre otros, también engané a G. Choquet, quien basandose en
el resultado de Waraszkiewicz public6 un articulo en los Comptes, clasificando a
todos los compactos homogéneos del plano. Segin esta clasificacion falsa, estos
compactos son: (a) los conjuntos finitos, (b) la circunferencia, (c) el conjunto
de Cantor, (d) una unién finita y ajena de circunferencias, y (e) el producto
cartesiano del conjunto de Cantor con la circunferencia. Algo rescatable tuvo el
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trabajo de Waraszkiewicz, en realidad prob6 que la circunferencia es el tnico
continuo homogéneo que cumple algunas condiciones extra, no las detallaremos
pues queremos caminar por otro sendero.

En 1921, S. Mazurkiewicz se pregunto si el intervalo [0, 1] es el inico continuo
hereditariamente equivalente. Esto quiere decir: jes [0, 1] el tnico continuo X tal
que todos los subcontinuos no degenerados de X son homeomorfos a X7 Es claro
que [0, 1] es hereditariamente equivalente pues sus subcontinuos no degenerados
también son intervalos y son homeomorfos a [0, 1].

Resulta que en 1948, E. E. Moise publicé su tesis doctoral, en la que construyo
un continuo en el plano que es hereditariamente equivalente y que no es un arco,
por compartir esta propiedad con el arco le llamo6 Seudoarco.

Por esa época Moise y RH Bing estaban empenados en perseguir los problemas
més importantes de la teorfa de los continuos y produjeron resultados muy
profundos. Bing también estaba investigando ideas parecidas a las de Moise.

Un detalle curioso y extrano, con el que se constata que hay que leer con
cuidado lo que son las cadenas torcidas para entenderlas es el siguiente.

El famoso libro topologia de J. G. Hocking y G. S. Young tiene dos ediciones, la
primera de Addison-Wesley de 1961, y la segunda de Dover de 1988. En la primera
incluyen un dibujo terrible que titulan: tres pasos en la construccion del seudoarco.
En la segunda edicion, por lo que dicen, parece que lo tinico que corrigieron fue
precisamente ese dibujo, por favor busquelo y vera que se trata de otro dibujo
terrible.

El gran salto de las propiedades del seudoarco lo dio Bing en 1948, cuando
prob6 que el seudoarco es homogéneo.

Este resultado fue verdaderamente sorpresivo, espectacular y contraintuitivo.
Maés adelante daremos la construccion del seudoarco. Este se construye usando una
sucesion de cadenas anidadas.

Si uno piensa un poco en su construcciéon, puede notar que las cadenas que
definen al seudoarco pueden empezar todas en un punto pg y terminar en otro punto
¢o. Entonces uno podria pensar que esos dos puntos tienen alguna peculiaridad
que los hace diferentes de los demés. Como ocurre con el intervalo [0,1], el 0 y
el 1 son los extremos de [0, 1], ocupan una posicion diferente de los deméas y no
hay homeomorfismos que envien el 0 a un elemento de (0,1). Bueno pues esa
es la impresion que se tenia del seudoarco cuando se construyé. El teorema de
Bing resulté tan inesperado y de lectura tan complicada que no fue aceptado
inmediatamente. Por cierto, en 1949, Moise, pisdndole los talones a Bing, publicé
una ligera simplificacion de la prueba de Bing.

En 1953, I. Kapuano public6 un articulo en los Comptes “probando” que Bing
estaba equivocado y que el seudoarco no es homogéneo, como se vio que la “prueba”
tenfa una falla, el mismo Kapuano “corrigi¢” su articulo con otro articulo publicado
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en los mismos Comptes (que no se ve que tuviera tan buenos arbitros). Las pruebas
de Kapuano no estaban bien pero sembro la desconfianza.

En 1955, Esenin-Vol’pin, refiriéndose a esta situacion, y en relaciéon al problema
de la existencia de continuos homogéneos del plano publicé en el “Referativni
Zhurnal” lo siguiente: “a la luz de esto, el problema de Knaster y Kuratowski
permanece abierto”.

Intrigado, el mismo Knaster le pidi6é a sus destacados alumnos A. Lelek y M.
Rochowski, que revisaran con cuidado la prueba de Bing y la expusieran con todo
detalle en su seminario en Polonia. Esto se hizo y Lelek escribi6 una monografia
completa de 60 paginas (en Polaco) con los detalles. De maneras similares, los
topologos se fueron convenciendo poco a poco de que Bing tenia razon.

El seudoarco ha resultado toda una caja de sorpresas. Bing también
mostré que solo hay (salvo homeomorfismos, claro) un continuo encadenable
y hereditariamente indescomponible. Con esto, obtuvo como corolario que el
continuo que hemos descrito arriba, el que construyé Moise y el que construyé
Knaster en su tesis doctoral son el mismo.

De manera que el seudoarco no solo es homogéneo sino que también es
hereditariamente equivalente.

Existe una tesis de maestria de 1989 escrita por Evan Innerst de la San Jose
State University en la que se prueban algunas propiedades del seudoarco, entre ellas
la homogeneidad. Sin embargo, la prueba que se presenta es compleja entre otras
cosas por no ser tan generosa en detalles y porque arrastra conceptos complicados
en la demostracion de los resultados previos, lo cual la hace menos facil de seguir.

El objetivo de este trabajo, es el de dar una prueba simplificada y explicada
con todos sus detalles, de la homogeneidad del seudoarco. En lugar de usar las
60 paginas de Lelek, vera usted que solo usaremos 25 paginas. En realidad la
prueba que damos sigue de cerca la linea dada por Bing y Moise. W. Lewis la ha
simplificado un poco. El profesor Lewis ha trabajado en el proyecto de escribir un
libro sobre el seudoarco desde hace méas de 20 anos. Aunque le falta mucho para
completarlo, ya ha escrito algunos capitulos entre los que se encuentra el que prueba
la homogeneidad del seudoarco. El estilo con que esta presentado el manuscrito es
complicado y dificil de seguir, asi que nuestra idea original era descifrar, entender y
escribir la parte del manuscrito en el que se prueba la homogeneidad del seudoarco.
Para nuestra fortuna, a la hora de leer esta prueba, encontramos varios elementos
superfluos y le estamos ofreciendo una prueba maés simple (y mejor explicada, por
supuesto).
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1. Cadenas

Definicion 1. Dada n € N, definimos (n) = {0, 1,...,n}.

Una cadena en un continuo X es una sucesion finita U = {Uy,...,U,} de
subconjuntos de X tales que U; N U; # 0 si y solo si i — j| < 1.

Diremos que la cadena U = {Uy,...,U,} es tensa si se cumple que cl(U;) N
c(U;) # 0 siysolosi|i —j] < 1.

A los conjuntos U; les llamaremos eslabones de la cadena U.

La amplitud de la cadena U se define como el ndmero §(U) =
méax{diametro(U;) : i € (n)}.

SipeUyy q e U,, decimos que la cadena va de p a q.

Denotamos por [ JU a la uniéon de los elementos de U. Dados 0 < i < j < n, el
tramo de la cadena que va de U; a U; es denotado por U(i, j). Asi que U(i,j) =
{U;, ..., U}

Decimos que la cadena {Uy, ..., U, } es abierta si cada U; es abierto y decimos
que cubre a X si X = Uy U ...UU,, también decimos que cubre propiamente
a X si ademas de cubrirlo se tiene que Uy \ cl(Uy) # 0 # Uy, \ cl(U,—1).

El continuo X se dice que es encadenable si para cada ¢ > 0 existe una cadena
abierta U = {Uy, ..., U,}, que cubre a X y que tiene amplitud menor que ¢.

Lema 2. Sean X un espacio normal y C = {Cy, C4,...,C,} una cubierta abierta
de X. Entonces existe una cubierta abierta D = {Dy, D1, ...,D,} de X tal que
c(D;) C C; para toda i € (n).

Demostracion. Primero veamos que existe un conjunto abierto Dy de X tal que
Dy = {Dy,C1,...,C,} es una cubierta abierta de X y cl(Dy) C Cj.

Consideremos los conjuntos cerrados A = X \ (C1U...UC,) y B= X\ Cy. Ya
que C es una cubierta de X, ningin punto puede estar tanto en el complemento
de Cy U ... U C, como en el de Cy, por lo que A y B son ajenos. La normalidad
de X implica que existen dos conjuntos abiertos y ajenos U y V en X tales que
ACUyBCV.

Definimos Dy = U.

Como U C X \ V y V es abierto, cl(Dy) = cl(U) C X \V C X\ B =Cj. De
modo que cl(Dy) C Cy.

Para ver que Dy es cubierta de X, tomemos = € X. En el caso en que = € A,
entonces © € Dy, y si z ¢ A, entonces x € C; U ... U C,,. Por tanto Dy cubre a X.

En resumen, hemos sustituido a Cj por un conjunto abierto Dy de tal manera
que {Dy, C4, ...,C,,} es una cubierta abierta de X y cl(Dy) C Cj.

Como segundo paso, con un proceso similar, podemos sustituir a C; por un
conjunto abierto D; de tal manera que { Dy, D1, C, ..., C,,} es una cubierta abierta
de X y cl(D;) C Ch.



Procediendo de esta manera podemos sustituir a todos los conjuntos C; para
obtener la cubierta requerida. O

Lema 3. Sean X un continuo, Y un subcontinuo de X y C = {Cy,...,C,} una
familia de abiertos de X que cubre a 'Y . Supongamos que Y NCy # 0, Y NC,, # 0
y que C tiene la propiedad de que sii,j € (n) y C;NC; # 0, entonces |i — j| < 1.
Entonces para cada i € {1,...,n}, se tiene que C;_1 NC; NY # ().

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe ¢ € {1, ...,n}, tal que C;_1N
C;NY =0.Sean U = CyU...UC;_1 y V = C;U...UC,. Entonces UNY y VNY son
abiertos de Y, Y = (UNY)U(VNY),0#£ConY CUNY,04£C,NY CVNY
y, como s0lo se pueden intersectar elementos consecutivos de la familia C, tenemos
que (UNY)N(VNY)=Ci.iNC;NY = (. Esto contradice la conexidad de Yy
prueba el lema. O

Lema 4. Sean X un continuo y C = {Cy, ...,C,} una cadena abierta que cubre
propiamente a X . Entonces existe una cadena abierta tensa D = {Dy, ..., D,,} que
cubre propiamente a X y que cumple que cl(D;) C C; para toda i € (n).

Demostracion. Por el Lema [2| existe una cubierta abierta D = {Dy, ..., D,,} de X
tal que cl(D;) C C; para toda i € (n). Como C es cadena, Cy # () # C,. Dados
i,j € (n), st D;N D; # 0, como D; N D; C C; N C}, tenemos que |1 — j| < 1.

Si ocurre que Dy C ¢l(Dy), entonces Cy C X = DyU...UD,, C cl(D,U...UD,,) C
c(CyU...UC,). Como Cy es abierto y Cy N (D2 U ... U D,) = 0, tenemos que
CoNecl(DyU...UD,) =0, de manera que Cy C ¢l(Cy), lo cual contradice que C
cubre propiamente a X. Esto prueba que Dy \ cl(D;) # (). Similarmente, se tiene
que D, \ cl(D,_1) # 0.

De manera que D satisface las hipotesis del Lema |3[ con Y = X, por lo que
tenemos que para cada i € {1,...,n}, se cumple que D; 1 N D; # (). En particular,
tenemos que D; # () para cada i € (n).

Por tanto, D es una cadena abierta tensa que cubre propiamente a X. O

Lema 5. Sean m > 1, X un continuo, A y B dos conjuntos cerrados no vacios
de X yC = {Cy,C1,...,C.} una cadena abierta tensa de X que cubre a X tales
que A C Cy\ cl(Cy) y B C C,\ cl(Cy—1). Entonces para toda j € (n), existe una
cadena de abiertos {Uy,...,Up} de X tal que C; = Uy U ... U U, la familia D =
{Co,....C521, U1, ... Upy,, Cita, ..., Cp } (con los conjuntos numerados en el orden en
el que estdan escritos) es una cadena abierta tensa de X que cubre a X. Ademds,
A estd contenido en la diferencia del primer eslabon de D menos la cerradura del
sequndo, y B estd contenido en la diferencia del wltimo eslabon de D menos la
cerradura del peniltimo.



Demostracion. Observemos que este lema afirma que para toda m > 1, cualquier
eslabon C; se puede sustituir (expandir) por m eslabones. En el caso m = 1, el
lema es trivial porque basta poner U; = C;. Supongamos entonces que m > 2.

Vamos a probar el lema para m = 2. Esto bastara pues una vez que podemos
sustituir el eslabon C; por dos eslabones U; y U, podemos aplicar otra vez el caso
m = 2, para sustituir el eslabon U, por dos eslabones V5 y V3 y tendremos que C}
se puede sustituir por los eslabones Uy, Va y V. Asi que C; se puede sustituir por
3 eslabones. Si repetimos el proceso y sustituimos a V3 por 2 eslabones, tendremos
a (; sustituido por 4 eslabones. Si continuamos de esta manera, podemos sustituir
a C; por cualquier nimero de eslabones.

Probemos entonces el lema para m = 2.

Hacemos C_; = Ay Cyy1 = B. Entonces C_; N (cl(CL U ...UC,)) =0 =
cA(CoU...UChq)NCryg.

Como C es tensa, los conjuntos K = cl(C_4U..UC;_;) y L = cl(Cj1q U
... UCyy1) son dos cerrados ajenos de X. Por la normalidad de X, existen dos
abiertos ajenos V' y W de X tales que K C V y L C W. Consideremos el conjunto
E=X\(VUW)CC(;. Como E es ajeno a K U L, otra vez la normalidad de X
implica que existe un abierto Y de X tal que ECY Ccl(Y) C X \(KUL) C Cj.

Definimos

Uy=(VNnC)uY yU,=WnCc,.

Entonces U; y U, son abiertos y Uy U Uy C Cj. Para ver la inclusion contraria,
tomemos x € C;. Siz € VUW, claramente x € U; UU,. Supongamos entonces que
x e X\ (VUW) CY. Esto implica que € U;. Hemos probado entonces que C; C
U,UUs. Por tanto, C; = U;UU;,. Entonces X = CyU...UC;_1UU,UU,UC; 11 U...UC),.
Por lo que D = {Cy, ...,Cj_1,U1,Us, Cj 1, ..., Cy } es cubierta abierta de X.

Como U; C C y C es tensa, tenemos que cl(CoU...UC;_2)Nel(Uy) = 0. Ya que
d(VUY)nL =0, tenemos que cl(Uy) Ncl(Cj1q U...UC,) = 0. Esto prueba que
cl(Uy) sélo puede intersectar a la cerradura del eslabén inmediato anterior (C_4)
y el inmediato posterior (U,) de D. Similarmente, cl(Us) solo puede intersectar a
la cerradura del eslabén inmediato anterior (U;) y el inmediato posterior (Cjiq)
de D. Ahora es claro que cada Cj, con ¢ # j, también tiene la propiedad de que
solo puede intersectar a la cerradura del eslabén inmediato anterior y el inmediato
posterior de D.

Como A C Cyy B C C,, tenemos que Cy # () # C,,. De modo que podemos
aplicar el Lema (3| para concluir que cada dos elementos consecutivos de D se
intersectan. Por tanto, D es una cadena abierta tensa de X.

Veamos que A esta contenido en la diferencia del primer eslabén de D menos
la cerradura del segundo.

En el caso en que 1 < j, el primer eslabon de D es Cy. Por hipotesis, A C ()
y como la unién de los otros eslabones de D esta contenida en ¢l(Cy U...UC,) y



A no intersecta a este conjunto, ya terminamos.

En el caso en que 5 = 0, el primer eslabéon de D es Uy, el segundo es Us,,
A=K CVyACC. Asique A C U;. Como Uy C W C X \ V, tenemos que
cl(Uy) € X \ V. Por tanto, AN cl(Uy) = 0.

Finalmente, veamos que B esté contenido en la diferencia del ultimo eslabon
de D menos la cerradura del peniltimo.

En el caso en que 7 < n—1, el ultimo eslabén de D es C,,. Por hipétesis, B C C,
y como la unién de los otros eslabones de D esta contenida en cl(Co U ... U Cy_q)
y B no intersecta a este conjunto, ya terminamos.

En el caso en que 7 = n, el Gltimo eslabon de D es U, el pentltimo es Uy,
B=LCWyBCC, Asi que B C Uy. Ya que cl(Y)NL = (), tenemos que
cd(Y)Nn B = (. Dado que V C X \ W, tenemos que cl(V) C X \ W. De manera
que cl(V) N B = (). Por tanto, tenemos que cl(U;) N B = ). O

2. Puntos Terminales y Puntos Finales

Definiciéon 6. Sean X un continuo encadenable X y p € X. Decimos que p
es terminal si para cada ¢ > 0, existe una cadena C = {Cy,...,C,} que cubre
propiamente a X tal que p € Cj \ C} y la amplitud de C es menor que e.

Decimos que p es final si ocurre que para cualesquiera dos subcontinuos A y
B de X que tienen a p se cumple que A C B o B C A.

Definicién 7. Sean X un continuo, C = {Cy,...,C,} una cadena que cubre
propiamente a X y Y un subcontinuo no degenerado de X. Dados j,k € (n)
tales que j < k, decimos que la subcadena C(j, k) recubre aY siY C C;U...UC)
y Y NC; # () para cada j <i < k.

Definimos (Y) = {i € (n) : Y NC; # 0} y escogemos un subconjunto minimal
[Y] de (n) que satisface que Y C |J{C; : i € [Y]} y Y N C; # () para toda i € [Y].
Notemos que [Y] C (Y) y que la contencién puede ser propia.

Si Z es un subcontinuo de X, decimos que la pareja (Y, Z) es un escalén si VY
no es degenerado, Y C Z y se cumple una de las siguientes dos condiciones:

(a) existen j,k,l € (n) tales que 0 < j < k <[ < n, la subcadena C(k,!)
recubre a Y, la subcadena C(j,1) recubre a Zy ZNC;\Y #0, 0

(b) existen j,k,l € (n) tales que 0 < | < k < j < n, la subcadena C(l, k)
recubre a Y, la subcadena C(l, j) recubre a Zy ZNC; \'Y # 0.

En el caso en que se cumple (a) se dice que (Y, Z) es un escalon izquierdo
mientras que en el caso en que se cumple (b), (Y, Z) es un escalén derecho. En
ambos casos decimos que el escalon (Y, 7) empieza en [ y termina en j.

Lema 8. Sean X un continuo y C = {Cy,...,C,} una cadena que cubre
propiamente a X. Sean Y, Z dos subcontinuos de X tales que (Y, Z) es un escalon
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que empieza en | y termina en j. Sea p € Y tal que p es un punto final de
X. Supongamos que existe una cadena D = {Dy,...,D,,} de abiertos de X que
satisface las siguientes propiedades:

(a) D cubre a Y,

(b) D refina a C,

(c) p€ Do\ Dy,

(d) D, CC).

Entonces existe una cadena € = {Ey, ..., E,} de subconjuntos abiertos de X que
cumple las siquientes propiedades:

(a') & cubre a Z,

(b') € refina a C,

(c) p € Ey\ En,

(d') E, C C.

Demostracion. Como (Y, Z) es un escalon, puede ser derecho o izquierdo.
Supondremos que es izquierdo, el caso en que es derecho se hace en forma similar.
Sean j, k,l € (n), como en la condicién (a) de la Definicién [7] (Y, Z) empieza en [
y termina en j).

Entonces podemos elegir un punto zp € ZNC; \ Y.

Ya que D recubre a Y, tenemos que Y N D,, es un abierto no vacio en el continuo
Y y entonces no es degenerado. Entonces podemos elegir un punto w € YND,,\{p}.
Elegimos un abierto W de X tal que w e W, W C D,,, 20 ¢ Wy p ¢ W.

Sea F' la componente de X \ W que contiene a p. Entonces 'y Y son dos
subcontinuos de X que tienen a p. Ya que p es un punto final de X, tenemos que
F y Y son comparables con la inclusion. Como w € Y\ F', concluimos que F' C Y.

Sea R = |JD. Entonces R es un abierto en X tal que FCY C Ry W C R.

Aplicamos el Teorema del Cable Cortado (véase Teorema 5.2 en [I]) al espacio
X\ W ylos cerrados X \ Ry F. Entonces existen dos cerrados L'y M en X \W (y
entonces cerrados en X) talesque F C L, X\RC M, LNM =0y X\W = LUM.
Notemos que L C R.

Por la normalidad de X, existen dos subconjuntos abiertos y ajenos U y V' de
X talesque LC Uy M CV.Yaque L C R, podemos suponer que U C R. Como
LCY yz ¢Y, podemos suponer que z, ¢ U.

Estamos listos para definir la cadena requerida €& = {Ey, ..., £, }.

Hacemos r = m + [ — j. Definimos:

E():DOmU,El :DlﬂU,...,Em_l :Dm_lmU,
Em = Dm U (Cl N V),
Epi1=CaNV,Eppa=CanNV, .., Em+(l—j) = Cj nv.

Veamos que & satisface las condiciones (a')-(d').
Como D,, C C; y D refina a C, tenemos que & refina a C.



Veamos que dos eslabones no consecutivos de £& no se pueden intersectar.
Tomemos entonces dos eslabones no consecutivos de £. Si ambos eslabones son
del primer renglén, entonces son ajenos porque D es cadena; si pertenecen al
tercer renglon, son ajenos porque C es cadena. Los del primer rengléon con los del
tercero son ajenos porque U y V lo son. Cuando uno de los eslabones es E,,, no se
intersecta con los del primero porque D es cadenay U NV = (), y no se intersecta
con los del tercero porque D,, C C; y C es cadena. Por tanto dos eslabones no
consecutivos de £ no se pueden intersectar.

Ahora veremos que & cubre a Z. Recordemos que Z C C(j,1) y que X =
LUWUM=UUWUV.

Sea z € Z. Sea i € {j,...,1} tal que z € C;.

Si z € V, dependiendo de ¢, z pertenece a E,, o a algin E; del tercer renglon.

Si z € U C R, existe t € (m) tal que z € D;. Dependiendo de ¢, tenemos que z
pertenece a E,, o a algin E del primer renglén.

Siz e W, entonces z € D,,, C E,,.

Esto termina la prueba de que &£ cubre a Z.

Como p € Dy\ Dy yp e F C L C U, tenemos que p € Ey \ Fi. Ya que
2o ¢ W UU, tenemos que 2y € V', y como z, € C;, concluimos que zy € E,. Por el
Lema [3, concluimos que & es una cadena que cubre a Z.

Como claramente £, C Cj, concluimos que & satisface las propiedades
requeridas. O

Lema 9. Sean X un continuo, p € X y C = {Cy,...,C,} una cadena que cubre
propiamente a X con n > 3. Entonces eziste una sucesion finita {p} T Ay C
A © .. € A, = X tal que para cada i € {1,...m}, el par (A;i_1,A;) es
un escalon, y la sucesion cumple alternadamente las propiedades (a) y (b) en la
definicion de escalon. Esto significa que si un par (A;_1, A;) satisface una de las
dos condiciones, entonces la pareja (A;, Ai11) satisface la otra condicion. Ademds
la pareja (A;, Aiy1) empieza donde termina la pareja (A;_1, A;).

Demostracion. Sea iy € (n) tal que p € Cj,.

Elegimos un subcontinuo no degenerado A, de X tal que p € Ay C C,.
Remarcamos que éstas son las tnicas propiedades que le pediremos a A.

Notemos que existen k,l € (n) tales que k <1y (Ay) = {k,...,l}. Notemos que
C(k,1) recubre a Ag y que k < iy <.

Como n >3y Ay C C,, tenemos que el conjunto G = (n) \ (Ap) no es vacio.

Sean sy = max{i € (n) : existe un subcontinuo Z de X tal que A4y C Z'y
C(k,i) recubre a Z} y s, = min{i € (n) : existe un subcontinuo Z de X tal
que Ay C Z y C(i,l) recubre a Z}.

Como Z = Ay es recubierto por C(k,[), tenemos que sy v S, son el maximo
y el minimo de un conjunto acotado y no vacio de nimeros enteros. Por lo tanto,
Sm' Y Sm estan bien definidos y s, < ky l < spy.



Afirmamos que s, < k o que [ < sy.

Para ver esto, tomemos un arco ordenado (véase Definicion 6.9 y Teorema 6.10
de [1]) o : [0,1] = C(X) tal que a(0) = Ay y (1) = X.

Sean U = | J{C;: 1€ (An)} y V =J{C; : i € G}. Entonces U y V son abiertos
en X talesque X =UUV, A, CUyV #0.

Sean P={t € [0,1]: a(t) CU} y Q={t €0,1] : a(t) NV # (}. Entonces P
y @ son conjuntos abiertos de [0, 1] tales que [0,1] = PUQ. Como a(0) = Ay C U
y a(1) = X, tenemos que 0 € Py 1 € ). La conexidad de [0, 1] implica que existe
to € [0, 1] tal que a(ty) € PN Q.

Sean B = a(tg). Entonces B C Cy U ...U () y existe j € (n) \ {k, ..., 1} tal que
BNC;#0. De maneraque j =k —10j=1+1.

Ya que Ay C B, tenemos que B intersecta cada uno de los conjuntos Cy, ..., C}.

Analizaremos el caso en que j = [+ 1. Como siempre, la situacion es simétrica
cuando j = k—1 y un tratamiento similar resolveria también este caso. Aunque no
es importante, podria ocurrir que B intersectara tanto a Cy_; como a Cyy 1, pero
esa situacion no afecta lo que discutiremos a continuacion.

Yaque BC CpyU..UC, CCrU...UCUC;1, vy B intersecta a todos estos
conjuntos, tenemos que C(k, [+ 1) recubre a B. Por tanto [ + 1 estéa en el conjunto
del cual sp; es maximo. Por tanto [ + 1 < sp; v [ < sp4.

De la definicién de sj; tenemos que existe un subcontinuo A; de X tal que
Ay C Ay y C(k, sp) recubre a A;. Como (Ag) = {k,...,l} y | < sy, tenemos que
AgnCs,, =0.Y A1 NC,, # 0, entonces tenemos que A; N Cy,, \ Ag # 0. Por
tanto la pareja (A, A;) es un escalon derecho. Esto termina el primer paso de la
induccion.

Para hacer el paso inductivo de la construccion, supondremos que ya hemos
construido los subcontinuos Ay, ..., A,, con r > 1, tales que existe k,l € (n) tales
que 0 < k <1 < n, C(k,l) recubre a A, 1, y se cumple una de las siguientes
condiciones:

(1) (A;—1,A;) es un escalon derecho y A, esta recubierto por C(k, spr), donde
sy = max{i € (n) : existe un subcontinuo Z de X tal que A,_; C Z y C(k,1)
recubre a Z}, o

(2) (A;-1,A;) es un escalon izquierdo y A, esta recubierto por C(s,,, 1), donde
Sm = min{i € (n) : existe un subcontinuo Z de X tal que A, 1 C Z y C(i,l)
recubre a Z}.

Veamos que si (A,) # (n), entonces podemos continuar la construccion
encontrando un subcontinuo A, satisfaciendo las condiciones descritas y también
la condicion adicional de que [A,] € [A,41]. Supondremos que se satisface la
condicion (1). Esto bastara pues las condiciones (1) y (2) son simétricas y similares.
Entonces estaremos suponiendo que (A,_1, A,.) termina en sy;.

Si sy = n, hacemos A,1; = X. Ya que (4,) # (n) y {k,...,sm} C (4,),



tenemos que 0 < k < s); = n. Entonces la subcadena C(k,n) recubre a A,, la
subcadena C(0,n) recubre a X y como C cubre propiamente a X, concluimos que
D#AXNCy\ (CLU...UC,) C A1 NGy \ A,. De manera que (A,, A,41) es un
escalon izquierdo que empieza en n = sy (que es donde termina (A,_1, 4,)), vy
con esto terminarfamos la construccion de la sucesion y la prueba del teorema. Por
tanto, podemos suponer que sy; < n.

Si k = 0, entonces la subcadena C(0,n) recubre a X. La maximalidad de sy,
implica que n < sy, lo que contradice nuestra suposiciéon. Por tanto, 0 < k.

Definimos L = X \ (Cj,, 41 U ... UC,,). Entonces L es cerrado en X.

Si A, N Csy,41 # 0, como C(k, sp) recubre a A,, tenemos que C(k,sy + 1)
también recubre a A,, y ya que A,_; C A,, tenemos una contradicciéon con la
maximalidad de sy;. Ya que A, C C, U...UC,,, concluimos que A, C L.

Sea (8 :[0,1] — C(X) un arco ordenado (véase Definicion 6.9 y Teorema 6.10
de [1]) tal que B(0) = A, y 5(1) = X.

Como ((0) C L, podemos definir ty = max{t € [0,1] : 5(t) C L}. Sea Q =
B(to). Entonces A, C Q C L.

Aseguramos que Q N Cj_; \ Ci # ). Supongamos que esto no ocurre. Como
A, C @, tenemos que Cy N Q # (. Esto implica que @ C Cy U ... U Cy,,. Ya que
CrU...UC,, es abierto en X, existe t; € (o, 1) tal que 8(¢;) C CrU...UC,,. Por
la maximalidad de to, tenemos que B(t1) € L, asi que 8(t1)N(Cs,,+1U...UC,) # 0.
Ya que B(t1) € Cr U ...UCCy,,, tenemos que A,_1 C [(t;) C Cr U ...UCs,, 11, €
intersecta a todos estos uniendos. De modo que C(k, sys + 1) recubre a (t1). Esto
contradice la maximalidad de sy, y termina la prueba de que Q@ N Cy_1 \ Cx # 0.

Definimos t,, = min{i € (n) : existe un subcontinuo Z de X tal que A, C Z y
C(i,spr) recubre a Z}.

Sea lp = min{i € (n) : QN C; # 0}. Entonces lp < k— 1. Yaque Q C L,
tenemos que Q C Cj, U...UC,,. Dado que A, C Q y A, NC,, # 0, tenemos que
la subcadena C(ly, s)s) recubre a ). Entonces t,, <y < k — 1.

Elegimos un subcontinuo A/, de X tal que A, C A/, y C(ty,,sy) recubre
a Al,,. Definimos A, ; = A, UQ. Entonces A,;; es un subcontinuo de X,
A C A CC,U...UC,, e intersecta a cada uno de los uniendos. Por tanto,
C(tm, snr) recubre a A, 1. Ademéas A, ;1 NCy_1 \ Ok # 0.

En resumen, 0 < t,, < k < sp); < n, la subcadena C(k, s);) recubre a A,
y la subcadena C(t,,, syr) recubre a A,,;. Para ver que (A,, A1) es un escalon
izquierdo, solo nos falta ver que 4,1 NCy, \ A, # 0.

En el caso en que t,, = k — 1, ya sabemos que A, ;1 N Cy_1 \ Cx # 0, y como
A, CCrU...UC,,, concluimos que A, 11 N Cr_q \ A, # 0.

En el caso en que t,, < k — 1, sabemos que A, N Cy, # (). En este caso,
A1 NGy, CTX\(CrU...UC,,), porlo que A, 1 NC,,, \ A, # 0.

Esto termina la prueba de que (A,, A,41) es un escalon izquierdo.



Notemos que (A,, A,+1) empieza en sy, que es justo donde termina la pareja
(Ar—la Ar) :

Ya que C(k, spr) recubre a A,., tenemos que [A,] C {k,...,sp}. Como A, C A,
vy A1 NCrq \ Ckx # 0, tenemos que k —1 € [A, 1] y entonces [A,] C [A,41]. Esto
termina la construcciéon inductiva.

Hemos mostrado que, mientras que [A,] # (n), es posible seguir construyendo
los continuos A;. Como se tienen las contenciones [Ag] € [A;1] € ..., y todos los
conjuntos [A,] son subconjuntos de (n), tenemos que este proceso no puede seguir
indefinidamente. Por tanto existe r > 0 tal que [A,41] = (n).

De nuevo, por simetria, suponemos que (A,_1, A,.) satisface la condicion (1).

Entonces A1 NCy # 0. Ya que A,y NCs,, #0y Aryr CCp, U ..Uy,
tenemos que A, C CyU...UC,, e intersecta a todos los uniendos. De manera que
la subcadena C(0, sps) recubre a A,,;. La minimalidad de ¢, implica que t,, = 0.

Antes vimos que si s); = n, entonces es posible terminar la construccion de la
sucesion. Podemos suponer entonces que sy; < n. Ya que C cubre propiamente a
X, tenemos que § # X NC, \ (CoU...UC,,) € X NC,\ Ary1. De manera que la
subcadena C(0, sps) recubre a A, 1, la subcadena C(0,n) recubre a X y X N C,, \
A1 # 0. Esto muestra que la pareja (A,;1, X) es un escalon derecho. Entonces
si definimos A, o = X se termina la construccion de la sucesion deseada. O

Teorema 10. Sean X un continuo encadenable y p € X. Entonces p es un punto
terminal si y solo si p es un punto final.

Demostracion. Supongamos primero que p es un punto final. Mostraremos que p es
un punto terminal. Tomemos entonces € > 0. Tenemos que encontrar una cadena
de abiertos que cubra a X, que tenga amplitud menor que € y que tenga a p en su
primer eslabon.

Sea F = {Fy, ..., F.} una cadena de abiertos de X, que cubre propiamente a
X, tal que la amplitud de F es menor que £ y que el %ﬁo(x). Entonces k > 6.

Elegimos jy € (k) tal que p € F},.

Si jo < 2, podemos considerar la cadena F; = {Fy U Fy U Iy, F3, ..., F};} la
cual tiene amplitud menor que €, cubre propiamente a X y tiene a p en el primer
eslabon, asi que ya no hay nada més que hacer. Si k—2 < j,, podemos agrupar los
tltimos 3 eslabones e invertir los indices para obtener la cadena deseada. Podemos
suponer entonces que 3 < jg < k — 3.

Consideramos la siguiente cadena.

C={F, F,...Fjy_2, Fjy_1UF;)UF} 11, Fj 12, ..., F},}, la escribimos en la forma
C ={Cy, (4, ...,Cy} y hacemos C;, = Fj,_1 U Fj, U F +1. Entonces n > 3, C cubre
propiamente a X ypE P}o - Cio \ (01 u..u C’io—l U Cio-‘rl U..uJ On)

Sea {p} € Ay € A € ... € A,, = X una sucesion finita como en el Lema
9l Como observamos al principio de la demostracion de ese lema, podemos elegir



cualquier subcontinuo Ay de X que satisfaga que {p} € Ay C C,,. Entonces
elegimos Aj como un continuo no degenerado de X tal que {p} C Ay C F},. Con
esto conseguimos la propiedad extra para Ay, de que Ay C C;, v Ay no intersecta
a ningun otro Cj.

Supondremos que (Ag, A;) es un escaléon izquierdo. Como siempre, por la
simetria de las definiciones, el otro caso se puede tratar con argumentos similares.
Veremos inductivamente que cada A; puede ser cubierto por una cubierta de
abiertos de X que refina a C y que cumple que el tnico eslabén que contiene
a p es el primero. Como X = A,,, tendremos que todo esto vale también para X,
de modo que la conclusion sera que p es punto terminal.

El primer paso de la induccion es el siguiente.

Como (Ag, Ay) es un escalon izquierdo, existen ji, k,l € (n) tales que 0 < j; <
k <1 <n, la subcadena C(k, ) recubre a Ay, la subcadena C(j,[) recubre a Ay y
A NGy \ Ag # 0. Como C(k, 1) recubre a Ay, tenemos que A intersecta a cada
uno de los eslabones Cy, ..., C;. Por la manera en que escogimos Ay, tenemos que
k =iy = l. Para este paso definimos la cadena Dy = {Cj, ..., C},} (los indices van
descendiendo). Notemos que D; tiene las siguientes propiedades: D; cubre a Ay,
D; refina a C, p pertenece tinicamente al primer eslabon de Dy, el dltimo eslabon
de D; estéa contenido en C},. Notemos que la pareja (Ag, A;) termina en j;.

Como (A1, A2) es un escalon derecho y por hipotesis empieza en jj, entonces
existe jo € (n) tal que 0 < j; < < jo < n, la subcadena C(j1,!) recubre a Ay, la
subcadena C(jy, j2) recubre a Ay y Ay NCy, \ A1 # 0. Entonces el escalon (A;, As)
empieza en j; y termina en j,. Como el dltimo eslabéon de D; esta contenido en
C},, podemos aplicar el Lema |8y obtener una cadena de abiertos Dy de X tal que
Dy cubre a A,, Dy refina a C, p pertenece tinicamente al primer eslabén de Dy y
el altimo eslabon de D, esta contenido en CY,.

El argumento del parrafo anterior se puede repetir para cada una de las parejas
(Ag, A3), (A3, Ay), ete. Por tanto, podemos concluir que existe una cadena de
abiertos D,, tal que D,, cubre a X, D,, refina a C y p pertenece tnicamente al
primer eslabon de D,,.

Esto termina la prueba de que p es un punto terminal de X.

Ahora supongamos que p es un punto terminal de X. Para probar que p
es un punto final de X, supongamos que esto no ocurre. Entonces existen dos
subcontinuos Ay B de X tales que p € ANB, A¢ By B¢ A. Elegimos puntos
a€ A\Bybe B\ A. Seae > 0 tal que B(a,e)NB =0y B(b,e)NA=10. Por
hipotesis existe una cadena C = {Cy, ..., C,,} tal que p € Cy y la amplitud de C es
menor que €. Sean i, j € (n) tales que a € C; y b € C;. Podemos suponer que i < j.
Como B es conexo e intersecta a los eslabones Cj y C}, tenemos que B intersecta
al eslabon i. Por tanto existe ¢ € B N C;. Esto implica que ¢ € B N B(a,¢), lo
cual contradice la eleccion de €. Esto termina la prueba de que p es punto final de
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X. [l

3. Patrones

Definicion 11. Un patrén es una funcioén suprayectiva A : (m) — (n) tal que
IA(i) = A(i 4+ 1)| <1 para cada i € (m — 1).

Un patron A es estricto si cumple que A(0) = 0, A(m) =ny A1) —A(i+1)| =1
para cada i € (m — 1).

Un patréon estricto A es no trivial si m > n.

Un doblez para un patrén A es una cuadrupla de enteros (4, j, k, [) que satisface
lo siguiente:

(a)0<i<j<k<l<m,

(8) A(i) = A(k) £ A(7) = A(D), ¥

(¢) min{A(2),A\(j)} < A(r) < max{A(i), A\(j)} para toda r € {3, ..., }.

El doblez (i, 7, k, 1) es recto si A resulta una funciéon estrictamente mono6tona
cuando la restringimos a cada uno de los conjuntos {i, ..., 5}, {j, ..., k} y {k, ..., 1}
En este caso tenemos que [—k = k—j = j—i,asique j—1 = j—k+k—1 =2(i—j).

Dadas dos cadenas C = {Cy,CY,...,Cp,} v D = {Dy, Dy, ..., D;,} y un patron
A (m) — (n) decimos que D sigue el patrén A en C si para cada i € (m) se tiene
que D; C Cyg).

Lema 12. Si A : (m) — (n) es un patrdn estricto no trivial, entonces X tiene un
doblez recto.

Demostracion. Primero probaremos la siguiente afirmacion.

Afirmacién 13. Si s,t € (m) son tales que s < ¢, min{A(s), A\(t)} < A(r) <
max{A(s), A(t)} para cadar € {s,...,t}, y A no es monétona en {s, ..., t}, entonces
A tiene un doblez en {s, ..., t}.

Para probar esta afirmacion, notemos que como \ es estricto, A(s+1) = A\(s)+1
0 A(s+1) = A(s) — 1. Supongamos que A(s+1) = A(s)+ 1. El otro caso es similar.
En este caso A(s) < A(s+1), y entonces A(s) < A(r) < A(t) paratodar € {s, ..., t}.

Sea j = max{r € {s,...,t} : A es mondtona en {s,...,7}}. Este conjunto es no
vacio porque tiene al menos a s+ 1. Como A(s) < A(s+1) y A es estricto, tenemos
que A es estrictamente creciente en {s, ..., j}.

Notemos que A(s) < A(j).

Por nuestra suposicion, s +1 < j < t.

Por la maximalidad de j, tenemos que A(j + 1) = A(j) — 1.

Ya que A es estricto, los valores de A avanzan de uno en uno. Como A(j+1) <
A(j), los valores de A avanzan de uno en uno y el valor maximo de A en {s,...,t}
es A(t), tenemos que existe [ € {j + 1,...,t} tal que A\(I) = A(j). Si tomamos la [

11



minima que cumple esto y r € {j+1,...,1}, no puede ocurrir que A(r) > A(l), pues
de lo contrario podriamos usar nuevamente que los valores de A avanzan de uno
en uno para encontrar una [’ entre j 4+ 1 y r con la propiedad de que A\(I") = A((),
y entonces contradiriamos la minimalidad de I. De manera que A(r) < A\({) = A(j)
para todar € {j +1,...,l}.

Sea k € {j,...,1} tal que A(k) es el minimo de A({7, ...,(}).

Como A(7) = A1) y AM(7+1) < A(j), tenemos que A(k) < A(j+
que j < k < l. Como A(k) es minimo, tenemos que A(k) < A(r) <
red{j, .1}

Dado que A(s) < A(k) < A(j) y los valores de A avanzan de uno en uno, tenemos
que existe ¢ € {s,...,7} tal que A\(i) = A(k). Como A es estrictamente creciente en
el conjunto {s, ..., j}, tenemos que A(i) < A(r) < A(j) para toda r € {i, ..., j}.

Entonces la cuadrupla (i, j, k, 1) satisface las condiciones para ser un doblez de
A. Esto termina la prueba de la afirmacion.

Dado que A es un patrén no trivial tenemos que m > n, por lo que A no
puede ser inyectiva. Por tanto A no puede ser estrictamente mondtona, y como
A es estricto, tampoco puede ser monoétona. Entonces A\ satisface las hipotesis de
la afirmacion cuando hacemos s = 0 y ¢ = m. Por lo que A tiene un doblez en
{0,...,m}.

Entonces podemos tomar un doblez (i, j, k,1) de A donde | — ¢ es minimo.

Veamos entonces que (i, j, k,1) es un doblez recto de A.

Si A no es mondtona en {i, ..., j}, entonces podemos aplicar la afirmacion y
concluir que A tiene un doblez (¢, j', k', ") en {1, ..., j }. Entonces I'—i’ < j—i < [—1,
lo que contradice la minimalidad de [ — i. Por tanto A es monétona en {i,...,j} y
como A es estricto, tenemos que A es estrictamente monotona en {i, ..., j}.

Similarmente se muestra que \ es estrictamente mondtona en cada uno de los
intervalos {j,...k} y {k,...,l}. Por tanto A\ es un doblez recto. O

1). Esto implica
A(j) para toda

4. Continuos hereditariamente indescomponibles

Lema 14. Sean X wun continuo hereditariamente indescomponible, A y B
subconjuntos cerrados ajenos y no vacios de X y, Uy y Vi subconjuntos abiertos de
X tales que A C Uy y B C Vy. Entonces existen tres conjuntos cerrados Fy, Fy y
Fy de X tales que X = FpbUFLUF,, FbNFy,=0, ACF),, BCF,, FyNnF, CV,
y F1NFy CUy.

Demostracion. Sean U,V abiertos ajenos de X tales que A C U C cl(U) C U,,
BCV Ca(V)CTVyycdU)ne(V)=10.

Sean Ay = |J{D € C(X) : D es componente de X \Vy DNA#0}y By =
U{D € C(X) : D es componente de X \ U y DN B # (}}.
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Usando propiedades basicas de la convergencia en hiperespacios y el hecho de
C'(X) es compacto es posible probar que Ay y By son cerrados en X.

Aseguramos que AygN By = (). Supongamos por el contrario que existe un punto
p € Ap N By. Entonces existen componentes D de X \ V' y E de X \ U tales que
DNA#0#ENBype DNE. Como X es hereditariamente indescomponible
y DNE # 0, tenemos que D C E o E C D. Supongamos, por ejemplo, que
D C E. Entonces EC X\ Uy (0 +#AND CUnN E. Esta contradicciéon prueba
que Ag N By = 0.

Entonces los conjuntos Ag y By \ V son dos cerrados ajenos de X contenidos
en X \ V. Como Aj es una unién de componentes de X \ V, tenemos que si una
componente D de X \ V intersecta a Ay, entonces D C Ay. Esto muestra que
ninguna componente de X \ V intersecta tanto a Ay como a By \ V. Por tanto
podemos aplicar el Teorema del Cable Cortado (véase Teorema 5.2 en [5]) al espacio
X \V yasus cerrados Ay y By \ V, y de esta manera obtener dos cerrados ajenos
Dy y Dy de X\ 'V (y entonces cerrados en X) tales que X \V = DU Dy, Ay C D,
y B(] \ Vv Q _D2.

Ya que By es una union de componentes de X \ U, tenemos que si una
componente D de X \ U intersecta a By, entonces D C By. Ya que D; € X\ V,
DiNDy=0y By C Dy UV, tenemos que D; N By = (). De modo que podemos
aplicar el Teorema del Cable Cortado (véase Teorema 5.2 en [5]) al espacio X\ U y
a sus cerrados D1 \U y By, y con esto obtener dos cerrados ajenos E; y Es de X \U
(y entonces cerrados en X)) tales que X \U = E1 U Ey, By C Ey y D1\ U C Ex.

Ya podemos definir los conjuntos requeridos. Sean

F() = D1 U (Cl(V) N EQ),
F1 = (DQ N EQ) U (Cl(U) N Dg) U (CZ(V) N EQ), y
FQ = E1 U (Cl(U) N DQ)

Claramente los conjuntos Fy, F} y F5 son cerrados en X.

Como A C Ay C D C Fpby BC By C E; C Fy, tenemos que A C Fy y
B C F.

Ya que U C X\ V = D; U Dy, tenemos que U C Dy U (U N D,), ademas
VCX\U=EFEUE,y asique VC EU(VNE,). Entonces UUV C D; U ((UN
Do) U E; U (VN Ey) C FyU Fy. Por tanto UUV C Fy U F.

Veamos que X = FoU Fy U F;. Seap € X. Sip € UUYV, por el parrafo
anterior, p € Fy U Fy. Supongamos entonces que p € X \ (UUV) = (X \U)N (X \
V)= (E1UEs) N (D1 UDy). Yaque Dy C Fyy Ey C F,, podemos suponer que
p € Dy N Ey C Fy. Esto termina la prueba de que X = Fy U F} U F5.

Dada p € Fo N Fy, sip ¢ cl(V), observando la definicion de Fy y F, tenemos
que p € D1 N Dy, lo cual es absurdo. Por tanto Fo N Fy C (V) C V4.
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Dada p € Fi N Fy, sip ¢ cl(U), observando la definicién de Fy y F, tenemos
que p € Ey N Ey, lo cual es absurdo. Por tanto Fy N Fy C cl(U) C Uy.

Ahora veamos que FyNF, = (). Supongamos por el contrario que existe un punto
pe€ FoNFy. Como DiNDy=0, EfNEy =0y cl(V)Nel(U) =0, observando la
definicion de Fy y F3, concluimos que p € Dy N E;. Dado que £y C X \ U, tenemos
que p € (D;\U)NE; C E;NE; =, 1o cual es absurdo. Por tanto, FyNFy = 0. [

Teorema 15. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible.

Sea C = {Cy,C4,...,Cy} una cadena tensa que cubre a X. Sean A y B dos
subconguntos cerrados y no vacios de X tales que A C Cy \ cl(Cy) y B C Cy, \
c(Cp-1). Sea A : (m) — (n) un patron tal que A(0) = 0 y A(m) = n, donde
m > n. Entonces existe una cadena tensa D = {Dy, D1, ..., D;,} que cubre a X,
que sigue el patron X en C y que cumple que A C Do\ cl(D1) y B C Dy \cl(Dy—1).

Demostracion. Distinguimos dos casos.

Primer paso. Probaremos que el teorema es valido cuando A es un patréon
estricto.

Primero construiremos una cadena &€ = {FEy, Fi,...,E,} que cumpla las
condiciones requeridas con la posible excepcion de que £ sea tensa. Haremos esto
por induccién en m.

En el caso en que m = n, como \ es estricto se tiene que A(0) = 0, A\(n) = n,
ademas los valores de A avanzan de uno en uno, por lo que \ es suprayectiva, y
por tanto también es inyectiva. Esto implica que A es la identidad. En este caso
ponemos £ = C.

Ahora supongamos que m > n y que el teorema se cumple para los ntimeros
n,n+1,...,m — 1. Veamos que también se cumple para m.

Como A es un patron estricto, por el Lema|l2 concluimos que A tiene un doblez
recto (1,7, k, ).

Definiremos otro patrén p a partir de A, para aprovechar la hipdtesis de
induccion. Sea p: {0,1,...,m+j — 1} — {0,1,...,n} definido como sigue:

A(r) si 0 <r <j;
p(r) = N .
Mr+l—j) sij<r<m+j—1I

Notemos que p sigue el patréon A hasta el indice j. Como, con la segunda
definicion, p(j) = A(1) = A(J), u(G+1) = X1+ 1),...,u(m~+j—1) = A(m), tenemos
que p esta bien definida y que a partir del indice j se pasa a los valores A(j) = A({),
A(l+1),...,A(m). De esta manera, lo que hace p es simplemente eliminar el doblez.
Ya que 0 <17 < j <l <m, tenemos que 1 < m+ j — [ < m. Claramente, también
se tiene que para toda r € {0,1,....m+j —1—1}, |pu(r) — pu(r+1)] = 1. Ademas,
1(0) = A0) =0y pu(m+j—1) = A(m) = n. Por tanto, u es un patron estricto.
Esto implica que u es suprayectiva. De manera que n < m + 75 — [.
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Podemos entonces aplicar la hipétesis de inducciéon. De modo que existe una
cadena G = {Gy, Gy, ..., Gyt j—i } de conjuntos abiertos de X tal que G cubre a X,
G sigue el patron pen C, A C Gy \ cl(G1) y B C Grgjor \ l(Grtjmi—1)-

Ahora necesitamos recuperar el doblez que eliminamos cuando definimos .
Para hacer esto comenzamos definiendo algunos conjuntos.

Sean

U:G()U...UGi,
V == Gj u..u Gm+j—l;
AO =X \ (Gi+1 U...u Gm—l—j—l) y
By =X\ (GoU..UG,_y).

Notemos que Ay y By son cerrados. Como ¢ < j—1, GoU...UG; C GoU...UG;_1,
asi que GO U..uJ Gj—l U Gi—i—l U...uJ Gm+j—l = X. Esto 1mphca que AO N BQ = @ y
que Ay C U.

Como By CV,0#AC Ayy 0 # B C By, podemos aplicar el Lema [14] al
continuo X, a los cerrados Ag y By, y a los abiertos U y V, entonces existen tres
conjuntos cerrados Fy, F7 y Fy de X tales que

X=RUFRUF LNFK=0A4CF,B CkHFKNFHCVyFRNFKCU

Definimos £ = {Ey, F1, ..., £, } de la siguiente manera:

EO = GO \ (Fl U FQ), E = Gl \ (Fl U F2>7 ceny Ej—l = Gj—l \ (F1 U FQ),
Ej = Gj \ FQ,
Eij1 =G\ (U F), Ejps =G\ (FoU ), ...,
Eir—ic) = Gi—(j—i-1) \ (FoU Fy) = Gig \ (Fo U Fy);
Eiji =G, \ Fo;
Eyj—ivy1 =G \ (Fo U F1), Eyj_iyo = Giga \ (FO U FY), ...,
Esjivm-2j+i) = Em = Gizm—2j1i \ (Fo U F1) = Grgji2i \ (Fo U F1).

Claramente, para cada i € {0,1,...,m}, E; es un subconjunto abierto de X.

Ahora veamos que £ cubre a X. Tomemos p € X analizaremos cinco casos.

Casol.pe GoU...UG;_1 CU.

Como G es cadena e i < j, tenemos que p € Ay C Fy y p ¢ V. De modo que
p ¢ Fy y como FyNFy C V, tenemos que p ¢ Fy. Entonces p ¢ I} U Fy. Esto
implica que p € Ey U ... U E;_ ;.

Caso 2. pe G; CU.

Si p ¢ Fp, entonces p € Ey;_;. Supongamos entonces que p € Fy. Entonces
p ¢ Fy. Sip ¢ Fy, entonces p € E;. Supongamos entonces que p € Fj. Entonces
peFoNF, CV,asiquepe UNV. Como G es cadena, p € G; N G;. Por tanto
p € k.

Caso 3. pc G U...UG;_;.
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Sip ¢ Fy U Fy, entonces p € E; 11 U ... U Ey;_;. Supongamos entonces que
p e FQ @) Fg.

Supongamos primero que p € Fy. Entonces p ¢ Fy. Sip ¢ F, entonces p ¢
FiUF, asiquep e B U...UE;_1.8ipe Fi, entonces p € FyNEFy C V. De
manera que p € G;_1 N G;. Por tanto p € E;.

Ahora supongamos que p € Fy. Entonces p ¢ Fy. Sip ¢ Fy, entonces p ¢ FyUFY,
asi que p € Fyj_; 41 U...UE,,. Sip € Fj, entonces p € 1 NIy, C U. De manera
que p € G; N Giqq. Por tanto p € Ey;_;.

Caso4.pc G, CV.

Sip ¢ Fy, entonces p € E;. Supongamos entonces que p € F,. Entonces p ¢ Fy,.
Sip ¢ Fi, entonces p € Eyj_ii(j—i)- Si p € Fy, entonces p € Fy N Fy, C U. De
manera que p € U N V. Entonces p € G; N G;. Por tanto p € Ey;_;.

Caso 5. pE Gj-‘,—l U...u Gm_gj_,_gi.

Como G es cadena e i < j, tenemos que p € By C Fy y p ¢ U. De modo que
p ¢ Fyy como Fy N Fy, C U, tenemos que p ¢ Fy. Entonces p ¢ Fy U Fy. Esto
implica que p € EZj—i—i—(j—i—l—l) U..u Em—2j+2i‘

Ya que (4,7, k,1) es un doblez recto en A\ tenemos que j — 1 = 2(i — j). De
manera que G4 = Gp_2j4+2;. Por tanto estos cinco casos abarcan todas las
posibilidades. Hemos demostrado entonces que £ cubre a X.

Veamos que si E,. N E; # (), entonces |r — s| < 1. Es decir, que los conjuntos
E, solo se pueden intersectar si tienen indices consecutivos.

Los conjuntos Ey, Ey, ..., F,, estan definidos en tres grupos no ajenos a saber,
Eo,....E;i Ej, ..., By y Eoj, ..., . La definicién de los E, en cada grupo esta
dada por elementos consecutivos de la cadena G. De manera que los elementos de
cada grupo solo se pueden intersectar si son consecutivos. Como los elementos de
EopU...UFE;_1noestan en F1UFy y los de ;1 U...UFE,, no estin en Fy, y ademaés
X = FyUF,UF, tenemos que (EgU...UE;_1)N(E;11U...UE,,) = (. Similarmente,
(E;U...UEy_;1)N(E2_i11U...UE,;) = (. De aqui que los conjuntos E, solo se
pueden intersectar si tienen indices consecutivos.

Dadop € A C Ay C Fy, como p € Gg \ cl(G1), tenemos que p ¢ V. De modo
que p ¢ Fy y como Fy N F; C V), tenemos que p ¢ Fi. Entonces p € Ey. Esto
prueba que A C Ey y como cl(E;) C cl(Gy), concluimos que A C Ey \ cl(Ey).
similarmente, B C E,,, \ cl(E,,—1).

Aplicando el Lema , obtenemos que para toda r € {1,...,m}, se tiene que
E._1NE, # 0. Por tanto £ es una cadena de conjuntos abiertos que cubren a X.
Ya que ) # A C Eg\ cl(Ey) y 0 # B C E, \ cl(E,_1), tenemos que & cubre
propiamente a X.

Veamos que & sigue el patron A en C. Sea r € (m). Analicemos tres casos.

Caso 1. 0<r <.

En este caso, como G sigue el patron p en C, tenemos que G, C Cy;), y como
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p(r) = A(r), la definicién de E, implica que E, C G, C C,;) = Cyr)-

Caso 2. j+1<r <25 —4.

En este caso, por la definicién de E,., tenemos que E, C G;_(,—j;. Notemos que
2] —(j+1)>2j—r>2j—(2j—i),porloquei <2j—r <j—1 Yaque@G
sigue el patrén p en C, tenemos que Gaj_, C Cy2j—r) = Cx(2j—r). Recordemos que
A es un doblez recto. Esto implica que A es estrictamente monotona en {i,...,j} vy
en {j,...,k}. En el caso en que A(i) < A(j), A toma valores en forma creciente, de
uno en uno, en el segmento {i, ..., j} y después toma valores en forma decreciente,
de uno en uno, en el segmento {7, ...,k}. De manera que A\(j + 1) = A(j — 1),
AJ+2) = Aj—2), etc. Entonces A\(2j —7) = A([j+7—r)=AXG—(—1)) = A(r).
De modo que E, C Cy). El caso en que A(i) > A(j) se trata de manera similar.

Cas0 3.2 —i+1<r<m.

Por la definicion de E,, tenemos que E, C G,_2j12i € Cpup_2j42i)- Ya que
27 —i14+1 < 7r tenemos que i + 1 < r—274+2i. Sit+1<r—27+4+2i < 7,
por la definicién de pu, tenemos que p(r — 25 + 2i) = A(r — 2j + 2i); ademas
2] —i+1<r<2j—i+(j—1), por lo que existe so € {1,...,7 — 1} tal que r =
2j —i+so. Como (i, 7, k, 1) es un doblez recto de A, entonces A(2j —i+s) = A(i+ )
sil <s < j—i.Portanto, u(r—2j+2i) = ANr—2j+2i) = AN((2j—i+s0)—27+2i) =
A+ s0) = AM(2j — i+ so) = A(r). Por otro lado, si j < r — 2j + 2i, tenemos que
w(r—2j+2i) = AN(r—2j+42i+1—j). Como (i, j, k, 1) es un doblez recto de A, tenemos
que j—1=2(i—j). Demodo que r —2j+2i+1l—j=r—2j+2i—2(i—j) =r.
En ambos casos tenemos que p(r — 2j + 2i) = A(r), por lo que E,. C Cy(.

Esto termina la prueba de que £ sigue el patron A en C.

Por el Lema , existe una cadena tensa D = {Dy, Dy, ..., D,,} que cubre
propiamente a X y que cumple que para toda r € (m) se tiene que cl(D,) C E,.

Dada p € A, p € Ey\ cl(E;). De modo que p ¢ cl(Ey U ...U E,,) y entonces
pé¢cl(DyU...UD,y). Y como D cubre a X, obtenemos que p € Dy \ ¢l(D;). Por
tanto, A C Ey \ ¢l(F7). Similarmente, B C Dy, \ cl(Dy,—1).

Con esto terminamos la prueba de que el teorema es valido para el caso en que
A es un patron estricto.

Segundo paso. Ahora veremos que el teorema es valido para cualquier patron.
Primero dividiremos el conjunto {0, 1,...,m} en bloques de la siguiente manera.

Sea jo el ultimo elemento en {0, 1,...,m} tal que A es constante en el conjunto
{0, ..., Jo}. Por supuesto que puede ocurrir que jo = 0. Como A(0) =0y A(m) =
n > 1, tenemos que jo < m. Notemos que A(jo + 1) # A(jo).

Sea j; el altimo elemento en {jy+1, ..., m} tal que X es constante en el conjunto
{jo+1,...,j1}. También puede ocurrir que j; = jo + 1. Si j; < m, tenemos que
A1+ 1) # A(Gh).

Si j1 < m, podemos definir j como el ultimo elemento en {j; + 1,...,m} tal
que A es constante en el conjunto {j; + 1, ..., j2}.
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Continuando de esta manera es posible definir una sucesion
0<jo<in<..<jr=m

tal que A es constante en los bloques {0,....750}, {jo + 1,..,j1}, {j1 +
Lo joboorliet 4 Ldied v ademas 1< 7y AGjo) # AGo + 1) = AGr) #
)‘(]1 + 1) = )‘(]2) 7é 7& )‘(jr—Z + 1) = A(jr—l) 7é )‘(jr—l + 1) = A(]T‘)

Ya que A es un patron, tenemos que [A(jo) — A(j1)| = [A(J1) — A(J2)| = ... =
|>‘(jr—1) - )‘(]T>| =1

Definimos v : (r) — (n) dada por (k) = A(jx). Entonces v es un patron
estricto tal que y(r) = A(j,) = A(m) =n y v(0) = A(jo) = A(0) = 0.

Por el primer paso, existe una cadena tensa F = {Fy, F1, ..., F,.}, que cubre a
X, que sigue el patron v en C y que cumple que A C Fy\cl(Fy)y B C F.\cl(F,_1).

Por el Lema [5] el eslabon Fy puede ser sustituido por jy 4+ 1 eslabones para
obtener una cadena tensa Dy = {Dy, ..., Djy; F1, ..., F,}. Por el mismo Lema [5]
podemos sustituir I} por j; — jo eslabones para obtener una cadena tensa Dy =
{Dy, ..., Djy; Djo41, ..., Dj,; Fo, ..., F,.}. En Dy sustituimos F, por js — j; eslabones.
Seguimos este proceso hasta obtener una cadena tensa

D= {Do, ceey D]O? Dj0+1, ceny l)717 ceey DjT_lJrl’ cery Djr}

De acuerdo con el Lema [5], tenemos las siguientes propiedades:

FO = D()U...UD]'O, F1 = Dj0+1U...UDj1,...,FT = Dj,,flu...UDjT, A - Do\Cl(Dl)
y B C D; \cl(Dj,_1)y D es una cadena tensa de abiertos que cubre a X.

Dadai € {0,1,....,m} ={0,1, ..., j.}, existe k € {0, 1, ....7} tal que i € {jx_1 +
1, ..., jx}, donde para hacer la notacion uniforme definimos j_; = —1. Notemos que
D, C F,.

Como A es constante en el bloque {jx_1+1, ..., jx }, tenemos que A(i) = A(jx) =
v(k). Ya que F sigue el patron v en C, tenemos que Fj, C C,y. De manera que
D; € Cyx) = Chg). Por tanto, D sigue el patron A en C.

[

5. Construccion del Seudoarco

El seudoarco se construye tomando una sucesion {U,.}>°; de cadenas en el plano
R2. La propiedad méas importante que les vamos a pedir a estas cadenas es que
U, esté torcida en U,,.

Decimos que V estd torcida en U si V refina a U y para que una subcadena de
) avance desde un eslabon de U a otro que esté al menos cuatro eslabones aparte,
primero tiene que visitar el pentiltimo y después el segundo. Esto se precisa a
continuacion
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Definicion 16. V = {1, V4,...,V,,} estd torcida en U = {Uy,Uy,...,U,} si
ademés de que V refina a U se tiene que si k,l € (n) con k+3 <lei,j€ (m)
son tales que V; C Uy y V; C U, entonces existen r, s € (m) tales que V, C Uiy y
Ve CUgyp ysecumplequei <r<s<joj<s<r<i.

En la figura se ilustra como funciona el torcimiento. En la figura se empieza con
una cadena U de seis eslabones y se mete en ella una cadena V), el primer eslabén
de V se encuentra en el primer eslabén de U, para poder construir un eslabén de
V situado en el dltimo eslabon de U, primero se tiene que visitar el quinto eslabén
de U y después se tiene que visitar el segundo eslabon de U.

Figura 1: Torcimiento

Por supuesto que en esta figura los puntos suspensivos representan partes de la
cadena que no hemos dibujado. Para hacer la figura completa, necesitamos hacer el
torcimiento cuando vamos del primer al cuarto eslabén, cuando vamos del segundo
al quinto, etc. En la siguiente figura se muestra una manera de completar la figura
anterior.

[€38118383888 LE8N]
[ags1
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818805
€381 1888803 1
glll B
Qoo X
QOOgI00000
3888811 80]
QOO
000000
IS8EEE 1 11)
00X
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Figura 2: Torcimiento en seis eslabones
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La figura anterior muestra como se puede construir una cadena torcida dentro
de una cadena de seis eslabones. En el caso en que empecemos con una cadena
de siete eslabones U = {Uy, ..., Us}, ya sabemos como se puede hacer una cadena
torcida en la cadena {Uy,...,Us} que vaya de Uy a Us, como ya sabemos hacer
torcimientos en una cadena de cinco eslabones, podemos prolongarla a una que
vaya del eslabon Us al U;. Y como ya sabemos como construir cadenas torcidas
en una de seis eslabones, podemos prolongarla torcidamente con una que vaya del
eslabon U; al Ug. De esta manera, el resultado final sera una cadena que vaya del
eslabon Uy al Ug y que esté torcida en U.

Este argumento puede generalizarse por induccién para construir cadenas
torcidas dentro de cadenas con cualquier niimero de eslabones.

Con lo que hemos argumentado, es posible construir una sucesiéon de cadenas
U1, Uy, U3, . .. en el plano tal que

(@) Up1 esté torcida en U,

(b) la amplitud de U,, es menor que Qn,

(c) el primer elemento de U, ;1 esta contenido en el primero de U, y el tltimo
elemento de U, .1 esta contenido en el dltimo de U,,.

Estamos listos para construir el seudoarco.

Para n € N, ponemos U, = {Uén), U™, .. .,UT(,?,?} y hacemos A, = cl(UU,).

[ee]

Entonces A,, es un subcontinuo de R? y A,.; C A,. Sea P = ﬂAn, éste es el
n=1
pseudoarco.

De la definicion del seudoarco se puede obtener facilmente una de sus
propiedades mas importantes, la cual veremos a continuacion.

Teorema 17. El seudoarco es hereditariamente indescomponible, esto quiere decir
que todos los subcontinuos no degenerados de P son indescomponibles.

Demostracion. Supongamos que existe un subcontinuo descomponible X del
seudoarco. Entonces existen subcontinuos propios Ay B de X tales que X = AUB.
Elegimos puntos a« € X\ B C Ay b € X\ A C B. Sea e > 0 tal que
B(a,e)NB(b,e) =0, B(a,e)\NB =0y B(b,e)NA=0.Sea N € N tal que N > 3
y 21\,%1 < ¢e. Consideramos las cadenas Uy = {UON 1N ) - Um]\]{,} y Unt1 =
{UéNH), Ul(NH), . m%i }. Sabemos que X = AU B C U(NH) U...u Uy(n]\fvi)
Sean r, s € (mpyi1) tales que a € AR ybe Ut Sean i,j € (mN> tales que
uNty ¢ UZ-(N) y UiNtY ¢ U;N). Entonces a € Ui(N) ybe U;N).

Supongamos, por ejemplo, que ¢ < j. Consideremos la subcadena {Ui(N), o

UJ(N)} Sabemos que U(N) N szrvl £ ), diémetro(Ui(N)) 2N1 5y diametrO(Ui(ﬁ)) <

sv—. Por lo tanto dlametro(U UU M) <ey Ui( UUJrl C B(a,¢). De manera
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similar obtenemos que U - U U ) c B (b, e). Asi que Uz(frvl) ¢ {UJ(]_VI), U;N)}, lo cual
1mphcaquez<z+1<j—1<j Asi que 3 < j —i.

Podemos suponer que r < s, el caso opuesto se trata de manera similar.

Como Uy esta torcida en Uy, existen u, v € (my41) tales que r < u < v < s,
tales que U™ ¢ U;J_\fl) y UV ¢ Ui(fl). Entonces U™ ¢ B (a,e) y UMt ¢
B (b,¢). De manera que U™V N B =0y U™ 0 A =0.

Como X NUN™ £ 0, X nUN™ £, X es conexo y r < v < s, tenemos
que X N U(N+1 £ . Eleglmos pe XN UUN+1), entonces p ¢ B, lo cual 1mphca
que p € A, por tanto, AN UMY # (). Tenemos entonces que A N Ui # (),
r <u < vy A es conexo, lo cual implica que A N U (N+1) # (). Ya habiamos
observado que esto no ocurre. Hemos obtenido una contradiccién que nacié de
suponer que P contiene un subcontinuo descomponible. Por lo tanto el seudoarco
es hereditariamente indescomponible. O

6. Homogeneidad del Seudoarco
Recordemos que dado un continuo X, 2% denota el hiperespacio
X = {AC X : Aes cerrado y no vacio}.

A 2% se le considera con la métrica de Hausdorff Hx (véase pagina 22 de [1]).

Lema 18. Sean X y Y dos continuos encadenables, v € X yy € Y. Supongamos
que existen dos sucesiones de cadenas tensas de abiertos {Cn}o2, y {Dn}e,, que
cubren respectivamente a X y a'Y, y que son tales que para cada n € N se cumple
lo siguiente:

(a) Co ={C§",....CS0} y Dy = (D", .., D)},

(b) la amplitud de cada una de las cadenas C, y D, es menor que Qn,

(¢) existe un patron A, : (mpy1) — (my,) tal que C,1q1 (respectivamente, D,y 1)
sigue el patron A, en C, (respectivamente, en D, ).

(d) para todan €N, z € C" yy e D,
Entonces existe un homeomorfismo h: X — Y tal que h(x) = y.

Demostracion. Sean dy y dy las respectivas métricas que usamos para XyY.
Dada p € X, para cada n € N, podemos elegir i,, € (m,,) tal que p € C’

Veremos que la sucesion {cl(Dgf))},‘io:l es una sucesion de Cauchy en el
hiperespacio 2¥ y como 2¥ es compacto (véase Teorema 4.2 de [1]) tendremos que
es convergente, veremos que converge a un conjunto unipuntual y al tnico punto
en el limite le llamaremos h(p). Probaremos que h es una funciéon bien definida, h
es un homeomorfismo y h(z) = y.
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Dadan € N, como C,,11 y D41 siguen el patréon A\, en C, y D,,, respectivamente,
tenemos que Ci(:jll) C C)(\:)(in+1) y D§:jl1) C DE\Z)(inH)' Por la eleccién de i, e
inp1, p € CTV N C O, N O Esto implica que [y (ins1) — in| < 1,

asi que D(n)( N D(") # (). Ya que estos dos conjuntos tienen didmetro menor

que ﬁ, tenemos que D( An(in+1) - N(Dl(n), 2n) y D(") C N(D( An(in-41)’ 2,L) por lo
que Hy(cl(D)\n (i t1)): cl(DZ(:))) 57. Como Dz("j:ll) - Df\n)(z‘nﬂ) y el didmetro de

D" es menor que tenemos que Hy(Cl(DZ(:il)) cl(D(n) ) < < 5. La

An(in+1) 5>
desigualdad del triangulo nos dice que Hy (cl (Din ) cl(Dz(:Ill ))) < #. Esto implica

que, para toda m > n, Hy(Cl(D(n)) cl(D(m))) < ot

Esta tltima de&gualdad implica que:

(1) la sucesion {cl( )}n . es de Cauchy y por tanto, convergente en el
hiperespacio 2, y

(2) para cada n € N, Hy(Cl(D(n)) limy 00 cl(D(k))) < o

Como el diametro de cl(DZ(:)) es menor que 5; para toda n € N, tenemos que
el limite de la sucesion {cl (D,(:))}n:l es un conjunto unipuntual.

Veamos que este limite no depende de la eleccion de los indices 7,,. Supongamos
entonces que también, para cada n € N, elegimos indices k, € (m,) tales que
pE C,g:). Dadan €N, pe C,i:) N Ci(:). Esto implica que |i,, — k,| < 1, de manera
que D,g:) N DZ(:) # ). Por (b) obtenemos que Hy(cl(D,i:)),cl(DZ(:))) < 5. Bsto
implica que las dos sucesiones {cl(Dl(:))};’f:l y {cl (Déz))}zozl tiene el mismo limite.

Definimos h : X — Y por h(p) es el tinico punto en Y tal que lim,, ., cl(DZ(:)) =
{h(p)}-

Veamos que h es continua. Sean p € X y € > 0. Sea r € N tal que 9 < ¢. Sea
i, € (m,) tal que p € C’Z-(T).

Si tomamos un punto ¢ en la vecindad CZ-(:) de p, para la definicién tanto
de h(p) como de h(q), para el entero r, podemos elegir el eslabon C’i(:). Llamemos
{in}22, (respectivamente, {I,}2 ) a la sucesion de indices que usamos para definir
h(p) (respectivamente, h(q)). Entonces [, = i,. Por la propiedad (2), tenemos que
Hy (cl(D),1my, o0 cl(DX)) < & y Hy (cl(D), h’mk_m cl(D{Y)) < . Es decir,
Hy (D). (@)} < v Hy (l(D ’”>> {h(@)}) < 3 Como (D7) = (D),
tenemos que Hy ({h(p)},{h(q)}) < 5. Esto 1mphca que dy (h(p),h(q)) < e. Por
tanto, h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Supongamos que p,q € X son tales que h(p) =
h(q). Dada r € N, sea t, € (m,) tal que h(p) € Dg). Llamemos {i,}2,
(respectivamente, {l,}>%,) a la sucesion de indices que usamos para definir
h(p) (respectivamente, h(q)). Como {h(p),h(q)} C Dt(:), lim,, 00 cl(DZ(:)) U
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1im,, o0 cl(Dl(:)) C Dg). De manera que existe N € N tal que N > r y para toda
n>N, D" U Dl(:) C Dt(:). Como para toda k € N, Cr1 y Dy siguen el patron

i en Cp, y Dy, respectivamente, tenemos que DZ(:) C D;ngin) C Df\zijzknfl iy ©
.. c D" y CZ-(:) c ¢! donde s = (Ao Af10...0 A 90N,_1)(i,). Entonces
DN DY £ P, ast que |s — £, < 1. De modo que C{ N CY) #£ 0. Ya que
p € CZ-(:), tenemos que p € C’S(r). Por tanto, p pertenece a un eslabéon de C,
adyacente al eslabon Ct(:). Similarmente, ¢ pertenece a un eslabon de C, adyacente

al eslabon C’t(:). Esto muestra que dx (p, q) < 2% Como esto ocurre para todar € N,
concluimos que p = q. Por tanto, h es inyectiva.

Mostremos que h es suprayectiva. Sean z € Y y r € N. Sea t, € (m,) tal
que z € Dt(:). Elegimos un punto p € C’t(:). Entonces para definir h(p) podemos
elegir el eslabon C’t(:) en la cadena C,. Por la propiedad (2), Hy(cl(Dg)), h(p)) <
%. Ya que z € Dg), concluimos que dy(z, h(p)) < 2% Como r es un nimero
natural cualquiera, z € cl(h(X)) = h(X). Por tanto, h es suprayectiva. Con esto
concluimos la prueba de que h es un homeomorfismo.

Finalmente probemos que h(z) = y. Por (d), para definir h(x), podemos tomar
la sucesion de eslabones {C’én)}%o:l. Entonces {h(z)} = lim, cl(D(()n)). Como

este conjunto es unipuntual y tiene a y, concluimos que h(z) = y. O
Teorema 19. El seudoarco P es homogéneo.

Demostracion. Sean p,q € P. Mostraremos inductivamente que es posible
encontrar dos sucesiones de cadenas tensas de abiertos {C,}>2; v {D,}22,, que
cubren respectivamente a P, y que son tales que para cada n € N se cumplen las
siguientes condiciones:

(a) Co = {C”,...C3} y D, = {D{", ..., DIV},

(b) la amplitud de cada una de las cadenas C,, y D,, es menor que 2%,

(¢) existe un patron A, : (my11) — (m,) tal que C, 11 (respectivamente, D,, 1)
sigue el patron A, en C, (respectivamente, en D,,),

(d) para todan € N, p € CS\ l(C™) y ¢ € DI\ cl(D™).

Como P es hereditariamente indescomponible, todos sus puntos son terminales,
y entonces, por el Teorema [10, todos ellos también son finales. Dado que P es
encadenable, por el Lema Xisten dos cadenas C; = {C’él), e }y Dy =
{D(()l),...,D,(,ﬂ}, de amplitud menor que % y que cumple p € C(gl) \ cl(Cfl)) y
q € D(()l) \cl(Dgl)). Con esto tenemos completado el primer paso de la induccion.

El paso inductivo sera consecuencia de lo siguiente.

Afirmacién 20. Sean C = {Cy,...,C,,} vy D = {Dy, ..., D,,,}, dos cadenas tensas
de abiertos de P, que cubren a P. Sean € > 0, z € Cy \ cl(C1) y y € Dy \ cl(Dy).
Entonces existen dos cadenas tensas de abiertos £ = {Fy, ..., E,.} y F = {Fq, ..., F}.}
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de P, que cubren a Py existe un patron A : (r) — (m) tales que £ sigue el patron
A en D, F sigue el patron A en C, y € Ey\ cl(Ey), v € Fy \ cl(F}) y las amplitudes
de £ y F son menores que €.

Probemos esta afirmacion. Fijamos un punto z € D,, \ ¢l(D,,—1). Como P es
encadenable y y es un punto final de P, tenemos que existe una cadena tensa
E ={FEy,...,E.} que cubre a P, € refina a D, y € Ey \ cl(F1) y con la amplitud
de & menor que €. Notemos que r > m.

Para cada i € (r), E; esta contenido en Dy;) para alguna A(i) € (m). Notemos
que Dy es el tinico elemento de D que tiene a y. Como y € Ey, tenemos que Fy s6lo
puede estar contenido en Dy. Asi que A(0) = 0. Dado que D,, es el tnico elemento
de D que contiene a z, tenemos que existe jo € (r) tal que A(jo) = m.

Dada i € {1,...,7}, tenemos que ) # E;_1 N E; C Dy;_1) N Dyg), por lo que
|IA(i — 1) — A(¢)] < 1. Por tanto, A es un patron, y por definicion, £ sigue el patron
Aen D.

Definimos una funciéon u : (2r — jo) — (m) de la siguiente manera

pli) =

A(1) si0<i<m,
A2r —i) sir<i<2r—j.

Como u(2r — jo) = A2r — (2r — jo)) = A(jo) = m, tenemos que p hace el
mismo recorrido que A en los primeros r + 1 pasos y después lo recorre en sentido
contrario hasta llegar al indice jp, donde p vale m.

La definicién de la funciéon p se divide en dos segmentos de enteros que se
intersectan en r. Como \ es un patrén, en cada uno de estos segmentos, se cumple
la condicion [A(i +1) — A(z)| < 1. Por lo que p también la cumple, y entonces p es
un patréon. Notemos que p(0) = 0.

Elegimos un punto w € Cy, \ cl(Cp,—1).

Aplicamos el Teorema |15 a la cadena C, a los conjuntos A = {z}, B = {w} y
al patréon p. Tenemos entonces que existe una cadena tensa G = {Gy, ..., Gor—j, }
que cubre a P, que sigue el patron g en C y que cumple que x € Go \ cl(G1) y
w e G2T—j0 \ CZ(GQT—jo—l)‘

Recordemos que el patrén p es una extension especial del patrén A. Ahora
definiremos la cadena F la cual usara el patron A a partir del patron p.

Definimos entonces F = {Fy, ..., F,.} como sigue:

FO - G07 ceey Fjo—l - Gjo—la
Fj, = G U Gor—jo, Fjor1 = Gjgr1 U Gar—j—1, .., Frmt = Gro1 U Gr,
F. =G,.

Veamos que F es una cadena.
Seai € {1,...,r}. Como () # G;,_1NG; C F,_1 N F};, tenemos que F; 1 N F; # ().
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Notemos que F;,U...UF, = G;,U...UG5,_j,, por lo que ninguno de los conjuntos
cl(Fy), ..., cl(Fj,—2) intersecta a ninguno de los conjuntos cl(Fj,), ..., cl(F,). Dada
i > jo, cl(F;U...UF,) = cl(G;U...UG4,_j,—;) por lo que este conjunto no puede ser
intersectado por cl(Gi_2UG2,—j,—it2) 2 cl(F;_2). De manera que la interseccion de
dos conjuntos cl(F;) sélo puede ser distinta del vacio cuando éstos tienen indices
consecutivos. Por tanto, F es una cadena tensa.

Claramente los elementos de F son abiertos y en la uniéon de los elementos de
F se encuentran todos los conjuntos G; por lo que la unién de F es X.

Veamos que F sigue el patréon A en C.

Sea i € (r). Si 0 < i < jo, entonces F; = G; C Cpuy = Chyy. Sijo <@ <
entonces I; = G; U Ga—y © Cuiy U Cpyap—i). Como r < 2r —i < 2r — jo, tenemos
que p(2r —i) = A(7). De manera que C ) UCy2r—i) = Cagpy, y entonces F; C Cy)
Esto termina la prueba de que F sigue el patron Aen C.

Como z € Gy y x no estd en ningtn conjunto cl(G1), ..., cl(Gaor—j,), tenemos
que z € Fy \ cl(F}).

Esto termina la prueba de la afirmacion.

Ya podemos hacer el paso inductivo. Supongamos que se han construido las
cadenas Cy, ...,C, y D1, ..., D, con las propiedades requeridas.

Por la afirmacion , aplicada al niimero 2% a las cadenas C,, y D,,, y a los
puntos p y ¢, tenemos que existen dos cadenas tensas de abiertos £ = {Fy, ..., F,.}
y F ={Fy,..., F,} de P, que cubren a Py existe un patron A : (r) — (m,,) tales que
& sigue el patron A en D,,, F sigue el patron A en C,,, ¢ € Eg\cl(Ey), p € Fy\cl(F})
y la amplitud de £ es menor que # Aplicamos otra vez la afirmacion, pero ahora
al nimero 2,1%, a las cadenas F y &, y a los puntos ¢ y p. Con lo que obtenemos

dos cadenas tensas C, 41 {C’ (nt1), xiﬁ)} Dyi1 = {D(nH) , Dt} de
abiertos de P, que cubren a Py ex1ste un patron 0 : (my1) — <7’> tales que

Cpn+1 sigue el patrén 6 en F, D, sigue el patrén 6 en £, p € C’énﬂ) \ c(Ci"tY)

q€e D(()nH) \ cl(DgnH)) y la amplitud de C,41 es menor que 5.

Como cada elemento de D,,; esta contenido en uno de £ y £ tiene amplitud
menor que Qn%, tenemos que D, tiene amplitud menor que Z,L%

Hacemos A,11 : (mpy1) — (m,) dada por \,;; = Ao d. Entonces A,y es un
patronm, C, 1 sigue el patron A\, en C, y D,,41 sigue el patron A, en D,.

Esto termina la construccién inductiva.

Sea h : P — P el homeomorfismo cuya existencia se garantiza por el Lema (18]

Ya que para todan € N, p € CD("), tenemos que h(p) € cl(Dé")). Dado que para

)

todan €N, q € cl(D(()")), concluimos que la distancia de h(p) a ¢ es menor que 2l
para toda n € N. Por lo que h(p) = g¢.
Esto termina la prueba de que P es homogéneo.
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