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loǵıa (CONACyT) de México para realizar mis estudios de Doctorado.
Sin este apoyo no hubiera podido desarrollar esta investigación.

Agradezco al Dr. Gerardo Delgadillo Piñon de la UJAT por haberme
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Resumen

En este trabajo se desarrollan nuevos métodos de aproximación a la pro-
babilidad de ruina en horizonte infinito, primero en el modelo de Cramér-
Lundberg y después, en el modelo discreto de Gerber-Dickson. Para el
primer modelo, dichos métodos fueron desarrollados a partir del uso de la
distribución conocida como mezcla de Erlangs y para el segundo modelo,
se desarrolló un método de aproximación usando la distribución conocida
como mezcla de binomiales negativas. Además, en el caso del modelo de
Cramér-Lundberg, se hace una aproximación a la probabilidad de ruina
cuando se desconoce la distribución del monto de las reclamaciones.

La estructura del trabajo es la siguiente. En el caṕıtulo 1 se revisan las
definiciones básicas para entender el proceso de riesgo y la llamada teoŕıa
de la ruina. En el caṕıtulo 2 se hace una revisión de la distribución mezcla
de Erlangs y de algunas de sus propiedades; también se muestra una forma
de obtener la probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones
sigue esta distribución. En el caṕıtulo 3 se define la función de distribución
emṕırica y se desarrolla un resultado de estabilidad para la aproximación
de la probabilidad de ruina. En el caṕıtulo 4 se desarrollan varios de los
resultados de esta investigación y se muestran ejemplos de las aproximacio-
nes propuestas suponiendo distintas distribuciones para modelar el monto
de las reclamaciones. En el caṕıtulo 5 se hace una propuesta de aproxima-
ción a la probabilidad de ruina en el modelo de riesgo discreto, suponiendo
que el monto de las reclamaciones tienen distribución Poisson mezclada.
Este caṕıtulo se puede considerar independiente de los primeros 4 caṕıtu-
los, sin embargo, pretende seguir las mismas ideas que fueron aplicadas
en el caso del modelo de riesgo continuo, pero adaptadas a un modelo de
riesgo discreto. Los resultados en las secciones 3.2 y 4.1, aśı como en las
secciones 5.3 a 5.6 son las contribuciones principales de este trabajo. En
el caṕıtulo 6 se muestran los comentarios finales de la investigación. Final-
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mente, en los apéndices anexos se presentan algunos resultados conocidos,
que son usados dentro del trabajo y que fueron colocados en este apartado
para dar más fluidez a la lectura. Además, se proporcionan los códigos en
lenguaje R que fueron usados para implementar las técnicas estudiadas y
para obtener los resultados de los ejemplos mostrados.



Notación

R conjunto de números reales.

Z conjunto de números enteros.

Z+ conjunto de números enteros positivos.

N conjunto de números naturales incluyendo el cero.

FX(·) función de distribución de la variable aleatoria X.

FX(x) probabilidad de cola de la variable aleatoria X.

fX(·) función de densidad de la variable aleatoria X.

MX(·) función generadora de momentos de la variable aleatoria X.

PX(·) función generadora de probabilidad de la variable aleatoria X.

F ∗kX (·) función de distribución de la suma de k variables aleatorias
independientes con idéntica distribución FX(·).

Fe(·) función de distribución de equilibrio.

fe(·) función de densidad de equilibrio.

{A(t)}∞t=1 proceso estocástico con espacio temporal discreto, formado
por la sucesión de variables aleatorias A(1), A(2), . . .

{A(t)}t≥0 proceso estocástico con espacio temporal continuo formado
por la sucesión no numerable de variables aleatorias A(t), para t ≥ 0.

Poisson(λ) distribución Poisson con λ > 0.

Bin(n, p) distribución binomial con n ∈ Z+ y 0 < p < 1.

BinNeg(κ, p) distribución binomial negativa con κ ∈ Z+ y 0 < p < 1.

v
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Geo(p) distribución geométrica con 0 < p < 1 y con probabilidad
positiva en el conjunto N.

GeoT(p) distribución geométrica truncada en cero con 0 < p < 1 y
con probabilidad positiva en el conjunto Z+.

U(a, b) distribución uniforme con a, b ∈ R y a < b.

Exp(β) distribución exponencial con β > 0 y media 1/β.

Gama(α, β) distribución gama con α, β > 0 y media α/β.

Erlang(κ, β) distribución Erlang, igual a una distribución Gama(κ, β)
cuando κ ∈ Z+.

Weibull(s, α) distribución Weibull con s, α > 0.

Lognormal(µ, σ2) distribución lognormal con µ ∈ R y σ > 0.

Pareto(a, b) distribución Pareto con a, b > 0.

ParetoT(a, b, c) distribución Pareto truncada en c > 0 con a, b > 0.

τ tiempo de ruina.

ψ(u) probabilidad de ruina cuando el capital inicial es u.

G(u, y) probabilidad de ruina con severidad no mayor al valor y.

Lψ(·) transformada de Laplace de la función ψ.

Xn
c.s.−→ X convergencia casi segura.

Xn
D−→ X convergencia en distribución.

Consideraciones adicionales

El uso de letras para denotar constantes, variables, ı́ndices y otras
cantidades siguió los siguientes criterios:

• Para ı́ndices se usaron las letras i, j, k y l.
• Para constantes se usaron las letras a, b, c y d.
• Para denotar variables, se usaron las letras s y t cuando la variable

era temporal y se usaron x, y y z en otros casos.
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• Se usó la letra r como argumento de las funciones generadoras de
momentos y de probabilidad.
• El uso de la letra q se reservó para indicar las probabilidades

usadas en las mezclas de distribuciones, además se usó Q para
denotar su función de distribución.
• Las variables aleatorias se modelaron con letras mayúsculas, prin-

cipalmente se usaron W , X, Y , Z, N y M .
• Como parámetros de las distribuciones se usaron a, b, c, n, letras

griegas y cuando el parámetro teńıa el significado de probabili-
dad se usó p. La letra n también es usada para denotar números
naturales cuando no son parámetros temporales.
• La letra u se usó de manera exclusiva para denotar el capital

inicial del proceso de riesgo, tanto del discreto como del continuo.
• Las letras µ y σ se usaron, como es tradicional, para denotar a la

media y a la desviación estándar de una variable aleatoria.

Cuando se hace referencia a alguna figura, tabla, teorema, proposi-
ción, corolario, lema u observación del trabajo, o de otros trabajos,
se usa letra minúscula al inicio de la palabra, a diferencia de trabajos
matemáticos escritos en idioma inglés, donde es común usar mayúscu-
la.
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1.1.2. Teoŕıa de la ruina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.1.3. Problemas importantes en teoŕıa del riesgo . . . . . 5

1.2. Modelo de Cramér-Lundberg . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.1. Severidad de la ruina y el proceso de superávit . . . 9
1.2.2. Aproximaciones a la probabilidad de ruina . . . . . 23
1.2.3. Aproximación usando simulación . . . . . . . . . . 27
1.2.4. Análisis breve de los métodos de aproximación . . . 28
1.2.5. Métodos de aproximación recientes . . . . . . . . . 30

2. Distribución mezcla de Erlangs 33
2.1. Definición y propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.2. Probabilidad de ruina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3. Distribución emṕırica continua 47
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5.3. La fórmula de Pollaczeck-Khinchine . . . . . . . . . . . . . 127
5.4. Distribución mezcla de binomiales negativas . . . . . . . . 141
5.5. Distribución Poisson mezclada . . . . . . . . . . . . . . . . 151
5.6. Aproximación a la probabilidad de ruina . . . . . . . . . . 157

5.6.1. Primer método de aproximación . . . . . . . . . . . 162
5.6.2. Segundo método de aproximación . . . . . . . . . . 164

5.7. Ejemplos numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
5.7.1. Distribución de mezcla constante . . . . . . . . . . 166
5.7.2. Distribución de mezcla exponencial . . . . . . . . . 168
5.7.3. Distribución de mezcla Erlang . . . . . . . . . . . . 170
5.7.4. Distribución de mezcla uniforme . . . . . . . . . . . 172
5.7.5. Distribución de mezcla Pareto . . . . . . . . . . . . 174
5.7.6. Distribución de mezcla lognormal . . . . . . . . . . 176

6. Conclusiones 179

A. Resultados complementarios 181
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Caṕıtulo 1

Introducción

En este primer caṕıtulo se presentan los conceptos y resultados básicos
que se necesitarán en el resto del trabajo. En la sección 1.1 se hace una
breve exposición del denominado proceso de riesgo, además se presentan las
definiciones principales de teoŕıa de la ruina y se indican algunos problemas
importantes de teoŕıa del riesgo. En la sección 1.2 se estudia el modelo
clásico de Cramér-Lundberg, se mencionan diferentes enfoques para atacar
el problema de calcular la probabilidad de ruina y se hace un repaso de
algunos métodos de aproximación a la probabilidad de ruina. El material
que se expone en este caṕıtulo es bien conocido y al final del caṕıtulo se
mencionan las referencias que fueron consultadas para la elaboración de
éste. Además, se desarrollaron de forma detallada las demostraciones de
algunos resultados, cuya prueba se omite o se hace de forma resumida en
la literatura del tema.

1.1. Teoŕıa del riesgo

La palabra riesgo es usada en las ciencias actuariales en distintos contex-
tos, pero es común que se asocie a la idea de perder dinero. Por ejemplo,
en los seguros de vida el riesgo es la posibilidad de perder la vida y en
los seguros médicos el riesgo es la posibilidad de enfermarse y tener que
pagar servicios médicos. En los seguros de daños, el riesgo puede enten-
derse como un evento, que en caso de ocurrir, provocará un daño a algún
bien y aśı se ocasionará una pérdida de dinero, véase por ejemplo el libro
de Promislow (2011) [69, pág. 3]. Partiendo de esta definición de riesgo,
supóngase que existe un riesgo, denotado por R, para el cual existe un

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

seguro contratado durante un periodo de tiempo (0, t], también supóngase
que N(t), Y1, Y2, . . . son variables aleatorias definidas en el mismo espacio
de probabilidad1 (Ω,F , P ), donde N(t) es una variable aleatoria discreta
que modela el número de reclamaciones hechas a la aseguradora hasta el
tiempo t y Y1, Y2, . . . , YN(t) son variables aleatorias no negativas que mo-
delan el tamaño o monto de dinero de dichas reclamaciones, siempre que
N(t) ≥ 1. El monto agregado de reclamaciones o pérdida total de dinero
relacionada al riesgo R hasta el tiempo t será denotado por la variable
aleatoria S(t). Es natural definir S(t) = 0 cuando N(t) = 0 y

S(t) =
N(t)∑
i=1

Yi, (1.1)

cuando N(t) ≥ 1. En el caso de que N(t) sea igual a una variable aleatoria
N independiente del tiempo, entonces la variable S(t) deriva en el conocido
modelo de riesgo colectivo, y cuando N(t) no es variable aleatoria, sino un
número n ∈ Z+, entonces S(t) deriva en el modelo de riesgo individual;
véase por ejemplo el libro de Bowers et al. (1997) [10, págs. 27 y 367], o
bien, el libro de Klugman et al. (2008) [50, pág. 210] para más detalles de
estos modelos.

A la variable S(t) definida en (1.1), también se le conoce como monto
agregado de reclamaciones. Cuando es de interés estudiar a S(t) variando
el tiempo, se dice que {S(t)}t≥0 es un proceso de reclamaciones agregadas,
donde {N(t)}t≥0 es un proceso de conteo, las variables aleatorias Y1, Y2, . . .

son independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) y puede supo-
nerse independencia entre el proceso {N(t)}t≥0 y la sucesión Y1, Y2, . . . En
la literatura de probabilidad y de teoŕıa del riesgo es común que se refieran
a las variables aleatorias Y1, Y2, . . . como severidades y a la variable alea-
toria S(t) como suma compuesta; el cálculo de la función de distribución
de S(t) es uno de los problemas principales en teoŕıa del riesgo, véanse
por ejemplo los libros de Rolski et al. (1999) [75, págs. 99–146], Klugman
et al. (2008) [50, págs. 209–281] o Dickson (2005) [30, págs. 52–108] como
referencias estándar del tema.

1Ω,F y P denotan un espacio muestral, una sigma álgebra de subconjuntos de Ω y una medida
de probabilidad respectivamente. Todas las variables aleatorias que se estudien en este trabajo estarán
definidas en el mismo espacio de probabilidad (Ω,F , P ) y no se volverá a mencionar esta aseveración.



1.1. TEORÍA DEL RIESGO 3

1.1.1. Proceso de riesgo clásico

Gran parte de la información histórica mostrada en el siguiente párrafo
fue investigada en una revisión hecha en 1968 por Philipson [68], de este
trabajo fueron tomados algunos t́ıtulos de las publicaciones de Cramér y
Lundberg que se citan.

Mediante diversas publicaciones entre 1903 y 1934 ([57] a [63]) el actua-
rio sueco Filip Lundberg (1876-1965) estableció y resolvió varios problemas
de lo que hoy se conoce como teoŕıa del riesgo. Estudió el flujo de pagos que
hace una aseguradora por reclamaciones visto como un modelo matemático
que ahora es conocido como proceso Poisson compuesto. También estudia
el proceso de riesgo donde, después de un periodo de tiempo fijo, el capital
de una compañ́ıa aseguradora es igual a la suma de un capital inicial y la
cantidad ganada en primas, menos los reclamos pagados en dicho periodo.
Más tarde, en 1955, Harald Cramér (1893-1985) en el art́ıculo Collective
Risk Theory: A Survey of the Theory from the Point of View of the Theory
of Stochastic Processes [18], presentó una versión más clara y extendida de
los art́ıculos de Lundberg, desarrollando la teoŕıa junto a sus estudiantes
desde 1929. Una versión más general del proceso de riesgo fue estudiada
por Sparre Andersen en 1957, en el trabajo On the collective theory of risk
in case of contagion between claims [79], donde propone estudiar el núme-
ro de reclamos como un proceso de renovación. Sin embargo, el que hizo
un estudio más a fondo fue Thorin en 1970 en Some remarks on the ruin
problem in case the epochs of claims form a renewal process [83].

A continuación se presenta el modelo clásico del capital de una asegu-
radora hasta un tiempo t > 0, generalizando la forma en que se hacen los
pagos de las reclamaciones:

U(t) = u+ Π(t)− S(t), (1.2)

donde U(0) = u es el capital inicial, Π(t) representa ingresos hasta el
tiempo t debido a primas y finalmente S(t) es el monto agregado de re-
clamaciones hasta el tiempo t. Al proceso {U(t)}t≥0 definido en (1.2) se
le puede llamar proceso de riesgo general. La probabilidad de que el ca-
pital se vuelva negativo en algún momento, es llamada probabilidad de
ruina. Esta probabilidad puede servir para que una compañ́ıa aseguradora
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mida su solvencia, es decir, qué tanto puede enfrentar las reclamaciones
que le hacen los asegurados. Más adelante, en la sección 1.2 se fijarán cier-
tas hipótesis necesarias para que el modelo (1.2) sea llamado modelo de
Cramér-Lundberg.

1.1.2. Teoŕıa de la ruina

Como ya se dijo antes, se le llama ruina al evento de que en algún
momento el proceso {U(t)}t≥0 se vuelva negativo; después de la ruina este
proceso continúa su trayectoria y puede volver a ser positivo, por lo que
se le conoce como tiempo de ruina al primer momento en que el capital se
vuelva negativo.

Definición 1.1.1 Para un proceso de riesgo derivado de (1.2), el tiempo
de ruina se define como la variable aleatoria siguiente:

τ = ı́nf{t > 0 : U(t) < 0}, (1.3)

cuando {t > 0 : U(t) < 0} 6= ∅, en caso contrario τ :=∞.

A continuación se definen dos tipos de probabilidades de ruina, tomando
en cuenta el periodo de tiempo en el que es observada la trayectoria del
proceso de riesgo.

Definición 1.1.2 Supóngase un proceso de riesgo {U(t)}t≥0, donde U(0) =
u ≥ 0. Se define la probabilidad de ruina en:

1. horizonte finito en el intervalo de tiempo (0, T ] como:

ψ(u, T ) = P (τ ≤ T | U(0) = u). (1.4)

2. horizonte infinito como:

ψ(u) = P (τ <∞ | U(0) = u). (1.5)

La teoŕıa matemática que ha sido desarrollada para resolver problemas
relacionados a τ y a ψ es conocida como teoŕıa de la ruina. En la figura 1.1
se puede ver una trayectoria simulada del proceso de riesgo y del tiempo
de ruina.
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U(t)

t

τ

U(τ−)

|U(τ)|

Figura 1.1: Ejemplo de trayectoria de un proceso de riesgo.

La definición de probabilidad de ruina aqúı usada es la más común,
sin embargo, existen definiciones alternas tomando en cuenta el comporta-
miento del proceso de riesgo. Por ejemplo, en el trabajo de Dassios y Wu
(2008) [20], se define la ruina tipo parisina como el evento donde el valor
del proceso de riesgo es negativo al menos durante un tiempo establecido2.

1.1.3. Problemas importantes en teoŕıa del riesgo

Dentro del conjunto de problemas que se estudian en teoŕıa del riesgo,
hay tres que destacan por el volumen de investigación que se ha hecho de
ellos.

• El primero, es conocer la distribución del monto agregado de reclamos
(1.1) en un periodo de tiempo fijo, ya sea en el modelo individual o
en el modelo colectivo. En ambos modelos existen fórmulas exactas
(aunque recursivas) para la distribución del monto agregado de recla-
mos, en el modelo individual la fórmula de De Pril, véase [21], y en
el modelo colectivo la fórmula de Panjer, véase [65]; dichas fórmulas
solo se pueden aplicar cuando se cumplen ciertas condiciones. Más

2Esta forma de definir la ruina está inspirada en las opciones parisinas propuestas en el trabajo pionero
del tema Chesney et al. (1997) [14].
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adelante, en la sección 1.2.2, se usará la fórmula de Panjer para hacer
aproximaciones a la probabilidad de ruina.

• El segundo, es el cálculo de la probabilidad de ruina, principalmente en
los modelos de Cramér-Lundberg (véase la sección 1.2), en el modelo
de Sparre Andersen (véase por ejemplo [3, págs. 374–385]) y en el
modelo discreto de Gerber-Dickson (véase el caṕıtulo 5). El libro de
Asmussen y Albrecher (2010) [3] es una referencia enciclopédica del
cálculo de probabilidades de ruina en el modelo de Cramér-Lundberg
y en otros modelos relacionados.

• Finalmente, en los últimos años se han estudiado de manera creciente
la severidad de la ruina |U(τ)|, el proceso justo antes de la ruina
U(τ−) y el tiempo de ruina τ , véase la figura 1.1. Para analizar de
manera conjunta las tres variables, en el art́ıculo de Gerber y Shiu
(1998) [41], se propuso una función que ahora lleva el nombre de los
autores3. La búsqueda de fórmulas para dicha función, el estudio las
funciones de densidad de las variables |U(τ)| y U(τ−), y el cálculo de
sus momentos han sido motivo de un gran número de art́ıculos, entre
ellos se destacan [24, 31, 39, 41, 42, 53] y [55]. En la compilación hecha
por Kyprianou (2013) [51], se hace un recuento de la teoŕıa de este
tema hasta ese año.

1.2. Modelo de Cramér-Lundberg

En esta sección se presenta el proceso de riesgo de Cramér-Lundberg
{U(t)}t≥0 que se define para t > 0 como:

U(t) = u+ ct−
N(t)∑
i=1

Yi, (1.6)

donde u ≥ 0 es una constante y representa el capital inicial U(0), el núme-
ro de reclamos hasta el tiempo t es modelado con un proceso de Poisson
{N(t)}t≥0 con intensidad λ > 0, el monto de las reclamaciones está repre-
sentado por la sucesión de v.a.i.i.d. Y1, Y2, . . . con media común µ < ∞,
también se suponen independientes de N(t) para cualquier t > 0. Se su-
pondrá que cada Yi tiene función de distribución FY (·) continua y tal que

3También es conocida como expected discounted penalty function.
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FY (0) = 0. El parámetro c > 0 representa la tasa de primas y sin pérdida
de generalidad, se supondrá que c = (1 + θ)λµ, donde el valor de θ > 0
es conocido como factor de recargo de la prima. Lo anterior, garantiza que
se cumpla la llamada condición de ganancia neta, es decir, que c > λµ, lo
cual implica para cualquier valor de u ≥ 0:

ĺım
t→∞

U(t) =∞, (1.7)

de forma casi segura y
ψ(u) < 1. (1.8)

Véase el libro de Asmussen y Albrecher (2010) [3, proposición 1.1, páginas
3 y 4] para ver los detalles de (1.7) y (1.8). Igual que en la sección anterior,
el tiempo de ruina y la probabilidad de ruina4 están definidos por:

τ = ı́nf {t > 0 : U(t) < 0}, (1.9)

y
ψ(u) = P (τ <∞ | U(0) = u), (1.10)

respectivamente.

Observación 1.2.1 El proceso de riesgo de Cramér-Lundberg tiene la ven-
taja de que el proceso de reclamos agregados, dado por:

{S(t)}t≥0 ,

donde S(t) = ∑N(t)
i=1 Yi es un proceso Poisson compuesto y de esta mane-

ra cumple las propiedades de tener incrementos estacionarios e indepen-
dientes (véase por ejemplo el libro de Panjer y Willmot (1992) [67, págs.
82–83]). Esto implica que {U(t)}t≥0 también tiene incrementos indepen-
dientes y estacionarios. Una consecuencia de lo anterior es la igualdad de
probabilidades siguiente:

P (τ <∞ | τ > x, U(x) = y, U(0) = u) = P (τ <∞ | U(0) = y), (1.11)

donde x, y > 0.
4La probabilidad de ruina en horizonte finito no es estudiada en esta investigación, por lo cual, solo

se dirá probabilidad de ruina para referirse a la probabilidad de ruina con horizonte infinito.
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La igualdad (1.11) es muy útil en la derivación de varias fórmulas relaciona-
das a la probabilidad de ruina y en este trabajo es usada en la demostración
de la proposición 1.2.11.

Observación 1.2.2 La probabilidad de ruina es definida como la probabili-
dad de que en algún valor t > 0, el proceso sea negativo, es decir, U(t) < 0.
Por lo anterior, los eventos siguientes son equivalentes:

(U(t) < 0 para algún t > 0 | U(0) = u) = (τ <∞ | U(0) = u), (1.12)

sin embargo, la variable aleatoria τ es un tiempo de paro con respecto a la
filtración natural de {U(t)}t≥0 y se pueden aprovechar propiedades de este
tipo de variables para estudiar la probabilidad de ruina, por lo anterior es
más útil usar el segundo evento para definir dicha probabilidad.

Como se acaba de mencionar, la igualdad (1.10) es útil para intentar resol-
ver el problema de la probabilidad de ruina, por ejemplo, se puede aplicar
un análisis de la primera reclamación y del tiempo en que se da ésta y bajo
ciertas condiciones se puede demostrar la siguiente ecuación integral:

ψ(u) = 1
1 + θ

[1
µ

∫ ∞
u
F (y)dy + 1

µ

∫ u
0
ψ(u− y)F (y)dy

]
. (1.13)

Una demostración de este resultado puede ser consultada en el libro de
Rolski et al. (1999) [75, pág. 164]. Esta ecuación cumple con las carac-
teŕısticas de una ecuación de renovación defectuosa y además es una ecua-
ción de Volterra de segundo tipo, véase el libro de Baker (1977) [5]. Cuando
el monto de las reclamaciones tiene distribución exponencial la ecuación
(1.13) puede resolverse y se llega a una fórmula exacta. Además es usa-
da para derivar otras estrategias para conocer el valor de ψ(u), véase el
apéndice A.2 donde se mencionan algunos detalles adicionales.

Existen por lo menos cuatro estrategias principales para intentar conocer
la probabilidad de ruina. La primera es encontrar una fórmula exacta a
partir de (1.13), la segunda es calcularla de forma numérica, para valores
de u fijos, por ejemplo usando el método trapezoidal en (1.13), véase el
libro de Asmussen y Albrecher (2010) [3, pág. 214]. La tercera estrategia
es utilizar métodos de aproximación y la cuarta es encontrar cotas de su
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valor. Aunque el interés principal de este trabajo es la aproximación a la
probabilidad de ruina, en el apéndice A.2 se presenta una breve revisión
de las otras estrategias para intentar conocer dicha probabilidad.

1.2.1. Severidad de la ruina y el proceso de superávit

La fórmula de Pollaczeck-Khinchine (P-K), que se expondrá al final de
la sección, sirve para calcular la probabilidad de ruina cuando el monto de
las reclamaciones cumplen algunas caracteŕısticas espećıficas. También es
conocida como fórmula de Beekman. La primera fue generada en la teoŕıa
de colas como resultado de la transformada de Laplace de la distribución
del tiempo de espera, cuando los tiempos de servicio tienen distribución
exponencial, véase por ejemplo el trabajo de Takacs (1971) [82], o bien,
el libro de Asmussen y Albrecher (2010) [3, págs. 75–82], como una refe-
rencia más reciente. La fórmula de Beekman fue obtenida en el contexto
del proceso de riesgo, véase el trabajo original de Beekman (1968) [6], o
bien, el libro de Panjer y Willmot (1992) [67, págs. 370–371], donde es
obtenida invirtiendo la transformada de Laplace de la probabilidad ψ vista
como función. Además, en el libro clásico de Feller (1971) [36, pág. 410],
se puede ver un análisis con caminatas aleatorias llegando a una fórmula
equivalente. En esta sección se desarrolla la fórmula usando el enfoque del
que es conocido como proceso de superávit; todas las definiciones y re-
sultados presentados son conocidos, sin embargo, se exponen en el cuerpo
principal de este trabajo debido a la importancia que tienen en la investi-
gación, por ejemplo, permiten establecer el teorema 2.2.1 y la proposición
3.2.2. Además, los detalles de las demostraciones que aqúı se presentan no
aparecen normalmente en la literatura del tema.

Definición 1.2.3 Se conocerá como severidad de la ruina o tamaño de la
ruina, al valor del proceso de riesgo justo en el momento de la ruina, es
decir, |U(τ)| cuando τ < ∞. Si τ = ∞, entonces la severidad no está
definida.

Definición 1.2.4 La probabilidad de ruina con severidad no mayor al va-
lor y, se define como:

G(u, y) = P (τ <∞, |U(τ)| ≤ y | U(0) = u).
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Proposición 1.2.5 La función G(0, y) está dada por:

G(0, y) = 1
(1 + θ)µ

∫ y
0

[1− F (x)]dx. (1.14)

Para la demostración de este resultado véase el teorema 13.5.1 del libro de
Bowers et al. (1997) [10, págs. 415–416 y 427–430].

Proposición 1.2.6 La probabilidad de ruina para un capital inicial de cero
es:

ψ(0) = 1
1 + θ

. (1.15)

Demostración:
Usando la proposición 1.2.5,

ψ(0) = ĺım
y→∞G(0, y)

= ĺım
y→∞

1
(1 + θ)µ

∫ y
0

[1− F (x)]dx

= 1
1 + θ

.

ut
Ahora, se define la distribución de equilibrio de una función de distri-

bución, esta función es absolutamente continua y sirve para modelar los
procesos de escalera, véase por ejemplo Asmussen y Albrecher (2010) [3,
pág. 62], donde se discuten con otro enfoque estas distribuciones.
Definición 1.2.7 Dada una función de distribución continua arbitraria
F (x) de una variable aleatoria con soporte no negativo y media µ <∞, su
función de distribución de equilibrio, denotada por Fe(x), es definida para
x > 0 como:

Fe(x) = 1
µ

∫ x
0

[1− F (y)]dy. (1.16)

Una implicación de la definición anterior es que la función de densidad de
equilibrio fe(x) se calcula para x > 0 como sigue:

fe(x) = 1
µ

[1− F (x)], (1.17)

para valores de x > 0.
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Ejemplo 1.2.8 Sea F la función de distribución de una variable aleato-
ria con distribución Gama(α, β), entonces su función de distribución de
equilibrio se calcula como sigue:

Fe(x) = 1
µ

∫ x
0

[1− F (y)]dy

= β

α

∫ x
0

∫ ∞
y

βα

Γ(α)t
α−1e−βtdtdy

= βα+1

αΓ(α)

[∫ x
0
tα−1e−βt

∫ t
0
dydt+

∫ ∞
x
tα−1e−βt

∫ x
0
dydt

]

=
∫ x

0

βα+1

Γ(α + 1)t
αe−βtdt+ βx

α

∫ ∞
x

βα

Γ(α)t
α−1e−βtdt

= FZ(x) + βx

α
(1− F (x)) ,

donde Z ∼ Gama(α + 1, β).
La distribución de equilibrio es importante en la teoŕıa de la ruina porque,
entre otros usos, modela el tamaño de una primera cáıda del proceso de
riesgo por debajo del capital inicial. Más adelante, se verá su utilidad para
establecer la fórmula de Pollaczeck-Khinchine para calcular la probabilidad
de ruina.

Además del tiempo de ruina, el tiempo de la primera cáıda por debajo
del capital inicial es importante en el desarrollo de algunos conceptos, su
definición se presenta a continuación.
Definición 1.2.9 Supóngase un proceso de riesgo de Cramér-Lundberg
{U(t)}t≥0 y sea

τu = ı́nf{t > 0 : U(t) < U(0) = u}, (1.18)

suponiendo que el conjunto indicado es distinto del vaćıo, en caso contrario,
τu := ∞. A la variable aleatoria τu se le llamará el tiempo de la primera
cáıda por debajo del capital inicial u.
Notar que en la definición anterior, el caso particular τ0, coincide con la
definición de tiempo de ruina suponiendo un capital inicial de cero.
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t

U(t)

u

τu

Lu = u− U(τu)

τ

Figura 1.2: Ejemplo de una trayectoria de un proceso de riesgo y el tiempo
de la primera cáıda por abajo del capital inicial, es decir, τu.

Definición 1.2.10 Supóngase que τu <∞, se define el tamaño de la pri-
mera cáıda por debajo del capital inicial u ≥ 0 como sigue:

Lu = u− U(τu). (1.19)

En la figura 1.2 se puede visualizar el significado de τu y de Lu. Una
propiedad muy útil es que la variable aleatoria Lu tiene distribución igual
a la distribución de equilibrio del monto de las reclamaciones, como lo
establece la siguiente proposición:

Proposición 1.2.11 Dado que hay una primera cáıda debajo del capital
inicial u, la variable aleatoria Lu tiene como función de densidad a la fun-
ción de densidad de equilibrio de la distribución del monto de los reclamos,
es decir,

fLu(y) = 1
µ

[1− FY (y)]. (1.20)

Demostración:
Se calcula la función de distribución de Lu usando las definiciones de Lu,
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de τu y de probabilidad condicional:
FLu(y) = P (Lu ≤ y)

= P (u− U(τu) ≤ y | τu <∞, U(0) = u)

= P (−U(τ0) ≤ y | τ0 <∞, U(0) = 0)

= P (|U(τ)| ≤ y | τ <∞, U(0) = 0)

= P (|U(τ)| ≤ y, τ <∞ | U(0) = 0) /P (τ <∞ | U(0) = 0)

= G(0, y)
ψ(0)

= 1
µ

∫ y
0

[1− FY (x)]dx,

la tercera igualdad de este desarrollo se da por (1.11) y la última por (1.14)
y (1.15). Derivando FLu(y) con respecto a y, se llega a la densidad (1.20).

ut
Para hacer el cálculo de fLu(y) puede consultarse de nuevo el ejemplo

1.2.8. La proposición anterior es necesaria para demostrar la proposición
1.2.20, donde se establecen caracteŕısticas importantes del proceso de riesgo
modificado {Z(t)}t≥0 definido a continuación.
Definición 1.2.12 Supóngase el proceso {Z(t)}t≥0 definido para t ≥ 0 por:

Z(t) = u− U(t)

=
N(t)∑
i=1

Yi − ct, (1.21)

donde se supone que U(0) = u. Entonces se dice que {Z(t)}t≥0 es el pro-
ceso de superávit relacionado al proceso de riesgo de Cramér-Lundberg
{U(t)}t≥0.
Notar que Z(0) = 0 y el evento ruina se puede reescribir como sigue to-
mando en cuenta el proceso que se acaba de definir:
(U(t) < 0 p.a. t > 0) = (u− U(t) > u p.a. t > 0) = (Z(t) > u p.a. t > 0) ,
donde las iniciales p.a. quieren decir para algún. Véase la figura 1.3 donde
se ilustra lo anterior. Además, debido a que:

ĺım
t→∞

U(t) =∞,
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t

Z(t)

u

0 τ

Figura 1.3: Ejemplo de una trayectoria del proceso de riesgo de superávit
Z(t).

casi seguramente, entonces:

ĺım
t→∞

Z(t) = −∞, (1.22)

casi seguramente, bajo la condición de ganancia neta, véase (1.7). Por otro
lado, como se dijo en la observación 1.2.1, el proceso {U(t)}t≥0 tiene incre-
mentos estacionarios e independientes y esta propiedad se hereda al proceso
{Z(t)}t≥0. Sobre este proceso, se puede encontrar en el libro de Asmussen
y Albrecher (2010) [3, pág. 1] la siguiente frase: “For mathematical purpo-
ses, it is frequently more convenient to work with the claim surplus process
(also called aggregate loss process)...”. En la figura 1.3, se puede observar
un ejemplo de trayectoria de este proceso. En el presente trabajo, este pro-
ceso servirá para plantear una definición alterna de probabilidad de ruina,
equivalente a (1.10), que implica un nuevo enfoque para su cálculo.

Definición 1.2.13 Supóngase el modelo de superávit (1.21) derivado de
un modelo de Cramér-Lundberg, se define la probabilidad de ruina como:

ψ(u) = P (Z(t) > u para alguna t > 0)

= P (M > u) , (1.23)
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donde M = máx
t≥0
{Z(t)}.

La variable aleatoria M existe casi seguramente por (1.22). Ahora, se pre-
sentan algunas definiciones y resultados necesarios para mostrar que la va-
riable aleatoria M puede escribirse como una suma geométrica compuesta.
En otras palabras, M puede escribirse como un modelo colectivo, cuya va-
riable de conteo tiene distribución geométrica. En el libro de Willmot y Lin
(2001) [88, págs. 107–140], se dedica un caṕıtulo entero a estudiar varias
propiedades de este tipo de variable aleatoria.
Definición 1.2.14 Sea {Z(t)}t≥0 un proceso de superávit, si en alguna
reclamación se tiene que Z(t) > 0, entonces decimos que el proceso tuvo
un primer récord. El tiempo que transcurre para que suceda dicho récord
es denotado y definido como:

τ ∗1 = ı́nf{t > 0 : Z(t) > 0}. (1.24)
En general, se define el tiempo del i-ésimo récord del proceso de superávit
{Z(t)}t≥0 como:

τ ∗i = ı́nf{t > τ ∗i−1 : Z(t) > Z(τ ∗i−1)}, (1.25)
para i = 1, 2, . . . y definiendo τ ∗0 = 0. Cuando el conjunto indicado es vaćıo,
entonces se define τ ∗i =∞.

Observación 1.2.15 Por la definición de los tiempos τ ∗i , se observa que
si τ ∗k <∞ para algún valor de k, entonces τ ∗i <∞ para cualquier valor de
i ≤ k. Del mismo modo, cuando τ ∗m =∞ para algún valor de m, entonces
τ ∗i = ∞ para i ≥ m. También es importante señalar que estas variables
aleatorias cumplen con ser tiempos de paro con respecto a la filtración
natural del proceso {Z(t)}t≥0, es decir, su valor puede ser determinado por
la trayectoria del proceso hasta ese momento.

La siguiente observación será importante para estudiar el tamaño de los
récords, es decir, por cuánto se supera el récord anterior.
Observación 1.2.16 Suponiendo que U(0) = u y que τ ∗1 <∞, entonces:

τ ∗1 = ı́nf{t > 0 : Z(t) > 0}

= ı́nf{t > 0 : U(t) < U(0) = u}

= τu.
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t

Z(t)

τ ∗
1 τ ∗

2 τ ∗
3

Y ∗
1

Y ∗
2

Y ∗
3

Figura 1.4: Ejemplo de una trayectoria de un proceso de riesgo alterno
Z(t), los tiempos de paro entre récords y el tamaño de los récords.

Por lo anterior, Z(τ ∗1 ) = Z(τu) = u− U(τu), por lo tanto:

Z(τ ∗1 ) = Lu, (1.26)

y por (1.20), la función de densidad de Z(τ ∗1 ) es igual a la función de
densidad de equilibrio fe. En general, suponiendo que τ ∗i < ∞ y para 0 <
s < x,

P (τ ∗i ≤ x | τ ∗i−1 = s) = P (τ ∗i − τ ∗i−1 ≤ x− s | τ ∗i−1 = s)

= P (τ ∗1 ≤ x− s). (1.27)

La segunda igualdad es consecuencia de los incrementos estacionarios e
independientes del proceso de superávit. Por último, observar lo siguiente:
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P (Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1) ≤ x) =∫ ∞
0

∫ ∞
0
P (Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1) ≤ x | τ ∗i−1 = s, Z(τ ∗i−1) = y)fe(y)dydFτi−1(s)

=
∫ ∞
0

∫ ∞
0
P (Z(τ ∗i )− Z(s) ≤ x | τ ∗i−1 = s, Z(s) = y)fe(y)dydFτi−1(s)

=
∫ ∞
0

∫ ∞
0
P (Z(τ ∗1 ) ≤ x)fe(y)dydFτi−1(s)

= P (Z(τ ∗1 ) ≤ x)

= Fe(x). (1.28)
La tercera igualdad se da gracias a los incrementos estacionarios e inde-
pendientes del proceso de superávit.
Ahora, se define el número de récords que tendrá el proceso de superávit
durante una trayectoria.
Definición 1.2.17 Se define el número de récords del proceso {Z(t)}t≥0,
como la variable aleatoria

K = máx{k ≥ 1 : τ ∗k <∞},
suponiendo que el conjunto indicado es distinto del vaćıo, en caso contrario
se define K = 0 y se dirá que el proceso {Z(t)}t≥0 tiene cero récords.
Notar que K < ∞, debido a que Z(t) → −∞ casi seguramente, bajo la
hipótesis de ganancia neta (véase (1.7)).
Proposición 1.2.18 Sea K el número de récords de la definición 1.2.17.
Entonces la función de probabilidad de K está dada por:

fK(k) = (1− ψ(0))(ψ(0))k, (1.29)
para cada valor de k = 0, 1, 2, . . ., es decir, K ∼ Geo(1− ψ(0)).
Demostración:
El tiempo de la primera cáıda definido por (1.18) es equivalente al tiempo
del primer récord, por lo tanto:

fK(0) = P (τ ∗1 =∞)

= P (τu =∞)

= P (τ =∞ | U(0) = 0)

= 1− ψ(0).
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Esto demuestra (1.29) para k = 0. Por otro lado, la probabilidad de que
haya un récord es igual a la probabilidad de que τ ∗1 < ∞ y τ ∗2 = ∞,
entonces:

fK(1) = P (τ ∗1 <∞, τ ∗2 =∞)

= P (τ ∗2 =∞ | τ ∗1 <∞)P (τ ∗1 <∞)

= P (τ ∗1 =∞)P (τ ∗1 <∞)

= fK(0)FK(0)

= [1− ψ(0)][ψ(0)].

Esto demuestra (1.29) para k = 1. La tercera igualdad es válida por (1.27).
Ahora se verá el caso general. Sea Ak = (τ ∗1 <∞, . . . , τ ∗k <∞). Por la
observación (1.2.15) se tiene que Ak = (τ ∗k < ∞), por lo cual, para cada
valor de k = 2, 3, . . . se tiene que:

P (Ak) = P (τ ∗k <∞ | Ak−1)P (Ak−1)

= P (τ ∗k <∞ | τ ∗k−1 <∞)P (Ak−1)

= P (τ ∗1 <∞)P (Ak−1)

= ψ(0)P (Ak−1)
...

= [ψ(0)]k.

La tercera igualdad, de nuevo es válida porque {Z(t)}t≥0 tiene incrementos
estacionarios e independientes. Aśı, para k ≥ 2:

fK(k) = P (τ ∗k+1 =∞, Ak)

= P (τ ∗k+1 =∞ | Ak)P (Ak)

= P (τ ∗1 =∞)[ψ(0)]k

= [1− ψ(0)][ψ(0)]k.

ut
En el ejemplo de trayectoria ilustrado en la figura 1.4, se puede ver que

a cada tiempo τ ∗i se le relaciona una variable aleatoria Y ∗i que modela el
tamaño del i-ésimo récord. A continuación se definen tales variables.
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Definición 1.2.19 Sean Y ∗1 , Y
∗

2 , . . . variables aleatorias definidas por

Y ∗i = Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1), (1.30)

para cada valor de i = 1, 2, . . . siempre y cuando τ ∗i <∞. A cada variable
Y ∗i se le conocerá como tamaño del récord i.

Proposición 1.2.20 Para un proceso de superávit, las variables aleatorias
Y ∗1 , Y

∗
2 , . . . , Y

∗
K son independientes e idénticamente distribuidas con función

de densidad igual a fe(x), definida en (1.17), e independientes del número
de récords K.

Demostración:
Primero, como se estableció en la observación 1.2.16, por (1.26) y (1.28)
cada Y ∗i tiene distribución igual a la distribución de equilibrio del monto
de las reclamaciones y por lo tanto son idénticamente distribuidas. Para
mostrar que son variables aleatorias independientes, supongamos que K es
conocido, sea n(i) = N(τ ∗i ) cuando i ≥ 1 y n(0) := 0, donde {N(t)}t≥0 es
el proceso de Poisson definido para el proceso de riesgo {U(t)}t≥0; además
sean T1, T2, . . . los tiempos entre arribos del proceso de Poisson mencionado
y Y1, Y2, . . . los montos de las reclamaciones. Entonces para cada valor de
i = 1, . . . , K se cumple lo siguiente:

Y ∗i = Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1)

=
n(i)∑
j=1

(Yj − c Tj)−
n(i−1)∑
j=1

(Yj − c Tj)

=
n(i)∑

j=n(i−1)+1
(Yj − c Tj).

La independencia se da porque tanto las variables aleatorias Y1, . . . , Yn(K),
como las variables aleatorias T1, . . . , Tn(K) son independientes, formalmen-
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te:

P

 K⋂
i=1

(Y ∗i ≤ yi)
 = P

 K⋂
i=1

 n(i)∑
j=n(i−1)+1

(Yj − c Tj) ≤ yi




=
K∏
i=1

P

 n(i)∑
j=n(i−1)+1

(Yj − c Tj) ≤ yi



=
K∏
i=1

P (Y ∗i ≤ yi) .

Por lo tanto, Y ∗1 , . . . , Y ∗K son variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas. Finalmente, la independencia entre el número de
récords y el tamaño de esos récords, es consecuencia de la independencia
entre el monto de las reclamaciones y el número de reclamaciones en el
proceso {U(t)}t≥0. ut

En la siguiente proposición se establece que la variable aleatoria M :=
máx
t≥0
{Z(t)}, se distribuye igual que una suma geométrica compuesta, donde

la variable de conteo está dada por K y las severidades corresponden a las
variables aleatorias Y ∗1 , Y ∗2 , . . .

Proposición 1.2.21 Supóngase un proceso de superávit {Z(t)}t≥0 para el
cual se tienen K ≥ 0 récords como en la definición 1.2.17. Sean Y ∗1 , Y ∗2 , . . .
los tamaños de los récords como en la definición 1.2.19. Entonces la varia-
ble aleatoria M = máx

t≥0
{Z(t)} se distribuye igual que la suma compuesta∑K

j=1 Y
∗
j y para cualquier valor de u > 0,

ψ(u) = P

 K∑
i=1

Y ∗i > u

 . (1.31)

Demostración:
Primero supóngase que K = 0, es decir, Z(t) ≤ 0 para todo valor de t ≥ 0,
lo cual implica que M = 0 y que U(t) ≥ u siempre y por tanto ψ(u) = 0.
La suma compuesta ∑K

j=1 Y
∗
j se define como cero cuando K = 0, aśı con

cualquier valor de u > 0,

P

 K∑
i=1

Y ∗i > u

 = P (u < 0)

= 0.
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Por lo tanto, se cumple la igualdad (1.31).
Ahora, dado K > 0, entonces:

K∑
i=1

Y ∗i =
K∑
i=1

[Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1)]

= Z(τ ∗K)

≥ Z(t),

donde la desigualdad se cumple para cualquier valor de t ≥ 0, porque τ ∗K
es el valor donde el proceso {Z(t)}t≥0 tiene su último récord. Esto, implica
que:

K∑
i=1

Y ∗i = máx
t≥0
{Z(t)}. (1.32)

Entonces, para u > 0:

P

 K∑
i=1

Y ∗i > u

 =
∞∑
k=0

P

 K∑
i=1

Y ∗i > u | K = k

 fK(k)

=
∞∑
k=0

P

(
máx
t≥0
{Z(t)} > u

)
fK(k)

= P

(
máx
t≥0
{Z(t)} > u

)

= ψ(u).

ut
Los resultados anteriores sirven para demostrar la fórmula de Pollaczeck-

Khinchine. Dicha fórmula se usará más adelante para justificar las aproxi-
maciones a la probabilidad de ruina que serán propuestas.

Proposición 1.2.22 (Fórmula de Pollaczeck-Khinchine.) Usando la no-
tación e hipótesis anteriores, la probabilidad de ruina se puede expresar
como la suma siguiente:

ψ(u) =
∞∑
k=1

θ

1 + θ

( 1
1 + θ

)k
[1− F ∗ke (u)], (1.33)

para u > 0 y donde F ∗ke (u) = P (∑k
j=1 Y

∗
j ≤ u) para k = 1, 2, . . .
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Demostración:
Por la proposición 5.3.16, la ley de la probabilidad total condicionando con
respecto a la variable aleatoria K, las proposiciones 1.2.18, 1.2.20 y 1.15 se
cumple lo siguiente:

ψ(u) = P

 K∑
j=1

Y ∗j > u



=
∞∑
k=0

P

 K∑
j=0

Y ∗j > u | K = k

 fK(k)

=
∞∑
k=0

P

 k∑
j=0

Y ∗j > u

 [1− ψ(0)][ψ(0)]k

=
∞∑
k=1

θ

1 + θ

( 1
1 + θ

)k
[1− F ∗ke (u)].

ut
La fórmula (1.33) sirve para calcular a ψ(u) solo en algunos casos donde

se conoce la distribución de las convoluciones de la distribución de equi-
librio y además se conoce a qué valor converge la serie resultante, por
ejemplo en el caso de reclamos exponenciales, su distribución de equilibrio
es de nuevo exponencial y por tanto sus convoluciones tienen distribución
Erlang y al sustituir en la fórmula la serie resultante converge a una función
exponencial y se logra obtener la probabilidad de ruina. A continuación se
muestran los detalles.

Ejemplo 1.2.23 Supóngase que el monto de las reclamaciones tiene dis-
tribución Exp(β), es fácil comprobar que la función de densidad de equi-
librio vuelve a ser Exp(β), esto implica que la k-ésima convolución tiene
distribución Erlang(k, β), entonces:

ψ(u) =
∞∑
k=1

θ

1 + θ

( 1
1 + θ

)k
[1− F ∗ke (u)]

= θ

1 + θ

∞∑
k=1

1
(1 + θ)k

k−1∑
i=0

e−βu
(βu)i
i!

= θ

1 + θ
e−βu

∞∑
i=0

(βu)i
i!

∞∑
k=i+1

1
(1 + θ)k

.
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Notar que:
∞∑

k=i+1

1
(1 + θ)k

= 1
θ(1 + θ)i .

Por lo tanto:

ψ(u) = 1
1 + θ

e−βu
∞∑
i=0

(βu)i
i!(1 + θ)i

= 1
1 + θ

exp
{
−
(

θ

1 + θ

)
βu

}
. (1.34)

1.2.2. Aproximaciones a la probabilidad de ruina

Aproximar la probabilidad de ruina es un problema muy estudiado y
para el cual se han desarrollado soluciones desde varios enfoques. A conti-
nuación se hace una breve exposición de algunos de estos métodos por su
relación que tienen con los que se proponen en el caṕıtulo 4. Varios de ellos
necesitan la existencia del llamado coeficiente de ajuste o la existencia de
varios momentos, por esta razón se comienza definiendo dicho coeficiente.
Se presenta la definición según el libro de Klugman et al. (2008) [50, pág.
295].

Definición 1.2.24 El coeficiente de ajuste denotado por R, es definido
como la primera ráız positiva de la ecuación:

M(r) = 1 + (1 + θ)µr, (1.35)

donde M(r) es la función generadora de momentos del monto de las recla-
maciones, suponiendo que ésta existe.

El coeficiente de ajuste tiene distintos usos en el área de teoŕıa del riesgo
y en el apéndice de este trabajo se presentan más comentarios acerca de
esta cantidad.

1. Aproximación de Cramér o de Cramér-Lundberg. Los primeros
trabajos que trataron el problema de aproximar la probabilidad de
ruina fueron hechos por Cramér y Lundberg basados en la existencia
del coeficiente de ajuste, debido a lo anterior, este método no puede
ser usado cuando la distribución del monto de las reclamaciones es de
cola pesada, ver por ejemplo Asmussen y Albrecher (2010) [3, pág. 6].
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Además, puede ser necesario algún método numérico para calcular la
ráız de (1.35), véase por ejemplo el libro clásico de Panjer y Willmot
(1992) [67, págs. 359–361]. En el apéndice A.2.4 se puede encontrar
una manera de aproximar el valor del coeficiente de ajuste R cuando
éste existe. La aproximación a la probabilidad de ruina de Cramér-
Lundberg es la siguiente:

ψ(u) ≈ Ce−Ru, (1.36)

suponiendo que u es una valor muy grande y donde

C = (θµ)/[E(Y eRY )− µ(1 + θ)].

Puede consultarse una demostración del resultado que fundamenta
esta aproximación en el libro de Grandell (1991) [45, páginas 6–7].

2. Aproximación de De Vylder. Este método es de fácil aplicación,
véase por ejemplo el libro de Grandell (2000) [47] donde se hace un
análisis del buen funcionamiento de esta aproximación. Fue propues-
to en el art́ıculo de De Vylder (1978) [22] y consiste en calcular la
probabilidad de ruina para un modelo alterno en el que el monto de
las reclamaciones tiene distribución Exp(β), este valor se utiliza para
aproximar la probabilidad de ruina del modelo original. Los paráme-
tros del modelo alterno λ, β y θ, se calculan a partir de igualar los tres
primeros momentos de ambos modelos y quedan determinados como
sigue:

λ = 9λµ3
2

2µ2
3
, β = 3µ2

µ3
, θ = 2µµ3

3µ2
2
θ, (1.37)

donde µi = E(Y i) para i = 2, 3. Por tanto, la aproximación a la
probabilidad de ruina es la siguiente:

ψ(u) ≈ 1
1 + θ

exp (−Ru) , (1.38)

donde R = θβ/(1 + θ), el cual coincide con el coeficiente de ajuste
cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución exponencial.
En caso de que el monto de las reclamaciones originales se distribuya
de forma exponencial, la aproximación es exacta y se obtiene la expre-
sión (1.34). Cuando el monto de las reclamaciones se modela con otras
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distribuciones, es necesario que existan sus tres primeros momentos.
Se ha mejorado este método usando los cuatro primeros momentos y
suponiendo que la nueva distribución del monto de las reclamaciones
es gama, véase el art́ıculo de Burnecki et al. (2005) [11].

3. Método de aproximación usando Panjer. En este método la idea
es calcular la probabilidad de ruina desde la expresión (1.31), donde la
probabilidad de ruina es igual a la probabilidad de cola de una suma
geométrica compuesta:

ψ(u) = P

 K∑
j=1

Y ∗j > u

 .
Cuando las variables aleatorias Y ∗j son discretas, la distribución de
esta suma puede calcularse de manera exacta usando la fórmula re-
cursiva de Panjer, véase el apéndice A.1. Pero si son continuas, se
puede hacer un procedimiento de discretización, luego se puede ob-
tener una aproximación de ψ(u) al calcular (l1 + l2)/2 donde l1 y l2
representan probabilidades de cola de las distribuciones asociadas a la
discretización. La aproximación puede ser tan buena como se quiera,
ya que el valor de |l2 − l1| se acerca a cero conforme la discretización
es más fina, véase el art́ıculo de Panjer (1986) [66]. A continuación se
presenta esta aproximación de forma más detallada.

a) Supóngase que el monto de las reclamaciones tiene una función de
distribución continua con F (0) = 0. Y sea Fe su función de distri-
bución de equilibrio. Se denota por Y ∗ a las variables aleatorias
con función de distribución Fe.

b) Sea fu(i) = Fe(i/β)−Fe((i−1)/β) para cada valor de i = 1, 2, . . .
y sea fd(i) = fu(i + 1) para cada valor de i = 0, 1, . . . y donde β
es un número real positivo llamado parámetro de discretización.
De esta manera, quedan definidas las funciones de probabilidad
que discretizan a Y ∗ de forma superior e inferior.

c) Sean D = ∑K
j=1 Y d

∗
j y U = ∑K

j=1 Y u
∗
j , donde Y d∗j e Y u∗j tienen

como funciones de probabilidad a fd y fu respectivamente.
d) Usando la recursión de Panjer se calcula el valor exacto de las

funciones de distribución FD y FU .
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e) Debido a que FU(uβ) y FD(uβ) son cotas superiores e inferio-
res para P

(∑K
j=1 Y

∗
j > u

)
, se puede aproximar la probabilidad de

ruina como sigue:

ψ(u) ≈ FD(uβ) + FU(uβ)
2 . (1.39)

Esta forma de estimar un valor controlado de ψ(u) se ha usado
para contrastar otros métodos de aproximación, véase por ejemplo
el art́ıculo de Asmussen y Binswanger (1997) [2].

4. Aproximación de Tijms. En el libro de Tijms 1986 [84, pág. 60], se
propone el uso de una combinación de dos exponenciales para apro-
ximar la probabilidad de cola de una suma geométrica compuesta.
Puesto que la probabilidad de ruina puede ser vista como una proba-
bilidad de ese tipo, entonces se usa la siguiente aproximación:

ψ(u) ≈
( 1

1 + θ
− C

)
e−αu + Ce−Ru, (1.40)

donde, C y R son como en (1.36) y

α = 1/(1 + θ)− C
E(Y 2)/(2µθ)− C/R. (1.41)

Según las palabras del libro de Klugman et al. (2008) [50, pág. 313],
la fórmula (1.40) combina la eficiencia de la aproximación de Cramér-
Lundberg cuando el valor de u es grande con un término que busca
mejorar la aproximación cuando el valor de u es pequeño. En el art́ıculo
de Choi et al. (2010) [15], se hace una mejora a este método sumando
un tercer término a (1.40).

5. Aproximación para distribuciones subexponenciales. Se dice
que una función de distribución F (x) es subexponencial si tiene so-
porte (0,∞) y cumple que:

ĺım
x→∞

F
∗2(x)
F (x) = 2.

En [34] se muestra que la distribución de una suma de subexponen-
ciales es subexponencial y viceversa. Una consecuencia es la siguiente
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aproximación para la probabilidad de ruina. Supóngase que el monto
de las reclamaciones tiene distribución subexponencial. Entonces:

ψ(u) ≈ 1
θ

[1− Fe(u)], (1.42)

conforme u→∞. Los principales ejemplos de distribuciones subexpo-
nenciales son Pareto, lognormal y Weibull, en este último caso cuando
su primer parámetro está entre cero y uno. Más detalles de este método
de aproximación pueden consultarse en Asmussen y Albrecher (2010)
[3, págs. 293–302].

6. Método de tráfico ligero. Este método es consecuencia del siguiente
resultado:

ψ(u) ≈ 1
µ(1 + θ)

∫ ∞
u

[1− F (x)] dx

= 1
1 + θ

[1− Fe(u)] , (1.43)

conforme θ → ∞. Es una aproximación simple pero la hipótesis de
un factor de recargo muy grande no es realista. El nombre de tráfico
ligero proviene de que al ser necesario que las primas sean mucho más
grandes que el valor esperado de los reclamos, éstas serán relativamen-
te pequeñas. Este método puede consultarse en Asmussen y Albrecher
(2010) [3, pág. 98].

1.2.3. Aproximación usando simulación

Existen varios enfoques para calcular la probabilidad de ruina usando
simulación. Todos ellos están basados en la aplicación de la ley de los
grandes números, véase por ejemplo el libro de Feller (1968) [35, pág. 258].
Uno de los enfoques más conocido es el siguiente, supóngase que Z1, Z2, . . .

son v.a.i.i.d. donde Zi = 1(τ<∞) suponiendo U(0) = u con esperanza común
E(Z) = ψ(u), entonces usando la ley de los grandes números se sabe que,

ĺım
n→∞

1
n

n∑
i=1

Zi = ψ(u),

de forma casi segura. Para una muestra aleatoria z1, z2, . . . , zn que se pueda
obtener de Z1, Z2, . . . , Zn, se define como aproximación a la probabilidad



28 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

de ruina por simulación Monte Carlo cruda a la siguiente expresión:

ψ(u) ≈ 1
n

n∑
i=1

zi. (1.44)

Existen varias formas de generar valores para las variables aleatorias Z1, Z2, . . .

En el art́ıculo de Asmussen y Binswanger (1997) [2] se estudian tres méto-
dos basados en mejorar la simulación Monte Carlo cruda disminuyendo el
error relativo σZ/ψ(u), donde σZ es la desviación estándar muestral. De
ellos, en este trabajo se usa el siguiente método (método III de [2]) con
fines comparativos y será abreviado como PKMC:

1. Generar Ki ∼ Geo(θ/(1 + θ)). Si Ki = 0, definir Zi = 0.

2. Generar X1, . . . , XKi
m.a. de la densidad fe. Si Ki = 1, definir Y = u

y m = 0, en caso contrario definir Y = u−X(1)− · · ·−X(Ki−1) y m =
X(Ki−1), donde X(1), . . . , X(Ki−1) son los primeros Ki − 1 estad́ısticos
de orden de X1, . . . , XKi

.

3. Definir Zi = F e(máx(Y,m))/F e(m).

4. Repetir pasos 1 a 3 para i = 1, . . . , n.

5. Estimar ψ(u) por Zn, por lo tanto:

ψ(u) ≈ 1
n

n∑
i=1

Zi. (1.45)

En la tabla 1.1 se hace un resumen de los requerimientos de distintos méto-
dos de aproximación para la probabilidad de ruina, el i-ésimo momento de
la distribución del monto de las reclamaciones se representa con µi.

1.2.4. Análisis breve de los métodos de aproximación

En las secciones 1.2.2 y 1.2.3 se han comentado algunos métodos para
aproximar probabilidades de ruina. Dos de estos métodos son el método de
Cramér y el método de De Vylder. Sin embargo, como se mencionó antes,
el primero requiere la existencia del coeficiente de ajuste y es útil solo para
valores de u grandes. El método de De Vylder requiere que la distribución
del monto de las reclamaciones tenga sus tres primeros momentos finitos.
Cuando el monto de las reclamaciones tiene una distribución de cola ligera,
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Tabla 1.1: Comparación de los requerimientos necesarios para algunos de
los métodos de aproximación más conocidos.

Método de aproximación Requerimientos

1 Cramér [17] Coeficiente R y u grande.
2 Tijms [84] Coeficiente R.
3 Tijms mejorado [15] Coeficiente R.
4 Renyi [47] µ2 <∞.
5 Tráfico pesado [3] µ2 <∞, u y θ pequeños.
6 Tráfico pesado y ligero [3] µ2 <∞ y u no muy grande.
7 Beekman-Bowers [7] µ2, µ3 <∞.
8 De Vylder [22] µ2, µ3 <∞.
9 Exponencial [23] µ2, µ3 <∞.
10 Lundberg [47] µ2, µ3 <∞.
11 Gama-De Vylder [11] µ2, µ3, µ4 <∞.
12 Tráfico ligero [3] Valores de u y θ grandes.
13 Subexponencial [3] Valores de u grandes.
14 P-K Monte Carlo [2] Generación de valores aleatorios desde

la distribución de equilibrio.
15 Panjer [66] Discretización de distribución de equi-

librio.

una aproximación que es simple y con buenos resultados es la aproximación
de Tijms, como se menciona en Klugman et al. (2008) [50, pág. 314]. Si
es posible generar una muestra aleatoria que tenga como distribución a la
distribución de equilibrio del monto de las reclamaciones, entonces se pue-
de aplicar la aproximación de Pollaczeck-Khinchine Monte Carlo (PKMC);
si la distribución del monto de las reclamaciones no tiene una densidad de
equilibrio sencilla, entonces las simulaciones necesarias en el método de
PKMC podŕıan ser dif́ıciles de obtener. Cuando el monto de las reclama-
ciones tiene distribución de cola pesada, hay dos métodos de aproximación
para los cuales es suficiente conocer la expresión expĺıcita de la función de
distribución, el método de tráfico ligero (LT) y el método subexponencial
(S). Sin embargo, estos métodos requieren valores especiales para θ y para
u.
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1.2.5. Métodos de aproximación recientes

En años recientes, han sido publicados varios trabajos sobre la estima-
ción y aproximación a la probabilidad de ruina teniendo nuevas estrategias
para tal fin. Por ejemplo, en el art́ıculo de Albrecher et al. (2010) [1], se
muestra un procedimiento eficiente donde se aproxima la probabilidad de
ruina usando una inversión numérica de su transformada de Laplace. En-
tre otras condiciones, su método requiere que la cola de la distribución
del monto de las reclamaciones sea una función completamente monóto-
na. En el art́ıculo de Avram et al. (2011) [4], se hace una variante del
método de De Vylder aproximando la probabilidad de ruina usando un
modelo de Cramér-Lundberg alterno, la distribución del monto de los re-
clamos es aproximada por una distribución mezcla de exponenciales cuyos
parámetros se obtienen de igualar varios de sus primeros momentos con
los primeros momentos de la distribución original y por tanto se requiere
la existencia de éstos. Otra aproximación muy precisa es propuesta en el
art́ıculo de Goffard et al. (2016) [43], donde la distribución defectuosa aso-
ciada a la probabilidad de ruina es proyectada en un sistema de polinomios
ortonormales, obteniendo una fórmula para ψ(u) que depende de una su-
ma infinita. Truncando esta suma se obtiene una aproximación. Para este
método es necesario que exista el coeficiente de ajuste. En el art́ıculo de
Gzyl et al. (2013) [48], los autores usan momentos fraccionarios y aplican
el método de máxima entroṕıa para aproximar a ψ(u). En el art́ıculo de
Mnatsakanov et al. (2015) [64] se muestra un procedimiento para inver-
tir una transformada de Laplace escalada. Finalmente, en el art́ıculo de
Bladt et al. (2015) [8] los autores proponen una distribución tipo fase de
dimensión infinita con un número finito de parámetros para modelar dis-
tribuciones de cola pesada. Los autores prueban que la distribución tipo
fase que proponen cumple tener una fórmula exacta para la probabilidad
de ruina, sin embargo, se debe aplicar un algoritmo de calibración dif́ıcil
de implementar. Estos trabajos que se han mencionado muestran la preci-
sión de los métodos usando ejemplos particulares de distribuciones para el
monto de los reclamos. En la tabla 1.2 se hace un resumen de los requeri-
mientos de los distintos métodos de aproximación para la probabilidad de
ruina recientes.
Los métodos de aproximación que se presentaron en esta sección, sirven
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Tabla 1.2: Comparación de los requerimientos necesarios para algunos de
los métodos de aproximación recientes.

Método de aproximación Requerimientos

1 Albrecher [1] Monto de los reclamos con distribución
completamente monótona.

2 Avram [4] Varios momentos finitos.
3 Goffard [43] Coeficiente R.
4 Gzyl [48] Varios momentos finitos.
5 Mnatsakanov [64] Valores de u grandes.
6 Bladt [8] Aplicación de algoritmo de calibración.

como contexto para justificar la utilidad de los métodos propuestos en el
presente trabajo. Como se ha mencionado, dichos métodos se podrán uti-
lizar para distribuciones de cola ligera y de cola pesada, además de que
se pueden implementar en una computadora con relativa facilidad. En el
caṕıtulo 4 se desarrollan estos métodos. En el modelo discreto del proceso
de riesgo que será estudiado en el caṕıtulo 5 también se establecen objeti-
vos similares a los aqúı expuestos.

La mayoŕıa de la información de este caṕıtulo fue investigada en las
siguientes referencias: [1] a [8], [10, 11, 15], [21] a [24], [30, 31, 34, 36, 39],
[41] a [43], [45, 47, 48, 50, 51, 53, 55], [64] a [69], [75, 82, 84] y [88]. Se
citan también las siguientes referencias que no pudieron ser consultadas
por su antigüedad, pero que es conocida su trascendencia gracias a otras
publicaciones: [17, 18], [57] a [63], [79] y [83].
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Caṕıtulo 2

Distribución mezcla de Erlangs

En este caṕıtulo se presenta la distribución mezcla infinita de Erlangs
(MIE) o simplemente mezcla de Erlangs1. Se desarrolla con detalle la so-
lución al problema de encontrar la probabilidad de ruina en el modelo de
Cramér-Lundberg cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución
MIE. La fórmula que se desarrolla es igual a la que se puede consultar en
el libro de Klugman et al. (2008) [50, pág. 311], sin embargo, se desarrolló
una nueva demostración exhibiendo una representación de una variable
aleatoria con distribución MIE como suma compuesta. También se presen-
ta una sucesión de funciones de distribución MIE construida a partir de
una función de distribución F continua con soporte no negativo, tal que
esta sucesión converge a F . Este resultado puede encontrarse en el libro de
Tijms (1994) [85, pág. 163], y en este caṕıtulo se presenta un caso donde
se demuestra que hay convergencia uniforme. Este caṕıtulo es importante
para el trabajo porque los métodos de aproximación que se desarrollan en
el caṕıtulo 4 se basan en las distribuciones MIE y en varias de sus propie-
dades.

2.1. Definición y propiedades

Definición 2.1.1 Se dice que una variable aleatoria X tiene distribución
Erlang con parámetros k y β > 0 si tiene distribución Gama(k, β) y si
el parámetro k es un entero mayor que cero. En este caso se escribirá
X ∼ Erlang(k, β).

1Una distribución mezcla finita puede ser vista como una mezcla infinita, como se menciona más
adelante, por lo cual solo se le llamará a esta distribución mezcla de Erlangs.

33
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Para la distribución Erlang, se denotará por erl(k, β)(x) y Erl(k, β)(x) a
sus funciones de densidad y de distribución respectivamente, es decir, para
x > 0:

erl(k, β)(x) = βk

(k − 1)! x
k−1 e−βx,

y

Erl(k, β)(x) =
∞∑
j=k

e−βx
(βx)j
j! .

Más adelante en este caṕıtulo se hace uso de la siguiente expresión equiva-
lente de la función de distribución, que relaciona la distribución Erlang y
la distribución Poisson:

Erl(k, β)(x) = 1− P (Zβx ≤ k − 1) , (2.1)

donde Zβx ∼ Poisson(βx), β > 0 y x > 0. A continuación, se define la
distribución conocida como mezcla de Erlangs.

Definición 2.1.2 Se dice que una variable aleatoria S tiene distribución
mezcla de Erlangs con parámetros π = (q1, q2, . . .) y β > 0, si su función
de densidad es la siguiente:

f(x) =
∞∑
k=1

qk erl(k, β)(x), (2.2)

para x > 0 y donde qk ≥ 0 y ∑∞
k=1 qk = 1. En este caso, se escribirá

S ∼ MIE(π, β).

Si el número de sumandos en (2.2) es finito, se puede decir que S tiene como
distribución una mezcla finita de Erlangs, sin embargo, en este trabajo no es
necesario diferenciar este caso y queda contemplado en todos los resultados.
Esta manera de definir una distribución mezcla de Erlangs se sigue de la
definición del libro de Klugman et al. (2008) [50, pág. 230]. En el art́ıculo
de Willmot y Woo (2007) [89] y en el art́ıculo de Willmot y Lin (2011) [90]
se define y estudia una mezcla de Erlangs más general, con parámetros
de forma distintos; en la segunda de estas referencias se pueden encontrar
varias de sus propiedades anaĺıticas, además se estudia la transformada de
Laplace del tiempo de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene
distribución MIE y se obtiene un resultado muy similar al teorema 2.2.1
que se presenta más adelante.
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Una propiedad interesante y útil de una variable aleatoria con distri-
bución MIE(π, β), es que puede ser expresada como una suma compuesta
como se establece en el siguiente resultado.
Proposición 2.1.3 Sean X1, X2, . . . v.a.i.i.d. con distribución Exp(β), y
sea N una variable aleatoria discreta con valores enteros mayores a cero
e independiente de X1, X2, . . ., cuya función de probabilidad está dada por
P (N = k) = fN(k), para k = 1, 2, . . . y E(N) <∞. Si SN es una variable
aleatoria definida como sigue:

SN =
N∑
i=1

Xi, (2.3)

entonces:
SN ∼ MIE(π, β),

donde π = (fN(1), fN(2), . . .).
Demostración:
Es conocido que para una suma compuesta como (2.3), se cumple la si-
guiente igualdad (véase por ejemplo el libro de Bowers et al. (1997) [10,
pág. 369]):

FSN (x) =
∞∑
k=1

F ∗kX (x)P (N = k). (2.4)

Por lo anterior, y debido a que F ∗kX (x) = Erl(k, β)(x), entonces:

FSN (x) =
∞∑
k=1

fN(k) Erl(k, β)(x), (2.5)

por lo cual, SN ∼ MIE(π, β).
ut

Observación 2.1.4 Una consecuencia de que una variable aleatoria con
distribución MIE(π, β) pueda ser escrita como suma compuesta, es que su
media, su varianza y su función generadora de momentos pueden calcularse
fácilmente, véase por ejemplo Bowers et al. (1997) [10, págs. 368 y 369]
donde se dan fórmulas para calcular dichas caracteŕısticas. Aśı, para la
variable SN :

E(SN) = E(N)/β. (2.6)

V ar(SN) = (E(N) + 2V ar(N))/β2. (2.7)

MSN (r) = PN (β/(β − r)) . (2.8)
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A la variable aleatoria N se le llamará variable de conteo o frecuencia y
a las variables aleatorias X1, X2, . . . severidades, como se hace de manera
tradicional en teoŕıa del riesgo. En la siguiente proposición se enuncian
algunas propiedades de las distribuciones MIE que serán útiles más ade-
lante. El vector de probabilidades π será representado desde ahora como
(fN(1), fN(2), . . .) para exhibir la información relacionada a (2.3).
Proposición 2.1.5 Supóngase que SN es una variable aleatoria MIE(π, β),
con una variable de conteo N tal que E(N) < ∞ y cuya distribución de
probabilidad está dada por π, entonces se cumple lo siguiente:
a) Para x > 0:

FSN (x) = E(FN(Zβx)), (2.9)
donde Zβx es una variable aleatoria Poisson(βx).

b) La función de densidad de equilibrio de SN es MIE(πe, β), donde πe es
el vector de probabilidades de una variable aleatoria de conteo Ne con
probabilidades dadas para cada valor de j = 1, 2, . . . por:

fNe(j) = FN(j − 1)
E(N) . (2.10)

c) Una suma compuesta con severidades MIE y frecuencia con distribución
geométrica truncada en cero, es de nuevo MIE. Es decir, supóngase
que S1, S2, . . . son variables aleatorias independientes con distribución
común MIE(π, β), cuya variable de conteo asociada a las probabilidades
en π es N . También supóngase que M es una variable aleatoria discreta
positiva con función de probabilidad dada por:

P (M = k) = ρ(1− ρ)k−1,

para cada valor de k = 1, 2, . . ., entonces:
M∑
j=1

Sj ∼ MIE(π∗, β), (2.11)

donde π∗ es el vector de probabilidades de N ∗ y dichas probabilidades
pueden ser obtenidas de manera recursiva como sigue:

fN∗(1) = ρfN(1), (2.12)

fN∗(k) = (1− ρ)
k−1∑
i=1

fN(i)fN∗(k − i) + ρfN(k), k ≥ 2. (2.13)
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Demostración:

a) Se usará la siguiente notación para la función de probabilidad Poisson:
poisson(βx)(j) = e−βx(βx)j/j! para cada valor de j = 0, 1, 2, . . . Sea
Zβx ∼ Poisson(βx), β > 0 y x > 0, entonces por (2.5) y (2.1):

FSN (x) =
∞∑
k=1

fN(k) Erl(k, β)(x)

=
∞∑
k=1

fN(k)
∞∑
j=k

poisson(βx)(j)

=
∞∑
j=1

j∑
k=1

fN(k) poisson(βx)(j)

=
∞∑
j=0

FN(j) poisson(βx)(j)

= E(FN(Zβx)).

El intercambio de sumas en la tercera igualdad es posible por el teo-
rema de la convergencia dominada para series, tomando como sucesión
dominante a las probabilidades Poisson, cuya serie es 1. Después, en la
cuarta igualdad se extendió el comienzo de la suma hasta j = 0, debido
a que FN(0) = 0.

b) Para x > 0:

fe(x) = 1
E(SN) [1− FSN (x)]

= 1
E(N)/β E

(
FN(Zβx)

)

= β

E(N)
∞∑
j=0

FN(j) poisson(βx)(j)

=
∞∑
j=1

fNe(j) erl(j, β)(x), (2.14)

donde fNe(j) = FN(j − 1)/E(N), para j ≥ 1. Como ∑∞
j=1 fNe(j) = 1,

entonces fe(x) es a su vez una densidad MIE(πe, β).
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c) Sean S1, S2, . . . variables aleatorias con distribución MIE(π, β), entonces
Sj tiene la misma distribución que la suma compuesta ∑Nj

i=1Xij para
cada valor de j = 1, 2, . . . por la proposición 2.1.3, donde Xij ∼ Exp(β)
y las probabilidades de Nj están dadas en π, por lo cual:

P

 M∑
j=1

Sj ≤ x

 = P

 M∑
j=1

Nj∑
i=1

Xij ≤ x



= P

N∗∑
l=1

Xl ≤ x

 ,

donde N ∗ = ∑M
j=1Nj y Xl ∼ Exp(β) para cada valor de l = 1, 2, . . .

Notar que se usan los siguientes cambios de variable en la última igual-
dad:

X1 = X11, X2 = X21, . . . , XN1 = XN11;

XN1+1 = X12, XN1+2 = X22, . . . , XN1+N2 = XN22;

...

Por lo tanto, de nuevo por la proposición 2.1.3:

N∗∑
l=1

Xl ∼ MIE(π∗, β),

donde las probabilidades fN∗(k) de π∗ pueden ser calculadas de la si-
guiente forma. Sea N ∗0 = ∑M0

j=1Nj, donde M0 ∼ Geo(ρ), y sea gk =
fN∗0 (k). Entonces usando la fórmula recursiva de Panjer:

g0 = ρ, (2.15)

gk = (1− ρ)
k∑
r=1

fN(r) gk−r, (2.16)

para cada valor de k = 1, 2, . . . En esta última expresión, debido a que
la distribución de Nj no depende de j, se escribió fN(r) en vez de fNj(r).
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Además, para cada valor de k = 1, 2, . . . se cumple que:

gk = P (N ∗0 = k)

= P (N ∗0 = k |M0 > 0)P (M0 > 0) + P (N ∗0 = k |M0 ≤ 0)P (M0 ≤ 0)

= P (N ∗0 = k |M0 > 0)(1− ρ)

= P (N ∗ = k)(1− ρ)

= fN∗(k)(1− ρ). (2.17)

Usando (2.16), se obtiene la fórmula recursiva para calcular el valor de
fN∗(k) al sustituir el valor de gk de acuerdo a (2.17).

ut

Observación 2.1.6 Sumando los términos en la ecuación (2.13) y ha-
ciendo un cambio en el orden de las sumas se llega a que las probabilidades
FN∗(k) = ∑∞

i=k+1 fN∗(i) satisfacen la fórmula recursiva siguiente:

FN∗(k) = (1− ρ)
k∑
j=1

fN(j)FN∗(k − j) + FN(k), (2.18)

para cada valor de k = 1, 2, . . . Esta fórmula es útil para calcular la función
de distribución de una suma compuesta cuyas severidades son variables
aleatorias discretas y cuando la variable de conteo tome valores mayores
a cero. Esta fórmula será relevante más adelante, en la demostración del
teorema 2.2.1.

La primera parte de la siguiente proposición muestra que las distribuciones
MIE son densas en el espacio de funciones de distribución continuas con
soporte no negativo. Este resultado fue demostrado primero en alemán en
un art́ıculo de Schassberger (1973) [77]. Una prueba escrita en inglés, es
dada en el libro de Tijms (1994) [85]. Una prueba alterna puede encontrarse
en el art́ıculo de Lee y Lin (2010) [52], donde se hace uso de la función
caracteŕıstica. La propiedad adicional de la convergencia uniforme se sigue
de tomar particiones cada vez más finas del soporte compacto acotado. A
continuación se muestran los detalles.

Proposición 2.1.7 Sea F una función de distribución continua cuyo so-
porte está contenido en [0,∞). Sea {Fn}∞n=1 una sucesión de funciones de
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distribución definidas como sigue:

Fn(x) =
∞∑
k=1

b(k, n) · Erl(k, n)(x), (2.19)

donde b(k, n) = F (k/n)− F ((k − 1)/n). Entonces, para cualquier x > 0:

ĺım
n→∞Fn(x) = F (x). (2.20)

Además, si F tiene soporte acotado, entonces Fn converge a F uniforme-
mente.
Demostración:
Se demuestra solo la segunda parte, para la primera se puede consultar Lee
y Lin (2010) [52], o bien, Tijms (1994) [85, pág. 163].
Supóngase que F (x) tiene soporte [0, b), para algún b > 0. Debido a que
F es continua en el conjunto compacto [0, b], para cualquier ε > 0 se
puede escoger una partición finita 0 = x0 < x1 < · · · < xk = b, tal que
F (xi)− F (xi−1) < ε/2, para i = 1, . . . , k. Si t ∈ [xi−1, xi], entonces:

0 ≤ F (xi)− F (t) < ε/2 y 0 ≤ F (t)− F (xi−1) < ε/2. (2.21)

Ahora, por (2.20), para cada xi existe un entero Ni(ε, xi), tal que para cada
n > Ni(ε, xi) se cumple que:

|Fn(xi)− F (xi)| < ε/2. (2.22)

En particular, para xk = b, existe un entero Nk(ε, b), tal que para n >

Nk(ε, b) se cumple que:

|Fn(b)− F (b)| = 1− Fn(b) < ε/2.

También, debido a que Fn(x) ≥ Fn(b) cuando x ≥ b, entonces para estos
valores de x se cumple:

|Fn(x)− F (x)| ≤ 1− Fn(b) < ε/2. (2.23)

Ahora, se define:

N = máx {N1(ε, x1), . . . , Nk(ε, xk)} ,

entonces, por (2.21) y (2.22), para t ∈ [xi−1, xi] y n > N se cumple lo
siguiente:

Fn(t)− F (t) ≤ Fn(xi)− F (xi) + F (xi)− F (t) < ε,
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y
Fn(t)− F (t) ≥ Fn(xi−1)− F (xi−1) + F (xi−1)− F (t) > −ε.

Por lo tanto:
|Fn(t)− F (t)| < ε. (2.24)

Finalmente, para t < 0, Fn(t)− F (t) = 0; y para t > b, (2.24) también se
cumple por (2.23). Entonces |Fn(t) − F (t)| < ε para toda t siempre que
n > N . Por lo tanto, Fn converge uniformemente a F .

ut

Observación 2.1.8 Las funciones de distribución aproximantes Fn(x) de-
finidas en (2.19) son MIE(π, n), donde la variable de conteo N tiene pro-
babilidades dadas por fN(k) = F (k/n)−F ((k − 1)/n), para k ≥ 1. Por la
proposición 2.1.5 a), estas funciones pueden ser escritas como sigue:

Fn(x) = E (FN(Znx))

= E

Znx∑
k=1

fN(k)


= E

Znx∑
k=1

[F (k/n)− F ((k − 1)/n)]


= E (F (Znx/n)) . (2.25)

Observación 2.1.9 Si F (x) es una función de distribución convexa, usan-
do la ecuación (2.25) y la desigualdad de Jensen, se tendrá que para toda
x y n = 1, 2, . . . se cumple que:

Fn(x) = E (F (Znx/n))

≥ F (E (Znx/n))

= F (x),

lo cual establece que la aproximación es de arriba hacia abajo. De manera
análoga, puede verse que si F (x) es cóncava, entonces la aproximación es
de abajo hacia arriba.

En el siguiente ejemplo, se puede ver que la distribución exponencial es
un caso particular de una distribución con soporte no acotado, pero que
también puede ser aproximada por distribuciones mezcla de Erlangs con
convergencia uniforme.
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Ejemplo 2.1.10 Para la distribución exponencial, F (x) = 1−e−βx, x > 0,

Fn(x) = E (F (Znx/n))

= E (1− exp(−βZnx/n))

= 1−MZnx(−β/n)

= 1− exp(−anx),

donde an = n(1− exp(−β/n)). Sea hn(x) = F (x)− Fn(x) = exp(−anx)−
exp(−βx). Debido a que la función F es cóncava, se sigue que hn(x) es
no negativa y después de algunos cálculos se puede comprobar que tiene un
máximo absoluto en:

x∗ = 1
an − β

ln(an/β).

Evaluando a hn en x∗, se llega a:

hn(x∗) = (an/β)−bn − (an/β)−cn ,

donde bn = an/(an − β) y cn = β/(an − β). Cuando n → ∞, an ↗ β,
bn → −∞ y cn → −∞. Por lo tanto, hn(x∗) → 0. Esto muestra que Fn
converge uniformemente a F .

Se finaliza esta sección presentando un lema cuya utilidad se verá en el
caṕıtulo 4 al demostrar el teorema 4.1.1.

Lema 2.1.11 Sea Xn una variable aleatoria, cuya función de distribución
Fn(x) está definida como en (2.19). Entonces:

a) E(Xn) <∞.

b) ĺım
n→∞E(Xn) = E(X).

Demostración:

a) Como la distribución de Xn es una mezcla, entonces su esperanza es la
mezcla de las esperanzas, es decir,

E(Xn) =
∞∑
k=1

(k/n) · b(k, n).
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Esta esperanza es finita para cualquier n = 1, 2, . . ., puesto que cada
E(Xn) puede verse como sigue:

E(Xn) = 1
n

∞∑
k=1

k · b(k, n)

= 1
n

∞∑
k=1

k∑
j=1

[F (k/n)− F ((k − 1)/n)]

= 1
n

∞∑
j=1

∞∑
k=j

[F (k/n)− F ((k − 1)/n)]

= 1
n

∞∑
j=0

[1− F (j/n)]

= 1
n

+
∞∑
j=1

(1/n)F (j/n) .

El segundo sumando representa una suma inferior de Riemann para F
por ser función decreciente, por lo cual es menor a la integral de F ,
entonces:

E(Xn) ≤
1
n

+
∫ ∞
0
F (x)dx

= 1
n

+ E(X)

< ∞.

b) Tomando la expresión de E(Xn) del inciso anterior, se tiene lo siguiente:

ĺım
n→∞E(Xn) = ĺım

n→∞

∞∑
k=1

k

n
· [F (k/n)− F ((k − 1)/n)]

=
∫ ∞

0
x dF (x)

= E(X).
ut

En esta primera sección se han establecido las definiciones y resultados
relacionados a la distribución mezcla de Erlangs que serán usados en el
resto del trabajo. En la siguiente sección se desarrolla la solución a la
probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones sigue esta
distribución.
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2.2. Probabilidad de ruina

El siguiente resultado establece cómo puede ser expresada la probabi-
lidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones se modela con una
distribución MIE. Esta fórmula permite expresar la probabilidad de rui-
na como un valor esperado. Su demostración, puede ser hecha siguiendo
las sugerencias del ejercicio 11.17 c) del libro de Klugman et al. (2008)
[50], esta demostración se desarrolla en el apéndice A.3. En esta sección, se
presenta una demostración original usando la fórmula recursiva de Panjer,
sugerencia hecha por un revisor anónimo de [76], trabajo derivado de esta
investigación.
Teorema 2.2.1 Supóngase que los montos de las reclamaciones tienen dis-
tribución MIE(π, β), donde la variable de conteo N asociada a las probabi-
lidades de π, es tal que E(N) < ∞; y supóngase que Zβu ∼ Poisson(βu).
Entonces:

ψ(u) =
∞∑
k=0

Ck P (Zβu = k) (2.26)

= E
(
CZβu

)
, (2.27)

donde:

C0 = 1
1 + θ

, (2.28)

Ck = 1
1 + θ

 k∑
i=1

fNe(i)Ck−i + FNe(k)
 , k = 1, 2, . . . (2.29)

fNe(i) = FN(i− 1)
E(N) . (2.30)

Demostración:
Sea R0 = ∑M0

j=1 Ye,j una suma compuesta donde M0 ∼ Geo(ρ), ρ = θ/(1+θ)
y sean Ye,1, Ye,2, . . . las variables aleatorias de equilibrio del monto de las
reclamaciones MIE(π, β). Por la proposición 2.1.5 b), Ye,j ∼ MIE(πe, β),
donde las probabilidades en πe están dadas por fNe(j) = FN(j−1)/E(N), j =
1, 2, . . ., entonces por (1.33) se cumple que:

ψ(u) = P (R0 > u |M0 > 0)P (M0 > 0)

= (1− ρ)P (R > u),
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donde R = ∑M
j=1 Ye,j y M es una variable aleatoria con función de pro-

babilidad dada por fM(k) = ρ(1 − ρ)k−1, para k = 1, 2, . . . Por la pro-
posición 2.1.5 c), R ∼ MIE(π∗, β), donde las probabilidades de π∗ están
dadas por la ecuación (2.10) y por la proposición 2.1.5 a), y escribiendo
Ck = (1− ρ)FN∗(k), k ≥ 0, se llega a lo siguiente:

(1− ρ)P (R > u) = (1− ρ)E
(
FN∗(Zβu)

)
=

∞∑
k=0

CkP (Zβu = k).

Finalmente, se calculan los coeficientes Ck,

C0 = (1− ρ)FN∗(0)

= 1− ρ

= 1/(1 + θ),

y por (2.18),

Ck = (1− ρ)FN∗(k)

= 1
1 + θ

 k∑
i=1

fNe(i)Ck−i + FNe(k)
 ,

para cada valor de k = 1, 2, . . . ut

Observación 2.2.2 En particular, para montos de reclamaciones con dis-
tribución Erlang(m,β), se puede comprobar que

Ck =



1
1 + θ

para k = 0,

1
(1 + θ)m [

k∑
i=1

Ck−i + (m− k) ] para k = 1, 2, . . . ,m,

1
(1 + θ)m [

m∑
i=1

Ck−i ] para k = m+ 1,m+ 2, . . .

Usando estas fórmulas, la fórmula (2.26) se reduce a la conocida proba-
bilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución
Exp(β) como se muestra a continuación. Para m = 1:

Ck =
( 1

1 + θ

)k+1
, k = 0, 1, 2, . . .
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Estas cantidades son claramente probabilidades de cola de una distribución
geométrica con parámetro θ/(1 + θ). Por lo tanto:

ψ(u) =
∞∑
k=0

Ck P (Zβu = k)

=
∞∑
k=0

( 1
1 + θ

)k+1
e−βu

(βu)k
k!

= 1
1 + θ

exp
{
−
(

θ

1 + θ

)
βu

}
.

Esta expresión es la conocida solución expĺıcita para la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones se modela con distribución
exponencial, la cual fue obtenida también en (1.34).

A pesar de que las distribuciones tipo fase también son densas en el es-
pacio de las distribuciones con soporte sobre (0,∞) (véase, por ejemplo,
Asmussen y Albrecher (2010) [3, pág. 542]), el cálculo de la probabilidad
de ruina puede ser dif́ıcil porque se debe encontrar la exponencial de una
matriz, lo cual puede ser un problema cuando la dimensión de la matriz
es grande (véase Asmussen y Albrecher (2010) [3, pág. 14]). En contraste,
cuando los montos de las reclamaciones tienen distribución MIE, es fácil
implementar la fórmula (2.26). En el apéndice B puede verse un ejemplo
de código, escrito en lenguaje R, para implementar dicha fórmula.

Las referencias que fueron consultadas y que son citadas en el texto de
este caṕıtulo son las siguientes: [3, 10, 50, 52, 84, 85, 89] y [90]. Además se
cita [77], que es un trabajo dif́ıcil de conseguir, pero se considera una publi-
cación pionera en el tema de aproximar funciones de distribución usando
la distribución MIE.



Caṕıtulo 3

Distribución emṕırica continua

En este caṕıtulo se define la función de distribución emṕırica continua.
Se establece una adaptación del teorema de Glivenko-Cantelli a este tipo
de distribución y se plantea un criterio de estabilidad para la probabilidad
de ruina cuando se cambia la distribución del monto de las reclamaciones.
Estos resultados aportan a la investigación herramientas, primero para
demostrar la convergencia de la probabilidad de ruina que se propondrá
en el teorema principal 4.1.1 del caṕıtulo 4, y después para proponer un
método de aproximación a la probabilidad de ruina cuando el monto de
las reclamaciones tienen una distribución desconocida en el corolario 4.1.6.
Las contribuciones originales de este caṕıtulo son la proposición 3.1.2 y la
proposición 3.2.2.

3.1. Función de distribución emṕırica continua

Por el teorema de Glivenko-Cantelli, véase por ejemplo el libro de Lukacs
(1975) [56, pág. 105], se sabe que si X1, . . . , Xm son v.a.i.i.d. con función de
distribución común F , entonces la función de distribución emṕırica discreta
(FDED) definida como:

F̂d,m(x) = 1
m

m∑
i=1

1(Xi≤x), (3.1)

converge uniformemente a F (x), casi seguramente. Es decir:

P

(
ĺım
m→∞ sup

x

{
|F̂d,m(x)− F (x)|

}
= 0

)
= 1. (3.2)

Notar que para cualquier x > 0, mientras F (x) es un número en el conjunto
[0, 1], la función F̂d,m(x) es una variable aleatoria cuyos valores dependen

47
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Figura 3.1: Ejemplo de distribución emṕırica discreta y continua.

de las variables aleatorias X1, . . . , Xm y del valor de x. Ahora, se define una
versión continua de F̂d,m para aproximar cualquier función de distribución
continua (FDC), dicha versión continua es obtenida al unir los puntos me-
dios de los escalones de la FDED F̂d,m.

Definición 3.1.1 Sea F una función de distribución continua, cuyo so-
porte está contenido en [0,∞). Sean X1, . . . , Xm v.a.i.i.d. con función de
distribución F y sean X(1), . . . , X(m) sus estad́ısticas de orden. Se define
la función de distribución emṕırica continua (FDEC) de X1, . . . , Xm como
sigue:

F̂c,m(x) =



0 si x <
X(1)

2

2x−X(k−1) −X(k)

m(X(k+1) −X(k−1))
+ k − 1

m
si d(k) ≤ x < d(k + 1)

2x−X(m−1) −X(m)

m(X(m) −X(m−1))
+ m− 1

m
si d(m) ≤ x < X(m),

1 si x ≥ X(m),

(3.3)

para valores de k = 1, 2, . . . ,m− 1, d(i) := (X(i−1) +X(i))/2 y X(0) := 0.
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Algunos otros métodos para producir una distribución emṕırica continua
pueden ser considerados, sin embargo, la función que se ha definido es
adecuada para los propósitos de este trabajo. En la figura 3.1, se muestra
un ejemplo de gráfica de una FDEC. En el resultado siguiente se muestra
que la FDEC converge uniformemente hacia F , de forma casi segura.

Proposición 3.1.2 La FDEC F̂c,m definida en (3.3), converge uniforme-
mente a F conforme m→∞, casi seguramente.

Demostración:
SeanX1, . . . , Xm v.a.i.i.d. con función de distribución F y seanX(1), . . . , X(m)
sus estad́ısticas de orden. Notar que una forma equivalente de expresar a
(3.1), es la siguiente:

F̂d,m(x) = 1
m

m∑
i=1

1(X(i)≤x).

Lo anterior implica que, para k ≥ 1:

F̂d,m
(
X(k)

)
= 1
m

m∑
i=1

1(X(i)≤X(k)) = k

m
,

por lo cual, si X(k) 6= X(k−1), entonces:

F̂d,m
(
X(k)

)
− F̂d,m

(
X(k−1)

)
= k

m
− k − 1

m

= 1
m
.

En el caso de que exista algún valor de n para el cual 1 ≤ n ≤ m− 1, tal
que:

X(k) = X(k+1) = · · · = X(k+n),

entonces:

F̂d,m
(
X(k)

)
− F̂d,m

(
X(k−1)

)
= 1

m

m∑
i=1

1(X(i)≤X(k)) −
1
m

m∑
i=1

1(X(i)≤X(k−1))

= k + n

m
− k − 1

m

= n+ 1
m

.
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Sin embargo, como F es una distribución continua, entonces X(k) 6= X(k−1),
c.s. Por lo tanto, cada escalón de F̂d,m tiene un salto de tamaño menor o
igual al 1/m, c.s. Entonces, por la construcción de F̂c,m, se cumple para
cualquier x lo siguiente:

|F̂d,m(x)− F̂c,m(x)| ≤ sup
1≤k≤m

{
|F̂d,m(X(k))− F̂d,m(X(k−1))|

}

= 1
m

c.s. (3.4)

Por otro lado, por Glivenko-Cantelli, para ε/2 > 0, existe un número natu-
ral N(ε/2), tal que para cualquier m0 > N(ε/2) y para toda x, se cumple
que:

|F̂d,m0(x)− F (x)| < ε

2 c.s. (3.5)

Por último, dada ε > 0, sea N = máx {N(ε/2), 2/ε}. Si m > N , usando
(3.4) y (3.5), entonces :

|F̂c,m(x)− F (x)| ≤ |F̂d,m(x)− F̂c,m(x)|+ |F̂d,m(x)− F (x)|

<
ε

2 + ε

2
= ε.

Esto demuestra que F̂c,m converge uniformemente a F , de forma casi segura.
ut

3.2. Estabilidad de la probabilidad de ruina

Ahora se analizará la estabilidad en la probabilidad de ruina para dos
modelos cuyos montos de las reclamaciones tienen distribuciones distintas,
pero cercanas. La estabilidad será usada para establecer que la convergen-
cia entre las distribuciones de los montos de las reclamaciones, implica la
convergencia de las respectivas probabilidades de ruina.

Este resultado será clave en la prueba de la primera parte del teorema
4.1.1, más adelante. La suposición c = 1 es por simplicidad. Si c 6= 1,
entonces se puede definir U ∗(t) = U(t/c) y ψ∗(u) = ψ(u), donde ψ∗ es la
probabilidad de ruina para el modelo U ∗ (véase por ejemplo Asmussen y
Albrecher (2010) [3, pág. 5]). Antes de pasar al resultado principal de esta
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Figura 3.2: Vecindad de radio ε para las funciones de distribución emṕırica
discreta y continua.

sección, se enuncia el siguiente resultado de Vatamidou et al. (2014) [86,
pág. 515].
Lema 3.2.1 Si sup0≤x≤u |F1e(x)− F2e(x)| ≤ ε, entonces:∣∣∣F ∗k1e (u)− F ∗k2e (u)

∣∣∣ ≤ kε, (3.6)

donde Fie denota la distribución de equilibrio asociada a la función de
distribución continua con soporte no negativo Fi.

Proposición 3.2.2 Sean U1 y U2 dos modelos de Cramér-Lundberg donde
los montos de las reclamaciones tienen funciones de distribución F1 y F2 y
medias µ1 y µ2, respectivamente. Supóngase el mismo parámetro c = 1, el
mismo capital inicial u > 0 y el mismo proceso de Poisson con intensidad
λ.
a) Supóngase que existen ε1 y ε2, tales que se cumple lo siguiente:

sup
0≤x≤u

|F1(x)− F2(x)| < ε1 y |µ1 − µ2| < ε2.

Entonces, para cualquier u > 0:

|ψ1(u)− ψ2(u)| < ξ1uε1 + ξ2ε2, (3.7)
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donde ψ1 y ψ2 son las respectivas probabilidades de ruina para los mo-
delos U1 y U2, y

ξ1 = λµ2

µ1(1− λµ2)
, ξ2 = λµ1(1 + λµ2) + λµ2

µ1(1− λµ2)
. (3.8)

b) Además, si F1 tiene soporte [0, b], para alguna b > 0 fija y

sup
x≥0
|F1(x)− F2(x)| < ε1,

entonces, para cualquier u > 0:

|ψ1(u)− ψ2(u)| < ξ1bε1 + ξ2ε2. (3.9)

Demostración:
Para simplificar la notación, sean q1 = λµ1, q2 = λµ2, p1 = 1 − q1 y
p2 = 1− q2.

a) Sea u > 0, y sea F ∗kie (u) la k−ésima convolución de la distribución
de equilibrio de Fi. Entonces, por la fórmula de Pollaczeck-Khinchine
(1.33):

|ψ1(u)− ψ2(u)| =
∣∣∣∣∣∣p1

∞∑
k=1

qk1F
∗k
1e(u)− p2

∞∑
k=1

qk2F
∗k
2e(u)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣p1
∞∑
k=1

qk1F
∗k
1e(u)− p2

∞∑
k=1

qk2F
∗k
1e(u)

+p2
∞∑
k=1

qk2F
∗k
1e(u)− p2

∞∑
k=1

qk2F
∗k
e2(u)

∣∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

∣∣∣p1q
k
1 − p2q

k
2
∣∣∣

+p2
∞∑
k=1

qk2

∣∣∣∣F ∗k1e(u)− F ∗k2e(u)
∣∣∣∣ . (3.10)
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El primer término puede ser acotado como sigue:
∞∑
k=1

∣∣∣p1q
k
1 − p2q

k
2
∣∣∣ =

∞∑
k=1

∣∣∣p1q
k
1 − p1q

k
2 + p1q

k
2 − p2q

k
2
∣∣∣

≤ p1
∞∑
k=1

∣∣∣qk1 − qk2 ∣∣∣ + |p1 − p2|
∞∑
k=1

qk2

= p1 |q1 − q2|
∞∑
k=1

k∑
i=1

qk−i1 qi−1
2 + (q2/p2) |p1 − p2|

= p1 |q1 − q2|
∞∑
i=1

qi−1
2

∞∑
k=i

qk−i1 + (q2/p2) |q1 − q2| ,

puesto que ∑∞
j=0 q

j
l = (1− ql)−1 = p−1

l , l = 1, 2. Por lo tanto:
∞∑
k=1

∣∣∣p1q
k
1 − p2q

k
2
∣∣∣ = 1 + q2

p2
|q1 − q2|

= 1 + λµ2

1− λµ2
|λµ1 − λµ2|

<
λ(1 + λµ2)

1− λµ2
ε2. (3.11)

Para el segundo término de (3.10), sea x ∈ [0, u], entonces:

|F1e(x)− F2e(x)| =
∣∣∣∣∣ 1
µ1

∫ x
0
F 1(y)dy − 1

µ2

∫ x
0
F 2(y)dy

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ 1
µ1

∫ x
0
F 1(y)dy − 1

µ1

∫ x
0
F 2(y)dy

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣ 1
µ1

∫ x
0
F 2(y)dy − 1

µ2

∫ x
0
F 2(y)dy

∣∣∣∣∣
≤ 1

µ1

∫ x
0

∣∣∣F 1(y)− F 2(y)
∣∣∣ dy +

∣∣∣∣∣ 1
µ1
− 1
µ2

∣∣∣∣∣
∫ x

0
F 2(y)dy

<
ε1x

µ1
+
∣∣∣∣∣µ1 − µ2

µ1µ2

∣∣∣∣∣µ2

<
x

µ1
ε1 + 1

µ1
ε2. (3.12)

Ahora, sea ε = uε1/µ1+ε2/µ1 por (3.12) se cumple que sup0≤x≤u |F1e(x)−
F2e(x)| < ε, y por (3.6), el segundo sumando de (3.10) puede ser acotado
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como sigue:

p2
∞∑
k=1

qk2

∣∣∣∣F ∗k1e(u)− F ∗k2e(u)
∣∣∣∣ ≤ ε

∞∑
k=1

kp2q
k
2

= q2

p2
ε

= λµ2

1− λµ2
ε. (3.13)

Sustituyendo (3.11) y (3.13) en (3.10):

|ψ1(u)− ψ2(u)| < λ(1 + λµ2)
1− λµ2

ε2 + λµ2

1− λµ2
ε

= λ(1 + λµ2)
1− λµ2

ε2 + λµ2

1− λµ2

(
u

µ1
ε1 + 1

µ1
ε2

)

=
 λµ2

µ1(1− λµ2)

uε1 +
λµ1(1 + λµ2) + λµ2

µ1(1− λµ2)

 ε2
= ξ1uε1 + ξ2ε2.

b) Si u ≤ b, entonces, por (3.12):

|F1e(u)− F2e(u)| < bε1/µ1 + ε2/µ1.

Si u > b:

|F1e(u)− F2e(u)| = 1− F2e(u)

≤ 1− F2e(b)

< bε1/µ1 + ε2/µ1.

Entonces:
sup
u≥0
|F1e(u)− F2e(u)| < bε1

µ1
+ ε2
µ1
. (3.14)

Por lo tanto, por la proposición 3.2.1 y (3.14), para cualquier u ≥ 0:

∣∣∣F ∗k1e (u)− F ∗k2e (u)
∣∣∣ ≤ k

(
bε1
µ1

+ ε2
µ1

)
.
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Finalmente:

p2
∞∑
k=1

qk2

∣∣∣∣F ∗k1e(u)− F ∗k2e(u)
∣∣∣∣ ≤

(
bε1
µ1

+ ε2
µ1

) ∞∑
k=1

kp2q
k
2

= λµ2

1− λµ2

(
bε1
µ1

+ ε2
µ1

)
, (3.15)

y sustituyendo (3.11) y (3.15) en (3.10):

|ψ1(u)− ψ2(u)| < λ(1 + λµ2)
1− λµ2

ε2 + λµ2

1− λµ2

(
bε1
µ1

+ ε2
µ1

)

=
 λµ2

µ1(1− λµ2)

 bε1 +
λµ1(1 + λµ2) + λµ2

µ1(1− λµ2)

 ε2
= ξ1bε1 + ξ2ε2.

ut
Los resultados presentados en este caṕıtulo aportan una idea de cómo se
puede medir el error en una aproximación a la probabilidad de ruina ψ(u),
cuando el monto de las reclamaciones tiene función de distribución F . Si
dicha aproximación está dada por la probabilidad de ruina ψn(u) asociada
a montos de reclamación que tienen como función de distribución a Fn
(por ejemplo, la definida en (2.19)), función aproximante a F cuando n

crece, la proposición 3.2.2 establece que es necesario conocer la máxima
distancia entre las funciones de distribución aproximantes y la función de
distribución aproximada y la diferencia entre las medias respectivas para
poder acotar la diferencia absoluta entre ψ y ψn. En el siguiente caṕıtulo se
da una propuesta de aproximación ψn, sin embargo, el problema de acotar
el error entre ψn y ψ quedó abierto para una investigación futura.

Para este caṕıtulo, se usaron como referencias de apoyo los libros de Lu-
kacs (1975) [56] y de Asmussen y Albrecher (2010) [3], aśı como el art́ıculo
de Vatamidou et al. (2014) [86].
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Caṕıtulo 4

Aproximaciones v́ıa mezclas de
Erlangs

En este caṕıtulo se establece que cuando el monto de las reclamaciones
es modelado con una distribución continua arbitraria, la probabilidad de
ruina puede ser aproximada con las probabilidades de ruina de una suce-
sión de modelos de Cramér-Lundberg, cuyos montos de reclamación siguen
ciertas distribuciones MIE aproximantes a la distribución original. En este
resultado se basan dos nuevos métodos de aproximación propuestos en este
trabajo. Además, se desarrolla un método que puede ser usado cuando se
conozca una muestra suficientemente grande de montos de reclamación, a
pesar de que se desconozca su distribución. La idea es poder evitar méto-
dos estad́ısticos previos de bondad de ajuste sobre los datos conocidos y
aún aśı poder aproximar la probabilidad de ruina. Este tercer método usa
como herramienta principal la función de distribución emṕırica continua,
de la que se habló en la sección 3.1. Estas aproximaciones, son estableci-
das formalmente en los corolarios 4.1.2, 4.1.4 y 4.1.6. En la sección 4.2 se
muestran varios ejemplos usando distintas distribuciones para modelar el
monto de las reclamaciones, distribuciones tanto de cola ligera, como de
cola pesada. Finalmente, en la sección 4.3 se comenta cómo se implementa-
ron los métodos de aproximación y se menciona cómo se pueden aplicar en
el caso de que el monto de las reclamaciones se modelen con distribuciones
distintas a las usadas en los ejemplos de este trabajo.
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4.1. Aproximaciones a la probabilidad de ruina

Como ya se mostró en la tabla 1.1 de la sección 1.2.2, varios de los méto-
dos de aproximación que aparecen en la literatura tienen como hipótesis
que la distribución del monto de los reclamos cumpla con propiedades que
no tienen todas las distribuciones. Por ejemplo, en algunos métodos es nece-
saria la existencia del coeficiente de ajuste y/o que algunos de sus primeros
momentos sean finitos. En esta investigación se desarrollaron métodos de
aproximación que requieren que la función de distribución del monto de
las reclamaciones sea fácil2 de evaluar y que su primer momento sea finito;
por lo cual, no es necesario que exista el coeficiente de ajuste ni momen-
tos adicionales a la media. Para los fines anteriores, se aprovecha que la
probabilidad de ruina es conocida cuando el monto de las reclamaciones
tiene distribución MIE. El procedimiento para aproximar la probabilidad
de ruina es el siguiente:

• Suponer que se tiene una función de distribución continua F (x), con
soporte contenido en [0,∞); y sea {Fn(x)} una sucesión de funcio-
nes de distribución definidas como en (2.19), es decir, funciones de
distribución mezcla de Erlangs aproximantes a F (x).

• Si n es lo suficientemente grande, Fn(x) estará cerca de F (x), y como
se muestra más adelante, también ψn(u) estará cerca de ψ(u), don-
de ψn(u) representa la probabilidad de ruina cuando el monto de las
reclamaciones tiene función de distribución Fn(x), y ψ(u) es la proba-
bilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene función
de distribución F (x). Aśı, el valor de ψn(u), podrá ser usado como
una aproximación a ψ(u).

Este procedimiento queda formalizado en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 Si en un modelo de Cramér-Lundberg el monto de las re-
clamaciones tiene función de distribución F continua y con media finita,
entonces:

ψ(u) = ĺım
n→∞ψn(u),

2Considérese que una función es fácil de evaluar, si sus valores pueden calcularse en un instante con
ayuda de una computadora.
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para valores de u > 0 y donde:

ψn(u) =
∞∑
k=0

Ck,nP (Z = k) = E(CZ,n), (4.1)

para valores de n = 1, 2, . . . y donde Z representa una variable aleatoria
Poisson(un) y la sucesión {Ck,n}∞k=0 está dada por:

Ck,n =



1
1 + θ

, si k = 0.

1
1 + θ

 k∑
i=1

fNe(i)Ck−i,n + FNe(k)
 , si k = 1, 2, . . .

(4.2)

fNe(i) = 1− F ((i− 1)/n)∑∞
j=1[1− F ((j − 1)/n)] , para i = 1, 2, . . . (4.3)

Además, si la función F tiene soporte acotado, entonces la probabilidad ψn
converge uniformemente sobre [0,∞) a la probabilidad ψ.
Demostración:
Sea {Fn(x)}∞n=1 una sucesión de funciones de distribución que aproximan a
F (x), definidas como en (2.19), y sea µn la media de cada Fn. Por el lema
2.1.11 b), para cualquier ε2 > 0 existe N0, tal que para toda n > N0 se
cumple lo siguiente:

|µn − µ| < ε2. (4.4)
Debido a que la función F es continua en el conjunto compacto [0, u],
entonces en este intervalo hay convergencia uniforme de Fn a F , lo cual
implica que para ε1 > 0 existe N1, tal que para toda n > N1 se cumple lo
siguiente:

sup
t≤u
|Fn(t)− F (t)| < ε1. (4.5)

Ahora, dada ε > 0, se define ε1 = ε/(2ξ1u) y ε2 = ε/(2ξ2), donde ξ1 y
ξ2 están dados por (3.8). Si se define Nmax = máx {N0, N1}, entonces por
(4.4) y por (4.5), para n > Nmax se cumple lo siguiente:

sup
x≤u
|Fn(x)− F (x)| < ε

2ξ1u
y |µn − µ| <

ε

2ξ2
, (4.6)

y usando la desigualdad (3.7) de la proposición 3.2.2 y (4.6), se cumple la
siguiente desigualdad:

|ψn(u)− ψ(u)| < ε.
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Por lo tanto, para u ≥ 0, ψn converge puntualmente a ψ. Por último,
usando el teorema 2.2.1 se calcula el valor de ψn(u), donde los coeficientes
están dados por:

fNe(i) = FN(i− 1)/E(N),
donde el numerador está dado por:

FN(i− 1) =
∞∑
j=i
b(j, n)

=
∞∑
j=i

[F (j/n)− F ((j − 1)/n)]

= 1− F ((i− 1)/n),

y el denominador es el siguiente valor esperado:

E(N) =
∞∑
i=1

FN(i− 1)

=
∞∑
i=1

F ((i− 1)/n) .

La última suma siempre es finita, porque F (x) tiene media finita, véase la
prueba del lema 2.1.11 a). Finalmente, cuando F tiene soporte acotado, se
sabe por la proposición 2.1.7 que Fn → F uniformemente. Entonces por
(4.6), para toda x se cumple la desigualdad,

|Fn(x)− F (x)| < ε

2ξ1b
,

por lo cual, el valor de Nmax es independiente del valor de u. Por lo tanto,
se obtiene la convergencia uniforme. ut

4.1.1. Primera aproximación

A continuación se presenta como corolario la primera aproximación que
se propone en este trabajo.
Corolario 4.1.2 Suponer que en un modelo de Cramér-Lundberg, el mon-
to de las reclamaciones tiene una función de distribución continua F . Si n
es un número suficientemente grande, entonces:

ψ(u) ≈ e−un
∞∑
k=0

Ck,n
(un)k
k! , (4.7)
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donde los valores de {Ck,n}∞k=0 están dados por (4.2) y (4.3).

La aproximación anterior, puede ser calculada cuando el monto de las re-
clamaciones se modela con cualquier función de distribución continua, cuya
media sea finita. Como una ventaja adicional, para cada valor de n grande,
los sumandos en (4.7) convergen a cero con rapidez exponencial y por tanto
la suma infinita puede ser truncada en algún sumando a partir del cual,
los términos siguientes resulten ser poco representativos numéricamente,
véase la sección 4.3 para más detalles.

Ejemplo 4.1.3 Usando la ecuación (4.7), se calcula una aproximación a la
probabilidad de ruina en el caso de que el monto de las reclamaciones tenga
distribución Exp(β) y se comprueba que converge a la solución conocida
cuando n→∞.
Primero, se calcula de manera sencilla lo siguiente:

fNe(i) = e−iβ/n(eβ/n − 1),

FNe(k) = e−βk/n.

Después de algunos cálculos, se llega a:

Ck,n = 1
1 + θ

[( 1
1 + θ

)
(1− e−β/n) + e−β/n

]k
. (4.8)

Sustituyendo (4.8) en (4.7) y simplificando, se obtiene la siguiente expre-
sión para la probabilidad de ruina:

ψn(u) = 1
1 + θ

exp
{
− θ

1 + θ
n (1− e−β/n)u

}
. (4.9)

Cuando n → ∞, se puede comprobar que n (1 − e−β/n) → β, por lo cual,
se llega a la conocida probabilidad de ruina cuando el monto de las recla-
maciones se distribuye de manera exponencial.

Más adelante se considerarán otros ejemplos de aplicación de este método
para aproximar probabilidades de ruina.

4.1.2. Segunda aproximación

La segunda aproximación, que se enuncia en el siguiente corolario, se
basa en el valor esperado que aparece en la igualdad (4.1), aplicando la ley
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de los grandes números (LGN), véase por ejemplo el libro de Feller (1968)
[35, pág. 260].

Corolario 4.1.4 Suponer que en un modelo de Cramér-Lundberg, el mon-
to de las reclamaciones tiene una función de distribución continua F . Sea
z1, . . . , zm una muestra aleatoria de una distribución Poisson(un). Si n y
m son números suficientemente grandes, entonces:

ψ(u) ≈ 1
m

m∑
i=1

Czi,n, (4.10)

donde los valores de {Ck,n}∞k=0 están dados por (4.2) y (4.3).

Ejemplo 4.1.5 En el caso donde el monto de las reclamaciones tiene dis-
tribución Exp(β), la aproximación (4.10) converge a E(CZ,n), conforme m
tiende a infinito. Es decir, usando (4.8):

E(CZ,n) = 1
1 + θ

E

[ 1
1 + θ

(1− e−β/n) + e−β/n
]Z .

La última esperanza, es la función generadora de probabilidad de la distri-
bución Poisson(un). Por lo cual:

E(CZ,n) = 1
1 + θ

exp
[
un

( 1
1 + θ

(1− e−β/n) + e−β/n − 1
)]
.

Con algunos cálculos adicionales, puede mostrarse que esta expresión se
reduce a (4.9), y la solución exacta (1.34) es obtenida conforme n→∞.

Otros ejemplos serán mostrados más adelante.

4.1.3. Tercera aproximación

Cuando se conoce una muestra aleatoria representativa del monto de
las reclamaciones, es posible construir una función de distribución emṕıri-
ca continua como se expuso en el caṕıtulo 3 y aśı se puede obtener una
aproximación a la probabilidad de ruina, usando el teorema 4.1.1. El si-
guiente corolario establece esta tercera aproximación propuesta.

Corolario 4.1.6 Suponer un modelo de Cramér-Lundberg, donde se des-
conoce la distribución para el monto de las reclamaciones. Si x1, . . . , xm
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es una muestra aleatoria de los montos de reclamación, entonces para un
número natural n suficientemente grande, se cumple la siguiente aproxi-
mación:

ψ(u) ≈ e−un
∞∑
k=0

Ck,n
(un)k
k! , (4.11)

donde los valores de {Ck,n}∞k=0 están dados por (4.2) y

fNe(i) = 1− F̂c((i− 1)/n)∑∞
j=1[1− F̂c((j − 1)/n)]

, (4.12)

para valores de i ≥ 1, y donde F̂c es la FDEC de la muestra, definida por
(3.3).
Este método de aproximación puede ser el más importante en las aplica-
ciones, ya que brinda la posibilidad de encontrar una probabilidad de ruina
cuando se cuente con una muestra representativa del monto de las recla-
maciones sin conocer la distribución de éstas. Se deja como un problema
pendiente contrastar valores de la aproximación propuesta con una donde
se use que el monto de las reclamaciones sigan una distribución ajustada
a la muestra conocida. Además, se deben establecer pruebas de hipótesis
para comprobar que los datos provienen de reclamaciones que llegan de
acuerdo a un proceso de Poisson.

En las tres aproximaciones propuestas se puede estudiar el valor de n
necesario para que la aproximación obtenida sea confiable, en el sentido
de poder acotar la diferencia de aproximaciones con un valor mayor a n

(criterio de Cauchy). Es decir, dada ε > 0, encontrar un valor de n, tal que
se cumpla lo siguiente:

|ψn(u)− ψm(u)| < ε, (4.13)
para valores de m ≥ n. Si el valor exacto de ψ(u) es conocido, entonces
encontrar el valor de n tal que:

|ψn(u)− ψ(u)| < ε. (4.14)

4.2. Ejemplos numéricos

En esta sección se aplican los nuevos métodos de aproximación, pro-
puestos en los corolarios 4.1.2, 4.1.4 y 4.1.6. Para modelar el monto de las
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reclamaciones se usaron cuatro distribuciones de cola ligera y tres de cola
pesada. La elección de las distribuciones, se hizo pensando en contrastar
los resultados con ejemplos clásicos que se usan de manera recurrente en
la literatura, o bien, para mostrar la factibilidad de los métodos con dis-
tribuciones no tradicionales. Los ejemplos clásicos que se usaron son las
distribuciones gama, mezcla de exponenciales, Weibull, lognormal y Pare-
to. Los ejemplos no tradicionales son las distribuciones Pareto truncada y
exponencial-uniforme, esta última definida en el ejemplo 4.2.3.

Se hicieron aproximaciones a la probabilidad de ruina para distintos va-
lores de u y de θ. En algunos casos, cuando se conoce una fórmula, los
resultados se compararon con los valores exactos de ψ(u); en otros casos se
usó el método de Panjer (1.39) para estimar el valor más parecido al valor
exacto. Los resultados también fueron contrastados con el método de apro-
ximación de Pollaczeck-Khinchine (PKMC) (1.45). En el caso de las dis-
tribuciones Weibull, lognormal y Pareto, también se aplicaron los métodos
subexponencial (S) (1.42) y de tráfico ligero (LT) (1.43). Se construyeron
tablas y figuras con los resultados para poder analizar las aproximacio-
nes, éstas se colocaron hasta el final del caṕıtulo para poder compararlas
de forma cómoda. La implementación de los métodos fue hecha usando el
software R [71], y los códigos pueden consultarse en el apéndice B.

4.2.1. Distribución gama

En este ejemplo se considera que una variable aleatoria tiene distribución
Gama(α, β), si su densidad es la siguiente:

fX(x) = βα

Γ(α)x
α−1e−βx, (4.15)

suponiendo que x > 0 y los parámetros α y β son números positivos.
Cuando el monto de los reclamos tiene distribución Gama(α, β), con α >

1, en el art́ıculo de Willmot (1988) [87, pág. 277] se obtiene la siguiente
fórmula para la probabilidad de ruina:

ψ(u) = 1− θ

1 + θ

e−βu
∞∑
j=1

Aj ·Bj + e−βu/[α(1+θ)]
 , (4.16)

donde:
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• Aj =
[
−(βu)α+1

α(1+θ)

]j
,

• Bj = M(j+1,j(α+1)+1,βu[1+{α(1+θ)}−1])
Γ(j(α+1)+1) ,

• M(a, b, z) = 1 + ∑∞
j=1

a(a+1)···(a+j−1)zj
b(b+1)···(b+j−1)j! .

En este ejemplo se supuso una distribución Gama(3.5, 3.5) para modelar el
monto de las reclamaciones. En este caso µ = 1 y se supuso λ = 1, por lo
cual, la tasa de primas cumple la igualdad c = (1 + θ). Para aproximar la
probabilidad de ruina se aplicaron los métodos propuestos y se compararon
los resultados con el valor exacto de ψ(u), calculado con la fórmula (4.16).
En los tres nuevos métodos se usó un valor de n = 200. Para la aproxima-
ción (4.10) se hicieron 100 simulaciones. Para la aproximación (4.11) se
generó una muestra aleatoria de 10,000 observaciones a partir de una dis-
tribución Gama(3.5, 3.5). Para contrastar se usó el método de simulación
de PKMC, para el cual, se hicieron 50,000 simulaciones. Para generar las
variables aleatorias necesarias, con función de densidad dada por:

fe(x) = 1
µ

(1− F (x)) = γ
∫ ∞
x
t2.5 e−3.5tdt,

donde γ = 3.53.5/Γ(3.5), se usó el método de aceptación y rechazo (véase,
por ejemplo, el libro de Rizzo (2007) [74, pág. 55]), usando como densidad
propuesta, una densidad

MIE(π, 3.5), π = (1/4, 1/4, 1/4, 1/4),

y se estableció como constante de contraste C = 1.152857.

Dentro de la tabla 4.1 se muestran los resultados obtenidos al aplicar
la fórmula exacta, los métodos de aproximación y el método de PKMC;
se hicieron los cálculos para u = 1, 2, 3, 4, 5, 10 y θ = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1.
Además, se muestra el respectivo error relativo dado por:

ψ̂(u)− ψ(u)
ψ(u) , (4.17)

donde ψ̂ indica la probabilidad de ruina aproximada y ψ la probabilidad
de ruina exacta. Los valores exactos de la probabilidad de ruina se pue-
den localizar en la fila con la nomenclatura E. Los valores obtenidos con
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los métodos de aproximación establecidos por los corolarios 4.1.2, 4.1.4 y
4.1.6, se pueden observar en las filas denotadas por N1, N2 y N3, respecti-
vamente. Finalmente, los resultados del método de aproximación PKMC,
se muestran en la fila denotada por PK. En las figuras 4.1 a 4.10 se pueden
observar gráficos con el comportamiento de las mismas cantidades.
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Tabla 4.1: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando el monto de
los reclamos tiene distribución Gama(3.5, 3.5).

u θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ

1 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E 0.8017 0.0000 0.6048 0.0000 0.4155 0.0000 0.3090 0.0000 0.2425 0.0000
N1 0.8022 0.0007 0.6057 0.0015 0.4166 0.0026 0.3101 0.0035 0.2435 0.0042
N2 0.8019 0.0003 0.6052 0.0006 0.4159 0.0009 0.3094 0.0012 0.2428 0.0014
N3 0.8014 -0.0004 0.6043 -0.0008 0.4149 -0.0014 0.3084 -0.0019 0.2419 -0.0022
PK 0.8002 -0.0019 0.6068 0.0033 0.4175 0.0043 0.3122 0.0086 0.2451 0.0085

2
E 0.6943 0.0000 0.4376 0.0000 0.2380 0.0000 0.1480 0.0000 0.1008 0.0000
N1 0.6953 0.0014 0.4390 0.0033 0.2394 0.0059 0.1492 0.0080 0.1018 0.0097
N2 0.6948 0.0007 0.4382 0.0014 0.2386 0.0024 0.1485 0.0031 0.1012 0.0036
N3 0.6940 -0.0004 0.4373 -0.0007 0.2378 -0.0008 0.1480 -0.0003 0.1008 0.0004
PK 0.6932 -0.0022 0.4424 0.0093 0.2413 0.0109 0.1504 0.0163 0.1023 0.0244

3
E 0.6012 0.0000 0.3164 0.0000 0.1361 0.0000 0.0707 0.0000 0.0417 0.0000
N1 0.6026 0.0022 0.3180 0.0051 0.1373 0.0091 0.0716 0.0123 0.0423 0.0150
N2 0.6020 0.0013 0.3173 0.0028 0.1367 0.0047 0.0711 0.0061 0.0420 0.0073
N3 0.6011 -0.0003 0.3163 -0.0002 0.1362 0.0010 0.0709 0.0032 0.0419 0.0060
PK 0.6018 -0.0018 0.3218 0.0136 0.1386 0.0165 0.0719 0.0197 0.0420 0.0335

4
E 0.5206 0.0000 0.2288 0.0000 0.0778 0.0000 0.0338 0.0000 0.0172 0.0000
N1 0.5222 0.0030 0.2304 0.0069 0.0788 0.0123 0.0343 0.0166 0.0176 0.0203
N2 0.5216 0.0018 0.2297 0.0040 0.0784 0.0067 0.0341 0.0087 0.0174 0.0104
N3 0.5205 -0.0002 0.2288 0.0001 0.0780 0.0021 0.0340 0.0052 0.0174 0.0087
PK 0.5206 -0.0028 0.2330 0.0186 0.0793 0.0269 0.0345 0.0350 0.0172 0.0149

5
E 0.4508 0.0000 0.1654 0.0000 0.0445 0.0000 0.0161 0.0000 0.0071 0.0000
N1 0.4525 0.0038 0.1669 0.0087 0.0452 0.0155 0.0165 0.0210 0.0073 0.0257
N2 0.4519 0.0024 0.1663 0.0053 0.0449 0.0090 0.0163 0.0118 0.0072 0.0139
N3 0.4508 -0.0002 0.1655 0.0005 0.0447 0.0034 0.0163 0.0075 0.0072 0.0123
PK 0.4497 0.0003 0.1685 0.0172 0.0459 0.0282 0.0168 0.0239 0.0070 -0.0065

10
E 0.2195 0.0000 0.0327 0.0000 0.0027 0.0000 0.0004 0.0000 8.63754E-05 0.0000
N1 0.2212 0.0076 0.0333 0.0177 0.0028 0.0316 0.0004 0.0431 9.09295E-05 0.0527
N2 0.2208 0.0056 0.0331 0.0125 0.0028 0.0214 0.0004 0.0282 8.92798E-05 0.0336
N3 0.2196 0.0001 0.0328 0.0023 0.0028 0.0095 0.0004 0.0191 8.89457E-05 0.0298
PK 0.2207 -0.0012 0.0330 0.0311 0.0027 0.0692 0.0004 -0.1476 1.14593E-04 0.0604
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u

ψ

0 1 2 3 4 5 · · · 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1
E ≈ N1 ≈ N2 ≈ N3 ≈ PK

Monto de las reclamaciones gama

Figura 4.1: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de θ = 0.1.
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Figura 4.2: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución gama y un
factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.3: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de θ = 0.25.
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Figura 4.4: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución gama y un
factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.5: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de θ = 0.5.
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Figura 4.6: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución gama y un
factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.7: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de θ = 0.75.
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Figura 4.8: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución gama y un
factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.9: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de θ = 1.
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Figura 4.10: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución gama y un
factor de recargo de θ = 1.
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En las figuras que representan las probabilidades de ruina, no se alcanza
a ver diferencia representativa en los resultados, por lo cual, se hicieron los
gráficos de los errores relativos. A partir de éstos, se observa que los méto-
dos de aproximación comienzan a tener un error más grande conforme u
comienza a crecer. Lo anterior, debe ser consecuencia de que al aumentar el
valor de u, se debió de aumentar el valor de n, sin embargo, se estableció el
mismo valor de n para todos los casos. Por ejemplo, para el caso particular
de u = 10 y θ = 0.1, si en vez de aplicar el método con n = 200 cuyo
error relativo fue de 0.0076, se aplica con n = 1000, entonces se obtiene un
error relativo de 0.0016. Para los otros casos pasa lo mismo. También se
puede observar que para la mayoŕıa de valores de u y θ, las aproximaciones
propuestas son al menos tan precisas como el método de aproximación de
PKMC.

4.2.2. Distribución mezcla de exponenciales

En este ejemplo se considera que una v.a. tiene distribución mezcla
de exponenciales con parámetros α y β si su función de densidad es la
siguiente:

fX(x) =
m∑
i=1

αiβie
−βix, x > 0, (4.18)

donde α = (α1, . . . , αm), β = (β1, . . . , βm), αi, βi > 0 y ∑m
i=1 αi = 1; en este

caso se escribirá X ∼ MExp(α,β). Cuando el monto de las reclamaciones
tiene esta distribución, se puede calcular la probabilidad de ruina exacta
invirtiendo la transformada de Laplace de ψ, veáse el art́ıculo de Bohman
(1971) [9], por ejemplo. Para el caso particular MExp((1/2, 1/2), (3, 7)) con
θ = 2/5, la probabilidad de ruina se calcula en el libro de Bowers et al.
(1997) [10, pág. 421], llegando a la siguiente expresión:

ψ(u) = 24
35 e

−u + 1
35 e

−6u. (4.19)

De forma general, para α = (α1, α2) y β = (β1, β2), la probabilidad de
ruina tiene la siguiente fórmula:

ψ(u) = P (r2)
Q′(r2)

eu r2 + P (r3)
Q′(r3)

eu r3, (4.20)

donde:
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• P (x) = A1 x
2 + A2 x+ A3,

• Q′(x) = 3B1 x
2 + 2B2 x+B3

• r2 =
(
−B2 +

√
B2

2 − 4B1B3

)
/(2B1),

• r3 =
(
−B2 −

√
B2

2 − 4B1B3

)
/(2B1),

• A1 = µθ

• A2 = µ θ (β1 + β2)

• A3 = µ θ β1 β2

• B1 = µ (1 + θ),

• B2 = µ (1 + θ) (β1 + β2)− 1,

• B3 = µ (1 + θ) β1 β2 − α1 β2 − α2 β1,

• µ = α1/β1 + α2/β2.

Los cálculos que se usaron para obtener la fórmula anterior se omiten por
ser demasiado extensos.
En este ejemplo se tomó el caso particular de cuando el monto de las recla-
maciones sigue una distribución MExp((1/2, 1/2), (3, 7)), y los resultados
de aplicar los métodos propuestos para aproximar la probabilidad de rui-
na se comparan con el valor exacto calculado con la fórmula (4.20). En
este caso µ = 5/21 y se supuso λ = 21/5, por lo que c = (1 + θ). En los
tres nuevos métodos se usó un valor de n = 200. Para la aproximación
en (4.10) se hicieron 100 simulaciones. Para la aproximación (4.11), se ge-
neró una muestra aleatoria de 10,000 observaciones. Para contrastar, se usó
el método de simulación de PKMC, para el cual se hicieron 50,000 simula-
ciones. Para generar las variables aleatorias, necesarias para este método,
con función de densidad dada por:

fe(x) = 1
µ

(1− F (x)) = 7
10

(
3e−3x) + 3

10
(
7e−7x) , x > 0,
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es decir, la densidad de una MExp((7/10, 3/10), (3, 7)), se simularon va-
riables aleatorias Exp(3) y Exp(7) dependiendo de experimentos Bernou-
lli con probabilidad de éxito igual a 0.7. Igual que en el ejemplo ante-
rior, dentro de la tabla 4.2 se muestran los resultados obtenidos al apli-
car los métodos de aproximación y el respectivo error relativo dado por
(4.17). Se muestran aproximaciones para valores de u = 1, 2, 3, 4, 5, 10 y
θ = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1. La nomenclatura E se refiere a que en esa fila de
la tabla aparecen los valores exactos de la probabilidad de ruina, N1, N2 y
N3 se refieren a los métodos de aproximación establecidos por los corola-
rios 4.1.2, 4.1.4 y 4.1.6. Finalmente, PK indica el método de aproximación
PKMC. En las figuras 4.11 a 4.20 se puede observar el comportamiento de
las mismas cantidades.
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Tabla 4.2: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando el monto de
los reclamos tiene distribución MExp((0.5, 0.5), (3, 7)).

u θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ

1 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E 0.6496 0.0000 0.3842 0.0000 0.1990 0.0000 0.1224 0.0000 0.0839 0.0000
N1 0.6512 0.0025 0.3863 0.0055 0.2007 0.0088 0.1237 0.0109 0.0850 0.0125
N2 0.6506 0.0016 0.3854 0.0031 0.1999 0.0044 0.1230 0.0049 0.0843 0.0051
N3 0.6507 0.0017 0.3853 0.0030 0.1997 0.0033 0.1227 0.0024 0.0840 0.0010
PK 0.6500 0.0006 0.3876 0.0090 0.2019 0.0146 0.1236 0.0097 0.0841 0.0025

2
E 0.4688 0.0000 0.1892 0.0000 0.0624 0.0000 0.0282 0.0000 0.0154 0.0000
N1 0.4712 0.0050 0.1913 0.0107 0.0635 0.0172 0.0288 0.0216 0.0158 0.0246
N2 0.4703 0.0031 0.1904 0.0061 0.0630 0.0086 0.0285 0.0097 0.0156 0.0101
N3 0.4694 0.0012 0.1892 0.0000 0.0620 -0.0073 0.0277 -0.0179 0.0150 -0.0297
PK 0.4697 0.0018 0.1917 0.0130 0.0632 0.0127 0.0284 0.0073 0.0152 -0.0160

3
E 0.3384 0.0000 0.0932 0.0000 0.0196 0.0000 0.0065 0.0000 0.0028 0.0000
N1 0.3409 0.0074 0.0947 0.0160 0.0201 0.0258 0.0067 0.0323 0.0030 0.0370
N2 0.3401 0.0051 0.0942 0.0101 0.0199 0.0146 0.0066 0.0167 0.0029 0.0178
N3 0.3386 0.0005 0.0928 -0.0043 0.0192 -0.0229 0.0062 -0.0494 0.0026 -0.0801
PK 0.3382 -0.0007 0.0942 0.0109 0.0199 0.0158 0.0065 0.0014 0.0029 0.0353

4
E 0.2443 0.0000 0.0459 0.0000 0.0062 0.0000 0.0015 0.0000 0.0005 0.0000
N1 0.2467 0.0099 0.0469 0.0213 0.0064 0.0344 0.0016 0.0432 0.0006 0.0496
N2 0.2460 0.0070 0.0466 0.0138 0.0063 0.0199 0.0015 0.0230 0.0005 0.0246
N3 0.2442 -0.0002 0.0455 -0.0087 0.0059 -0.0382 0.0014 -0.0794 0.0005 -0.1263
PK 0.2450 0.0032 0.0467 0.0165 0.0061 -0.0129 0.0014 -0.0931 0.0006 0.1140

5
E 0.1763 0.0000 0.0226 0.0000 0.0019 0.0000 3.45E-04 0.0000 9.67E-05 0.0000
N1 0.1785 0.0124 0.0232 0.0266 0.0020 0.0431 3.64E-04 0.0543 1.03E-04 0.0623
N2 0.1779 0.0090 0.0230 0.0178 0.0020 0.0259 3.55E-04 0.0300 9.98E-05 0.0322
N3 0.1761 -0.0010 0.0223 -0.0130 0.0018 -0.0534 3.08E-04 -0.1086 8.02E-05 -0.1704
PK 0.1772 0.0054 0.0232 0.0260 0.0016 -0.1602 2.51E-04 -0.2727 1.19E-04 0.2267

10
E 0.0345 0.0000 6.56E-04 0.0000 5.89E-06 0.0000 2.24E-07 0.0000 2.06E-08 0.0000
N1 0.0354 0.0248 6.91E-04 0.0537 6.40E-06 0.0878 2.49E-07 0.1111 2.32E-08 0.1282
N2 0.0352 0.0196 6.82E-04 0.0396 6.23E-06 0.0588 2.40E-07 0.0693 2.21E-08 0.0756
N3 0.0344 -0.0046 6.34E-04 -0.0345 5.15E-06 -0.1255 1.70E-07 -0.2414 1.32E-08 -0.3601
PK 0.0344 -0.0048 6.45E-04 -0.0174 2.01E-05 2.4196 5.85E-10 -0.9974 3.33E-09 -0.8382
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Figura 4.11: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.12: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.13: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.14: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.15: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.16: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.17: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.18: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.19: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de θ = 1.
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Figura 4.20: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de θ = 1.
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En las figuras que representan las probabilidades de ruina, no se alcanza
a ver diferencia representativa en los resultados, por lo cual, se hicieron
los gráficos de los errores relativos. A partir de éstos, se observa que los
métodos de aproximación comienzan a tener un error más grande conforme
u comienza a crecer. Como ya se comentó en la sección anterior, el problema
se resuelve tomando valores de n más grandes. También se puede observar
que para la mayoŕıa de valores de u y θ < 0.75, el método de aproximación
con menor error relativo es el N3, que es el método que supone conocer
una muestra del monto de las reclamaciones. De nuevo, las aproximaciones
propuestas son al menos tan precisas como el método de aproximación de
PKMC.

4.2.3. Distribución exponencial-uniforme

En este ejemplo se supondrá que el monto de reclamaciones tiene función
de densidad dada por:

f(x) = α e−αx 1(0,k)(x) + e−αk

1− k 1[k,1](x), (4.21)

donde α > 0 y 0 < k < 1 son sus dos parámetros. Esta es una densidad
no tradicional que será llamada en este trabajo exponencial-uniforme. Se
supondrá el caso particular de α = 4 y k = 0.75. La función densidad de
interés es entonces:

f(x) = 4 e−4x 1(0,0.75)(x) + 4 e−3 1[0.75,1](x). (4.22)

En la figura 4.21 se puede ver cómo es su gráfica. Su función de distribución
es la siguiente:

F (x) = 1− e−4x1(0,0.75)(x)− 4e−3(1− x)1[0.75,1](x). (4.23)

Su media es µ = 1/4− (1/8) e−3 y su función de densidad de equilibrio es
la siguiente:

fe(x) = 1
1/4− (1/8) e−3

(
e−4x1(0,0.75)(x) + 4e−3(1− x)1[0.75,1](x)

)
. (4.24)

En este caso, se desconoce si existe una fórmula expĺıcita para la proba-
bilidad de ruina. Se usó la aproximación de Panjer [66] como el valor más
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parecido, debido a que se puede controlar el error; se usó β = 1, 000 co-
mo parámetro de discretización. Para contrastar los resultados se usó el
método de PKMC, donde se generaron 50,000 simulaciones; las variables
aleatorias con densidad de equilibrio fe(x) = (1 − F (x))/µ fueron simu-
ladas usando el método de aceptación y rechazo usando como densidad
propuesta a g(x) = f(x), es decir, la densidad exponencial-uniforme origi-
nal y como constante de contraste a C = 1.1; para generar valores de la v.a.
exponencial-uniforme se usó el método de la transformación inversa (véase
por ejemplo el libro de Rizzo (2007) [74, pág. 49]. De nuevo, en los tres
nuevos métodos se usó n = 200. Para la aproximación 4.10 se hicieron 100
simulaciones. Para la aproximación 4.11 se generó una muestra aleatoria
de 10,000 observaciones.

4e−3

4

x

f(x)

Función de densidad
exponencial-uniforme

0 3/4 1

Figura 4.21: Función de densidad exponencial-uniforme con parámetros
α = 4 y k = 3/4.

Igual que en los ejemplos anteriores, dentro de la tabla 4.3 se muestran
los resultados obtenidos al aplicar los métodos de aproximación y el res-
pectivo error relativo dado por (4.17). Se muestran aproximaciones para
u = 1, 2, 3, 4, 5, 10 y θ = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1. La nomenclatura E∗ se refiere
a que en esa fila aparecen los valores obtenidos usando la aproximación de
Panjer, que como se ha dicho, serán usados como los valores exactos de
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la probabilidad de ruina, N1, N2 y N3 se refieren a los métodos de apro-
ximación establecidos por los corolarios 4.1.2, 4.1.4 y 4.1.6 y PK indica el
método de aproximación PKMC. En las figuras 4.22 a 4.31 se puede ob-
servar el comportamiento de las mismas cantidades.

Tabla 4.3: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución exponencial uniforme con α = 4 y k = 0.75.

u θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ

1 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E∗ 0.6128 0.0000 0.3332 0.0000 0.1514 0.0000 0.0826 0.0000 0.0508 0.0000
N1 0.6158 0.0049 0.3370 0.0113 0.1545 0.0204 0.0850 0.0285 0.0526 0.0359
N2 0.6150 0.0036 0.3358 0.0080 0.1535 0.0136 0.0841 0.0182 0.0519 0.0223
N3 0.6119 -0.0015 0.3323 -0.0026 0.1510 -0.0024 0.0826 -0.0005 0.0509 0.0023
PK 0.6099 -0.0048 0.3379 0.0141 0.1530 0.0106 0.0845 0.0222 0.0518 0.0192

2
E∗ 0.4086 0.0000 0.1348 0.0000 0.0323 0.0000 0.0108 0.0000 0.0045 0.0000
N1 0.4126 0.0097 0.1378 0.0223 0.0336 0.0401 0.0114 0.0550 0.0048 0.0680
N2 0.4116 0.0072 0.1369 0.0160 0.0332 0.0272 0.0112 0.0358 0.0047 0.0430
N3 0.4075 -0.0027 0.1341 -0.0047 0.0321 -0.0045 0.0108 -0.0019 0.0045 0.0021
PK 0.4070 -0.0041 0.1361 0.0100 0.0332 0.0269 0.0107 -0.0103 0.0049 0.0738

3
E∗ 0.2724 0.0000 0.0545 0.0000 0.0069 0.0000 0.0014 0.0000 0.0004 0.0000
N1 0.2764 0.0146 0.0563 0.0338 0.0073 0.0612 0.0015 0.0845 0.0004 0.1050
N2 0.2756 0.0116 0.0559 0.0257 0.0072 0.0440 0.0015 0.0584 0.0004 0.0704
N3 0.2714 -0.0039 0.0541 -0.0065 0.0068 -0.0055 0.0014 -0.0008 0.0004 0.0058
PK 0.2713 -0.0041 0.0562 0.0317 0.0074 0.0790 0.0014 0.0170 0.0003 -0.1917

4
E∗ 0.1816 0.0000 0.0220 0.0000 0.0015 0.0000 0.0002 0.0000 3.55E-05 0.0000
N1 0.1852 0.0195 0.0230 0.0455 0.0016 0.0827 0.0002 0.1147 4.06E-05 0.1432
N2 0.1845 0.0157 0.0228 0.0350 0.0015 0.0601 0.0002 0.0801 3.89E-05 0.0969
N3 0.1807 -0.0050 0.0218 -0.0082 0.0015 -0.0064 0.0002 0.0003 3.58E-05 0.0094
PK 0.1818 0.0011 0.0222 0.0104 0.0014 -0.0461 0.0002 -0.1628 2.00E-05 -0.4364

5
E∗ 0.1211 0.0000 0.0089 0.0000 0.0003 0.0000 2.42E-05 0.0000 3.14E-06 0.0000
N1 0.1240 0.0245 0.0094 0.0572 0.0003 0.1046 2.77E-05 0.1458 3.71E-06 0.1826
N2 0.1235 0.0201 0.0093 0.0448 0.0003 0.0774 2.67E-05 0.1034 3.53E-06 0.1253
N3 0.1203 -0.0062 0.0088 -0.0100 0.0003 -0.0074 2.42E-05 0.0013 3.18E-06 0.0131
PK 0.1220 0.0073 0.0091 0.0233 0.0003 0.0001 2.51E-05 0.0375 0 -1.0000

10
E∗ 0.0159 0.0000 9.59E-05 0.0000 1.36E-07 0.0000 9.18E-10 0.0000 1.70E-11 0.0000
N1 0.0167 0.0496 1.07E-04 0.1181 1.65E-07 0.2210 1.21E-09 0.3144 2.38E-11 0.4010
N2 0.0166 0.0427 1.05E-04 0.0972 1.59E-07 0.1717 1.13E-09 0.2336 2.19E-11 0.2876
N3 0.0158 -0.0118 9.41E-05 -0.0187 1.34E-07 -0.0123 9.24E-10 0.0063 1.75E-11 0.0312
PK 0.0154 -0.0349 2.16E-05 -0.7742 0 -1.0000 0 -1.0000 0 -1.0000
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Figura 4.22: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.23: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución exponencial
uniforme y un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.24: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.25: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución exponencial
uniforme y un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.26: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.27: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución exponencial
uniforme y un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.28: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.29: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución exponencial
uniforme y un factor de recargo de θ = 0.75.



4.2. EJEMPLOS NUMÉRICOS 89
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Figura 4.30: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de θ = 1.
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Figura 4.31: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución exponencial
uniforme y un factor de recargo de θ = 1.
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En este ejemplo, las probabilidades de ruina fueron muy pequeñas para
valores de θ > 0.5 y u > 2. Esto ocasionó que el error relativo del método
PKMC fuera muy grande en tales casos, sin embargo, los métodos de apro-
ximación propuestos se mantuvieron estables, aunque creció rápidamente
su error relativo conforme u crećıa. De nuevo, esto se corrige al aumentar
el número n. Por ejemplo, en el caso θ = 1 y u = 10, el error relativo es de
N1 es de 0.4 cuando n = 200, pero se vuelve 0.07 cuando n = 1000.

4.2.4. Distribución Weibull

En este ejemplo se supondrá que el monto de las reclamaciones tiene
función de distribución Weibull dada por:

F (x) = 1− e−(αx)r ,

para valores de x > 0. En este caso, es común la notación Weibull(r, α) con
parámetros r, α > 0. Esta distribución es de cola pesada cuando 0 < r < 1
y no hay una fórmula expĺıcita para la probabilidad de ruina. Se analizó
el caso particular Weibull(0.5, 1) y λ = 0.5, de esta manera se cumple
la igualdad c = (1 + θ). Como no se puede calcular de manera exac-
ta a ψ(u), se usó la aproximación de Panjer [66] usando β = 100 como
parámetro de discretización para obtener el valor que fue considerado co-
mo exacto. Para contrastar los resultados, además de los métodos subex-
ponencial y de tráfico ligero, también se usó el método de PKMC, don-
de se generaron 50,000 simulaciones; las variables aleatorias con densidad
de equilibrio fe(x) = 1 − F (x) que fueron necesarias, se generaron usan-
do el método de la transformación inversa. De nuevo, en los tres nuevos
métodos se usó n = 200. Para la aproximación 4.10 se hicieron 100 si-
mulaciones. Para la aproximación 4.11 se generó una muestra aleatoria de
10,000 observaciones. La tabla 4.4 muestra los resultados para los valores
u = 10, 20, 30, 40, 50, 100 y θ = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1, la nomenclatura es
como en los casos anteriores para E∗, N1, N2, N3 y PK. Los resultados de
aplicar el método subexponencial se presentan en la fila S y los del método
de tráfico ligero en la fila LT. En las figuras 4.32 a 4.41 se ilustran los resul-
tados de las aproximaciones y de los errores relativos de las aproximaciones.
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Tabla 4.4: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución Weibull(0.5, 1).

u θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ

10 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E∗ 0.7507 0.0000 0.5296 0.0000 0.3413 0.0000 0.2457 0.0000 0.1895 0.0000
N1 0.7506 -0.0001 0.5295 -0.0002 0.3412 -0.0003 0.2456 -0.0003 0.1894 -0.0003
N2 0.7505 -0.0003 0.5293 -0.0006 0.3410 -0.0010 0.2454 -0.0012 0.1892 -0.0014
N3 0.7509 0.0003 0.5299 0.0005 0.3415 0.0007 0.2458 0.0006 0.1896 0.0005
PK 0.7509 0.0003 0.5325 0.0055 0.3445 0.0095 0.2474 0.0070 0.1914 0.0101
S 1.7619 1.3470 0.7047 0.3307 0.3524 0.0324 0.2349 -0.0438 0.1762 -0.0703

LT 0.1602 -0.7866 0.1409 -0.7339 0.1175 -0.6559 0.1007 -0.5902 0.0881 -0.5351

20
E∗ 0.6433 0.0000 0.3833 0.0000 0.2059 0.0000 0.1324 0.0000 0.0947 0.0000
N1 0.6432 -0.0002 0.3831 -0.0005 0.2058 -0.0008 0.1322 -0.0010 0.0946 -0.0011
N2 0.6431 -0.0004 0.3830 -0.0009 0.2057 -0.0013 0.1322 -0.0017 0.0945 -0.0019
N3 0.6418 -0.0023 0.3809 -0.0062 0.2033 -0.0128 0.1299 -0.0186 0.0924 -0.0235
PK 0.6437 0.0006 0.3864 0.0082 0.2087 0.0134 0.1341 0.0132 0.0964 0.0185
S 0.6251 -0.0284 0.2500 -0.3477 0.1250 -0.3930 0.0833 -0.3704 0.0625 -0.3397

LT 0.0568 -0.9117 0.0500 -0.8695 0.0417 -0.7977 0.0357 -0.7302 0.0313 -0.6698

30
E∗ 0.5548 0.0000 0.2823 0.0000 0.1291 0.0000 0.0755 0.0000 0.0508 0.0000
N1 0.5545 -0.0004 0.2820 -0.0010 0.1289 -0.0016 0.0753 -0.0020 0.0507 -0.0024
N2 0.5544 -0.0006 0.2819 -0.0014 0.1288 -0.0022 0.0753 -0.0028 0.0507 -0.0032
N3 0.5516 -0.0058 0.2780 -0.0153 0.1251 -0.0307 0.0722 -0.0439 0.0481 -0.0546
PK 0.5546 -0.0004 0.2854 0.0110 0.1310 0.0152 0.0773 0.0240 0.0523 0.0284
S 0.2708 -0.5119 0.1083 -0.6163 0.0542 -0.5803 0.0361 -0.5217 0.0271 -0.4673

LT 0.0246 -0.9556 0.0217 -0.9233 0.0181 -0.8601 0.0155 -0.7950 0.0135 -0.7337

40
E∗ 0.4797 0.0000 0.2097 0.0000 0.0825 0.0000 0.0444 0.0000 0.0285 0.0000
N1 0.4794 -0.0007 0.2094 -0.0015 0.0823 -0.0027 0.0443 -0.0036 0.0284 -0.0044
N2 0.4793 -0.0009 0.2093 -0.0020 0.0822 -0.0035 0.0442 -0.0045 0.0283 -0.0053
N3 0.4750 -0.0098 0.2042 -0.0260 0.0782 -0.0520 0.0412 -0.0736 0.0259 -0.0907
PK 0.4793 -0.0009 0.2124 0.0128 0.0839 0.0168 0.0459 0.0337 0.0294 0.0339
S 0.1312 -0.7264 0.0525 -0.7497 0.0262 -0.6820 0.0175 -0.6062 0.0131 -0.5391

LT 0.0119 -0.9751 0.0105 -0.9499 0.0087 -0.8940 0.0075 -0.8312 0.0066 -0.7696

50
E∗ 0.4153 0.0000 0.1566 0.0000 0.0535 0.0000 0.0267 0.0000 0.0164 0.0000
N1 0.4149 -0.0010 0.1562 -0.0023 0.0533 -0.0044 0.0266 -0.0062 0.0163 -0.0076
N2 0.4148 -0.0012 0.1561 -0.0029 0.0532 -0.0052 0.0266 -0.0071 0.0163 -0.0087
N3 0.4092 -0.0147 0.1503 -0.0399 0.0491 -0.0816 0.0236 -0.1171 0.0140 -0.1455
PK 0.4151 -0.0006 0.1587 0.0138 0.0547 0.0224 0.0277 0.0369 0.0170 0.0333
S 0.0685 -0.8350 0.0274 -0.8249 0.0137 -0.7437 0.0091 -0.6582 0.0069 -0.5828

LT 0.0062 -0.9850 0.0055 -0.9650 0.0046 -0.9146 0.0039 -0.8535 0.0034 -0.7914

100
E∗ 0.2037 0.0000 0.0376 0.0000 0.0069 0.0000 0.0026 0.0000 0.0014 0.0000
N1 0.2030 -0.0036 0.0372 -0.0123 0.0066 -0.0361 0.0024 -0.0641 0.0013 -0.0893
N2 0.2029 -0.0039 0.0371 -0.0131 0.0066 -0.0373 0.0024 -0.0653 0.0013 -0.0906
N3 0.1954 -0.0408 0.0332 -0.1167 0.0051 -0.2580 0.0016 -0.3875 0.0007 -0.4915
PK 0.2031 -0.0029 0.0385 0.0229 0.0071 0.0285 0.0028 0.0683 0.0015 0.1012
S 0.0050 -0.9755 0.0020 -0.9469 0.0010 -0.8550 0.0007 -0.7445 0.0005 -0.6439

LT 0.0005 -0.9978 0.0004 -0.9894 0.0003 -0.9517 0.0003 -0.8905 0.0002 -0.8220
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Figura 4.32: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.33: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Weibull y
un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.34: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.35: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Weibull y
un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.36: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.37: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Weibull y
un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.38: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.39: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Weibull y
un factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.40: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de θ = 1.
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Figura 4.41: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Weibull y
un factor de recargo de θ = 1.
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En este ejemplo se puede observar que el método de aproximación N3
tiene el error relativo más grande, sin tomar en cuenta los métodos S y LT
que tienen un error relativo enorme con respecto a los métodos N1, N2, N3
y PKMC. También se observa que en la mayoŕıa de los casos, los métodos
de aproximación subexponencial y de tráfico ligero no son muy precisos, lo
cual confirma que solo son útiles para casos de valores grandes de u y de
θ.

4.2.5. Distribución lognormal

En este ejemplo se supondrá que el monto de las reclamaciones tiene
función de distribución lognormal dada por:

F (x) = Φ ((ln(x)− µ)/σ) , x > 0,
donde Φ es la función de distribución normal estándar. En este caso, se
escribirá Lognormal(µ, σ2) con σ > 0. La distribución lognormal es de cola
pesada y en el art́ıculo de Ramsey y Usábel (1997) [73] se calculó la proba-
bilidad de ruina usando un método numérico llamado integración producto.
Se usarán en este ejemplo los mismos parámetros que fueron usados en di-
cho trabajo, es decir, µ∗ = −1.62 y σ∗ = 1.8. En este caso la media es
µ = exp(µ∗ + σ∗2/2) = exp(−1.62 + (1.8)2/2) = 1, y se tomó λ = 1 para
que se cumpla la igualdad c = (1 + θ). Se usaron los valores obtenidos en
[73] como los valores exactos de la probabilidad de ruina. Para contrastar
los resultados, además de los métodos LT y S, también se usa el método de
PKMC donde se generaron 50,000 simulaciones; las variables aleatorias con
densidad de equilibrio fe(x) = 1−F (x) fueron simuladas usando el método
de aceptación y rechazo, usando una densidad propuesta Pareto(1, 2). De
nuevo, en los tres nuevos métodos se usó n = 200. Para la aproximación
4.10 se hicieron 100 simulaciones. Para la aproximación 4.11 se generó una
muestra aleatoria de 50,000 observaciones. La tabla 4.5 muestra los resul-
tados para los valores u = 10, 20, 30, 40, 50, 100 y θ = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1,
la nomenclatura es como en los casos anteriores para E∗, N1, N2, N3 y PK.
Los resultados de aplicar el método subexponencial se presentan en la fila S
y los del método de tráfico ligero en la fila LT, como en el ejemplo Weibull.
En las figuras 4.42 a 4.51 se ilustran los resultados de las aproximaciones
y de los errores relativos de las aproximaciones.
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Tabla 4.5: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución Lognormal(−1.62, (1.8)2).

u θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ

10 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E∗ 0.7398 0.0000 0.5188 0.0000 0.3369 0.0000 0.2457 0.0000 0.1922 0.0000
N1 0.7392 -0.0007 0.5181 -0.0015 0.3361 -0.0022 0.2451 -0.0026 0.1916 -0.0029
N2 0.7391 -0.0009 0.5179 -0.0018 0.3359 -0.0028 0.2449 -0.0033 0.1914 -0.0036
N3 0.7390 -0.0011 0.5178 -0.0021 0.3359 -0.0028 0.2450 -0.0031 0.1915 -0.0032
PK 0.7396 -0.0002 0.5229 0.0078 0.3382 0.0040 0.2469 0.0046 0.1928 0.0032
S 2.0569 1.7804 0.8227 0.5858 0.4114 0.2212 0.2742 0.1160 0.2057 0.0704

LT 0.1870 -0.7472 0.1645 -0.6828 0.1371 -0.5929 0.1175 -0.5217 0.1028 -0.4648

20
E∗ 0.6567 0.0000 0.4108 0.0000 0.2402 0.0000 0.1657 0.0000 0.1252 0.0000
N1 0.6558 -0.0013 0.4097 -0.0025 0.2393 -0.0037 0.1650 -0.0043 0.1246 -0.0046
N2 0.6558 -0.0014 0.4096 -0.0028 0.2392 -0.0040 0.1649 -0.0046 0.1246 -0.0050
N3 0.6556 -0.0016 0.4096 -0.0030 0.2392 -0.0040 0.1649 -0.0044 0.1246 -0.0046
PK 0.6571 0.0006 0.4143 0.0086 0.2420 0.0078 0.1665 0.0053 0.1255 0.0025
S 1.1896 0.8115 0.4758 0.1584 0.2379 -0.0094 0.1586 -0.0425 0.1190 -0.0500

LT 0.1081 -0.8353 0.0952 -0.7683 0.0793 -0.6698 0.0680 -0.5897 0.0595 -0.5250

30
E∗ 0.5936 0.0000 0.3395 0.0000 0.1845 0.0000 0.1229 0.0000 0.0912 0.0000
N1 0.5924 -0.0019 0.3383 -0.0036 0.1836 -0.0051 0.1222 -0.0060 0.0906 -0.0064
N2 0.5924 -0.0020 0.3382 -0.0038 0.1835 -0.0054 0.1222 -0.0063 0.0905 -0.0068
N3 0.5928 -0.0012 0.3391 -0.0014 0.1845 -0.0003 0.1231 0.0009 0.0913 0.0021
PK 0.5944 0.0015 0.3426 0.0091 0.1867 0.0116 0.1235 0.0048 0.0914 0.0029
S 0.8203 0.3819 0.3281 -0.0337 0.1641 -0.1110 0.1094 -0.1104 0.0820 -0.1002

LT 0.0746 -0.8744 0.0656 -0.8067 0.0547 -0.7037 0.0469 -0.6187 0.0410 -0.5501

40
E∗ 0.5417 0.0000 0.2874 0.0000 0.1477 0.0000 0.0961 0.0000 0.0704 0.0000
N1 0.5404 -0.0025 0.2860 -0.0047 0.1467 -0.0067 0.0953 -0.0076 0.0698 -0.0083
N2 0.5403 -0.0026 0.2860 -0.0050 0.1467 -0.0070 0.0953 -0.0080 0.0698 -0.0087
N3 0.5421 0.0007 0.2886 0.0041 0.1493 0.0104 0.0976 0.0157 0.0717 0.0195
PK 0.5429 0.0021 0.2900 0.0089 0.1499 0.0150 0.0965 0.0046 0.0705 0.0017
S 0.6151 0.1355 0.2461 -0.1438 0.1230 -0.1671 0.0820 -0.1463 0.0615 -0.1259

LT 0.0559 -0.8968 0.0492 -0.8288 0.0410 -0.7224 0.0352 -0.6341 0.0308 -0.5629

50
E∗ 0.4976 0.0000 0.2472 0.0000 0.1215 0.0000 0.0777 0.0000 0.0564 0.0000
N1 0.4961 -0.0031 0.2457 -0.0059 0.1205 -0.0083 0.0769 -0.0095 0.0558 -0.0102
N2 0.4960 -0.0033 0.2457 -0.0062 0.1205 -0.0087 0.0769 -0.0098 0.0558 -0.0106
N3 0.4994 0.0036 0.2500 0.0115 0.1244 0.0235 0.0802 0.0321 0.0586 0.0380
PK 0.4987 0.0021 0.2491 0.0077 0.1237 0.0177 0.0780 0.0039 0.0564 0.0005
S 0.4853 -0.0248 0.1941 -0.2147 0.0971 -0.2012 0.0647 -0.1669 0.0485 -0.1399

LT 0.0441 -0.9113 0.0388 -0.8429 0.0324 -0.7337 0.0277 -0.6430 0.0243 -0.5699

100
E∗ 0.3439 0.0000 0.1338 0.0000 0.0577 0.0000 0.0354 0.0000 0.0253 0.0000
N1 0.3415 -0.0070 0.1321 -0.0133 0.0566 -0.0184 0.0347 -0.0208 0.0248 -0.0222
N2 0.3415 -0.0072 0.1320 -0.0136 0.0566 -0.0187 0.0347 -0.0211 0.0248 -0.0225
N3 0.3500 0.0177 0.1390 0.0385 0.0608 0.0543 0.0376 0.0601 0.0269 0.0626
PK 0.3445 0.0017 0.1349 0.0079 0.0591 0.0236 0.0356 0.0048 0.0252 -0.0047
S 0.2145 -0.3764 0.0858 -0.3589 0.0429 -0.2566 0.0286 -0.1932 0.0214 -0.1537

LT 0.0195 -0.9433 0.0172 -0.8718 0.0143 -0.7522 0.0123 -0.6542 0.0107 -0.5768
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Figura 4.42: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución lognor-
mal y un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.43: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución lognormal y
un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.44: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución lognor-
mal y un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.45: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución lognormal y
un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.46: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución lognor-
mal y un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.47: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución lognormal y
un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.48: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución lognor-
mal y un factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.49: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución lognormal y
un factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.50: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución lognor-
mal y un factor de recargo de θ = 1.
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Figura 4.51: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución lognormal y
un factor de recargo de θ = 1.
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Como en el ejemplo Weibull, en este ejemplo se puede observar que el
método de aproximación N3 tiene el error relativo más grande entre los
métodos PKMC, N1, N2 y N3. También se observa que en la mayoŕıa
de los casos, los métodos de aproximación subexponencial y de tráfico
ligero no son muy precisos. Solo en el caso θ = 1 se percibe en la gráfica
de aproximaciones que el método subexponencial es cercano a los otros
métodos, pero el método de tráfico ligero sigue siendo el peor método.

4.2.6. Distribución Pareto

En este ejemplo se supondrá que los montos de las reclamaciones siguen
una distribución Pareto, con función de distribución dada por:

F (x) = 1−
(

b

b+ x

)a
, x > 0.

En este caso, se escribirá Pareto(a, b) con a, b > 0. La distribución Pareto
es de cola pesada y no tiene media finita cuando a ≤ 1, además el segundo
momento no existe cuando a ≤ 2. En el art́ıculo de Ramsey (2003) [72] se
encuentra una expresión para la probabilidad de ruina en este caso. Pa-
ra este ejemplo se usaron los mismo parámetros que fueron usados en el
art́ıculo de Ramsey y Usábel (1997) [73], donde se calcularon los valores
de ψ(u) usando el método de integración producto. De este último trabajo
se tomaron los valores de ψ(u) para contrastar los métodos de aproxima-
ción propuestos y están representados por E∗ en la tabla de resultados más
adelante. Se supuso el caso Pareto(2, 1), cuya media es uno y también se
supuso λ = 1, de esta manera c = (1 + θ). Para contrastar, además de los
métodos LT y S, también se usó el método de PKMC, donde se genera-
ron 50,000 simulaciones; las variables aleatorias con densidad de equilibrio
fe(x) = (1 + x)−2, se distribuyen Pareto(1, 1), y se simularon usando el
método de la transformación inversa. De nuevo, en los tres nuevos méto-
dos se usó n = 200. Para la aproximación 4.10 se hicieron 100 simulaciones.
Para la aproximación 4.11 se generó una muestra aleatoria de 50,000 obser-
vaciones. En la tabla 4.6 se muestran los resultados de las aproximaciones
para u = 10, 20, 30, 40, 50, 100 y θ = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1, usando la misma
nomenclatura que antes. En las figuras 4.52 a 4.61 se ilustran los resultados
de las aproximaciones y de los errores relativos de las aproximaciones.
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Tabla 4.6: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución Pareto(2, 1).

u θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ θ ψ̂−ψ

ψ θ ψ̂−ψ
ψ

10 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E∗ 0.6271 0.0000 0.3727 0.0000 0.2066 0.0000 0.1382 0.0000 0.1025 0.0000
N1 0.6260 -0.0017 0.3713 -0.0037 0.2054 -0.0058 0.1373 -0.0071 0.1017 -0.0080
N2 0.6258 -0.0021 0.3710 -0.0044 0.2052 -0.0068 0.1371 -0.0082 0.1016 -0.0092
N3 0.6249 -0.0036 0.3693 -0.0091 0.2031 -0.0170 0.1351 -0.0229 0.0997 -0.0272
PK 0.6263 -0.0014 0.3762 0.0096 0.2084 0.0086 0.1399 0.0117 0.1040 0.0148
S 0.9091 0.4496 0.3636 -0.0242 0.1818 -0.1201 0.1212 -0.1232 0.0909 -0.1133

LT 0.0826 -0.8682 0.0727 -0.8048 0.0606 -0.7067 0.0519 -0.6242 0.0455 -0.5566

20
E∗ 0.4981 0.0000 0.2453 0.0000 0.1193 0.0000 0.0759 0.0000 0.0550 0.0000
N1 0.4960 -0.0042 0.2431 -0.0088 0.1177 -0.0131 0.0747 -0.0153 0.0541 -0.0167
N2 0.4959 -0.0045 0.2430 -0.0092 0.1176 -0.0136 0.0747 -0.0159 0.0541 -0.0173
N3 0.4887 -0.0189 0.2342 -0.0452 0.1101 -0.0768 0.0686 -0.0964 0.0490 -0.1092
PK 0.4969 -0.0024 0.2484 0.0130 0.1205 0.0104 0.0766 0.0094 0.0559 0.0160
S 0.4762 -0.0441 0.1905 -0.2234 0.0952 -0.2015 0.0635 -0.1635 0.0476 -0.1348

LT 0.0433 -0.9131 0.0381 -0.8447 0.0317 -0.7338 0.0272 -0.6415 0.0238 -0.5674

30
E∗ 0.4114 0.0000 0.1783 0.0000 0.0814 0.0000 0.0511 0.0000 0.0369 0.0000
N1 0.4084 -0.0072 0.1757 -0.0146 0.0797 -0.0210 0.0498 -0.0241 0.0359 -0.0258
N2 0.4083 -0.0075 0.1757 -0.0150 0.0797 -0.0215 0.0498 -0.0246 0.0359 -0.0263
N3 0.3942 -0.0418 0.1614 -0.0952 0.0693 -0.1493 0.0420 -0.1777 0.0297 -0.1942
PK 0.4111 -0.0009 0.1813 0.0166 0.0823 0.0109 0.0515 0.0096 0.0376 0.0185
S 0.3226 -0.2160 0.1290 -0.2764 0.0645 -0.2076 0.0430 -0.1575 0.0323 -0.1253

LT 0.0293 -0.9287 0.0258 -0.8553 0.0215 -0.7359 0.0184 -0.6389 0.0161 -0.5627

40
E∗ 0.3479 0.0000 0.1376 0.0000 0.0609 0.0000 0.0380 0.0000 0.0275 0.0000
N1 0.3442 -0.0107 0.1346 -0.0211 0.0591 -0.0294 0.0368 -0.0331 0.0265 -0.0351
N2 0.3441 -0.0110 0.1346 -0.0215 0.0590 -0.0299 0.0368 -0.0336 0.0265 -0.0355
N3 0.3244 -0.0674 0.1179 -0.1432 0.0484 -0.2053 0.0292 -0.2317 0.0208 -0.2451
PK 0.3478 -0.0004 0.1396 0.0147 0.0616 0.0121 0.0383 0.0060 0.0281 0.0208
S 0.2439 -0.2989 0.0976 -0.2907 0.0488 -0.1983 0.0325 -0.1449 0.0244 -0.1131

LT 0.0222 -0.9363 0.0195 -0.8581 0.0163 -0.7328 0.0139 -0.6335 0.0122 -0.5565

50
E∗ 0.2992 0.0000 0.1105 0.0000 0.0482 0.0000 0.0301 0.0000 0.0218 0.0000
N1 0.2948 -0.0147 0.1074 -0.0282 0.0463 -0.0382 0.0289 -0.0425 0.0209 -0.0446
N2 0.2947 -0.0149 0.1073 -0.0286 0.0463 -0.0386 0.0288 -0.0429 0.0209 -0.0450
N3 0.2717 -0.0918 0.0906 -0.1805 0.0367 -0.2386 0.0223 -0.2593 0.0160 -0.2687
PK 0.2992 0.0000 0.1118 0.0119 0.0487 0.0104 0.0303 0.0039 0.0223 0.0227
S 0.1961 -0.3445 0.0784 -0.2903 0.0392 -0.1857 0.0261 -0.1326 0.0196 -0.1022

LT 0.0178 -0.9404 0.0157 -0.8581 0.0131 -0.7286 0.0112 -0.6283 0.0098 -0.5511

100
E∗ 0.1649 0.0000 0.0522 0.0000 0.0228 0.0000 0.0145 0.0000 0.0106 0.0000
N1 0.1583 -0.0398 0.0486 -0.0690 0.0209 -0.0847 0.0132 -0.0905 0.0096 -0.0934
N2 0.1583 -0.0401 0.0486 -0.0693 0.0209 -0.0850 0.0132 -0.0908 0.0096 -0.0937
N3 0.1305 -0.2084 0.0354 -0.3228 0.0145 -0.3662 0.0090 -0.3787 0.0065 -0.3843
PK 0.1648 -0.0003 0.0528 0.0107 0.0228 0.0005 0.0146 0.0034 0.0109 0.0274
S 0.0990 -0.3994 0.0396 -0.2417 0.0198 -0.1330 0.0132 -0.0906 0.0099 -0.0686

LT 0.0090 -0.9454 0.0079 -0.8483 0.0066 -0.7110 0.0057 -0.6103 0.0050 -0.5343
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Figura 4.52: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
y un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.53: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto y un
factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.54: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
y un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.55: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto y un
factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.56: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
y un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.57: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto y un
factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.58: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
y un factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.59: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto y un
factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.60: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
y un factor de recargo de θ = 1.
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Figura 4.61: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto y un
factor de recargo de θ = 1.
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En este caso, se observan parecidos los resultados de todas las aproxi-
maciones, excepto para el método de tráfico ligero. De nuevo el método
N3 tuvo errores relativos muy alejados a los de N1 y N2, dicho error se
vuelve más pequeño aumentando el tamaño de la muestra de montos de
reclamación y el valor de n.

4.2.7. Distribución Pareto truncada

La distribución Pareto es un ejemplo de una distribución de cola pe-
sada y el truncarla puede ser de interés, por ejemplo, en un esquema
de reaseguro con pérdida máxima. Se considera que una variable alea-
toria tiene distribución Pareto truncada en M > 0, y es denotada como
ParetoT(a, b,M), a > 0, b > 0, si su función de distribución es la siguiente:

F (x) = [1− (b/(b+ x))a] 1(0,M)(x) + 1[M,∞)(x). (4.25)

La media en este caso es:

µ = b

a− 1

1− (
b

b+M

)a−1 .

En este ejemplo, para modelar el monto de los reclamos se usó una dis-
tribución ParetoT(2, 1, 15) y λ = 1/µ, por lo cual, c = (1 + θ). Se usó de
nuevo la aproximación de Panjer con parámetro de discretización β = 100,
como el valor más parecido a ψ(u). Para el método de PKMC se hicieron
50,000 simulaciones. Las variables aleatorias con función de distribución
Fe(x) = (1/µ)(x/(1 + x)), x < 15 y Fe(x) = 1, x ≥ 15 fueron simuladas
usando el método de la transformación inversa. Para las nuevas aproxima-
ciones se usó n = 200. Para la aproximación (4.10) se hicieron 100 simu-
laciones. Para la aproximación (4.11) se generó una muestra aleatoria de
10,000 observaciones. En la tabla 4.7 y en las figuras 4.62 a 4.71 se muestran
e ilustran los resultados, de nuevo para los casos u = 10, 20, 30, 40, 50, 100
y θ = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1.
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Tabla 4.7: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución Pareto(2, 1) truncada en M = 15.

u θ ψ̂−ψ
ψ

θ ψ̂−ψ
ψ

θ ψ̂−ψ
ψ

θ ψ̂−ψ
ψ

θ ψ̂−ψ
ψ

10 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E∗
TP 0.5586 0.0000 0.2884 0.0000 0.1350 0.0000 0.0804 0.0000 0.0548 0.0000
N1 0.5587 0.0001 0.2885 0.0001 0.1350 0.0001 0.0804 0.0002 0.0548 0.0002
N2 0.5583 -0.0005 0.2881 -0.0011 0.1347 -0.0017 0.0802 -0.0022 0.0547 -0.0025
N3 0.5594 0.0014 0.2889 0.0017 0.1350 0.0004 0.0803 -0.0013 0.0547 -0.0029
PK 0.5575 -0.0020 0.2918 0.0118 0.1367 0.0124 0.0816 0.0148 0.0562 0.0243

20
E∗
TP 0.3577 0.0000 0.1127 0.0000 0.0300 0.0000 0.0120 0.0000 0.0061 0.0000
N1 0.3577 0.0000 0.1127 0.0002 0.0300 0.0004 0.0120 0.0008 0.0061 0.0011
N2 0.3576 -0.0004 0.1126 -0.0010 0.0299 -0.0014 0.0120 -0.0016 0.0061 -0.0017
N3 0.3583 0.0017 0.1129 0.0017 0.0300 -0.0005 0.0120 -0.0030 0.0061 -0.0054
PK 0.3568 -0.0025 0.1152 0.0226 0.0306 0.0192 0.0121 0.0050 0.0065 0.0719

30
E∗
TP 0.22900 0.0000 0.04411 0.0000 0.00676 0.0000 0.00187 0.0000 0.00072 0.0000
N1 0.22899 0.0000 0.04412 0.0001 0.00676 0.0005 0.00187 0.0012 0.00072 0.0020
N2 0.22885 -0.0007 0.04405 -0.0014 0.00675 -0.0020 0.00186 -0.0021 0.00071 -0.0020
N3 0.22946 0.0020 0.04417 0.0013 0.00674 -0.0026 0.00186 -0.0066 0.00071 -0.0098
PK 0.22891 -0.0004 0.04413 0.0004 0.00697 0.0313 0.00178 -0.0483 0.00084 0.1711

40
E∗
TP 0.14656 0.0000 0.01725 0.0000 0.00152 0.0000 0.00029 0.0000 8.37E-05 0.0000
N1 0.14655 -0.0001 0.01725 0.0000 0.00152 0.0005 0.00029 0.0012 8.39E-05 0.0021
N2 0.14644 -0.0008 0.01722 -0.0018 0.00152 -0.0025 0.00029 -0.0027 8.35E-05 -0.0027
N3 0.14690 0.0023 0.01727 0.0010 0.00151 -0.0046 0.00029 -0.0102 8.24E-05 -0.0149
PK 0.14742 0.0059 0.01719 -0.0037 0.00165 0.0863 0.00018 -0.3663 0.00014 0.7533

50
E∗
TP 0.09380 0.0000 0.00674 0.0000 0.00034 0.0000 0.00004 0.0000 9.72E-06 0.0000
N1 0.09378 -0.0002 0.00674 -0.0001 0.00034 0.0005 4.44E-05 0.0014 9.74E-06 0.0024
N2 0.09370 -0.0010 0.00673 -0.0021 0.00034 -0.0029 4.42E-05 -0.0032 9.69E-06 -0.0031
N3 0.09404 0.0026 0.00675 0.0007 0.00034 -0.0064 4.37E-05 -0.0135 9.53E-06 -0.0193
PK 0.09419 0.0042 0.00681 0.0090 0.00036 0.0513 4.12E-05 -0.0707 1.68E-06 -0.8264

100
E∗
TP 0.01007 0.0000 6.16E-05 0.0000 1.94E-07 0.0000 3.83E-09 0.0000 2.06E-10 0.0000
N1 0.01007 -0.0005 6.15E-05 -0.0006 1.94E-07 0.0005 3.84E-09 0.0023 2.07E-10 0.0043
N2 0.01005 -0.0018 6.14E-05 -0.0037 1.93E-07 -0.0050 3.81E-09 -0.0051 2.05E-10 -0.0047
N3 0.01011 0.0040 6.15E-05 -0.0008 1.91E-07 -0.0159 3.71E-09 -0.0300 1.98E-10 -0.0414
PK 0.00962 -0.0453 5.87E-05 -0.0466 0 -1.0000 0 -1.0000 0 -1.0000
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Figura 4.62: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.63: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 0.1.
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Figura 4.64: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.65: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 0.25.
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Figura 4.66: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.67: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 0.5.
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Figura 4.68: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.69: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 0.75.
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Figura 4.70: Probabilidad de ruina para reclamos con distribución Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 1.
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Figura 4.71: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de θ = 1.
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En este ejemplo, las aproximaciones tuvieron mucha precisión con res-
pecto al método de PKMC y se obtuvieron los errores relativos más pe-
queños de todos los ejemplos.

En general, los métodos de aproximación propuestos, además de lo que
ya se ha mencionado, tienen la ventaja de que la aproximación obtenida
se puede mejorar tanto como se quiera elevando el valor de n, esto no se
puede hacer en los métodos donde la fórmula de aproximación depende
de los valores de los primeros momentos o del coeficiente de ajuste. Por
otro lado, en los métodos numéricos basados en invertir la transformada de
Laplace de ψ se usa un algoritmo cuya implementación podŕıa ser dif́ıcil, sin
embargo, es relativamente fácil implementar los métodos propuestos en este
caṕıtulo, como se puede observar en el apéndice B. En la última sección de
este caṕıtulo se hacen comentarios adicionales sobre esta implementación.

4.3. Consideraciones numéricas

Cuando se implementan las fórmulas de las aproximaciones propues-
tas se debe tratar con sumas infinitas, lo cual implica posibles problemas
numéricos. En esta sección se comenta cómo se trataron los ejemplos de la
sección anterior.
La primera aproximación (4.7) es una suma infinita, cada sumando es un
producto de los coeficientes Ck,n (4.2) y el término

e−un
(un)k
k! ,

el cual es igual a P (X = k) para X ∼ Poisson(un), debido a esto, se
calculó el máximo entero k, tal que P (X = k) > 0 numéricamente. En
términos de la implementación, se buscó el valor de k ≥ un, tal que para
j = k + 1, k + 2, . . . se tenga lo siguiente:

e−un
(un)j
j! = 0.

Luego, los coeficientes Ck,n son probabilidades de cola, por lo que su valor
es decreciente y no afectarán para que los sumandos k + 1, k + 2, . . . en
(4.7) sean cero. Por lo tanto, se trunca la suma en el k-ésimo sumando.
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Para el cálculo de los coeficientes Ck,n, se deben calcular las probabilida-
des (4.3) que son iguales a un cociente cuyo denominador es una suma
infinita convergente. Los sumandos son decrecientes, por lo cual, se pue-
de programar una suma finita, descartando los términos menores a algún
valor ε > 0 muy pequeño. En el ejemplo de la distribución gama, la con-
vergencia fue rápida y se tomó ε = 0, igual en el ejemplo de la distribución
mezcla de exponenciales. En los casos Weibull, lognormal y Pareto se usó
ε = 0.00001 y ε = 0.000001. Estos valores de ε eran razonables porque
al usar valores más pequeños no se mejoraba casi la aproximación y śı
ocasionaba que el cálculo fuera mucho más lento. Para el ejemplo de la dis-
tribución exponencial-uniforme y Pareto truncada, también se usó ε = 0,
ya que el soporte de estas distribuciones es acotado y por tanto el denomi-
nador de (4.3) es una suma finita.
Para la segunda aproximación (4.10), se obtuvieron buenos resultados en
nuestros ejemplos usando m = 100 simulaciones. Se puede mejorar la apro-
ximación con un valor de m mayor, pero el objetivo fue observar que esta
aproximación del tipo Monte Carlo es una alternativa al método PKMC.
En el método de PKMC se debieron usar 5,000 y 50,000 simulaciones para
obtener resultados similares. En esta segunda aproximación de nuevo se
deben calcular los coeficientes Ck,n y calcular entonces las probabilidades
de (4.3), pero se calcularon usando los mismos criterios que en la primera
aproximación.
Para la tercera aproximación (4.11), de nuevo se calculó el mayor entero k,
tal que P (X = k) > 0 (numéricamente) para X ∼ Poisson(un), y la suma
fue truncada en este valor de k. En esta aproximación se deben calcular las
probabilidades en (4.12). La suma infinita que aparece en ellas es siempre
finita porque la función de distribución emṕırica continua alcanza el valor
de uno para algún valor de j finito. En los ejemplos se tomaron en cuenta
las sumas completas y no hubo necesidad de truncarlas. Los detalles de los
códigos utilizados se pueden encontrar en el apéndice B.

Las referencias que fueron consultadas para este caṕıtulo, son las si-
guientes: [2, 3, 7, 11, 15], de [21] a [23], [47, 65, 66, 84] y [87].
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Caṕıtulo 5

Aproximaciones en un modelo de
riesgo discreto

En este caṕıtulo se presenta el modelo de riesgo en tiempo discreto que
se denominará en este trabajo como modelo de Gerber-Dickson. En dicho
modelo, el capital inicial, las primas, los montos de las reclamaciones y el
tiempo toman valores enteros no negativos. Se presentan las definiciones
principales y algunas soluciones para calcular la probabilidad de ruina. Des-
pués, se define la distribución mezcla de binomiales negativas y se muestran
algunas de sus propiedades, además se muestra su relación con la distribu-
ción Poisson mezclada. Se calcula la probabilidad de ruina cuando el monto
de las reclamaciones tiene distribución mezcla de binomiales negativas y
finalmente, usando ideas similares a las vistas en los caṕıtulos anteriores,
se desarrolla un método para aproximar la probabilidad de ruina cuando
el monto de las reclamaciones tiene distribución Poisson mezclada.
Entre las aportaciones de este caṕıtulo al tema del modelo discreto se
encuentran: el desarrollo de la versión discreta de la fórmula de Pollaczeck-
Khinchine (proposición 5.3.17), una fórmula para calcular la probabilidad
de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribución mezcla
de binomiales negativas (proposición 5.4.7), una forma de aproximar una
distribución Poisson mezclada usando un tipo espećıfico de mezcla de bi-
nomiales negativas (proposición 5.5.6), y por último, el teorema 5.6.1, el
cual sirve para proponer dos formas (corolarios 5.6.2 y 5.6.4) de aproximar
la probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distri-
bución Poisson mezclada. Además, se incluyen ejemplos cuando el monto
de las reclamaciones tiene distribución Poisson mezclada con distintas dis-
tribuciones para Λ.

121
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5.1. Algunos modelos de riesgo en tiempo discreto

Existen varias versiones del proceso de riesgo en tiempo discreto, según
las suposiciones que se hagan para las primas, el monto de las reclamacio-
nes y el número de éstas por periodo. En esta sección se presenta un breve
resumen de los modelos más conocidos.
En 1988, Hans-Ulrich Gerber en el art́ıculo Mathematical fun with the com-
pound binomial process [40], presenta el siguiente proceso:

U(0) = u, (5.1)

U(t) = u+ t−
N(t)∑
i=1

Yi, (5.2)

para cada valor de t = 1, 2, . . ., donde u y t representan el capital ini-
cial y el número de periodos que han transcurrido1, respectivamente. La
variable de conteo N(t) representa el número de periodos donde se han
hecho reclamaciones hasta el tiempo t y tiene distribución Bin(t, p), donde
p representa la probabilidad de que haya reclamaciones en cada periodo.
Las variables Y1, Y2, . . . son v.a.i.i.d. con función de probabilidad común
f(x) = P (Yi = x) para cada valor de x = 1, 2, . . . y media común µ < 1/p
(condición de ganancia neta); cada Yi representa la suma de los montos de
las reclamaciones en el i-ésimo periodo donde hayan existido dichas recla-
maciones. En cada periodo se supone una ganancia de una unidad por con-
cepto de primas. Este modelo, conocido como proceso binomial compuesto,
supone que todos los elementos son números enteros no negativos, por lo
que el proceso {U(t)}∞t=0 tiene espacio temporal y de estados discreto. La
probabilidad de ruina con horizonte infinito se define, para u = 0, 1, 2, . . .
como:

ψ(u) = P (τ <∞ | U(0) = u),
donde el tiempo de ruina τ se define como sigue:

τ = mı́n{t ≥ 1 : U(t) ≤ 0},

siempre que el conjunto no sea vaćıo, si lo fuera, entonces se define τ =∞,
ya que U(t) nunca habrá sido menor o igual a cero. Para este modelo, la

1Se ha evitado el uso de la letra n para denotar el tiempo discreto, como tradicionalmente se usa,
debido a que dicha letra será usada en las aproximaciones, tanto a las funciones de distribución Poisson
mezclada como a la probabilidad de ruina. Esta convención es seguida en todo el caṕıtulo.



5.1. ALGUNOS MODELOS DE RIESGO EN TIEMPO DISCRETO 123

probabilidad de ruina se puede calcular usando la siguiente fórmula que
puede encontrarse en el art́ıculo de Gerber (1988) [40]:

ψ(0) = p µ,

ψ(u) = (1− p)ψ(u+ 1) + p
u∑
x=1

ψ(u+ 1− x) f(x) + pF (u), (5.3)

para u = 1, 2, . . . y donde F (u) = ∑∞
x=u+1 f(x).

En 1989, Elias Shiu trabaja con un modelo discreto muy similar al mo-
delo compuesto binomial en su art́ıculo The probability of eventual ruin in
the compound binomial model [78]. La diferencia principal está en cómo
define el tiempo de ruina:

τ = mı́n{t ≥ 1 : U(t) < 0},

es decir, se establece que hay ruina solo si el proceso se vuelve estrictamente
negativo, de nuevo τ := ∞ cuando U(t) > 0 para todo número natural
t. En el mismo trabajo, se desarrollan varias fórmulas para calcular la
probabilidad de ruina, en particular, se encuentra la siguiente fórmula:

1− ψ(0) = 1− pµ
1− p ,

1− ψ(u) = (1− ψ(0))
M(u)∑
j=0

( −p
1− p

)j
E

u+ j − Sj
j

 (1− p)Sj−u
 ,

donde Sj = ∑j
i=1 Yi, y M(u) = máx{j ≥ 1 : Sj ≤ u}.

En 1997, en el libro de Bowers et al. [10, pág. 401] puede encontrarse el
siguiente modelo discreto:

U(t) = u+ ct−
t∑
i=1

Wi, t = 1, 2, . . . , (5.4)

donde u y c representan el capital inicial y la tasa de primas, respecti-
vamente. Se supone U(0) = 0 y que W1,W2, . . . son v.a.i.i.d., donde Wi

representa la suma de los montos de las reclamaciones en el periodo i. Este
modelo no supone que los valores de u o de c sean números enteros, o que
los montos de las reclamaciones tomen solo valores discretos, por lo que
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el proceso {U(t)}∞t=0 tiene un espacio temporal discreto, pero un espacio
de estados continuo. La ruina también se define como el evento donde el
proceso de riesgo es estrictamente negativo. En este modelo, se define el
coeficiente de ajuste R, como la solución positiva de la ecuación:

MW (r) = erc.

En el mismo libro [10, pág. 403], se encuentra la siguiente fórmula para la
probabilidad de ruina, dependiente del coeficiente de ajuste R:

ψ(u) = exp(−Ru)
E [exp(−RU(τ)) | τ <∞] . (5.5)

Previo al modelo anterior, David Dickson en el trabajo Some comments on
the compound binomial model (1994) [27], simplifica el proceso de riesgo
binomial definido por Gerber, suponiendo p = 1 y considerando a las va-
riables aleatorias Yi como los montos de las reclamaciones hechas en cada
periodo i. Si en algún periodo Yi = 0, esto quiere decir que no se hacen
reclamaciones en ese periodo.

El trabajo de este caṕıtulo estará basado en este último modelo que es
presentado formalmente y con mayor detalle en la sección siguiente.

5.2. Modelo discreto de Gerber-Dickson

Definición 5.2.1 Sea u un número entero mayor o igual a cero y sean
Y1, Y2, . . . variables aleatorias con valores en 0, 1, 2, . . . Se define como pro-
ceso de riesgo de Gerber Dickson, o simplemente modelo de Gerber-Dickson,
al proceso {U(t)}∞t=0 definido por:

U(t) = u+ t−
t∑
i=1

Yi, (5.6)

para cada valor de t = 0, 1, 2, . . . y por conveniencia, ∑0
i=1 Yi := 0.

Se define el tiempo de ruina τ como el primer momento en que el proceso
de riesgo es menor o igual a cero:

τ = mı́n{t ≥ 1 : U(t) ≤ 0}, (5.7)
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U(t)

t

u

τ

Y4
Y9

Y11

U(t) = u+ t−∑t
i=1 Yi

Figura 5.1: Ejemplo de una trayectoria de un proceso de riesgo discreto.

suponiendo que el conjunto indicado es distinto del vaćıo, en caso contrario
τ := ∞. La probabilidad de ruina en horizonte infinito con capital inicial
de u se define como:

ψ(u) = P (τ <∞ | U(0) = u), (5.8)

para cada valor de u = 0, 1, 2, . . . Para que se cumpla la condición de
ganancia neta se requiere que el valor esperado del monto agregado de
reclamos sea mayor que las primas en cada punto del tiempo:

E

 t∑
i=1

Yi

 > t,

por lo que se debe de suponer que µ < 1. De esta manera, como se muestra
en el art́ıculo de Damarackas y Siaulys (2015) [19, pág. 467]:

ψ(u) < 1.

Condicionando con respecto al monto reclamado al final del primer periodo,
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la probabilidad de ruina puede desarrollarse como sigue:

ψ(u) = P (τ <∞ | U(0) = u)

=
∞∑
x=0

P (τ <∞ | Y1 = x, U(0) = u)P (Y1 = x)

=
∞∑
x=0

f(x)P (τ <∞ | U(1) = u+ 1− x, U(0) = u),

donde f(x) = P (Y1 = x). Al final del primer periodo, a lo más se tiene un
capital de u + 1, esto implica que la última suma puede separarse como
sigue:

ψ(u) =
u∑
x=0

f(x)P (τ <∞ | U(1) = u+ 1− x, U(0) = u)

+
∞∑

x=u+1
f(x)

=
u∑
x=0

f(x)ψ(u+ 1− x) + F (u), (5.9)

donde F (u) = 1 − F (u) = P (Y1 > u). A partir de la fórmula de Gerber
(5.3), se llega a la fórmula (5.9), haciendo las modificaciones pertinentes.
A continuación se presenta una fórmula recursiva que puede considerarse
la versión discreta de la ecuación integral (1.13) que surge en el modelo de
Cramér-Lundberg.

Proposición 5.2.2 Supóngase un modelo de Gerber-Dickson donde el mon-
to de las reclamaciones tiene como función de distribución a F (x), entonces
se cumple la siguiente fórmula recursiva:

ψ(0) = µ, (5.10)

ψ(u) = µ+
u∑
x=1

ψ(x)F (u− x)−
u−1∑
x=0

F (x), u ≥ 1. (5.11)

Para la demostración de este resultado véase el art́ıculo de Dickson (1994)
[27, págs. 34 y 35].
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Observación 5.2.3 La igualdad (5.11) puede escribirse de la siguiente
forma:

ψ(u) = 1− (1− µ)/f(0)−
u−1∑
x=1

(1− ψ(x))F (u− x)/f(0). (5.12)

Esta fórmula es válida2 para u = 1, 2, 3, . . . y cuando f(0) > 0, es decir,
cuando el soporte del monto de las reclamaciones comienza en cero.

La fórmula recursiva (5.11) resuelve el problema de calcular la probabilidad
de ruina, sin embargo, implementarla puede ser dif́ıcil si se desconocen los
valores de F (x). Una alternativa es aproximar el valor de ψ(u). El objetivo
principal de este caṕıtulo es proponer dos formas para aproximar el valor
de ψ(u).

Los resultados de la sección siguiente serán de utilidad para desarrollar
un resultado análogo a la fórmula de Pollaczeck-Khinchine (1.33) que fue
mostrada en el caṕıtulo 1.

5.3. La fórmula de Pollaczeck-Khinchine

En esta sección se hace un análisis muy similar al visto en la sección
1.2.1, incluso varias definiciones son análogas y varias demostraciones son
casi idénticas a sus correspondientes en el modelo de Cramér-Lundberg.
Se desarrolla la fórmula de Pollaczeck-Khinchine en su versión discreta.
Esta fórmula expresa la probabilidad de ruina como un suma infinita que
involucra a las convoluciones de la versión discreta de la distribución de
equilibrio. A pesar de ser muy natural su obtención, no se hace énfasis de
ella en la literatura relacionada al modelo discreto. Sin embargo, en este
caṕıtulo es de mucha trascendencia, porque será la herramienta principal
para demostrar el teorema 5.6.1 más adelante.

A la variable aleatoria Y = |U(τ)| se le conoce como la severidad de
la ruina, debido a que indica qué tan grande fue la cáıda del capital por
debajo del cero en el momento de la ruina, nótese que puede haber seve-
ridad cero por la forma de definir el tiempo de ruina en (5.7). En Gerber
(1988) [40] se obtienen algunos resultados relacionados a la distribución de

2Si u = 1, la suma se vuelve cero.
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Y , además en Cheng et al. (2000) [13], Dickson (1994) [27], Li y Garrido
(2002) [53] y Li y Garrido (2005) [54] se estudia la función de Gerber-Shiu
en su versión discreta y se obtienen resultados relacionados a las distribu-
ciones conjuntas, las distribuciones marginales y los momentos de Y , del
capital justo antes de la ruina |U(τ − 1)| y del tiempo de ruina.
La probabilidad de ruina con severidad no mayor a y = 0, 1, 2, . . . y supo-
niendo un capital inicial U(0) = u se denota como sigue:

ϕ(u, y) = P (τ <∞, Y ≤ y | U(0) = u). (5.13)

En la siguiente proposición se da una fórmula para calcular ϕ(0, y).
Proposición 5.3.1 La función ϕ(0, y) está dada por:

ϕ(0, y) =
y∑

x=0
F (x), (5.14)

para cada valor de y = 0, 1, 2, . . .
Para la demostración de este resultado véase el art́ıculo de Dickson (1994)
[27, págs. 36 y 37].

Proposición 5.3.2 La probabilidad de ruina con una severidad igual a y

y capital inicial de cero está dada por:

P (τ <∞, Y = y | U(0) = 0) = F (y). (5.15)

Demostración:
Primero por (5.13) y después por (5.14):

P (τ <∞, Y = y | U(0) = 0) = ϕ(0, y)− ϕ(0, y − 1)

=
y∑

x=0
F (x)−

y−1∑
x=0

F (x)

= F (y).

ut
De forma análoga a las funciones de densidad de equilibrio fe de las va-

riables aleatorias continuas (las cuales resultaban ser absolutamente conti-
nuas), en el caso discreto se puede definir una función de probabilidad de
equilibrio.
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Y12|U(τ)|
0

Figura 5.2: Ejemplo de una trayectoria de un proceso de riesgo discreto y
la severidad de ruina.

Definición 5.3.3 Sea F (x) la función de distribución de una variable alea-
toria discreta con valores 0, 1, 2, . . . y con media µ <∞. Se define su fun-
ción de probabilidad de equilibrio como:

fe(x) = F (x)/µ, (5.16)

para cada valor de x = 0, 1, 2, . . .

Ejemplo 5.3.4 Supóngase una variable aleatoria con distribución Geo(p),
entonces, a partir de (5.16), para cada valor de x = 0, 1, 2, . . . se cumple
lo siguiente:

fe(x) = F (x)/µ

= (1− p)x+1 p/(1− p)

= p (1− p)x.

Por lo tanto, la función de probabilidad de equilibrio de una distribución
Geo(p), es de nuevo Geo(p).

A continuación se define el tiempo de la primera cáıda en el proceso de
riesgo de Gerber-Dickson, aunque ahora se considera cáıda, tanto al evento
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de que el proceso de riesgo {U(t)}∞t=0 llegue a estar por debajo del capital
inicial u, como al evento de que U(t) sea igual a u.

Definición 5.3.5 Supóngase el modelo de Gerber-Dickson con un capital
inicial de u. Se define τu como el primer momento cuando el proceso de
riesgo es menor o igual al capital inicial u, es decir, para cada valor de
u = 0, 1, 2, . . .

τu = mı́n{t ≥ 1 : U(t) ≤ U(0) = u}, (5.17)

suponiendo que el conjunto indicado es distinto del vaćıo, en caso contrario,
se define τu =∞.

Comparando las definiciones del tiempo de la primera cáıda y del tiempo
de ruina, es claro que el tiempo de la primera cáıda es igual al tiempo de
ruina cuando el capital inicial es cero. Usando la notación respectiva:

P (τ0 = t | τ0 <∞) = P (τ = t | τ <∞, U(0) = 0). (5.18)

Definición 5.3.6 Supóngase el modelo de Gerber-Dickson con un capital
inicial de u. Se define el tamaño de la primera cáıda como la variable
Lu = u− U(τu), suponiendo que τu <∞.

Un resultado útil más adelante, es que la función de probabilidad de la
variable aleatoria Lu es igual a la función de probabilidad de equilibrio del
monto de las reclamaciones. La siguiente proposición enuncia este hecho y
su demostración es una simple aplicación de la probabilidad condicional.

Proposición 5.3.7 La función de probabilidad del tamaño de la primera
cáıda por debajo del capital inicial está dada por:

fLu(y) = fe(y) = F (y)/µ, (5.19)

para cada valor de y = 0, 1, 2, . . .

Demostración:
Supóngase que y = 0, 1, 2, . . ., entonces la función de probabilidad de Lu



5.3. LA FÓRMULA DE POLLACZECK-KHINCHINE 131

U(t)

t

u

0 τu

Lu = u− U(τu)

Figura 5.3: Ejemplo de una trayectoria del proceso de riesgo discreto y la
primera cáıda por debajo del capital inicial.

está dada por:

fLu(y) = P (Lu = y)

= P (u− U(τu) = y | τu <∞)

= P (−U(τ0) = y | τ0 <∞)

= P (|U(τ)| = y | τ <∞, U(0) = 0)

= P (τ <∞, Y = y | U(0) = 0)/P (τ <∞ | U(0) = 0)

= F (y)/µ.

La última igualdad se da gracias a (5.10) y a (5.15).
ut

De la misma forma en que el proceso de superávit definido en el caṕıtulo
1 en (1.21) sirvió para tener una definición alterna de la probabilidad de
ruina, en este caṕıtulo se define un proceso de superávit para el modelo de
Gerber-Dickson.
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Definición 5.3.8 Supóngase el proceso {Z(t)}∞t=0 definido por:

Z(t) = u− U(t) =
t∑
i=1

Yi − t, (5.20)

donde se supone que U(0) = u. Entonces se dice que {Z(t)}∞t=0 es el proceso
de superávit relacionado al proceso de riesgo discreto de Gerber Dickson
{U(t)}∞t=0.

Notar que Z(t) puede escribirse como la siguiente suma:

Z(t) =
t∑
i=1

(Yi − 1),

para cada valor de t = 1, 2, . . . y Z(0) = 0. Debido a que los montos de las
reclamaciones son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, entonces {Z(t)}∞t=0 es una caminata aleatoria que inicia en cero,
es cadena de Markov y tiene incrementos estacionarios e independientes.
Además:

Z(t)→ −∞ c.s. (5.21)
suponiendo la condición de ganancia neta µ < 1. Por último, la probabili-
dad de ruina se puede escribir como sigue:

ψ(u) = P (Z(t) ≥ u para algún t ≥ 1)

= P

(
máx
t≥1
{Z(t)} ≥ u

)
. (5.22)

Definición 5.3.9 Se define el tiempo del i-ésimo récord del proceso {Z(t)}∞t=0
como:

τ ∗0 = 0,

τ ∗i = mı́n{t > τ ∗i−1 : Z(t) ≥ Zτ∗i−1
},

para cada valor de i = 1, 2, . . . Si el conjunto indicado es vaćıo, se define
τ ∗i =∞.

Los tiempos anteriores representan tiempos de primer arribo del proceso
{Z(t)}∞t=0 a nuevos máximos, o bien, un nuevo arribo al máximo anterior.
Puede observarse un ejemplo de estos tiempos en la figura 5.5.
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0

Z(t)

t

M

M = máx{Z(t)}

Figura 5.4: Ejemplo de una trayectoria del proceso de riesgo {Z(t)}.

0

Z(t)

t

M
τ ∗

3

τ ∗
2

τ ∗
1

Y ∗
3

Y ∗
2

Y ∗
1

Figura 5.5: Ejemplo de una trayectoria del proceso de riesgo discreto, tiem-
pos de los récords y tamaño de los récords.
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Observación 5.3.10 Notar que si para algún k se tiene que τ ∗k < ∞,
entonces τ ∗i < ∞ para i = 1, 2, . . . , k − 1, y si para algún valor de m se
tiene que τ ∗m =∞, entonces τ ∗i =∞ para i = m+ 1,m+ 2, . . . Como en el
caso continuo en la sección 1.2, estas variables aleatorias cumplen con ser
tiempos de paro con respecto a la filtración natural del proceso {Z(t)}∞t=0, es
decir, su valor puede ser determinado por la trayectoria del proceso hasta
ese momento.

Por lo que se indica en la observación anterior, cuando se da al mismo
tiempo que τk <∞ y τk+1 =∞ para algún valor k, entonces ese valor es el
número de máximos que ha habido hasta ese momento y además no habrá
más. En congruencia con el caṕıtulo 1, al evento de alcanzar un máximo
en una trayectoria del proceso {Z(t)}∞t=0 se le conocerá como récord.

Como se menciona en la siguiente observación, para el caso especial de
τ ∗1 la definición coincide con el tiempo de la primera cáıda τ0, definido por
(5.17). Si U(0) = 0, entonces coinciden las definiciones de τ ∗1 , de τ0 y del
tiempo de ruina τ .

Observación 5.3.11 Suponiendo que U(0) = u y que τ ∗1 <∞, entonces:

τ ∗1 = mı́n{t > 0 : Z(t) ≥ 0}

= mı́n{t ≥ 1 : U(t) ≤ U(0) = u}

= τu.

Por lo anterior, Z(τ ∗1 ) = Z(τu) = u− U(τu), por lo tanto:

Z(τ ∗1 ) = Lu, (5.23)

y por (5.19), la función de probabilidad de Z(τ ∗1 ) es igual a la función de
probabilidad de equilibrio fe definida en (5.16). En general, suponiendo que
τ ∗i <∞ y para 0 < s < x,

P (τ ∗i = x | τ ∗i−1 = s) = P (τ ∗i − τ ∗i−1 = x− s | τ ∗i−1 = s)

= P (τ ∗1 = x− s). (5.24)

La segunda igualdad es consecuencia de los incrementos estacionarios e
independientes del proceso de superávit.
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El siguiente cálculo muestra que cada vez que hay un nuevo récord, el valor
por el que es superado tiene como función de probabilidad a la función de
probabilidad de equilibrio fe definida en (5.16). Para simplificar la notación
se escribirá:

p(s, y) = P (τ ∗i−1 = s, Z(τ ∗i−1) = y),
para s ≥ i− 1, i ≥ 2 y y ≥ 0. Sea i ≥ 2, entonces:

P (Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1) = x) =
∞∑

s=i−1

∞∑
y=0

P (Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1) = x | τ ∗i−1 = s, Z(τ ∗i−1) = y) p(s, y)

=
∞∑

s=i−1

∞∑
y=0

P (Z(τ ∗i )− Z(s) = x | τ ∗i−1 = s, Z(s) = y) p(s, y)

=
∞∑

s=i−1

∞∑
y=0

P (Z(τ ∗1 ) = x) p(s, y)

= fe(x). (5.25)

La tercera igualdad del desarrollo anterior se da gracias a los incrementos
estacionarios e independientes del proceso de superávit.

Ahora, se estudia el número de récords que tendrá {Z(t)}∞t=0 durante
una trayectoria.
Definición 5.3.12 A la variable aleatoria

K = máx{k ≥ 1 : τ ∗k <∞},

se le conocerá como el número de récords del proceso {Z(t)}∞t=0, suponiendo
que el conjunto indicado es distinto del vaćıo, en caso contrario se define
K = 0 y se dirá que el proceso {Z(t)}∞t=0 tiene cero récords.
Notar que K < ∞, debido a que Z(t) → −∞ casi seguramente, bajo la
hipótesis de ganancia neta, véase (5.21).
Proposición 5.3.13 Sea K el número de récords de la definición 5.3.12.
Entonces la función de probabilidad de K está dada por:

fK(k) = (1− ψ(0))(ψ(0))k, (5.26)

para cada valor de k = 0, 1, 2, . . ., es decir, K ∼ Geo(1− ψ(0)).
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Demostración:
Como se mencionó en la observación 5.3.11, el tiempo de la primera cáıda
definido por (5.19) es equivalente al tiempo del primer récord, por lo tanto:

fK(0) = P (τ ∗1 =∞)

= P (τu =∞)

= P (τ =∞ | U(0) = 0)

= 1− ψ(0).

Esto demuestra la igualdad (5.26) para k = 0. Por otro lado, la probabilidad
de que haya un récord es igual a la probabilidad de que τ ∗1 <∞ y τ ∗2 =∞,
entonces:

fK(1) = P (τ ∗1 <∞, τ ∗2 =∞)

= P (τ ∗2 =∞ | τ ∗1 <∞)P (τ ∗1 <∞)

= P (τ ∗1 =∞)P (τ ∗1 <∞)

= fK(0)P (K > 0)

= (1− ψ(0))(ψ(0)).

La tercera igualdad es válida por la igualdad (5.24). Queda demostrada
la igualdad (5.26) para k = 1. Ahora se verá el caso general, sea Ak =
(τ ∗1 <∞, . . . , τ ∗k <∞) para cada valor de k = 2, 3, . . . Notar que el evento
Ak se reduce a (τ ∗k <∞) por la observación 5.3.10, entonces:

P (Ak) = P (τ ∗k <∞ | Ak−1)P (Ak−1)

= P (τ ∗k <∞ | τ ∗k−1 <∞)P (Ak−1)

= P (τ ∗1 <∞)P (Ak−1)

= ψ(0)P (Ak−1)
...

= (ψ(0))k.

La tercera igualdad, de nuevo es válida porque {Z(t)}∞t=0 tiene incrementos
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estacionarios e independientes. Aśı, para cada valor de k = 2, 3, . . .

fK(k) = P (τ ∗k+1 =∞, Ak)

= P (τ ∗k+1 =∞ | Ak)P (Ak)

= P (τ ∗1 =∞)(ψ(0))k

= (1− ψ(0))(ψ(0))k.

ut
En la figura 5.5, se puede observar que a cada tiempo τ ∗i se le relaciona

una variable aleatoria Y ∗i que modela el tamaño del récord i. A continuación
se definen tales variables.

Definición 5.3.14 Sean Y ∗1 , Y
∗

2 , . . . variables aleatorias definidas por

Y ∗i = Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1), (5.27)

para cada valor de i = 1, 2, . . . siempre y cuando τ ∗i <∞. A cada variable
Y ∗i se le conocerá como tamaño del récord i.

Proposición 5.3.15 Para un proceso de superávit supóngase que K ≥
1, entonces las variables aleatorias Y ∗1 , Y

∗
2 , . . . , Y

∗
K son independientes e

idénticamente distribuidas con función de probabilidad igual a fe(x), defi-
nida en (5.16), e independientes del número de récords K.

Demostración:
Primero, como se estableció en la observación 5.3.11 y por (5.25), cada
Y ∗i tiene distribución igual a la distribución de equilibrio del monto de las
reclamaciones y por lo tanto, son idénticamente distribuidas. Para mostrar
que son variables aleatorias independientes, supóngase que K es conocido
y sean Y1, Y2, . . . los montos de las reclamaciones del modelo de Gerber-
Dickson del cual deriva el proceso de superávit. Entonces:

Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1) =
τ∗i∑
j=1

(Yj − 1)−
τ∗i−1∑
j=1

(Yj − 1)

=
τ∗i∑

j=τ∗i−1+1
(Yj − 1),
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y por lo tanto:

Y ∗i =
τ∗i∑

j=τ∗i−1+1
(Yj − 1).

La independencia se da porque las variables aleatorias Y1, Y2 . . . son inde-
pendientes, formalmente:

P

 K⋂
i=1

(Y ∗i = yi)
 = P

 K⋂
i=1

 τ∗i∑
j=τ∗i−1+1

(Yj − 1) = yi




=
K⋂
i=1

P

 τ∗i∑
j=τ∗i−1+1

(Yj − 1) = yi



=
K⋂
i=1

P (Y ∗i = yi) .

Por lo tanto, Y ∗1 , . . . , Y ∗K son variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas. Finalmente, la independencia entre el número de
récords y el tamaño de esos récords, es consecuencia de la independencia
entre los montos de las reclamaciones y el tiempo donde éstas se dan, al
ser una variable determinista.

ut
En la siguiente proposición se establece que la distribución de

máx
t≥1
{Z(t)},

es igual a la distribución de una suma geométrica compuesta, donde la
variable de conteo está dada por K y las severidades corresponden a las
variables Y ∗1 , Y ∗2 , . . .

Proposición 5.3.16 Supóngase un proceso de superávit {Z(t)}∞t=0, para el
cual se tienen K ≥ 0 récords, como en la definición 5.3.12, y los tamaño
de los récords están dados por Y ∗1 , Y ∗2 , . . . , Y ∗K como en la definición 5.3.14.
Entonces la variable aleatoria máx

t>0
{Z(t)} se distribuye igual que la suma

compuesta ∑K
j=1 Y

∗
j , y por lo tanto:

ψ(u) = P

 K∑
i=1

Y ∗i ≥ u

 . (5.28)
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Demostración:
Sea K ≥ 1, entonces:

K∑
i=1

Y ∗i =
K∑
i=1

(Z(τ ∗i )− Z(τ ∗i−1))

= Z(τ ∗K)

≥ Z(t),

donde la desigualdad se cumple para cualquier valor de t ≥ 0, porque τ ∗K
es el valor donde el proceso {Z(t)}∞t=0 tiene su último récord. Esto implica
que:

K∑
i=1

Y ∗i = máx
t>0
{Z(t)}. (5.29)

Finalmente, por (5.22), para cada valor de u = 1, 2, . . . se tiene lo siguiente:

ψ(u) = P
(
máx
t>0
{Z(t)} > u

)

= P

 K∑
i=1

Y ∗i > u

 .
El caso K = 0 es trivial puesto que implica que la probabilidad de ruina
es cero. ut

Los resultados anteriores sirven para demostrar la fórmula de Pollaczeck-
Khinchine. Dicha fórmula se usará más adelante para justificar las aproxi-
maciones a la probabilidad de ruina que serán propuestas.

Proposición 5.3.17 (Fórmula de Pollaczeck-Khinchine versión discreta.)
Supóngase un modelo de Gerber-Dickson donde los montos de las reclama-
ciones tienen media µ. Usando la notación e hipótesis anteriores, para cada
valor de u = 1, 2, . . . la probabilidad de ruina puede calcularse como sigue:

ψ(u) = (1− µ)
∞∑
k=1

P (Sk ≥ u)µk, (5.30)

donde Sk = ∑k
i=1 Y

∗
i para k = 1, 2, . . . y Y ∗1 , Y

∗
2 , . . . se definen como en

(5.27).

Demostración:
Sea K la variable aleatoria que modela el número de récords del proceso
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de superávit asociado, definido en (5.20). Por hipótesis, los montos de las
reclamaciones tienen media µ, luego por (5.26) y (5.10) la variable K tiene
distribución GeoT(1 − µ). Tomando en cuenta lo anterior, por (5.28) y
condicionando con respecto a los valores de K:

ψ(u) = P

 K∑
i=0

Y ∗i ≥ u



=
∞∑
k=0

P

 K∑
i=0

Y ∗i ≥ u | K = k

 fK(k)

=
∞∑
k=0

P

 k∑
i=0

Y ∗i ≥ u

 (1− µ)µk

= (1− µ)
∞∑
k=1

P (Sk ≥ u)µk.

ut

Ejemplo 5.3.18 Uno de los casos donde se puede obtener la probabilidad
de ruina aplicando la fórmula de Pollaczeck-Khinchine es cuando el monto
de las reclamaciones tiene distribución Geo(p), (p > 1/2). Para esta dis-
tribución, la distribución de equilibrio es de nuevo Geo(p) (ver el ejemplo
5.3.4) y entonces la k-ésima convolución es una distribución BinNeg(k, p).
A continuación se muestra el cálculo.

Sea u ≥ 0, entonces:

ψ(u) = (1− µ)
∞∑
k=1

P (Sk ≥ u)µk

= (1− µ)
∞∑
k=1

k−1∑
i=0

u+ i− 1
i

 pi(1− p)u µk,
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haciendo intercambio de las sumas y sustituyendo µ = (1− p)/p se llega a:

ψ(u) =
(

1− 1− p
p

) ∞∑
i=0

∞∑
k=i+1

u+ i− 1
i

 pi(1− p)u (1− p
p

)k

=
(

1− 1− p
p

) ∞∑
i=0

u+ i− 1
i

 pi(1− p)u ∞∑
k=i+1

(1− p
p

)k

= (1− p)u+1
∞∑
i=0

u+ i− 1
i

 (1− p)i/p

=
(1− p

p

)u+1
. (5.31)

En la sección siguiente se hace una descripción y análisis de la distribu-
ción mezcla de binomiales negativas (MIBN). Una de las aplicaciones de la
igualdad (5.28) en este trabajo se encuentra en la demostración de la pro-
posición 5.4.7, donde se calcula la probabilidad de ruina cuando el monto
de las reclamaciones tiene distribución MIBN. Después, en la sección 5.6,
se aplica la fórmula de Pollaczeck-Khinchine dentro de la demostración del
teorema principal de este caṕıtulo, el teorema 5.6.1.

5.4. Distribución mezcla de binomiales negativas

En esta sección se presenta la distribución mezcla de binomiales nega-
tivas que se usará como herramienta principal para generar una aproxi-
mación a la probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones
tenga una distribución Poisson mezclada. Es importante señalar que a pe-
sar de que la mezcla de binomiales negativas es un caso muy análogo a la
distribución continua mezcla de Erlangs, no es posible usarla para aproxi-
mar cualquier distribución discreta con soporte no negativo. Solo se puede
usar para aproximar distribuciones Poisson mezcladas, como se establece
en el art́ıculo de Steutel y Van Eenige (1997) [80, Teorema 1 en la pág.
273], el resultado puede consultarse en el apéndice A. En dicho art́ıculo,
los autores definen una distribución mezcla de binomiales negativas como
una distribución cuya función generadora de probabilidad sea de la forma
siguiente:

P (z) = ĺım
m→∞

m∑
k=1

qk,m

 1− pk,m
1− pk,m z

rk,m ,
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definida para z < 1 y donde los coeficientes qk,m son números positivos y
suman uno. Esta es una distribución más general que la que se definirá en
este caṕıtulo, sin embargo, para los fines de la investigación de supondrá
un caso particular que se establece en la definición siguiente.

Definición 5.4.1 Supóngase que 0 < p < 1, π = (q1, q2, . . .), 0 ≤ qk ≤ 1 y∑∞
k=1 qk = 1. Se dice que una variable aleatoria X tiene distribución mezcla

infinita de binomiales negativas, o simplemente mezcla de binomiales ne-
gativas, con parámetros π y p si su función de probabilidad es la siguiente:

f(x) =
∞∑
k=1

qk

k + x− 1
x

pk(1− p)x, (5.32)

para cada valor de x = 0, 1, 2, . . . En este caso, se escribe X ∼ MIBN(π, p).

Cuando se hable de la distribución binomial negativa se usará la siguiente
notación para sus funciones de probabilidad y de distribución, respectiva-
mente:

bn(k, p)(x) =
k + x− 1

x

pk(1− p)x,
y

BN(k, p)(x) =
x∑
i=0

bn(k, p)(i)

= 1−
k−1∑
i=0

x+ i

i

pi(1− p)x+1

= 1−
k−1∑
i=0

bn(x+ 1, 1− p)(i),

ambas fórmulas válidas para cada valor de x = 0, 1, 2, . . . De esta manera,
la función de probabilidad (5.32) puede escribirse como:

f(x) =
∞∑
k=1

qk bn(k, p)(x),

para cada valor de x = 0, 1, 2, . . .

Observación 5.4.2 Una v.a. MIBN tiene la misma distribución que una
suma compuesta. De forma detallada, sea N una v.a. discreta con función
de probabilidad denotada por fN(k) para k = 1, 2, . . . y sean X1, X2, . . .
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v.a.i.i.d. con distribución Geo(p) e independientes de N , si se define SN =∑N
i=1Xi, entonces:

P (SN = x) =
∞∑
k=1

P

 N∑
i=1

Xi = x | N = k

P (N = k)

=
∞∑
k=1

P

 k∑
i=1

Xi = x

 fN(k)

=
∞∑
k=1

fN(k) bn(k, p)(x).

Por lo tanto:

SN ∼ MIBN(π, p). (5.33)

donde π = (fN(1), fN(2), . . .).

De la observación anterior, que caracteriza a una distribución MIBN como
suma compuesta, es fácil calcular algunas de sus propiedades. Por ejemplo,
la esperanza está dada por:

E(SN) = E(N)E(X)

= E(N)
(1− p

p

)
. (5.34)

Ahora, se presenta una expresión para la función de distribución.

Proposición 5.4.3 Supóngase que SN ∼ MIBN(π, p), donde las probabi-
lidades de N están dadas por π = (fN(1), fN(2), . . .), entonces su función
de distribución puede escribirse de la forma siguiente:

FSN (x) = E(FN(Z)), (5.35)

donde Z es una variable aleatoria con distribución BinNeg(x + 1, 1 − p)
para cada valor de x = 0, 1, 2, . . .
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Demostración:

FSN (x) =
∞∑
k=1

fN(k) BN(k, p)(x)

=
∞∑
k=1

fN(k)
1− k−1∑

i=0
bn(x+ 1, 1− p)(i)


=

∞∑
k=1

fN(k)
∞∑
i=k

bn(x+ 1, 1− p)(i)

=
∞∑
i=0

i∑
k=1

fN(k) bn(x+ 1, 1− p)(i)

= E(FN(Z)),

donde Z ∼ BinNeg(x+1, 1−p). Los intercambios de orden entre las sumas
son válidos por el teorema de la convergencia dominada para series (véase
apéndice C) usando como sucesión dominante cualquiera de las funciones
de probabilidad.

ut
En la proposición siguiente se establece que la función de probabilidad

de equilibrio de una variable aleatoria MIBN es de nuevo MIBN.

Proposición 5.4.4 Supóngase que SN ∼ MIBN(π, p), donde la variable
N tiene probabilidades dadas por π = (fN(1), fN(2), . . .), entonces la dis-
tribución de equilibrio de SN es MIBN(πe, p), donde las probabilidades del
vector πe = (fNe(1), fNe(2), . . .) están determinadas por la función de pro-
babilidad

fNe(j) = FN(j − 1)/E(N), (5.36)
para cada valor de j = 0, 1, 2, . . .
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Demostración:
Se usa la definición de fe y después se aplica la proposición 5.4.3.

fe(x) = 1
E(SN)(1− FSN (x))

= p

(1− p)E(N)
∞∑
i=0

FN(i)
x+ i

i

pi(1− p)x+1

=
∞∑
i=0

FN(i)
E(N)

x+ i

i

pi+1(1− p)x,

haciendo el cambio de ı́ndice j = i+1, se llega a una función de probabilidad
MIBN:

fe(x) =
∞∑
j=1

FN(j − 1)
E(N)

j + x− 1
x

pj(1− p)x

=
∞∑
j=1

fNe(j) bn(j, p)(x),

donde fNe(j) = FN(j − 1)/E(N). Claramente ∑∞
j=1 fNe(j) = 1. Por lo

tanto, fe es la función de probabilidad de una distribución MIBN(πe, p),
donde πe = (fNe(1), fNe(2), . . .).

ut
La proposición siguiente establece que la suma geométrica compuesta

de severidades con distribución MIBN, es de nuevo MIBN. Este resultado
es fundamental para calcular la probabilidad de ruina cuando el monto de
las reclamaciones tiene distribución MIBN.

Proposición 5.4.5 Supóngase que M ∼ GeoT(ρ) y sea SN1, SN2, . . . una
sucesión de variables aleatorias, cada una con distribución MIBN(π, p),
donde π = (fN(1), fN(2), . . .) y cada variable SNj con una variable de
conteo asociada Nj, cuyas probabilidades están dadas por π. Entonces:

M∑
j=1

SNj ∼ MIBN(π∗, p), (5.37)

donde π∗ es el vector de probabilidades asociadas a una variable de conteo
N ∗, cuyas probabilidades pueden ser obtenidas de forma recursiva como
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sigue:
fN∗(1) = ρ fN(1) (5.38)

fN∗(k) = (1− ρ)
k−1∑
i=1

fN(i) fN∗(k − i) + ρ fN(k), (5.39)

para cada valor de k = 2, 3, . . .
Demostración:
Sean S = ∑M

j=1 SNj , M ∼ GeoT(ρ) y SNj = ∑Nj
i=1Xi j, donde P (Nj = k) =

fN(k) y Xi j ∼ Geo(p). Para x ≥ 1 y m ≥ 1:

P (S = x |M = m) = P

 m∑
j=1

SNj = x



= P

 m∑
j=1

Nj∑
i=1

Xi j = x



= P

Nm∑
l=1

Xl = x

 , (5.40)

donde Nm = ∑m
i=1Ni y Xl ∼ Geo(p) para l ≥ 1. Ahora, condicionando

con respecto a los valores de M y usando la expresión (5.40) se calcula
P (S = x), para x ≥ 1:

P (S = x) =
∞∑
m=1

P (S = x |M = m)fM(m)

=
∞∑
m=1

P

Nm∑
l=1

Xl = x

 fM(m)

= P

N∗∑
l=1

Xl = x

 ,
donde N ∗ = ∑M

i=1Ni. Debido a que Xl ∼ Geo(p), entonces usando la carac-
terización (5.33), la suma compuesta ∑N∗

l=1Xl tiene distribución MIBN(π∗, p),
donde las probabilidades de π∗ están dadas por la función de probabilidad
de N ∗, las cuales pueden calcularse de forma recursiva usando la fórmula
de Panjer (véase apéndice A):

fN∗(1) = ρ fN(1),

fN∗(k) = (1− ρ)
k−1∑
i=1

fN(i) fN∗(k − i) + ρ fN(k), k ≥ 2.
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Por último, se verifica el valor de P (S = 0). Recordar que PX(r) denota la
función generadora de probabilidad de una v.a. X, entonces:

P (S = 0) = PS(0)

= PM(PN(PXi j
(0)))

= PM(PN(p))

= ρPN(p)
1− (1− ρ)PN(p) . (5.41)

Por otro lado, suponiendo que S ∼ MIBN(π∗, p):

P (S = 0) =
∞∑
k=1

fN∗(k) bn(k, p)(0)

=
∞∑
k=1

fN∗(k) pk

= fN∗(1) p+
∞∑
k=2

fN∗(k) pk.

Sustituyendo los valores de fN∗(k) a partir de (5.38) y de (5.39):

P (S = 0) = ρ fN(1) p+
∞∑
k=2

(1− ρ)
k−1∑
i=1

fN(i) fN∗(k − i) + ρ fN(k)
 pk

= ρ fN(1) p+ (1− ρ)
∞∑
k=2

k−1∑
i=1

fN(i) fN∗(k − i) pk + ρ
∞∑
k=2

fN(k) pk

= ρ
∞∑
k=1

fN(k) pk + (1− ρ)
∞∑
i=1

fN(i)
∞∑

k=i+1
fN∗(k − i) pk,

haciendo el cambio de ı́ndice j = k − i:

P (S = 0) = ρPN(p) + (1− ρ)
∞∑
i=1

fN(i)
∞∑
j=1

fN∗(j) pi+j

= ρPN(p) + (1− ρ)
∞∑
i=1

fN(i) pi
∞∑
j=1

fN∗(j) pj

= ρPN(p) + (1− ρ)PN(p)P (S = 0).

Despejando P (S = 0), se llega a la misma expresión que en (5.41), por lo
tanto, S ∼ MIBN(π∗, p).

ut
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Observación 5.4.6 A partir de las fórmulas recursivas (5.38) y (5.39), se
puede derivar una fórmula para calcular los valores de FN∗(k) = ∑∞

i=k+1 fN∗(i)
para k = 1, 2, . . .

FN∗(k) = (1− ρ)
k∑
j=1

fN(j)FN∗(k − j) + FN(k). (5.42)

A continuación se presentan los cálculos para obtener (5.42).
Para k = 1:

FN∗(1) = fN∗(1) = ρ fN(1),
por lo tanto, FN∗(1) = 1 − ρ fN(1), lo cual coincide con la fórmula (5.42)
cuando k = 1.
Para k ≥ 2:

FN∗(k) =
k∑
i=1

fN∗(i)

= fN∗(1) +
k∑
i=2

(1− ρ)
i−1∑
j=1

fN(j) fN∗(i− j) + ρ fN(i)


= ρ fN(1) + (1− ρ)
k∑
i=2

i−1∑
j=1

fN(j) fN∗(i− j) + ρ
k∑
i=2

fN(i)

= ρ
k∑
i=1

fN(i) + (1− ρ)
k−1∑
j=1

fN(j)
k∑

i=j+1
fN∗(i− j),

haciendo el cambio de ı́ndice m = i− j, se llega a la expresión siguiente:

FN∗(k) = ρFN(k) + (1− ρ)
k−1∑
j=1

fN(j)
k−j∑
m=1

fN∗(m)

= ρFN(k) + (1− ρ)
k−1∑
j=1

fN(j)FN∗(k − j).

A partir de la última igualdad se llega la expresión en (5.42).

En el siguiente resultado se establece una fórmula para calcular la pro-
babilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene una distri-
bución MIBN.
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Teorema 5.4.7 Supóngase que en el modelo de Gerber-Dickson (5.6), el
monto de las reclamaciones tiene distribución MIBN(π, p), donde π =
(fN(1), fN(2), . . .) y E(N) < ∞, entonces la probabilidad de ruina es la
siguiente:

ψ(u) =
∞∑
k=0

Ck P (Zu = k) (5.43)

= E(CZu), (5.44)

para cada valor de u = 1, 2, . . . y donde Zu ∼ BinNeg(u, 1 − p). Los va-
lores de la sucesión

{
Ck

}∞
k=0 quedan determinados por las tres igualdades

siguientes:

C0 = E(N)(1− p)/p, (5.45)

Ck = C0

 k∑
i=1

fNe(i)Ck−i + FNe(k)
 , (5.46)

fNe(i) = FN(i− 1)
E(N) . (5.47)

Demostración:
Sea

R0 =
M0∑
j=1

Ye,j,

una suma compuesta donde M0 ∼ Geo(ρ), y sean Ye,1, Ye,2, . . . las variables
aleatorias de equilibrio del monto de las reclamaciones MIBN(π, p). Por la
proposición 5.4.4,

Ye,j ∼ MIBN(πe, p),
para cada valor de j = 1, 2, . . . y donde las probabilidades en πe están
dadas por fNe(j) = FN(j − 1)/E(N).
Por la igualdad 5.28 y después condicionando con respecto a los valores de
M0, para u ≥ 1:

ψ(u) = P (R0 ≥ u)

= P (R0 ≥ u |M0 > 0)P (M0 > 0) + P (R0 ≥ u |M0 = 0)P (M0 = 0)

= P (R0 ≥ u |M0 > 0) (1− ρ)

= (1− ρ)P (R ≥ u),
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donde la variable aleatoria R es definida como la siguiente suma compuesta:

R :=
M∑
j=1

Ye,j,

para la cual, M ∼ GeoT(ρ) con función de probabilidad fM(k) = ρ(1 −
ρ)k−1, para k = 1, 2, . . . y por la proposición 5.3.13, ρ = 1− ψ(0).
Por la proposición 5.4.5, R ∼ MIBN(π∗, p), donde las probabilidades de
π∗ están dadas por las ecuaciones (5.38) y (5.39).
Ahora, por conveniencia se establece la siguiente notación:

Ck = (1− ρ)FN∗(k), (5.48)

para k ≥ 0. Entonces, por (5.35):

(1− ρ)P (R > u) = (1− ρ)E
(
FN∗(Zu)

)
=

∞∑
k=0

CkP (Zu = k).

Finalmente, calculamos los coeficientes Ck ya tomando en cuenta que ρ =
1−ψ(0), que en este caso es igual a 1−E(N)(1− p)/p por (5.10) y (5.34),
entonces:

C0 = (1− ρ)FN∗(0)

= 1− ρ

= E(N)(1− p)/p,

y por (5.42):

Ck = (1− ρ)FN∗(k)

= C0

 k∑
i=1

fNe(i)Ck−i + FNe(k)
 ,

para cada valor de k = 1, 2, . . . ut

Ejemplo 5.4.8 Un caso especial de una distribución MIBN, es la distri-
bución geométrica, que se obtiene cuando π = (1, 0, 0, . . .). A continuación
se calcula la probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones
sigue una distribución Geo(p) usando la fórmula (5.43).



5.5. DISTRIBUCIÓN POISSON MEZCLADA 151

Usando las fórmulas (5.45) a (5.47):

C0 = (1− p)/p.

C1 = (1− p)/p
(
fNe(1)(1− p)/p+ FNe(1)

)
= ((1− p)/p)2 .

C2 = (1− p)/p
(
fNe(1)((1− p)/p)2 + fNe(2)(1− p)/p+ FNe(2)

)
= ((1− p)/p)3 .

...

Ck = ((1− p)/p)k+1 .

Ahora, sustituyendo en la fórmula del teorema 5.4.7:

ψ(0) = 1− p
p

.

Y

ψ(u) =
∞∑
k=0

Ck

u+ k − 1
k

(1− p)u pk

=
∞∑
k=0

((1− p)/p)k+1
u+ k − 1

k

(1− p)u pk

=
(1− p

p

)u+1 ∞∑
k=0

u+ k − 1
k

 (1− p)k pu

=
(1− p

p

)u+1
.

De esta manera, se ha vuelto a obtener la probabilidad de ruina que se
obtuvo en (5.31).
A continuación se presentan algunos resultados que servirán para estable-
cer en qué caso se puede hacer una aproximación basándose en el uso de
mezclas de binomiales negativas.

5.5. Distribución Poisson mezclada

La distribución Poisson mezclada surge al considerar un fenómeno que
se puede modelar con una distribución Poisson, pero con un parámetro
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desconocido. Al suponer que el parámetro es una variable aleatoria Λ, se
llega a la distribución Poisson mezclada, cuya distribución de mezcla o
mezclante, es la función de distribución de Λ. En el contexto de estad́ıstica
Bayesiana, a la distribución de Λ se le conoce como distribución a priori.
Una referencia que contiene muchas propiedades de esta distribución es el
libro de Grandell (1997) [46]. Una referencia posterior que contiene una
amplia revisión del tema aśı como una gran muestra de distribuciones co-
nocidas que surgen de una distribución Poisson mezclada es el art́ıculo de
Karlis y Xekalaki (2005) [49]. A continuación se presenta la definición de
distribución Poisson mezclada.

Definición 5.5.1 Se dice que una variable aleatoria discreta X tiene dis-
tribución Poisson mezclada con función de distribución mezclante FΛ si la
variable aleatoria condicionada X | (Λ = λ) tiene distribución Poisson(λ),
para alguna variable aleatoria Λ positiva.

Cuando una variable aleatoria X tenga distribución Poisson mezclada con
función de distribución mezclante FΛ, se escribirá X ∼ PM(FΛ). Los si-
guientes resultados son muy conocidos y fáciles de demostrar, todos ellos
pueden consultarse en Karlis y Xekalaki (2005) [49].

Proposición 5.5.2 Supóngase que X ∼ PM(FΛ), entonces:

a) Para x = 0, 1, 2, . . . la función de probabilidad de X está dada por la
siguiente expresión:

P (X = x) =
∫ ∞

0
e−λ λx/x! dFΛ(λ). (5.49)

En el caso particular de que Λ sea una variable aleatoria discreta con
función de probabilidad fΛ(i), i ≥ 1, entonces:

P (X = x) =
∞∑
i=1

e−i ix/x! fΛ(i). (5.50)

b) El valor esperado de X es igual al valor esperado de Λ.

c) La función generadora de probabilidad de X está dada por:

PX(r) =
∫ ∞

0
e−λ(1−r)dFΛ(λ), (5.51)

suponiendo valores de r < 1.



5.5. DISTRIBUCIÓN POISSON MEZCLADA 153

La siguiente proposición establece una relación muy interesante entre la
distribución MIE, de la cual se habla en el caṕıtulo 2, y la distribución
MIBN.

Proposición 5.5.3 Supóngase que FΛ es función de distribución MIE(π, β),
donde π = (q1, q2, . . .) y ∑∞

k=1 qk = 1. Entonces la función de probabilidad
de una distribución PM(FΛ) es igual a la función de probabilidad de una
distribución MIBN(π, β/(β + 1)).

Demostración:
Sea X ∼ PM(FΛ), donde FΛ es una función de distribución MIE(π, β),
donde π = (q1, q2, . . .) y ∑∞

k=1 qk = 1. Entonces la función de probabilidad
de X se obtiene al aplicar la igualdad (5.49) y después completar una
función de densidad gama, como se muestra a continuación:

P (X = x) =
∫ ∞

0
e−λ λx/x!

∞∑
k=1

qk erl(k, β)(λ)dλ (5.52)

=
∞∑
k=1

qk

(
β

β + 1

)k ( 1
β + 1

)x (k + x− 1)!
(k − 1)!x! (5.53)

=
∞∑
k=1

qk bn(k, β/(β + 1))(x), (5.54)

para valores de x = 0, 1, 2, . . . Por lo tanto, X ∼ MIBN(π, β/(β + 1)).
ut

Ejemplo 5.5.4 Sea X ∼ PM(FΛ), donde Λ ∼ Exp(β). Debido a que una
distribución exponencial es igual a una mezcla de Erlangs con parámetros
π = (1, 0, 0, . . .) y β, entonces por la proposición 5.5.3 se cumple que:

P (X = x) = bn(1, β/(β + 1))(x),

para valores de x = 0, 1, 2, . . . y esto implica que X ∼ Geo(p), donde
p = β/(β + 1).

Ahora, se enuncia una proposición que será muy útil para mostrar que
una distribución Poisson mezclada puede ser aproximada con funciones
de distribución MIBN. Dicho resultado aparece en Grandell (1997) [46].
Recordar que la notación Xn

D−→ X quiere decir que la sucesión X1, X2, . . .

converge en distribución a X.
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Proposición 5.5.5 Sean Λ1,Λ2, . . . una sucesión de variables aleatorias
positivas, cuyas funciones de distribución están dadas por F1, F2, . . . y sean
X1, X2, . . . variables aleatorias, donde cada Xi ∼ PM(Fi), i ≥ 1. Entonces
Xn

D−→ X, si y solo si, Λn
D−→ Λ, donde X ∼ PM(FΛ).

Para la demostración de este resultado véase Grandell (1997) [46, pág. 16].

Ahora, se establece cómo debe generarse una sucesión de distribucio-
nes mezcla de binomiales negativas para aproximar cualquier distribución
Poisson mezclada.

Proposición 5.5.6 Sea X ∼ PM(FΛ), donde FΛ puede ser una función de
distribución continua con soporte positivo, o bien, la función de distribución
de una variable aleatoria discreta positiva. Para cada valor de n ≥ 1, sea
Xn una variable aleatoria con distribución MIBN(πn, pn), donde:

πn = (q(1, n), q(2, n), . . .),

q(k, n) = FΛ(k/n)− FΛ((k − 1)/n),

pn = n/(n+ 1),

entonces Xn
D−→ X.

Demostración:
Primero, supóngase que FΛ es continua. Sean Λ1,Λ2, . . . variables aleatorias
con función de distribución dada por la siguiente mezcla de Erlangs (véase
caṕıtulo 2):

Fn(x) =
∞∑
k=1

q(k, n) Erl(k, n)(x), (5.55)

para x > 0, y donde q(k, n) = FΛ(k/n)−FΛ((k−1)/n). Por la proposición
2.1.7, se sabe que para cualquier x > 0:

ĺım
n→∞Fn(x) = FΛ(x).

Como Λn
D−→ Λ, entonces por la proposición 5.5.5, Xn

D−→ X, donde Xn tiene
distribución PM(Fn). Por último, por la proposición 5.5.3, la distribución
de Xn es una MIBN(π, pn), con parámetros π = (q(1, n), q(2, n), . . .) y
pn = n/(n+1). Esto prueba la proposición para una función de distribución
mezclante continua.
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Ahora, supóngase que FΛ es la función de distribución de una variable
aleatoria discreta con soporte positivo. Sea Yn ∼ BinNeg(λn, n/(n + 1)),
donde λ y n son enteros positivos y sea Z una variable aleatoria Poisson(λ).
Sean PYn(r) y PZ(r) las funciones generadoras de probabilidad de Yn y Z.
Es conocido que ambas funciones generadoras existen para cualquier valor
de r < 1. Entonces, suponiendo que r < 1:

ĺım
n→∞PYn(r) = ĺım

n→∞

(
1 + 1− r

n

)−λn
= exp{−λ(1− r)}

= PZ(r).

Por lo tanto,
Yn

D−→ Z. (5.56)

Por otro lado, supóngase que X es una variable aleatoria Poisson mezclada
con función de probabilidad fX(x) para x = 0, 1, 2, . . . y que su distribución
mezclante Λ es discreta con función de probabilidad fΛ(λ) para λ = 1, 2, . . .
Sea {Xn}∞n=1 una sucesión de variables aleatorias, cada una con función de
probabilidad dada por:

fn(x) =
∞∑
k=1

q(k, n) bn
(
k,

n

n+ 1

)
(x), (5.57)

para n = 1, 2, . . . ;x = 0, 1, . . . y donde q(k, n) = FΛ(k/n)−FΛ((k− 1)/n).
Notar que para cualquier número natural n, si k no es múltiplo de n,
entonces q(k, n) = 0. Sea k = λn, para λ = 1, 2, . . ., entonces:

q(k, n) = q(λn, n) = fΛ(λ).

Por lo anterior, supóngase que x = 0, 1, . . . fijo, entonces:

fXn
(x) =

∞∑
k=1

q(k, n) bn(k, n/(n+ 1))(x)

=
∞∑
λ=1

q(λn, n) bn(λn, n/(n+ 1))(x)

=
∞∑
λ=1

fΛ(λ) bn(λn, n/(n+ 1))(x).
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Ahora, tomando ĺımites y por (5.56):

ĺım
n→∞ fXn

(x) = ĺım
n→∞

∞∑
λ=1

fΛ(λ) bn(λn, n/(n+ 1))(x)

=
∞∑
λ=1

fΛ(λ) ĺım
n→∞ bn(λn, n/(n+ 1))(x)

=
∞∑
λ=1

fΛ(λ) poisson(λ)(x)

= f(x).

Entonces, se cumple que:

ĺım
n→∞ fn(x) = f(x), (5.58)

para cualquier x = 0, 1, 2, . . . y por lo tanto:

Xn
D−→ X.

Esto prueba el resultado también para el caso discreto de Λ.
ut

La proposición 5.5.6, indica que para una variable aleatoriaX ∼ PM(FΛ),
su función de probabilidad puede ser aproximada con una función de pro-
babilidad MIBN con parámetros adecuados. Es decir, para un valor de n
suficientemente grande:

P (X = x) ≈
∞∑
k=1

q(k, n) bn(k, pn)(x), (5.59)

donde:

q(k, n) = FΛ (k/n)− FΛ ((k − 1)/n) , (5.60)

pn = n

n+ 1 . (5.61)

Observación 5.5.7 Para una variable aleatoria Xn ∼MIBN(πn, pn) co-
mo en la proposición anterior, se cumple que:

E(Xn) < 1. (5.62)
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5.6. Aproximación a la probabilidad de ruina

El procedimiento para aproximar la probabilidad de ruina, análogo al
utilizado en la sección 4.1, es el siguiente:

Suponer que se tiene una función de distribución F (x) de una distribu-
ción PM(FΛ); y sea {Fn(x)} una sucesión de funciones de distribución
definidas como en la proposición 5.5.6, es decir, funciones de distribu-
ción mezcla de binomiales negativas aproximantes a F (x).

Si n es lo suficientemente grande, Fn(x) estará cerca de F (x), y como
se muestra más adelante, también ψn(u) estará cerca de ψ(u), don-
de ψn(u) representa la probabilidad de ruina cuando el monto de las
reclamaciones tiene función de distribución Fn(x), y ψ(u) es la proba-
bilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene función
de distribución F (x). Aśı, el valor de ψn(u) podrá ser usado como una
aproximación a ψ(u).

Este procedimiento queda formalizado en el siguiente teorema.

Teorema 5.6.1 Supóngase que en el modelo de Gerber-Dickson el monto
de las reclamaciones tiene distribución Poisson mezclada con función de
distribución mezclante FΛ, entonces:

ψ(u) = ĺım
n→∞ψn(u),

para cada valor de u = 1, 2, . . . y donde:

ψn(u) =
∞∑
k=0

Ck,n P (Z = k) (5.63)

= E
(
CZ,n

)
, (5.64)

para cada valor de n = 1, 2, . . . y donde Z representa una variable aleatoria
con distribución BinNeg(u, 1/(1 +n)). Los valores de la sucesión

{
Ck,n

}∞
k=0
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quedan determinados por:

C0,n =
∞∑
j=0

FΛ(j/n)/n, (5.65)

Ck,n = C0,n

 k∑
i=1

fNe(i)Ck−i,n + FNe(k)
 , (5.66)

fNe(i) = FΛ((i− 1)/n)∑∞
j=0 FΛ(j/n) . (5.67)

Demostración:
Supóngase que X ∼ PM(FΛ), donde Λ es una variable aleatoria positiva,
ya sea discreta o continua, pero con E(X) < 1. Sea X1, X2, . . . una sucesión
de variables aleatorias tales que para cada valor de n = 1, 2, . . . la variable
aleatoria Xn ∼ MIBN(πn, pn), donde:

πn = (q(1, n), q(2, n), . . .),

q(k, n) = FΛ(k/n)− FΛ((k − 1)/n),

pn = n/(n+ 1).

De esta manera, la función de probabilidad de Xn está dada por:

fXn
(x) =

∞∑
k=1

q(k, n) bn(k, n/(n+ 1))(x), (5.68)

para cada valor de x = 0, 1, 2, . . . y donde q(k, n) = FΛ(k/n)−FΛ((k−1)/n).
Sea Nn una variable aleatoria con función de probabilidad fNn(k) = q(k, n)
para k ≥ 1. Primero, por la igualdad (5.34):

E(Xn) = E(Nn)
1/(n+ 1)
n/(n+ 1)

=
∞∑
k=1

k P (Nn = k)/n

=
∞∑
k=1

(k/n) q(k, n).
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Tomando ĺımites:

ĺım
n→∞E(Xn) = ĺım

n→∞

∞∑
k=1

(k/n) q(k, n)

=
∫ ∞
0
xdFΛ(x)

= E(Λ)

= E(X). (5.69)

Ahora, por la proposición 5.5.6 se tiene que Xn
D−→ X, lo cual implica que

para cada valor de x = 0, 1, 2, . . . se cumple:
ĺım
n→∞FXn

(x) = FX(x),
lo cual implica también:

ĺım
n→∞FXn

(x) = FX(x).
Combinando lo anterior con (5.69):

ĺım
n→∞

FXn
(x)

E(Xn)
= FX(x)

E(X) .

Por lo tanto, para x = 0, 1, 2, . . . la función de probabilidad de equilibrio
de Xn converge a la función de probabilidad de equilibrio de X, es decir:

ĺım
n→∞ fe,n(x) = fe(x). (5.70)

Suponiendo que Xn1, Xn2, . . . son variables aleatorias independientes cuya
función de probabilidad es fe,n(x) y su función generadora de probabilidad
está dada por Pn(r), entonces la función generadora de probabilidad de

Sk,n :=
k∑
i=1

Xni, (5.71)

es igual a
PSk,n(r) = (Pn(r))k,

tomando ĺımites, usando (5.70) y debido a la continuidad de la función
generadora de probabilidad para r < 1:

ĺım
n→∞PSk,n(r) = ĺım

n→∞(Pn(r))k

= ( ĺım
n→∞Pn(r))

k

= (Pe(r))k, (5.72)
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donde Pe(r) es la función generadora de probabilidad de la distribución
de equilibrio de X. Si se definen Xe,1, Xe,2, . . . como variables aleatorias
independientes, con función de probabilidad igual a fe(x), entonces la suma

Sk :=
k∑
i=1

Xe,i, (5.73)

tiene como función generadora de probabilidad a:

PSk(r) = (Pe(r))k, (5.74)

Igualando (5.74) y (5.72):

ĺım
n→∞PSk,n(r) = PSk(r),

para r < 1. Por lo tanto:

ĺım
n→∞F

∗k
e,n(x) = F ∗ke (x). (5.75)

Para terminar la prueba se calcula ψn(u) a partir de la fórmula de Pollaczeck-
Khinchine :

ψn(u) =
∞∑
k=1

P (Sk,n ≥ u) (1− E(Xn))E(Xn)k

=
∞∑
k=1

(1− P (Sk,n ≤ u− 1)) (1− E(Xn))E(Xn)k

=
∞∑
k=1

(1− F ∗ke,n(u− 1)) (1− E(Xn))E(Xn)k,

tomando ĺımites y usando (5.69) y (5.75):

ĺım
n→∞ψn(u) = ĺım

n→∞

∞∑
k=1

(1− F ∗ke,n(u− 1)) (1− E(Xn))E(Xn)k

=
∞∑
k=1

ĺım
n→∞(1− F ∗ke,n(u− 1)) (1− E(Xn))E(Xn)k

=
∞∑
k=1

(1− F ∗ke (u− 1)) (1− E(X))E(X)k

= ψ(u).

El ĺımite puede entrar a la suma en el cálculo anterior por el teorema de la
convergencia monótona para series. Por (5.62) se cumple que E(Xn) < 1,
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entonces se usa como sucesión dominante a E(Xn)k, y ∑∞
k=1E(Xn)k =

E(Xn)/(1− E(Xn)) <∞.
Ahora calculamos la forma de ψn. Como se tiene que el monto de las recla-
maciones (modeladas con Xn) tienen distribución MIBN(πn, pn), donde

πn = (q(1, n), q(2, n), . . .),

q(k, n) = FΛ(k/n)− FΛ((k − 1)/n),

pn = n/(n+ 1),

entonces, por el teorema 5.4.7:

ψn(u) =
∞∑
k=0

Ck,n P (Z = k)

= E(CZ,n),

para cada valor de u = 1, 2, . . . y donde Z ∼ BinNeg(u, 1/(n+ 1)) y los va-
lores de la sucesión

{
Ck,n

}∞
k=0 quedan determinados por las tres igualdades

siguientes:

C0,n = E(Nn)/n,

Ck,n = C0,n

 k∑
i=1

fNe(i)Ck−i,n + FNe(k)
 ,

fNe(i) = FNn(i− 1)
E(Nn)

.

Aśı, solo resta calcular la forma de E(Nn) y de FNn(i− 1). Para el cálculo
de E(Nn) se tiene que:

E(Nn) =
∞∑
j=1

P (Nn > j − 1)

=
∞∑
j=1

∞∑
i=j
q(i, n)

=
∞∑
j=1

∞∑
i=j

(FΛ(i/n)− FΛ((i− 1)/n))

=
∞∑
j=0

FΛ(j/n).
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Por lo tanto:
C0,n =

∞∑
j=0

FΛ(j/n)/n.

Para el cálculo de FNn(i− 1) se tiene que:
FNn(i− 1) = P (Nn > i− 1)

=
∞∑
k=i

q(k, n)

=
∞∑
k=i

(FΛ(k/n)− FΛ((k − 1)/n))

= FΛ((i− 1)/n).
Por lo tanto:

fNe(i) = FΛ((i− 1)/n)∑∞
j=0 FΛ(j/n) .

ut
En la siguiente sección se establecen dos métodos de aproximación a la

probabilidad de ruina a partir de las fórmulas (5.63) y (5.64). Una observa-
ción importante sobre el coeficiente C0,n = ∑∞

j=0 FΛ(j/n)/n, necesario para
calcular el resto de los coeficientes Ck,n, es que representa una suma supe-
rior de la integral de FΛ. Debido a que el ĺımite de C0,n cuando n → ∞
es igual a E(Λ), entonces los coeficientes Ck,n resultarán sobrestimados.
Por lo anterior, en los métodos de aproximación se fijará C0,n = E(Λ), sin
importar qué valor de n se use. Este cambio causó que las aproximaciones
a la probabilidad de ruina mejoraran en los ejemplos que se desarrollaron.

5.6.1. Primer método de aproximación

A continuación se presenta como corolario del teorema 5.6.1 la primera
propuesta de aproximación a la probabilidad de ruina en el modelo de
Gerber-Dickson.
Corolario 5.6.2 Suponer que en un modelo de Gerber-Dickson el monto
de las reclamaciones tiene una distribución PM(FΛ). Si n es un número
suficientemente grande, entonces:

ψ(u) ≈
∞∑
k=0

Ck,n bn(u, 1/(1 + n))(k), (5.76)
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donde los valores de {Ck,n}∞k=0 se calculan como sigue:
C0,n = E(Λ) (5.77)

Ck,n = E(Λ)
 k∑
i=1

fNe(i)Ck−i,n + FNe(k)
 , (5.78)

fNe(i) = FΛ((i− 1)/n)∑∞
j=0 FΛ(j/n) . (5.79)

La aproximación anterior, puede ser calculada cuando el monto de las re-
clamaciones tiene distribución PM(FΛ). Los sumandos en (5.76) convergen
a cero con rapidez por el producto de las probabilidades de la distribución
binomial negativa con los coeficientes Ck,n que son probabilidades de cola
(recordar la igualdad (5.48)). Por lo tanto, la suma infinita puede ser trun-
cada en algún sumando a partir del cual, los términos siguientes resulten
ser poco representativos numéricamente.
Ejemplo 5.6.3 Usando la ecuación (5.76), se calcula una aproximación a
la probabilidad de ruina en el caso de que el monto de las reclamaciones
tenga distribución PM(FΛ), donde Λ ∼ Exp(β). En este caso, esta distri-
bución es equivalente a una distribución Geo(β/(1+β)) y como se ha visto
en (5.31), la probabilidad de ruina exacta es la siguiente:

ψ(u) =
1/(1 + β)
β/(1 + β)

u+1

= 1/βu+1.

Ahora se comprobará que la aproximación (5.76) converge a la solución
conocida cuando n→∞.
Primero, se calcula de manera sencilla lo siguiente:

fNe(i) = e−iβ/n(eβ/n − 1),

FNe(k) = e−βk/n.

Después de algunos cálculos, se llega a:

Ck,n = 1
β

[1
β

(1− e−β/n) + e−β/n
]k
. (5.80)

Sustituyendo (5.80) en (5.76) y simplificando, se obtiene la siguiente ex-
presión para la probabilidad de ruina:

ψn(u) = 1
β

(
1− n (1− e−β/n)/β + n (1− e−β/n)

)−u
.
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Cuando n → ∞, se puede comprobar que n (1 − e−β/n) → β, por lo cual,
se llega a:

ĺım
n→∞ψn(u) = 1

β
(1− 1 + β)−u = 1/βu+1,

que es la conocida probabilidad de ruina cuando el monto de las reclama-
ciones se distribuye de manera geométrica.

Más adelante se considerarán otros ejemplos de aplicación de este método
para aproximar probabilidades de ruina.

5.6.2. Segundo método de aproximación

La segunda aproximación, que se enuncia en el siguiente corolario, se
basa en el valor esperado que aparece en la igualdad (5.64), aplicando la
ley de los grandes números (LGN), véase el libro de Feller [35, pág. 260].

Corolario 5.6.4 Suponer un modelo de Gerber-Dickson donde el monto
de las reclamaciones sigue una distribución PM(FΛ). Sea z1, . . . , zm una
muestra aleatoria de una distribución BinNeg(u, 1/(1 + n)). Si n y m son
números suficientemente grandes, entonces:

ψ(u) ≈ 1
m

m∑
i=1

Czi,n, (5.81)

donde los valores de {Ck,n}∞k=0 se calculan como en (5.77), (5.78) y (5.79).

5.7. Ejemplos numéricos

En esta sección se aplican los nuevos métodos de aproximación a la pro-
babilidad de ruina que han sido propuestos en este caṕıtulo, los resultados
son contrastados con la probabilidad de ruina exacta, obtenida usando la
fórmula recursiva de la proposición 5.2.2. Para poder usar dicha fórmula con
éxito se escogieron ejemplos con parámetros que produjeran expresiones
sencillas. Para modelar el monto de los reclamos, se usaron como distribu-
ción de mezcla a las distribuciones exponencial, Erlang, uniforme, Pareto,
lognormal y geométrica truncada en cero. En todos los casos se calcularon
aproximaciones a la probabilidad de ruina para los casos u = 0, 1, 2, . . . , 10.
Para el primer método de aproximación propuesto se usó n = 500 y para
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el segundo método se generaron m = 1000 valores provenientes de una
distribución BinNeg(u, 1/(n + 1)) y de nuevo se usó n = 500. También se
usó de manera homogénea el valor de ε = 0.00001 para buscar el número

k∗ = máx{x > un | bn(u, 1/(1 + n))(x) > ε}. (5.82)

Por los comentarios hechos después del corolario 5.6.2, sobre ignorar los
sumandos a partir de cierto valor, solo se tomaron los primeros k∗ sumandos
de (5.76). Este criterio también se usó en el caṕıtulo 4 y se explicó en la
sección 4.3.
La implementación de los métodos fue hecha usando el software R [71].
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5.7.1. Distribución de mezcla constante

En esta sección, se supondrá que los montos de reclamación tienen dis-
tribución PM(FΛ) y P (Λ = 2/3) = 1. En este caso, la distribución PM(FΛ)
se convierte en una distribución Poisson(2/3). Claramente E(Λ) = 2/3.
En la tabla 5.1 se pueden ver los resultados de las aproximaciones. Las
columnas E, N1 y N2 muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (ψ̂−ψ)/ψ para
los valores de N1 y N2 . En la figura 5.6 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y N2 . Y en la figura 5.7 se muestran los valores de u
contra los errores relativos de las aproximaciones.

ψ

u

E ≈ N1 ≈ N2

Monto de las reclamaciones PM(Λ)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.2

0.4

0.6

Figura 5.6: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(Λ) y P (Λ = 2/3) = 1.



5.7. EJEMPLOS NUMÉRICOS 167

Tabla 5.1: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución PM(FΛ) y P (Λ = 2/3) = 1.

u E N1
ψ̂−ψ
ψ N2

ψ̂−ψ
ψ

0 0.66667 0.66667 0.00000 0.66667 0.00000
1 0.35076 0.35100 0.00070 0.34486 -0.01682
2 0.16827 0.16863 0.00209 0.17128 0.01785
3 0.07878 0.07906 0.00363 0.07941 0.00801
4 0.03674 0.03693 0.00514 0.03770 0.02601
5 0.01714 0.01725 0.00665 0.01759 0.02626
6 0.00799 0.00806 0.00816 0.00826 0.03349
7 0.00373 0.00376 0.00967 0.00373 0.00161
8 0.00174 0.00176 0.01118 0.00170 -0.02281
9 0.00081 0.00082 0.01269 0.00077 -0.04922
10 0.00038 0.00038 0.01421 0.00034 -0.10841

N1

N2

u

ψ̂−ψ
ψ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.12
-0.1
-0.08
-0.06
-0.04
-0.02

0
0.02

Errores relativos

Figura 5.7: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(Λ) y P (Λ = 2/3) = 1.
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5.7.2. Distribución de mezcla exponencial

En esta sección, se supondrá que los montos de reclamación tienen dis-
tribución PM(FΛ) y Λ ∼ Exp(3/2). Como se mencionó en el ejemplo 5.5.4,
es equivalente decir que el monto de las reclamaciones sigue una distribu-
ción Geo(3/5). En la tabla 5.2 se pueden ver los resultados de las apro-
ximaciones. Las columnas E, N1 y N2 muestran para cada valor de u los
valores exactos, aproximados con el primer método y aproximados con el
segundo método, respectivamente. También se muestran los errores relati-
vos (ψ̂ − ψ)/ψ para los valores de N1 y N2 . En la figura 5.8 se muestran
los valores de u contra los valores de E, N1 y N2 . Y en la figura 5.9 se
muestran los valores de u contra los errores relativos de las aproximaciones.

ψ

u

E ≈ N1 ≈ N2

Monto de las reclamaciones PM(Λ)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.2

0.4

0.6

Figura 5.8: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(Λ) y Λ ∼ Exp(3/2).
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Tabla 5.2: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución PM(FΛ) y Λ ∼ Exp(3/2).

u E N1
ψ̂−ψ
ψ N2

ψ̂−ψ
ψ

0 0.66667 0.66667 0.00000 0.66667 0.00000
1 0.35076 0.35100 0.00070 0.34486 -0.01682
2 0.16827 0.16863 0.00209 0.17128 0.01785
3 0.07878 0.07906 0.00363 0.07941 0.00801
4 0.03674 0.03693 0.00514 0.03770 0.02601
5 0.01714 0.01725 0.00665 0.01759 0.02626
6 0.00799 0.00806 0.00816 0.00826 0.03349
7 0.00373 0.00376 0.00967 0.00373 0.00161
8 0.00174 0.00176 0.01118 0.00170 -0.02281
9 0.00081 0.00082 0.01269 0.00077 -0.04922
10 0.00038 0.00038 0.01421 0.00034 -0.10841

N1

N2

u

ψ̂−ψ
ψ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

Errores relativos

Figura 5.9: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(Λ) y Λ ∼ Exp(3/2).
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5.7.3. Distribución de mezcla Erlang

En esta sección, se supondrá que los montos de reclamación tienen dis-
tribución PM(FΛ) y Λ ∼ Erl(2, 3). Para esta distribución E(Λ) = 2/3.
En la tabla 5.3 se pueden ver los resultados de las aproximaciones. Las
columnas E, N1 y N2 muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (ψ̂−ψ)/ψ para
los valores de N1 y N2 . En la figura 5.10 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y N2 . Y en la figura 5.11 se muestran los valores de
u contra los errores relativos de las aproximaciones.

ψ

u

E ≈ N1 ≈ N2

Monto de las reclamaciones PM(Λ)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.2

0.4

0.6

Figura 5.10: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(Λ) y Λ ∼ Erl(2, 3).
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Tabla 5.3: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución PM(FΛ) y Λ ∼ Erl(2, 3).

u E N1
ψ̂−ψ
ψ N2

ψ̂−ψ
ψ

0 0.66667 0.66667 0.00000 0.66667 0.00000
1 0.35076 0.35100 0.00070 0.34486 -0.01682
2 0.16827 0.16863 0.00209 0.17128 0.01785
3 0.07878 0.07906 0.00363 0.07941 0.00801
4 0.03674 0.03693 0.00514 0.03770 0.02601
5 0.01714 0.01725 0.00665 0.01759 0.02626
6 0.00799 0.00806 0.00816 0.00826 0.03349
7 0.00373 0.00376 0.00967 0.00373 0.00161
8 0.00174 0.00176 0.01118 0.00170 -0.02281
9 0.00081 0.00082 0.01269 0.00077 -0.04922
10 0.00038 0.00038 0.01421 0.00034 -0.10841

N1

N2

u

ψ̂−ψ
ψ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-0.06

-0.04

-0.02

0
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Errores relativos

Figura 5.11: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(Λ) y Λ ∼ Erl(2, 3).
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5.7.4. Distribución de mezcla uniforme

En esta sección, se supondrá que los montos de reclamación tienen dis-
tribución PM(FΛ) y Λ ∼ U(0, 8/5). Para esta distribución E(Λ) = 4/5.
En la tabla 5.4 se pueden ver los resultados de las aproximaciones. Las
columnas E, N1 y N2 muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (ψ̂−ψ)/ψ para
los valores de N1 y N2 . En la figura 5.12 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y N2 . Y en la figura 5.13 se muestran los valores de
u contra los errores relativos de las aproximaciones.

ψ

u

E ≈ N1 ≈ N2

Monto de las reclamaciones PM(Λ)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 5.12: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(Λ) y Λ ∼ U(0, 8/5).
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Tabla 5.4: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución PM(FΛ) y Λ ∼ U(0, 8/5).

u E N1
ψ̂−ψ
ψ N2

ψ̂−ψ
ψ

0 0.80000 0.80000 0.00000 0.80000 0.00000
1 0.59905 0.59902 -0.00006 0.59552 -0.00589
2 0.43486 0.43524 0.00087 0.43711 0.00517
3 0.31227 0.31281 0.00175 0.31055 -0.00549
4 0.22363 0.22422 0.00260 0.22691 0.01464
5 0.16010 0.16064 0.00342 0.16143 0.00835
6 0.11461 0.11510 0.00423 0.11542 0.00701
7 0.08205 0.08246 0.00503 0.08193 -0.00150
8 0.05874 0.05908 0.00583 0.05839 -0.00594
9 0.04205 0.04233 0.00662 0.04145 -0.01441
10 0.03011 0.03033 0.00741 0.02940 -0.02341

N1

N2

u

ψ̂−ψ
ψ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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-0.04

-0.02

0
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Figura 5.13: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(Λ) y Λ ∼ U(0, 8/5).
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5.7.5. Distribución de mezcla Pareto

En esta sección, se supondrá que los montos de reclamación tienen dis-
tribución PM(FΛ) y Λ ∼ Pareto(3, 1). Para esta distribución E(Λ) = 1/2.
En la tabla 5.5 se pueden ver los resultados de las aproximaciones. Las
columnas E, N1 y N2 muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (ψ̂−ψ)/ψ para
los valores de N1 y N2 . En la figura 5.14 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y N2 . Y en la figura 5.15 se muestran los valores de
u contra los errores relativos de las aproximaciones.

ψ

u

E ≈ N1 ≈ N2

Monto de las reclamaciones PM(Λ)
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Figura 5.14: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(Λ) y Λ ∼ Pareto(3, 1).
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Tabla 5.5: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución PM(FΛ) y Λ ∼ Pareto(3, 1).

u E N1
ψ̂−ψ
ψ N2

ψ̂−ψ
ψ

0 0.50000 0.50000 0.00000 0.50000 0.00000
1 0.28757 0.28751 -0.00023 0.28484 -0.00950
2 0.18050 0.18046 -0.00022 0.18216 0.00921
3 0.12014 0.12010 -0.00034 0.11960 -0.00448
4 0.08348 0.08344 -0.00053 0.08445 0.01159
5 0.06001 0.05996 -0.00076 0.06034 0.00547
6 0.04437 0.04432 -0.00100 0.04450 0.00301
7 0.03360 0.03356 -0.00127 0.03343 -0.00528
8 0.02599 0.02595 -0.00154 0.02577 -0.00866
9 0.02049 0.02045 -0.00182 0.02019 -0.01468
10 0.01643 0.01639 -0.00210 0.01612 -0.01859

N1
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ψ̂−ψ
ψ
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-0.04
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0
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Errores relativos

Figura 5.15: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(Λ) y Λ ∼ Pareto(3, 1).
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5.7.6. Distribución de mezcla lognormal

En esta sección, se supondrá que los montos de reclamación tienen dis-
tribución PM(FΛ) y Λ ∼ Lognormal(−1, 1). Para esta distribución E(Λ) =
e−1/2. En la tabla 5.6 se pueden ver los resultados de las aproximaciones.
Las columnas E, N1 y N2 muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (ψ̂−ψ)/ψ para
los valores de N1 y N2 . En la figura 5.16 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y N2 . Y en la figura 5.17 se muestran los valores de
u contra los errores relativos de las aproximaciones.

ψ

u

E ≈ N1 ≈ N2

Monto de las reclamaciones PM(Λ)
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Figura 5.16: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(Λ) y Λ ∼ Lognormal(−1, 1).
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Tabla 5.6: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribución PM(FΛ) y Λ ∼ Lognormal(−1, 1).

u E N1
ψ̂−ψ
ψ N2

ψ̂−ψ
ψ

0 0.60653 0.60653 0.00000 0.60653 0.00000
1 0.38126 0.38124 -0.00005 0.37816 -0.00813
2 0.25231 0.25238 0.00025 0.25426 0.00772
3 0.17287 0.17294 0.00042 0.17198 -0.00515
4 0.12128 0.12135 0.00053 0.12282 0.01264
5 0.08661 0.08666 0.00060 0.08715 0.00624
6 0.06272 0.06276 0.00064 0.06297 0.00397
7 0.04597 0.04600 0.00067 0.04574 -0.00487
8 0.03404 0.03406 0.00067 0.03373 -0.00914
9 0.02545 0.02546 0.00066 0.02502 -0.01686
10 0.01919 0.01920 0.00063 0.01874 -0.02346

N1
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ψ̂−ψ
ψ
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-0.04

-0.02

0
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Errores relativos

Figura 5.17: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(Λ) y Λ ∼ Lognormal(−1, 1).

En general, se puede ver en los gráficos con las aproximaciones a la pro-
babilidad de ruina que cualquiera de los dos métodos da como resultado
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valores muy cercanos al valor exacto. Para la aproximación N1 los errores
relativos siempre fueron menores a 0.02 y para el caso de N2, solo en el
caso de Λ constante se perciben errores relativos grandes para u = 8, 9, 10.

Las referencias que fueron consultadas y que son citadas en el texto de
este caṕıtulo son las siguientes: [10, 13, 19, 27, 35, 40, 46, 49, 53, 54, 78] y
[80].



Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo se mostraron tres métodos para aproximar la probabi-
lidad de ruina en el modelo de Cramér-Lundberg, apoyándose en el uso de
la distribución mezcla de Erlangs para modelar el monto de las reclamacio-
nes. Se mostró un buen comportamiento de dichas aproximaciones, tanto
en los ejemplos relacionados a distribuciones de cola pesada, como en los
ejemplos relacionados a distribuciones de cola ligera.

Cuando se desconoce la distribución del monto de las reclamaciones, se
puede usar uno de los tres métodos propuestos para aproximar la probabi-
lidad de ruina, sin necesidad de ajustar primero una distribución a dichos
montos.

En el caso de las distribuciones de cola pesada que fueron tomadas co-
mo ejemplo, Weibull, lognormal y Pareto, los métodos de aproximación
propuestos tuvieron buenos resultados para valores de u, donde las apro-
ximaciones subexponencial y de tráfico ligero, tuvieron resultados alejados
al valor exacto.

Se mostró que, al menos cuando los montos de las reclamaciones tienen
distribución con soporte acotado, las aproximaciones tienen convergencia
uniforme. Sin embargo, no se trató el problema de encontrar condiciones
suficientes para la convergencia uniforme en el caso de distribuciones con
soporte infinito. Tampoco se trató el problema de calcular cotas para el
error de las aproximaciones propuestas.

Finalmente, en el último caṕıtulo se hace un desarrollo parecido al de los
primeros caṕıtulo para desarrollar dos métodos de aproximación a la pro-
babilidad de ruina, pero en el modelo discreto de Gerber-Dickson. Como
se mostró, las distribuciones discretas análogas a las mezclas de Erlangs,
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las mezclas de binomiales negativas, solo pueden usarse para aproximar
probabilidades de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene una
distribución Poisson mezclada. Sin embargo, existen algunas distribuciones
discretas adicionales, para las cuales funcionan las aproximaciones propues-
tas.

Dentro de los problemas de teoŕıa del riesgo, toda cantidad (por ejemplo
el coeficiente de ajuste) calculable cuando el monto de las reclamaciones
tiene distribución MIE en el modelo de Cramér-Lundberg, o bien, distribu-
ción MIBN en el modelo de Gerber-Dickson, puede ser una aproximación
para la correspondiente cantidad usando la distribución original. Queda
como trabajo futuro analizar estos casos. También, se puede analizar el
uso de mezclas de Erlangs y de mezclas de binomiales negativas para apro-
ximar la función de Gerber-Shiu, tanto en el modelo continuo como en el
modelo discreto, aśı como las funciones de distribución de la severidad de
la ruina, el capital justo antes de la ruina y el tiempo de ruina.

Otro problema que queda abierto para una futura investigación es apro-
ximar con el mismo enfoque probabilidades de ruina en horizonte finito.



Apéndice A

Resultados complementarios

A.1. Fórmula de Panjer

En el art́ıculo A review of Panjer’s recursion formula and its applica-
tions de Dickson (1995) [28], se hace un análisis de cómo la fórmula de
Panjer, establecida en los trabajos de Panjer en (1981) [65] y (1986) [66] y
extendida en el art́ıculo de De Pril (1986) [21], se ha vuelto trascendental en
varias aplicaciones actuariales. Con la fórmula de Panjer puede calcularse
de forma exacta la distribución de la suma compuesta

S =
N∑
i=1

Yi, (A.1)

suponiendo que las severidades son variables aleatorias discretas no nega-
tivas y que la frecuencia N tiene distribución binomial, Poisson o binomial
negativa. A estas tres distribuciones se les conoce como familia (a, b, 0)
(véase, por ejemplo, Klugman et al. (2008) [50, pág. 117]) y sus probabili-
dades cumplen con la siguiente ecuación recursiva:

pk = pk−1

(
a+ b

k

)
, (A.2)

para cada valor de k = 1, 2, . . . y donde pk := P (N = k). Los valores de a
y b según la distribución de N pueden consultarse en la tabla A.1.
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Tabla A.1: Valores de a y b según la distribución de N .

Distribución valor de a valor de b
Bin(k, p) −p

1−p (k + 1) p
1−p

BinNeg(κ, p) 1− p (κ− 1)(1− p)
Poisson(λ) 0 λ

Cuando las severidades tienen función de distribución continua, se pue-
den encontrar cotas superiores e inferiores para la función de distribución
de S. Este procedimiento se describe en Panjer 1986 [66]. Recordar que en
los ejemplos numéricos del caṕıtulo 5, el promedio de estas cotas fue usado
como un valor aproximado a la probabilidad de ruina tomando a S como
cierta suma geométrica compuesta.

A continuación se presenta la fórmula de recursión de Panjer.

Proposición A.1.1 (Fórmula recursiva de Panjer) Supóngase la siguien-
te suma compuesta:

S =
N∑
i=1

Yi,

donde N es de la familia (a, b, 0) y las variables aleatorias Y1, Y2, . . . son
variables aleatorias discretas, independientes e idénticamente distribuidas,
independientes de N y con función de probabilidad dada por

fi = P (Y = i),

para valores de i = 0, 1, 2, . . ., entonces gr := P (S = r) cumple la siguiente
fórmula recursiva:

g0 = PN(f0), (A.3)

gk = 1
1− a f0

k∑
i=1

(
a+ b i

k

)
fi gk−i, (A.4)

para cada valor de k = 1, 2, . . .

Para ver una demostración de este resultado puede consultarse De Pril
(1986) [21].
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A.2. Probabilidad de ruina en el modelo de Cramér-
Lundberg

En el modelo de Cramér-Lundberg el valor exacto de la probabilidad
de ruina es conocido cuando el monto de las reclamaciones tiene ciertas
distribuciones de cola ligera, por ejemplo exponencial, tipo fase o constan-
tes, véase [3, páginas 14–15]. A continuación se presentan las técnicas más
conocidas para hacer dicho cálculo.

A.2.1. Ecuación integral

La probabilidad de ruina, como función del capital inicial, cumple con
la ecuación integral que se indica en la siguiente proposición.

Proposición A.2.1 Supóngase el modelo de Cramér-Lundberg (1.2), en-
tonces para u ≥ 0 se cumple que:

ψ(u) = 1
1 + θ

[1
µ

∫ ∞
u
F (y)dy + 1

µ

∫ u
0
ψ(u− y)F (y)dy

]
. (A.5)

Para ver una demostración de este resultado véase [38, págs. 114 y 115].
Es dif́ıcil encontrar una solución exacta de ψ(u) resolviendo esta ecuación
excepto en el caso donde el tamaño de las reclamaciones siguen una distri-
bución exponencial o una mezcla finita de exponenciales, ver por ejemplo
[38, págs. 116 y 117]. Sin embargo, la ecuación (A.5) es muy importante
porque sirve para obtener la transformada de Laplace de ψ(u) y se pueden
implementar métodos numéricos para encontrar soluciones para un valor
fijo de u.

A.2.2. Transformada de Laplace

A continuación se presentan algunas definiciones básicas. Pueden ser
consultadas en el libro de Cohen (2007) [16].

Definición A.2.2 Sea f una función con dominio en el intervalo (0,∞),
se define y denota su transformada de Laplace como:

Lf(s) =
∫ ∞

0
e−sxf(x)dx, (A.6)
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siempre y cuando la integral sea convergente para toda s ∈ A ⊂ C. Si
dicha integral no existe para ningún valor s ∈ C, se dice que no existe
transformada de Laplace de la función f .

Definición A.2.3 Sea X una variable aleatoria con función de distribu-
ción continua F con F (0) = 0, es decir, una variable aleatoria no negativa.
Entonces a la función:

lX(s) =
∫ ∞

0
e−sxdF (x). (A.7)

se le conoce como la transformada de Laplace-Stieltjes de la v.a. X.

Se debe notar que la función lX(s) es igual a la función generadora de
momentos de X evaluada en −s, si ésta existe. En caso de que la varia-
ble aleatoria X sea absolutamente continua con función de densidad f ,
entonces:

lX(s) = Lf(s). (A.8)

Proposición A.2.4 Suponer que Y es una variable aleatoria que tiene
función de distribución continua F con F (0) = 0 y que su transformada
de Laplace-Stieltjes l(s) existe para s ∈ A ⊂ [0,∞), entonces

sLF (s) = 1− l(s), s ∈ A, (A.9)

donde F (x) = 1− F (x).

La demostración puede ser consultada en Cohen (2007) [16].

Proposición A.2.5 La transformada de Laplace de la probabilidad de rui-
na está dada por:

Lψ(s) = 1
s
− µθ

µ(1 + θ)s+ l(s)− 1 , s > 0, (A.10)

donde l(s) es la transformada de Laplace-Stieltjes del monto de los recla-
mos.

Para una demostración de este resultado, puede consultarse el libro de
Rolski et al. (1999) [75, págs. 165 y 166].
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Proposición A.2.6 (Fórmula de expansión de Heaviside) Sean Pn(x) y
Qm(x) polinomios de grados n y m respectivamente y suponer una trans-
formada de Laplace racional, es decir,

L(s) = Pn(s)
Qm(s) .

Si Qm(x) tiene m distintas ráıces rk, k = 1, . . . ,m (i.e. Qm(rk) = 0),
entonces:

L−1(x) =
m∑
k=1

Pn(rk)
Q′m(rk)

erkx. (A.11)

Observación A.2.7 Recordando que l(s) = MY (−s) donde MY (·) es la
función generadora de momentos de Y , entonces:

Lψ(s) = 1
s
− µθ

µ(1 + θ)s+MY (−s)− 1 . (A.12)

Observación A.2.8 Si el monto de los reclamos tiene función generadora
de momentos igual a un cociente de polinomios, entonces es evidente que la
transformada de Laplace de ψ también será un cociente de polinomios, aśı
que se puede calcular la probabilidad de ruina usando la siguiente estrategia:
Calcular Lψ y después intentar invertirla usando fracciones parciales o bien
la fórmula de expansión de Heaviside, veáse Cohen (2007) [16].

Ejemplo A.2.9 Suponer que el monto de las reclamaciones en un modelo
de Cramér-Lundberg sigue una distribución Gama(2, 1). A continuación se
calculará ψ(u) suponiendo θ = 1.

Se sabe que MY (−s) = (1 + s)−2 y µ = 2, entonces sustituyendo en la
fórmula (A.12) y haciendo un poco de álgebra, se llega a lo siguiente:

Lψ(s) = 1
s
− µθ

µ(1 + θ)s+MY (−s)− 1

= 1
s
− 2

4s+ (1 + s)−2 − 1

= 1
s
− 2 + 4s+ 2s2

2s+ 7s2 + 4s3 . (A.13)

El primer sumando es el resultado de calcular la transformada de Laplace
de la función constante f(x) = 1, el segundo sumando es un cociente de
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polinomios del tipo Pn(s)/Qm(s), con n = 2 y m = 3. Además Q3(s) = 0
tiene 3 soluciones distintas:

r1 = 0, r2 = −7 +
√

17
8 , r3 = −7−

√
17

8 ,

por lo que se cumplen las condiciones de la fórmula de expansión de Hea-
viside, entonces la inversa de la transformada de Laplace de este cociente
es

3∑
k=1

P2(rk)
Q′3(rk)

erkx = 1−0.55317 exp
−7 +

√
17

8 x

+0.05317 exp
−7−

√
17

8 x

 .
Al final, invirtiendo (A.13) y ordenando términos se llega a la siguiente
expresión:

ψ(u) = 0.55317 exp
−7 +

√
17

8 u

− 0.05317 exp
−7−

√
17

8 u

 .
Ejemplo A.2.10 Suponer que el monto de las reclamaciones en un mo-
delo de Cramér-Lundberg sigue una distribución mezcla de exponenciales
MEx(α,β), con α = (α1, α2) y β = (β1, β2). A continuación se calculará
ψ(u) suponiendo cualquier valor de θ > 0.

Es conocido que:

MY (−s) = α1β1

β1 + s
+ α2β2

β2 + s
,

además de que µ = α1
β1

+ α2
β2

, entonces sustituyendo en la fórmula (A.12) y
haciendo un poco de álgebra, se llega a lo siguiente:
Lψ(s) =

1
s
− µ θ

µ (1 + θ)s+MY (−s)− 1

= 1
s
− µ θ

µ (1 + θ)s+ α1β1
β1+s + α2β2

β2+s − 1

= 1
s
− µ θ

µ (1 + θ)s+ α1β1/(β1 + s) + α2β2/(β2 + s)− 1

= 1
s
− µ θ(β1 + s)(β2 + s)
µ (1 + θ)(β1 + s)(β2 + s)s+ α1β1(β2 + s) + α2β2(β1 + s)− (β1 + s)(β2 + s)

= 1
s
− µ θ s2 + µ θ (β1 + β2) s+ µ θ β1β2
µ (1 + θ)s3 + (µ (1 + θ)(β1 + β2)− 1)s2 + (µ (1 + θ)β1β2 − α1β2 − α2β1)s.
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El primer sumando es el resultado de calcular la transformada de Laplace
de la función constante f(x) = 1, el segundo sumando es un cociente de
polinomios del tipo Pn(s)/Qm(s), con n = 2 y m = 3. Para simplificar la
notación, se definen:

A1 = µθ,

A2 = µθ(β1 + β2),

A3 = µθ β1β2,

B1 = µ(1 + θ),

B2 = µ(1 + θ)(β1 + β2)− 1,

B3 = µ(1 + θ)β1β2 − α1β2 − α2β1.

Por lo anterior:
P2(s) = A1 s

2 + A2 s+ A3, (A.14)

y
Q3(s) = B1 s

3 +B2 s
2 +B3 s. (A.15)

Además Q3(s) = 0 tiene 3 soluciones distintas:

r1 = 0, r2 = −B2 +
√
B2

2 − 4B1B3

2B1
, r3 = −B2 −

√
B2

2 − 4B1B3

2B1
,

por lo que se cumplen las condiciones de la fórmula de expansión de Hea-
viside, entonces la inversa de la transformada de Laplace de este cociente
es

3∑
k=1

P2(rk)
Q′3(rk)

erkx.

Al final, invirtiendo (A.13) y ordenando términos se llega a la siguiente
expresión:

ψ(u) = 1−
3∑

k=1

P2(rk)
Q′3(rk)

erku, (A.16)

donde P2(·) y Q3(·) están dados por (A.14) y (A.15).
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A.2.3. Distribuciones tipo fase

Ahora, supóngase que el monto de las reclamaciones se modela con una
distribución tipo fase con representación (X0,B), entonces:

ψ(u) = X∗0e
(B+b>X∗0)ue>,

donde X∗0 = −λ
pX0B

−1.
Este resultado se obtiene usando la fórmula de Pollaczek-Khinchine y pro-
piedades de distribuciones tipo fase. Puede consultarse la demostración en
Asmussen (2010) [3, páginas 264 y 265].

A.2.4. Aproximación al coeficiente de ajuste

Definición A.2.11 El coeficiente de ajuste denotado por R, es definido
como la primer ráız positiva de la siguiente ecuación:

M(r) = 1 + (1 + θ)µr, (A.17)

donde M(r) es la función generadora de momentos del monto de las recla-
maciones, suponiendo que ésta existe.

La función generadora de momentos M(r) puede tomar muchas formas,
pero utilizando el polinomio de Taylor como sigue, puede hallarse una
aproximación al valor de R. Sea r > 0,

M(r) = E(exp(rY ))

= E

 ∞∑
k=0

(rY )k
k!



=
∞∑
k=0

rk

k!E
(
Y k

)

=
∞∑
k=0

rk

k!µk

= 1 + µr +
∞∑
k=2

µk
k! r

k.

La esperanza de la suma infinita fue igual a la suma infinita de las espe-
ranzas utilizando el teorema de la convergencia monótona ya que todos
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los sumando son positivos. Sustituyendo esta presentación de M(r) en la
ecuacion (A.17) se llega a lo siguiente:

1 + µr +
∞∑
k=2

µk
k! r

k = (1 + θ)µr + 1,

simplificando y dividiendo ambos lados entre r,
∞∑
k=2

µk
k! r

k−1 = θµ.

Si solo se toman los primeros dos sumandos, se llega a la siguiente ecuación
cuadrática:

µ3r
2 + 3µ2r − 6θµ = 0,

la cual tiene las siguientes soluciones:

r1 = −3µ2 +
√

9µ2
2 + 24θµµ3

2µ3

r2 = −3µ2 −
√

9µ2
2 + 24θµµ3

2µ3
,

de las cuales se puede observar que r2 < 0, por lo cual, una aproximación
al coeficiente de ajuste será:

R̂ = −3µ2 +
√

9µ2
2 + 24θµµ3

2µ3
. (A.18)

Ejemplo 1. Supóngase θ = 0.1, Y ∼ Exp(5), entonces M(r) = 5
5−r para

r < 5. Sustituyendo en la ecuación (1.35)
5

5− r = 1.01(1/5)r + 1

lo cual lleva a
R = 5/101 = 0.04950495.

Ahora usando la aproximación vista, (A.18)

R̂ = −3µ2 +
√

9µ2
2 + 24θµµ3

2µ3

= −32/25 +
√

9(2/25)2 + 24(0.01)(1/5)(6/125)
2(6/125)

= 0.04950976.
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A.3. Demostración alterna de ψ(u) para MIE

Teorema A.3.1 La probabilidad de ruina para reclamos con distribución
MIE(π, β), y π = (q1, q2, . . .), es

ψ(u) =
∞∑
j=0

CjP (Z = j) = E(CZ), (A.19)

donde Z ∼ Poisson(uβ) y la sucesión {Cn}∞n=0 está dada por:
C0 = 1

1+θ y Cn = 1
1+θ [∑n

i=1 q
∗
iCn−i + ∑∞

i=n+1 q
∗
i ]; n = 1, 2, . . ..

Finalmente la sucesión {q∗k}∞k=1 queda determinada por la relación

q∗k =
∑∞
j=k qj∑∞
j=1 jqj

.

Demostración:
ψ(u) = P (M > u)

= P (∑K
j=0 Y

∗
j > u).

Con K ∼ Geo( θ
1+θ) y Y ∗j con densidad fe(x). Por lo que se calcula P (M >

u) exhibiendo que M se puede ver como una suma compuesta de exponen-
ciales. O sea,

K∑
j=0

Y ∗j ∼
W∑
j=0

Xj, (A.20)

con W alguna variable aleatoria discreta y las X ′js exponenciales. A conti-
nuación se presentan los detalles.

Primero se obtiene la f.g.m. de fe:
Me(t) = E(etx)

= ∫∞
0 etx

∑∞
k=1 q

∗
k · erl(k, β)(x)dx

= ∑∞
k=1 q

∗
k

∫∞
0 etx · erl(k, β)(x)dx

= ∑∞
k=1 q

∗
k ·

(
β
β−t

)k
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Si se establece a Q∗(z) como la función generadora de probabilidad de
π∗ = (q∗1, q∗2, . . .), entonces:

Q∗(z) = ∑∞
k=1 q

∗
k · zk.

Observar que:

Me(t) = Q∗( β
β−t) = Q∗(MX(t)),

donde MX(t) es la f.g.m. de una variable aleatoria X ∼ Exp(β). La f.g.m.
de ∑K

j=0 Y
∗
j se puede expresar como

M(t) = QK(Me(t))

= QK(Q∗(MX(t)))

= C(MX(t)),

con C(t) = QK(Q∗(t)) la f.g.p. de una variable aleatoria W cuyas probabi-
lidades se denotarán como ck, y pueden calcularse con la fórmula siguiente:

ck = 1
k!
dkC(t)
tk

, k = 1, 2, . . . y c0 = P (K = 0). (A.21)

Por lo anterior:

P (
K∑
j=0

Y ∗j ≤ u) = P (
W∑
j=0

Xj ≤ u) = E(FW (Z)), (A.22)

con Z ∼ Poisson(βu), por lo tanto,

ψ(u) = P (
K∑
j=0

Y ∗j > u) = E(FW (Z)). (A.23)

Finalmente, se calcula FW (n) := Cn = ∑∞
k=n+1 ck.

Sean h(t) = 1
θ(Q

∗(t) − 1) y hn−1(t) = gn(t), n = 1, 2, . . .; como K ∼
Geo( θ

1+θ), entonces:
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QK(Q∗(t)) =
θ

1+θ
1− 1

1+θQ
∗(t)

= 1
1− 1

θ (Q∗(t)−1)

= 1
1−h(t)

= ∑∞
n=0 h(t)n

= 1 + ∑∞
n=1 h(t)gn(t).

Como C(t) = QK(Q∗(t)), entonces por lo anterior y usando (20):

ck = 1
k!
dkC(t)
tk |t=0

= 1
k!
∑∞
n=1

∑k
i=0

(
k
i

)
h(i)(t)g(k−i)

n (t)|t=0

= ∑k
i=0

1
i!(k−i)!h

(i)(t)∑∞n=1 g
(k−i)
n (t)|t=0.

Lo anterior para k = 1, 2, . . ., ya que c0 = C(0) = P (K = 0) = θ
1+θ . Por

una parte h(i)(t)|t=0 = 1
θ i!q

∗
i , i = 1, 2, . . . y por otra∑∞

n=1 g
(k−i)
n (t) = (∑∞n=1 gn(t))

(k−i)

= (∑∞n=1 h
n−1(t))(k−i)

= (∑∞n=0 h
n(t))(k−i)

= C(k−i)(t),
entonces ∑∞

n=1 g
(k−i)
n (t)|t=0 = (k − i)!ck−i.

Por lo tanto,
ck = ∑k

i=0
1

i!(k−i)!h
(i)(t)∑∞n=1 g

(k−i)
n (t)|t=0

= h(0)ck + ∑k
i=1

1
i!(k−i)!h

(i)(t)∑∞n=1 g
(k−i)
n (t)|t=0

= −1
θck + 1

θ

∑k
i=1 q

∗
i ck−i.
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Por lo tanto,

c0 = θ

1 + θ
; ck = 1

1 + θ

k∑
i=1

q∗i ck−i, k = 1, 2, . . . (A.24)

Finalmente, C0 = ∑∞
k=1 ck = 1− c0 = 1

1+θ y para n = 1, 2, . . .

Cn = ∑∞
k=n+1 ck

= ∑∞
k=n+1

1
1+θ

∑k
i=1 q

∗
i ck−i

= 1
1+θ [∑n

i=1 (∑∞k=n+1 ck−i) q∗i + ∑∞
i=n+1 (∑∞k=i ck−i) q∗i ]

= 1
1+θ [∑n

i=1 q
∗
iCn−i + ∑∞

i=n+1 q
∗
i ] .

ut

A.4. Teorema de la convergencia monótona y domi-
nada

Para una sucesión de variables aleatorias X1, X2, . . . para las que existe
la variable aleatoria ĺımn→∞Xn, se cumple lo siguiente:

ĺım
n→∞E (Xn) = E

(
ĺım
n→∞Xn

)
, (A.25)

siempre que la sucesión sea monótona, o bien, exista una variable aleatoria
dominante Y , para la cual, E(Y ) < ∞. Este par de condiciones estable-
cen los conocidos teoremas de la convergencia monótona y teorema de la
convergencia dominada para variables aleatorias. El resultado general se
establece para funciones medibles. Para un demostración formal de lo an-
terior se puede consultar el libro de Fristedt (1997) [37, págs. 105 a 107].
Además, cuando se tiene una serie de números reales para una sucesión
{ak,n}k,n, entonces:

ĺım
n→∞

∞∑
k=1

ak,n =
∞∑
k=1

ĺım
n→∞ ak,n, (A.26)

siempre que exista una sucesión {bk}k, tal que |ak,n| < bk para cualquier
valor de n y ∑∞

k=1 bk <∞. Este resultado, es conocido como el teorema de
la convergencia dominada para series.
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Apéndice B

Códigos de R

En este apéndice se presentan los códigos que fueron utilizados para
obtener los resultados numéricos que aparecen en las tablas del caṕıtulo 4.

B.1. Modelo de Cramér-Lundberg

B.1.1. Fórmula de Panjer

En esta subsección se presenta el código para calcular probabilidades de
una suma compuesta S cuyas severidades sean variables aleatorias discretas
y su frecuencia sea una variable aleatoria de la familia (a, b, 0), es decir,
binomial, binomial negativa o Poisson. Dicho código obtiene el valor de
P (S = r) aplicando la fórmula recursiva de Panjer.

#Se comienza estableciendo los valores de a, b y g0=P(S=0).
#Estos valores dependen de la distribución de la frecuencia.
#Se usará para tal fin la función abg0, donde
#dist = ’bin’, ’binN’ o ’poi’ según la distribución de N.
#param = vector de parámetros de la distribución de N.
###########################################################
abg0 <- function(dist,param){

if(dist==’bin’){
p <- param[2]
n <- param[1]
a <- -p/(1-p)
b <- -(n+1)*a
g0 <- (1-p+p*f(0))ˆn

195
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}
if(dist==’binN’){

p <- param[2]
n <- param[1]
a <- (1-p)
b <- (n-1)*a
g0 <- (p/(1-(1-p)*f(0)))ˆn

}
if(dist==’poi’){

a <- 0
b <- param
g0 <- exp(-param*(1-f(0)))

}
c(a,b,g0)

}
#La función panjer calcula la probabilidad siguiente:
# g_r = P(S=r), de forma recursiva.
# Debe estar definida previamente la función f(x)
# que corresponde a la función de probabilidad de las
# severidades.
###########################################################
panjer <- function(r,dist,param){

info <- abg0(dist,param)
a <- info[1]; b <- info[2]; g0 <- info[3]
g <- g0
C <- 1/(1-a*f(0))
for(i in 1:r){

aux <- 0
for(j in 1:i){

aux <- aux + C*(a+(i-j+1)*b/i)*f(i-j+1)*g[j]
}
g[i+1] <- aux

}
g[r+1]

}
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#Ejemplo 1
###########################################################
#Severidades uniformes discretas con parámetro n = 10
#Frecuencia geométrica con parámetro p=1/4
f <- function(x){(1/10)*(x>=1 && x<=10)}
r <- 20
panjer(r,’binN’,c(1,1/4))

## [1] 0.01557006

#Comprobación usando simulación
m <- 10000
i <- 0
uno_o_cero <- numeric(m)
set.seed(123)
N <- rgeom(m,1/4)
while(i<m){

i <- i + 1
if(N[i] == 0){

S <- 0
}else{

Y <- sample(1:10,N[i],replace = T)
S <- sum(Y)

}
uno_o_cero[i] <- 1*(S == r)

}
mean(uno_o_cero)

## [1] 0.0159

#Ejemplo 2
###########################################################
#Severidades Poisson con parámetro lambda = 7
#Frecuencia binomial con parámetros n= 10, p=1/3
f <- function(x){dpois(x,7)}
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r <- 20
panjer(r,’bin’,c(10,1/3))

## [1] 0.03408564

#Comprobación usando simulación
m <- 10000
i <- 0
uno_o_cero <- numeric(m)
set.seed(123)
N <- rbinom(m,10,1/3)
while(i<m){

i <- i + 1
if(N[i] == 0){

S <- 0
}else{

Y <- rpois(N[i],7)
S <- sum(Y)

}
uno_o_cero[i] <- 1*(S == r)

}
mean(uno_o_cero)

## [1] 0.034

#Ejemplo 3
###########################################################
#Severidades binomiales con parámetros n= 10, p=1/3
#Frecuencia Poisson con parámetro lambda = 7
f <- function(x){dbinom(x,10,1/3)}
r <- 20
panjer(r,’poi’,7)

## [1] 0.04153745
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#Comprobación usando simulación
m <- 10000
i <- 0
uno_o_cero <- numeric(m)
set.seed(123)
N <- rpois(m,7)
while(i<m){

i <- i + 1
if(N[i] == 0){

S <- 0
}else{

Y <- rbinom(N[i],10,1/3)
S <- sum(Y)

}
uno_o_cero[i] <- 1*(S == r)

}
mean(uno_o_cero)

## [1] 0.0404

B.1.2. Montos de reclamación con distribución gama

En esta subsección se presenta el código para calcular la probabilidad
de ruina exacta cuando los montos de reclamación tienen una distribución
gama. Este código fue usado para obtener los valores que aparecen en las
filas nombradas ‘E’ de la tabla 4.1.

La siguiente fórmula de Willmot (1988), se utiliza cuando los montos de
las reclamaciones tienen distribución gama(α, β), α > 1.

ψ(u) = 1− θ

1 + θ

e−βu
∞∑
j=1

Aj ·Bj + e−βu/[α(1+θ)]
 ,

donde:

Aj =
[
−(βu)α+1

α(1+θ)

]j
,

Bj = M(j+1,j(α+1)+1,βu[1+{α(1+θ)}−1])
Γ(j(α+1)+1) ,
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M(a, b, z) = 1 + ∑∞
j=1

a(a+1)···(a+j−1)zj
b(b+1)···(b+j−1)j! .

Aj=function(j,u,theta,alpha,beta){
num=(beta*u)ˆ(alpha+1)
den=alpha*(1+theta)
(-num/den)ˆj

}

sumandoab=function(j,a,b,z){
aux=(a/b)*z
for(i in 1:(j-1)){

aux=aux*(a+i)*z/((b+i)*(i+1))
}
aux

}

M=function(a,b,z){
aux=0
delta=0
New=1+a*z/b
j=2
while(New>delta){

aux=aux+New
New=sumandoab(j,a,b,z)
j=j+1

}
aux

}

Bj=function(j,u,theta,alpha,beta){
aux=j*(alpha+1)+1
a=j+1
b=aux
z=beta*u*(1+(alpha*(1+theta))ˆ(-1))
M(a,b,z)/gamma(aux)

}
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sumaAB=function(u,theta,alpha,beta){
epsilon=0.0000000000000000000000001
suma=0
j=1
aux=Aj(j,u,theta,alpha,beta)*Bj(j,u,theta,alpha,beta)
j=j+1
while(abs(aux)>epsilon){

suma=suma+aux
aux=Aj(j,u,theta,alpha,beta)*Bj(j,u,theta,alpha,beta)
j=j+1

}
suma

}

Psigamma=function(u,theta,alpha,beta){
cte=beta*u/(alpha*(1+theta))
llave=exp(-beta*u)*sumaAB(u,theta,alpha,beta)+exp(cte)
1-theta/(1+theta)*llave

}

##Ejemplo
u=1; theta=0.1
Psigamma(u,theta,3.5,3.5)

## [1] 0.8016706

B.1.3. Montos de reclamación con distribución mezcla de dos
exponenciales

En esta subsección se presenta el código para calcular la probabilidad
de ruina exacta cuando los montos de reclamación tienen una distribución
mezcla de dos exponenciales. Este código fue usado para obtener los valores
que aparecen en las filas nombradas ‘E’ de la tabla 4.2 y sigue la fórmula
(A.16) del ejemplo A.2.10 en el apéndice A.
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#Proba de ruina, mezcla de exponenciales.#
##########################################
psi <- function(u,alpha1,alpha2,beta1,beta2,theta){

mu <- alpha1/beta1 + alpha2/beta2
A1 <- mu*theta
A2 <- mu*theta*(beta1+beta2)
A3 <- mu*theta*beta1*beta2
B1 <- mu*(1+theta)
B2 <- mu*(1+theta)*(beta1+beta2)-1

B3 <- mu*(1+theta)*beta1*beta2-alpha1*beta2-alpha2*beta1
###########################
P <- function(x){A1*xˆ2+A2*x+A3}
###########################
Qprima <- function(x){3*B1*xˆ2+2*B2*x+B3}
###########################
r <- 0
r[2] <- (-B2+sqrt(B2ˆ2-4*B1*B3))/(2*B1)
r[3] <- (-B2-sqrt(B2ˆ2-4*B1*B3))/(2*B1)
###########################
C <- P(r[1])/Qprima(r[1])
C[2] <- P(r[2])/Qprima(r[2])
C[3] <- P(r[3])/Qprima(r[3])
###########################
1-sum(C*exp(r*u))

}

#EJEMPLOS:
###########
alpha1 <- 0.5
alpha2 <- 0.5
beta1 <- 3
beta2 <- 7
theta <- 2/5

psi(1,alpha1,alpha2,beta1,beta2,theta)
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## [1] 0.252331

#Expresión analı́tica:
24/35*exp(-1)+1/35*exp(-6*1)

## [1] 0.252331

theta <- 0.1
psi(1,alpha1,alpha2,beta1,beta2,theta)

## [1] 0.6495801

B.1.4. Montos de reclamación con distribución exponencial uni-
forme

En esta subsección se presenta el código para calcular una aproxima-
ción a la probabilidad de ruina cuando los montos de reclamación tienen
una distribución mezcla de dos exponenciales. Este código fue usado para
obtener los valores que aparecen en las filas nombradas ’E*’ de la tabla 4.3
y sigue el método de aproximación usando Panjer, descrito en el caṕıtulo
1, página 24.

#################################################
#La función Estareu calcula cotas exactas
#l1 y l2 de E*, entonces E*=(l1+l2)/2 cuando
#los montos de los reclamos tienen dist. Exp-Unif
#type = 0 para l1 y type = 1 para l2, l1<l2.
#################################################

Estareu=function(u,theta,beta,type){
# u=u*beta debido al proceso de discretización
u=u*beta
# exponencial - uniforme
Fe <- function(x){
cte <- 2-exp(-3)
(2*(1-exp(-4*x))/cte)*(x<0.75)
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+((2-(17-32*x+16*xˆ2)*exp(-3))/cte)*(x>=0.75&&x<=1)+1*(x>1)
}
fu=function(i,beta){Fe(i/beta)-Fe((i-1)/beta)}
#fu discretización por arriba 1,2,... type=1
fd=function(i,beta){Fe((i+1)/beta)-Fe(i/beta)}
#fd discretización por abajo 0,1,2,... type=0
p=theta/(1+theta)
a=1-p; b=0
g=numeric(u)
# Panjer, valores iniciales
if(type==1){

f=function(i){fu(i,beta)}
g0=p; cte=1

}
if(type==0){

f=function(i){fd(i,beta)}
g0=(1-a)/(1-a*f(0)); cte=1/(1-a*f(0))

}
if(u==0){res=g0}
if(u==1){res=c(g0,cte*(a+b)*f(1)*g0)}
# Panjer
if(u>=2){

g[1]=cte*(a+b)*f(1)*g0
for(r in 2:u){

aux=0
for(i in 1:(r-1)){

aux=aux+cte*(a+b*i/r)*f(i)*g[r-i]
}
aux=aux+cte*(a+b)*f(r)*g0
g[r]=aux

}
res=c(g0,g)}

#proba de cola: psi(u)=P(sum(i=1,i=N){Ye_i}>u)
1-sum(res)

}
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#Ejemplo
beta <- 1000
theta <- 0.1
u <- 1
l1 <- Estareu(u,theta,beta,0)
l2 <- Estareu(u,theta,beta,1)
(l1+l2)/2

## [1] 0.6128257

error <- l2-l1
#error menor a:
error

## [1] 0.00120616

B.1.5. Montos de reclamación con distribución Weibull

En esta subsección se presenta el código para calcular una aproximación
a la probabilidad de ruina cuando los montos de reclamación tienen una
distribución Weibull.

#################################################
#La función Estar calcula cotas exactas
#l1 y l2 de E*, entonces E*=(l1+l2)/2 cuando
#los montos de los reclamos tienen dist. Weibull
#type = 0 para l1 y type = 1 para l2, l1<l2.
#################################################

Estar=function(u,theta,beta,type){
# u=u*beta por la discretización
u=u*beta
## Weibull equilibrio
Fe=function(x){pgamma(sqrt(x),2,1)}
fu=function(i,beta){Fe(i/beta)-Fe((i-1)/beta)}
#fu para 1,2,... type=1
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fd=function(i,beta){Fe((i+1)/beta)-Fe(i/beta)}
#fd ... 0,1,2,... type=0
p=theta/(1+theta)
a=1-p; b=0
g=numeric(u)
# Panjer, valores iniciales
if(type==1){

f=function(i){fu(i,beta)}
g0=p; cte=1

}
if(type==0){

f=function(i){fd(i,beta)}
g0=(1-a)/(1-a*f(0)); cte=1/(1-a*f(0))

}
if(u==0){res=g0}
if(u==1){res=c(g0,cte*(a+b)*f(1)*g0)}
# Panjer
if(u>=2){

g[1]=cte*(a+b)*f(1)*g0
for(r in 2:u){

aux=0
for(i in 1:(r-1)){

aux=aux+cte*(a+b*i/r)*f(i)*g[r-i]
}
aux=aux+cte*(a+b)*f(r)*g0
g[r]=aux

}
res=c(g0,g)}

#proba de cola psi(u)=P(M>u)
1-sum(res)

}

#Ejemplo
beta <- 100
theta <- 0.1
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u <- 10
l1 <- Estar(u,theta,beta,0)
l2 <- Estar(u,theta,beta,1)
(l1+l2)/2

## [1] 0.7506832

error <- l2-l1
#error menor a:
error

## [1] 0.000385624

B.1.6. Montos de reclamación con distribución Pareto truncada

En esta subsección se presenta el código para calcular una aproxima-
ción a la probabilidad de ruina cuando los montos de reclamación tienen
una distribución Pareto truncada. Este código fue usado para obtener los
valores que aparecen en las filas nombradas ‘E∗TP ’ de la tabla 4.7 y sigue el
método de aproximación usando Panjer, descrito en el caṕıtulo 1, páginas
25 y 26.

#################################################
#La función Estar calcula cotas exactas
#l1 y l2 de E*, entonces E*=(l1+l2)/2 cuando
#los montos de los reclamos tienen dist. Pareto truncada
#type = 0 para l1 y type = 1 para l2, l1<l2.
#M = parámetro de truncamiento
#################################################
Estartp=function(u,theta,beta,type,M){

u=u*beta
library(actuar)
Fe=function(x){

mut=ppareto(M,1,1)
(ppareto(x,1,1)/mut-1)*(x<M)+1}

fu=function(i,beta){Fe(i/beta)-Fe((i-1)/beta)}
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fd=function(i,beta){Fe((i+1)/beta)-Fe(i/beta)}
p=theta/(1+theta)
a=1-p; b=0
g=numeric(u)
if(type==1){

f=function(i){fu(i,beta)}
g0=p; cte=1

}
if(type==0){

f=function(i){fd(i,beta)}
g0=(1-a)/(1-a*f(0)); cte=1/(1-a*f(0))

}
if(u==0){res=g0}
if(u==1){res=c(g0,cte*(a+b)*f(1)*g0)}
if(u>=2){

g[1]=cte*(a+b)*f(1)*g0
for(r in 2:u){

aux=0
for(i in 1:(r-1)){

aux=aux+cte*(a+b*i/r)*f(i)*g[r-i]
}
aux=aux+cte*(a+b)*f(r)*g0
g[r]=aux

}
res=c(g0,g)}

1-sum(res)
}

#Ejemplo
beta=100
theta=0.1
u=10
M=15
l1=Estartp(u,theta,beta,0,M)

##
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## Attaching package: ’actuar’

## The following object is masked from ’package:grDevices’:
##
## cm

l2=Estartp(u,theta,beta,1,M)
(l1+l2)/2

## [1] 0.5586148

B.1.7. Primera aproximación propuesta

En esta subsección se presenta el código para calcular una aproximación
a la probabilidad de ruina usando la primera aproximación de las que se
desarrollaron para el modelo de Cramér-Lundberg. Este código fue usado
para obtener los valores que aparecen en las filas nombradas ‘N1’ en las
tablas del caṕıtulo 4.

#######################################################
#N1 calcula la aproximación del corolario 4.1.2
#u = capital inicial
#c = tasa de prima = (1+theta)*lambda*mu
#lambda = parámetro del proceso de Poisson
#n = nivel de aproximación, entre más grande mejor.
#dist = distribución del tamaño de los reclamos, solo
#para las siguientes distribuciones:
#"g"=gamma
#"me"=mezcla de exponenciales
#"eu"=exponencial uniforme
#"w"=Weibull
#"l"=lognormal
#"p"=Pareto
#"tp"=Pareto truncada en M
#par=vector de parámetros de las distribuciones
#epsilon= valor usado para truncar la suma infinita
# que aparece en (4.3)
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#M = solo para el caso de la Pareto truncada en M
########################################################
N1=function(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon,M){

a=param[1]; b=param[2]
poi_param=n*u
lim=poi_param; pk=1
while(pk>0){

lim=lim+1
pk=dpois(lim,poi_param)

}
if(dist=="g"){

mu=a/b
Fd=function(x){pgamma(x,a,b)}}

if(dist=="me"){
a1 <- param[1]
a2 <- param[2]
b1 <- param[3]
b2 <- param[4]
mu <- a1/b1 + a2/b2
Fd <- function(x){1-a1*exp(-b1*x)-a2*exp(-b2*x)}
}

if(dist=="eu"){
mu=1/4-1/8*exp(-3)
Fd=function(x,a,b){1-exp(-4*x)*(x<3/4)-

4*exp(-3)*(1-x)*(x>=3/4&&x<=1)}}
if(dist=="w"){

mu=gamma((1+1/a))/b
Fd=function(x){pweibull(x,a,b)}}

if(dist=="l"){
mu=gamma((1+1/a))/b
Fd=function(x){pweibull(x,a,b)}}

if(dist=="p"){#param[1]>1
mu=b/(a-1)
Fd=function(x){1-(b/(b+x))ˆa}}

if(dist=="tp"){#param[1]>1
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library(actuar)
mu=(b/(a-1))*ppareto(M,a-1,b)
Fd=function(x){(ppareto(x,a,b)-1)*(x<M)+1}}

if(dist=="l"){
mu=exp(a+bˆ2/2)
Fd=function(x){plnorm(x,a,b)}}

# Cálculo de los coeficientes C_k,n#
####################################

theta=c/(lambda*mu)-1
#C0
C0=1/(1+theta) #psi(0)
if(u>0){
#Cálculo del denominador de (4.3)
new=1; j=0; summand=1
#Se toman los sumandos mayores a epsilon

while(new>epsilon){
j=j+1
new=1-Fd(j/n)
summand=summand+new

}
denominator=summand
#f_Nˆstar(i)
qistar=function(k){(1-Fd((k-1)/n))/denominator}
#Ckn= (C_0, C_1, C_2, ..., C_(lim-1) )
# dpois(lim-1)>0 y dpois(lim)=0
Ckn=numeric(lim)
Ckn[1]=C0
qi=numeric(lim-1)
for(k in 2:lim){

aux=C0
qi[k-1]=qistar(k-1)
for(j in 2:k){

aux=aux+C0*qi[j-1]*(Ckn[k+1-j]-1)
}
Ckn[k]=aux
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}
# suma (4.5)
aux2=Ckn[1]*dpois(0,poi_param)
for(k in 2:lim){

aux2=aux2+Ckn[k]*dpois((k-1),poi_param)
}
psi=aux2

}else{psi=C0}
psi

}

# Ejemplo gamma
u=1; c=1.1; lambda=1; n=200
dist="g"; param=c(3.5,3.5); epsilon=0
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

## [1] 0.8021978

# Ejemplo mezcla de exponenciales
u=1; c=1.1; lambda=21/5; n=200
dist="me"; param=c(0.5,0.5,3,7); epsilon=0
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

## [1] 0.6512349

# Ejemplo exponencial-uniforme
mmu <- 1/4-1/8*exp(-3)
u=1; c=1.1; lambda=1/mmu; n=200
dist="eu"; param=c(0,0); epsilon=0
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

## [1] 0.6158079

# Ejemplo Weibull
u=10; c=1.1; lambda=0.5; n=200
dist="w"; param=c(0.5,1); epsilon=0.00001
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)
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## [1] 0.7506207

# Ejemplo lognormal
u=10; c=1.1; lambda=1; n=200
dist="l"; param=c(-1.62,1.8); epsilon=0.000001
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

## [1] 0.7392254

# Ejemplo Pareto
u=10; c=1.1; lambda=1; n=200
dist="p"; param=c(2,1); epsilon=0.000001
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

## [1] 0.6260318

#Ejemplo Pareto truncada
library(actuar) #necesario

##
## Attaching package: ’actuar’

## The following object is masked from ’package:grDevices’:
##
## cm

dist="tp"; param=c(2,1); epsilon=0
a=param[1]; b=param[2]
u=10; c=1.1; n=200
M=15
mu=(b/(a-1))*ppareto(M,a-1,b)
lambda=1/mu
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon,M)

## [1] 0.5586639
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B.1.8. Segunda aproximación propuesta

En esta subsección se presenta el código para calcular una aproximación
a la probabilidad de ruina usando la segunda aproximación de las que se
desarrollaron para el modelo de Cramér-Lundberg. Este código fue usado
para obtener los valores que aparecen en las filas nombradas ‘N2’ en las
tablas del caṕıtulo 4.

N2 <- function(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed,M){
a=param[1]; b=param[2]
poi_param=n*u
set.seed(seed)
Z=rpois(m,poi_param)
lim=max(Z)
if(dist=="g"){

mu=a/b
Fd=function(x){pgamma(x,a,b)}}

if(dist=="me"){
a1 <- param[1]
a2 <- param[2]
b1 <- param[3]
b2 <- param[4]
mu <- a1/b1 + a2/b2
Fd <- function(x){1-a1*exp(-b1*x)-a2*exp(-b2*x)}

}
if(dist=="eu"){

mu=1/4-1/8*exp(-3)
Fd=function(x,a,b){1-exp(-4*x)*(x<3/4)-

4*exp(-3)*(1-x)*(x>=3/4&&x<=1)}}
if(dist=="w"){
mu=gamma((1+1/a))/b
Fd=function(x){pweibull(x,a,b)}}

if(dist=="p"){#param[1]>1
mu=b/(a-1)
Fd=function(x){1-(b/(b+x))ˆa}}

if(dist=="tp"){#param[1]>1
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library(actuar)
mu=(b/(a-1))*ppareto(M,a-1,b)
Fd=function(x){(ppareto(x,a,b)-1)*(x<M)+1}}

if(dist=="l"){
mu=exp(a+bˆ2/2)
Fd=function(x){plnorm(x,a,b)}}

##############################
theta=c/(lambda*mu)-1
#C0
C0=1/(1+theta) #psi(0)
if(u>0){

new=1; j=0; summand=1
while(new>epsilon){

j=j+1
new=1-Fd(j/n)
summand=summand+new

}
denominator=summand
qistar=function(k){(1-Fd((k-1)/n))/denominator}
#Ckn= (C_0, C_1, C_2, ..., C_(lim))
Ckn=numeric(lim+1)
Ckn[1]=C0
qi=numeric(lim)
for(k in 2:(lim+1)){

aux=C0
qi[k-1]=qistar(k-1)
for(j in 2:k){

aux=aux+C0*qi[j-1]*(Ckn[k+1-j]-1)
}
Ckn[k]=aux

}
CZ=numeric(m)
for(i in 1:m){CZ[i]=Ckn[(Z[i]+1)]}
psi=mean(CZ)

}else{psi=C0}
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psi
}

#Ejemplo gamma
u=1; c=1.1; lambda=1; n=200; m=100; dist="g"
param=c(3.5,3.5); epsilon=0; seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.8018867

# Ejemplo mezcla de exponenciales
u=1; c=1.1; lambda=21/5; n=200; m=100; dist="me"
param=c(0.5,0.5,3,7); epsilon=0; seed <- 123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.6506095

# Ejemplo exponencial-uniforme
mmu <- 1/4-1/8*exp(-3)
u=1; c=1.1; lambda=1/mmu; n=200; m=100; dist="eu"
param=c(0,0); epsilon=0; seed <- 123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.6150372

#Ejemplo Weibull
u=10; c=1.1; lambda=0.5; n=200; m=100; dist="w"
param=c(0.5,1); epsilon=0.00001; seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.7504627

#Ejemplo Pareto
u=10; c=1.1; lambda=1; n=200; m=100; dist="p"
param=c(2,1); epsilon=0.000001; seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)
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## [1] 0.6258111

#Ejemplo truncated Pareto
library(actuar)

##
## Attaching package: ’actuar’

## The following object is masked from ’package:grDevices’:
##
## cm

dist="tp"; param=c(2,1); epsilon=0
u=10; c=1.1; n=200; m=100
M=15
a=param[1]; b=param[2]
mu=(b/(a-1))*ppareto(M,a-1,b)
lambda=1/mu
seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed,M)

## [1] 0.5583468

#Ejemplo lognormal
u=10; c=1.1; lambda=1; n=200; m=100; dist="l"
param=c(-1.62,1.8); epsilon=0.000001; seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.7390927

B.1.9. Tercera aproximación propuesta

En esta subsección se presenta el código para calcular una aproximación
a la probabilidad de ruina usando la tercera aproximación de las que se
desarrollaron para el modelo de Cramér-Lundberg. Este código fue usado
para obtener los valores que aparecen en las filas nombradas ‘N3’ en las
tablas del caṕıtulo 4.
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N3=function(u,theta,rs, n = 200){
poi_param=n*u
lim=poi_param; pk=1
while(pk>0){

lim=lim+1
pk=dpois(lim,poi_param)

}
os=sort(rs)
em=ecdf(os)
xx=knots(em)
if(min(xx)>0){xx=c(0,xx)}
yy=c(0,em(xx))
size=length(xx)
midxx=(xx[1:(size-1)]+xx[2:size])/2
midxx=c(0,midxx,xx[size])
empiric=approxfun(midxx,yy)
empirical=function(x,yn = xx[size]){

if(x<=yn){result=empiric(x)}else{result=1}
result

}
C0=1/(1+theta)

j=0; summand=0
while(j<n*xx[size]){

new=1-empirical(j/n)
summand=summand+new
j=j+1

}
denominator=summand
qistar=function(k){(1-empirical((k-1)/n))/denominator}
limsum=min(lim+1,j+1)
qi=1; for(s in 1:(limsum-1)){qi[s]=qistar(s)}
for(s in limsum:lim){qi[s]=0}
Ckn=numeric(lim)
Ckn[1]=C0
for(k in 2:lim){
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aux=C0
for(jj in 2:k){

aux=aux+C0*qi[(jj-1)]*(Ckn[k+1-jj]-1)
}
Ckn[k]=aux

}
aux2=Ckn[1]*dpois(0,poi_param)
for(k in 2:lim){

aux2=aux2+Ckn[k]*dpois((k-1),poi_param)
}
psi=aux2
psi

}

# Ejemplos

# gama
set.seed(123)
size=10000
rs=rgamma(size,3.5,3.5)
u=1; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.801384

# mezcla de exponenciales
set.seed(123)
size=10000
x <- numeric(size)
for(i in 1:size){

aux <- 1*(runif(1)<=0.5)
if(aux==1){x[i] <- rexp(1,3)}else{x[i] <- rexp(1,7)}

}
rs <- x
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u=1; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.6506535

# exponencial uniforme
set.seed(123)
size=10000
x <- numeric(size)
for(i in 1:size){

aux <- runif(1)
if(aux<1-exp(-3)){

x[i] <- -0.25*log(1-aux)
}else{

x[i] <- 1-0.25*exp(3)*(1-aux)
}

}
rs <- x
u=1; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.611908

# Weibull
set.seed(123)
size=10000
rs=rweibull(size,0.5,1)
u=10; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.7508926

# Pareto
library(actuar)

##
## Attaching package: ’actuar’



B.1. MODELO DE CRAMÉR-LUNDBERG 221

## The following object is masked from ’package:grDevices’:
##
## cm

set.seed(123)
size=50000
rs=rpareto(size,2,1)
u <- 10; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.6209263

# Pareto truncada
library(actuar)
M=15
rs=1
set.seed(123)
size=10000
rsp=rpareto(size,2,1)
for(i in 1:size){

rs[i]=(rsp[i]-M)*(rsp[i]<=M)+M
}
u=10; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.5593857

# lognormal
set.seed(123)
size=50000
rs=rlnorm(size,-1.62,1.8)
u=10; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.7389638
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B.1.10. Aproximación por simulacion PKMC

En esta subsección se presenta el código para calcular una aproxima-
ción a la probabilidad de ruina usando la aproximación usando el método
PKMC. Este código fue usado para obtener los valores que aparecen en las
filas nombradas ‘PK’ en las tablas del caṕıtulo 4.

#########################################
#PK calcula la aproximación PKMC
#u = capital inicial
#theta = factor de recargo
#dist = distr. de tamaño de reclamac, solo
#para las siguientes distribuciones:
#"g"=gamma
#"me"=mezcla de exponenciales
#"eu"=exponencial uniforme
#"w"=Weibull
#"l"=lognormal
#"p"=Pareto
#"tp"=Pareto truncada en M
#n= número de simulaciones
#seed= para reproducibilidad
#########################################
# Primero, establecemos la funcion
# de la cual se obtendra la muestra
# de la funcion de equilibrio.
requilibrium=function(sim,dist){
if(dist=="g"){
# proposal ErM(pi,beta)
mfe=function(x,pi,beta){
n=length(pi)
f=0
for(i in 1:n){f=f+pi[i]*dgamma(x,i,beta)}
f
}

c=1.152857 # parámetro de acept-rechazo
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x=1; contador=0
while(contador<sim){

y=rgamma(1,sample(1:4,1),3.5)
U=runif(1)
coc=(1-pgamma(y,3.5,3.5))/(c*mfe(y,c(1/4,1/4,1/4,1/4),3.5))

aux=y*(U<=coc)
if(aux!=0){

contador=contador+1
x[contador]=aux

}
}

}
if(dist=="me"){

x <- numeric(sim)
for(i in 1:sim){

aux <- 1*(runif(1)<=0.7)
if(aux==1){x[i] <- rexp(1,3)}else{x[i] <- rexp(1,7)}

}
x

}
if(dist=="eu"){
alpha <- 1/4-1/8*exp(-3)
fx <- function(x){4*(exp(-4*x)-(exp(-4*x)-exp(-3))*(x>=3/4))}
fxe <- function(x){exp(-4*x)/alpha-(exp(-4*x)/alpha

-4*exp(-3)*(1-x)/alpha)*(x>=3/4)}
g <- function(x){fx(x)}
C <- 1.1
exito <- 0
x <- numeric(sim)
while(exito<sim){

aux <- runif(1)
if(aux<1-exp(-3)){

Y <- -0.25*log(1-aux)
}else{

Y <- 1-0.25*exp(3)*(1-aux)
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}
U <- runif(1)
num <- fxe(Y)
den <- C*g(Y)
coc <- num/den
if(U<=coc){

exito <- exito + 1
x[exito] <- Y

}
}

}
if(dist=="w"){

U=runif(sim)
x=(qgamma(U,2,1))ˆ2

}
if(dist=="p"){

u <- runif(sim)
x <- u/(1-u)

}
if(dist=="tp"){

library(actuar)
mut=ppareto(15,1,1)
U=runif(sim); aux=U*mut
x=qpareto(aux,1,1)

}
if(dist=="l"){

# proposal Pareto(1,2)
library(actuar)
c=2
x=1; contador=0
while(contador<sim){

y=rpareto(1,1,2)
U=runif(1)

coc=(1-plnorm(y,-1.62,1.8))/(c*dpareto(y,1,2))
aux=y*(U<=coc)
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if(aux!=0){
contador=contador+1
x[contador]=aux

}
}

}
x

}
#########################################
PK <- function(u,theta,dist,n,seed){
#Second, we stablish the equilibrium distr.

if(dist=="g"){Fe=function(x){x*(1-pgamma(x,3.5,3.5))
+pgamma(x,4.5,3.5)}}

if(dist=="me"){Fe=function(x){0.7*pexp(x,3)+0.3*pexp(x,7)}}
if(dist=="eu"){

Fe <- function(x){
cte <- 2-exp(-3)
(2*(1-exp(-4*x))/cte)*(x<0.75)
+((2-(17-32*x+16*xˆ2)*exp(-3))/cte)*(x>=0.75&&x<=1)
+1*(x>1)

}
}
if(dist=="w"){Fe=function(x){pgamma(sqrt(x),2,1)}}
if(dist=="p"){Fe=function(x){1-(1+x)ˆ{-1}}}
if(dist=="tp"){Fe=function(x){

mut=ppareto(15,1,1)
(ppareto(x,1,1)/mut-1)*(x<15)+1}}

if(dist=="l"){
faux=function(x){1-plnorm(x,-1.62,1.8)}
Fe=function(x){integrate(faux,0,x)$value}

}
rho=theta/(1+theta)
set.seed(seed)
K=rgeom(n,rho)
Z=numeric(n)
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for(i in 1:n){
if(K[i]==0){Z[i]=0}
if(K[i]==1){Z[i]=1-Fe(u)}
if(K[i]>1){

sim=K[i]
x=requilibrium(sim,dist)
os=sort(x)[1:(sim-1)]
Y=u-sum(os)
m=sort(x)[(sim-1)]
maxYm=max(c(Y,m))
Z[i]=(1-Fe(maxYm))/(1-Fe(m))

}
}
psi=mean(Z)
psi

}

#Ejemplo gama
u=1; theta=0.1; dist="g"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.8634491

#Ejemplo mezcla de exponenciales
u=1; theta=0.1; dist="me"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.6500023

#Ejemplo exponencial-uniforme
u=1; theta=0.1; dist="eu"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)
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## [1] 0.90856

#Ejemplo Weibull
u=10; theta=0.1; dist="w"
n=5000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.7489094

#Ejemplo Pareto
u=10; theta=0.1; dist="p"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.6262684

#Ejemplo Pareto truncada
u=10; theta=0.1; dist="tp"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

##
## Attaching package: ’actuar’

## The following object is masked from ’package:grDevices’:
##
## cm

## [1] 0.557477

#Ejemplo lognormal
u=10; theta=0.1; dist="l"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.7396388
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B.1.11. Aproximación por el método de tráfico ligero.

En esta subsección se presenta el código para calcular una aproximación
a la probabilidad de ruina usando la aproximación usando el método LT.
Este código fue usado para obtener los valores que aparecen en las filas
nombradas ‘LT’ en las tablas del caṕıtulo 4.

LT=function(u,theta,dist,param){
a=param[1]; b=param[2]
if(dist=="w"){

mu=gamma(1+1/a)/b
Fr=function(x){exp(-(b*x)ˆa)}# 1-F(x)

}
if(dist=="p"){
#library(actuar)
mu=b/(a-1)
Fr=function(x){(b/(b+x))ˆa}# 1-F(x)

}
if(dist=="l"){

mu=exp(a+bˆ2/2)
Fr=function(x){1-plnorm(x,a,b)}# 1-F(x)

}
Fe=(1/mu)*(integrate(Fr,0,u)$value)
psi=(1/(1+theta))*(1-Fe)
psi

}

# Weibull
dist="w"; param=c(0.5,1)
theta=0.1
LT(10,theta,dist,param)

## [1] 0.1601691

# lognormal
dist="l"; param=c(-1.62,1.8)
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theta=0.1
LT(10,theta,dist,param)

## [1] 0.1869869

# Pareto
dist="p"; param=c(2,1)
theta=0.1
LT(10,theta,dist,param)

## [1] 0.08264463

B.1.12. Aproximación por el método subexponencial.

En esta subsección se presenta el código para calcular una aproximación
a la probabilidad de ruina usando la aproximación usando el método subex-
ponencial. Este código fue usado para obtener los valores que aparecen en
las filas nombradas ‘S’ en las tablas del caṕıtulo 4.

S=function(u,theta,dist){
if(dist=="w"){

gg <- function(x){(1-pweibull(x,1/2,1))/2}
Fe <- function(x){integrate(gg,0,x)$value}

}
if(dist=="p"){

gg <- function(x){1/(1+x)ˆ2}
Fe <- function(x){integrate(gg,0,x)$value}

}
if(dist=="l"){

gg <- function(x){1-plnorm(x,-1.62,1.8)}
Fe <- function(x){integrate(gg,0,x)$value}

}
(1/theta)*(1-Fe(u))

}

#Ejemplo Weibull
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dist="w"; alpha=0.5; beta=1
theta <- 0.1
S(10,theta,dist)

## [1] 1.76186

#Ejemplo Pareto
dist="p"; alpha=2; beta=1
theta <- 0.1
S(10,theta,dist)

## [1] 0.9090909

#Ejemplo lognormal
dist="l"; alpha=-1.62; beta=1.8
theta <- 0.1
S(10,theta,dist)

## [1] 2.056856
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