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Resumen

En este trabajo se desarrollan nuevos métodos de aproximacion a la pro-
babilidad de ruina en horizonte infinito, primero en el modelo de Cramér-
Lundberg y después, en el modelo discreto de Gerber-Dickson. Para el
primer modelo, dichos métodos fueron desarrollados a partir del uso de la
distribucién conocida como mezcla de Erlangs y para el segundo modelo,
se desarroll6 un método de aproximacion usando la distribucién conocida
como mezcla de binomiales negativas. Ademas, en el caso del modelo de
Cramér-Lundberg, se hace una aproximacién a la probabilidad de ruina
cuando se desconoce la distribucién del monto de las reclamaciones.

La estructura del trabajo es la siguiente. En el capitulo 1 se revisan las
definiciones basicas para entender el proceso de riesgo y la llamada teoria
de la ruina. En el capitulo 2 se hace una revision de la distribuciéon mezcla
de Erlangs y de algunas de sus propiedades; también se muestra una forma
de obtener la probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones
sigue esta distribucion. En el capitulo 3 se define la funcion de distribucién
empirica y se desarrolla un resultado de estabilidad para la aproximacién
de la probabilidad de ruina. En el capitulo 4 se desarrollan varios de los
resultados de esta investigacion y se muestran ejemplos de las aproximacio-
nes propuestas suponiendo distintas distribuciones para modelar el monto
de las reclamaciones. En el capitulo 5 se hace una propuesta de aproxima-
cion a la probabilidad de ruina en el modelo de riesgo discreto, suponiendo
que el monto de las reclamaciones tienen distribuciéon Poisson mezclada.
Este capitulo se puede considerar independiente de los primeros 4 capitu-
los, sin embargo, pretende seguir las mismas ideas que fueron aplicadas
en el caso del modelo de riesgo continuo, pero adaptadas a un modelo de
riesgo discreto. Los resultados en las secciones 3.2 y 4.1, asi como en las
secciones 5.3 a 5.6 son las contribuciones principales de este trabajo. En
el capitulo 6 se muestran los comentarios finales de la investigacion. Final-
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mente, en los apéndices anexos se presentan algunos resultados conocidos,
que son usados dentro del trabajo y que fueron colocados en este apartado
para dar mas fluidez a la lectura. Ademas, se proporcionan los cédigos en
lenguaje R que fueron usados para implementar las técnicas estudiadas y
para obtener los resultados de los ejemplos mostrados.



Notacion

R conjunto de niimeros reales.

7, conjunto de nimeros enteros.

Z7" conjunto de niimeros enteros positivos.

N conjunto de ntimeros naturales incluyendo el cero.

Fx(+) funcién de distribucion de la variable aleatoria X.

F x(z) probabilidad de cola de la variable aleatoria X.

fx(+) funcién de densidad de la variable aleatoria X.
Mx(+) funcién generadora de momentos de la variable aleatoria X.
Px(+) funcién generadora de probabilidad de la variable aleatoria X.

F3%(-) funcién de distribucién de la suma de k variables aleatorias
independientes con idéntica distribucién Fy(-).

F.(+) funcién de distribucion de equilibrio.
fe(+) funcién de densidad de equilibrio.

{A(t)},2, proceso estocdstico con espacio temporal discreto, formado
por la sucesién de variables aleatorias A(1), A(2),. ..

{A(t)},=0 proceso estocdstico con espacio temporal continuo formado
por la sucesion no numerable de variables aleatorias A(t), para t > 0.

Poisson(\) distribuciéon Poisson con A > 0.
Bin(n, p) distribucién binomial con n € Z* y 0 < p < 1.

BinNeg(k, p) distribucién binomial negativa con k € Z* y 0 < p < 1.

v
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Geo(p) distribucién geométrica con 0 < p < 1 y con probabilidad
positiva en el conjunto N.

GeoT(p) distribucién geométrica truncada en cero con 0 < p < 1y
con probabilidad positiva en el conjunto Z*.

U(a,b) distribucién uniforme con a,b € Ry a < b.
Exp(f) distribucién exponencial con § > 0 y media 1/4.
Gamal(q, ) distribucién gama con «, 8 > 0 y media o/f.

Erlang(k, 8) distribucién Erlang, igual a una distribuciéon Gama(x, ()
cuando kK € Z™.

Weibull(s, a) distribucion Weibull con s, o > 0.

Lognormal(y, 02) distribucién lognormal con p € Ry o > 0.
Pareto(a, b) distribucién Pareto con a,b > 0.

ParetoT(a, b, ¢) distribucién Pareto truncada en ¢ > 0 con a,b > 0.
T tiempo de ruina.

¥ (u) probabilidad de ruina cuando el capital inicial es u.

G(u,y) probabilidad de ruina con severidad no mayor al valor y.
L,(-) transformada de Laplace de la funcién .

X, &% X convergencia casi segura.

D : o
X, — X convergencia en distribucion.

Consideraciones adicionales

El uso de letras para denotar constantes, variables, indices y otras
cantidades sigui6 los siguientes criterios:

e Para indices se usaron las letras ¢, 7, k y [.

e Para constantes se usaron las letras a, b, ¢ y d.

e Para denotar variables, se usaron las letras s y ¢t cuando la variable
era temporal y se usaron x, y y z en otros casos.
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Se uso la letra r como argumento de las funciones generadoras de
momentos y de probabilidad.

e El uso de la letra ¢ se reservé para indicar las probabilidades
usadas en las mezclas de distribuciones, ademas se usoé () para
denotar su funcion de distribucién.

e Las variables aleatorias se modelaron con letras maytusculas, prin-
cipalmente se usaron W, X, Y, Z, Ny M.

e Como parametros de las distribuciones se usaron a, b, ¢, n, letras
griegas y cuando el parametro tenia el significado de probabili-
dad se uso p. La letra n también es usada para denotar niimeros
naturales cuando no son parametros temporales.

e La letra u se us6é de manera exclusiva para denotar el capital
inicial del proceso de riesgo, tanto del discreto como del continuo.

e Las letras pu y o se usaron, como es tradicional, para denotar a la
media y a la desviacion estandar de una variable aleatoria.

= Cuando se hace referencia a alguna figura, tabla, teorema, proposi-
cion, corolario, lema u observacion del trabajo, o de otros trabajos,
se usa letra minuscula al inicio de la palabra, a diferencia de trabajos
matematicos escritos en idioma inglés, donde es comun usar mayuscu-
la.
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Capitulo 1

Introduccion

En este primer capitulo se presentan los conceptos y resultados basicos
que se necesitaran en el resto del trabajo. En la seccién 1.1 se hace una
breve exposicion del denominado proceso de riesgo, ademas se presentan las
definiciones principales de teoria de la ruina y se indican algunos problemas
importantes de teoria del riesgo. En la seccién 1.2 se estudia el modelo
clasico de Cramér-Lundberg, se mencionan diferentes enfoques para atacar
el problema de calcular la probabilidad de ruina y se hace un repaso de
algunos métodos de aproximacion a la probabilidad de ruina. El material
que se expone en este capitulo es bien conocido y al final del capitulo se
mencionan las referencias que fueron consultadas para la elaboracién de
éste. Ademas, se desarrollaron de forma detallada las demostraciones de
algunos resultados, cuya prueba se omite o se hace de forma resumida en
la literatura del tema.

1.1. Teoria del riesgo

La palabra riesgo es usada en las ciencias actuariales en distintos contex-
tos, pero es comun que se asocie a la idea de perder dinero. Por ejemplo,
en los seguros de vida el riesgo es la posibilidad de perder la vida y en
los seguros médicos el riesgo es la posibilidad de enfermarse y tener que
pagar servicios médicos. En los seguros de danos, el riesgo puede enten-
derse como un evento, que en caso de ocurrir, provocara un dano a algin
bien y asi se ocasionara una pérdida de dinero, véase por ejemplo el libro
de Promislow (2011) [69, pag. 3]. Partiendo de esta definicién de riesgo,
supongase que existe un riesgo, denotado por R, para el cual existe un

1



9 CAPITULO 1. INTRODUCCION

seguro contratado durante un periodo de tiempo (0, ], también supongase
que N(t),Y7,Ys, ... son variables aleatorias definidas en el mismo espacio
de probabilidad® (2, F, P), donde N(t) es una variable aleatoria discreta
que modela el nimero de reclamaciones hechas a la aseguradora hasta el
tiempo t y Y1,Ys, ..., Yn@) son variables aleatorias no negativas que mo-
delan el tamano o monto de dinero de dichas reclamaciones, siempre que
N(t) > 1. El monto agregado de reclamaciones o pérdida total de dinero
relacionada al riesgo R hasta el tiempo ¢ serd denotado por la variable
aleatoria S(t). Es natural definir S(¢) = 0 cuando N(t) =0y

S =Y v (1.1)

cuando N (t) > 1. En el caso de que N(t) sea igual a una variable aleatoria
N independiente del tiempo, entonces la variable S(t) deriva en el conocido
modelo de riesgo colectivo, y cuando N (t) no es variable aleatoria, sino un
nimero n € Z*, entonces S(t) deriva en el modelo de riesgo individual;
véase por ejemplo el libro de Bowers et al. (1997) [10, pags. 27 y 367], o
bien, el libro de Klugman et al. (2008) [50, pag. 210] para mas detalles de
estos modelos.

A la variable S(t) definida en (1.1), también se le conoce como monto
agregado de reclamaciones. Cuando es de interés estudiar a S(¢) variando
el tiempo, se dice que {S(¢)},, es un proceso de reclamaciones agregadas,
donde {N(#)},., es un proceso de conteo, las variables aleatorias Y;,Ya, . ..
son independientes e idénticamente distribuidas (v.a.ii.d.) y puede supo-
nerse independencia entre el proceso {N()},-, ¥ la sucesién Y7,Ys,... En
la literatura de probabilidad v de teoria del riesgo es comtn que se refieran
a las variables aleatorias Y7, Y5,... como severidades y a la variable alea-
toria S(t) como suma compuesta; el calculo de la funcién de distribucién
de S(t) es uno de los problemas principales en teoria del riesgo, véanse
por ejemplo los libros de Rolski et al. (1999) [75, pags. 99-146], Klugman
et al. (2008) [50, pags. 209-281] o Dickson (2005) [30, pags. 52-108] como
referencias estandar del tema.

10, F y P denotan un espacio muestral, una sigma &lgebra de subconjuntos de Q y una medida
de probabilidad respectivamente. Todas las variables aleatorias que se estudien en este trabajo estaran
definidas en el mismo espacio de probabilidad (€2, F, P) y no se volverd a mencionar esta aseveracion.
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1.1.1. Proceso de riesgo clasico

Gran parte de la informacion histérica mostrada en el siguiente parrafo
fue investigada en una revision hecha en 1968 por Philipson [68], de este
trabajo fueron tomados algunos titulos de las publicaciones de Cramér y
Lundberg que se citan.

Mediante diversas publicaciones entre 1903 y 1934 ([57] a [63]) el actua-
rio sueco Filip Lundberg (1876-1965) establecid y resolvié varios problemas
de lo que hoy se conoce como teoria del riesgo. Estudié el flujo de pagos que
hace una aseguradora por reclamaciones visto como un modelo matemaético
que ahora es conocido como proceso Poisson compuesto. También estudia
el proceso de riesgo donde, después de un periodo de tiempo fijo, el capital
de una compania aseguradora es igual a la suma de un capital inicial y la
cantidad ganada en primas, menos los reclamos pagados en dicho periodo.
Mas tarde, en 1955, Harald Cramér (1893-1985) en el articulo Collective
Risk Theory: A Survey of the Theory from the Point of View of the Theory
of Stochastic Processes [18], presenté una versién més clara y extendida de
los articulos de Lundberg, desarrollando la teoria junto a sus estudiantes
desde 1929. Una version més general del proceso de riesgo fue estudiada
por Sparre Andersen en 1957, en el trabajo On the collective theory of risk
in case of contagion between claims [79], donde propone estudiar el ntime-
ro de reclamos como un proceso de renovacion. Sin embargo, el que hizo
un estudio més a fondo fue Thorin en 1970 en Some remarks on the ruin
problem in case the epochs of claims form a renewal process [83].

A continuacion se presenta el modelo clésico del capital de una asegu-
radora hasta un tiempo t > 0, generalizando la forma en que se hacen los
pagos de las reclamaciones:

U(t) = u+II(t) — S(t), (1.2)

donde U(0) = u es el capital inicial, II(¢) representa ingresos hasta el
tiempo t debido a primas y finalmente S(t) es el monto agregado de re-
clamaciones hasta el tiempo t. Al proceso {U(t)},., definido en (1.2) se
le puede llamar proceso de riesgo general. La probabilidad de que el ca-
pital se vuelva negativo en algin momento, es llamada probabilidad de
ruina. Esta probabilidad puede servir para que una compania aseguradora



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

mida su solvencia, es decir, qué tanto puede enfrentar las reclamaciones
que le hacen los asegurados. Mas adelante, en la seccién 1.2 se fijaran cier-
tas hipOtesis necesarias para que el modelo (1.2) sea llamado modelo de
Cramér-Lundberg.

1.1.2. Teoria de la ruina

Como ya se dijo antes, se le llama ruina al evento de que en algin
momento el proceso {U(t)},-, se vuelva negativo; después de la ruina este
proceso contintia su trayectoria y puede volver a ser positivo, por lo que
se le conoce como tiempo de ruina al primer momento en que el capital se
vuelva negativo.

Definicién 1.1.1 Para un proceso de riesgo derivado de (1.2), el tiempo
de ruina se define como la variable aleatoria siguiente:

T=inf{t > 0:U(t) < 0}, (1.3)
cuando {t > 0:U(t) <0} # 0, en caso contrario T := 0.

A continuacion se definen dos tipos de probabilidades de ruina, tomando
en cuenta el periodo de tiempo en el que es observada la trayectoria del
proceso de riesgo.

Definicién 1.1.2 Supdngase un proceso de riesgo {U(t)},~, donde U(0) =
u > 0. Se define la probabilidad de ruina en:

1. horizonte finito en el intervalo de tiempo (0,T] como:

Y(u,T) = P(r <T | U(0) = u). (1.4)

2. horizonte infinito como:

Y(u) = P(r < oo | U(0) =u). (1.5)

La teoria matematica que ha sido desarrollada para resolver problemas
relacionados a 7 y a 9 es conocida como teoria de la ruina. En la figura 1.1
se puede ver una trayectoria simulada del proceso de riesgo y del tiempo
de ruina.
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U(7)]

Figura 1.1: Ejemplo de trayectoria de un proceso de riesgo.

La definicion de probabilidad de ruina aqui usada es la mas comun,
sin embargo, existen definiciones alternas tomando en cuenta el comporta-
miento del proceso de riesgo. Por ejemplo, en el trabajo de Dassios y Wu
(2008) [20], se define la ruina tipo parisina como el evento donde el valor
del proceso de riesgo es negativo al menos durante un tiempo establecido?.

1.1.3. Problemas importantes en teoria del riesgo

Dentro del conjunto de problemas que se estudian en teoria del riesgo,
hay tres que destacan por el volumen de investigacion que se ha hecho de
ellos.

e El primero, es conocer la distribucién del monto agregado de reclamos
(1.1) en un periodo de tiempo fijo, ya sea en el modelo individual o
en el modelo colectivo. En ambos modelos existen formulas exactas
(aunque recursivas) para la distribucién del monto agregado de recla-
mos, en el modelo individual la férmula de De Pril, véase [21], y en
el modelo colectivo la formula de Panjer, véase [65]; dichas formulas
solo se pueden aplicar cuando se cumplen ciertas condiciones. Mas

2Esta forma de definir la ruina est4 inspirada en las opciones parisinas propuestas en el trabajo pionero
del tema Chesney et al. (1997) [14].
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adelante, en la seccion 1.2.2, se usara la férmula de Panjer para hacer
aproximaciones a la probabilidad de ruina.

e Elsegundo, es el célculo de la probabilidad de ruina, principalmente en
los modelos de Cramér-Lundberg (véase la seccién 1.2), en el modelo
de Sparre Andersen (véase por ejemplo [3, pags. 374-385]) y en el
modelo discreto de Gerber-Dickson (véase el capitulo 5). El libro de
Asmussen y Albrecher (2010) [3] es una referencia enciclopédica del
calculo de probabilidades de ruina en el modelo de Cramér-Lundberg
y en otros modelos relacionados.

e Finalmente, en los tltimos anos se han estudiado de manera creciente
la severidad de la ruina |U(7)|, el proceso justo antes de la ruina
U(t—) y el tiempo de ruina 7, véase la figura 1.1. Para analizar de
manera conjunta las tres variables, en el articulo de Gerber y Shiu
(1998) [41], se propuso una funciéon que ahora lleva el nombre de los
autores®. La busqueda de féormulas para dicha funcién, el estudio las
funciones de densidad de las variables |U(7)| y U(7—), y el calculo de
sus momentos han sido motivo de un gran ntimero de articulos, entre
ellos se destacan [24, 31, 39, 41, 42, 53] y [55]. En la compilacién hecha
por Kyprianou (2013) [51], se hace un recuento de la teoria de este
tema hasta ese afio.

1.2. Modelo de Cramér-Lundberg

En esta seccién se presenta el proceso de riesgo de Cramér-Lundberg
{U(t)},5 que se define para t > 0 como:

N(t)
Ult)=u+ct— > Y, (1.6)
i=1

donde u > 0 es una constante y representa el capital inicial U(0), el ntiime-
ro de reclamos hasta el tiempo ¢ es modelado con un proceso de Poisson
{N(t)},5, con intensidad A > 0, el monto de las reclamaciones esta repre-
sentado por la sucesién de v.a.iid. Yy, Ys, ... con media comin U < 00,
también se suponen independientes de N(t) para cualquier ¢ > 0. Se su-
pondra que cada Y; tiene funciéon de distribuciéon Fy(-) continua y tal que

3También es conocida como expected discounted penalty function.



1.2. MODELO DE CRAMER-LUNDBERG 7

Fy(0) = 0. El pardmetro ¢ > 0 representa la tasa de primas y sin pérdida
de generalidad, se supondra que ¢ = (1 4 0)\u, donde el valor de 6§ > 0
es conocido como factor de recargo de la prima. Lo anterior, garantiza que
se cumpla la llamada condicién de ganancia neta, es decir, que ¢ > Ay, lo
cual implica para cualquier valor de u > 0:

Jim U(t) = oo, (1.7)
de forma casi segura y
Y(u) < 1. (1.8)

Véase el libro de Asmussen y Albrecher (2010) [3, proposicién 1.1, paginas
3y 4] para ver los detalles de (1.7) y (1.8). Igual que en la seccién anterior,
el tiempo de ruina y la probabilidad de ruina* estan definidos por:

r=inf{t >0:U(t) <0}, (1.9)

Y(u) = P(t < oo |U(0) = u), (1.10)

respectivamente.

Observacion 1.2.1 FEl proceso de riesgo de Cramér-Lundberg tiene la ven-
taja de que el proceso de reclamos agregados, dado por:

1S} =05

donde S(t) = Ziji(f) Y, es un proceso Poisson compuesto y de esta mane-
ra cumple las propiedades de tener incrementos estacionarios e indepen-
dientes (véase por ejemplo el libro de Panjer y Willmot (1992) [67, pdgs.
82-83]). Esto implica que {U(t)},~, también tiene incrementos indepen-
dientes y estacionarios. Una consecuencia de lo anterior es la igualdad de

probabilidades siquiente:
P(r<oo|m>2,U(x)=y,U0)=u)=P(r<oo|U0)=y), (1.11)

donde x,y > 0.

4La probabilidad de ruina en horizonte finito no es estudiada en esta investigacién, por lo cual, solo
se dira probabilidad de ruina para referirse a la probabilidad de ruina con horizonte infinito.
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La igualdad (1.11) es muy 1til en la derivacion de varias férmulas relaciona-
das a la probabilidad de ruina y en este trabajo es usada en la demostracion
de la proposicion 1.2.11.

Observacion 1.2.2 La probabilidad de ruina es definida como la probabili-
dad de que en algin valort > 0, el proceso sea negativo, es decir, U(t) < 0.
Por lo anterior, los eventos siguientes son equivalentes:

(U(t) <0 para algint >0 |U0) =u) = (1 < oo |U(0) =u), (1.12)

sin embargo, la variable aleatoria T es un tiempo de paro con respecto a la
filtracion natural de {U(t)},~, v se pueden aprovechar propiedades de este
tipo de variables para estudiar la probabilidad de ruina, por lo anterior es
mds util usar el sequndo evento para definir dicha probabilidad.

Como se acaba de mencionar, la igualdad (1.10) es 1til para intentar resol-
ver el problema de la probabilidad de ruina, por ejemplo, se puede aplicar
un analisis de la primera reclamaciéon y del tiempo en que se da ésta y bajo
ciertas condiciones se puede demostrar la siguiente ecuacion integral:

o0 — u N
0 = g [ [Py =, [Coa—nFos]. 03
Una demostracion de este resultado puede ser consultada en el libro de
Rolski et al. (1999) [75, pag. 164]. Esta ecuacién cumple con las carac-
teristicas de una ecuacién de renovacion defectuosa y ademas es una ecua-
cién de Volterra de segundo tipo, véase el libro de Baker (1977) [5]. Cuando
el monto de las reclamaciones tiene distribucién exponencial la ecuacién
(1.13) puede resolverse y se llega a una férmula exacta. Ademds es usa-
da para derivar otras estrategias para conocer el valor de 1(u), véase el
apéndice A.2 donde se mencionan algunos detalles adicionales.

Existen por lo menos cuatro estrategias principales para intentar conocer
la probabilidad de ruina. La primera es encontrar una féormula exacta a
partir de (1.13), la segunda es calcularla de forma numérica, para valores
de u fijos, por ejemplo usando el método trapezoidal en (1.13), véase el
libro de Asmussen y Albrecher (2010) [3, pag. 214]. La tercera estrategia
es utilizar métodos de aproximacion y la cuarta es encontrar cotas de su
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valor. Aunque el interés principal de este trabajo es la aproximacion a la
probabilidad de ruina, en el apéndice A.2 se presenta una breve revision
de las otras estrategias para intentar conocer dicha probabilidad.

1.2.1. Severidad de la ruina y el proceso de superavit

La féormula de Pollaczeck-Khinchine (P-K), que se expondra al final de
la seccion, sirve para calcular la probabilidad de ruina cuando el monto de
las reclamaciones cumplen algunas caracteristicas especificas. También es
conocida como féormula de Beekman. La primera fue generada en la teoria
de colas como resultado de la transformada de Laplace de la distribucién
del tiempo de espera, cuando los tiempos de servicio tienen distribucion
exponencial, véase por ejemplo el trabajo de Takacs (1971) [82], o bien,
el libro de Asmussen y Albrecher (2010) [3, pags. 75-82], como una refe-
rencia mas reciente. La formula de Beekman fue obtenida en el contexto
del proceso de riesgo, véase el trabajo original de Beekman (1968) [6], o
bien, el libro de Panjer y Willmot (1992) [67, pags. 370-371], donde es
obtenida invirtiendo la transformada de Laplace de la probabilidad v vista
como funcién. Ademads, en el libro clasico de Feller (1971) [36, pag. 410],
se puede ver un analisis con caminatas aleatorias llegando a una férmula
equivalente. En esta seccion se desarrolla la féormula usando el enfoque del
que es conocido como proceso de superavit; todas las definiciones y re-
sultados presentados son conocidos, sin embargo, se exponen en el cuerpo
principal de este trabajo debido a la importancia que tienen en la investi-
gacion, por ejemplo, permiten establecer el teorema 2.2.1 y la proposicién
3.2.2. Ademas, los detalles de las demostraciones que aqui se presentan no
aparecen normalmente en la literatura del tema.

Definicién 1.2.3 Se conocerd como severidad de la ruina o tamano de la
ruina, al valor del proceso de riesgo justo en el momento de la ruina, es

decir, |U(T)| cuando 7 < oo. Si T = o0, entonces la severidad no estd
definida.

Definicion 1.2.4 La probabilidad de ruina con severidad no mayor al va-
lor y, se define como:

G(u,y) = P(1 < 00,[U(T)| <y | U(0) = w).
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Proposiciéon 1.2.5 La funcién G(0,y) estd dada por:
1
(14 0)u

Para la demostraciéon de este resultado véase el teorema 13.5.1 del libro de
Bowers et al. (1997) [10, pags. 415-416 y 427-430].

G(0,y) = I’ = F(z))da. (1.14)

Proposicion 1.2.6 La probabilidad de ruina para un capital inicial de cero
es:

(0) =+ (1.15)

Demostracion:
Usando la proposiciéon 1.2.5,

W(0) = Jim G(0,y)

, y
Iim T3 | = F(2))de
1
146
O
Ahora, se define la distribucién de equilibrio de una funcién de distri-
bucion, esta funcién es absolutamente continua y sirve para modelar los
procesos de escalera, véase por ejemplo Asmussen y Albrecher (2010) [3,
pag. 62], donde se discuten con otro enfoque estas distribuciones.

Definicién 1.2.7 Dada una funcion de distribucion continua arbitraria
F(zx) de una variable aleatoria con soporte no negativo y media j1 < 00, su
funcion de distribucion de equilibrio, denotada por F,(x), es definida para
x > 0 como:

Fw) = [Tt = Py (1.16)

Una implicacion de la definicion anterior es que la funcién de densidad de
equilibrio f.(x) se calcula para z > 0 como sigue:

1
fe(z) = H[l — F(x)], (1.17)

para valores de xz > 0.
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Ejemplo 1.2.8 Sea F' la funcion de distribucion de una variable aleato-
ria con distribucion Gama(a, B), entonces su funcion de distribucion de
equilibrio se calcula como sigue:

F(z) = f/ [1 = F(y)ldy
— i/ox /yoo wta_le_ﬁtdtdy

B Ty 0t e ® a1 _—pt (¥
o (@) /Ot“_ e_’B/Odydt—F/x e 6_5/0 dydt]

_ /x Boz—i—l P e, —Btdt_|_7/ ta 1 —/J’tdt
0 MNa+1) (o)
Ba:

«

= Iz(e)+— (1-F(2)),

donde Z ~ Gama(a + 1, ).

La distribucién de equilibrio es importante en la teoria de la ruina porque,
entre otros usos, modela el tamano de una primera caida del proceso de
riesgo por debajo del capital inicial. Mas adelante, se vera su utilidad para
establecer la férmula de Pollaczeck-Khinchine para calcular la probabilidad
de ruina.

Ademas del tiempo de ruina, el tiempo de la primera caida por debajo
del capital inicial es importante en el desarrollo de algunos conceptos, su
definicion se presenta a continuacion.

Definicion 1.2.9 Supdngase un proceso de riesgo de Cramér-Lundberg
{U(t)}tzo Yy sea

=mf{t >0:U(t) < U(0) = u}, (1.18)
suponiendo que el conjunto indicado es distinto del vacio, en caso contrario,

Ty = 00. A la variable aleatoria T, se le llamard el tiempo de la primera
catda por debajo del capital inicial w.

Notar que en la definicién anterior, el caso particular 7, coincide con la
definicion de tiempo de ruina suponiendo un capital inicial de cero.



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Figura 1.2: Ejemplo de una trayectoria de un proceso de riesgo y el tiempo
de la primera caida por abajo del capital inicial, es decir, 7,,.

Definicion 1.2.10 Supongase que 7, < 0o, se define el tamano de la pri-
mera caida por debajo del capital inicial w > 0 como sigue:

Lu=u—U(r,). (1.19)

En la figura 1.2 se puede visualizar el significado de 7, y de Lu. Una
propiedad muy util es que la variable aleatoria Lu tiene distribucion igual
a la distribucion de equilibrio del monto de las reclamaciones, como lo
establece la siguiente proposicion:

Proposicion 1.2.11 Dado que hay una primera caida debajo del capital
inicial u, la variable aleatoria Lu tiene como funcion de densidad a la fun-
cion de densidad de equilibrio de la distribucion del monto de los reclamos,
es decir,

Fraly) = ;[1 _ ) (1.20)

Demostracion:
Se calcula la funcion de distribucién de Lu usando las definiciones de Lu,
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de 7, y de probabilidad condicional:

<y|T<00,U(0)=0)

= — 1 — Fy(x)]dx,

la tercera igualdad de este desarrollo se da por (1.11) y la Gltima por (1.14)

y (1.15). Derivando F,(y) con respecto a y, se llega a la densidad (1.20).

U

Para hacer el calculo de fr,(y) puede consultarse de nuevo el ejemplo

1.2.8. La proposicién anterior es necesaria para demostrar la proposicion

1.2.20, donde se establecen caracteristicas importantes del proceso de riesgo
modificado {Z(t) }+>¢ definido a continuacién.

Definicién 1.2.12 Supdngase el proceso {Z(t)}+>o definido parat > 0 por:
Z(t) = u—=U(t)

N(t)
= S Y, —ct, (1.21)
=1

donde se supone que U(0) = u. Entonces se dice que {Z(t) >0 es el pro-
ceso de superdvit relacionado al proceso de riesgo de Cramér-Lundberg

{U(1)}=0-

Notar que Z(0) = 0 y el evento ruina se puede reescribir como sigue to-
mando en cuenta el proceso que se acaba de definir:
(U(t)<O0pa.t>0)=(u—-U(t) >upa.t>0)=(Z()>up.at>0),
donde las iniciales p.a. quieren decir para algin. Véase la figura 1.3 donde

se ilustra lo anterior. Ademas, debido a que:

lim U(t) = oo,

t—00
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N

Figura 1.3: Ejemplo de una trayectoria del proceso de riesgo de superavit
Z(t).

casi seguramente, entonces:

lim Z(t) = —oo, (1.22)

t—00

casi seguramente, bajo la condicién de ganancia neta, véase (1.7). Por otro
lado, como se dijo en la observacion 1.2.1, el proceso {U(t) }+>¢ tiene incre-
mentos estacionarios e independientes y esta propiedad se hereda al proceso
{Z(t)}+>0. Sobre este proceso, se puede encontrar en el libro de Asmussen
y Albrecher (2010) [3, pag. 1] la siguiente frase: “For mathematical purpo-
ses, it is frequently more convenient to work with the claim surplus process
(also called aggregate loss process)...”. En la figura 1.3, se puede observar
un ejemplo de trayectoria de este proceso. En el presente trabajo, este pro-
ceso servird para plantear una definicion alterna de probabilidad de ruina,
equivalente a (1.10), que implica un nuevo enfoque para su calculo.

Definicién 1.2.13 Supdngase el modelo de superdvit (1.21) derivado de
un modelo de Cramér-Lundberg, se define la probabilidad de ruina como:

Y(u) = P(Z(t) > u para alguna t > 0)
= P(M >u), (1.23)
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donde M = ngl;émox{Z(t)}.

La variable aleatoria M existe casi seguramente por (1.22). Ahora, se pre-
sentan algunas definiciones y resultados necesarios para mostrar que la va-
riable aleatoria M puede escribirse como una suma geométrica compuesta.
En otras palabras, M puede escribirse como un modelo colectivo, cuya va-
riable de conteo tiene distribucion geométrica. En el libro de Willmot y Lin
(2001) [88, pags. 107-140], se dedica un capitulo entero a estudiar varias
propiedades de este tipo de variable aleatoria.

Definicién 1.2.14 Sea {Z(t)}+>0 un proceso de superdvit, si en alguna
reclamacion se tiene que Z(t) > 0, entonces decimos que el proceso tuvo
un primer récord. El tiempo que transcurre para que suceda dicho récord
es denotado y definido como:

m =nf{t >0:Z(t) > 0}. (1.24)

En general, se define el tiempo del i-ésimo récord del proceso de superdvit
{Z(t)}0 como:

r=if{t >7":Z(t) > Z(7 )}, (1.25)

parat = 1,2, ...y definiendo 7y = 0. Cuando el conjunto indicado es vacio,
entonces se define T = 0.

Observacién 1.2.15 Por la definicion de los tiempos T, se observa que
st T < 00 para algin valor de k, entonces ;7 < 0o para cualquier valor de
v < k. Del mismo modo, cuando T,;, = 0o para algin valor de m, entonces

*

7 = 00 para v > m. También es importante senalar que estas variables

aleatorias cumplen con ser tiempos de paro con respecto a la filtracion
natural del proceso {Z(t)},~, es decir, su valor puede ser determinado por
la trayectoria del proceso hasta ese momento.

La siguiente observacion sera importante para estudiar el tamano de los
récords, es decir, por cuanto se supera el récord anterior.

Observacién 1.2.16 Suponiendo que U(0) = u y que 177 < 00, entonces:
= inf{t >0:2Z() >0}
= inf{t>0:U() <U(0) =u}

= Ty
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Z(t)
Yg* 4?\
| |
[} |
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Figura 1.4: Ejemplo de una trayectoria de un proceso de riesgo alterno
Z(t), los tiempos de paro entre récords y el tamano de los récords.

Por lo anterior, Z(7{) = Z(1,) = uw— U(7,), por lo tanto:

Z(r¥) = Lu, (1.26)

y por (1.20), la funcion de densidad de Z(71) es igual a la funcion de
densidad de equilibrio f.. En general, suponiendo que 77 < oo y para 0 <
s <,

P(%‘*Sx’ﬁ:lzs) = P(Ti*_Tiilgx_S‘Tiilzs)

= P(rf <z —3s). (1.27)

La sequnda igualdad es consecuencia de los incrementos estacionarios e
independientes del proceso de superdvit. Por ultimo, observar lo siguiente:
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P(Z(r}) = Z(r )< z) =

//P Z(ri ) <z |7y =s2(1") = y) fe(y)dydF,_ (s)
- /OOO/OOOP Z(s) S x| 7y =s,Z(s) = y) fe(y)dydF,_,(s)

— /OO / Y P(Z(7)) < 2) foy)dydF,, (s)

= P(Z(r{) < )

= F.(z). (1.28)

La tercera igualdad se da gracias a los incrementos estacionarios e inde-
pendientes del proceso de superdvit.

N—

8
8

jen)
o

jen)
o

=%

Ahora, se define el nimero de récords que tendra el proceso de superavit
durante una trayectoria.

Definicién 1.2.17 Se define el nimero de récords del proceso {Z(t)}i>0,
como la variable aleatoria

K =max{k>1:7, < o0},
suponiendo que el conjunto indicado es distinto del vacio, en caso contrario
se define K =0 y se dird que el proceso {Z(t)}>o tiene cero récords.

Notar que K < oo, debido a que Z(t) — —oo casi seguramente, bajo la
hipotesis de ganancia neta (véase (1.7)).

Proposicion 1.2.18 Sea K el nimero de récords de la definicion 1.2.17.
Entonces la funcion de probabilidad de K estda dada por:

fre(k) = (1= (0))(¥:(0))", (1.29)
para cada valor de k =0,1,2,..., es decir, K ~ Geo(1 —1(0)).

Demostracion:
El tiempo de la primera caida definido por (1.18) es equivalente al tiempo
del primer récord, por lo tanto:

fx(0) = P(r = o0)
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Esto demuestra (1.29) para k& = 0. Por otro lado, la probabilidad de que
haya un récord es igual a la probabilidad de que 77 < oo y 75 = o0,
entonces:

fx(1) = P(rf < 00,7 = 0)
= P(r; =00 |1 <o0)P(1] < c0)

= P(1f = 00)P(1] < o0)

= fx(0)F'k(0)

= [1=9(0)][»(0)].
Esto demuestra (1.29) para k = 1. La tercera igualdad es valida por (1.27).
Ahora se vera el caso general. Sea Ap = (7 < o00,...,7} < 00). Por la

observacién (1.2.15) se tiene que A, = (77 < o0), por lo cual, para cada
valor de k = 2,3, ... se tiene que:

P(Ay) = P(1} < oo | Ak-1)P(Ak-1)
= P(1; < oo |71 <o0)P(Ak_1)
= P(r{ < 0)P(Ar_1)
= ¥(0)P(Ap-1)

= [p(0)]".

La tercera igualdad, de nuevo es valida porque {Z(t) };>¢ tiene incrementos
estacionarios e independientes. Asi, para k > 2:

Jx(k) = P71 = 00, Ap)
= P(r, = oo | Ap)P(A)
= P(r{ = 00)[(0))*
= [1=9(O)][(0)]"
O
En el ejemplo de trayectoria ilustrado en la figura 1.4, se puede ver que

a cada tiempo 7 se le relaciona una variable aleatoria Y;" que modela el
tamano del i-ésimo récord. A continuacion se definen tales variables.
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Definicién 1.2.19 Sean Y{", Y5, ... variables aleatorias definidas por
it = Z(77) = Z(110), (1.30)
para cada valor de 1 =1,2,... siempre y cuando 7, < 0o. A cada variable

Y;* se le conocera como tamano del récord i.

Proposicion 1.2.20 Para un proceso de superavit, las variables aleatorias
Y Y, YR son independientes e idénticamente distribuidas con funcion
de densidad igual o f.(z), definida en (1.17), e independientes del nimero
de récords K .

Demostracion:

Primero, como se establecié en la observacién 1.2.16, por (1.26) y (1.28)
cada Y;" tiene distribucién igual a la distribucién de equilibrio del monto
de las reclamaciones y por lo tanto son idénticamente distribuidas. Para
mostrar que son variables aleatorias independientes, supongamos que K es
conocido, sea n(i) = N(7;) cuando i > 1 y n(0) := 0, donde {N(t)},-, es
el proceso de Poisson definido para el proceso de riesgo {U(t)},-; ademas

sean 11,15, ... los tiempos entre arribos del proceso de Poisson mencionado
y Y7, Y5, ... los montos de las reclamaciones. Entonces para cada valor de
1 =1,..., K se cumple lo siguiente:

Y = 2(r}) = Z(ry)

2

n(4) n(i—1)
= 2 (Y —cTj) - (Y; —cTj)
j=1 j=1
n(i)
= X (Yj—cTj)
j=n(i—1)+1
La independencia se da porque tanto las variables aleatorias Y1, ..., Y, k),

como las variables aleatorias 11, ..., T) k) son independientes, formalmen-
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te:
K K n(i)
PlAorsw) = rln( ¥ w-er<y
i=1 =1 \j=n(i—1)+1
K n(i)
= 1Py X F—-cli)<wy
=1 j=n(i—1)+1
K *
- H P(Y; < yz)
i=1
Por lo tanto, Y{",..., Y% son variables aleatorias independientes e idénti-

camente distribuidas. Finalmente, la independencia entre el niimero de
récords y el tamano de esos récords, es consecuencia de la independencia
entre el monto de las reclamaciones y el nimero de reclamaciones en el
proceso {U(t)},~,- 0

En la siguiente proposicién se establece que la variable aleatoria M :=
ntl>a’bx{ Z(t)}, se distribuye igual que una suma geométrica compuesta, donde

la variable de conteo esta dada por K vy las severidades corresponden a las
variables aleatorias Y|", Y5, . ..

Proposicion 1.2.21 Supongase un proceso de superdvit {Z(t)}i>o para el
cual se tienen K > 0 récords como en la definicion 1.2.17. Sean Y, Y5, ...
los tamanos de los récords como en la definicion 1.2.19. Entonces la varia-
ble aleatoria M = n;l>éOX{Z(t)} se distribuye igual que la suma compuesta

Zfil Y y para cualquier valor de u > 0,

W(u) = P (‘Kl Y > u) . (1.31)

Demostracion:

Primero supongase que K = 0, es decir, Z(t) < 0 para todo valor de ¢ > 0,
lo cual implica que M = 0 y que U(t) > u siempre y por tanto ¥ (u) = 0.
La suma compuesta Zfil Y se define como cero cuando K = 0, asi con
cualquier valor de u > 0,

P(f:Y;-*>u> = P(u<0)

1=1

= 0.
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Por lo tanto, se cumple la igualdad (1.31).
Ahora, dado K > 0, entonces:

K K
;YQ* = > [Z(7]) = Z(71)]

~.
|

)
t)
donde la desigualdad se cumple para cualquier valor de ¢ > 0, porque 7%

es el valor donde el proceso {Z(t) };>o tiene su tltimo récord. Esto, implica
que:

N
—~~ o~ =

> 7

-

éy; = méx{Z(t)}. (1.32)

>0
Entonces, para u > 0:

K 00 K
P(Evr>u) = S P(Sv > ul K =k) fud

{ k=0 1=1

_ ;ig P <I?§OX{Z(15)} > u) fi (k)

_ P(Igébx{Z(t)}>u>
= P(u).

O

Los resultados anteriores sirven para demostrar la formula de Pollaczeck-

Khinchine. Dicha férmula se usara mas adelante para justificar las aproxi-
maciones a la probabilidad de ruina que seran propuestas.

Proposicién 1.2.22 (Formula de Pollaczeck-Khinchine.) Usando la no-
tacion e hipotesis anteriores, la probabilidad de ruina se puede expresar
como la suma siguiente:

© 1 \* )
vl =3 1 () - El (1.33)

para u > 0 y donde F*(u) = P(Z§:1 Y <w) parak=1,2,...
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Demostracion:

Por la proposicion 5.3.16, la ley de la probabilidad total condicionando con
respecto a la variable aleatoria K, las proposiciones 1.2.18, 1.2.20 y 1.15 se
cumple lo siguiente:

() = P (f Y; >u)

_ éP(éYj>u|K:k)fK(k)
00 k

_ ZP(227>Qu—wwmwmﬁ
k=0 7=0
~ 9 4 1\ )

- ,§11+9<1+9> 1= F(w)

O

La férmula (1.33) sirve para calcular a ¢ (u) solo en algunos casos donde

se conoce la distribucién de las convoluciones de la distribucion de equi-

librio y ademéas se conoce a qué valor converge la serie resultante, por

ejemplo en el caso de reclamos exponenciales, su distribucion de equilibrio

es de nuevo exponencial y por tanto sus convoluciones tienen distribucién

Erlang y al sustituir en la formula la serie resultante converge a una funcién

exponencial y se logra obtener la probabilidad de ruina. A continuacion se
muestran los detalles.

Ejemplo 1.2.23 Supdngase que el monto de las reclamaciones tiene dis-
tribucion Exp(B), es fdcil comprobar que la funcion de densidad de equi-
librio vuelve a ser Ezp([3), esto implica que la k-ésima convolucion tiene
distribucion Erlang(k, 5), entonces:

00 k
vt = ¥ () - Er)

=1 1+
0 = 1 kD (Bu)
—= ﬂu
AT
6 o (Bu)! X 1

>

1+ = 1 S (140"
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Notar que:
o0 1 1

k:zm (L+0)" ~ 01 +0)"

Por lo tanto:

1

b)) = 175 *5"2

(Bu)’
01+ 0)

- 1+10 eXp{ <1+9>6“} (1:34)

1.2.2. Aproximaciones a la probabilidad de ruina

Aproximar la probabilidad de ruina es un problema muy estudiado y
para el cual se han desarrollado soluciones desde varios enfoques. A conti-
nuacion se hace una breve exposicion de algunos de estos métodos por su
relacion que tienen con los que se proponen en el capitulo 4. Varios de ellos
necesitan la existencia del llamado coeficiente de ajuste o la existencia de
varios momentos, por esta razoén se comienza definiendo dicho coeficiente.
Se presenta la definicién segtn el libro de Klugman et al. (2008) [50, pag.
295].

Definicion 1.2.24 FEl coeficiente de ajuste denotado por R, es definido
como la primera raiz positiva de la ecuacion:

M(r)=14+(1+0)pr, (1.35)

donde M(r) es la funcion generadora de momentos del monto de las recla-
maciones, suponiendo que ésta existe.

El coeficiente de ajuste tiene distintos usos en el area de teoria del riesgo
y en el apéndice de este trabajo se presentan més comentarios acerca de
esta cantidad.

1. Aproximacion de Cramér o de Cramér-Lundberg. Los primeros
trabajos que trataron el problema de aproximar la probabilidad de
ruina fueron hechos por Cramér y Lundberg basados en la existencia
del coeficiente de ajuste, debido a lo anterior, este método no puede
ser usado cuando la distribucién del monto de las reclamaciones es de
cola pesada, ver por ejemplo Asmussen y Albrecher (2010) [3, pag. 6].
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Ademas, puede ser necesario algiin método numérico para calcular la
raiz de (1.35), véase por ejemplo el libro clasico de Panjer y Willmot
(1992) [67, pags. 359-361]. En el apéndice A.2.4 se puede encontrar
una manera de aproximar el valor del coeficiente de ajuste R cuando
éste existe. La aproximacion a la probabilidad de ruina de Crameér-
Lundberg es la siguiente:

Y(u) = Ce B, (1.36)
suponiendo que u es una valor muy grande y donde
C = (00 /[E(Y ™) = u(1+6)].

Puede consultarse una demostracion del resultado que fundamenta
esta aproximacion en el libro de Grandell (1991) [45, paginas 6-7].

. Aproximacion de De Vylder. Este método es de facil aplicacion,

véase por ejemplo el libro de Grandell (2000) [47] donde se hace un
analisis del buen funcionamiento de esta aproximacién. Fue propues-
to en el articulo de De Vylder (1978) [22] y consiste en calcular la
probabilidad de ruina para un modelo alterno en el que el monto de
las reclamaciones tiene distribucién Exp(f3), este valor se utiliza para
aproximar la probabilidad de ruina del modelo original. Los parame-
tros del modelo alterno \, 8y 0, se calculan a partir de igualar los tres
primeros momentos de ambos modelos y quedan determinados como

sigue:

oo 3 2
ke S P 1) (1.37)
2413 M3 3443

donde p; = E(Y") para i = 2,3. Por tanto, la aproximacién a la
probabilidad de ruina es la siguiente:

Y(u) =~ ; j—Q exp (—Ru) , (1.38)

donde R = 63/(1 + 0), el cual coincide con el coeficiente de ajuste
cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion exponencial.
En caso de que el monto de las reclamaciones originales se distribuya
de forma exponencial, la aproximacion es exacta y se obtiene la expre-
sién (1.34). Cuando el monto de las reclamaciones se modela con otras
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distribuciones, es necesario que existan sus tres primeros momentos.
Se ha mejorado este método usando los cuatro primeros momentos y
suponiendo que la nueva distribucion del monto de las reclamaciones
es gama, véase el articulo de Burnecki et al. (2005) [11].

3. Método de aproximaciéon usando Panjer. En este método la idea
es calcular la probabilidad de ruina desde la expresién (1.31), donde la
probabilidad de ruina es igual a la probabilidad de cola de una suma
geométrica compuesta:

K
Y(u) =P (];Y;* > u) .

Cuando las variables aleatorias Y;" son discretas, la distribucion de
esta suma puede calcularse de manera exacta usando la féormula re-
cursiva de Panjer, véase el apéndice A.1. Pero si son continuas, se
puede hacer un procedimiento de discretizacion, luego se puede ob-
tener una aproximacién de 1 (u) al calcular (I3 + l5)/2 donde {1 y I
representan probabilidades de cola de las distribuciones asociadas a la
discretizacion. La aproximacién puede ser tan buena como se quiera,
ya que el valor de |lo — 1| se acerca a cero conforme la discretizacién
es mas fina, véase el articulo de Panjer (1986) [66]. A continuacién se
presenta esta aproximacion de forma mas detallada.

a) Supoéngase que el monto de las reclamaciones tiene una funcién de
distribucién continua con F'(0) = 0. Y sea F, su funcién de distri-
bucién de equilibrio. Se denota por Y* a las variables aleatorias
con funcién de distribuciéon F..

b) Sea f,(i) = F.(i/B)— F.((i—1)/p) para cada valor de i = 1,2, ...
y sea fq(i) = fu(i + 1) para cada valor de i = 0,1, ... y donde
es un numero real positivo llamado parametro de discretizacion.
De esta manera, quedan definidas las funciones de probabilidad
que discretizan a Y* de forma superior e inferior.

c) Sean D = ZjK:l Yd; y U = Zﬁil Yu;, donde Yd; e Yu; tienen
como funciones de probabilidad a f; y f, respectivamente.

d) Usando la recursién de Panjer se calcula el valor exacto de las
funciones de distribucién Fp y Fy.
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e) Debido a que Fy(uB) y Fp(uB) son cotas superiores e inferio-
res para P (Zszl Y/ > u), se puede aproximar la probabilidad de
ruina como sigue:

FD(UB) + FU(UB)

U(u) = 5 . (1.39)

Esta forma de estimar un valor controlado de ¥ (u) se ha usado
para contrastar otros métodos de aproximacion, véase por ejemplo
el articulo de Asmussen y Binswanger (1997) [2].

4. Aproximacion de Tijms. En el libro de Tijms 1986 [84, pag. 60], se

propone el uso de una combinaciéon de dos exponenciales para apro-
ximar la probabilidad de cola de una suma geométrica compuesta.
Puesto que la probabilidad de ruina puede ser vista como una proba-
bilidad de ese tipo, entonces se usa la siguiente aproximacion:

1 —ou —Ru
w(u) ~ (1+9 - (J) e 1 Ce (1.40)
donde, C'y R son como en (1.36) y
" 1/(14+0)-C (1.41)

E(Y?)/(20) — C/R’

Segun las palabras del libro de Klugman et al. (2008) [50, pag. 313],
la formula (1.40) combina la eficiencia de la aproximacién de Cramér-
Lundberg cuando el valor de u es grande con un término que busca
mejorar la aproximacion cuando el valor de u es pequeno. En el articulo
de Choi et al. (2010) [15], se hace una mejora a este método sumando
un tercer término a (1.40).

. Aproximaciéon para distribuciones subexponenciales. Se dice

que una funcién de distribucién F'(x) es subexponencial si tiene so-
porte (0,00) y cumple que:

11 _
35 F(z)

En [34] se muestra que la distribucién de una suma de subexponen-
ciales es subexponencial y viceversa. Una consecuencia es la siguiente
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aproximacion para la probabilidad de ruina. Supéngase que el monto
de las reclamaciones tiene distribucion subexponencial. Entonces:

(u) & 2 [1 = Fe(u)], (1.42)

conforme u — 00. Los principales ejemplos de distribuciones subexpo-
nenciales son Pareto, lognormal y Weibull, en este ltimo caso cuando
su primer parametro esta entre cero y uno. Mas detalles de este método
de aproximacién pueden consultarse en Asmussen y Albrecher (2010)
3, pags. 293-302].

6. Método de trafico ligero. Este método es consecuencia del siguiente

resultado:
1
h(u) ~ (1+9)/ [1—F(z)]de
1
- 140 [1_Fe(u)]7 (143)

conforme 0 — oo. Es una aproximacion simple pero la hipdtesis de
un factor de recargo muy grande no es realista. El nombre de trafico
ligero proviene de que al ser necesario que las primas sean mucho mas
grandes que el valor esperado de los reclamos, éstas seran relativamen-
te pequenas. Este método puede consultarse en Asmussen y Albrecher

(2010) [3, pég. 93).

1.2.3. Aproximaciéon usando simulacion

Existen varios enfoques para calcular la probabilidad de ruina usando
simulaciéon. Todos ellos estan basados en la aplicacion de la ley de los
grandes numeros, véase por ejemplo el libro de Feller (1968) [35, pag. 258].
Uno de los enfoques més conocido es el siguiente, supéngase que 2, Zs, . . .
son v.a.ii.d. donde Z; = 1(;.) suponiendo U(0) = u con esperanza comun
E(Z) = ¢ (u), entonces usando la ley de los grandes ntimeros se sabe que,

gglgo 3 Z Z; = (u),
de forma casi segura. Para una muestra aleatoria z1, 29, . . ., 2, que se pueda

obtener de 7, Zs, ..., Z,, se define como aproximacién a la probabilidad



28 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de ruina por simulacion Monte Carlo cruda a la siguiente expresion:

¥(u) %iéz (1.44)

Existen varias formas de generar valores para las variables aleatorias Z1, Zs, . . .

En el articulo de Asmussen y Binswanger (1997) [2] se estudian tres méto-
dos basados en mejorar la simulacion Monte Carlo cruda disminuyendo el
error relativo oz /1 (u), donde oz es la desviacién estdndar muestral. De
ellos, en este trabajo se usa el siguiente método (método III de [2]) con
fines comparativos y sera abreviado como PKMC:

1. Generar K; ~ Geo(0/(1 +0)). Si K; =0, definir Z; = 0.

2. Generar Xj,..., Xg, m.a. de la densidad f.. Si K; =1, definir Y = u
y m = 0, en caso contrario definir Y = u — Xoyy— = Xg—nym=
X(k,-1), donde X(y),..., X(x,—1) son los primeros K; — 1 estadisticos
de orden de Xjy,..., Xk,.

3. Definir Z; = F.(méx(Y,m))/F¢(m).
4. Repetir pasos 1 a 3 parat=1,...,n.

5. Estimar ¢(u) por Z,, por lo tanto:

D) ~ éz (1.45)

S

En la tabla 1.1 se hace un resumen de los requerimientos de distintos méto-
dos de aproximacion para la probabilidad de ruina, el +-ésimo momento de
la distribucion del monto de las reclamaciones se representa con p;.

1.2.4. Analisis breve de los métodos de aproximacion

En las secciones 1.2.2 y 1.2.3 se han comentado algunos métodos para
aproximar probabilidades de ruina. Dos de estos métodos son el método de
Cramér y el método de De Vylder. Sin embargo, como se mencioné antes,
el primero requiere la existencia del coeficiente de ajuste y es ttil solo para
valores de u grandes. El método de De Vylder requiere que la distribucion
del monto de las reclamaciones tenga sus tres primeros momentos finitos.
Cuando el monto de las reclamaciones tiene una distribucion de cola ligera,
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Tabla 1.1: Comparacién de los requerimientos necesarios para algunos de
los métodos de aproximacién mas conocidos.

Método de aproximacion Requerimientos

1 Cramér [17] Coeficiente R y u grande.

2 Tijms [84] Coeficiente R.

3 Tijms mejorado [15] Coeficiente R.

4 Renyi [47] oy < 00.

5 Trafico pesado [3] iy < 00, u'y 0 pequenos.

6 Trafico pesado y ligero [3] [y < 00 y u no muy grande.

7 Beekman-Bowers [7] 2, iy < 0.

8 De Vylder [22] L, i3 < OO.

9 Exponencial [23] L2, 3 < O0.

10 Lundberg [47] flo, i3 < OC.

11 Gama-De Vylder [11] o, 3, flg < OO.

12 Trafico ligero [3] Valores de u y 6 grandes.

13 Subexponencial [3] Valores de u grandes.

14 P-K Monte Carlo [2] Generacion de valores aleatorios desde
la distribucién de equilibrio.

15 Panjer [66] Discretizacién de distribucién de equi-
librio.

una aproximacion que es simple y con buenos resultados es la aproximaciéon
de Tijms, como se menciona en Klugman et al. (2008) [50, pag. 314]. Si
es posible generar una muestra aleatoria que tenga como distribucién a la
distribuciéon de equilibrio del monto de las reclamaciones, entonces se pue-
de aplicar la aproximacion de Pollaczeck-Khinchine Monte Carlo (PKMC);
si la distribucion del monto de las reclamaciones no tiene una densidad de
equilibrio sencilla, entonces las simulaciones necesarias en el método de
PKMC podrian ser dificiles de obtener. Cuando el monto de las reclama-
ciones tiene distribucién de cola pesada, hay dos métodos de aproximaciéon
para los cuales es suficiente conocer la expresion explicita de la funcién de
distribucién, el método de trafico ligero (LT) y el método subexponencial
(S). Sin embargo, estos métodos requieren valores especiales para 6 y para
u.
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1.2.5. Meétodos de aproximacion recientes

En anos recientes, han sido publicados varios trabajos sobre la estima-
cion y aproximacion a la probabilidad de ruina teniendo nuevas estrategias
para tal fin. Por ejemplo, en el articulo de Albrecher et al. (2010) [1], se
muestra un procedimiento eficiente donde se aproxima la probabilidad de
ruina usando una inversién numérica de su transformada de Laplace. En-
tre otras condiciones, su método requiere que la cola de la distribucion
del monto de las reclamaciones sea una funcién completamente monoto-
na. En el articulo de Avram et al. (2011) [4], se hace una variante del
método de De Vylder aproximando la probabilidad de ruina usando un
modelo de Cramér-Lundberg alterno, la distribucién del monto de los re-
clamos es aproximada por una distribucion mezcla de exponenciales cuyos
parametros se obtienen de igualar varios de sus primeros momentos con
los primeros momentos de la distribucion original y por tanto se requiere
la existencia de éstos. Otra aproximacién muy precisa es propuesta en el
articulo de Goffard et al. (2016) [43], donde la distribucién defectuosa aso-
ciada a la probabilidad de ruina es proyectada en un sistema de polinomios
ortonormales, obteniendo una férmula para 1(u) que depende de una su-
ma infinita. Truncando esta suma se obtiene una aproximacion. Para este
método es necesario que exista el coeficiente de ajuste. En el articulo de
Gzyl et al. (2013) [48], los autores usan momentos fraccionarios y aplican
el método de maxima entropia para aproximar a ¥(u). En el articulo de
Mnatsakanov et al. (2015) [64] se muestra un procedimiento para inver-
tir una transformada de Laplace escalada. Finalmente, en el articulo de
Bladt et al. (2015) [8] los autores proponen una distribucion tipo fase de
dimensién infinita con un ntmero finito de parametros para modelar dis-
tribuciones de cola pesada. Los autores prueban que la distribuciéon tipo
fase que proponen cumple tener una férmula exacta para la probabilidad
de ruina, sin embargo, se debe aplicar un algoritmo de calibracién dificil
de implementar. Estos trabajos que se han mencionado muestran la preci-
sién de los métodos usando ejemplos particulares de distribuciones para el
monto de los reclamos. En la tabla 1.2 se hace un resumen de los requeri-
mientos de los distintos métodos de aproximacion para la probabilidad de
ruina recientes.

Los métodos de aproximacion que se presentaron en esta seccion, sirven
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Tabla 1.2: Comparacién de los requerimientos necesarios para algunos de
los métodos de aproximacion recientes.

Método de aproximacion Requerimientos
1 Albrecher [1] Monto de los reclamos con distribucién
completamente mondtona.
2 Avram [4] Varios momentos finitos.
3  Goffard [43] Coeficiente R.
4 Gazyl [48] Varios momentos finitos.
5 Mnatsakanov [64] Valores de u grandes.
6 Bladt [§] Aplicacion de algoritmo de calibracion.

como contexto para justificar la utilidad de los métodos propuestos en el
presente trabajo. Como se ha mencionado, dichos métodos se podran uti-
lizar para distribuciones de cola ligera y de cola pesada, ademas de que
se pueden implementar en una computadora con relativa facilidad. En el
capitulo 4 se desarrollan estos métodos. En el modelo discreto del proceso
de riesgo que sera estudiado en el capitulo 5 también se establecen objeti-
vos similares a los aqui expuestos.

La mayoria de la informacion de este capitulo fue investigada en las
siguientes referencias: [1] a [8], [10, 11, 15], [21] a [24], [30, 31, 34, 36, 39],
[41] a [43], [45, 47, 48, 50, 51, 53, 55], [64] a [69], [75, 82, 84] y [88]. Se
citan también las siguientes referencias que no pudieron ser consultadas
por su antigiiedad, pero que es conocida su trascendencia gracias a otras

publicaciones: [17, 18], [57] a [63], [79] vy [83].
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Capitulo 2

Distribucion mezcla de Erlangs

En este capitulo se presenta la distribucién mezcla infinita de Erlangs
(MIE) o simplemente mezcla de Erlangs!. Se desarrolla con detalle la so-
lucién al problema de encontrar la probabilidad de ruina en el modelo de
Cramér-Lundberg cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion
MIE. La féormula que se desarrolla es igual a la que se puede consultar en
el libro de Klugman et al. (2008) [50, pag. 311], sin embargo, se desarroll6
una nueva demostraciéon exhibiendo una representacion de una variable
aleatoria con distribucion MIE como suma compuesta. También se presen-
ta una sucesion de funciones de distribucion MIE construida a partir de
una funcion de distribuciéon F' continua con soporte no negativo, tal que
esta sucesion converge a F'. Este resultado puede encontrarse en el libro de
Tijms (1994) [85, pag. 163], y en este capitulo se presenta un caso donde
se demuestra que hay convergencia uniforme. Este capitulo es importante
para el trabajo porque los métodos de aproximacion que se desarrollan en

el capitulo 4 se basan en las distribuciones MIE y en varias de sus propie-
dades.

2.1. Definiciéon y propiedades

Definicién 2.1.1 Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion
Erlang con parametros k y [ > 0 si tiene distribucion Gama(k,B) y si

el parametro k es un entero mayor que cero. En este caso se escribird
X ~ Erlang(k, ).

1Una distribucién mezcla finita puede ser vista como una mezcla infinita, como se menciona més
adelante, por lo cual solo se le llamara a esta distribucién mezcla de Erlangs.

33
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Para la distribuciéon Erlang, se denotara por erl(k, 5)(z) y Erl(k, 5)(x) a
sus funciones de densidad y de distribucién respectivamente, es decir, para
x > 0:

— i k=1 —px
erl(k, B)(x) = 1) xv e

Erl(k, B)(z) = > e #* (6')
j=k J:

Mas adelante en este capitulo se hace uso de la siguiente expresion equiva-

lente de la funcién de distribucion, que relaciona la distribuciéon Erlang y

la distribucién Poisson:
Erl(k, 8)(x) = 1~ P (Zs, < k— 1), (2.1)

donde Zs, ~ Poisson(fz), f > 0y x > 0. A continuacion, se define la
distribucién conocida como mezcla de Erlangs.

Definicion 2.1.2 Se dice que una variable aleatoria S tiene distribucion
mezcla de Erlangs con pardmetros © = (q1,q2,-..) y B > 0, si su funcion
de densidad es la siguiente:

f(z) = kfl g erl(k, B)(x), (2.2)

para x > 0 y donde q > 0 y X732, qx = 1. En este caso, se escribird
S ~ MIE(m, 3).

Si el nimero de sumandos en (2.2) es finito, se puede decir que S tiene como
distribucién una mezcla finita de Erlangs, sin embargo, en este trabajo no es
necesario diferenciar este caso y queda contemplado en todos los resultados.
Esta manera de definir una distribucién mezcla de Erlangs se sigue de la
definicién del libro de Klugman et al. (2008) [50, pag. 230]. En el articulo
de Willmot y Woo (2007) [89] y en el articulo de Willmot y Lin (2011) [90]
se define y estudia una mezcla de Erlangs mas general, con parametros
de forma distintos; en la segunda de estas referencias se pueden encontrar
varias de sus propiedades analiticas, ademas se estudia la transformada de
Laplace del tiempo de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene
distribuciéon MIE y se obtiene un resultado muy similar al teorema 2.2.1
que se presenta mas adelante.
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Una propiedad interesante y til de una variable aleatoria con distri-
bucién MIE(7, 5), es que puede ser expresada como una suma compuesta
como se establece en el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.3 Sean X1, Xo,... v.a.i.i.d. con distribucion Exp(B), y
sea N una variable aleatoria discreta con wvalores enteros mayores a cero
e independiente de X1, Xo, ..., cuya funcion de probabilidad estd dada por
P(N =k) = fy(k), parak =1,2,... y E(N) < 0o. Si Sy es una variable
aleatoria definida como sigue:

N
Sy => X;, (2.3)
i=1
entonces:
Sn ~ MIE(m, )
donde ® = (fn(1), fn(2),...).
Demostracion:

Es conocido que para una suma compuesta como (2.3), se cumple la si-
guiente igualdad (véase por ejemplo el libro de Bowers et al. (1997) [10,
pag. 369)):

Fsy () = Z X'(x) P(N = k). (2:4)

Por lo anterior, y debido a que F )*(k( ) = Erl(k, 8)(x), entonces:

Fy () = ZfN( ) Exl(k, 8)(x), (2.5)

por lo cual, Sy ~ MIE(w, 3).

UJ
Observacion 2.1.4 Una consecuencia de que una variable aleatoria con
distribucion MIE(w, 3) pueda ser escrita como suma compuesta, es que su
media, su varianza y su funcion generadora de momentos pueden calcularse
facilmente, véase por ejemplo Bowers et al. (1997) [10, pdgs. 368 y 369]
donde se dan formulas para calcular dichas caracteristicas. Asi, para la
variable Sy :

E(Sy) = E(N)/B. (2.6)
Var(Sy) = (E(N)+2Var(N))/p>% (2.7)
Mgy (r) = Pn(B/(B—T1)). (2.8)
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A la variable aleatoria N se le llamara variable de conteo o frecuencia y
a las variables aleatorias X7, X, ... severidades, como se hace de manera
tradicional en teoria del riesgo. En la siguiente proposicién se enuncian
algunas propiedades de las distribuciones MIE que seran tutiles més ade-
lante. El vector de probabilidades 7 sera representado desde ahora como
(fn(1), fn(2),...) para exhibir la informacién relacionada a (2.3).

Proposicién 2.1.5 Supdngase que Sy es una variable aleatoria MIE(m, [3),
con una variable de conteo N tal que E(N) < oo y cuya distribucion de
probabilidad esta dada por m, entonces se cumple lo siguiente:

a) Para x > 0:
Fsy(x) = E(Fx(Z32)), (2.9)

donde Zg, es una variable aleatoria Poisson(fx).

b) La funcion de densidad de equilibrio de Sy es MIE(w., 3), donde . es
el vector de probabilidades de una variable aleatoria de conteo Ne con
probabilidades dadas para cada valor de 5 =1,2,... por:

) = 5T, (2.10)

c) Una suma compuesta con severidades MIE y frecuencia con distribucion
geométrica truncada en cero, es de nuevo MIE. Es decir, supongase
que S1,59, ... son variables aleatorias independientes con distribucion
comun MIE(w, 3), cuya variable de conteo asociada a las probabilidades
enm es N. También supongase que M es una variable aleatoria discreta
positiva con funcion de probabilidad dada por:

P(M =k) = p(1—p)*,

para cada valor de k = 1,2, ..., entonces:
M
> ~ MIE(w", 5), (2.11)
j=1

donde 7" es el vector de probabilidades de N* y dichas probabilidades
pueden ser obtenidas de manera recursiva como Sigue:

fn(1) = pfn(1), (2.12)

fy-(h) = <1—p>'§fN<z'>fN*<k—z'>+pr<k>, k>2. (213)
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Demostracion:

a) Se usard la siguiente notacién para la funciéon de probabilidad Poisson:
poisson(fz)(j) = e 7 (Bx)7/j! para cada valor de j = 0,1,2,... Sea
Zgy ~ Poisson(fz), f >0y x > 0, entonces por (2.5) y (2.1):

Fs () = 3 fa(k) Exl(k, B)(x)

k=1

= Y fw(k) 3 poisson(z) ()

k=1 j=k

5% S (k) poisson(52) ()

I
hE

<.
I
_
ol
_

Fiy(j) poisson(Sz)(j)

I
M2

<.
Il

N o

= b FN(Zﬂx))'

El intercambio de sumas en la tercera igualdad es posible por el teo-
rema de la convergencia dominada para series, tomando como sucesion
dominante a las probabilidades Poisson, cuya serie es 1. Después, en la
cuarta igualdad se extendi6 el comienzo de la suma hasta j = 0, debido
a que Fy(0) = 0.

b) Para z > 0:

felz) = [1 = Foy ()]

= Y ) enl(, B) (@), (2.14)

donde fx.(j) = F'n(j —1)/E(N), para j > 1. Como 22 fne(j) = 1,
entonces f.(x) es a su vez una densidad MIE(m,, 3).
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Sean Sp, S, . . . variables aleatorias con distribucién MIE(7r, 3), entonces
S; tiene la misma distribucion que la suma compuesta Zf\ﬁl X;; para
cada valor de j = 1,2,... por la proposicién 2.1.3, donde X;; ~ Exp(3)
y las probabilidades de N; estan dadas en 7, por lo cual:

donde N* = Z?il N; y X; ~ Exp(f3) para cada valor de [ = 1,2, ...
Notar que se usan los siguientes cambios de variable en la tltima igual-
dad:

X1:X11, X2:X21, ceey XleXNll;

Xn1=X12, Xnr2=Xo, ..., Xnan, = XN2;

Por lo tanto, de nuevo por la proposicion 2.1.3:

N*
> X; ~ MIE(x*, 8),
=1

donde las probabilidades fy«(k) de 7* pueden ser calculadas de la si-
guiente forma. Sea Nj = 2?4:01 N;, donde My ~ Geo(p), y sea g, =
fn: (k). Entonces usando la férmula recursiva de Panjer:

k
gr = (1=0p) ZlfN(T) Gre—rs (2.16)
para cada valor de k = 1,2,... En esta ultima expresion, debido a que

la distribucién de N; no depende de j, se escribi6 fx(r) en vez de fu,(r).
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Ademas, para cada valor de k = 1,2, ... se cumple que:
gr = P(Nyg =k)
= P(Nj=k| My>0)P(My>0)+ P(N;=k| My <0)P(My <0)
= P(Nj=k| My>0)(1-p)
= P(N"=k)(1-p)
= fy-(k)(1=p). (2.17)

Usando (2.16), se obtiene la férmula recursiva para calcular el valor de
fn+(k) al sustituir el valor de g de acuerdo a (2.17).
0

Observacién 2.1.6 Sumando los términos en la ecuacion (2.13) y ha-
ctendo un cambio en el orden de las sumas se llega a que las probabilidades
F«(k) = X321 fa+(2) satisfacen la formula recursiva siguiente:

— k [— J—
EFy-(k) = (1_/))Z:lfN(j)FN*(k_j)‘f‘FN(k)a (2.18)
j:
para cada valor de k = 1,2, ... Esta formula es util para calcular la funcion

de distribucion de una suma compuesta cuyas severidades son variables
aleatorias discretas y cuando la variable de conteo tome valores mayores
a cero. Fsta formula serd relevante mas adelante, en la demostracion del
teorema 2.2.1.

La primera parte de la siguiente proposicion muestra que las distribuciones
MIE son densas en el espacio de funciones de distribucién continuas con
soporte no negativo. Este resultado fue demostrado primero en aleman en
un articulo de Schassberger (1973) [77]. Una prueba escrita en inglés, es
dada en el libro de Tijms (1994) [85]. Una prueba alterna puede encontrarse
en el articulo de Lee y Lin (2010) [52], donde se hace uso de la funcién
caracteristica. La propiedad adicional de la convergencia uniforme se sigue
de tomar particiones cada vez mas finas del soporte compacto acotado. A
continuacion se muestran los detalles.

Proposicion 2.1.7 Sea F' una funcion de distribucion continua cuyo so-
porte estd contenido en [0,00). Sea {F,}5°, una sucesion de funciones de
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distribucion definidas como sigue:
Fo.(x) = > b(k,n) - Erl(k,n)(x), (2.19)
k=1

donde b(k,n) = F(k/n) — F((k —1)/n). Entonces, para cualquier x > 0:
Jim F(z) = F(z). (2.20)

Ademas, si F' tiene soporte acotado, entonces F,, converge a F' uniforme-
mente.

Demostracion:

Se demuestra solo la segunda parte, para la primera se puede consultar Lee
y Lin (2010) [52], o bien, Tijms (1994) [85, pag. 163].

Supdngase que F'(z) tiene soporte [0,b), para algin b > 0. Debido a que
F es continua en el conjunto compacto [0,b], para cualquier ¢ > 0 se

puede escoger una particion finita 0 = xyp < 1 < --- < x = b, tal que
F(x;) — F(x;—1) <e€/2,parai=1,... k. Sit € [x;_1,x;], entonces:
0< F(z;) —F(t)<e/2 vy 0 F(t)— F(xi—1) <€/2. (2.21)

Ahora, por (2.20), para cada z; existe un entero V;(e, z;), tal que para cada
n > N;(e, x;) se cumple que:

En particular, para x; = b, existe un entero Ni(e,b), tal que para n >
Ni(€e,b) se cumple que:
[F(b) = F(B)] = 1— Fo(b) < /2

También, debido a que F,(z) > F,(b) cuando = > b, entonces para estos
valores de x se cumple:

|F(x) — F(x)| <1—F,(b) <e¢/2. (2.23)
Ahora, se define:
N =méx {Ni(e,z1), ..., Np(e, x)},

entonces, por (2.21) y (2.22), para t € [r;_1,2;] y n > N se cumple lo
siguiente:

Fo(t) — F(t) < Fy(xi) — Fa:) + Fa) — F(t) < e,
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y
Fn(t) — F(t) > Fn<$if1) — F(:Uifl) + F(xifl) — F(t) > —E€.
Por lo tanto:
|F.(t) — F(t)] <e. (2.24)
Finalmente, para t < 0, F,,(t) — F(t) = 0; y para t > b, (2.24) también se
cumple por (2.23). Entonces |F,(t) — F(t)| < € para toda t siempre que

n > N. Por lo tanto, F}, converge uniformemente a F'.
O

Observacién 2.1.8 Las funciones de distribucion aprozimantes F,(x) de-
finidas en (2.19) son MIE(m,n), donde la variable de conteo N tiene pro-
babilidades dadas por fn(k) = F(k/n)— F ((k—1)/n), para k > 1. Por la
proposicion 2.1.5 a), estas funciones pueden ser escritas como sigue:

Fu(x) = E(Fn(Z))

- £ (5 )

= (3 0 - P )

k=1
= E(F(Zu:/n)). (2.25)
Observacién 2.1.9 Si F(x) es una funcion de distribucion conveza, usan-

do la ecuacion (2.25) y la desigualdad de Jensen, se tendrd que para toda
ryn=1,2,... se cumple que:

Fu(z) = E(F(Zn/n))
> F (B (Zu/n))
= F(z),
lo cual establece que la aproximacion es de arriba hacia abajo. De manera

andloga, puede verse que si F'(x) es concava, entonces la aprozimacion es
de abajo hacia arriba.

En el siguiente ejemplo, se puede ver que la distribucién exponencial es
un caso particular de una distribucién con soporte no acotado, pero que
también puede ser aproximada por distribuciones mezcla de Erlangs con
convergencia uniforme.
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Ejemplo 2.1.10 Para la distribucién exponencial, F(x) = 1—e 7% 2 > 0,
Fo(z) = E(F(Znz/n))

= E(1—exp(—fZn/n))

= 1— My, (=5/n)

= 1 —exp(—a,x),
donde a, = n(l —exp(—5/n)). Sea h,(z) = F(z) — F,,(x) = exp(—a,x) —
exp(—px). Debido a que la funcion F es concava, se sigue que h,(x) es

no negativa y después de algunos cdalculos se puede comprobar que tiene un

mazximo absoluto en: .
= In(a,/3).
T P n(a,/f)

Evaluando a h, en x*, se llega a:

ha(2%) = (an/B) ™" = (an/B) ",

donde b, = a,/(a, — B) y ¢, = B/(a, — B). Cuando n — oo, a, /B,
b, = —o0 y ¢, — —o0. Por lo tanto, h,(x*) — 0. Esto muestra que F,
converge uniformemente a F.

Se finaliza esta seccién presentando un lema cuya utilidad se verd en el
capitulo 4 al demostrar el teorema 4.1.1.

Lema 2.1.11 Sea X,, una variable aleatoria, cuya funcion de distribucion
F,.(x) estd definida como en (2.19). Entonces:

a) E(X,) < oco.
b) r}l_%lo E(X,) = BE(X).
Demostracion:

a) Como la distribucién de X, es una mezcla, entonces su esperanza es la
mezcla de las esperanzas, es decir,

E(X,) = é(k/n) b(k, ).
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Esta esperanza es finita para cualquier n = 1,2, ..., puesto que cada
E(X,) puede verse como sigue:

B(X) = =3 k-b(k,n)

_ iéyﬁl [F (k/n) — F ((k - 1)/n)]
_ ii § [F (k/n) = F ((k = 1)/n)
- ;i 1= F (j/n)

= S /m)F (/).

<
I
—_

El segundo sumando representa una suma inferior de Riemann para F'
por ser funcién decreciente, por lo cual es menor a la integral de F,
entonces:

1 00
n+/0 F(z)dx

I

< Q.

E(Xy)

IA

b) Tomando la expresion de F(X,,) del inciso anterior, se tiene lo siguiente:

Jim B(X) = Jim, - F (k/n) = (= 1)/m)]
= /OooxdF(:c)
— B(X).

0J

En esta primera seccién se han establecido las definiciones y resultados

relacionados a la distribucién mezcla de Erlangs que seran usados en el

resto del trabajo. En la siguiente seccién se desarrolla la solucion a la

probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones sigue esta
distribucion.
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2.2. Probabilidad de ruina

El siguiente resultado establece como puede ser expresada la probabi-
lidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones se modela con una
distribucion MIE. Esta férmula permite expresar la probabilidad de rui-
na como un valor esperado. Su demostracion, puede ser hecha siguiendo
las sugerencias del ejercicio 11.17 ¢) del libro de Klugman et al. (2008)
[50], esta demostracion se desarrolla en el apéndice A.3. En esta seccién, se
presenta una demostracion original usando la formula recursiva de Panjer,
sugerencia hecha por un revisor anénimo de [76], trabajo derivado de esta
investigacion.

Teorema 2.2.1 Supongase que los montos de las reclamaciones tienen dis-
tribucion MIE(w, B), donde la variable de conteo N asociada a las probabi-
lidades de 7, es tal que E(N) < 0o; y supdngase que Zg, ~ Poisson(fu).
Entonces:

¢(u) = Z Uk P(Zﬁu = /C) (2.26)
k=0
= E(Cy,). (2.27)
donde:
— 1
Coy = —— 2.28
" 1+ (2.28)
_ 1 k _ _
Cr = —— 1D fne(@)Cri + Fnelk)|, kE=1,2,... (2.29)
1 + 8 i=1
fre(i) = M (2.30)
Nell) = E(N) . .
Demostracion:
Sea Ry = Zj‘\iﬁ Y, ; una suma compuesta donde My ~ Geo(p), p = 0/(1+0)
y sean Y, 1, Yo, ... las variables aleatorias de equilibrio del monto de las

reclamaciones MIE(7, ). Por la proposicion 2.1.5 b), Y, ; ~ MIE(w,, ),
donde las probabilidades en 7, estdn dadas por fye(j) = Fn(j—1)/E(N), j =
1,2,..., entonces por (1.33) se cumple que:

¢(u) = P(Ro>u|Mo>0)P(M0>O)
= (1=p)P(R>u),
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donde R = 2%1 Ye; v M es una variable aleatoria con funcién de pro-
babilidad dada por fi(k) = p(1 — p)*~!, para k = 1,2,... Por la pro-
posicion 2.1.5 ¢), R ~ MIE(w*, 3), donde las probabilidades de 7* estan
dadas por la ecuaciéon (2.10) y por la proposicién 2.1.5 a), y escribiendo
Cr = (1—=p)Fn«(k), k>0, se llega a lo siguiente:

(1-p)P(R>u) = (1-p)E (Fy-(Z5)

= > CyP(Zg, = k).
k=0

Finalmente, se calculan los coeficientes Cf,,

Co = (1—p)Fy-(0)
= 11— p
= 1/(1+0),

y por (2.18),

k _ _
= 140 Zf e(1)Cri + Fe(k) |,
para cada valor de k =1, 2,. O

Observacion 2.2.2 En particular, para montos de reclamaciones con dis-
tribucion Erlang(m, 3), se puede comprobar que

1
m para k—O,
_ 1 —
— —1 :1727-"7 )
Cy (1+9)m[2:210k +(m—k)]  para k m
1 LA
(—}—Q)[E_:Ck_z] para k:m—f—l,m—i—Q,

Usando estas formulas, la formula (2.26) se reduce a la conocida proba-
bilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion
Ezp() como se muestra a continuacion. Para m = 1:

o 1 k+1
Cp=—— k=012, ...
k <1+0> ’ s Ly &y



46 CAPITULO 2. DISTRIBUCION MEZCLA DE ERLANGS

Estas cantidades son claramente probabilidades de cola de una distribucion
geométrica con pardmetro 6/(1 + 8). Por lo tanto:

b(w) = > CpP(Zsy = k)

k=0
_ io: ( 1 )k-‘rl e_/Bu (Bu)k
Z\1+0 Kl

- gl (ite)m)

Esta expresion es la conocida solucion explicita para la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones se modela con distribucion
exponencial, la cual fue obtenida también en (1.54).

A pesar de que las distribuciones tipo fase también son densas en el es-
pacio de las distribuciones con soporte sobre (0,00) (véase, por ejemplo,
Asmussen y Albrecher (2010) [3, pag. 542]), el cdlculo de la probabilidad
de ruina puede ser dificil porque se debe encontrar la exponencial de una
matriz, lo cual puede ser un problema cuando la dimensién de la matriz
es grande (véase Asmussen y Albrecher (2010) [3, pag. 14]). En contraste,
cuando los montos de las reclamaciones tienen distribucién MIE, es facil
implementar la formula (2.26). En el apéndice B puede verse un ejemplo
de codigo, escrito en lenguaje R, para implementar dicha formula.

Las referencias que fueron consultadas y que son citadas en el texto de
este capitulo son las siguientes: [3, 10, 50, 52, 84, 85, 89] y [90]. Ademaés se
cita [77], que es un trabajo dificil de conseguir, pero se considera una publi-
cacion pionera en el tema de aproximar funciones de distribuciéon usando
la distribucion MIE.



Capitulo 3

Distribucion empirica continua

En este capitulo se define la funcién de distribuciéon empirica continua.
Se establece una adaptacion del teorema de Glivenko-Cantelli a este tipo
de distribucion y se plantea un criterio de estabilidad para la probabilidad
de ruina cuando se cambia la distribuciéon del monto de las reclamaciones.
Estos resultados aportan a la investigacion herramientas, primero para
demostrar la convergencia de la probabilidad de ruina que se propondra
en el teorema principal 4.1.1 del capitulo 4, y después para proponer un
método de aproximacién a la probabilidad de ruina cuando el monto de
las reclamaciones tienen una distribucién desconocida en el corolario 4.1.6.
Las contribuciones originales de este capitulo son la proposicion 3.1.2 y la
proposicion 3.2.2.

3.1. Funcién de distribucién empirica continua

Por el teorema de Glivenko-Cantelli, véase por ejemplo el libro de Lukacs
(1975) [56, pag. 105], se sabe que si X7, ..., X,, son v.a.i.i.d. con funcién de
distribucién comtun F', entonces la funcion de distribucién empirica discreta
(FDED) definida como:

— 1 m
Fam(r) = — > 1ix,<a), (3.1)
m =1
converge uniformemente a F'(x), casi seguramente. Es decir:

P (n;ggo sup {|Fan(z) — F(z)]} = 0) 1 (3.2)

Notar que para cualquier x > 0, mientras F'(x) es un nimero en el conjunto
0, 1], la funcién Fy,,(z) es una variable aleatoria cuyos valores dependen

47
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1.0

0.2

0.0

Figura 3.1: Ejemplo de distribucion empirica discreta y continua.

de las variables aleatorias X7, ..., X,, y del valor de x. Ahora, se define una
version continua de Fj,, para aproximar cualquier funcién de distribucién

continua (FDC), dicha version continua es obtenida al unir los puntos me-
dios de los escalones de la FDED Fy,.

Definicion 3.1.1 Sea F' una funcion de distribucion continua, cuyo So-

porte estd contenido en [0,00). Sean Xy, ..., X,, v.a.i.i.d. con funcion de
distribucion F'y sean Xy,..., X sus estadisticas de orden. Se define
la funcion de distribucion empirica continua (FDEC) de Xy, ..., X,, como
sique:
: X
0 siox < 5
20 — Xpoy — X -1
iX " “y+k si d(k) < <dk+1)
~ m — — m
o) = (k+1) (k—1) (3.3)
233—X(m_1) —X(m) m—1

+ sidim) <z < X,
m(X(m)—X(m_l)) m ( ) ( )

1 st x> X,

para valores de k =1,2,...,m — 1, d(i) == (X_1) + X)) /2 y X) := 0.
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Algunos otros métodos para producir una distribucién empirica continua
pueden ser considerados, sin embargo, la funcion que se ha definido es
adecuada para los propésitos de este trabajo. En la figura 3.1, se muestra
un ejemplo de grafica de una FDEC. En el resultado siguiente se muestra
que la FDEC converge uniformemente hacia F', de forma casi segura.

Proposicion 3.1.2 La FDEC E,m definida en (3.3), converge uniforme-
mente a F' conforme m — oo, casi sequramente.

Demostracion:

Sean X1, ..., X, v.a.iid. con funcién de distribucion F'y sean X(y), ..., X(n)
sus estadisticas de orden. Notar que una forma equivalente de expresar a
(3.1), es la siguiente:

Fim(z) =
Lo anterior implica que, para k > 1:
de( ) 721 Xy<Xw) — E’

por lo cual, si X;) # X(;_1), entonces:

ﬁd’m (X(k)> - ﬁd,m (X(k—1)> = —— —

En el caso de que exista algin valor de n para el cual 1 <n < m — 1, tal
que:

Xy = Xty =+ = X(k4n)s
entonces:
Fd»m (X(’f)) - Fd»m (X(’f—l)) - . i Lo <xa) — = i L(x <Xemny)
m =1 m =1
E+n k-1
T m m
n+1
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Sin embargo, como F' es una distribucion continua, entonces Xy # X;_1),
c.s. Por lo tanto, cada escaléon de F\d,m tiene un salto de tamano menor o
igual al 1/m, c.s. Entonces, por la construccion de FQW se cumple para
cualquier x lo siguiente:

|[Fan(@) = Fen(@)] < sup {[Fan(Xay) = Fan(Xp1)l}

1<k<m
1

= — C.S. 3.4
m > ( )

Por otro lado, por Glivenko-Cantelli, para ¢/2 > 0, existe un nimero natu-
ral N(e/2), tal que para cualquier mg > N(€/2) y para toda x, se cumple

que:
€

2
Por tltimo, dada ¢ > 0, sea N = max {N(e/2),2/e}. Si m > N, usando
(3.4) y (3.5), entonces :

|Eymg(z) — F(z)] < = c.s. (3.5)

Frnle) = F@)| < |Faaule) = Fon@)] + |Fayula) — F(2)
€€

2 2

€.

Esto demuestra que Fr. ,,, converge uniformemente a F', de forma casi segura.
0

3.2. Estabilidad de la probabilidad de ruina

Ahora se analizara la estabilidad en la probabilidad de ruina para dos
modelos cuyos montos de las reclamaciones tienen distribuciones distintas,
pero cercanas. La estabilidad sera usada para establecer que la convergen-
cia entre las distribuciones de los montos de las reclamaciones, implica la
convergencia de las respectivas probabilidades de ruina.

Este resultado sera clave en la prueba de la primera parte del teorema
4.1.1, mas adelante. La suposiciéon ¢ = 1 es por simplicidad. Si ¢ # 1,
entonces se puede definir U*(t) = U(t/c) y ¥*(u) = ¥(u), donde ¥* es la
probabilidad de ruina para el modelo U* (véase por ejemplo Asmussen y
Albrecher (2010) [3, pag. 5]). Antes de pasar al resultado principal de esta
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Funcién de distribuciéon
empirica continua vs empirica discreta

C

0.6 08 1.0

0.4

0.2

<
o

\ \ \ \ \ \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2: Vecindad de radio € para las funciones de distribucion empirica
discreta y continua.

seccion, se enuncia el siguiente resultado de Vatamidou et al. (2014) [86,
pég. 515).

Lema 3.2.1 Sisupg<,<, |Fie(z) — Fo(2)| < €, entonces:
‘Fl*ek(u) o FJf(“)‘ < k€7 (36)

donde F;. denota la distribucion de equilibrio asociada a la funcion de
distribucion continua con soporte no negativo F;.

Proposicion 3.2.2 Sean Uy y Uy dos modelos de Cramér-Lundberg donde
los montos de las reclamaciones tienen funciones de distribucion Fy y Fy y
medias 1 Y o, respectivamente. Supongase el mismo pardmetro c =1, el
mismo capital inicial uw > 0 y el mismo proceso de Poisson con intensidad

A

a) Supdngase que existen €1 y €3, tales que se cumple lo siguiente:
sup |[Fi(x) — Fa(x)| <e vy |1 — pe| < e
0<z<u

Entonces, para cualquier u > 0:

[P1(u) — Pa(u)| < §ruer + Eaeo, (3.7)
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donde Y y 19 son las respectivas probabilidades de ruina para los mo-
delos Uy y Us, y

A A+ Apg) + Ape
& = , 9 = : (3.8)
pa (1 — Apa) pa (1 — Aps)
b) Ademds, si Fy tiene soporte [0,b], para alguna b > 0 fija y
Sli%) |F1(x) — Fy(x)| < €,
entonces, para cualquier u > 0:
|1 (u) — ha(u)| < &iber + Saeo. (3.9)
Demostracion:
Para simplificar la notacion, sean ¢ = Ay, @o = Ao, p1 = 1 —q1 ¥
p2=1—qo.

a) Sea u > 0, y sea F'*(u) la k—ésima convolucién de la distribucién
de equilibrio de Fj;. Entonces, por la formula de Pollaczeck-Khinchine
(1.33):

s —xk S —=*k
[Y1(u) — a(u)] = |; kZ ¢; Fio(u) — po kZ a5 Foe (w)
1 —1
e —xk S —xk
= P1 Z qule(u) — P2 Z qé;Fle(u)
k=1 k=1

s k=%k > Lk
+Dp2 kZl ¢ Iy (u) — po kZl o F e (1)

IA

e k k
> |prat — pags|
k=1

> S —y
2 3 0 [Fie(w) = Fi(w)]. (3.10)



3.2. ESTABILIDAD DE LA PROBABILIDAD DE RUINA 53

El primer término puede ser acotado como sigue:

o0 o0
S piat — p2ds| = X [t — pids + pids — podd]
k=1 k=1
< — |k K =k
< Y| — o+ -l X @
k=1 k=1

ook o
= pilg— @l 3 ¢+ (q2/p2) 1 — P2
k=11:1=1

oo

. m .
= p1lg— | Y q;_l > q/f_Z + (q2/p2) |1 — g2l
i=1 k=i

(0.9]

220 q =1 —q) =p;t, 1=1,2. Por lo tanto:

S 1 +q
> ’plqlf - pzqg‘ = a1 — @2
k=1 P2

puesto que >

1+A/L2
= Mit —
1—)\M2| p1 = Ao

AL+ Aps)
——%6€9. A1
< 1 _ )\/LQ €9 (3 )

Para el segundo término de (3.10), sea x € [0, u|, entonces:

Fue) = Fu@)] = |- [Pty = [ oty

A
|

1 e 1 o
/ F1(y)dy—m/0 Fz(y)dy‘

< —€1 + —€9. (312)

Ahora, sea € = uey /11 +€/ 111 por (3.12) se cumple que sUPg< <, [ Fie(T)—
Fy(x)| <€,y por (3.6), el segundo sumando de (3.10) puede ser acotado
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como sigue:
s e -k s
P2 > a5 [Fli(u) = Fii(w)| < €3 kpadh
k=1 k=1
a2
= "¢
P2
Alb
= . 3.13
T n (3.13)
Sustituyendo (3.11) y (3.13) en (3.10):
A1+ Apz) A2
|th1(u) — tho(u)| 1 — A €2 + 1 )\M26
A1+ A A 1
_ (1+ M2)€2 12 <U61+€2>
1 — Ao 1 — Apo \ g p1
_ [ )\,LLQ ] el + [)\,ul(l + /\/LQ) + /\/LQ] &
(1 — Apiz) (1 — Apz)
= &ue + &6,
b) Si u < b, entonces, por (3.12):
[Fie(u) — Fae(u)| < ber/p + €2/ .
Siu > b:
[Fie(u) = Fae(u)| = 1= Fye(u)
S 1— FQe(b)
< bel/,ul + 62/,u1.
Entonces:
b€1 €2
sup |Fre(u) — Foe(u)| < — + —. (3.14)
u>0 1 1

Por lo tanto, por la proposicion 3.2.1 y (3.14), para cualquier u > 0:

b
Fit) - Pt <k (224 2.



3.2. ESTABILIDAD DE LA PROBABILIDAD DE RUINA 55

Finalmente:
s =k —=x*k be € e
Y B[P -Fiw] < (20 +2) 3 kpd
k=1 H1 M1/ k=1
Ap2 (bq € >
= —— | —+ =, 3.15
L=Apg \pr (3.15)

y sustituyendo (3.11) y (3.15) en (3.10):

A1+ A A b
(L+ M) - Ao <61+€2)
1 — Apo L — Ao

|11 (u) — a(u)]

A 1G]
_ [ Aio ] be, + [)\ul(l + Apg) + )\/w] 6
p (1 — Apiz) pa(1l — Apg)

= &1ber + &ren.

O
Los resultados presentados en este capitulo aportan una idea de céomo se
puede medir el error en una aproximacién a la probabilidad de ruina ¥ (u),
cuando el monto de las reclamaciones tiene funcion de distribucién F. Si
dicha aproximaciéon estd dada por la probabilidad de ruina 1, (u) asociada
a montos de reclamacién que tienen como funciéon de distribuciéon a F),
(por ejemplo, la definida en (2.19)), funcién aproximante a F' cuando n
crece, la proposicion 3.2.2 establece que es necesario conocer la maxima
distancia entre las funciones de distribuciéon aproximantes y la funcion de
distribucién aproximada y la diferencia entre las medias respectivas para
poder acotar la diferencia absoluta entre v y v,,. En el siguiente capitulo se
da una propuesta de aproximacion v, sin embargo, el problema de acotar
el error entre 1, y ¢ quedé abierto para una investigacion futura.

Para este capitulo, se usaron como referencias de apoyo los libros de Lu-
kacs (1975) [56] y de Asmussen y Albrecher (2010) [3], asi como el articulo
de Vatamidou et al. (2014) [86].



o6

CAPITULO 3. DISTRIBUCION EMPIRICA CONTINUA



Capitulo 4

Aproximaciones via mezclas de
Erlangs

En este capitulo se establece que cuando el monto de las reclamaciones
es modelado con una distribucion continua arbitraria, la probabilidad de
ruina puede ser aproximada con las probabilidades de ruina de una suce-
sién de modelos de Cramér-Lundberg, cuyos montos de reclamacién siguen
ciertas distribuciones MIE aproximantes a la distribucion original. En este
resultado se basan dos nuevos métodos de aproximacién propuestos en este
trabajo. Ademas, se desarrolla un método que puede ser usado cuando se
conozca una muestra suficientemente grande de montos de reclamacion, a
pesar de que se desconozca su distribucién. La idea es poder evitar méto-
dos estadisticos previos de bondad de ajuste sobre los datos conocidos y
aun asi poder aproximar la probabilidad de ruina. Este tercer método usa
como herramienta principal la funciéon de distribuciéon empirica continua,
de la que se habld en la seccion 3.1. Estas aproximaciones, son estableci-
das formalmente en los corolarios 4.1.2, 4.1.4 y 4.1.6. En la seccién 4.2 se
muestran varios ejemplos usando distintas distribuciones para modelar el
monto de las reclamaciones, distribuciones tanto de cola ligera, como de
cola pesada. Finalmente, en la seccion 4.3 se comenta como se implementa-
ron los métodos de aproximacion y se menciona como se pueden aplicar en
el caso de que el monto de las reclamaciones se modelen con distribuciones
distintas a las usadas en los ejemplos de este trabajo.

o7
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4.1. Aproximaciones a la probabilidad de ruina

Como ya se mostro en la tabla 1.1 de la seccién 1.2.2, varios de los méto-
dos de aproximacién que aparecen en la literatura tienen como hipotesis
que la distribucién del monto de los reclamos cumpla con propiedades que
no tienen todas las distribuciones. Por ejemplo, en algunos métodos es nece-
saria la existencia del coeficiente de ajuste y/o que algunos de sus primeros
momentos sean finitos. En esta investigacion se desarrollaron métodos de
aproximacion que requieren que la funcién de distribucion del monto de
las reclamaciones sea facil? de evaluar y que su primer momento sea finito;
por lo cual, no es necesario que exista el coeficiente de ajuste ni momen-
tos adicionales a la media. Para los fines anteriores, se aprovecha que la
probabilidad de ruina es conocida cuando el monto de las reclamaciones
tiene distribucion MIE. El procedimiento para aproximar la probabilidad
de ruina es el siguiente:

e Suponer que se tiene una funcién de distribuciéon continua F'(x), con
soporte contenido en [0,00); y sea {F,(x)} una sucesién de funcio-
nes de distribucién definidas como en (2.19), es decir, funciones de
distribucién mezcla de Erlangs aproximantes a F'(z).

e Si n es lo suficientemente grande, F),(z) estard cerca de F(x), y como
se muestra mas adelante, también v, (u) estarda cerca de 1 (u), don-
de ¥, (u) representa la probabilidad de ruina cuando el monto de las
reclamaciones tiene funcién de distribucion F,(z), y ¥(u) es la proba-
bilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene funcién
de distribucién F'(z). Asi, el valor de ,(u), podra ser usado como
una aproximacion a ¥ (u).

Este procedimiento queda formalizado en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1 Si en un modelo de Cramér-Lundberg el monto de las re-
clamaciones tiene funcion de distribucion ' continua y con media finita,
entonces:

Y(u) = lim 1, (u),

n—oo

2Considérese que una funcién es facil de evaluar, si sus valores pueden calcularse en un instante con
ayuda de una computadora.
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para valores de u > 0 y donde:

wn(u) = Z éka(Z = k?) = E(@Z’n), (41)
k=0
para valores de n = 1,2,... y donde Z representa una variable aleatoria
Poisson(un) y la sucesion {Cg,}72, estd dada por:
1
m, st k=0.
Cin = 1 i (4.2)
- () Crin+ Faelk) |, si k=12,
o i;fN’(Z) k—in + Fne(k) 81
1—F((i—1
fve(?) (= 1)/n) para i=1,2,... (4.3)

sl = F(( = 1)/n)]
Ademas, si la funcion F' tiene soporte acotado, entonces la probabilidad 1),
converge uniformemente sobre [0,00) a la probabilidad 1.

Demostracion:
Sea {F,(x)} ~, una sucesién de funciones de distribucién que aproximan a
F(z), definidas como en (2.19), y sea p, la media de cada F;,. Por el lema
2.1.11 b), para cualquier e; > 0 existe Vg, tal que para toda n > Nj se
cumple lo siguiente:
i — 1l < & (4.4)

Debido a que la funcién F' es continua en el conjunto compacto [0, u,
entonces en este intervalo hay convergencia uniforme de F,, a F', lo cual
implica que para €; > 0 existe Np, tal que para toda n > N; se cumple lo
siguiente:

sup | F(t) — F(t)] <. (4.5)

Ahora, dada ¢ > 0, se define ¢; = €/(2&1u) vy €5 = €/(2&,), donde & y

& estan dados por (3.8). Si se define N, = max { Ny, N1}, entonces por

(4.4) y por (4.5), para n > Ny, se cumple lo siguiente:

€ €
Yy o — ) < 2,

y usando la desigualdad (3.7) de la proposicién 3.2.2 y (4.6), se cumple la

siguiente desigualdad:

sup | F,(z) — F(z)] <

SUp 2 (4.6)

(1) = ¥(u)| <e
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Por lo tanto, para u > 0, v, converge puntualmente a . Por ultimo,
usando el teorema 2.2.1 se calcula el valor de 1, (u), donde los coeficientes
estan dados por:

fxe(i) = Fx(i = 1)/E(N),

donde el numerador esta dado por:

Fa(i=1) = ¥ b(in)

— Y[F(j/n) = F((j = 1)/n)

= 1=F((i@—1)/n),

y el denominador es el siguiente valor esperado:

B(N) = Y. Fali—1)

= Y F (i~ 1)/n).

La ultima suma siempre es finita, porque F(x) tiene media finita, véase la
prueba del lema 2.1.11 a). Finalmente, cuando F' tiene soporte acotado, se
sabe por la proposiciéon 2.1.7 que F,, — F' uniformemente. Entonces por
(4.6), para toda x se cumple la desigualdad,

€

Ful@) = F&)| < 565

por lo cual, el valor de N,,,, es independiente del valor de u. Por lo tanto,
se obtiene la convergencia uniforme. O

4.1.1. Primera aproximacion

A continuacion se presenta como corolario la primera aproximacién que
se propone en este trabajo.

Corolario 4.1.2 Suponer que en un modelo de Cramér-Lundberg, el mon-
to de las reclamaciones tiene una funcion de distribucion continua F'. St n
es un numero suficientemente grande, entonces:

k

b(u) ~ e S0 T L (un)

, 4.7
> X (4.7)
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donde los valores de {C,}72, estan dados por (4.2) y (4.3).

La aproximacion anterior, puede ser calculada cuando el monto de las re-
clamaciones se modela con cualquier funcion de distribucién continua, cuya
media sea finita. Como una ventaja adicional, para cada valor de n grande,
los sumandos en (4.7) convergen a cero con rapidez exponencial y por tanto
la suma infinita puede ser truncada en algin sumando a partir del cual,
los términos siguientes resulten ser poco representativos numeéricamente,
véase la seccion 4.3 para mas detalles.

Ejemplo 4.1.3 Usando la ecuacion (4.7), se calcula una aproximacion a la
probabilidad de ruina en el caso de que el monto de las reclamaciones tenga
distribucion Ezp(5) y se comprueba que converge a la solucion conocida
cuando n — o0.

Primero, se calcula de manera sencilla lo siguiente:

Freli) = (i 1),
FNe(k) = ¢ Bk/n,

Después de algunos cdlculos, se llega a:

o 1 1
Chn 1+9[<1+9>( e Fe

Sustituyendo (4.8) en (4.7) y simplificando, se obtiene la siguiente expre-
sion para la probabilidad de ruina:

U (u) :141—9 exp{—lien(l—e_ﬁ/”)u}. (4.9)

k

(4.8)

Cuando n — oo, se puede comprobar que n (1 — e‘ﬁ/”) — [, por lo cual,
se llega a la conocida probabilidad de ruina cuando el monto de las recla-
maciones se distribuye de manera exponencial.

Mas adelante se consideraran otros ejemplos de aplicacion de este método
para aproximar probabilidades de ruina.
4.1.2. Segunda aproximacion

La segunda aproximacion, que se enuncia en el siguiente corolario, se
basa en el valor esperado que aparece en la igualdad (4.1), aplicando la ley
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de los grandes ntimeros (LGN), véase por ejemplo el libro de Feller (1968)
(35, pag. 260].

Corolario 4.1.4 Suponer que en un modelo de Cramér-Lundberg, el mon-
to de las reclamaciones tiene una funcion de distribucion continua F'. Sea
21y Zm una muestra aleatoria de una distribucion Poisson(un). Sin y
m son numeros suficientemente grandes, entonces:

P(u) ~ — i Cn, (4.10)

donde los valores de {C,}72 estan dados por (4.2) y (4.3).

Ejemplo 4.1.5 En el caso donde el monto de las reclamaciones tiene dis-
tribucion Exp(B), la aprozimacion (4.10) converge a E(Cyz,), conforme m
tiende a infinito. Es decir, usando (4.8):

_ 1 1 Z

ECy)=——FE||—@Q—¢h/M _5/”] .
(Cza) =175 ([1+0( e e

La ultima esperanza, es la funcion generadora de probabilidad de la distri-

bucion Poisson(un). Por lo cual:

_ 1

E(Cy,) = e 5/”—1”.
(Czn) = un<1+9( e )+e

Con algunos cdlculos adicionales, puede mostrarse que esta expresion se

reduce a (4.9), y la solucion exacta (1.34) es obtenida conforme n — oo.

1

exp

Otros ejemplos seran mostrados méas adelante.

4.1.3. Tercera aproximaciéon

Cuando se conoce una muestra aleatoria representativa del monto de
las reclamaciones, es posible construir una funciéon de distribucién empiri-
ca continua como se expuso en el capitulo 3 y asi se puede obtener una
aproximacion a la probabilidad de ruina, usando el teorema 4.1.1. El si-
guiente corolario establece esta tercera aproximacion propuesta.

Corolario 4.1.6 Suponer un modelo de Cramér-Lundberg, donde se des-
conoce la distribucion para el monto de las reclamaciones. Si x1,..., %y
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es una muestra aleatoria de los montos de reclamacion, entonces para un
numero natural n suficientemente grande, se cumple la siguiente aproxi-

macion: : )k
—un X un

donde los valores de {C},}?2, estdn dados por (4.2) y

—

1—F((t—1)/n)
=l = F((5 = 1D/n))
para valores de © > 1, y donde E, es la FDEC de la muestra, definida por

Este método de aproximacion puede ser el mas importante en las aplica-

fe(i) = (4.12)

ciones, ya que brinda la posibilidad de encontrar una probabilidad de ruina
cuando se cuente con una muestra representativa del monto de las recla-
maciones sin conocer la distribucion de éstas. Se deja como un problema
pendiente contrastar valores de la aproximacion propuesta con una donde
se use que el monto de las reclamaciones sigan una distribucion ajustada
a la muestra conocida. Ademas, se deben establecer pruebas de hipdtesis
para comprobar que los datos provienen de reclamaciones que llegan de
acuerdo a un proceso de Poisson.

En las tres aproximaciones propuestas se puede estudiar el valor de n
necesario para que la aproximacion obtenida sea confiable, en el sentido
de poder acotar la diferencia de aproximaciones con un valor mayor a n
(criterio de Cauchy). Es decir, dada € > 0, encontrar un valor de n, tal que
se cumpla lo siguiente:

[ (u) = Ym(u)] <e (4.13)

para valores de m > n. Si el valor exacto de 1(u) es conocido, entonces
encontrar el valor de n tal que:

[ (u) —¥(u)] <e. (4.14)
4.2. Ejemplos numéricos

En esta seccion se aplican los nuevos métodos de aproximacion, pro-
puestos en los corolarios 4.1.2, 4.1.4 y 4.1.6. Para modelar el monto de las
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reclamaciones se usaron cuatro distribuciones de cola ligera y tres de cola
pesada. La eleccion de las distribuciones, se hizo pensando en contrastar
los resultados con ejemplos clasicos que se usan de manera recurrente en
la literatura, o bien, para mostrar la factibilidad de los métodos con dis-
tribuciones no tradicionales. Los ejemplos clasicos que se usaron son las
distribuciones gama, mezcla de exponenciales, Weibull, lognormal y Pare-
to. Los ejemplos no tradicionales son las distribuciones Pareto truncada y
exponencial-uniforme, esta tultima definida en el ejemplo 4.2.3.

Se hicieron aproximaciones a la probabilidad de ruina para distintos va-
lores de u y de 6. En algunos casos, cuando se conoce una férmula, los
resultados se compararon con los valores exactos de ¥ (u); en otros casos se
uso el método de Panjer (1.39) para estimar el valor més parecido al valor
exacto. Los resultados también fueron contrastados con el método de apro-
ximacion de Pollaczeck-Khinchine (PKMC) (1.45). En el caso de las dis-
tribuciones Weibull, lognormal y Pareto, también se aplicaron los métodos
subexponencial (S) (1.42) y de trafico ligero (LT) (1.43). Se construyeron
tablas y figuras con los resultados para poder analizar las aproximacio-
nes, éstas se colocaron hasta el final del capitulo para poder compararlas
de forma cémoda. La implementacion de los métodos fue hecha usando el
software R [71], y los cddigos pueden consultarse en el apéndice B.

4.2.1. Distribuciéon gama

En este ejemplo se considera que una variable aleatoria tiene distribucion
Gama(a, (), si su densidad es la siguiente:

8% at g

= “ v 4.15

frla) = et (1.15)

suponiendo que x > 0 y los parametros « y [ son nimeros positivos.

Cuando el monto de los reclamos tiene distribucién Gama(a, ), con a >

1, en el articulo de Willmot (1988) [87, pag. 277] se obtiene la siguiente
formula para la probabilidad de ruina:

9 —pPu e —pPu/ |
j=

donde:
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o 4; =[]

M (j+1,5(a+1)+1,Bull+{a(1+6)}71])
T(j(a+1)+1) ’

o alatl)-(atj—1)z7
e M(a,b,z) =1+3%, b((b+1%~--((b+§—1))j! '

.B]:

En este ejemplo se supuso una distribuciéon Gama(3.5,3.5) para modelar el
monto de las reclamaciones. En este caso =1 y se supuso A = 1, por lo
cual, la tasa de primas cumple la igualdad ¢ = (1 + #). Para aproximar la
probabilidad de ruina se aplicaron los métodos propuestos y se compararon
los resultados con el valor exacto de ¥ (u), calculado con la férmula (4.16).
En los tres nuevos métodos se us6é un valor de n = 200. Para la aproxima-
ciéon (4.10) se hicieron 100 simulaciones. Para la aproximacién (4.11) se
gener6 una muestra aleatoria de 10,000 observaciones a partir de una dis-
tribucion Gama(3.5,3.5). Para contrastar se usé el método de simulacién
de PKMC, para el cual, se hicieron 50,000 simulaciones. Para generar las
variables aleatorias necesarias, con funciéon de densidad dada por:

1 00 _
folw) =2 (1= F(@) =7 | e,

donde v = 3.5%9/T'(3.5), se us6 el método de aceptacién y rechazo (véase,
por ejemplo, el libro de Rizzo (2007) [74, pag. 55]), usando como densidad
propuesta, una densidad

MIE(7,3.5), == (1/4,1/4,1/4,1/4),

y se establecidé como constante de contraste C' = 1.152857.

Dentro de la tabla 4.1 se muestran los resultados obtenidos al aplicar

la férmula exacta, los métodos de aproximacion y el método de PKMC;
se hicieron los calculos para v = 1,2,3,4,5,10 y ¢ = 0.1,0.25,0.5,0.75, 1.
Ademas, se muestra el respectivo error relativo dado por:

() — (u)
Pu)

donde 1/3 indica la probabilidad de ruina aproximada y 1 la probabilidad
de ruina exacta. Los valores exactos de la probabilidad de ruina se pue-

(4.17)

den localizar en la fila con la nomenclatura E. Los valores obtenidos con
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los métodos de aproximaciéon establecidos por los corolarios 4.1.2, 4.1.4 y
4.1.6, se pueden observar en las filas denotadas por Ny, Ny y N3, respecti-
vamente. Finalmente, los resultados del método de aproximaciéon PKMC,
se muestran en la fila denotada por PK. En las figuras 4.1 a 4.10 se pueden
observar graficos con el comportamiento de las mismas cantidades.
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Tabla 4.1: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando el monto de
los reclamos tiene distribucion Gama(3.5,3.5).

u 0 % 0 w;w 0 w;w 0 w;w 0 %
1 0.1 0.25 0.5 0.75 1

E  0.8017 0.0000 0.6048 0.0000 0.4155 0.0000 0.3090 0.0000 0.2425 0.0000
N;  0.8022 0.0007 0.6057 0.0015 0.4166 0.0026 0.3101 0.0035 0.2435 0.0042
Ny 0.8019 0.0003 0.6052 0.0006 0.4159 0.0009 0.3094 0.0012 0.2428 0.0014
N3 0.8014 -0.0004 0.6043 -0.0008 0.4149 -0.0014 0.3084 -0.0019 0.2419 -0.0022
PK 0.8002 -0.0019 0.6068 0.0033 0.4175 0.0043 0.3122 0.0086 0.2451 0.0085
2

E 0.6943 0.0000 0.4376 0.0000 0.2380 0.0000 0.1480 0.0000 0.1008 0.0000
Ny 0.6953 0.0014 0.4390 0.0033 0.2394 0.0059 0.1492 0.0080 0.1018 0.0097
Ny 0.6948 0.0007 0.4382 0.0014 0.2386 0.0024 0.1485 0.0031 0.1012 0.0036
N3 0.6940 -0.0004 0.4373 -0.0007 0.2378 -0.0008 0.1480 -0.0003 0.1008 0.0004
PK 0.6932 -0.0022 0.4424 0.0093 0.2413 0.0109 0.1504 0.0163 0.1023 0.0244
3

E 0.6012 0.0000 0.3164 0.0000 0.1361 0.0000 0.0707 0.0000 0.0417 0.0000
Ny 0.6026 0.0022 0.3180 0.0051 0.1373 0.0091 0.0716 0.0123 0.0423 0.0150
N, 0.6020 0.0013 0.3173 0.0028 0.1367 0.0047 0.0711 0.0061 0.0420 0.0073
N3 0.6011 -0.0003 0.3163 -0.0002 0.1362 0.0010 0.0709 0.0032 0.0419 0.0060
PK 0.6018 -0.0018 0.3218 0.0136 0.1386 0.0165 0.0719 0.0197 0.0420 0.0335
4

E 05206 0.0000 0.2288 0.0000 0.0778 0.0000 0.0338 0.0000 0.0172 0.0000
Ny 0.5222  0.0030 0.2304 0.0069 0.0788 0.0123 0.0343 0.0166 0.0176 0.0203
Ny 0.5216 0.0018 0.2297 0.0040 0.0784 0.0067 0.0341 0.0087 0.0174 0.0104
N3 0.5205 -0.0002 0.2288 0.0001 0.0780 0.0021 0.0340 0.0052 0.0174 0.0087
PK 0.5206 -0.0028 0.2330 0.0186 0.0793 0.0269 0.0345 0.0350 0.0172 0.0149
5

E 04508 0.0000 0.1654 0.0000 0.0445 0.0000 0.0161 0.0000 0.0071 0.0000
Ny 04525 0.0038 0.1669 0.0087 0.0452 0.0155 0.0165 0.0210 0.0073 0.0257
Ny 04519 0.0024 0.1663 0.0053 0.0449 0.0090 0.0163 0.0118 0.0072 0.0139
N3 04508 -0.0002 0.1655 0.0005 0.0447 0.0034 0.0163 0.0075 0.0072 0.0123
PK 0.4497 0.0003 0.1685 0.0172 0.0459 0.0282 0.0168 0.0239 0.0070 -0.0065
10

E 0.2195 0.0000 0.0327 0.0000 0.0027 0.0000 0.0004 0.0000 8.63754E-05 0.0000
Ny 0.2212  0.0076 0.0333 0.0177 0.0028 0.0316 0.0004 0.0431 9.09295E-05 0.0527
N, 0.2208 0.0056 0.0331 0.0125 0.0028 0.0214 0.0004 0.0282 8.92798E-05 0.0336
N3 0.2196 0.0001 0.0328 0.0023 0.0028 0.0095 0.0004 0.0191 8.89457E-05 0.0298
PK 0.2207 -0.0012 0.0330 0.0311 0.0027 0.0692 0.0004 -0.1476 1.14593E-04 0.0604
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¥ Monto de las reclamaciones gama
E~ N, =~ Ny~ N3 ~PK

0.8 -

0.4 T \\\
02 + .

Figura 4.1: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de 6 = 0.1.
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Figura 4.2: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion gama y un
factor de recargo de 6 = 0.1.
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1 Ww Monto de las reclamaciones gama
E~ N, =~ Ny~ N3 ~PK
0.8
0.6 +
04 +
0.2 + -
| | | | | T

Figura 4.3: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de 6 = 0.25.
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Figura 4.4: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion gama y un
factor de recargo de 6 = 0.25.
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1 Ww Monto de las reclamaciones gama
E~ N, =~ Ny~ N3 ~PK
0.8 +
0.6 +
04 +
0.2 +

Figura 4.5: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de 6 = 0.5.
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Figura 4.6: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion gama y un
factor de recargo de 6 = 0.5.
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(G
0.6 + E%leNQQNgsz
Monto de las reclamaciones gama
04 +
0.2 +
0 1 2 3 4 5} 10 u

Figura 4.7: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de 6 = 0.75.

0.02

1 \
-0.075 Errores relativos \
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Figura 4.8: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion gama y un
factor de recargo de € = 0.75.
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0.6 **1/1 E%leNQQNgsz
Monto de las reclamaciones gama
04 +

+

Figura 4.9: Probabilidad de ruina para reclamos gama y un factor de re-
cargo de § = 1.
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Figura 4.10: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion gama y un
factor de recargo de 6 = 1.
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En las figuras que representan las probabilidades de ruina, no se alcanza
a ver diferencia representativa en los resultados, por lo cual, se hicieron los
graficos de los errores relativos. A partir de éstos, se observa que los méto-
dos de aproximacién comienzan a tener un error més grande conforme w
comienza a crecer. Lo anterior, debe ser consecuencia de que al aumentar el
valor de u, se debié de aumentar el valor de n, sin embargo, se establecio el
mismo valor de n para todos los casos. Por ejemplo, para el caso particular
de u =10y 6 = 0.1, si en vez de aplicar el método con n = 200 cuyo
error relativo fue de 0.0076, se aplica con n = 1000, entonces se obtiene un
error relativo de 0.0016. Para los otros casos pasa lo mismo. También se
puede observar que para la mayoria de valores de u y #, las aproximaciones

propuestas son al menos tan precisas como el método de aproximacién de
PKMC.

4.2.2. Distribucion mezcla de exponenciales

En este ejemplo se considera que una v.a. tiene distribucién mezcla
de exponenciales con parametros a y B si su funciéon de densidad es la
siguiente: N

fx(x)=>] a;Bie P x>0, (4.18)

i=1

donde v = (a1, ..., ), B= (B1,..-,0m), @, Bi >0y X", a; = 1; en este
caso se escribird X ~ MExp(a;, 8). Cuando el monto de las reclamaciones
tiene esta distribucion, se puede calcular la probabilidad de ruina exacta
invirtiendo la transformada de Laplace de v, vease el articulo de Bohman
(1971) [9], por ejemplo. Para el caso particular MExp((1/2,1/2),(3,7)) con
6 = 2/5, la probabilidad de ruina se calcula en el libro de Bowers et al.
(1997) [10, pag. 421], llegando a la siguiente expresion:

24 —u 1 —6u
¢(U)—£€ +£e

De forma general, para a = (a1,0) v B = (51, 52), la probabilidad de
ruina tiene la siguiente formula:

P(ra) o,  P(r3)
Q' (r2) Q'(r3)

(4.19)

Y(u) = e’ (4.20)

donde:
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° P(:z:) = A11'2—|—A2£E—|—A3,

° Q/(l’) :3Bll’2+232$—|—33

oy = (—32 + /B3 — 4B, 33) /(2 By),

e ry=(—By—\/B} — 4B By) /(2 By),
o Ay = b

o Ay =pb (b1 + Ba)

Az = 0 b1 fa

Bl:#ﬂ"‘e),

By =p(1+0)(B1+ B2) — 1,
® By =p(140)51 82— a1 By — as i,
o 1n=o1/B1+ az/fs.

Los calculos que se usaron para obtener la férmula anterior se omiten por
ser demasiado extensos.

En este ejemplo se tomd el caso particular de cuando el monto de las recla-
maciones sigue una distribucién MExp((1/2,1/2),(3,7)), y los resultados
de aplicar los métodos propuestos para aproximar la probabilidad de rui-
na se comparan con el valor exacto calculado con la férmula (4.20). En
este caso u = 5/21 y se supuso A = 21/5, por lo que ¢ = (1 4+ 0). En los
tres nuevos métodos se us6é un valor de n = 200. Para la aproximacion
en (4.10) se hicieron 100 simulaciones. Para la aproximacion (4.11), se ge-
ner6 una muestra aleatoria de 10,000 observaciones. Para contrastar, se uso
el método de simulaciéon de PKMC, para el cual se hicieron 50,000 simula-
ciones. Para generar las variables aleatorias, necesarias para este método,
con funcién de densidad dada por:

1 7

fe(x) = —(1 = F(z))

" = TO (36_3x) + i

0 (7e7™), x>0,
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es decir, la densidad de una MExp((7/10,3/10),(3,7)), se simularon va-
riables aleatorias Exp(3) y Exp(7) dependiendo de experimentos Bernou-
lli con probabilidad de éxito igual a 0.7. Igual que en el ejemplo ante-
rior, dentro de la tabla 4.2 se muestran los resultados obtenidos al apli-
car los métodos de aproximacion y el respectivo error relativo dado por
(4.17). Se muestran aproximaciones para valores de v = 1,2,3,4,5,10 y
0 =0.1,0.25,0.5,0.75, 1. La nomenclatura E se refiere a que en esa fila de
la tabla aparecen los valores exactos de la probabilidad de ruina, Ny, Ny y
N3 se refieren a los métodos de aproximaciéon establecidos por los corola-
rios 4.1.2, 4.1.4 y 4.1.6. Finalmente, PK indica el método de aproximacién
PKMC. En las figuras 4.11 a 4.20 se puede observar el comportamiento de
las mismas cantidades.
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Tabla 4.2: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando el monto de
los reclamos tiene distribucién MExp((0.5,0.5),(3,7)).

u 0 e 0 Lov 0 e 0 v 0 e
1ol 0.25 0.5 0.75 1

E  0.6496 0.0000  0.3842  0.0000  0.1990  0.0000  0.1224  0.0000  0.0839  0.0000
Ny 06512  0.0025  0.3863  0.0055  0.2007  0.0088  0.1237  0.0109  0.0850  0.0125
N, 0.6506 0.0016  0.3854  0.0031  0.1999  0.0044  0.1230  0.0049  0.0843  0.0051
N; 0.6507 0.0017  0.3853  0.0030  0.1997  0.0033  0.1227  0.0024  0.0840  0.0010
PK 0.6500 0.0006  0.3876  0.0090  0.2019  0.0146  0.1236  0.0097  0.0841  0.0025
2

E 04688 0.0000 0.1892  0.0000  0.0624  0.0000  0.0282  0.0000  0.0154  0.0000
Ny 04712 0.0050  0.1913  0.0107  0.0635  0.0172  0.0288  0.0216  0.0158  0.0246
N; 04703 0.0031  0.1904  0.0061  0.0630  0.0086  0.0285  0.0097  0.0156  0.0101
N; 04694 0.0012  0.1892  0.0000  0.0620 -0.0073  0.0277 -0.0179  0.0150  -0.0297
PK 0.4697 0.0018  0.1917  0.0130  0.0632  0.0127  0.0284  0.0073  0.0152  -0.0160
3

E 03384 0.0000 0.0932  0.0000  0.0196  0.0000  0.0065  0.0000  0.0028  0.0000
Ni 03409 0.0074  0.0947  0.0160  0.0201  0.0258  0.0067  0.0323  0.0030  0.0370
N; 03401 0.0051  0.0942  0.0101  0.0199  0.0146  0.0066  0.0167  0.0029  0.0178
N; 0.338 0.0005 0.0928 -0.0043 0.0192 -0.0229 0.0062 -0.0494  0.0026  -0.0801
PK 0.3382 -0.0007 0.0942  0.0109  0.0199  0.0158  0.0065  0.0014  0.0029  0.0353
4

E 02443 0.0000  0.0459  0.0000  0.0062  0.0000  0.0015  0.0000  0.0005  0.0000
Ni 02467 0.0099  0.0469  0.0213  0.0064  0.0344  0.0016  0.0432  0.0006  0.0496
N, 0.2460 0.0070  0.0466  0.0138  0.0063  0.0199  0.0015  0.0230  0.0005  0.0246
N; 02442 -0.0002 0.0455 -0.0087  0.0059 -0.0382  0.0014 -0.0794  0.0005  -0.1263
PK 0.2450 0.0032  0.0467  0.0165  0.0061 -0.0129  0.0014  -0.0931  0.0006  0.1140
5

E  0.1763 0.0000  0.0226  0.0000  0.0019  0.0000 3.45E-04 0.0000 9.67E-05  0.0000
Ny 01785 0.0124  0.0232  0.0266  0.0020  0.0431 3.64E-04 0.0543 1.03E-04 0.0623
N; 0.1779 0.0090  0.0230  0.0178  0.0020  0.0259 3.55E-04 0.0300 9.98E-05 0.0322
N3 01761 -0.0010  0.0223 -0.0130  0.0018 -0.0534 3.08E-04 -0.1086 8.02E-05 -0.1704
PK 01772 0.0054  0.0232  0.0260  0.0016 -0.1602 2.51E-04 -0.2727 1.19E-04 0.2267
10

E  0.0345 0.0000 6.56E-04 0.0000 5.89E-06 0.0000 2.24E-07 0.0000 2.06E-08  0.0000
N; 00354 0.0248 6.91E-04 0.0537 6.40E-06 0.0878 249E-07 0.1111 2.32E-08 0.1282
N; 00352 0.0196 6.82E-04 0.0396 6.23E-06 0.0588 2.40E-07 0.0693 2.21E-08 0.0756
N3 0.0344 -0.0046 6.34E-04 -0.0345 5.15E-06 -0.1255 1.70E-07 -0.2414 1.32E-08 -0.3601
PK 0.0344 -0.0048 6.45E-04 -0.0174 2.01E-05 2.4196 5.85E-10 -0.9974 3.33E-09 -0.8382
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1 21 Monto de las reclamaciones
mezcla de exponenciales
E ~ N, =~ Ny, ~ N3 ~ PK
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Figura 4.11: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de 6 = 0.1.
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Figura 4.12: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de 6 = 0.1.
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1 Ww Monto de las reclamaciones
mezcla de exponenciales
0.8 1 E~ N, ~ N, ~ N3 ~PK
0.6 +
04 +
0.2 +

10 u

Figura 4.13: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de 6 = 0.25.
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Figura 4.14: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de 6 = 0.25.
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0.8 ”w Monto de las reclamaciones
0.6 1 mezcla de exponenciales
04 + E~ N; =~ Ny ~ N3 ~ PK
02 +

4+

Figura 4.15: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de 6 = 0.5.
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Figura 4.16: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de 6 = 0.5.
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0.6 + Monto de las reclamaciones

0.4 mezcla de exponenciales

0.2 + E ~ N; =~ Ny =~ N3 ~ PK

4

Figura 4.17: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de # = 0.75.
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Figura 4.18: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de 6 = 0.75.
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0.6 + Monto de las reclamaciones

0.4 mezcla de exponenciales

0.2 + E ~ N; =~ Ny =~ N3 ~ PK
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Figura 4.19: Probabilidad de ruina para reclamos mezcla de exponenciales
y un factor de recargo de 6 = 1.
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Figura 4.20: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon mezcla de
exponenciales y un factor de recargo de 6 = 1.
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En las figuras que representan las probabilidades de ruina, no se alcanza
a ver diferencia representativa en los resultados, por lo cual, se hicieron
los graficos de los errores relativos. A partir de éstos, se observa que los
métodos de aproximacién comienzan a tener un error mas grande conforme
u comienza a crecer. Como ya se comento en la seccién anterior, el problema
se resuelve tomando valores de n mas grandes. También se puede observar
que para la mayoria de valores de u y 8 < 0.75, el método de aproximacion
con menor error relativo es el N3, que es el método que supone conocer
una muestra del monto de las reclamaciones. De nuevo, las aproximaciones

propuestas son al menos tan precisas como el método de aproximacion de
PKMC.

4.2.3. Distribuciéon exponencial-uniforme

En este ejemplo se supondra que el monto de reclamaciones tiene funcion
de densidad dada por:

—ak
1—k

donde o > 0y 0 < k < 1 son sus dos parametros. Esta es una densidad

f(r) =ae ™ Lon(z)+ Lyp1(2), (4.21)

no tradicional que sera llamada en este trabajo exponencial-uniforme. Se
supondra el caso particular de o = 4 y k = 0.75. La funcién densidad de
interés es entonces:

flz)=4e " Lo (x) +4e Ljgrs (). (4.22)

En la figura 4.21 se puede ver como es su grafica. Su funcion de distribucion
es la siguiente:

F(z) =1—e "1ggms)(z) —4e7°(1 — ) 175 (). (4.23)
Su media es = 1/4 — (1/8) e~ y su funcién de densidad de equilibrio es
la siguiente:

1
felw) = 1/4— (1/8) 3

(6_4961(0,0.75)(95) +4e (1 — )1 75,1 (1‘)) . (4.24)

En este caso, se desconoce si existe una féormula explicita para la proba-
bilidad de ruina. Se us6 la aproximacién de Panjer [66] como el valor més
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parecido, debido a que se puede controlar el error; se usé 5 = 1,000 co-
mo parametro de discretizacién. Para contrastar los resultados se usé el
método de PKMC, donde se generaron 50,000 simulaciones; las variables
aleatorias con densidad de equilibrio f.(z) = (1 — F(z))/p fueron simu-
ladas usando el método de aceptaciéon y rechazo usando como densidad
propuesta a g(z) = f(z), es decir, la densidad exponencial-uniforme origi-
nal y como constante de contraste a C' = 1.1; para generar valores de la v.a.
exponencial-uniforme se usé el método de la transformacién inversa (véase
por ejemplo el libro de Rizzo (2007) [74, pag. 49]. De nuevo, en los tres
nuevos métodos se usé n = 200. Para la aproximacion 4.10 se hicieron 100
simulaciones. Para la aproximacion 4.11 se gener6é una muestra aleatoria
de 10,000 observaciones.

Funcion de densidad
exponencial-uniforme

0 3/4 1 x

Figura 4.21: Funciéon de densidad exponencial-uniforme con parametros
a=4yk=23/4.

Igual que en los ejemplos anteriores, dentro de la tabla 4.3 se muestran
los resultados obtenidos al aplicar los métodos de aproximacion y el res-
pectivo error relativo dado por (4.17). Se muestran aproximaciones para
u=1,2,3,4,5,10y 6 = 0.1,0.25,0.5,0.75, 1. La nomenclatura E* se refiere
a que en esa fila aparecen los valores obtenidos usando la aproximacion de
Panjer, que como se ha dicho, seran usados como los valores exactos de
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la probabilidad de ruina, Ni, Ny y N3 se refieren a los métodos de apro-
ximacién establecidos por los corolarios 4.1.2, 4.1.4 y 4.1.6 y PK indica el
método de aproximacion PKMC. En las figuras 4.22 a 4.31 se puede ob-
servar el comportamiento de las mismas cantidades.

Tabla 4.3: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucién exponencial uniforme con o =4 y k = 0.75.

D=1 D=1 p—1p p—1p p—1p
u 0 7 0 0 0 0 7

1 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E* 0.6128 0.0000 0.3332 0.0000 0.1514 0.0000 0.0826 0.0000 0.0508 0.0000
N;  0.6158 0.0049 0.3370 0.0113 0.1545 0.0204 0.0850 0.0285 0.0526 0.0359
Ny 0.6150 0.0036 0.3358 0.0080 0.1535 0.0136 0.0841 0.0182 0.0519 0.0223
N3 0.6119 -0.0015  0.3323  -0.0026  0.1510  -0.0024  0.0826  -0.0005  0.0509 0.0023
PK 0.6099 -0.0048  0.3379 0.0141 0.1530 0.0106 0.0845 0.0222 0.0518 0.0192

E* 0.4086 0.0000 0.1348 0.0000 0.0323 0.0000 0.0108 0.0000 0.0045 0.0000
N;  0.4126  0.0097 0.1378 0.0223 0.0336 0.0401 0.0114 0.0550 0.0048 0.0680
Ny 0.4116  0.0072 0.1369 0.0160 0.0332 0.0272 0.0112 0.0358 0.0047 0.0430
Ns 04075 -0.0027  0.1341  -0.0047  0.0321  -0.0045  0.0108 -0.0019  0.0045 0.0021
PK 04070 -0.0041 0.1361 0.0100 0.0332 0.0269 0.0107  -0.0103  0.0049 0.0738

E* 0.2724  0.0000 0.0545 0.0000 0.0069 0.0000 0.0014 0.0000 0.0004 0.0000
Ny 0.2764 0.0146 0.0563 0.0338 0.0073 0.0612 0.0015 0.0845 0.0004 0.1050
Ny 0.2756 0.0116 0.0559 0.0257 0.0072 0.0440 0.0015 0.0584 0.0004 0.0704
Ns 0.2714 -0.0039  0.0541  -0.0065  0.0068  -0.0055  0.0014  -0.0008  0.0004 0.0058
PK 0.2713 -0.0041  0.0562 0.0317 0.0074 0.0790 0.0014 0.0170 0.0003  -0.1917

E* 0.1816  0.0000 0.0220 0.0000 0.0015 0.0000 0.0002 0.0000  3.55E-05  0.0000
N;  0.1852 0.0195 0.0230 0.0455 0.0016 0.0827 0.0002 0.1147  4.06E-05 0.1432
Ny 0.1845 0.0157 0.0228 0.0350 0.0015 0.0601 0.0002 0.0801  3.89E-05 0.0969
N3 0.1807 -0.0050  0.0218  -0.0082  0.0015  -0.0064  0.0002 0.0003 3.58E-05 0.0094
PK 0.1818 0.0011 0.0222 0.0104 0.0014  -0.0461  0.0002  -0.1628 2.00E-05 -0.4364

E* 0.1211  0.0000 0.0089 0.0000 0.0003 0.0000 2.42E-05 0.0000 3.14E-06 0.0000
N 0.1240 0.0245 0.0094 0.0572 0.0003 0.1046  2.77E-05 0.1458 3.71E-06 0.1826
Ny 0.1235 0.0201 0.0093 0.0448 0.0003 0.0774 2.67E-05 0.1034 3.53E-06 0.1253
N3 0.1203 -0.0062  0.0088  -0.0100  0.0003 -0.0074 2.42E-05 0.0013 3.18E-06 0.0131
PK 0.1220 0.0073 0.0091 0.0233 0.0003 0.0001  2.51E-05 0.0375 0 -1.0000

10

E* 0.0159 0.0000 9.59E-05 0.0000 1.36E-07 0.0000 9.18E-10 0.0000 1.70E-11  0.0000
N; 0.0167 0.0496 1.07E-04 0.1181 1.65E-07 0.2210 1.21E-09 0.3144 2.38E-11 0.4010
Ny 0.0166 0.0427 1.05E-04 0.0972 1.59E-07 0.1717 1.13E-09 0.2336 2.19E-11  0.2876
N3 0.0158 -0.0118 9.41E-05 -0.0187 1.34E-07 -0.0123 9.24E-10 0.0063 1.75E-11  0.0312
PK 0.0154 -0.0349 2.16E-05 -0.7742 0 -1.0000 0 -1.0000 0 -1.0000
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1 Ww Monto de las reclamaciones
exponencial uniforme
0.8 T E~ N, ~ Ny~ N; ~ PK
0.6 +
04 +
0.2 +
0 u

Figura 4.22: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de 6 = 0.1.
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Figura 4.23: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion exponencial
uniforme y un factor de recargo de § = 0.1.
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1 Ww Monto de las reclamaciones
exponencial uniforme
0.8 1 E~ N, ~ N, ~ N; ~ PK
0.6 +
04 +
0.2 +

5 - 10 u

Figura 4.24: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de 6 = 0.25.
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Figura 4.25: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion exponencial
uniforme y un factor de recargo de 6 = 0.25.
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(0
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Figura 4.26: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de 6 = 0.5.

YN _-
0.2 § p—ap _ N,

i SE— - -

0.1 /
0 _ ‘ 1 1 | 1 | T ~/

0.2+ \

-0.6 +

T
'

0.8 + \

Figura 4.27: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion exponencial
uniforme y un factor de recargo de # = 0.5.
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0.6 + Monto de las reclamaciones

exponencial uniforme
0.4 -

E ~ N; =~ Ny~ N3 =~ PK

+

Figura 4.28: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de 6 = 0.75.
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Figura 4.29: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion exponencial
uniforme y un factor de recargo de 8 = 0.75.
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0.6 + Monto de las reclamaciones

exponencial uniforme
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Figura 4.30: Probabilidad de ruina para reclamos exponencial uniforme y
un factor de recargo de 6 = 1.
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Figura 4.31: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion exponencial
uniforme y un factor de recargo de 6 = 1.
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En este ejemplo, las probabilidades de ruina fueron muy pequenas para
valores de # > 0.5 y u > 2. Esto ocasion6 que el error relativo del método
PKMC fuera muy grande en tales casos, sin embargo, los métodos de apro-
ximacion propuestos se mantuvieron estables, aunque crecié rapidamente
su error relativo conforme u crecia. De nuevo, esto se corrige al aumentar
el nimero n. Por ejemplo, en el caso # = 1 y u = 10, el error relativo es de
N; es de 0.4 cuando n = 200, pero se vuelve 0.07 cuando n = 1000.

4.2.4. Distribucion Weibull

En este ejemplo se supondra que el monto de las reclamaciones tiene
funcion de distribucién Weibull dada por:

Fz)=1—e @)

para valores de > 0. En este caso, es comun la notacion Weibull(r, a) con
parametros 7, « > 0. Esta distribucion es de cola pesada cuando 0 < r < 1
y no hay una férmula explicita para la probabilidad de ruina. Se analizd
el caso particular Weibull(0.5,1) y A = 0.5, de esta manera se cumple
la igualdad ¢ = (1 + #). Como no se puede calcular de manera exac-
ta a ¥(u), se us6 la aproximacién de Panjer [66] usando § = 100 como
parametro de discretizacion para obtener el valor que fue considerado co-
mo exacto. Para contrastar los resultados, ademas de los métodos subex-
ponencial y de trafico ligero, también se usé el método de PKMC, don-
de se generaron 50,000 simulaciones; las variables aleatorias con densidad
de equilibrio f.(z) = 1 — F(x) que fueron necesarias, se generaron usan-
do el método de la transformacién inversa. De nuevo, en los tres nuevos
métodos se us6 n = 200. Para la aproximacion 4.10 se hicieron 100 si-
mulaciones. Para la aproximacion 4.11 se generé una muestra aleatoria de
10,000 observaciones. La tabla 4.4 muestra los resultados para los valores
u = 10,20, 30,40,50,100 y # = 0.1,0.25,0.5,0.75, 1, la nomenclatura es
como en los casos anteriores para E*, Ny, Ny, N3 y PK. Los resultados de
aplicar el método subexponencial se presentan en la fila S y los del método
de trafico ligero en la fila LT. En las figuras 4.32 a 4.41 se ilustran los resul-
tados de las aproximaciones y de los errores relativos de las aproximaciones.
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Tabla 4.4: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucion Weibull(0.5,1).

u 0 e 0 v 0 v 0 Lt 0
10 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E* 0.7507 0.0000 0.5296 0.0000 0.3413 0.0000 0.2457 0.0000 0.1895 0.0000
Ny 0.7506 -0.0001 0.5295 -0.0002 0.3412 -0.0003 0.2456 -0.0003 0.1894 -0.0003
N; 0.7505 -0.0003 0.5293 -0.0006 0.3410 -0.0010 0.2454 -0.0012 0.1892 -0.0014
N3 0.7509 0.0003 0.5299 0.0005 0.3415 0.0007 0.2458 0.0006 0.1896  0.0005
PK 0.7509 0.0003 0.5325 0.0055 0.3445 0.0095 0.2474 0.0070 0.1914 0.0101
S 17619 13470 0.7047 0.3307 0.3524 0.0324 0.2349 -0.0438 0.1762 -0.0703
LT 0.1602 -0.7866 0.1409 -0.7339 0.1175 -0.6559 0.1007 -0.5902 0.0881 -0.5351

20

E*  0.6433 0.0000 0.3833 0.0000 0.2059 0.0000 0.1324 0.0000 0.0947 0.0000
Ny 0.6432 -0.0002 0.3831 -0.0005 0.2058 -0.0008 0.1322 -0.0010 0.0946 -0.0011
Ny 0.6431 -0.0004 0.3830 -0.0009 0.2057 -0.0013 0.1322 -0.0017 0.0945 -0.0019
Ns  0.6418 -0.0023 0.3809 -0.0062 0.2033 -0.0128 0.1299 -0.0186 0.0924 -0.0235
PK 0.6437 0.0006 0.3864 0.0082 0.2087 0.0134 0.1341 0.0132 0.0964 0.0185
S 0.6251 -0.0284 0.2500 -0.3477 0.1250 -0.3930 0.0833 -0.3704 0.0625 -0.3397
LT 0.0568 -0.9117 0.0500 -0.8695 0.0417 -0.7977 0.0357 -0.7302 0.0313 -0.6698

30

E* 0.5548 0.0000 0.2823 0.0000 0.1291 0.0000 0.0755 0.0000 0.0508 0.0000
N;  0.5545 -0.0004 0.2820 -0.0010 0.1289 -0.0016 0.0753 -0.0020 0.0507 -0.0024
Ny 0.5544 -0.0006 0.2819 -0.0014 0.1288 -0.0022 0.0753 -0.0028 0.0507 -0.0032
Nz 0.5516 -0.0058 0.2780 -0.0153 0.1251 -0.0307 0.0722 -0.0439 0.0481 -0.0546
PK 0.5546 -0.0004 0.2854 0.0110 0.1310 0.0152 0.0773 0.0240 0.0523 0.0284
S 02708 -0.5119 0.1083 -0.6163 0.0542 -0.5803 0.0361 -0.5217 0.0271 -0.4673
LT 0.0246 -0.9556 0.0217 -0.9233 0.0181 -0.8601 0.0155 -0.7950 0.0135 -0.7337

40

E* 0.4797 0.0000 0.2097 0.0000 0.0825 0.0000 0.0444 0.0000 0.0285 0.0000
Ny 0.4794 -0.0007 0.2094 -0.0015 0.0823 -0.0027 0.0443 -0.0036 0.0284 -0.0044
Ny 0.4793 -0.0009 0.2093 -0.0020 0.0822 -0.0035 0.0442 -0.0045 0.0283 -0.0053
Ns 04750 -0.0098 0.2042 -0.0260 0.0782 -0.0520 0.0412 -0.0736 0.0259 -0.0907
PK 04793 -0.0009 0.2124 0.0128 0.0839 0.0168 0.0459 0.0337 0.0294 0.0339
S 0.1312 -0.7264 0.0525 -0.7497 0.0262 -0.6820 0.0175 -0.6062 0.0131 -0.5391
LT 0.0119 -0.9751 0.0105 -0.9499 0.0087 -0.8940 0.0075 -0.8312 0.0066 -0.7696

50

E* 04153 0.0000 0.1566 0.0000 0.0535 0.0000 0.0267 0.0000 0.0164 0.0000
N; 04149 -0.0010 0.1562 -0.0023 0.0533 -0.0044 0.0266 -0.0062 0.0163 -0.0076
Ny 0.4148 -0.0012 0.1561 -0.0029 0.0532 -0.0052 0.0266 -0.0071 0.0163 -0.0087
Ns 0.4092 -0.0147 0.1503 -0.0399 0.0491 -0.0816 0.0236 -0.1171 0.0140 -0.1455
PK 0.4151 -0.0006 0.1587 0.0138 0.0547 0.0224 0.0277 0.0369 0.0170 0.0333
S 0.0685 -0.8350 0.0274 -0.8249 0.0137 -0.7437 0.0091 -0.6582 0.0069 -0.5828
LT 0.0062 -0.9850 0.0055 -0.9650 0.0046 -0.9146 0.0039 -0.8535 0.0034 -0.7914

100

E* 0.2037 0.0000 0.0376 0.0000 0.0069 0.0000 0.0026 0.0000 0.0014 0.0000
Ny 0.2030 -0.0036 0.0372 -0.0123 0.0066 -0.0361 0.0024 -0.0641 0.0013 -0.0893
Ny 0.2029 -0.0039 0.0371 -0.0131 0.0066 -0.0373 0.0024 -0.0653 0.0013 -0.0906
Ns 0.1954 -0.0408 0.0332 -0.1167 0.0051 -0.2580 0.0016 -0.3875 0.0007 -0.4915
PK 0.2031 -0.0029 0.0385 0.0229 0.0071 0.0285 0.0028 0.0683 0.0015 0.1012
S 0.0050 -0.9755 0.0020 -0.9469 0.0010 -0.8550 0.0007 -0.7445 0.0005 -0.6439
LT 0.0005 -0.9978 0.0004 -0.9894 0.0003 -0.9517 0.0003 -0.8905 0.0002 -0.8220

<
<
jS3
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Figura 4.32: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de 6 = 0.1.

0.01 1;_770
u
“ﬁ-.: =__.}
10 20 0 50 oEEgpb K
-0.011 N1 N,
\\
\
\\
-0.03+ Errores relativos \\
. )
"N
-0.05+

Figura 4.33: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Weibull y
un factor de recargo de 6 = 0.1.
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Figura 4.34: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de 6 = 0.25.

0.054 L=¥
(0
________ PK
0 _4' I | | — . NL
10 0 40 50" = ~--100" 1
N,
-0.05+ N
-0.1 + Errores relativos \‘
rrores relativ Ny N,
-0.15+

Figura 4.35: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Weibull y
un factor de recargo de 6 = 0.25.
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Figura 4.36: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de 6 = 0.5.
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Figura 4.37: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Weibull y
un factor de recargo de 6 = 0.5.
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Figura 4.38: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de 6 = 0.75.
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Figura 4.39: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Weibull y
un factor de recargo de 6 = 0.75.
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Figura 4.40: Probabilidad de ruina para reclamos Weibull y un factor de
recargo de 6 = 1.
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Figura 4.41: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Weibull y
un factor de recargo de 6 = 1.
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En este ejemplo se puede observar que el método de aproximacion N
tiene el error relativo mas grande, sin tomar en cuenta los métodos S y LT
que tienen un error relativo enorme con respecto a los métodos Ny, No, N3
y PKMC. También se observa que en la mayoria de los casos, los métodos
de aproximacion subexponencial y de trafico ligero no son muy precisos, lo
cual confirma que solo son ttiles para casos de valores grandes de u y de

6.

4.2.5. Distribucion lognormal

En este ejemplo se supondra que el monto de las reclamaciones tiene
funcion de distribucion lognormal dada por:

F(r) =@ ((In(z) —p)/o), x>0,

donde ® es la funcion de distribucién normal estandar. En este caso, se
escribird Lognormal(u, 02) con o > 0. La distribucién lognormal es de cola
pesada y en el articulo de Ramsey y Usabel (1997) [73] se calculé la proba-
bilidad de ruina usando un método numérico llamado integracién producto.
Se usaran en este ejemplo los mismos parametros que fueron usados en di-
cho trabajo, es decir, u* = —1.62 y 0* = 1.8. En este caso la media es
p = exp(p* 4+ 0*%/2) = exp(—1.62 + (1.8)?/2) = 1, y se tomd A\ = 1 para
que se cumpla la igualdad ¢ = (1 4 ). Se usaron los valores obtenidos en
[73] como los valores exactos de la probabilidad de ruina. Para contrastar
los resultados, ademas de los métodos LT y S, también se usa el método de
PKMC donde se generaron 50,000 simulaciones; las variables aleatorias con
densidad de equilibrio f.(x) = 1— F(x) fueron simuladas usando el método
de aceptacion y rechazo, usando una densidad propuesta Pareto(1,2). De
nuevo, en los tres nuevos métodos se usé6 n = 200. Para la aproximacion
4.10 se hicieron 100 simulaciones. Para la aproximacion 4.11 se gener6 una
muestra aleatoria de 50,000 observaciones. La tabla 4.5 muestra los resul-
tados para los valores u = 10, 20, 30, 40, 50, 100 y # = 0.1,0.25,0.5,0.75, 1,
la nomenclatura es como en los casos anteriores para E*, N1, No, N3y PK.
Los resultados de aplicar el método subexponencial se presentan en la fila S
y los del método de trafico ligero en la fila LT, como en el ejemplo Weibull.
En las figuras 4.42 a 4.51 se ilustran los resultados de las aproximaciones
y de los errores relativos de las aproximaciones.
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Tabla 4.5: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucién Lognormal(—1.62, (1.8)?).

u 0 e 0 v 0 v 0 Lt 0
10 0.1 0.25 0.5 0.75 1
E* 0.7398 0.0000 0.5188 0.0000 0.3369 0.0000 0.2457 0.0000 0.1922  0.0000
Ny 0.7392  -0.0007 0.5181 -0.0015 0.3361 -0.0022 0.2451 -0.0026 0.1916 -0.0029
N; 0.7391 -0.0009 0.5179 -0.0018 0.3359 -0.0028 0.2449 -0.0033 0.1914 -0.0036
N3 0.7390 -0.0011 0.5178 -0.0021 0.3359 -0.0028 0.2450 -0.0031 0.1915 -0.0032
PK 0.7396 -0.0002 0.5229 0.0078 0.3382 0.0040 0.2469 0.0046 0.1928  0.0032
S 20569 17804 0.8227 0.5858 0.4114 02212 02742 0.1160 0.2057 0.0704
LT 0.1870 -0.7472 0.1645 -0.6828 0.1371 -0.5929 0.1175 -0.5217 0.1028 -0.4648

20

E* 0.6567 0.0000 0.4108 0.0000 0.2402 0.0000 0.1657 0.0000 0.1252 0.0000
N;  0.6558 -0.0013 0.4097 -0.0025 0.2393 -0.0037 0.1650 -0.0043 0.1246 -0.0046
Ny 0.6558 -0.0014 0.4096 -0.0028 0.2392 -0.0040 0.1649 -0.0046 0.1246 -0.0050
Ns 0.6556 -0.0016 0.4096 -0.0030 0.2392 -0.0040 0.1649 -0.0044 0.1246 -0.0046
PK 0.6571 0.0006 0.4143 0.0086 0.2420 0.0078 0.1665 0.0053 0.1255 0.0025
S 11896 0.8115 0.4758 0.1584 0.2379 -0.0094 0.1586 -0.0425 0.1190 -0.0500
LT 0.1081 -0.8353 0.0952 -0.7683 0.0793 -0.6698 0.0680 -0.5897 0.0595 -0.5250

30
E* 05936 0.0000 0.3395 0.0000 0.1845 0.0000 0.1229 0.0000 0.0912 0.0000
N; 05924 -0.0019 0.3383 -0.0036 0.1836 -0.0051 0.1222 -0.0060 0.0906 -0.0064
Ny 0.5924 -0.0020 0.3382 -0.0038 0.1835 -0.0054 0.1222 -0.0063 0.0905 -0.0068
Ns  0.5928 -0.0012 0.3391 -0.0014 0.1845 -0.0003 0.1231 0.0009 0.0913 0.0021
PK 0.5944 0.0015 0.3426 0.0091 0.1867 0.0116 0.1235 0.0048 0.0914 0.0029
S 0.8203 0.3819 0.3281 -0.0337 0.1641 -0.1110 0.1094 -0.1104 0.0820 -0.1002
LT 0.0746 -0.8744 0.0656 -0.8067 0.0547 -0.7037 0.0469 -0.6187 0.0410 -0.5501

40

E* 0.5417 0.0000 0.2874 0.0000 0.1477 0.0000 0.0961 0.0000 0.0704 0.0000
N 0.5404 -0.0025 0.2860 -0.0047 0.1467 -0.0067 0.0953 -0.0076 0.0698 -0.0083
Ny 0.5403 -0.0026 0.2860 -0.0050 0.1467 -0.0070 0.0953 -0.0080 0.0698 -0.0087
Ns 0.5421 0.0007 0.2886 0.0041 0.1493 0.0104 0.0976 0.0157 0.0717 0.0195
PK 0.5429 0.0021 0.2900 0.0089 0.1499 0.0150 0.0965 0.0046 0.0705 0.0017
S 0.6151 0.1355 0.2461 -0.1438 0.1230 -0.1671 0.0820 -0.1463 0.0615 -0.1259
LT 0.0559 -0.8968 0.0492 -0.8288 0.0410 -0.7224 0.0352 -0.6341 0.0308 -0.5629

50
E* 04976 0.0000 0.2472 0.0000 0.1215 0.0000 0.0777 0.0000 0.0564 0.0000
N; 04961 -0.0031 0.2457 -0.0059 0.1205 -0.0083 0.0769 -0.0095 0.0558 -0.0102
Ny 0.4960 -0.0033 0.2457 -0.0062 0.1205 -0.0087 0.0769 -0.0098 0.0558 -0.0106
Nz 0.4994 0.0036 0.2500 0.0115 0.1244 0.0235 0.0802 0.0321 0.0586 0.0380
PK 04987 0.0021 0.2491 0.0077 0.1237 0.0177 0.0780 0.0039 0.0564 0.0005
S 04853 -0.0248 0.1941 -0.2147 0.0971 -0.2012 0.0647 -0.1669 0.0485 -0.1399
LT 0.0441 -0.9113 0.0388 -0.8429 0.0324 -0.7337 0.0277 -0.6430 0.0243 -0.5699

100
E* 0.3439 0.0000 0.1338 0.0000 0.0577 0.0000 0.0354 0.0000 0.0253 0.0000
Ny 0.3415 -0.0070 0.1321 -0.0133 0.0566 -0.0184 0.0347 -0.0208 0.0248 -0.0222
Ny 03415 -0.0072 0.1320 -0.0136 0.0566 -0.0187 0.0347 -0.0211 0.0248 -0.0225
Ns 03500 0.0177 0.1390 0.0385 0.0608 0.0543 0.0376 0.0601 0.0269 0.0626
PK 0.3445 0.0017 0.1349 0.0079 0.0591 0.0236 0.0356 0.0048 0.0252 -0.0047
S 02145 -0.3764 0.0858 -0.3589 0.0429 -0.2566 0.0286 -0.1932 0.0214 -0.1537
LT 0.0195 -0.9433 0.0172 -0.8718 0.0143 -0.7522 0.0123 -0.6542 0.0107 -0.5768

<
<
jS3
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Figura 4.42: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon lognor-
mal y un factor de recargo de 8 = 0.1.
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Figura 4.43: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion lognormal y
un factor de recargo de 6 = 0.1.
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Figura 4.44: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon lognor-
mal y un factor de recargo de 6§ = 0.25.
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Figura 4.45: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion lognormal y
un factor de recargo de 6 = 0.25.
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Figura 4.46: Probabilidad de ruina para reclamos con distribucion lognor-
mal y un factor de recargo de 6 = 0.5.
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Figura 4.47: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion lognormal y
un factor de recargo de 6 = 0.5.
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Figura 4.48: Probabilidad de ruina para reclamos con distribucion lognor-
mal y un factor de recargo de 8 = 0.75.
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Figura 4.49: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion lognormal y
un factor de recargo de 6 = 0.75.
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Figura 4.50: Probabilidad de ruina para reclamos con distribucion lognor-
mal y un factor de recargo de 6 = 1.
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Figura 4.51: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion lognormal y
un factor de recargo de 6 = 1.
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Como en el ejemplo Weibull, en este ejemplo se puede observar que el
método de aproximacion Nj tiene el error relativo mas grande entre los
métodos PKMC, Ny, Ny y N3. También se observa que en la mayoria
de los casos, los métodos de aproximacién subexponencial y de trafico
ligero no son muy precisos. Solo en el caso § = 1 se percibe en la grafica
de aproximaciones que el método subexponencial es cercano a los otros
métodos, pero el método de trafico ligero sigue siendo el peor método.

4.2.6. Distribucion Pareto

En este ejemplo se supondra que los montos de las reclamaciones siguen
una distribucién Pareto, con funcién de distribuciéon dada por:

Flo)=1- ’

b+ x
En este caso, se escribird Pareto(a,b) con a,b > 0. La distribuciéon Pareto
es de cola pesada y no tiene media finita cuando a < 1, ademas el segundo
momento no existe cuando a < 2. En el articulo de Ramsey (2003) [72] se
encuentra una expresion para la probabilidad de ruina en este caso. Pa-

) , x>0.

ra este ejemplo se usaron los mismo parametros que fueron usados en el
articulo de Ramsey y Usabel (1997) [73], donde se calcularon los valores
de ¢ (u) usando el método de integracién producto. De este dltimo trabajo
se tomaron los valores de 1 (u) para contrastar los métodos de aproxima-
cién propuestos y estan representados por E* en la tabla de resultados mas
adelante. Se supuso el caso Pareto(2, 1), cuya media es uno y también se
supuso A = 1, de esta manera ¢ = (1 + ). Para contrastar, ademas de los
métodos LT y S, también se us6d el método de PKMC, donde se genera-
ron 50,000 simulaciones; las variables aleatorias con densidad de equilibrio
fe(z) = (1 + 2)7% se distribuyen Pareto(1,1), y se simularon usando el
método de la transformacién inversa. De nuevo, en los tres nuevos méto-
dos se us6é n = 200. Para la aproximacion 4.10 se hicieron 100 simulaciones.
Para la aproximacion 4.11 se gener6 una muestra aleatoria de 50,000 obser-
vaciones. En la tabla 4.6 se muestran los resultados de las aproximaciones
para u = 10, 20, 30, 40, 50, 100 y # = 0.1,0.25,0.5,0.75, 1, usando la misma
nomenclatura que antes. En las figuras 4.52 a 4.61 se ilustran los resultados
de las aproximaciones y de los errores relativos de las aproximaciones.
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Tabla 4.6: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos

tienen distribucion Pareto(2,1).

u 0 e 0 v 0 v 0 v 0 e
10 01 0.25 0.5 0.75 1

E* 0.6271 0.0000 0.3727 0.0000 0.2066 0.0000 0.1382 0.0000 0.1025 0.0000
Ny 0.6260 -0.0017 0.3713 -0.0037 0.2054 -0.0058 0.1373 -0.0071 0.1017 -0.0080
N; 0.6258 -0.0021 0.3710 -0.0044 0.2052 -0.0068 0.1371 -0.0082 0.1016 -0.0092
N3 0.6249 -0.0036 0.3693 -0.0091 0.2031 -0.0170 0.1351 -0.0229 0.0997 -0.0272
PK 0.6263 -0.0014 0.3762 0.0096 0.2084 0.0086 0.1399 0.0117 0.1040 0.0148
S 0.9091 0.4496 0.3636 -0.0242 0.1818 -0.1201 0.1212 -0.1232 0.0909 -0.1133
LT 0.0826 -0.8682 0.0727 -0.8048 0.0606 -0.7067 0.0519 -0.6242 0.0455 -0.5566
20

E* 0.4981 0.0000 0.2453 0.0000 0.1193 0.0000 0.0759  0.0000 0.0550  0.0000
Ni 04960 -0.0042 0.2431 -0.0088 0.1177 -0.0131 0.0747 -0.0153 0.0541 -0.0167
Ny 0.4959 -0.0045 0.2430 -0.0092 0.1176 -0.0136 0.0747 -0.0159 0.0541 -0.0173
N3 04887 -0.0189 0.2342 -0.0452 0.1101 -0.0768 0.0686 -0.0964 0.0490 -0.1092
PK 04969 -0.0024 0.2484 0.0130 0.1205 0.0104 0.0766 0.0094 0.0559  0.0160
S 04762 -0.0441 0.1905 -0.2234 0.0952 -0.2015 0.0635 -0.1635 0.0476 -0.1348
LT 0.0433 -0.9131 0.0381 -0.8447 0.0317 -0.7338 0.0272 -0.6415 0.0238 -0.5674
30

E* 04114 0.0000 0.1783 0.0000 0.0814 0.0000 0.0511 0.0000 0.0369  0.0000
N 04084 -0.0072 0.1757 -0.0146 0.0797 -0.0210 0.0498 -0.0241 0.0359 -0.0258
N, 0.4083 -0.0075 0.1757 -0.0150 0.0797 -0.0215 0.0498 -0.0246 0.0359 -0.0263
N3 0.3942 -0.0418 0.1614 -0.0952 0.0693 -0.1493 0.0420 -0.1777 0.0297 -0.1942
PK 04111 -0.0009 0.1813 0.0166 0.0823 0.0109 0.0515 0.0096 0.0376 0.0185
S 0.3226 -0.2160 0.1290 -0.2764 0.0645 -0.2076 0.0430 -0.1575 0.0323 -0.1253
LT 0.0293 -0.9287 0.0258 -0.8553 0.0215 -0.7359 0.0184 -0.6389 0.0161 -0.5627
40

E*0.3479  0.0000 0.1376 0.0000 0.0609 0.0000 0.0380 0.0000 0.0275 0.0000
Ny 0.3442  -0.0107 0.1346 -0.0211 0.0591 -0.0294 0.0368 -0.0331 0.0265 -0.0351
N, 0.3441 -0.0110 0.1346 -0.0215 0.0590 -0.0299 0.0368 -0.0336 0.0265 -0.0355
N3 0.3244 -0.0674 0.1179 -0.1432 0.0484 -0.2053 0.0292 -0.2317 0.0208 -0.2451
PK 0.3478 -0.0004 0.1396 0.0147 0.0616 0.0121 0.0383 0.0060 0.0281  0.0208
S 0.2439 -0.2989 0.0976 -0.2907 0.0488 -0.1983 0.0325 -0.1449 0.0244 -0.1131
LT 0.0222 -0.9363 0.0195 -0.8581 0.0163 -0.7328 0.0139 -0.6335 0.0122 -0.5565
50

E* 02992 0.0000 0.1105 0.0000 0.0482 0.0000 0.0301 0.0000 0.0218  0.0000
N; 02048 -0.0147 0.1074 -0.0282 0.0463 -0.0382 0.0289 -0.0425 0.0209 -0.0446
Ny 02947 -0.0149 0.1073 -0.0286 0.0463 -0.0386 0.0288 -0.0429 0.0209 -0.0450
N3 02717 -0.0918 0.0906 -0.1805 0.0367 -0.2386 0.0223 -0.2593 0.0160 -0.2687
PK 02992 0.0000 0.1118 0.0119 0.0487 0.0104 0.0303 0.0039 0.0223 0.0227
S 01961 -0.3445 0.0784 -0.2903 0.0392 -0.1857 0.0261 -0.1326 0.0196 -0.1022
LT 0.0178 -0.9404 0.0157 -0.8581 0.0131 -0.7286 0.0112 -0.6283 0.0098 -0.5511
100

E* 0.1649 0.0000 0.0522 0.0000 0.0228 0.0000 0.0145 0.0000 0.0106 0.0000
N 0.1583 -0.0398 0.0486 -0.0690 0.0209 -0.0847 0.0132 -0.0905 0.0096 -0.0934
N 0.1583 -0.0401 0.0486 -0.0693 0.0209 -0.0850 0.0132 -0.0908 0.0096 -0.0937
N; 0.1305 -0.2084 0.0354 -0.3228 0.0145 -0.3662 0.0090 -0.3787 0.0065 -0.3843
PK 0.1648 -0.0003 0.0528 0.0107 0.0228 0.0005 0.0146 0.0034 0.0109 0.0274
S 0.0990 -0.3994 0.0396 -0.2417 0.0198 -0.1330 0.0132 -0.0906 0.0099 -0.0686
LT 0.0090 -0.9454 0.0079 -0.8483 0.0066 -0.7110 0.0057 -0.6103 0.0050 -0.5343
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Figura 4.52: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
y un factor de recargo de 6 = 0.1.
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Figura 4.53: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon Pareto y un
factor de recargo de 6 = 0.1.
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Figura 4.54: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
y un factor de recargo de 6 = 0.25.
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Figura 4.55: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon Pareto y un
factor de recargo de 6 = 0.25.
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Figura 4.56: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
y un factor de recargo de 6 = 0.5.
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Figura 4.57: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon Pareto y un
factor de recargo de 6 = 0.5.
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Figura 4.58: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
y un factor de recargo de # = 0.75.
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Figura 4.59: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon Pareto y un
factor de recargo de € = 0.75.
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Figura 4.60: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
y un factor de recargo de 6 = 1.
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Figura 4.61: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribuciéon Pareto y un
factor de recargo de 6 = 1.
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En este caso, se observan parecidos los resultados de todas las aproxi-
maciones, excepto para el método de trafico ligero. De nuevo el método
N3 tuvo errores relativos muy alejados a los de Ny y N, dicho error se
vuelve mas pequenio aumentando el tamano de la muestra de montos de
reclamacién y el valor de n.

4.2.7. Distribucion Pareto truncada

La distribucion Pareto es un ejemplo de una distribucién de cola pe-
sada y el truncarla puede ser de interés, por ejemplo, en un esquema
de reaseguro con pérdida maxima. Se considera que una variable alea-
toria tiene distribucion Pareto truncada en M > 0, y es denotada como
ParetoT (a, b, M),a > 0,b > 0, si su funcién de distribucién es la siguiente:

F(a) = [1=(0/(b+ )] Lo (@) + Lare0)(2)- (4.25)

La media en este caso es:

’“‘:a& [1_<b+bM>a_1]’

En este ejemplo, para modelar el monto de los reclamos se usé una dis-
tribucién ParetoT(2,1,15) y A = 1/u, por lo cual, ¢ = (1 + ). Se usé de
nuevo la aproximacién de Panjer con parametro de discretizacion 5 = 100,
como el valor més parecido a 1 (u). Para el método de PKMC se hicieron
50,000 simulaciones. Las variables aleatorias con funcion de distribucién
F.x) = (1/p)(z/(1+x)), x < 15y F.(x) = 1, z > 15 fueron simuladas
usando el método de la transformacién inversa. Para las nuevas aproxima-
ciones se us6 n = 200. Para la aproximacion (4.10) se hicieron 100 simu-
laciones. Para la aproximacion (4.11) se generé una muestra aleatoria de
10,000 observaciones. En la tabla 4.7 y en las figuras 4.62 a 4.71 se muestran
e ilustran los resultados, de nuevo para los casos v = 10, 20, 30, 40, 50, 100
y 6 =0.1,0.25,0.5,0.75, 1.
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Tabla 4.7: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucion Pareto(2,1) truncada en M = 15.

€‘>
<
€‘>
<

. 0 ) 0 =y 0 b= 0

P ¥ o P 0 P

10 0.1 0.25 0.5 0.75 1
Elp 0.5586 0.0000 0.2884 0.0000 0.1350 0.0000 0.0804 0.0000 0.0548 0.0000
Ny 0.5587 0.0001 0.2885 0.0001 0.1350 0.0001 0.0804 0.0002 0.0548 0.0002
No 0.5583  -0.0005 0.2881 -0.0011 0.1347 -0.0017 0.0802 -0.0022 0.0547 -0.0025
N3 0.5594 0.0014 0.2889 0.0017 0.1350 0.0004 0.0803 -0.0013 0.0547 -0.0029
PK 0.5575  -0.0020 0.2918 0.0118 0.1367 0.0124 0.0816 0.0148 0.0562 0.0243

Elp 0.3577 0.0000 0.1127 0.0000 0.0300 0.0000 0.0120 0.0000 0.0061 0.0000
N1 0.3577 0.0000 0.1127 0.0002 0.0300 0.0004 0.0120 0.0008 0.0061 0.0011
Na 0.3576  -0.0004 0.1126 -0.0010 0.0299 -0.0014 0.0120 -0.0016 0.0061 -0.0017
N3 0.3583 0.0017 0.1129 0.0017 0.0300 -0.0005 0.0120 -0.0030 0.0061 -0.0054
PK 0.3568  -0.0025 0.1152 0.0226 0.0306 0.0192 0.0121 0.0050 0.0065 0.0719

rp 0.22900  0.0000 0.04411 0.0000 0.00676 0.0000 0.00187 0.0000 0.00072 0.0000
Ny 0.22899  0.0000 0.04412 0.0001 0.00676 0.0005 0.00187 0.0012 0.00072 0.0020
Ny 0.22885 -0.0007  0.04405  -0.0014  0.00675  -0.0020 0.00186  -0.0021 0.00071 -0.0020
N3 0.22946  0.0020 0.04417 0.0013 0.00674  -0.0026 0.00186  -0.0066 0.00071 -0.0098
PK 0.22891  -0.0004  0.04413 0.0004 0.00697 0.0313 0.00178  -0.0483 0.00084 0.1711

El.p 0.14656  0.0000 0.01725 0.0000 0.00152 0.0000 0.00029 0.0000  8.37E-05  0.0000
N1 0.14655 -0.0001 0.01725 0.0000 0.00152 0.0005 0.00029 0.0012  8.39E-05  0.0021
N> 0.14644 -0.0008  0.01722  -0.0018  0.00152  -0.0025  0.00029  -0.0027 8.35E-05 -0.0027
N3 0.14690  0.0023 0.01727 0.0010 0.00151  -0.0046  0.00029  -0.0102 8.24E-05 -0.0149
PK 0.14742  0.0059 0.01719  -0.0037  0.00165 0.0863 0.00018  -0.3663  0.00014 0.7533

Elp 0.09380  0.0000 0.00674 0.0000 0.00034 0.0000 0.00004 0.0000  9.72E-06  0.0000
N1 0.09378 -0.0002  0.00674  -0.0001 0.00034 0.0005  4.44E-05 0.0014  9.74E-06  0.0024
Na 0.09370  -0.0010  0.00673  -0.0021  0.00034 -0.0029 4.42E-05 -0.0032 9.69E-06 -0.0031
N3 0.09404  0.0026 0.00675 0.0007 0.00034  -0.0064 4.37E-05 -0.0135 9.53E-06 -0.0193
PK 0.09419  0.0042 0.00681 0.0090 0.00036 0.0513  4.12E-05 -0.0707 1.68E-06 -0.8264

100
E}p 0.01007 0.0000 6.16E-05 0.0000 1.94E-07  0.0000 3.83E-09  0.0000  2.06E-10  0.0000
Ny 0.01007 -0.0005 6.15E-05 -0.0006 1.94E-07  0.0005 3.84E-09  0.0023  2.07E-10  0.0043
No 0.01005 -0.0018 6.14E-05 -0.0037 1.93E-07 -0.0050 3.81E-09 -0.0051 2.05E-10 -0.0047
N3 0.01011  0.0040  6.15E-05 -0.0008 1.91E-07 -0.0159 3.71E-09 -0.0300 1.98E-10 -0.0414

PK 0.00962 -0.0453 5.87E-05 -0.0466 0 -1.0000 0 -1.0000 0 -1.0000
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(0
0.6
Monto de las reclamaciones
Pareto truncada en M = 15
0.4 Erp~ Ny =~ Ny =~ N3y ~ PK
0.2
0 10 20 30 40 50 w

Figura 4.62: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de # = 0.1.
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=-0.045
-0.03 + PK

Figura 4.63: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de 8 = 0.1.
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(0
031 Monto de las reclamaciones
Pareto truncada en M = 15
0.2+ Erp =~ Ny =~ Ny~ N3 =~ PK
0.1+
0 50 w

Figura 4.64: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de 6§ = 0.25.

0.025 4 ¥=¥
,%\ AV%
‘ —— t —r — 1vr1
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Errores relativos :‘1%%66
-0.035 +

Figura 4.65: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de 6 = 0.25.
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(0
0.13 .
Monto de las reclamaciones
0.09 Pareto truncada en M = 15
E;P%leNgzN:;%PK
0.051
0 10 20 30 40 50 w

Figura 4.66: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de 6 = 0.5.
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Figura 4.67: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de 8 = 0.5.
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0.09+

Monto de las reclamaciones

0.07+

Pareto truncada en M = 15

0.05} Eip~ Ni ~ Ny &~ N ~ PK
0.03}
0.0L
0 10 20 30 40 50

Figura 4.68: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de 6§ = 0.75.
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Figura 4.69: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de 6 = 0.75.
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Monto de las reclamaciones
0.014 Pareto truncada en M = 15
Ejp~ Ny =~ Ny~ N3 =~ PK

Figura 4.70: Probabilidad de ruina para reclamos con distribuciéon Pareto
truncada en M = 15 y un factor de recargo de 6 = 1.

p—1p
(G N,
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-0.015 A
Errores relativos
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Figura 4.71: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucion Pareto trun-
cada en M = 15 y un factor de recargo de 6 = 1.
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En este ejemplo, las aproximaciones tuvieron mucha precisiéon con res-
pecto al método de PKMC y se obtuvieron los errores relativos mas pe-
quenos de todos los ejemplos.

En general, los métodos de aproximacion propuestos, ademas de lo que
ya se ha mencionado, tienen la ventaja de que la aproximacién obtenida
se puede mejorar tanto como se quiera elevando el valor de n, esto no se
puede hacer en los métodos donde la féormula de aproximacion depende
de los valores de los primeros momentos o del coeficiente de ajuste. Por
otro lado, en los métodos numeéricos basados en invertir la transformada de
Laplace de 9 se usa un algoritmo cuya implementacion podria ser dificil, sin
embargo, es relativamente facil implementar los métodos propuestos en este
capitulo, como se puede observar en el apéndice B. En la tltima seccién de
este capitulo se hacen comentarios adicionales sobre esta implementacion.

4.3. Consideraciones numéricas

Cuando se implementan las féormulas de las aproximaciones propues-
tas se debe tratar con sumas infinitas, lo cual implica posibles problemas
numeéricos. En esta seccion se comenta cémo se trataron los ejemplos de la
seccion anterior.

La primera aproximacion (4.7) es una suma infinita, cada sumando es un
producto de los coeficientes C.,, (4.2) y el término

k!
el cual es igual a P(X = k) para X ~ Poisson(un), debido a esto, se
calcul6 el maximo entero k, tal que P(X = k) > 0 numéricamente. En
términos de la implementacion, se busco el valor de k > un, tal que para
J=k+1,k+2,... se tenga lo siguiente:

(un)’

J!

—un

= 0.

Luego, los coeficientes C';,, son probabilidades de cola, por lo que su valor
es decreciente y no afectaran para que los sumandos £ + 1,k + 2,... en
(4.7) sean cero. Por lo tanto, se trunca la suma en el k-ésimo sumando.
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Para el calculo de los coeficientes C',, se deben calcular las probabilida-
des (4.3) que son iguales a un cociente cuyo denominador es una suma
infinita convergente. Los sumandos son decrecientes, por lo cual, se pue-
de programar una suma finita, descartando los términos menores a algiin
valor € > 0 muy pequeno. En el ejemplo de la distribuciéon gama, la con-
vergencia fue rapida y se tomoé € = 0, igual en el ejemplo de la distribucion
mezcla de exponenciales. En los casos Weibull, lognormal y Pareto se uso
e = 0.00001 y ¢ = 0.000001. Estos valores de ¢ eran razonables porque
al usar valores mas pequenos no se mejoraba casi la aproximacion y si
ocasionaba que el calculo fuera mucho mas lento. Para el ejemplo de la dis-
tribucion exponencial-uniforme y Pareto truncada, también se usé € = 0,
ya que el soporte de estas distribuciones es acotado y por tanto el denomi-
nador de (4.3) es una suma finita.

Para la segunda aproximacién (4.10), se obtuvieron buenos resultados en
nuestros ejemplos usando m = 100 simulaciones. Se puede mejorar la apro-
ximacién con un valor de m mayor, pero el objetivo fue observar que esta
aproximacion del tipo Monte Carlo es una alternativa al método PKMC.
En el método de PKMC se debieron usar 5,000 y 50,000 simulaciones para
obtener resultados similares. En esta segunda aproximacién de nuevo se
deben calcular los coeficientes C},, y calcular entonces las probabilidades
de (4.3), pero se calcularon usando los mismos criterios que en la primera
aproximacion.

Para la tercera aproximaciéon (4.11), de nuevo se calcul6 el mayor entero k,
tal que P(X = k) > 0 (numéricamente) para X ~ Poisson(un), y la suma
fue truncada en este valor de k. En esta aproximacion se deben calcular las
probabilidades en (4.12). La suma infinita que aparece en ellas es siempre
finita porque la funciéon de distribucién empirica continua alcanza el valor
de uno para algin valor de j finito. En los ejemplos se tomaron en cuenta
las sumas completas y no hubo necesidad de truncarlas. Los detalles de los
codigos utilizados se pueden encontrar en el apéndice B.

Las referencias que fueron consultadas para este capitulo, son las si-
guientes: [2, 3, 7, 11, 15], de [21] a [23], [47, 65, 66, 84] y [87].
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Capitulo 5

Aproximaciones en un modelo de
riesgo discreto

En este capitulo se presenta el modelo de riesgo en tiempo discreto que

se denominarda en este trabajo como modelo de Gerber-Dickson. En dicho
modelo, el capital inicial, las primas, los montos de las reclamaciones y el
tiempo toman valores enteros no negativos. Se presentan las definiciones
principales y algunas soluciones para calcular la probabilidad de ruina. Des-
pués, se define la distribuciéon mezcla de binomiales negativas y se muestran
algunas de sus propiedades, ademéas se muestra su relacion con la distribu-
cion Poisson mezclada. Se calcula la probabilidad de ruina cuando el monto
de las reclamaciones tiene distribuciéon mezcla de binomiales negativas y
finalmente, usando ideas similares a las vistas en los capitulos anteriores,
se desarrolla un método para aproximar la probabilidad de ruina cuando
el monto de las reclamaciones tiene distribucion Poisson mezclada.
Entre las aportaciones de este capitulo al tema del modelo discreto se
encuentran: el desarrollo de la version discreta de la formula de Pollaczeck-
Khinchine (proposicién 5.3.17), una férmula para calcular la probabilidad
de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distribucién mezcla
de binomiales negativas (proposicién 5.4.7), una forma de aproximar una
distribucién Poisson mezclada usando un tipo especifico de mezcla de bi-
nomiales negativas (proposiciéon 5.5.6), y por tltimo, el teorema 5.6.1, el
cual sirve para proponer dos formas (corolarios 5.6.2 y 5.6.4) de aproximar
la probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene distri-
bucién Poisson mezclada. Ademas, se incluyen ejemplos cuando el monto
de las reclamaciones tiene distribucion Poisson mezclada con distintas dis-
tribuciones para A.

121
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5.1. Algunos modelos de riesgo en tiempo discreto

Existen varias versiones del proceso de riesgo en tiempo discreto, segiin
las suposiciones que se hagan para las primas, el monto de las reclamacio-
nes y el nimero de éstas por periodo. En esta seccion se presenta un breve
resumen de los modelos mas conocidos.

En 1988, Hans-Ulrich Gerber en el articulo Mathematical fun with the com-
pound binomial process [40], presenta el siguiente proceso:

U0) = u, (5.1)
N(t)
Ut) = ut+t— >V, (5.2)
i=1
para cada valor de t = 1,2,..., donde u y t representan el capital ini-

cial y el nimero de periodos que han transcurrido', respectivamente. La,
variable de conteo N(t) representa el nimero de periodos donde se han
hecho reclamaciones hasta el tiempo ¢ y tiene distribucién Bin(¢, p), donde
p representa la probabilidad de que haya reclamaciones en cada periodo.
Las variables Y7, Y5, ... son v.a.i.i.d. con funcién de probabilidad comin
f(x) = P(Y; = x) para cada valor de z = 1,2, ... y media comtn p < 1/p
(condicién de ganancia neta); cada Y; representa la suma de los montos de
las reclamaciones en el i-ésimo periodo donde hayan existido dichas recla-
maciones. En cada periodo se supone una ganancia de una unidad por con-
cepto de primas. Este modelo, conocido como proceso binomial compuesto,
supone que todos los elementos son niimeros enteros no negativos, por lo
que el proceso {U(t)},2, tiene espacio temporal y de estados discreto. La
probabilidad de ruina con horizonte infinito se define, para v = 0,1,2, ...

| W(u) = P(r < 00 | U(0) = u),

donde el tiempo de ruina 7 se define como sigue:
T=min{t >1:U(t) <0},

siempre que el conjunto no sea vacio, si lo fuera, entonces se define 7 = oo,
ya que U(t) nunca habra sido menor o igual a cero. Para este modelo, la

1Se ha evitado el uso de la letra n para denotar el tiempo discreto, como tradicionalmente se usa,
debido a que dicha letra serd usada en las aproximaciones, tanto a las funciones de distribucién Poisson
mezclada como a la probabilidad de ruina. Esta convencion es seguida en todo el capitulo.
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probabilidad de ruina se puede calcular usando la siguiente formula que
puede encontrarse en el articulo de Gerber (1988) [40]:

»(0) = pu,

blu) = (1—plu+1)+p Y vu+1—2)f(z)+pFu), (5.3)

r=1

para u =1,2,...y donde F(u) = £, f(x).

En 1989, Elias Shiu trabaja con un modelo discreto muy similar al mo-
delo compuesto binomial en su articulo The probability of eventual ruin in
the compound binomial model [78]. La diferencia principal estd en cémo
define el tiempo de ruina:

T=min{t > 1:U(t) <0},

es decir, se establece que hay ruina solo si el proceso se vuelve estrictamente
negativo, de nuevo 7 := oo cuando U(t) > 0 para todo nuimero natural
t. En el mismo trabajo, se desarrollan varias féormulas para calcular la
probabilidad de ruina, en particular, se encuentra la siguiente férmula:

1-9(0) = %
L) = (1-(0)) Mz” (L) {(“ e SJ’) 0 —p)sf-“] ,

donde S; = ¥/, Vi, y M(u) = méx{j >1:5; <u}.

En 1997, en el libro de Bowers et al. [10, pag. 401] puede encontrarse el
siguiente modelo discreto:

t
Ubt)=u+ct—SW;, t=1,2,..., (5.4)
=1

donde u y c representan el capital inicial y la tasa de primas, respecti-
vamente. Se supone U(0) = 0 y que Wy, Wy, ... son v.a.ii.d., donde W;
representa la suma de los montos de las reclamaciones en el periodo 7. Este
modelo no supone que los valores de u o de ¢ sean ntimeros enteros, o que
los montos de las reclamaciones tomen solo valores discretos, por lo que
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el proceso {U(t)},, tiene un espacio temporal discreto, pero un espacio
de estados continuo. La ruina también se define como el evento donde el
proceso de riesgo es estrictamente negativo. En este modelo, se define el
coeficiente de ajuste R, como la solucién positiva de la ecuacion:

Mw(?“) =

En el mismo libro [10, pag. 403], se encuentra la siguiente férmula para la

probabilidad de ruina, dependiente del coeficiente de ajuste R:
exp(—Ru)

Elexp(—RU(7)) | 7 < 00

(u) = (5.5)
Previo al modelo anterior, David Dickson en el trabajo Some comments on
the compound binomial model (1994) [27], simplifica el proceso de riesgo
binomial definido por Gerber, suponiendo p = 1 y considerando a las va-
riables aleatorias Y; como los montos de las reclamaciones hechas en cada
periodo 7. Si en algin periodo Y; = 0, esto quiere decir que no se hacen
reclamaciones en ese periodo.

El trabajo de este capitulo estara basado en este ultimo modelo que es
presentado formalmente y con mayor detalle en la seccion siguiente.

5.2. Modelo discreto de Gerber-Dickson

Definicion 5.2.1 Sea v un numero entero mayor o igual a cero y sean
Y1, Y5, ... variables aleatorias con valores en 0,1,2,... Se define como pro-
ceso de riesgo de Gerber Dickson, o simplemente modelo de Gerber-Dickson,
al proceso {U(t)}:2, definido por:

U(t):u+t—§:Yi, (5.6)

para cada valor de t =0,1,2,... y por conveniencia, ¥9_; Y; := 0.

Se define el tiempo de ruina 7 como el primer momento en que el proceso
de riesgo es menor o igual a cero:

T=min{t > 1:U(t) <0}, (5.7)
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Figura 5.1: Ejemplo de una trayectoria de un proceso de riesgo discreto.

suponiendo que el conjunto indicado es distinto del vacio, en caso contrario
7 := 00. La probabilidad de ruina en horizonte infinito con capital inicial
de u se define como:

W(u) = P(r < 0o | U(0) = u), (5.8)

para cada valor de v = 0,1,2,... Para que se cumpla la condicién de
ganancia neta se requiere que el valor esperado del monto agregado de
reclamos sea mayor que las primas en cada punto del tiempo:

t
E (Z Yi) > t,
=1

por lo que se debe de suponer que 4 < 1. De esta manera, como se muestra
en el articulo de Damarackas y Siaulys (2015) [19, pag. 467]:

Y(u) < 1.

Condicionando con respecto al monto reclamado al final del primer periodo,
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la probabilidad de ruina puede desarrollarse como sigue:

Y(u) = P(r <oo|U(0) =u)
_ ip(moom:x,U(()):u)Pm:x)

— S f(@) P(r< o0 | U() =u+1—gz, U0) = u),

=0

donde f(z) = P(Y; = x). Al final del primer periodo, a lo més se tiene un
capital de u + 1, esto implica que la tultima suma puede separarse como
sigue:
P(u) = > fl@)P(r <oo|U(1) =u+1-2,U(0) =u)
=0

o

+ 2 f(=)

r=u+1

_ Zijof(x)@b(qu 1 —2) + Flu), (5.9)

donde F(u) = 1 — F(u) = P(Y1 > u). A partir de la férmula de Gerber
(5.3), se llega a la férmula (5.9), haciendo las modificaciones pertinentes.
A continuacion se presenta una férmula recursiva que puede considerarse
la versién discreta de la ecuacion integral (1.13) que surge en el modelo de
Cramér-Lundberg.

Proposicion 5.2.2 Supongase un modelo de Gerber-Dickson donde el mon-
to de las reclamaciones tiene como funcion de distribucion a F(z), entonces
se cumple la siguiente formula recursiva:

»(0) = m, (5.10)

) = u+zw<x>F<u—x>—§F<x>, u>1. (5.11)

r=1

Para la demostracién de este resultado véase el articulo de Dickson (1994)
27, pags. 34 y 35].
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Observacion 5.2.3 La igualdad (5.11) puede escribirse de la siguiente
forma:

u—1

(u) =1—(1—p)/f(0) - Z_:l (1= () F(u— =)/ f(0). (5.12)
Esta férmula es vdlida® para u = 1,2,3,... y cuando f(0) > 0, es decir,
cuando el soporte del monto de las reclamaciones comienza en cero.

La férmula recursiva (5.11) resuelve el problema de calcular la probabilidad
de ruina, sin embargo, implementarla puede ser dificil si se desconocen los
valores de F'(z). Una alternativa es aproximar el valor de ¢(u). El objetivo
principal de este capitulo es proponer dos formas para aproximar el valor

de ¥ (u).

Los resultados de la seccién siguiente seran de utilidad para desarrollar
un resultado analogo a la férmula de Pollaczeck-Khinchine (1.33) que fue
mostrada en el capitulo 1.

5.3. La formula de Pollaczeck-Khinchine

En esta seccién se hace un andlisis muy similar al visto en la seccion
1.2.1, incluso varias definiciones son analogas y varias demostraciones son
casi idénticas a sus correspondientes en el modelo de Cramér-Lundberg.
Se desarrolla la féormula de Pollaczeck-Khinchine en su version discreta.
Esta formula expresa la probabilidad de ruina como un suma infinita que
involucra a las convoluciones de la version discreta de la distribucion de
equilibrio. A pesar de ser muy natural su obtencién, no se hace énfasis de
ella en la literatura relacionada al modelo discreto. Sin embargo, en este
capitulo es de mucha trascendencia, porque sera la herramienta principal
para demostrar el teorema 5.6.1 mas adelante.

A la variable aleatoria Y = |U(7)| se le conoce como la severidad de
la ruina, debido a que indica qué tan grande fue la caida del capital por
debajo del cero en el momento de la ruina, nétese que puede haber seve-
ridad cero por la forma de definir el tiempo de ruina en (5.7). En Gerber
(1988) [40] se obtienen algunos resultados relacionados a la distribucion de

2Si u =1, la suma se vuelve cero.
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Y, ademds en Cheng et al. (2000) [13], Dickson (1994) [27], Li y Garrido
(2002) [53] y Li y Garrido (2005) [54] se estudia la funciéon de Gerber-Shiu
en su version discreta y se obtienen resultados relacionados a las distribu-
ciones conjuntas, las distribuciones marginales y los momentos de Y, del
capital justo antes de la ruina |U(7 — 1)| y del tiempo de ruina.

La probabilidad de ruina con severidad no mayor a y = 0,1, 2,... y supo-
niendo un capital inicial U(0) = u se denota como sigue:
p(u,y) = P(r <00, Y <y [U(0) =u). (5.13)

En la siguiente proposicion se da una férmula para calcular ¢(0, y).

Proposicion 5.3.1 La funcién ¢(0,y) estd dada por:

P0.9) = X F@) (5.14)

para cada valor de y =0,1,2, ...

Para la demostraciéon de este resultado véase el articulo de Dickson (1994)
27, pags. 36 y 37].

Proposicion 5.3.2 La probabilidad de ruina con una severidad igual a y
y capital inicial de cero esta dada por:

P(r <o00,Y =y | U(0) =0) = F(y). (5.15)
Demostracién:
Primero por (5.13) y después por (5.14):
P(r <00, Y =y |U(0)=0) = »(0,y) —¢(0,y — 1)
y

De forma analoga a las funciones de densidad de equilibrio f, de las va-
riables aleatorias continuas (las cuales resultaban ser absolutamente conti-
nuas), en el caso discreto se puede definir una funcién de probabilidad de
equilibrio.
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Figura 5.2: Ejemplo de una trayectoria de un proceso de riesgo discreto y
la severidad de ruina.

Definicién 5.3.3 Sea F(x) la funcion de distribucion de una variable alea-

toria discreta con valores 0,1,2,... y con media i < co. Se define su fun-
cton de probabilidad de equilibrio como:
fe(x) = F(z)/ 1, (5.16)

para cada valor de x =0,1,2, ...

Ejemplo 5.3.4 Supdngase una variable aleatoria con distribucion Geo(p),
entonces, a partir de (5.16), para cada valor de x = 0,1,2,... se cumple
lo siguiente:

fe(x) = F(x)/p
= (1—p)*'p/(1-p)
= p(1—-p)".

Por lo tanto, la funcion de probabilidad de equilibrio de una distribucion
Geo(p), es de nuevo Geo(p).

A continuacion se define el tiempo de la primera caida en el proceso de
riesgo de Gerber-Dickson, aunque ahora se considera caida, tanto al evento
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de que el proceso de riesgo {U(t)},-, llegue a estar por debajo del capital
inicial u, como al evento de que U(t) sea igual a w.

Definicién 5.3.5 Supdngase el modelo de Gerber-Dickson con un capital
inicial de u. Se define T, como el primer momento cuando el proceso de
riesgo es menor o igual al capital inicial u, es decir, para cada valor de
u=20,1,2,...

T, =min{t > 1:U(t) < U(0) = u}, (5.17)

suponiendo que el conjunto indicado es distinto del vacio, en caso contrario,
se define T, = 00.

Comparando las definiciones del tiempo de la primera caida y del tiempo
de ruina, es claro que el tiempo de la primera caida es igual al tiempo de
ruina cuando el capital inicial es cero. Usando la notacién respectiva:

Plno=t|mm<oo)=Plr=t|7<00,U(0)=0). (5.18)

Definicion 5.3.6 Supdngase el modelo de Gerber-Dickson con un capital
inicial de u. Se define el tamano de la primera caida como la variable
Lu=u—U(r,), suponiendo que 1, < 0.

Un resultado util méas adelante, es que la funcion de probabilidad de la
variable aleatoria Lu es igual a la funcién de probabilidad de equilibrio del
monto de las reclamaciones. La siguiente proposiciéon enuncia este hecho y
su demostracion es una simple aplicacion de la probabilidad condicional.

Proposicion 5.3.7 La funcion de probabilidad del tamano de la primera
caida por debajo del capital inicial esta dada por:

fray) = fely) = F(y)/n, (5.19)
para cada valor de y =0,1,2, ...

Demostracion:
Supongase que y = 0,1, 2, ..., entonces la funcion de probabilidad de Lu
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Figura 5.3: Ejemplo de una trayectoria del proceso de riesgo discreto y la
primera caida por debajo del capital inicial.

esta dada por:

fruly) = P

La tltima igualdad se da gracias a (5.10) y a (5.15).
O

De la misma forma en que el proceso de superavit definido en el capitulo
1 en (1.21) sirvié para tener una definicién alterna de la probabilidad de

ruina, en este capitulo se define un proceso de superavit para el modelo de
Gerber-Dickson.
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Definicién 5.3.8 Supdngase el proceso {Z(t)}:2, definido por:

Zt)=u—-U(t)=> Y, —t, (5.20)

i=1
donde se supone que U(0) = u. Entonces se dice que {Z(t)}2, es el proceso
de superdvit relacionado al proceso de riesgo discreto de Gerber Dickson

{U(#) 0.

Notar que Z(t) puede escribirse como la siguiente suma:

Z(t) = 2<Y ),

para cada valor de t = 1,2,...y Z(0) = 0. Debido a que los montos de las
reclamaciones son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, entonces {Z(t)};2, es una caminata aleatoria que inicia en cero,
es cadena de Markov y tiene incrementos estacionarios e independientes.
Ademés:

Z(t) » —c0 c.s. (5.21)

suponiendo la condicién de ganancia neta y < 1. Por tultimo, la probabili-
dad de ruina se puede escribir como sigue:

Y(u) = P(Z(t) > u para algin t > 1)

_p (méX{Z(t)} > u> | (5.22)

t>1

Definicién 5.3.9 Se define el tiempo del i-ésimo récord del proceso {Z(t) }32,
como:

*
7_0 — 0,

T = min{t > Ti*—l : Z(t) > ZTz’*—l}’

7

para cada valor de 1 = 1,2,... St el conjunto indicado es vacio, se define

Los tiempos anteriores representan tiempos de primer arribo del proceso
{Z(t)},2, a nuevos maximos, o bien, un nuevo arribo al méximo anterior.
Puede observarse un ejemplo de estos tiempos en la figura 5.5.
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Figura 5.4: Ejemplo de una trayectoria del proceso de riesgo {Z(t)}.
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Figura 5.5: Ejemplo de una trayectoria del proceso de riesgo discreto, tiem-
pos de los récords y tamano de los récords.
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Observaciéon 5.3.10 Notar que si para algun k se tiene que 1; < 00,
entonces 77 < oo para i = 1,2,...,k — 1, y si para algun valor de m se
tiene que T, = 00, entonces T, =00 parat=m+1,m+2,... Como en el
caso continuo en la seccion 1.2, estas variables aleatorias cumplen con ser
tiempos de paro con respecto a la filtracion natural del proceso {Z(t)},,, es
decir, su valor puede ser determinado por la trayectoria del proceso hasta
ese momento.

Por lo que se indica en la observacion anterior, cuando se da al mismo
tiempo que 7, < 00 y T = 00 para algun valor k£, entonces ese valor es el
numero de maximos que ha habido hasta ese momento y ademéas no habra
mas. En congruencia con el capitulo 1, al evento de alcanzar un maximo
en una trayectoria del proceso {Z(t)}°, se le conocerd como récord.

Como se menciona en la siguiente observacion, para el caso especial de
71 la definicion coincide con el tiempo de la primera caida 7y, definido por
(5.17). Si U(0) = 0, entonces coinciden las definiciones de 77, de 7 y del
tiempo de ruina 7.

Observacién 5.3.11 Suponiendo que U(0) = u y que 177 < 00, entonces:
7 = min{t >0:Z(t) > 0}
= min{t >1:U(t) <U(0) =u}
= Tu-
Por lo anterior, Z(7{) = Z(1,) = uw— U(7y), por lo tanto:
Z(r) = Lu, (5.23)

y por (5.19), la funcién de probabilidad de Z(17) es igual a la funcién de
probabilidad de equilibrio f. definida en (5.16). En general, suponiendo que
7 < oo ypara 0 < s <ux,

P(Ti*:x‘ﬂ'::s) = P(Ti*_ﬂ'::x_s‘%::s)

= P(rf =z —s). (5.24)

La sequnda igualdad es consecuencia de los incrementos estacionarios e
independientes del proceso de superduvit.
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El siguiente calculo muestra que cada vez que hay un nuevo récord, el valor
por el que es superado tiene como funciéon de probabilidad a la funcién de
probabilidad de equilibrio f. definida en (5.16). Para simplificar la notacién
se escribira:

p(s,y) = P12y =5, Z2(1721) = y),
para s >i—1,1> 2y y > 0. Sea i > 2, entonces:

S Y P(2(r) = Z(rp) = | 750 = 5, Z(r) = y) pls, )
= Y S P = Z(s) = | 7y = 5, Z(s) = 1) pls, )

= S > P2 =) pls,y)
= fe(z). (5.25)

La tercera igualdad del desarrollo anterior se da gracias a los incrementos
estacionarios e independientes del proceso de superavit.

Ahora, se estudia el nimero de récords que tendrd {Z(t)};°, durante
una trayectoria.

Definicion 5.3.12 A la variable aleatoria
K =max{k >1:7 < oo},

se le conocerd como el nimero de récords del proceso {Z(t)}32,, suponiendo
que el conjunto indicado es distinto del vacio, en caso contrario se define
K =0 y se dird que el proceso {Z(t)};2, tiene cero récords.

Notar que K < oo, debido a que Z(t) — —oo casi seguramente, bajo la
hipétesis de ganancia neta, véase (5.21).

Proposicion 5.3.13 Sea K el nimero de récords de la definicion 5.3.12.
Entonces la funcion de probabilidad de K estd dada por:

fre(k) = (1= 9(0)(¥(0))", (5.26)
para cada valor de k =0,1,2,..., es decir, K ~ Geo(1 —1(0)).
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Demostracion:
Como se mencioné en la observacién 5.3.11, el tiempo de la primera caida
definido por (5.19) es equivalente al tiempo del primer récord, por lo tanto:

Jx(0) = P(r = o0)

= P(1, = o0)
= P(r=00]U(0)=0)
= 1 ()

Esto demuestra la igualdad (5.26) para k = 0. Por otro lado, la probabilidad
de que haya un récord es igual a la probabilidad de que 7 < coy 79 = 00,
entonces:

fx(1) = P(r{ <o0,7y = 0)
= P(ry =00 |7 <o00)P(r{ < o)
= P(7 = 00)P(1{ < 00)
= fx(0)P(K >0)
= (1 —(0)(¥(0)).

La tercera igualdad es vélida por la igualdad (5.24). Queda demostrada
la igualdad (5.26) para k = 1. Ahora se vera el caso general, sea A, =
(17 < 00,...,T; < 00) para cada valor de k = 2,3,... Notar que el evento
Ay, se reduce a (75 < o0) por la observacién 5.3.10, entonces:

P(Ak) = P(r} < | Ak—l)P(Ak—l)

La tercera igualdad, de nuevo es valida porque {Z(t)}?°, tiene incrementos
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estacionarios e independientes. Asi, para cada valor de k = 2,3, ...

fr(k) = P(7q = 00, Ap)
= P(7p41 = 00 | Ap) P(A)
= P(r} = 00)(¥(0))"
= (1=9(0)(¥(0)"
0
En la figura 5.5, se puede observar que a cada tiempo 7;° se le relaciona

una variable aleatoria Y;* que modela el tamano del récord 7. A continuacion
se definen tales variables.

Definicién 5.3.14 Sean Y{", Y5, ... variables aleatorias definidas por
Y =2(7) - Z(7_4), (5.27)
para cada valor de 1 =1,2,... siempre y cuando 7, < 0o. A cada variable

Y.* se le conocera como tamano del récord .

Proposicion 5.3.15 Para un proceso de superdvit supongase que K >
1, entonces las variables aleatorias Y{",Ys ..., Y5 son independientes e
idénticamente distribuidas con funcion de probabilidad igual a fe(x), defi-
nida en (5.16), e independientes del nimero de récords K.

Demostracion:

Primero, como se establecié en la observacién 5.3.11 y por (5.25), cada
Y;* tiene distribucién igual a la distribucién de equilibrio del monto de las
reclamaciones y por lo tanto, son idénticamente distribuidas. Para mostrar
que son variables aleatorias independientes, supongase que K es conocido
y sean Y7,Ys, ... los montos de las reclamaciones del modelo de Gerber-
Dickson del cual deriva el proceso de superavit. Entonces:

2(7) - 2(700) = L -1)- 2<Y 1)

*
T

- Z (Y} o 1)7

J=Tq+1
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y por lo tanto:

k%
7

V= > -1

J=T4+1

La independencia se da porque las variables aleatorias Y7,Y5 ... son inde-
pendientes, formalmente:

K K T
P(A0r =) - P(q( *zH(Yl)—yz))

Pl Y (v—1)=y,
1 J=7,+1

P(Y'* = yz’)'

]

[
o=

7

I
o=

I
—_

7

Por lo tanto, Y{",..., Yz son variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas. Finalmente, la independencia entre el nimero de
récords y el tamano de esos récords, es consecuencia de la independencia
entre los montos de las reclamaciones y el tiempo donde éstas se dan, al
ser una variable determinista.
O
En la siguiente proposiciéon se establece que la distribuciéon de

max{Z(t)},

es igual a la distribuciéon de una suma geométrica compuesta, donde la
variable de conteo esta dada por K y las severidades corresponden a las
variables Y, Y5, ...

Proposicién 5.3.16 Supdngase un proceso de superdvit {Z(t)}:2,, para el
cual se tienen K > 0 récords, como en la definicion 5.3.12, y los tamano
de los récords estan dados por Y, Y5, ..., Yz como en la definicion 5.3.14.
Entonces la variable aleatoria ngl;étox{Z(t)} se distribuye igual que la suma

compuesta Zfil Y[, y por lo tanto:

b(u) = P (f V> u) . (5.28)

1=1
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Demostracion:
Sea K > 1, entonces:

K K

;YZ* = ;(Z(Tf)—z(ﬁll))
= Z(1g)
> Z(1),

donde la desigualdad se cumple para cualquier valor de ¢ > 0, porque 7}
es el valor donde el proceso {Z(t)}:°, tiene su ultimo récord. Esto implica
que:

K
MY =max{Z(t)}. (5.29)
i—1 >0

Finalmente, por (5.22), para cada valor de u = 1,2, ... se tiene lo siguiente:

b(u) = P@éox{zu)}w)

K
= P (Z Y > u) :
i=1
El caso K = 0 es trivial puesto que implica que la probabilidad de ruina
€s cero. 0
Los resultados anteriores sirven para demostrar la formula de Pollaczeck-
Khinchine. Dicha férmula se usara mas adelante para justificar las aproxi-
maciones a la probabilidad de ruina que seran propuestas.

Proposicion 5.3.17 (Férmula de Pollaczeck-Khinchine version discreta.)
Supongase un modelo de Gerber-Dickson donde los montos de las reclama-
ciones tienen media . Usando la notacion e hipotesis anteriores, para cada

valor de w=1,2,... la probabilidad de ruina puede calcularse como sigue:
(u) = (1 —p) kZ (S > u) ", (5.30)
=1

donde S, = X Y para k = 1,2,... y Y, Y5, ... se definen como en
(5.27).

Demostracion:
Sea K la variable aleatoria que modela el ntimero de récords del proceso
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de superavit asociado, definido en (5.20). Por hipétesis, los montos de las
reclamaciones tienen media p, luego por (5.26) y (5.10) la variable K tiene
distribuciéon GeoT(1 — u). Tomando en cuenta lo anterior, por (5.28) y
condicionando con respecto a los valores de K:

K
o) = P(Lr =)

1=0

- iP(in*Zum:k)fK(k)

k=0 1=0
k

= iP(ZYé*ZU) (1—p)u*

k=0 1=0

= (1—p) éP(Sk > )t

Ejemplo 5.3.18 Uno de los casos donde se puede obtener la probabilidad
de ruina aplicando la formula de Pollaczeck-Khinchine es cuando el monto
de las reclamaciones tiene distribucion Geo(p), (p > 1/2). Para esta dis-
tribucion, la distribucion de equilibrio es de nuevo Geo(p) (ver el ejemplo
5.3.4) y entonces la k-ésima convolucion es una distribucion BinNeg(k,p).
A continuacion se muestra el cdlculo.

Sea u > 0, entonces:

Glu) = (1—p) Y P(Sy > u)
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haciendo intercambio de las sumas y sustituyendo p = (1 —p)/p se llega a:

Y(u) = @—1_p>§ > CHf_&>ﬂﬂ—pV<l_py

p i=0 k=i+1 p
I—-p\ & (fut+et—1)\ ; L X (1—p\F
= @—)Z( . )pﬂ—p) > < )
p i=0 t k=i+1 p

_ C‘pyﬂ. (5.31)

p

En la seccién siguiente se hace una descripcion y andalisis de la distribu-
cién mezcla de binomiales negativas (MIBN). Una de las aplicaciones de la
igualdad (5.28) en este trabajo se encuentra en la demostracion de la pro-
posicion 5.4.7, donde se calcula la probabilidad de ruina cuando el monto
de las reclamaciones tiene distribucion MIBN. Después, en la seccion 5.6,
se aplica la férmula de Pollaczeck-Khinchine dentro de la demostracion del
teorema principal de este capitulo, el teorema 5.6.1.

5.4. Distribucion mezcla de binomiales negativas

En esta secciéon se presenta la distribucion mezcla de binomiales nega-
tivas que se usara como herramienta principal para generar una aproxi-
maciéon a la probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones
tenga una distribucion Poisson mezclada. Es importante senalar que a pe-
sar de que la mezcla de binomiales negativas es un caso muy analogo a la
distribucién continua mezcla de Erlangs, no es posible usarla para aproxi-
mar cualquier distribucion discreta con soporte no negativo. Solo se puede
usar para aproximar distribuciones Poisson mezcladas, como se establece
en el articulo de Steutel y Van Eenige (1997) [80, Teorema 1 en la pag.
273, el resultado puede consultarse en el apéndice A. En dicho articulo,
los autores definen una distribucion mezcla de binomiales negativas como
una distribucién cuya funciéon generadora de probabilidad sea de la forma
siguiente:

P — 4l 1_pk:,m Hhom
&7 R e \ T z)
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definida para z < 1 y donde los coeficientes gy, son nimeros positivos y
suman uno. Esta es una distribucion mas general que la que se definira en
este capitulo, sin embargo, para los fines de la investigacién de supondra
un caso particular que se establece en la definiciéon siguiente.

Definicién 5.4.1 Supongase que 0 <p <1, 7®=(q1,q2,...), 0<qx <1y
Y1 qr = 1. Se dice que una variable aleatoria X tiene distribucion mezcla
infinita de binomiales negativas, o simplemente mezcla de binomiales ne-
gativas, con pardmetros w y p si su funcion de probabilidad es la siguiente:

fla) = éqk (kJri_ 1)19’“(1 -p)" (5.32)

para cada valor de x = 0,1,2,... En este caso, se escribe X ~ MIBN(m,p).

Cuando se hable de la distribuciéon binomial negativa se usara la siguiente
notacién para sus funciones de probabilidad y de distribucion, respectiva-
mente:

k+x—1 .
bn(k, p)(z) = ( . )pk(l -,
y
BN(k,p)(z) = E%)bn(k,p)(i)
K=l (e 414\ .
-~ 1—2( | )p(l—p) H
i=0 t
k—1
= 1— Y ba(z + 1,1 —p)(i),
i=0
ambas férmulas validas para cada valor de x = 0,1,2, ... De esta manera,

la funcién de probabilidad (5.32) puede escribirse como:
k=1
para cada valor de x = 0,1,2, ...
Observacion 5.4.2 Una v.a. MIBN tiene la misma distribucion que una

suma compuesta. De forma detallada, sea N una v.a. discreta con funcion
de probabilidad denotada por fn(k) para k = 1,2,... y sean X1, Xo, ...
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v.a.1.1.d. con distribucion Geo(p) e independientes de N, si se define Sy =

>N, X;, entonces:

P(Sy = 7) — fp(ﬁxi:x\N:k)P(N:k)

=1

<~_1 Xz = SC) fN(]{Z>
S (k) bn(k, p) ().

Bl
—_

I
[]8
|

T
I

I
Nk

e
|
—_

Por lo tanto:

Sy ~ MIBN(m, p). (5.33)

donde ® = (fn(1), fn(2),...).

De la observacion anterior, que caracteriza a una distribucién MIBN como
suma compuesta, es facil calcular algunas de sus propiedades. Por ejemplo,
la esperanza esta dada por:

E(Sy) = E(N)E(X)

— B(N) (T) | (5.34)

Ahora, se presenta una expresion para la funcién de distribucién.

Proposicion 5.4.3 Supdngase que Sy ~ MIBN(w,p), donde las probabi-
lidades de N estin dadas por @ = (fn(1), fn(2),...), entonces su funcion
de distribucion puede escribirse de la forma siguiente:

Fs,(z) = E(Fn(Z)), (5.35)

donde Z es una variable aleatoria con distribucion BinNeg(x + 1,1 — p)
para cada valor de x =0,1,2, ...
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Demostracién:
Fo (2) = kij f (k) BN(k, p)(z)
— ]g fn(k) [1— gbn(az +1,1=p)(i)
= g:l In(k) ibn(w +1,1—p)(9)

. fn(k)bn(x + 1,1 —p)(7)

I
]38
M-

Fn(2)),

donde Z ~ BinNeg(z+1,1—p). Los intercambios de orden entre las sumas
son validos por el teorema de la convergencia dominada para series (véase
apéndice C) usando como sucesiéon dominante cualquiera de las funciones
de probabilidad.

~.
|
Il

—_

—~ O

= I

O

En la proposicién siguiente se establece que la funcién de probabilidad
de equilibrio de una variable aleatoria MIBN es de nuevo MIBN.

Proposiciéon 5.4.4 Supingase que Sy ~ MIBN(m,p), donde la variable
N tiene probabilidades dadas por @ = (fn(1), fn(2),...), entonces la dis-
tribucion de equilibrio de Sy es MIBN(w.,p), donde las probabilidades del
vector w. = (fne(1), fne(2),...) estan determinadas por la funcion de pro-
babilidad

feld) = FxG = 1)/E(V), (5.36)

para cada valor de 3 =0,1,2, ...
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Demostracion:
Se usa la definicion de f. y después se aplica la proposicién 5.4.3.
1
. = 1—F
() = g (1 Foulo))

haciendo el cambio de indice j = i+1, se llega a una funcién de probabilidad
MIBN:

o) = £ M 0y

j=1 E(N)
- i Fre(G) bn(s, p) (),

donde fne(j) = Fn(j — 1)/E(N). Claramente 32, fne(j) = 1. Por lo
tanto, f, es la funcién de probabilidad de una distribucion MIBN(7,, p),
donde 7. = (fne(1), fne(2),...).
U
La proposicién siguiente establece que la suma geométrica compuesta
de severidades con distribucion MIBN, es de nuevo MIBN. Este resultado
es fundamental para calcular la probabilidad de ruina cuando el monto de
las reclamaciones tiene distribucién MIBN.

Proposicién 5.4.5 Supdngase que M ~ GeoT(p) y sea Sn,, SNy, ... una
sucesion de variables aleatorias, cada una con distribucion MIBN(w,p),
donde m = (fn(1), fn(2),...) y cada variable Sy, con una variable de
conteo asociada N;, cuyas probabilidades estan dadas por w. Entonces:

M
> Sy, ~ MIBN(w*, p), (5.37)
j=1

donde 1* es el vector de probabilidades asociadas a una variable de conteo
N*, cuyas probabilidades pueden ser obtenidas de forma recursiva como
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sigue:

fn-(1) = pfn(1) (5.38)
fn-(k) = (1 —p)k_gfw(i) (k=) +p fn(k), (5.39)

para cada valor de k= 2,3, ...

Demostracion:
Sean S = ij‘il Sn,, M ~ GeoT(p) y Sy, = Z;N:jl X;j, donde P(N; = k) =
fn(k) y Xij ~ Geo(p). Parax > 1y m > 1:

P(S=a|M=m) = P(iSN:x)

J
j=1

m Nj
= P(ZZXijzx)

j=1i=1
N,

- p (fl X, = g;) , (5.40)

I—

donde N,, = ¥"| N; y X; ~ Geo(p) para | > 1. Ahora, condicionando
con respecto a los valores de M y usando la expresién (5.40) se calcula
P(S = x), para x > 1:

P(S=2) — i::P(S:ﬂM:m)fM(m)

m=1

= i P (izn:;Xg :J)) fM(m)

m=1
N*
= P (Z Xl = ZU) ,
=1

donde N* = =M N;. Debido a que X; ~ Geo(p), entonces usando la carac-
terizacion (5.33), la suma compuesta 1Y | X; tiene distribucién MIBN(7*, p),
donde las probabilidades de 7w* estan dadas por la funcién de probabilidad
de N*, las cuales pueden calcularse de forma recursiva usando la formula
de Panjer (véase apéndice A):

fn-(1) = pfn(1),
fn(k) = (1—P)sz(i)fN*(k—i)+,0fN(/€), k> 2.
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Por 1ltimo, se verifica el valor de P(S = 0). Recordar que Px(r) denota la
funcion generadora de probabilidad de una v.a. X, entonces:
P(5=0) = Ps(0)
= Pu(Pn(Px;;(0)))
= Pu(Pn(p))

1 —(1—p)Pn(p)
Por otro lado, suponiendo que S ~ MIBN(7*, p):

P(S=0) = i fx- (k) bu(k, p) (0)

= 3 fae (k)P
k=1

= f()p+ ki fae () pt.

Sustituyendo los valores de fy+(k) a partir de (5.38) y de (5.39):

PS=0) = plxUp+ > <1—p>§fw<z>fN*<k—i>+pr<k> .

= o fv()pt(1—p) Iigfw(i) etk = i)+ p 3 )
_ pimk)puu—p) éﬁv(i) kilfm(k—wp’%

haciendo el cambio de indice j = k — 2:

(0.9]

P(S=0) = pPy(p)+(1=p) X () X fr-()p™

1=1

_ L Pe(p) + (1—p) ilfzv(i)pi i’i fa-(G) P/

= pPn(p)+ (1= p) Pn(p) P(S=0).

Despejando P(S = 0), se llega a la misma expresion que en (5.41), por lo
tanto, S ~ MIBN(7*, p).
|
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Observacion 5.4.6 A partir de las formulas recursivas (5.38) y (5.39), se
puede derivar una férmula para calcular los valores de F (k) = 72,1 fa+(4)
para k=1,2,...

Fy-(k) = (1— p) i PG (k=) + Fu(k).  (5.42)

A continuacién se presentan los calculos para obtener (5.42).
Para k = 1:

Fy+(1) = fn+(1) = p fn(1),
por lo tanto, Fy«(1) =1 — p fx(1), lo cual coincide con la férmula (5.42)

cuando k = 1.
Para k > 2:

Fy-(k) = 3 fi-(3)

= )Y <1—p>fzij<j>fN*<z'—j>+pr<z'>

= S+ =) X S NG i )+ p 3 A

= X ST A) X Sl ),

haciendo el cambio de indice m =17 — 7, se llega a la expresion siguiente:

Fx-(b) = pFa(h) + (=) S 1) 3 fa-(m)

> <

— o Fy(k) +(1—p) z Fv i) Fwe(k — ).

j
A partir de la dltima igualdad se llega la expresion en (5.42).
En el siguiente resultado se establece una férmula para calcular la pro-

babilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene una distri-
bucién MIBN.
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Teorema 5.4.7 Supdngase que en el modelo de Gerber-Dickson (5.6), el
monto de las reclamaciones tiene distribucion MIBN(w,p), donde 7 =
(fn(1), fn(2),...) y E(N) < oo, entonces la probabilidad de ruina es la
siquiente:

w(u) = é Ty P(Zy = k) (5.43)
= E(@Zu), (5.44)

para cada valor de w = 1,2,... y donde Z, ~ BinNeg(u,1 — p). Los va-
lores de la sucesion {ék}zozo quedan determinados por las tres igualdades
siquientes:

Co = E(N)(1-p)/p, (5.45)
_ & _ _
Cr, = Cy [Z fNe(i) Ci_i + FNe(k) , (5.46)
i=1
, Fy(i—1)
e = -—_—— 4
Demostracion:
Sea
My
Ry =) Y,
j=1
una suma compuesta donde My ~ Geo(p), y sean Y. 1, Ye o, ... las variables

aleatorias de equilibrio del monto de las reclamaciones MIBN(r, p). Por la
proposiciéon 5.4.4,
Y, j ~ MIBN(m.,p),

para cada valor de 7 = 1,2,... y donde las probabilidades en 7. estan

dadas por fn.(j) = Fn(j —1)/E(N).
Por la igualdad 5.28 y después condicionando con respecto a los valores de
My, para u > 1:

(u) = P(Ro = u)
= P(RoZU‘M0>O)(1—p)
- (=) P(R= W),
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donde la variable aleatoria R es definida como la siguiente suma compuesta:
M
R:= % Y,
j=1

para la cual, M ~ GeoT(p) con funcién de probabilidad fy/(k) = p(1 —
p)¥~1, para k =1,2,...y por la proposicién 5.3.13, p = 1 — 9(0).

Por la proposicion 5.4.5, R ~ MIBN(7*, p), donde las probabilidades de
7 estan dadas por las ecuaciones (5.38) y (5.39).

Ahora, por conveniencia se establece la siguiente notacion:

Cr = (1= p)Fx-(k), (5.48)
para k > 0. Entonces, por (5.35):
(1=pP(R>u) = (1-p)E(Fn(Z.))

— S CLP(Z, = k).
k=0

Finalmente, calculamos los coeficientes C}, ya tomando en cuenta que p =
1 —1(0), que en este caso es igual a 1 — E(N)(1—p)/p por (5.10) y (5.34),
entonces:

Co = (1—p)Fn-(0)
= E(N)(1—-p)/p,

y por (5.42):
Cr = (L—p)Fn-(k)
= Co | 3 fwiChi+ Flh) .
para cada valor de k =1,2,... O

Ejemplo 5.4.8 Un caso especial de una distribucion MIBN, es la distri-
bucion geométrica, que se obtiene cuando 7w = (1,0,0,...). A continuacion
se calcula la probabilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones
sigue una distribucion Geo(p) usando la formula (5.43).
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Usando las formulas (5.45) a (5.47):
(1—=p)/p.

Ch

1—p)/p (fne(1)(1 = p)/p+ Fre(1))

(
(1=p)/p)*
(1 =p)/p (fre(D)((1 =) /P)* + fne(2)(1 =) /P + Fne(2))
(1—p)/p)°
(1=p)/p)".
Ahora, sustituyendo en la férmula del teorema 5.4.7:
l1—p
P(0) = B

De esta manera,
obtuvo en (5.31).

k=0
= S -aw (T asars
_ (1;19)%1]2(1&—1—:—1) (1—p)f
5y

se ha vuelto a obtener la probabilidad de ruina que se

A continuacién se presentan algunos resultados que serviran para estable-
cer en qué caso se puede hacer una aproximacion basandose en el uso de
mezclas de binomiales negativas.

5.95.

Distribucion Poisson mezclada

La distribucion Poisson mezclada surge al considerar un fenémeno que
se puede modelar con una distribucién Poisson, pero con un parametro
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desconocido. Al suponer que el pardametro es una variable aleatoria A, se
llega a la distribuciéon Poisson mezclada, cuya distribuciéon de mezcla o
mezclante, es la funcion de distribucién de A. En el contexto de estadistica
Bayesiana, a la distribucién de A se le conoce como distribuciéon a priori.
Una referencia que contiene muchas propiedades de esta distribucion es el
libro de Grandell (1997) [46]. Una referencia posterior que contiene una
amplia revision del tema asi como una gran muestra de distribuciones co-
nocidas que surgen de una distribucién Poisson mezclada es el articulo de
Karlis y Xekalaki (2005) [49]. A continuacién se presenta la definiciéon de
distribucién Poisson mezclada.

Definicion 5.5.1 Se dice que una variable aleatoria discreta X tiene dis-
tribucion Poisson mezclada con funcion de distribucion mezclante Fi si la
variable aleatoria condicionada X | (A = \) tiene distribucion Poisson(\),
para alguna variable aleatoria A positiva.

Cuando una variable aleatoria X tenga distribucion Poisson mezclada con
funcion de distribucién mezclante Fj, se escribird X ~ PM(F}). Los si-
guientes resultados son muy conocidos y faciles de demostrar, todos ellos
pueden consultarse en Karlis y Xekalaki (2005) [49].

Proposicién 5.5.2 Supdngase que X ~ PM(Fy), entonces:

a) Para x = 0,1,2,... la funcién de probabilidad de X estd dada por la
siguiente expresion:

P(X =z)= [T e A\"/aldFy()). (5.49)

En el caso particular de que A sea una variable aleatoria discreta con
funcion de probabilidad fx(i), 1 > 1, entonces:

P(X =z)=Y e "i"/2! fr(i). (5.50)
i=1
b) El valor esperado de X es igual al valor esperado de A.

c) La funcion generadora de probabilidad de X estd dada por:
Px(r) = /0‘” e MR (M), (5.51)

suponiendo valores de r < 1.
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La siguiente proposicion establece una relacién muy interesante entre la
distribuciéon MIE, de la cual se habla en el capitulo 2, y la distribucién
MIBN.

Proposicién 5.5.3 Supdngase que F es funcion de distribucion MIE(m, [3),
donde ™ = (q1, G2, --.) Yy X521 qr = 1. Entonces la funcion de probabilidad
de una distribucion PM(F)) es igual a la funcién de probabilidad de una
distribucion MIBN(m,B/(8 + 1)).

Demostracion:

Sea X ~ PM(Fy), donde F) es una funcién de distribucién MIE(w, 3),
donde 7 = (q1,q2,...) ¥y 2321 g = 1. Entonces la funcién de probabilidad
de X se obtiene al aplicar la igualdad (5.49) y después completar una
funcién de densidad gama, como se muestra a continuacion:

P(X=a) = [Te?X/al g;lqkeﬂ(k, B)(A)dA (5.52)
= BN 1\ (k+ax—1)
= X <5+1> <5+1> e
= > acbu(k. 5/(3 + D)) (5.54)

para valores de x = 0, 1,2, ... Por lo tanto, X ~ MIBN(7r, /(5 + 1)).
|

Ejemplo 5.5.4 Sea X ~ PM(Fy), donde A ~ Exp(f). Debido a que una
distribucion exponencial es igual a una mezcla de Erlangs con parametros
7 =(1,0,0,...) y B, entonces por la proposicion 5.5.3 se cumple que:

P(X =)= bn(1,5/(8+1))(2),

para valores de x = 0,1,2,... y esto implica que X ~ Geo(p), donde
p=p/(B+1).

Ahora, se enuncia una proposicion que sera muy util para mostrar que
una distribuciéon Poisson mezclada puede ser aproximada con funciones
de distribuciéon MIBN. Dicho resultado aparece en Grandell (1997) [46].
Recordar que la notacion X, Do x quiere decir que la sucesion Xp, Xo, ...
converge en distribucion a X.
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Proposicion 5.5.5 Sean Ay, Ao, ... una sucesion de variables aleatorias
positivas, cuyas funciones de distribucion estin dadas por Fi, Fs, ... y sean
X1, Xo, ... variables aleatorias, donde cada X; ~ PM(F;), i > 1. Entonces

X, 2 X, si y solo si, A, L, A, donde X ~ PM(Fy).

Para la demostracion de este resultado véase Grandell (1997) [46, pag. 16].

Ahora, se establece como debe generarse una sucesion de distribucio-
nes mezcla de binomiales negativas para aproximar cualquier distribucién
Poisson mezclada.

Proposicion 5.5.6 Sea X ~ PM(F}), donde F) puede ser una funcion de
distribucion continua con soporte positivo, o bien, la funcion de distribucion
de una variable aleatoria discreta positiva. Para cada valor den > 1, sea
X, una variable aleatoria con distribucion MIBN(w,,p,), donde:

w0 = (a(L,n),q2.n),..)
q(k,n) = Fi(k/n) = Fa((k —1)/n),
pn = n/(n+1),
entonces X, DX,

Demostracion:

Primero, supéngase que F) es continua. Sean A1, Ao, ... variables aleatorias
con funcién de distribucién dada por la siguiente mezcla de Erlangs (véase
capitulo 2):

Fo(z) = é g(k, ) Exl(k, n)(z), (5.55)

para x > 0, y donde q(k,n) = Fx(k/n) — FA((k—1)/n). Por la proposicién
2.1.7, se sabe que para cualquier z > 0:

lim F,(z) = Fy(x).

Como A, L, A, entonces por la proposiciéon 5.5.5, X, END'S , donde X, tiene
distribucién PM(F},). Por ultimo, por la proposicién 5.5.3, la distribucién
de X, es una MIBN(w,p,), con pardmetros @ = (q(1,n),q(2,n),...) y
pn = n/(n+1). Esto prueba la proposicién para una funcién de distribucién
mezclante continua.
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Ahora, supongase que F) es la funcién de distribucién de una variable
aleatoria discreta con soporte positivo. Sea Y, ~ BinNeg(An,n/(n + 1)),
donde A y n son enteros positivos y sea Z una variable aleatoria Poisson(\).
Sean Py (r)y Pz(r) las funciones generadoras de probabilidad de Y,, y Z.
Es conocido que ambas funciones generadoras existen para cualquier valor
de r < 1. Entonces, suponiendo que r < 1:

1 — —An
lim Py, (r) = lim (1 + T)

n—oo

n
= exp{=A(l—r)}
= Pz(T).
Por lo tanto,
Y, % Z. (5.56)

Por otro lado, supongase que X es una variable aleatoria Poisson mezclada
con funcién de probabilidad fx(x) parax = 0,1,2,...y que su distribucién
mezclante A es discreta con funcién de probabilidad fy(\) para A = 1,2, . ..
Sea {X,,}>° una sucesion de variables aleatorias, cada una con funcién de
probabilidad dada por:

fola) = 3 alk.n) bn (k — 1) (2), (5.57)

paran =1,2,...;2=0,1,... y donde q(k,n) = Fa(k/n) — Fx((k—1)/n).
Notar que para cualquier nimero natural n, si £ no es miltiplo de n,

entonces q(k,n) = 0. Sea k = An, para A = 1,2, ..., entonces:
q(k;n) = q(An,n) = fa(A).
Por lo anterior, supongase que x = 0,1, ... fijo, entonces:
fx,(x) = ) q(k,n)bn(k,n/(n+ 1))(x)
=1

I
[]&

g(An,n)bn(An,n/(n+1))(x)

i
I

I
[]8

faN) bn(An,n/(n+1))(z).

i
I
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Ahora, tomando limites y por (5.56):

n—oo

lim fx,(z) = lim §1 FA(A) bn(An, n/(n + 1))(z)
_ AflfA(A) Tim bo(An,n/(n + 1))(x)

— ?:1 fa(X) poisson(N)(x)

= f(2).
Entonces, se cumple que:
Jim fo.(z) = f(z), (5.58)
para cualquier x = 0,1,2,... y por lo tanto:
X, 5 X

Esto prueba el resultado también para el caso discreto de A.
UJ
La proposicién 5.5.6, indica que para una variable aleatoria X ~ PM(F}),
su funcién de probabilidad puede ser aproximada con una funcién de pro-
babilidad MIBN con parametros adecuados. Es decir, para un valor de n
suficientemente grande:

P(X =) & 3 qlk, ) bn(k,po) (), (5.59)

donde:
a(kn) = Fy(k/n) — Fy ((k—1)/n). (5.60)
Py = nil. (5.61)

Observacién 5.5.7 Para una variable aleatoria X,, ~ MIBN (m,,p,) co-
mo en la proposicion anterior, se cumple que:

E(X,) < 1. (5.62)
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5.6. Aproximacion a la probabilidad de ruina

El procedimiento para aproximar la probabilidad de ruina, analogo al
utilizado en la seccion 4.1, es el siguiente:

= Suponer que se tiene una funcién de distribuciéon F'(x) de una distribu-
cion PM(F}y); y sea {F,,(z)} una sucesion de funciones de distribucién
definidas como en la proposicion 5.5.6, es decir, funciones de distribu-
cién mezcla de binomiales negativas aproximantes a F'(z).

= Sin es lo suficientemente grande, F,,(z) estara cerca de F(z), y como
se muestra mas adelante, también ,(u) estard cerca de 1 (u), don-
de ¥, (u) representa la probabilidad de ruina cuando el monto de las
reclamaciones tiene funcién de distribucién F,(x), y ¥ (u) es la proba-
bilidad de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene funcién
de distribucion F'(x). Asi, el valor de ¥, (u) podra ser usado como una
aproximacion a ¥ (u).

Este procedimiento queda formalizado en el siguiente teorema.

Teorema 5.6.1 Supongase que en el modelo de Gerber-Dickson el monto
de las reclamaciones tiene distribucion Poisson mezclada con funcion de
distribucion mezclante Fy, entonces:

Y(u) = lim 1, (u),

n—oo

para cada valor de w=1,2,... y donde:
Un(u) = 3 CinP(Z =F) (5.63)
k=0
= E(Czn). (5.64)
para cada valor den = 1,2,... y donde Z representa una variable aleatoria

o0

con distribucion BinNeg(u,1/(14n)). Los valores de la sucesion {é’w}k:o
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quedan determinados por:

Con = Ezliﬂjhﬂ/n, (5.65)
Ukm = UOn éfN@(i)Ok—i,n—{_FNe(k) ) (5.66)
fveli) = T2z D/ (567

Demostracion:
Supéngase que X ~ PM(F}), donde A es una variable aleatoria positiva,
ya sea discreta o continua, pero con F(X) < 1. Sea X1, X5, ... una sucesién

de variables aleatorias tales que para cada valor de n = 1,2, ... la variable
aleatoria X,, ~ MIBN(r,,, p,), donde:

™, = (q(1,n),q(2,n),...),
q(k,n) = Fa(k/n) = Fa((k —1)/n),
pn = n/(n+1).

De esta manera, la funciéon de probabilidad de X, esta dada por:

fx.(z) = i gk, ) bu(k, n/(n + 1))(x), (5.68)

para cada valorde x = 0,1,2,...ydonde q(k,n) = Fx(k/n)—Fr((k—1)/n).
Sea N,, una variable aleatoria con funcién de probabilidad fy, (k) = q(k,n)
para k > 1. Primero, por la igualdad (5.34):

1/(n+1)
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Tomando limites:

Yim B(X,) = Jim 3 (k/n) (k. n)
= [T wdFy(x)
— E(A)
— E(X). (5.69)

Ahora, por la proposiciéon 5.5.6 se tiene que X, Do x , lo cual implica que
para cada valor de x = 0,1,2, ... se cumple:

lm Fy, () = Fx(z),
lo cual implica también:

lim Fx (z) = Fx(x).

n—oo

Combinando lo anterior con (5.69):
= _
e B(Xy) o E(X)
Por lo tanto, para xz = 0,1, 2, ... la funciéon de probabilidad de equilibrio
de X,, converge a la funciéon de probabilidad de equilibrio de X, es decir:

i fen(x) = fe(z). (5.70)
Suponiendo que X1, X, ... son variables aleatorias independientes cuya

funcion de probabilidad es f.,(x) y su funcién generadora de probabilidad
estd dada por P,(r), entonces la funcién generadora de probabilidad de

k
1=1

es igual a

P, ,(r) = (Pu(r))",
tomando limites, usando (5.70) y debido a la continuidad de la funcién
generadora de probabilidad para r < 1:

lim Ps, (1) = lim (P,(r))*

n—oo

= (lim Pn(r))k

n—oo

= (P(r)", (5.72)
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donde P,.(r) es la funcién generadora de probabilidad de la distribucién
de equilibrio de X. Si se definen X, ;, X.9,... como variables aleatorias
independientes, con funcién de probabilidad igual a f.(z), entonces la suma

k
Se = X, (5.73)
=1

1=

tiene como funciéon generadora de probabilidad a:
Ps, (1) = (P.(r))", (5.74)
Igualando (5.74) y (5.72):
Jim P, (r) = Ps,(r),
para r < 1. Por lo tanto:
lim F)(z) = F*(x). (5.75)

Para terminar la prueba se calcula 1, (u) a partir de la férmula de Pollaczeck-
Khinchine :

nlu) = ki P(Skn > u) (1 — E(X,))E(X,)*
- ;(1 — P(Spn < u—1)) (1 — B(X,)B(X,)"
= Y (- FEu—1)) (1 — BX,))E(X,),

=
I
_

tomando limites y usando (5.69) y (5.75):

(0.¢]

Y () = Jim S (01— Fh (= 1)) (1= B(X)B(G)"
= Y dim (1 - B (= 1)) (1 — B(X,))E(X,)t

e
I
—_

(1= FMu-1) (1 - E(X)E(X)"

|
Nk

e
I
—_

[
=
S

El limite puede entrar a la suma en el cidlculo anterior por el teorema de la
convergencia monotona para series. Por (5.62) se cumple que E(X,) < 1,
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entonces se usa como sucesion dominante a E(X,)* y ¥, B(X,)"
E(Xy) /(1= E(X,)) < oc.
Ahora calculamos la forma de 1),,. Como se tiene que el monto de las recla-

maciones (modeladas con X,,) tienen distribucion M IBN (7, p,), donde

™ = (q¢(Ln),q(2,n),...),
qg(k,n) = Fy(k/n) = Fx((k = 1)/n),
pn = n/(n+1),

entonces, por el teorema 5.4.7:

’@bn(u) = ki) knP( :k>
= E(Cgzn),

para cada valor de u = 1,2, ...y donde Z ~ BinNeg(u, 1/(n+1)) y los va-
lores de la sucesion {ék,n}zozo quedan determinados por las tres igualdades
siguientes:

on — E(Nn)/nv
Chn — é Fwe(i) Crin + Fxe(h)|

Fy(i—1

fNe(i) = ]E((jvn))

Asi, solo resta calcular la forma de E(N,,) y de F (i —1). Para el cdlculo
de E(N,) se tiene que:

8

E(Nn) P(Nn>j_1)

<.
I
—_

s
18

<
I

—_
~
|
<

q(i,n)

gk

> (Fali/n) — Fx((i —1)/n))

T
i

M
R

A(j/n).

<
Il
o
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Por lo tanto: N
UOJL = Z FA(]/”)/TL
j=0

Para el célculo de Fy (i — 1) se tiene que:

Fy(i—1) = P(N,>i—1)

0.9]

— Z Q(kv n)

k=i

0.9]

= 2 (Fa(k/n) — Fx((k —1)/n))

k=i
= Fa((i — 1)/n).
Por lo tanto: o
_ Fa((G—=1)/n)

fNe(i) - Z;‘;QFA(]/H) :

OJ

En la siguiente seccion se establecen dos métodos de aproximacion a la
probabilidad de ruina a partir de las formulas (5.63) y (5.64). Una observa-
cién importante sobre el coeficiente Cy,, = X2 Fa(j/n)/n, necesario para
calcular el resto de los coeficientes Cf, ,,, es que representa una suma supe-
rior de la integral de F'5. Debido a que el limite de éo,n cuando n — oo
es igual a E(A), entonces los coeficientes Cy, resultardn sobrestimados.
Por lo anterior, en los métodos de aproximacion se fijard Cy,, = E(A), sin
importar qué valor de n se use. Este cambio caus6 que las aproximaciones
a la probabilidad de ruina mejoraran en los ejemplos que se desarrollaron.

5.6.1. Primer método de aproximacion

A continuacién se presenta como corolario del teorema 5.6.1 la primera

propuesta de aproximacién a la probabilidad de ruina en el modelo de
Gerber-Dickson.

Corolario 5.6.2 Suponer que en un modelo de Gerber-Dickson el monto
de las reclamaciones tiene una distribucion PM(Fy). Si n es un niumero
suficientemente grande, entonces:

D) xS T br(u, 1/(1+n))(k), (5.76)

k=0
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donde los valores de {C},}72 se calculan como sigue:

Com = E(M) (5.77)
Chw = B | feliChn + Prelb)| . (579
Il = S5 EG 6

La aproximacion anterior, puede ser calculada cuando el monto de las re-
clamaciones tiene distribucién PM(F} ). Los sumandos en (5.76) convergen
a cero con rapidez por el producto de las probabilidades de la distribucién
binomial negativa con los coeficientes C,, que son probabilidades de cola
(recordar la igualdad (5.48)). Por lo tanto, la suma infinita puede ser trun-
cada en algiin sumando a partir del cual, los términos siguientes resulten
ser poco representativos numéricamente.

Ejemplo 5.6.3 Usando la ecuacion (5.76), se calcula una aprorimacion a
la probabilidad de ruina en el caso de que el monto de las reclamaciones
tenga distribucion PM(F)y), donde A ~ Exp(B). En este caso, esta distri-
bucion es equivalente a una distribucion Geo(B/(1+ )) y como se ha visto
en (5.31), la probabilidad de ruina exacta es la siguiente:

_ 1/(1+6) U+1_ u+1
‘“”‘(ﬁ/(uﬁ)) =1

Ahora se comprobard que la aproximacion (5.76) converge a la solucion
conocida cuando n — o0.
Primero, se calcula de manera sencilla lo siguiente:

freli) = e-Oln(edn 1),
FNe(k) = G_Bk/n.

Después de algunos cdlculos, se llega a:

TR B D VAN T
Crn 5[5(1 e M) 4 e ] (5.80)

Sustituyendo (5.80) en (5.76) y simplificando, se obtiene la siguiente ex-
presion para la probabilidad de ruina:

Yn(u) = ; (1=n(—e?m/g+n(1—e?m)™".
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Cuando n — oo, se puede comprobar que n (1 — 6_3/”) — [, por lo cual,
se llega a:

=L -1 p =y

n—oo

que es la conocida probabilidad de ruina cuando el monto de las reclama-
ciones se distribuye de manera geométrica.

Maés adelante se consideraran otros ejemplos de aplicacion de este método
para aproximar probabilidades de ruina.

5.6.2. Segundo método de aproximaciéon

La segunda aproximacion, que se enuncia en el siguiente corolario, se
basa en el valor esperado que aparece en la igualdad (5.64), aplicando la
ley de los grandes ntimeros (LGN), véase el libro de Feller [35, pag. 260].

Corolario 5.6.4 Suponer un modelo de Gerber-Dickson donde el monto
de las reclamaciones sigue una distribucion PM(Fy). Sea 21, ..., 2z, una
muestra aleatoria de una distribucion BinNeg(u,1/(14+mn)). Sin y m son
numeros suficientemente grandes, entonces:

blu)~ =3 Cu, (5.81)

donde los valores de {Cy., }32, se calculan como en (5.77), (5.78) y (5.79).

5.7. Ejemplos numéricos

En esta seccién se aplican los nuevos métodos de aproximacion a la pro-
babilidad de ruina que han sido propuestos en este capitulo, los resultados
son contrastados con la probabilidad de ruina exacta, obtenida usando la
formula recursiva de la proposicion 5.2.2. Para poder usar dicha férmula con
éxito se escogieron ejemplos con parametros que produjeran expresiones
sencillas. Para modelar el monto de los reclamos, se usaron como distribu-
cion de mezcla a las distribuciones exponencial, Erlang, uniforme, Pareto,
lognormal y geométrica truncada en cero. En todos los casos se calcularon
aproximaciones a la probabilidad de ruina para los casosu =0,1,2,...,10.
Para el primer método de aproximacién propuesto se usé n = 500 y para
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el segundo método se generaron m = 1000 valores provenientes de una
distribucién BinNeg(u,1/(n + 1)) y de nuevo se usé n = 500. También se
us6 de manera homogénea el valor de e = 0.00001 para buscar el nimero

k* = max{x > un | bn(u, 1/(1 +n))(x) > €}. (5.82)

Por los comentarios hechos después del corolario 5.6.2, sobre ignorar los
sumandos a partir de cierto valor, solo se tomaron los primeros k* sumandos
de (5.76). Este criterio también se usé en el capitulo 4 y se explic en la
seccion 4.3.

La implementacion de los métodos fue hecha usando el software R [71].
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5.7.1. Distribucion de mezcla constante

En esta seccién, se supondra que los montos de reclamacion tienen dis-
tribucién PM(Fy) y P(A = 2/3) = 1. En este caso, la distribucién PM(F} )
se convierte en una distribucién Poisson(2/3). Claramente E(A) = 2/3.
En la tabla 5.1 se pueden ver los resultados de las aproximaciones. Las
columnas E, N; y Ny muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (zﬁ — 1) /1 para,
los valores de N1 y N, . En la figura 5.6 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y Ny . Y en la figura 5.7 se muestran los valores de u
contra los errores relativos de las aproximaciones.

E~ N~ Ny

Monto de las reclamaciones PM(A)

+
+
+
\I/

Figura 5.6: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(A) y P(A=2/3) = 1.
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Tabla 5.1: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucion PM(Fy) y P(A =2/3) = 1.

E N v Ny v

0.66667 0.66667 0.00000 0.66667 0.00000
0.35076 0.35100 0.00070 0.34486 -0.01682
0.16827 0.16863 0.00209 0.17128 0.01785
0.07878 0.07906 0.00363 0.07941 0.00801
0.03674 0.03693 0.00514 0.03770 0.02601
0.01714 0.01725 0.00665 0.01759 0.02626
0.00799 0.00806 0.00816 0.00826 0.03349
0.00373 0.00376 0.00967 0.00373 0.00161
0.00174 0.00176 0.01118 0.00170 -0.02281
9 0.00081 0.00082 0.01269 0.00077 -0.04922
10 0.00038 0.00038 0.01421 0.00034 -0.10841

0 ~J O Uik W N = Of &

K
0.02 + /\/—/\ N,
1 j 1 1 1 \ 1 1

-0.02 +
-0.04 +
-0.06 +

-0.08 + Errores relativos
-0.1 +
-0.12 +

N

Figura 5.7: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(A) y P(A =2/3) = 1.
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5.7.2. Distribucién de mezcla exponencial

En esta seccién, se supondra que los montos de reclamacion tienen dis-
tribucién PM(Fy) y A ~ Exp(3/2). Como se menciono en el ejemplo 5.5.4,
es equivalente decir que el monto de las reclamaciones sigue una distribu-
cion Geo(3/5). En la tabla 5.2 se pueden ver los resultados de las apro-
ximaciones. Las columnas F, Ny y N, muestran para cada valor de u los
valores exactos, aproximados con el primer método y aproximados con el
segundo método, respectivamente. También se muestran los errores relati-
VOS (1% — 1) /1) para los valores de Ny y Ny . En la figura 5.8 se muestran
los valores de u contra los valores de £, Ny y Ny . Y en la figura 5.9 se
muestran los valores de u contra los errores relativos de las aproximaciones.

Y E ~ N, =~ Ny

0.6 Monto de las reclamaciones PM(A)

Figura 5.8: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(A) y A ~ Exp(3/2).
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Tabla 5.2: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucion PM(Fy) v A ~ Exp(3/2).

E N v Ny v

0.66667 0.66667 0.00000 0.66667 0.00000
0.35076 0.35100 0.00070 0.34486 -0.01682
0.16827 0.16863 0.00209 0.17128 0.01785
0.07878 0.07906 0.00363 0.07941 0.00801
0.03674 0.03693 0.00514 0.03770 0.02601
0.01714 0.01725 0.00665 0.01759 0.02626
0.00799 0.00806 0.00816 0.00826 0.03349
0.00373 0.00376 0.00967 0.00373 0.00161
0.00174 0.00176 0.01118 0.00170 -0.02281
9 0.00081 0.00082 0.01269 0.00077 -0.04922
10 0.00038 0.00038 0.01421 0.00034 -0.10841

0 ~J O Uik W N = Of &

)

»
0.02+
0 A /\ <

2 \{ 4 5 6

-0.02+
-0.04+ Errores relativos
-0.06+

Figura 5.9: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(A) y A ~ Exp(3/2).
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5.7.3. Distribucion de mezcla Erlang

En esta seccién, se supondra que los montos de reclamacion tienen dis-
tribucion PM(Fy) v A ~ Erl(2,3). Para esta distribucién E(A) = 2/3.
En la tabla 5.3 se pueden ver los resultados de las aproximaciones. Las
columnas E, N; y Ny muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (1& — 1) /1 para,
los valores de Ny y Ny . En la figura 5.10 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y Ny . Y en la figura 5.11 se muestran los valores de
u contra los errores relativos de las aproximaciones.

E~ N~ Ny

Monto de las reclamaciones PM(A)

+
+
+
+
+

Figura 5.10: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(A) y A ~ Erl(2,3).
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Tabla 5.3: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucion PM(Fy) y A ~ Erl(2, 3).

E N v Ny v

0.66667 0.66667 0.00000 0.66667 0.00000
0.35076 0.35100 0.00070 0.34486 -0.01682
0.16827 0.16863 0.00209 0.17128 0.01785
0.07878 0.07906 0.00363 0.07941 0.00801
0.03674 0.03693 0.00514 0.03770 0.02601
0.01714 0.01725 0.00665 0.01759 0.02626
0.00799 0.00806 0.00816 0.00826 0.03349
0.00373 0.00376 0.00967 0.00373 0.00161
0.00174 0.00176 0.01118 0.00170 -0.02281
9 0.00081 0.00082 0.01269 0.00077 -0.04922
10 0.00038 0.00038 0.01421 0.00034 -0.10841

0 ~J O Uik W N = Of &

)
»
0.02+ /\/\
0 _FA\ /1 ! !
2 3 4 5 6
-0.02+
-0.04+ Errores relativos
-0.06+

Figura 5.11: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(A) y A ~ Erl(2, 3).



172 CAPITULO 5. APROXIMACIONES EN UN MODELO DE RIESGO DISCRETO

5.7.4. Distribuciéon de mezcla uniforme

En esta seccién, se supondra que los montos de reclamacion tienen dis-
tribuciéon PM(Fy) y A ~ U(0,8/5). Para esta distribucion E(A) = 4/5.
En la tabla 5.4 se pueden ver los resultados de las aproximaciones. Las
columnas E, N; y Ny muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (1& — 1) /1 para,
los valores de N7 y Ny . En la figura 5.12 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y Ny . Y en la figura 5.13 se muestran los valores de
u contra los errores relativos de las aproximaciones.

0.8 E~N ~N,

Monto de las reclamaciones PM(A)

Figura 5.12: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(A) y A ~ U(0,8/5).
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Tabla 5.4: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucion PM(Fy) y A ~ U(0,8/5).

E N v No L

0.80000 0.80000 0.00000 0.80000 0.00000
0.59905 0.59902 -0.00006 0.59552 -0.00589
0.43486 0.43524 0.00087 0.43711 0.00517
0.31227 0.31281 0.00175 0.31055 -0.00549
0.22363 0.22422 0.00260 0.22691 0.01464
0.16010 0.16064 0.00342 0.16143 0.00835
0.11461 0.11510 0.00423 0.11542 0.00701
0.08205 0.08246 0.00503 0.08193 -0.00150
0.05874 0.05908 0.00583 0.05839 -0.00594
0.04205 0.04233 0.00662 0.04145 -0.01441
10 0.03011 0.03033 0.00741 0.02940 -0.02341

© 00 ~J O UL W~ Of

)
»
0.02+
N
0 — /\\ f '/\\ T T T .
2 Y 4 5 6 7 9 10 ©
-0.02+ N2
-0.04+ Errores relativos
-0.06+

Figura 5.13: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(A) y A ~ U(0,8/5).
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5.7.5. Distribuciéon de mezcla Pareto

En esta seccién, se supondra que los montos de reclamacion tienen dis-
tribucion PM(F)) y A ~ Pareto(3,1). Para esta distribucién E(A) = 1/2.
En la tabla 5.5 se pueden ver los resultados de las aproximaciones. Las
columnas E, N; y Ny muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (1& — 1) /1 para,
los valores de N7 y Ny . En la figura 5.14 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y Ny . Y en la figura 5.15 se muestran los valores de
u contra los errores relativos de las aproximaciones.

(% E~ N~ Ny

0.6 Monto de las reclamaciones PM(A)

Figura 5.14: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(A) y A ~ Pareto(3,1).
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Tabla 5.5: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucion PM(Fy) y A ~ Pareto(3,1).

E N v No L

0.50000 0.50000 0.00000 0.50000 0.00000
0.28757 0.28751 -0.00023 0.28484 -0.00950
0.18050 0.18046 -0.00022 0.18216 0.00921
0.12014 0.12010 -0.00034 0.11960 -0.00448
0.08348 0.08344 -0.00053 0.08445 0.01159
0.06001 0.05996 -0.00076 0.06034 0.00547
0.04437 0.04432 -0.00100 0.04450 0.00301
0.03360 0.03356 -0.00127 0.03343 -0.00528
0.02599 0.02595 -0.00154 0.02577 -0.00866
9 0.02049 0.02045 -0.00182 0.02019 -0.01468
10 0.01643 0.01639 -0.00210 0.01612 -0.01859

0 1O UL W N~ O R

=y
¥ Errores relativos
0.02+
U
0 /\ | /\ ! | ! LA
T T V y : ‘ IV 1
2 3 4 5 6 7 9 10
0.02 Na
-0.04+

Figura 5.15: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(A) y A ~ Pareto(3,1).
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5.7.6. Distribucion de mezcla lognormal

En esta seccién, se supondra que los montos de reclamacion tienen dis-
tribucion PM(Fy) y A ~ Lognormal(—1, 1). Para esta distribucién F(A) =
e /2. En la tabla 5.6 se pueden ver los resultados de las aproximaciones.
Las columnas E, N1 y Ny muestran para cada valor de u los valores exactos,
aproximados con el primer método y aproximados con el segundo método,
respectivamente. También se muestran los errores relativos (1& — 1) /1 para
los valores de N7 y Ny . En la figura 5.16 se muestran los valores de u contra
los valores de E, N1 y Ny . Y en la figura 5.17 se muestran los valores de
u contra los errores relativos de las aproximaciones.

(% E~ N~ Ny

0.6 Monto de las reclamaciones PM(A)

Figura 5.16: Aproximaciones a la probabilidad de ruina para reclamos
PM(A) y A ~ Lognormal(—1,1).
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Tabla 5.6: Aproximaciones a la probabilidad de ruina cuando los reclamos
tienen distribucion PM(Fy) y A ~ Lognormal(—1,1).

E N v No L

0.60653 0.60653 0.00000 0.60653 0.00000
0.38126 0.38124 -0.00005 0.37816 -0.00813
0.25231 0.25238 0.00025 0.25426 0.00772
0.17287 0.17294 0.00042 0.17198 -0.00515
0.12128 0.12135 0.00053 0.12282 0.01264
0.08661 0.08666 0.00060 0.08715 0.00624
0.06272 0.06276 0.00064 0.06297 0.00397
0.04597 0.04600 0.00067 0.04574 -0.00487
0.03404 0.03406 0.00067 0.03373 -0.00914
9 0.02545 0.02546 0.00066 0.02502 -0.01686
10 0.01919 0.01920 0.00063 0.01874 -0.02346

0 1O UL W N~ O R

=1
¥ Errores relativos
0.02+
/\ u
0 AN ; ; ; ; ; N5
V4
2 3 4 5 6 7 9 10

-0.02+ N2
-0.04+

Figura 5.17: Errores relativos de las aproximaciones a la probabilidad de
ruina para reclamos PM(A) y A ~ Lognormal(—1,1).

En general, se puede ver en los graficos con las aproximaciones a la pro-
babilidad de ruina que cualquiera de los dos métodos da como resultado
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valores muy cercanos al valor exacto. Para la aproximacién Ny los errores
relativos siempre fueron menores a 0.02 y para el caso de N, solo en el
caso de A constante se perciben errores relativos grandes para u = 8,9, 10.

Las referencias que fueron consultadas y que son citadas en el texto de
este capitulo son las siguientes: [10, 13, 19, 27, 35, 40, 46, 49, 53, 54, 78] y
[80].



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se mostraron tres métodos para aproximar la probabi-
lidad de ruina en el modelo de Cramér-Lundberg, apoyandose en el uso de
la distribucién mezcla de Erlangs para modelar el monto de las reclamacio-
nes. Se mostré un buen comportamiento de dichas aproximaciones, tanto
en los ejemplos relacionados a distribuciones de cola pesada, como en los
ejemplos relacionados a distribuciones de cola ligera.

Cuando se desconoce la distribucion del monto de las reclamaciones, se
puede usar uno de los tres métodos propuestos para aproximar la probabi-
lidad de ruina, sin necesidad de ajustar primero una distribuciéon a dichos
montos.

En el caso de las distribuciones de cola pesada que fueron tomadas co-
mo ejemplo, Weibull, lognormal y Pareto, los métodos de aproximacién
propuestos tuvieron buenos resultados para valores de u, donde las apro-
ximaciones subexponencial y de trafico ligero, tuvieron resultados alejados
al valor exacto.

Se mostrd que, al menos cuando los montos de las reclamaciones tienen
distribucién con soporte acotado, las aproximaciones tienen convergencia
uniforme. Sin embargo, no se traté el problema de encontrar condiciones
suficientes para la convergencia uniforme en el caso de distribuciones con
soporte infinito. Tampoco se traté el problema de calcular cotas para el
error de las aproximaciones propuestas.

Finalmente, en el ultimo capitulo se hace un desarrollo parecido al de los
primeros capitulo para desarrollar dos métodos de aproximaciéon a la pro-
babilidad de ruina, pero en el modelo discreto de Gerber-Dickson. Como
se mostro, las distribuciones discretas analogas a las mezclas de Erlangs,
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las mezclas de binomiales negativas, solo pueden usarse para aproximar
probabilidades de ruina cuando el monto de las reclamaciones tiene una
distribucién Poisson mezclada. Sin embargo, existen algunas distribuciones
discretas adicionales, para las cuales funcionan las aproximaciones propues-
tas.

Dentro de los problemas de teoria del riesgo, toda cantidad (por ejemplo
el coeficiente de ajuste) calculable cuando el monto de las reclamaciones
tiene distribuciéon MIE en el modelo de Cramér-Lundberg, o bien, distribu-
cion MIBN en el modelo de Gerber-Dickson, puede ser una aproximacién
para la correspondiente cantidad usando la distribucion original. Queda
como trabajo futuro analizar estos casos. También, se puede analizar el
uso de mezclas de Erlangs y de mezclas de binomiales negativas para apro-
ximar la funciéon de Gerber-Shiu, tanto en el modelo continuo como en el
modelo discreto, asi como las funciones de distribucién de la severidad de
la ruina, el capital justo antes de la ruina y el tiempo de ruina.

Otro problema que queda abierto para una futura investigacién es apro-
ximar con el mismo enfoque probabilidades de ruina en horizonte finito.



Apéndice A

Resultados complementarios

A.1. Férmula de Panjer

En el articulo A review of Panjer’s recursion formula and its applica-
tions de Dickson (1995) [28], se hace un andlisis de como la férmula de
Panjer, establecida en los trabajos de Panjer en (1981) [65] y (1986) [66] y
extendida en el articulo de De Pril (1986) [21], se ha vuelto trascendental en
varias aplicaciones actuariales. Con la férmula de Panjer puede calcularse
de forma exacta la distribucién de la suma compuesta

S=Y Y, (A.1)

suponiendo que las severidades son variables aleatorias discretas no nega-
tivas y que la frecuencia N tiene distribuciéon binomial, Poisson o binomial
negativa. A estas tres distribuciones se les conoce como familia (a,b,0)
(véase, por ejemplo, Klugman et al. (2008) [50, pag. 117]) y sus probabili-
dades cumplen con la siguiente ecuacién recursiva:

b
Pk = Di—1 (a + k) : (A.2)

para cada valor de k = 1,2, ... y donde p; := P(N = k). Los valores de a
y b segin la distribucién de N pueden consultarse en la tabla A.1.
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Tabla A.1: Valores de a y b segin la distribucion de V.

Distribucion  valor de a valor de b

Bin(k,p) i (k+ 1)1%,
BinNeg(k,p) 1-p (k—=1)(1-p)
Poisson(\) 0 A

Cuando las severidades tienen funcion de distribuciéon continua, se pue-
den encontrar cotas superiores e inferiores para la funcién de distribucién
de S. Este procedimiento se describe en Panjer 1986 [66]. Recordar que en
los ejemplos numéricos del capitulo 5, el promedio de estas cotas fue usado
como un valor aproximado a la probabilidad de ruina tomando a S como
cierta suma geométrica compuesta.

A continuacién se presenta la férmula de recursion de Panjer.

Proposicion A.1.1 (Férmula recursiva de Panjer) Supdngase la siguien-
te suma compuesta:

N
S=>Y,
i=1
donde N es de la familia (a,b,0) y las variables aleatorias Yy,Ys, ... son

variables aleatorias discretas, independientes e idénticamente distribuidas,
independientes de N y con funcion de probabilidad dada por

fi=P(Y =1),
para valores de i = 0,1,2,.. ., entonces g, := P(S =) cumple la siguiente
formula recursiva:
g0 = Pn(fo), (A.3)
1 k bi
- ° fige, Ad
o = (a4 ) fio (A1)

para cada valor de k =1,2, ...

Para ver una demostracién de este resultado puede consultarse De Pril
(1986) [21].
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A.2. Probabilidad de ruina en el modelo de Cramér-
Lundberg

En el modelo de Cramér-Lundberg el valor exacto de la probabilidad
de ruina es conocido cuando el monto de las reclamaciones tiene ciertas
distribuciones de cola ligera, por ejemplo exponencial, tipo fase o constan-
tes, véase [3, paginas 14-15]. A continuacién se presentan las técnicas mas
conocidas para hacer dicho céalculo.

A.2.1. Ecuacion integral

La probabilidad de ruina, como funcién del capital inicial, cumple con
la ecuacion integral que se indica en la siguiente proposicion.

Proposicién A.2.1 Supdngase el modelo de Cramér-Lundberg (1.2), en-
tonces para u > 0 se cumple que:

1

Y(u) = 150

LT F@y s [0 Fwd] . A
Para ver una demostracion de este resultado véase [38, pags. 114 y 115].
Es dificil encontrar una solucion exacta de ¥ (u) resolviendo esta ecuacion
excepto en el caso donde el tamano de las reclamaciones siguen una distri-
buciéon exponencial o una mezcla finita de exponenciales, ver por ejemplo
[38, pags. 116 y 117]. Sin embargo, la ecuaciéon (A.5) es muy importante
porque sirve para obtener la transformada de Laplace de 1 (u) y se pueden
implementar métodos numéricos para encontrar soluciones para un valor
fijo de w.

A.2.2. Transformada de Laplace

A continuacién se presentan algunas definiciones basicas. Pueden ser
consultadas en el libro de Cohen (2007) [16].

Definiciéon A.2.2 Sea f una funcion con dominio en el intervalo (0, 00),
se define y denota su transformada de Laplace como:

Ls(s) = /OOO e % f(x)dr, (A.6)
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siempre y cuando la integral sea convergente para toda s € A C C. Si
dicha integral no existe para ningun valor s € C, se dice que no existe
transformada de Laplace de la funcion f.

Definicion A.2.3 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribu-
cion continua F' con F(0) = 0, es decir, una variable aleatoria no negativa.
Entonces a la funcion:

Ix(s) = [~ e *"dF(x). (A7)
se le conoce como la transformada de Laplace-Stieltjes de la v.a. X.

Se debe notar que la funcién lx(s) es igual a la funcién generadora de
momentos de X evaluada en —s, si ésta existe. En caso de que la varia-
ble aleatoria X sea absolutamente continua con funcién de densidad f,
entonces:

Le(s) = L1(s). (A8)

Proposicion A.2.4 Suponer que Y es una variable aleatoria que tiene
funcion de distribucion continua F con F(0) = 0 y que su transformada
de Laplace-Stieltjes I(s) existe para s € A C [0,00), entonces

sLr(s)=1—1(s), s€A, (A.9)
donde F(z) =1— F(x).

La demostracion puede ser consultada en Cohen (2007) [16].

Proposicion A.2.5 La transformada de Laplace de la probabilidad de rui-
na estd dada por:

1 116

E“@:S_uﬂ+ﬂﬁ+ﬂﬁ—1

donde l(s) es la transformada de Laplace-Stieltjes del monto de los recla-
mos.

s > 0, (A.10)

Para una demostracion de este resultado, puede consultarse el libro de
Rolski et al. (1999) [75, pags. 165 y 166].
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Proposicion A.2.6 (Foérmula de expansion de Heaviside) Sean P,(x) y
Qm(z) polinomios de grados n y m respectivamente y suponer una trans-
formada de Laplace racional, es decir,

Pn(s)
L(s) = .
(s) O (s)
Si Qu(x) tiene m distintas raices v, k = 1,...,m (i.e. Qu(ry) = 0),
entonces: P( )
L7 (z) = k) e, A1l
R, A

Observacion A.2.7 Recordando que l[(s) = My(—s) donde My(-) es la
funcion generadora de momentos de Y , entonces:

Ly(s) = Lo 1o :

s w(l+0)s+ My(—s)—1
Observacion A.2.8 Si el monto de los reclamos tiene funcion generadora
de momentos iqual a un cociente de polinomzios, entonces es evidente que la
transformada de Laplace de i) también serd un cociente de polinomios, asi
que se puede calcular la probabilidad de ruina usando la siguiente estrategia:

Calcular Ly, y después intentar invertirla usando fracciones parciales o bien
la formula de expansion de Heaviside, vedse Cohen (2007) [16].

(A.12)

Ejemplo A.2.9 Suponer que el monto de las reclamaciones en un modelo
de Cramér-Lundberg sigue una distribucion Gama(2,1). A continuacion se
calculard 1 (u) suponiendo 6 = 1.

Se sabe que My(—s) = (1 + s)"% y u = 2, entonces sustituyendo en la
férmula (A.12) y haciendo un poco de édlgebra, se llega a lo siguiente:

Lofs) = - 1o
v uw(l+0)s+ My(—s) —1
1 2

s As+(14+s)2-1

1 2+ 4s + 252
= — — . A.13
s 25+ T7s%2+4s3 ( )

El primer sumando es el resultado de calcular la transformada de Laplace
de la funcién constante f(x) = 1, el segundo sumando es un cociente de




186 APENDICE A. RESULTADOS COMPLEMENTARIOS

polinomios del tipo P,(s)/Qmn(s), con n =2y m = 3. Ademéas Q3(s) =0
tiene 3 soluciones distintas:

—7+ 17 —7 =17

leoa o = 8 ) r3 = 8

por lo que se cumplen las condiciones de la formula de expansion de Hea-
viside, entonces la inversa de la transformada de Laplace de este cociente
es

zi:Qg((rk)) " =1-0.55317 exp

Al final, invirtiendo (A.13) y ordenando términos se llega a la siguiente
expresion:

(7

x |+0.05317 exp (

‘7‘8“@).

—7+ V17

Y(u) = 0.55317 exp ( 3

71
u) — 0.05317 exp (7\/—7u) .

8

Ejemplo A.2.10 Suponer que el monto de las reclamaciones en un mo-
delo de Cramér-Lundberg sigue una distribucion mezcla de exponenciales
MEz(a, B), con a = (a1,a0) y B = (B, P2). A continuacion se calculard
Y(u) suponiendo cualquier valor de 6 > 0.

Es conocido que:

a1 5 a3
Pr+s [ots
ai

ademas de que p = 3 + 32, entonces sustituyendo en la férmula (A12) y
haciendo un poco de algebra, se llega a lo siguiente:

My(—S) =

Ly(s) =

1 po
s p(l+0)s+ My(—s)—1

1 wo

s p(40)s+ gy gk g
1 uo

" s p(1+0)s+a1Bi/(BL+s) + azBa/(Ba+ ) — 1

_ 1 pO(B1 + s)(B2 + s)
s p(1+0)(B1 4 5)(B2 + 8)s + a181(Ba + 5) + aafa2(f1 +5) — (B1 + 5)(B2 + 5)
1 p0s®+ b (B + B2)s—+ b Bifs

s p(l+0)S3+ (u(L+0)(Br+ Ba) — 1)s2+ (u(1+0)B182 — a1fa — asB)s’
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El primer sumando es el resultado de calcular la transformada de Laplace
de la funcién constante f(z) = 1, el segundo sumando es un cociente de
polinomios del tipo P,(s)/Q.(s), con n = 2 y m = 3. Para simplificar la
notacion, se definen:

= Ay = pb,

= Ay = pf (B + Ba),
n Ay = pb 5152,

» By =p(l140),

n By = pu(1+0)(B1+ B2) —
= By = p(1+0)p152 — a1 — azfr.

Por lo anterior:
PQ(S) :Al 82+A28—|—A3, (A14)

Qs(s) = By s° + By s” + Bss. (A.15)

Ademaés Q3(s) = 0 tiene 3 soluciones distintas:

— By + /B3 — 4B, By —By — /B3 — 4B, B3
T — )

p— 0 p— p—
(8] ) () 231 ) 3 2Bl

por lo que se cumplen las condiciones de la férmula de expansion de Hea-
viside, entonces la inversa de la transformada de Laplace de este cociente

Po(rs) s

Q3(7“k)

Al final, invirtiendo (A.13) y ordenando términos se llega a la siguiente
expresion:

3
=

Y(u) =1 é o) (A.16)

Q5(r

donde Ps(-) y Qs3(-) estdn dados por (A.14) y (A.15).

~—
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A.2.3. Distribuciones tipo fase

Ahora, supongase que el monto de las reclamaciones se modela con una
distribucién tipo fase con representacién (X, B), entonces:

Wlu) = ){Se(BerTXE‘))ueT7

donde X = —%XOB_I.

Este resultado se obtiene usando la féormula de Pollaczek-Khinchine y pro-
piedades de distribuciones tipo fase. Puede consultarse la demostracién en
Asmussen (2010) [3, paginas 264 y 265].

A.2.4. Aproximacion al coeficiente de ajuste

Definicion A.2.11 El coeficiente de ajuste denotado por R, es definido
como la primer raiz positiva de la siquiente ecuacion:

M(r)=1+ (1+0)ur, (A.17)

donde M (r) es la funcion generadora de momentos del monto de las recla-
maciones, suponiendo que ésta existe.

La funcién generadora de momentos M (r) puede tomar muchas formas,
pero utilizando el polinomio de Taylor como sigue, puede hallarse una
aproximacion al valor de R. Sea r > 0,

M(r) = E(exp(rY)
_ E(f (T;)k>

k=0

o gk
= ];::OME(Y)

j=o k!

o0
= 14+ pur+ ) Fk ok

i=2 k!
La esperanza de la suma infinita fue igual a la suma infinita de las espe-

ranzas utilizando el teorema de la convergencia monétona ya que todos
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los sumando son positivos. Sustituyendo esta presentacién de M(r) en la
ecuacion (A.17) se llega a lo siguiente:

o0
1+m“+zl::rk:
k=2 K

simplificando y dividiendo ambos lados entre 7,

(1+6)ur +1,

Si solo se toman los primeros dos sumandos, se llega a la siguiente ecuacién
cuadratica:
s + 3par — 60 = 0,

la cual tiene las siguientes soluciones:
—3ps + /93 + 240115

243
—3ps — /93 + 2407111

2413 ’
de las cuales se puede observar que ry < 0, por lo cual, una aproximacién
al coeficiente de ajuste sera:

—3p1s + /943 + 2401y
243 '

r =

ro —

R= (A.18)

Ejemplo 1. Supéngase § = 0.1, Y ~ Ezp(5), entonces M(r) = > para
r < 5. Sustituyendo en la ecuacién (1.35)

= 1.01(1/5)r + 1

—r
lo cual lleva a
R =5/101 = 0.04950495.

Ahora usando la aproximacién vista, (A.18)

—3ps + /93 + 240115
243
—32/25 +1/9(2/25)% + 24(0.01)(1/5)(6,/125)
2(6/125)

é:

= 0.04950976.
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A.3. Demostracién alterna de ¢(u) para MIE

Teorema A.3.1 La probabilidad de ruina para reclamos con distribucion
M[E(ﬂ-vﬁ); ym = (Q17q27 .- ')7 €s

6w = 3. GP(Z = j) = B(C) (A19)

donde Z ~ Pozsson(uﬁ) y la sucesion {Cy,}>2, estd dada por:
CO - m nd - m[zz 1qzCn erZ, n+1ql~]; n = 1,2,....

Finalmente la sucesion {qi}3>, queda determinada por la relacion

q* — Zgoik q;
k Zj:l Ja;

Demostracion:
b(u) = P(M >u)
= P(Z Y > ).
Con K ~ G60(1+9) y Y;" con densidad fc(x). Por lo que se calcula P(M >

u) exhibiendo que M se puede ver como una suma compuesta de exponen-
ciales. O sea,

K § w
> Y~ > X, (A.20)
j=0 j=0

con W alguna variable aleatoria discreta y las X j’s exponenciales. A conti-
nuacion se presentan los detalles.

Primero se obtiene la f.g.m. de f.:
Mc(t) = E(e")

= Jge e S5 qi - erl(k, B)(x)dx

= 321 Jge e - erl(k, B)(x)dx

k
= X G (5&)
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Si se establece a Q*(z) como la funcién generadora de probabilidad de
7 = (¢, ¢, - . .), entonces:

Q*(2) = X2 ¢; - 2.
Observar que:
M,(t) = Q*(%) = Q" (Mx (1)),

donde Mx(t) es la f.g.m. de una variable aleatoria X ~ Exp(3). La f.g.m.
de X7, Y]" se puede expresar como

M(t) = Qr(M.(t))
= Qr(Q"(Mx(1)))
= C(Mx(1)),

con C(t) = Qg (Q*(t)) la f.g.p. de una variable aleatoria W cuyas probabi-
lidades se denotaran como ¢, y pueden calcularse con la féormula siguiente:

1d"C(1)

k= k=1,2,... yc¢o=P(K =0). (A.21)
Por lo anterior:
K 0%
P(Y_Y] <u)=P(Y X; <u)=E(Fw(Z)), (A.22)
j=0 =0

con Z ~ Poisson(fu), por lo tanto,
K
v(w) = P(X Y] > ) = E(F(2)) (4.23
iz

Finalmente, se calcula Fyy(n) := C, = 32,11 -

Sean h(t) = 5(Q*(t) — 1) y h" ' (t) = gu(t), n = 1,2,...; como K ~

Geo(ﬁ), entonces:
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Q@ (1) = o

= oo h(t)"

= 14+, h(t)gn(t).

Como C(t) = Qx(Q*(t)), entonces por lo anterior y usando (20):
1

dk
Ck — k! tk ’t:O

= X2, vk, (k)h(i)(t)gr(zk_i)(t)\tzo

= Soag (1) 2021 98V ()=

Lo anterior para k=12 ..., vyaquec =C(0)=PK =0) = ﬁ. Por
una parte Al ()‘t 0= Zqz,z—12 y por otra

20, gk (t) = (Z?:19n<t))(k_i)
= ()"
= (=2 hn(t)

= Ui,
entonces
3% g* () 1o = (k — i)l
Por lo tanto,
= Lo ﬁh(i)(t) S0y () =0

= B0)ex + 3 (0 358 g8 (B0

_ 1 1 <k
= 9% + 7 i1 %}‘kck—zﬂ
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Por lo tanto,

6

“T1te

Cp = Zqzm, k=1,2,... (A.24)

1+9
Finalmente, Cy =372 ,cpr =1 —¢p = ﬁle yparan=1,2,...

Cn - Zzo:n—&—l Ck
= Zzo:n+1 1i9 Zz 1 qz Ck—i
— 1i79 [ (Zk n+1 Ck— ) qz + Zz n+1 (Zk; i € Z) qgk]

- plrie[zquzcn Z+Zz n—|—1qz]' O

A.4. Teorema de la convergencia mondétona y domi-
nada

Para una sucesion de variables aleatorias X7, Xo, ... para las que existe
la variable aleatoria lim,, .., X,,, se cumple lo siguiente:

lim B (X,) = B ( lim X,), (A.25)

siempre que la sucesion sea monotona, o bien, exista una variable aleatoria
dominante Y, para la cual, E(Y) < oo. Este par de condiciones estable-
cen los conocidos teoremas de la convergencia monotona y teorema de la
convergencia dominada para variables aleatorias. El resultado general se
establece para funciones medibles. Para un demostracion formal de lo an-
terior se puede consultar el libro de Fristedt (1997) [37, pags. 105 a 107].
Ademas, cuando se tiene una serie de numeros reales para una sucesion
{a;@n}k,n, entonces:

0 0
A 2 akn = 2l ann, (A.26)

siempre que exista una sucesiéon {b;},, tal que |a;,| < by para cualquier
valor de n y X722, by < oo. Este resultado, es conocido como el teorema de
la convergencia dominada para series.
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Apéndice B
Cédigos de R

En este apéndice se presentan los codigos que fueron utilizados para
obtener los resultados numéricos que aparecen en las tablas del capitulo 4.

B.1. Modelo de Cramér-Lundberg

B.1.1. Fé6rmula de Panjer

En esta subsecciéon se presenta el cédigo para calcular probabilidades de
una suma compuesta S cuyas severidades sean variables aleatorias discretas
y su frecuencia sea una variable aleatoria de la familia (a,b,0), es decir,
binomial, binomial negativa o Poisson. Dicho cédigo obtiene el valor de
P(S = r) aplicando la férmula recursiva de Panjer.

#Se comienza estableciendo los walores de a, b y g0=P(S=0).
#Estos wvalores dependen de la distribucion de la frecuencia.
#Se usara para tal fin la funcidén abg0O, donde
#dist = ’bin’, ’binN’ o ’poi’ segun la distribucidén de N.
#param = vector de parametros de la distribucion de N.
HARARARHRBARARHBHAAAFHRARER A RHARARHRARAA S HRARASFHHARA S HHARH
abg0 <- function(dist,param){
if (dist=="bin’){

p <- param[2]

n <- param[1]

a <- -p/(1-p)

b <- -(n+1)*a

g0 <= (1-p+p*£f(0))°n

195
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}

if (dist=="binN’){
p <- param[2]
n <- param[1]

a <- (1-p)

b <- (n-1)*a

g0 <= (p/(1-(1-p)*£(0)))"n
}
if (dist=="poi’){

a <-0

b <- param

g0 <- exp(-param*(1-£(0)))
}
c(a,b,g0)

}

#La funcidn panjer calcula la probabilidad siguiente:
# g_r = P(S=r), de forma recursiva.
# Debe estar definida previamente la funcion f(z)
# que corresponde a la funcion de probabilidad de las
# sewveridades.
e
panjer <- function(r,dist,param){
info <- abgO(dist,param)
a <- info[1]; b <- info[2]; g0 <- info[3]
g <- g0
C <- 1/(1-a*x£(0))
for(i in 1:r){
aux <- 0
for(j in 1:i){
aux <- aux + Ck(a+(i-j+1)*b/i)*f(i-j+1)*g[j]
}

gli+1] <- aux

glr+1]
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#Ejemplo 1

HHHHHFHHHH B R R R R R R R R R R
#Severidades uniformes discretas con parametro m = 10
#Frecuenctia geométrica con parametro p=1/4

f <- function(x){(1/10)*(x>=1 && x<=10)}

r <- 20

panjer(r,’binN’,c(1,1/4))

## [1] 0.01557006

#Comprobacidn usando simulacion
m <- 10000
i<=0
uno_o_cero <- numeric(m)
set.seed(123)
N <- rgeom(m,1/4)
while (i<m){
i<-1+1
if(N[i] == 0){

S <-0

}else{
Y <- sample(1:10,N[i],replace = T)
S <- sum(Y)

}

uno_o_cero[i] <- 1%(S == r)

}

mean(uno_o_cero)
## [1] 0.0159

#Ejemplo 2

HHH AR H R R R R R R R R R R
#Severidades Poisson con parametro lambda = 7

#Frecuenctia binomial con parametros n= 10, p=1/3

f <- function(x){dpois(x,7)}
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r <- 20

panjer(r,’bin’,c(10,1/3))

## [1] 0.03408564

#Comprobacidén usando simulacion
m <- 10000

i<-0

uno_o_cero <- numeric(m)
set.seed(123)

N <- rbinom(m,10,1/3)
while (i<m){

i<-1+1
if(N[i] == 0){

S <=0
}else{
Y <- rpois(N[i],7)
S <- sum(Y)
}
uno _o_cerol[i] <- 1*(S == r)
}
mean(uno_o_cero)
## [1] 0.034
#Ejemplo 3

APENDICE B. CODIGOS DE R

HHHHHAHHHH BB RA AR R R R R
#Severidades binomiales con parametros n= 10, p=1/3
#Frecuencia Poisson con parametro lambda = 7

f <- function(x){dbinom(x,10,1/3)}

r <- 20

panjer(r,’poi’,7)

## [1] 0.04153745
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#Comprobacidn usando simulaciéon
m <- 10000
i<-0
uno_o_cero <- numeric(m)
set.seed(123)
N <- rpois(m,7)
while (i<m){
i<-1+1
if(N[1i] == 0){

S <=0

}else{
Y <- rbinom(N[i],10,1/3)
S <- sum(Y)

}

uno o _cerol[i] <- 1*(S == r)

}

mean(uno_o_cero)
## [1] 0.0404

B.1.2. Montos de reclamacion con distribuciéon gama

En esta subseccion se presenta el coédigo para calcular la probabilidad
de ruina exacta cuando los montos de reclamacion tienen una distribucién
gama. Este codigo fue usado para obtener los valores que aparecen en las
filas nombradas ‘E’ de la tabla 4.1.

La siguiente formula de Willmot (1988), se utiliza cuando los montos de
las reclamaciones tienen distribucion gama(a, 8), a > 1.

9 —'LLOO —pu/ |
¢(U):1—H9{6 B ].ZIAJ"BJ'+6 B/ (1+9)]}7
donde:
_ [=(Buety
- AJ—{Q(He) },

 M(j+Lj(a+1)+1,Bull+H{a(1460)} 1)
i= T(j(a+1)+1) )
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oo alat1)-(atj—1)27
= M(a,b,z) =1+ %%, &b+&%~éb+§—1bl'

Aj=function(j,u,theta,alpha,beta){
num=(beta*u) ~ (alpha+1)
den=alpha* (1+theta)

(-num/den) ~j

}

sumandoab=function(j,a,b,z){
aux=(a/b) *z
for(i in 1:(j-1)){
aux=aux* (a+i) *z/ ((b+i)*(i+1))

}

aux

}

M=function(a,b,z){

aux=0

delta=0

New=1+a*z/b

j=2

while (New>delta){
aux=aux+New
New=sumandoab(j,a,b,z)
j=3+1

}

aux

}

Bj=function(j,u,theta,alpha,beta){
aux=j*(alpha+1)+1
a=j+1
b=aux
z=beta*u* (1+(alpha*(1+theta)) (1))
M(a,b,z)/gamma (aux)

}

APENDICE B. CODIGOS DE R
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sumaAB=function(u,theta,alpha,beta){

}

epsilon=0.0000000000000000000000001

suma=0

j=1

aux=Aj(j,u,theta,alpha,beta)*Bj(j,u,theta,alpha,beta)

J=j+1

while(abs (aux)>epsilon){
suma=suma+aux
aux=Aj(j,u,theta,alpha,beta)*Bj(j,u,theta,alpha,beta)
J=j+1

}

Suma

Psigamma=function(u,theta,alpha,beta){

}

cte=beta*u/ (alpha*(l+theta))
1llave=exp(-beta*u)*sumaAB(u,theta,alpha,beta)+exp(cte)
1-theta/(1+theta)*1lave

##Ejemplo
u=1; theta=0.1
Psigamma(u,theta,3.5,3.5)

## [1] 0.8016706

B.1.3.

exponenciales

201

Montos de reclamacion con distribucion mezcla de dos

En esta subseccion se presenta el cédigo para calcular la probabilidad
de ruina exacta cuando los montos de reclamaciéon tienen una distribucién
mezcla de dos exponenciales. Este cédigo fue usado para obtener los valores
que aparecen en las filas nombradas ‘E’ de la tabla 4.2 y sigue la formula
(A.16) del ejemplo A.2.10 en el apéndice A.
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#Proba de ruina, mezcla de exponenciales.#
HHRHH SR HSRHHHHH SR HH SR H SR HH R HGR RSB RS R B RS
psi <- function(u,alphal,alpha2,betal,beta2,theta){
mu <- alphal/betal + alpha2/beta2
Al <- muxtheta
A2 <- muxthetax*(betal+beta?2)
A3 <- muxthetaxbetalx*xbeta?2
Bl <- mux(l+theta)
B2 <- mux*(l+theta)*(betal+beta2)-1
B3 <- mux(1+theta)*betal*beta2-alphal*beta2-alpha2+*betal
HAHAHHHHHHAHAHAHAHAHAHBHBHH
P <- function(x){A1*x"2+A2*x+A3}
HHHHHSHHHHHH SR HHHHH SR HH SRS
Qprima <- function(x){3*B1*x"2+2*B2*x+B3}
HAHAHHHHHHAHAHAHAHAHAHBHBHH
r <-0
r[2] <- (-B2+sqrt(B2°2-4xB1xB3))/(2*B1)
r[3] <- (-B2-sqrt(B2°2-4xB1xB3))/(2*B1)
HAHAHHHHAHAHAHAHAHAHAHHHHHH
C <- P(r[1])/Qprima(r[1])
C[2] <- P(r[2])/Qprima(r[2])
C[3] <- P(r[3])/Qprima(r([3])
HHHHHSHHH R RS R HHHHHH R HH SRS
1-sum(C*exp (r*u))

#EJEMPLOS :
HHH R R AH
alphal <- 0.5
alpha2 <- 0.5
betal <- 3
beta2 <- 7
theta <- 2/5

psi(l,alphal,alpha2,betal,beta2,theta)
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# [1] 0.252331

#Expresion analitica:
24/35%exp(-1)+1/35*%exp(-6*1)

# [1] 0.252331

theta <- 0.1
psi(l,alphal,alpha2,betal,beta2,theta)

## [1] 0.6495801

B.1.4. Montos de reclamacion con distribucion exponencial uni-
forme

En esta subseccién se presenta el cédigo para calcular una aproxima-
cion a la probabilidad de ruina cuando los montos de reclamacion tienen
una distribucién mezcla de dos exponenciales. Este codigo fue usado para
obtener los valores que aparecen en las filas nombradas 'E*’ de la tabla 4.3
y sigue el método de aproximacién usando Panjer, descrito en el capitulo
1, pagina 24.

HHBHRARHHHARAHHBARAFHHARESFHBARA S HRARE RS R HARA S S0 H
#La funcidn Estareu calcula cotas ezxzactas

#11 y 12 de E*, entonces E*=(11+12)/2 cuando

#los montos de los reclamos tienen dist. Exzp-Unif
#type = 0 para L1 y type = 1 para 12, 1I<l2.
HHHBHFHHH B R HH R B H B R R R

Estareu=function(u,theta,beta,type){
# u=u*beta debido al proceso de discretizacion
u=uxbeta
# exponencial - uniforme
Fe <- function(x){
cte <- 2-exp(-3)
(2% (1-exp(-4%*x))/cte)*(x<0.75)
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+((2-(17-32*x+16*x"2) *exp(-3) ) /cte) * (x>=0.75&&x<=1) +1* (x>1)

1
fu=function(i,beta){Fe(i/beta)-Fe((i-1)/beta)}
#fu discretizacién por arriba 1,2,... type=1

fd=function(i,beta){Fe((i+1)/beta)-Fe(i/beta)}
#fd discretizacién por abajo 0,1,2,... type=0
p=theta/(1l+theta)
a=1-p; b=0
g=numeric(u)
# Panjer, walores iniciales
if (type==1){
f=function(i){fu(i,beta)}
g0=p; cte=1
t
if (type==0) {
f=function(i){fd(i,beta)}
go=(1-a)/(1-a*xf(0)); cte=1/(1-axf(0))
t
if (u==0) {res=g0}
if (u==1) {res=c (g0, ctex*(a+b)*f (1)*g0) }
# Panjer
if (u>=2){
gll]l=ctex(a+b)*£f (1) *g0
for(r in 2:u){
aux=0
for(i in 1:(r-1)){
aux=aux+ctex* (atb*xi/r)*f (i) *g[r-i]
t

aux=aux+ctex* (at+b) *f (r) *g0
g[r]=aux
}
res=c(g0,g) }
#proba de cola: psi(uw)=P(sum(i=1,1i=N){Ye_i}>u)
1-sum(res)

}
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#Ejemplo

beta <= 1000

theta <- 0.1

u <-1

11 <- Estareu(u,theta,beta,0)
12 <- Estareu(u,theta,beta,l)
(11+12) /2

## [1] 0.6128257

error <- 12-11
#error menor a:
error

## [1] 0.00120616

B.1.5. Montos de reclamacién con distribucion Weibull

En esta subseccion se presenta el cédigo para calcular una aproximacion
a la probabilidad de ruina cuando los montos de reclamacion tienen una
distribucion Weibull.

HHHBHAHHHHHHHHH R B SHHH AR R R R
#La funcidn Estar calcula cotas ezxzactas

#11 y 12 de E*, entonces E*=(11+12)/2 cuando
#los montos de los reclamos tienen dist. Weibull
#type = 0 para 11 y type = 1 para 12, 1I<IlZ2.
S S s

Estar=function(u,theta,beta,type){
# u=uxbeta por la discretizacion
u=uxbeta
## Weibull equilibrio
Fe=function(x){pgamma(sqrt(x),2,1)}
fu=function(i,beta){Fe(i/beta)-Fe((i-1)/beta)}
#fu para 1,2,... type=1
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fd=function(i,beta){Fe((i+1)/beta)-Fe(i/beta)}
#fd ... 0,1,2,... type=0
p=theta/(1+theta)
a=1-p; b=0
g=numeric(u)
# Panjer, walores iniciales
if (type==1){
f=function(i){fu(i,beta)}
g0=p; cte=1
t
if (type==0) {
f=function(i){fd(i,beta)}
g0=(1-a)/(1-a*£(0)); cte=1/(1-a*xf(0))
}
if (u==0) {res=g0}
if (u==1) {res=c (g0, cte* (a+b)*f (1)*g0) }
# Panjer
if (u>=2){
gl1]=ctex(a+b) *£ (1) *g0
for(r in 2:u){
aux=0
for(i in 1:(zr-1)){
aux=aux+ctex* (atbxi/r)*f (i) *g[r-i]
}

aux=aux+ctex* (at+b) *f (r) *g0
glr]l=aux
}
res=c(g0,g) }
#proba de cola psi(u)=P(M>u)
1-sum(res)

}

#Ejemplo
beta <- 100
theta <- 0.1
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u <- 10

11 <- Estar(u,theta,beta,0)
12 <- Estar(u,theta,beta,l)
(11+12) /2

## [1] 0.7506832

error <- 12-11
#error menor a:
error

## [1] 0.000385624

B.1.6. Montos de reclamacion con distribucion Pareto truncada

En esta subseccién se presenta el cédigo para calcular una aproxima-
cion a la probabilidad de ruina cuando los montos de reclamacion tienen
una distribucion Pareto truncada. Este cédigo fue usado para obtener los
valores que aparecen en las filas nombradas ‘E7 " de la tabla 4.7 y sigue el

método de aproximacion usando Panjer, descrito en el capitulo 1, paginas
25 y 26.

HHBHRAERHHHARAHHBARAFHHARE R FHBARAF HRARE RS R H AR A S0 Y
#La funcidn Estar calcula cotas ezxzactas
#11 y 12 de E*, entonces E*=(11+12)/2 cuando
#los montos de los reclamos tienen dist. Pareto truncada
#type = 0 para L1 y type = 1 para 12, 1I<l2.
#M = parametro de truncamiento
L s s S s
Estartp=function(u,theta,beta,type,M){
u=u*beta
library(actuar)
Fe=function(x){
mut=ppareto(M,1,1)
(ppareto(x,1,1) /mut-1)*(x<M)+1}
fu=function(i,beta){Fe(i/beta)-Fe((i-1)/beta)}
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fd=function(i,beta){Fe((i+1)/beta)-Fe(i/beta)}
p=theta/(1+theta)
a=1-p; b=0
g=numeric(u)
if (type==1){
f=function(i){fu(i,beta)}
g0=p; cte=1
t
if (type==0){
f=function(i){fd(i,beta)}
go=(1-a)/(1-a*£(0)); cte=1/(1-a*f(0))
}
if (u==0) {res=g0}
if (u==1){res=c(g0, cte*(a+b)*f (1)*g0) }
if (u>=2){
gl1]l=ctex*(at+b)*f (1) *g0
for(r in 2:u){
aux=0
for(i in 1:(r-1)){
aux=aux+cte* (a+b*i/r)*f (i) *g[r-i]
t
aux=aux+cte* (atb)*f (r) *g0
glr]=aux
}
res=c(g0,g) }
1-sum(res)

}
#Ejemplo
beta=100
theta=0.1
u=10

M=15

l1=Estartp(u,theta,beta,0,M)

##
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## Attaching package: ’actuar’

## The following object is masked from ’package:grDevices’:
#i#
## cm

12=Estartp(u,theta,beta,1,M)
(11+12) /2

## [1] 0.5586148

B.1.7. Primera aproximaciéon propuesta

En esta subseccion se presenta el cédigo para calcular una aproximacion
a la probabilidad de ruina usando la primera aproximaciéon de las que se
desarrollaron para el modelo de Cramér-Lundberg. Este codigo fue usado
para obtener los valores que aparecen en las filas nombradas ‘N1’ en las
tablas del capitulo 4.

HHUARAFHRHHAAFHBABAFHBAAFRFHBARASH HAAGF A SR AR S S HARA S 1A
#N1 calcula la aproximacion del corolario 4.1.2

#u = capital inicial

#c = tasa de prima = (1+theta)*lambda*mu

#lambda = parametro del proceso de Poisson

#n = nivel de aproximacidn, entre mas grande mejor.
#dist = distribucion del tamanto de los reclamos, solo
#para las stiguientes distribuciones:

#'"g"=gamma

#"me"=mezcla de exponenciales

#"eu"=exponencial uniforme

#'"w"=Weibull

#"1"=lognormal

#'"p"=Pareto

#"tp"=Pareto truncada en M

#par=vector de parametros de las distribuciones
#epsilon= walor usado para truncar la suma infinita
# que aparece en (4.3)
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#M = solo para el caso de la Pareto truncada en M
HHHHH SR HF R HHHHHSRHH SR HSRHH R B HGRH SRR RS R HS R B RS R RS R RSB RS RH
Ni=function(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon,M){
a=param[1]; b=param[2]
poi_param=n*u
lim=poi_param; pk=1
while (pk>0){
lim=1im+1
pk=dpois(1lim,poi_param)
}
if (dist=="g"){
mu=a/b
Fd=function(x){pgamma(x,a,b)}}
if (dist=="me"){
al <- param[1]
a2 <- param[2]
bl <- param[3]
b2 <- param[4]
mu <- al/bl + a2/b2
Fd <- function(x){l-al*exp(-bl#*x)-a2*exp(-b2*x)}
}
if (dist=="eu"){
mu=1/4-1/8%exp(-3)
Fd=function(x,a,b){l-exp(-4*x)*(x<3/4)-
Axexp (-3) * (1-x) * (x>=3/4&&x<=1) }}
if (dist=="w"){
mu=gamma ((1+1/a)) /b
Fd=function(x) {pweibull(x,a,b)}}
if (dist=="1"){
mu=gamma ((1+1/a)) /b
Fd=function(x) {pweibull(x,a,b)}}
if (dist=="p"){#param[1]>1
mu=b/ (a-1)
Fd=function(x){1-(b/(b+x)) "a}}
if (dist=="tp"){#param[1]>1
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library(actuar)
mu=(b/(a-1)) *ppareto(M,a-1,b)
Fd=function(x){(ppareto(x,a,b)-1)*(x<M)+1}}
if (dist=="1"){
mu=exp (a+b~2/2)
Fd=function(x){plnorm(x,a,b)}}
# Calculo de los coeficientes C_k,n#
HAHAHHHBH B HAH S HAHAHAHBHBHBH B HAHAHHE
theta=c/(lambda*mu)-1
#CO
CO=1/(1+theta) #ps<(0)
if (u>0){
#Calculo del denominador de (4.3)
new=1; j=0; summand=1
#Se toman los sumandos mayores a epstlon
while(new>epsilon){
j=3+1
new=1-Fd(j/n)
summand=summand-+new
}
denominator=summand
#f N-star(z)
qistar=function(k){(1-Fd((k-1)/n))/denominator}
#Ckn= (C_0, C_1, C 2, ..., C_(lim-1) )
# dpois(lim-1)>0 y dpois(lim)=0
Ckn=numeric(lim)
Ckn[1]=CO
qi=numeric(lim-1)
for(k in 2:1im){
aux=C0
qilk-1]=qistar(k-1)
for(j in 2:k){
aux=aux+C0*qi[j-1]*(Ckn[k+1-j]-1)

}

Ckn [k]=aux
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}

# suma (4.5)
aux2=Ckn [1] *dpois(0,poi_param)
for(k in 2:1im)({
aux2=aux2+Ckn [k] *dpois((k-1) ,poi_param)

}
psi=aux?2

}else{psi=CO0}

psi

}

# Ejemplo gamma

u=1; c=1.1; lambda=1; n=200

dist="g"; param=c(3.5,3.5); epsilon=0
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

## [1] 0.8021978

# Ejemplo mezcla de exponenciales

u=1; c=1.1; lambda=21/5; n=200

dist="me"; param=c(0.5,0.5,3,7); epsilon=0
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

## [1] 0.6512349

# Ejemplo exponencial-uniforme

mmu <- 1/4-1/8%exp(-3)

u=1; c=1.1; lambda=1/mmu; n=200
dist="eu"; param=c(0,0); epsilon=0
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

## [1] 0.6158079

# Ejemplo Weibull

u=10; c=1.1; lambda=0.5; n=200

dist="w"; param=c(0.5,1); epsilon=0.00001
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)
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## [1] 0.7506207

# Ejemplo lognormal

u=10; c=1.1; lambda=1; n=200

dist="1"; param=c(-1.62,1.8); epsilon=0.000001
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

# [1] 0.7392254

# Ejemplo Pareto

u=10; c=1.1; lambda=1; n=200

dist="p"; param=c(2,1); epsilon=0.000001
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon)

## [1] 0.6260318

#Ejemplo Pareto truncada
library(actuar) #necesario

##
## Attaching package: ’actuar’

## The following object is masked from ’package:grDevices’:
#i#
## cm

dist="tp"; param=c(2,1); epsilon=0
a=param[1]; b=param[2]

u=10; c=1.1; n=200

M=15

mu=(b/(a-1)) *ppareto(M,a-1,b)
lambda=1/mu
N1(u,c,lambda,n,dist,param,epsilon,M)

## [1] 0.5586639
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B.1.8. Segunda aproximacion propuesta

En esta subseccion se presenta el cédigo para calcular una aproximacion
a la probabilidad de ruina usando la segunda aproximacion de las que se
desarrollaron para el modelo de Cramér-Lundberg. Este codigo fue usado
para obtener los valores que aparecen en las filas nombradas ‘N2’ en las
tablas del capitulo 4.

N2 <- function(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed,M){
a=param[1]; b=param[2]
poi_param=n*u
set.seed(seed)
Z=rpois(m,poi_param)
lim=max (Z)
if (dist=="g"){
mu=a/b
Fd=function(x){pgamma(x,a,b)}}
if (dist=="me"){
al <- param[1]
a2 <- param[2]
bl <- param[3]
b2 <- param[4]
mu <- al/bl + a2/b2
Fd <- function(x){l-al*exp(-bl*x)-a2*exp(-b2*x)}
}
if (dist=="eu"){
mu=1/4-1/8%exp(-3)
Fd=function(x,a,b){l-exp(-4*x)*(x<3/4)-
4xexp (-3) * (1-x) * (x>=3/4&&x<=1) }}
if (dist=="w"){
mu=gamma ((1+1/a)) /b
Fd=function(x) {pweibull(x,a,b)}}
if (dist=="p"){#param[1]>1
mu=b/ (a-1)
Fd=function(x){1-(b/(b+x)) "a}}
if (dist=="tp") {#param[1]>1
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library(actuar)
mu=(b/(a-1)) *ppareto(M,a-1,b)
Fd=function(x){(ppareto(x,a,b)-1)*(x<M)+1}}
if (dist=="1"){
mu=exp (a+b~2/2)
Fd=function(x){plnorm(x,a,b)}}
HAHAHH R HAHHHHAHHHHAH SR B HSHHRH
theta=c/(lambda*mu)-1
#CO
CO=1/(1+theta) #psi(0)
if (u>0){
new=1; j=0; summand=1
while (new>epsilon) {
j=3+1
new=1-Fd(j/n)
summand=summand-+new
}
denominator=summand
qistar=function(k){(1-Fd((k-1)/n))/denominator}
#Ckn= (C 0, C 1, C 2, ..., C_ (lim))
Ckn=numeric(lim+1)
Ckn[1]=CO
qi=numeric(lim)
for(k in 2:(lim+1)){
aux=CO0
qi[k-1]=qistar(k-1)
for(j in 2:k){
aux=aux+C0*qi[j-1]*(Ckn[k+1-j]-1)
}
Ckn [k]=aux
}
CZ=numeric (m)
for(i in 1:m){CZ[il=Ckn[(Z[i]+1)1}
psi=mean(CZ)
}else{psi=CO}
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psi

#Ejemplo gamma

u=1l; c=1.1; lambda=1; n=200; m=100; dist="g"
param=c(3.5,3.5); epsilon=0; seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.8018867

# Ejemplo mezcla de exponenciales

u=1; c=1.1; lambda=21/5; n=200; m=100; dist='"me"
param=c(0.5,0.5,3,7); epsilon=0; seed <- 123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.6506095

# Ejemplo exponencial-uniforme

mmu <- 1/4-1/8*exp(-3)

u=1; c=1.1; lambda=1/mmu; n=200; m=100; dist="eu"
param=c(0,0); epsilon=0; seed <- 123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.6150372

#Ejemplo Weibull

u=10; c=1.1; lambda=0.5; n=200; m=100; dist="w"
param=c(0.5,1); epsilon=0.00001; seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.7504627

#Ejemplo Pareto

u=10; c=1.1; lambda=1; n=200; m=100; dist="p"
param=c(2,1); epsilon=0.000001; seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)
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## [1] 0.6258111

#Ejemplo truncated Pareto
library(actuar)

#i#
## Attaching package: ’actuar’

## The following object is masked from ’package:grDevices’:
#i#
## cm

dist="tp"; param=c(2,1); epsilon=0

u=10; c=1.1; n=200; m=100

M=15

a=param[1]; b=param[2]
mu=(b/(a-1))*ppareto(M,a-1,b)

lambda=1/mu

seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed,M)

## [1] 0.5583468

#Ejemplo lognormal

u=10; c=1.1; lambda=1; n=200; m=100; dist="1"
param=c(-1.62,1.8); epsilon=0.000001; seed=123
N2(u,c,lambda,n,m,dist,param,epsilon,seed)

## [1] 0.7390927

B.1.9. Tercera aproximacion propuesta

En esta subseccion se presenta el cédigo para calcular una aproximacion
a la probabilidad de ruina usando la tercera aproximacion de las que se
desarrollaron para el modelo de Cramér-Lundberg. Este codigo fue usado
para obtener los valores que aparecen en las filas nombradas ‘N3’ en las
tablas del capitulo 4.
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N3=function(u,theta,rs, n = 200){
poi_param=n*u
lim=poi_param; pk=1
while (pk>0){
lim=1im+1
pk=dpois(lim,poi_param)
t
os=sort(rs)
em=ecdf (os)
xx=knots (em)
if (min(xx)>0) {xx=c(0,xx)}
yy=c(0,em(xx))
size=length (xx)
midxx=(xx[1: (size-1)]+xx[2:size])/2
midxx=c(0,midxx,xx[size])
empiric=approxfun(midxx,yy)
empirical=function(x,yn = xx[size]){
if (x<=yn) {result=empiric(x) }else{result=1}
result
}
CO=1/(1+theta)
j=0; summand=0
while(j<n*xx[size]){
new=1-empirical(j/n)
summand=summand-+new
j=j+1
}
denominator=summand
qistar=function(k){(1-empirical((k-1)/n))/denominator}
limsum=min(1lim+1, j+1)
qi=1; for(s in 1:(limsum-1)){qils]=qistar(s)}
for(s in limsum:1lim){qi[s]=0}
Ckn=numeric(lim)
Ckn[1]=CO
for(k in 2:1im){
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aux=C0
for(jj in 2:k){
aux=aux+C0*qi[(jj-1)]1*(Ckn[k+1-jjl-1)
t
Ckn [k]=aux
}
aux2=Ckn [1] *dpois(0,poi_param)
for(k in 2:1im){
aux2=aux2+Ckn [k] *dpois((k-1) ,poi_param)
}

psi=aux2
psi

# Ejemplos

# gama

set.seed(123)
size=10000
rs=rgamma(size,3.5,3.5)
u=1; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.801384

# mezcla de exponenciales
set.seed(123)
51ze=10000
X <- numeric(size)
for(i in 1:size){
aux <- 1*(runif(1)<=0.5)
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if (aux==1){x[i] <- rexp(1,3)}else{x[i] <- rexp(1,7)}

rs <- x
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u=1; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.6506535

# exponencial uniforme
set.seed(123)
51ze=10000
x <- numeric(size)
for(i in 1:size){
aux <- runif (1)
if (aux<i-exp(-3)){
x[i] <- -0.25*%1log(1l-aux)
}else{

}

x[i] <- 1-0.25%exp(3)*(1-aux)

}

rs <- X
u=1; theta=0.1
N3 (u,theta,rs)

## [1] 0.611908

# Weibull
set.seed(123)
size=10000
rs=rweibull(size,0.5,1)
u=10; theta=0.1

N3 (u,theta,rs)

## [1] 0.7508926

# Pareto
library(actuar)

#i#
## Attaching package: ’actuar’
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## The following object is masked from ’package:grDevices’:
##
#it cm

set.seed(123)
s1ze=50000
rs=rpareto(size,2,1)
u <- 10; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.6209263

# Pareto truncada

library(actuar)

M=15

rs=1

set.seed(123)

s1ze=10000

rsp=rpareto(size,2,1)

for(i in 1:size){
rs[il=(rspl[i]l-M)*(rspl[i]<=M)+M

}

u=10; theta=0.1

N3(u,theta,rs)

## [1] 0.5593857

# lognormal
set.seed(123)

size=50000
rs=rlnorm(size,-1.62,1.8)
u=10; theta=0.1
N3(u,theta,rs)

## [1] 0.7389638
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B.1.10. Aproximacién por simulacion PKMC

En esta subseccion se presenta el cdédigo para calcular una aproxima-
cion a la probabilidad de ruina usando la aproximacion usando el método

PKMC. Este codigo fue usado para obtener los valores que aparecen en las

filas nombradas ‘PK’ en las tablas del capitulo 4.

HHHARAFHRBHFAFHBARHEHRBAEAFHBAAFAHHBARARH
#PK calcula la aproxzimacidén PKMC

#u = capital inicial

#theta = factor de recargo

#dist = distr. de tamafio de reclamac, solo

#para las siguientes distribuciones:
#'"g"=gamma
#"me"=mezcla de exponenciales
#"eu"=exponencial uniforme
#'w"=Weibull
#"1"=lognormal
#""p"=Pareto
#"tp"=Pareto truncada en M
#n= numero de simulaciones
#seed= para reproducibilidad
HHHBHHHH B R AR R R R
# Primero, establecemos la funcion
# de la cual se obtendra la muestra
# de la funcion de equilibrio.
requilibrium=function(sim,dist){
if (dist=="g"){
# proposal ErM(pi,beta)
mfe=function(x,pi,beta){
n=length(pi)
£=0

for(i in 1:n){f=f+pi[i]*dgamma(x,i,beta)}

f

}

c=1.152857 # parametro de acept-rechazo
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x=1; contador=0
while(contador<sim) {
y=rgamma(1,sample(1:4,1),3.5)
U=runif (1)
coc=(1-pgamma(y,3.5,3.5))/(c*mfe(y,c(1/4,1/4,1/4,1/4),3.5))
aux=y* (U<=coc)
if (aux!=0){
contador=contador+1
x [contador]=aux

}
t

if (dist=="me"){
X <- numeric(sim)
for(i in 1:sim)({
aux <- 1x(runif(1)<=0.7)
if (aux==1){x[1] <- rexp(1,3)}else{x[i] <- rexp(1,7)}

}

X

}

}

if (dist=="eu"){
alpha <- 1/4-1/8%exp(-3)
fx <- function(x){4*(exp(-4*x)-(exp(-4*x)-exp(-3))*(x>=3/4))}
fxe <- function(x){exp(-4*x)/alpha-(exp(-4*x)/alpha
-4*xexp(-3)*(1-x) /alpha)* (x>=3/4) }
g <- function(x){fx(x)}
C<-1.1
exito <- O
x <- numeric(sim)
while(exito<sim){
aux <- runif (1)
if (aux<il-exp(-3)){
Y <- -0.25*1log(1-aux)
}else{
Y <- 1-0.25*exp(3) *(1-aux)
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}

U <- runif (1)

num <- fxe(Y)

den <- Cxg(Y)

coc <- num/den

if (U<=coc){
exito <- exito + 1
x[exito] <- Y

}

}

if (dist=="w"){
U=runif (sim)
x=(gqgamma (U,2,1)) "2

}
if (dist=="p"){
u <- runif(sim)

x <= u/(1-u)

}

if (dist=="tp"){
library(actuar)
mut=ppareto(15,1,1)
U=runif (sim); aux=U*mut
x=gpareto(aux,1,1)

}

if (dist=="1"){

# proposal Pareto(1,2)

library(actuar)

=2

x=1; contador=0

while(contador<sim){
y=rpareto(1,1,2)
U=runif (1)

coc=(1-plnorm(y,-1.62,1.8))/(c*dpareto(y,1,2))

aux=y* (U<=coc)
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if (aux!=0){
contador=contador+1
x [contador]=aux

}

HHHHH SR RSB RS H SR HH SR B SRR GRS R H SRR SRR
PK <- function(u,theta,dist,n,seed){
#Second, we stablish the equilibrium distr.
if (dist=="g"){Fe=function(x) {x*(1-pgamma(x,3.5,3.5))
+pgamma (x,4.5,3.5) }}
if (dist=="me"){Fe=function(x){0.7*pexp(x,3)+0.3*pexp(x,7)}}
if (dist=="eu") {
Fe <- function(x){
cte <- 2-exp(-3)
(2% (1-exp(-4%*x))/cte)*(x<0.75)
+((2-(17-32xx+16*x"2) *exp (-3) ) /cte) * (x>=0.75&&x<=1)
+1* (x>1)
}
}
if (dist=="w"){Fe=function(x) {pgamma(sqrt(x),2,1)}}
if (dist=="p"){Fe=function(x){1-(1+x) " {-1}}}
if (dist=="tp") {Fe=function(x) {
mut=ppareto(15,1,1)
(ppareto(x,1,1) /mut-1)*(x<15)+1}}
if (dist=="1"){
faux=function(x){1-plnorm(x,-1.62,1.8)}
Fe=function(x){integrate(faux,0,x)$value}
}
rho=theta/(1+theta)
set.seed(seed)
K=rgeom(n,rho)
Z=numeric(n)
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for(i in 1:n){

if (K[i]1==0){Z[i]1=0}

if (K[il==1){Z[i]=1-Fe(w)}

if (K[i1>1){
sim=K[i]
x=requilibrium(sim,dist)
os=sort(x)[1:(sim-1)]
Y=u-sum(os)
m=sort (x) [(sim-1)]
maxYm=max (c(Y,m))
Z[i]=(1-Fe(maxYm))/(1-Fe(m))

}
}

psi=mean(Z)
psi

}

#Ejemplo gama

u=1; theta=0.1; dist="g"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.8634491

#Ejemplo mezcla de exponenciales
u=1; theta=0.1; dist="me"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.6500023

#Ejemplo exponencial-uniforme
u=1; theta=0.1; dist="eu"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

APENDICE B. CODIGOS DE R
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## [1] 0.90856

#Ejemplo Weibull

u=10; theta=0.1; dist="w"
n=5000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.7489094

#Ejemplo Pareto

u=10; theta=0.1; dist="p"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.6262684

#Ejemplo Pareto truncada
u=10; theta=0.1; dist="tp"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

##
## Attaching package: ’actuar’

## The following object is masked from ’package:grDevices’:

#Hit
## cm

## [1] 0.557477

#Ejemplo lognormal

u=10; theta=0.1; dist="1"
n=50000; seed=123
PK(u,theta,dist,n,seed)

## [1] 0.7396388
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B.1.11. Aproximaciéon por el método de trafico ligero.

En esta subseccion se presenta el cédigo para calcular una aproximacion
a la probabilidad de ruina usando la aproximacion usando el método LT.
Este codigo fue usado para obtener los valores que aparecen en las filas
nombradas ‘LT’ en las tablas del capitulo 4.

LT=function(u,theta,dist,param){
a=param[1]; b=param[2]
if (dist=="w"){
mu=gamma (1+1/a)/b
Fr=function(x) {exp(-(b*x)“a)}# 1-F(z)
t
if (dist=="p"){
#1ibrary (actuar)
mu=b/ (a-1)
Fr=function(x){(b/(b+x))a}l# 1-F(z)
ki
if (dist=="1"){
mu=exp (a+b~2/2)
Fr=function(x){1-plnorm(x,a,b)}# 1-F(z)
t
Fe=(1/mu)*(integrate(Fr,0,u) $value)
psi=(1/(1+theta))*(1-Fe)
psi

# Weibull
dist="w"; param=c(0.5,1)
theta=0.1
LT(10,theta,dist,param)

## [1] 0.1601691

# lognormal
dist="1"; param=c(-1.62,1.8)
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theta=0.1
LT(10,theta,dist,param)

## [1] 0.1869869

# Pareto

dist="p"; param=c(2,1)
theta=0.1
LT(10,theta,dist,param)

## [1] 0.08264463

B.1.12. Aproximacion por el método subexponencial.

En esta subseccion se presenta el cédigo para calcular una aproximacion
a la probabilidad de ruina usando la aproximacion usando el método subex-
ponencial. Este codigo fue usado para obtener los valores que aparecen en
las filas nombradas ‘S’ en las tablas del capitulo 4.

S=function(u,theta,dist){
if (dist=="w"){
gg <- function(x){(1-pweibull(x,1/2,1))/2}
Fe <- function(x){integrate(gg,0,x)$value}
}
if (dist=="p"){
gg <- function(x){1/(1+x) 2}
Fe <- function(x){integrate(gg,0,x)$value}
}
if (dist=="1"){
gg <- function(x){1-plnorm(x,-1.62,1.8)}
Fe <- function(x){integrate(gg,0,x)$value}

}

(1/theta)*(1-Fe(u))

#Ejemplo Weibull
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dist="w"; alpha=0.5; beta=1
theta <- 0.1
S(10,theta,dist)

## [1] 1.76186

#Ejemplo Pareto
dist="p"; alpha=2; beta=1
theta <- 0.1
S(10,theta,dist)

## [1] 0.9090909

#Ejemplo lognormal

dist="1"; alpha=-1.62; beta=1.8
theta <- 0.1

S(10,theta,dist)

## [1] 2.056856
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