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Introduccion

En el afio 1945 Saunders Mac Lane y Samuel Eilenberg introducen formalmente los conceptos
de funtores, categorias, y transformaciones naturales en su articulo conjunto [EM45]. El contenido
de dicho articulo establece por primera vez la formulacion sistematica de lo que se conoce hoy en
dia como “teoria de categorias™.

Para finales de la década de 1940 e inicios de la década de 1950 la teoria de categorias es
aplicada principalmente al area de la topologia algebraica. Es a mediados de la década de 1950 que
se publica el influyente libro [CES6] a cargo de Henri Cartan y Samuel Eilenberg, revolucionando
el estudio del dlgebra homoldgica.

Fue también durante estos afios que el matematico Nobuo Yoneda, quién habia aprendido dlge-
bra homoldgica durante la visita de Eilenberg a Japon, establecié que:

“Si F es un funtor de una categoria € a la categoria Con de conjuntos, entonces el conjunto de
transformaciones naturales de Homy (C,—) a F estd en correspondencia biyectiva con el conjunto
F(C) para todo C € €.

Este importante resultado atribuido a Yoneda fue conocido por Mac Lane quien lo bautizé como
“Lema de Yoneda”.

Por otro lado, el alumno de Eilenberg, D.A. Buchsbaum, estableci6 formalmente el concepto de
“categoria exacta” a mediados de los afios cincuenta. Esta categoria consistia en un precursor de la
nocion “categoria abeliana”, que viene a ser una abstraccion de las propiedades fundamentales de
la categoria Ab de grupos abelianos. Aunque las categorias abelianas fueron estudiadas mas pro-
fundamente en las décadas posteriores por algunos matematicos como P. Freyd, B.M Mitchell y P.
Gabriel entre otros, es en 1957 que Alexander Grothendieck publica su famoso articulo [GAS57] en
el cual introduce formalmente por primera vez el concepto de categoria abeliana. En dicho articulo,
Grothendieck transfiere de manera exitosa procedimientos del dlgebra homoélogica desarrollados en
[CES6] a la categoria abeliana de gavillas sobre un espacio topolégico, impulsando fuertemente el
estudio de la geometria algebraica. El éxito de dicha empresa se debio en buena parte a la introduc-
cién de las categorias abelianas a su trabajo, asi como el enfoque “‘funtorial” que dio al concepto
de gavilla.

El trabajo de Maurice Auslander concerniente a la categoria de funtores comenzé en [AM66] al
estudiar la categoria mod (%€ °) de funtores aditivos contravariantes finitamente presentados de una
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categoria abeliana % a la categoria Ab de grupos abelianos. Auslander mostr6 que dicha categoria
era abeliana con propiedades homoélogicas muy deseables que no dependian de la eleccién de la
categoria ¥, ademas de ser equivalente bajo ciertas condiciones a la categoria ¥. Esto sugeria
que una manera de estudiar ¢ era a través de mod (€ °F). No es hasta [AM74] que M. Auslander
introduce los metodos funtoriales desarrollados en [AM66] a la de teoria de la representacion de
algebras finitas, dicho enfoque consistia en estudiar mod(%°P) cuando % es la categoria mod(A)
de moédulos finitamente generados sobre un algebra de Artin A.

La categoria de %’-médulos, denotada Mod (%), cuya clase de objetos consiste de todos los fun-
tores aditivos covariantes de la categoria ¢ a la categoria Ab y su version contravariante Mod (%" )
asi como algunas de sus subcategorias, entre ellas mod (%) fueron utilizadas ampliamente en
[AM74] para lograr su respectivo cometido mds sin embargo muchas pruebas concernientes a estas
categorias son asumidas tacitamente por el autor o demostradas de forma muy breve sin dar mu-
chos detalles. El objetivo de esta tesis es esencialmente exponer de forma clara e introductoria pero
también de forma rigurosa las herramientas necesarias para un estudio y exposicién de algunas
propiedades de las categorias Mod(%) y Mod (€ °P).

En el primer capitulo como el titulo lo sugiere, se exponen los conceptos y resultados prelimina-
res para abordar este trabajo de forma auto-contenida. El capitulo inicia estudiando los fundamentos
mas generales de la teoria de categorias, para después exponer y demostrar algunas propiedades de
las categorias normales, exactas y aditivas. Se concluye con la definicioén de categoria abeliana, asi
como la enunciacién de un teorema atribuido a P. Freyd que permite caracterizar a las categorias
abelianas.

El segundo capitulo es de contenido técnico pues se da una prueba de que la categoria de
los grupos abelianos tiene estructura de categoria abeliana. Dicho resultado serad necesario en la
fundamentacion del contenido de los capitulos posteriores.

En el tercer capitulo serd muy importante en este trabajo pues contiene muchas de las herra-
mientas para lograr el propésito de esta tesis. El capitulo comienza introduciendo la categoria de
funtores [¢’, 7] entre dos categorias arbitrarias ¢’ y &, para posteriormente hacer énfasis en subca-
tegoria plena Mod (%) de [¢, Ab|. Se prueba que Mod (%) es una categoria abeliana. Se introduce
el funtor covariante de representacion, se da una prueba del Lema de Yoneda en su version contra-
variante y algunos de sus corolarios. Se finaliza exponiendo los conceptos de objetos proyectivos y
objetos generadores asi como sus respectivos conceptos duales.

El cuarto capitulo inicia exponiendo una equivalencia entre la bien conocida categoria Mod(R)
de médulos izquierdos sobre un anillo con Mod (%) cuando % es el anillo R visto como un categoria
con un sélo objeto. Se prueba de manera detallada un importante lema que establece un isomorfis-
mo en la categoria Ab que permitira ejemplificar objetos inyectivo y cogeneradores inyectivos en
Mod(€). Se concluye el capitulo demostrando varios resultados concernientes a la relacion funto-
rial que hay entre las categorias Mod(%) y Mod(%°P) con el afan de demostrar la suficiencia de
inyectivos en la categoria Mod(%).

En el quinto y ultimo capitulo se comienza estudiando la nocién objetos compactos en Mod (6 °P)
y algunas de sus propiedades. Posteriormente, se estudia la sucategoria plena p (%) de Mod(€°")
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cuyos objetos son los objetos C € Mod (%)) que son proyectivos y finitamente generados, también
se estudiara la subcategoria plena mod(6°F) de Mod(€°P) cuyos objetos son los € °P-médulos
finitamente presentados. Se expone la nocién de variedades de Annuli y generador aditivo que
permitira dar una relacién entre p(%¢’) y mod(€°P). Finalmente, se introduce el concepto de pseu-
dokernel para demostrar que la subcategoria mod (%€ °P) de Mod(€°P) tiene dimension proyectiva
a lo més dos.

Finalmente, se da un breve apéndice con el célebre Teorema de Inmersion de Freyd-Mitchell
y el Lema de la Serpiente en categorias abelianas, este ultimo lema serd usado ampliamente en el
capitulo 5.
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Capitulo 1

Preliminares

Los conceptos y teoria que se estudian en este primer capitulo corresponden a una introduccién
general a la teoria de categorias. Muchos de los conceptos expuestos aqui seran usados a lo largo de
este texto. Como se vera conforme se avance en el capitulo se intentara ejemplificar lo més posible
los conceptos que se vayan presentando.

1.1. Categorias, subcategorias y funtores.
Definicion 1.1.1. Una categoria ¢ consiste en:

e Una clase Obj(%) de elementos, llamada clase de objetos de €.

e Una clase Morf(€), llamada clase de morfismos de €, con

Morf(¢) = U Homg(A,B)
(A,B)E0bj(€)x Obj(%F)

donde Hom (A, B) es un conjunto para todo par de objetos (A,B) € Obj(€) x Obj(€) y si
(A,B) # (C,D) con (A,B),(C,D) € Obj(€') x Obj(€ ), entonces se tiene que

Homg(A,B)NHomy(C,D) = 0.

e Una ley de composicion o: es decir para cada terna de objetos (A,B,C) € Obj(€) x Obj(€) x
Obj(€) existe una funcion

0 : Homy (A,B) x Homy (B,C) — Homy (A,C).

Denotaremos por go f a 0(f,g). La ley de composicion satisface las siguientes propiedades

9
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(i) Asociatividad: (hog)o f=ho(go f) siempre que la composicion esté definida.

(ii) Para todo A € Obj(%€) existe un elemento distinguido de Homy(A,A) denotado 14,
llamado identidad en A tal que

fola=f y laog=g

para cualquier f € Homy(A,B) y g € Homy(B,A) dado cualquier B € Obj(%).

De ahora en adelante, escribiremos g f en lugar de go f. También, seglin sea conveniente, dado

un morfismo f € Homy (A, B), esté podra ser representado por f :A — Bo A i> B. En este caso
se dice que A es el dominio de fy B es el codominio de f, los denotaremos por dom(f) := A
y cod(f) := B respectivamente. También a veces el conjunto Homy (A,B) puede ser denotado
% (A,B).

Definicion 1.1.2. Si € es una categoria donde Obj(€) es un conjunto entonces se dice que € es
una categoria pequeia.

Definicion 1.1.3. Si ¢ una categoria. Se dice que €' es una subcategoria de € si satisface lo
siguiente:

(i) Obj(¢") C Obj(%).
(ii) Homyi(A,B) C Homg (A, B) para todo (A,B) € Obj(€") x Obj(¢").

(iii) Sean f € Homy(A,B) y g € Homy (B, C), entonces gf € Homy(A,C) y es igual a la compo-
sicion gf € Homg (A,C).

(iv) SiC € 0bj(€"), entonces la identidad 1¢ € Homy: (C,C) es igual a la identidad 1¢ € Hom (C,C).
Si ¢ es una subcategoria de €'y Hom (A,B) = Homg (A, B) para todo (A,B) € Obj(%") x
Obj(¢") se dice que € es subcategoria plena de 4.
A continuacién veamos algunos ejemplos de categorias.

Ejemplos de categorias

e La categoria Con cuya clase de objetos consiste de la clase de todos los conjuntos y donde
Homg,n (A, B) consiste del conjunto de todas las funciones de A en B.

e La categoria Top cuya clase de objetos consiste de la clase de todos los espacios topolégicos
y donde Homz,,(A,B) consiste del conjunto de todas las funciones continuas del espacio A
en el espacio B.
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e La categoria Ab cuya clase de objetos consiste de la clase de todos los grupos abelianos y
donde Homyy, (A, B) consiste del conjunto de todas homomorfismos del grupo A en el grupo
B.

e Sea (M,e) un monoide, podemos pensar a M como una categoria con un solo objeto, tomando
Obj(M) := {x} y Hom_y(*,*) := M,donde la composicion esta dada por la multiplicacién
en M.

e Sea (P,<) un conjunto parcialmente ordenado, podemos pensar a P como una categoria
cuyos objetos son los elementos de P y dados a,b € P, existe un tinico morfismo a — b si 'y
sélo sia < b.

e Podemos definir la categoria A\, cuya clase de objetos es Obj(A) := {[n]|n € N} donde [n] =
{0,...,n} y los morfismos son funciones no decrecientes. Esta categoria es fundamental para
definir objetos simpliciales en topologia algebraica.

e Si % es una categoria y C € Obj(%) entonces la categoria rebanada o de objetos sobre C,
denotada % /C tiene como objetos a los morfismos en Morf(%') de la forma f:A — Cy
si g: B — C es otro objeto en ¢/C, un morfismo h € Homy /c(f,g) es un morfismo h €
Hom (A, B) tal que el siguiente diagrama conmuta

A—NI B,
N A
C

Definicion 1.1.4. Dada una categoria €, se define la categoria opuesta o dual denotada €,
como sigue

e Obj(€°P)=0bj(€)ydadounA €€, escribiremos A* para decir que al objeto A lo estamos
considerando en la categoria €°P.

e SiA,B € Obj(%€) entonces Homgop(A,B) = Homy (A, B) y escribiremos f : A* — B* para
denotar a f € Homgop(A,B).

e La composicion Ba en €°P estd definida como el morfismo a3 en €,i.e B*a* = afs.

El proceso de asociar a cada categoria ¢ su categoria dual % °” nos permite dualizar cada defi-
nicién o enunciado en la categoria % a una definicién o enunciado correspondiente en la categoria
¢°P. Desde un punto de vista practico, este procedimiento consiste en “voltear las flechas de los
morfismos correspondientes”.

Es inmediato ver que ¢ = (¢°P)°P. Ademas, ahora en adelante cada vez que una nocién ca-
tegorica sea introducida y demostrada, en varios casos también se enunciara la nocion dual y se va
a asumir ticitamente que la nocion dual estd demostrada.
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1.2. Morfismos especiales, Funtores y Transformaciones Natu-
rales.

Definicion 1.2.1. Sea € una categoria, un morfismo 0 : A — B es llamado mono-escindido si existe
un morfismo 0’ : B — A tal que 0’60 = 14. Se dice que 0 : A — B es un epi-escindido si existe un
morfismo 0" : B — A tal que 80" = 1p. Si 0 es mono-escindido y epi-escindido entonces se dice
que 0 es isomorfismo,en este caso decimos que A y B son isomorfos y se denota por A = B.

Observacion 1.2.2. Sea 6 : A — B un isomorfismo entonces 8’ = 0", donde 6" y 8" son los mor-
fismos de la definicion anterior .

Demostracion. En efecto, 8’ = 0'15 = 6'(06") = (6'0)0" =1,60" = 0" O

Definicion 1.2.3. Sea a € Homy (A, B) un morfismo en €, decimos que o, es un monomorfismo si
cada vez que a.f = ag para f,g € Homg (X ,A) entonces f = g . Un morfismo a € Homc (A, B) en
€ es un epimorfismo si cada vez que fo. = g para f,g € Homy(B,X) implica que f = g.

Lema 1.2.4. Sea € una categoria, las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Si oy B son monomorfismos entonces o, es un monomorfismo.
(b) Si oy B son epimorfismos entonces Bo es un epimorfismo.

(c) Si o € Homc(A,B) es mono-escindido y un epimorfismo entonces o es un isomorfismo.

(e) Si o€ Home

B)
(d) Si o € Homc(A,B) es epi-escindido y un monomorfismo entonces o, es un isomorfismo.

B) es mono-escindido entonces o, es un monomorfismo.

B)

(A
(f) Si a € Hom¢(A,B) es epi-escindido entonces . es un epimorfismo.

Demostracion.  (a) Sin perdida de generalidad supongase que @ € Homy (A, B), B € Homy (B,C).
Sean f,g: X — Atal que (Ba)f = (Ba)g. Por asociatividad se tiene que B(af) = B(ag),
como f es monomorfismo (por hip6tesis) entonces o f = ag y de suponer o« monomorfismo
se obtiene que f = g. Por lo tanto S & es monomorfismo.

(b) Prueba andloga al inciso (a).

(c) Como a € Homy(A,B) es mono-escindido por hipétesis existe o € Homy (B,A) tal que
o o = 14 . Ahora bien, (o )aa = a(a @) = aly = a = 1pa, al tener por hipdtesis que
o es un epimorfismo concluimos que (ao’) = 1. Asi al ser @ un mono-escindido y un

epi-escindido se tiene que & es un isomorfismo.

(d) Prueba andloga al inciso (c).
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(e) Si a es un mono-escindido entonces existe &’ € Homy(B,A) tal que o’ = 14. Sean f,g €
Homy(X,A) tales que af = ag. Entonces componiendo con o se obtiene que a'(ocf) =
o/ (ag) y por asociatividad se tiene que (o/'a)f = (a’at)g. Como o' = 14 se tiene que
14f = 1ag por lo que f = g, implicando que o es un monomorfismo.

(f) Prueba andloga a el inciso (e).

]

Nota: En la categoria Con se prueba que o es un monomorfismo si y sélo si o es inyectiva y
que o es un epimorfismo si y sélo si & es suprayectiva.

Definicion 1.2.5. Una categoria € es balanceada si todo morfismo que es un monomorfismo y un
epimorfismo es un isomorfismo.

Observacion 1.2.6. (i) Si Ba es un monomorfismo entonces o, es un monomorfismo, pero no
necesariamente 3 es un monomorfismo.

(ii) Si Bo es un epimorfismo entonces 3 es un epimorfismo, pero no necesariamente ¢ es un
epimorfismo.

Demostracion. (i) Supdngase que o f = o.g entonces componiendo con f3 se tiene que (ot f) =
B(ag) y por asociatividad se obtiene (Bat)f = (Ba)g. Al ser B un monomorfismo se tiene
que f = g. Probandose que o es monomorfismo.

Para ver que 3 no necesariamente es un monomorfismo, considérense las siguientes funcio-
nes en la categoria Con
o:N—=7Z y B:Z—N

que tienen como reglas de correspondencia, (n) =ny B(n) = |n| , respectivamente, clara-
mente B es inyectiva(monomorfismo) y suprayectiva(epimorfismo) pues fa = 1y pero 8
no es inyectiva(monomorfismo) ya que 3(—n) = B(n) para todo n € Z.

(i) La prueba es anédloga a (i) y el contraejemplo anterior también demuestra lo requerido.

Definicion 1.2.7. Si o : A’ — A es un monomorfismo en €, se dice que A’ es subobjeto de A.

Si a: A’ — A es un subobjeto de A en %, nos vamos a referir a o como una inclusién de A’ en
A. Algunas veces escribiremos A’ C A, cuando queramos indicar que A’ es subobjeto de A o bien
o : A’ — A diciendo en ambos casos que A’ estd contenido en A. Si el monomorfismo o : A’ — A
no es isomorfismo, diremos que A’ es un subobjeto propio de A. Cabe mencionar también que en
general hay mds de un monomorfismo o : A’ < A, por lo que siempre que digamos que A’ es
subobjeto de A estaremos refiriendonos a un monomorfismo & en especifico.
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Definicion 1.2.8. Si ot : A} > Ay o : Ay — A son monomorfismos, se dice que Q. < Q si existe
un morfismo y: Ay — Aj tal que ) = 0. Es decir el siguiente diagrama conmuta

A - A

| /e

As.

Observacion 1.2.9. Si el morfismo vy de la definicion anterior existe entonces Y es inico y ademds
es un monomorfismo.

.z ’_o . 7 . !/
Demostracion. Veamos que Y es Gnico. Supdngase que existe otro morfismo y : A — A, en 6 tal
/ I . /
que O] = 0pY entonces Y = O] = OY'y como O es un monomorfismo , se obtiene que y =7 .

Ahora veamos que Y es un monomorfismo. En efecto, supéngase que yf = yg para f,g €
Homy (X ,A1), por lo que ax(yf) = op(yg) entonces por asociatividad se tiene que (oY) f =
(ap7)g obteniendo que o f = a;g; y al ser a; un monomorfismo se tiene que f = g. Probandose
que Y es un monomorfismo.

]

Observacion 1.2.10. Si o) : A} > Ay a : Ay — A son monomorfismos en € tales que o; < 0
y 0 < o entonces existe un tinico isomorfismo Yy : A1 — Ay tal que a1 = 0pY. En efecto, como
a1 < oy existe un tinico morfismo y: A1 — A tal que oy = QY. De la misma manera como 0 < Q,
existe & : Ay — Aj tal que oy = o 9.

A2 A A2 A
| |

" A °) %
Ar Al

Por lo tanto oy = Yy = (010)Y = 10y y como Q es un monomorfismo por la observacion
anterior, tenemos que 0Y = 14,. De la misma forma y8 = 1,,.

la, 14,
Al — Ay Ay —— Ay
| 7 | ~
Y ¢ [ 4
v, 78 6¢ Y
A, As.

Ast, v es un isomorfismo con inversa 8. Se dice en este caso que Ay y Ay son isomorfos como
subobjetos de A. Cabe mencionar también que Ay y Ay pueden ser isomorfos sin ser isomorfos
como subobjetos de A.
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Definicién 1.2.11. Si o.: A — A’ es un epimorfismo en €, se dice que A es un objeto cociente de
A.

Definicion 1.2.12. Si o : A — A y ap : A — Ay son epimorfismos en €, diremos que 0 < 0 si
existe un morfismo y: Ay — A tal que Yo, = o.Es decir; el siguiente diagrama conmuta

Ai)Al

o

As.

De manera dual a 1.2.9 y 1.2.10 tenemos la siguiente observacion.
Observacion 1.2.13. Se puede ver que y es uinico y un epimorfismo.

Definicion 1.2.14. Sean € y & categorias . Un funtor covariante F : € — & es una asignacion
de objetos y morfismos que satisface :

(i) SiA € Obj(€) entonces F(A) =FA € Obj(2) .
(ii) Si f:A — B es un morfismo en ¢ entonces F f : FA — FB es un morfismo en 9 .
(ii) Si f:A— By g: B — C son morfismos en € entonces F(gf) =F(g)F(f) .

(iv) Para cada A € Obj(€), se tiene que F(14) = 1pa.

Otra clase de funtores son aquellos que invierten el sentido de las flechas, es decir, si f : A — B
es un morfismo en ¢ entonces F(f) : F(B) — F(A), esta clase de funtores seran llamados funtores
contravariantes. De manera formal no es necesario dar una definicion explicita como la definicién
anterior, pues un funtor contravariante F : 4 — & es lo mismo que un funtor covariante de la forma
F':€°P — 9 Neamos algunos ejemplos de funtores.

Ejemplos de funtores

e El funtor identidad F : € — € definido por FA=A y Ff = f para todo A € Obj(¥) y
f€Morf(%).

e SiD € Obj(Z) es un objeto fijo de & , definimos el funtor constante || : € — 2 por |C| =D
paratodo C € Obj(%)y |f| = 1p paratodo f € Morf(%).

e Definamos P : Con — Con como sigue :

(i) SiX € Con, P(X) es el conjunto potencia de X.

(ii) Si f:X — Y es un morfismo en Con, P(f) : P(X) — P(Y) estd definida por P(f) :=
f(U) siU € P(X). Es facil ver que P define un funtor covariante.
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De la misma manera se define P’ : Con — Con como sigue:

(i) SiX € Con, P'(X) es el conjunto potencia de X.

(i) Sif:X —Y esunmorfismoen Con, P'(f): P'(Y)— P'(X) estd definida por P'(f)(V) =
f~Y(V),siV € P'(Y).Es ficil ver que P’ es un funtor contravariante.

e El funtor olvido F : Ab — Con es aquel que dado un grupo olvida la estructura algebrai-
ca quedando sélo el conjunto subyacente y un morfismo de grupos lo ve como la funcién
subyacente.

Definicion 1.2.15. Decimos que F : € — 2 es un funtor fiel si la funcion inducida de manera
natural por F

Homyg(A,B) ——— Homgy(FA,FB)

[ F(f)

es inyectiva. En el caso que tal funcion sea suprayectiva, el funtor es llamado pleno. Ademads,
un funtor fiel que manda objetos distintos en objetos distintos serd llamado inmersion.

Definicion 1.2.16. Se dice que un funtor F : € — 9 es denso si para todo D € 9 existe un objeto
C € € tal que F(C) es isomorfo a D.

Sean F,G : ¢ — 2 dos funtores covariantes. Una transformacion natural t©: F — G es una

.. . !
familia de morfismos T = {74 : FA = GA} s tal que para cualquier morfismo o :A — A en € el
siguiente diagrama es conmutativo

FA—2.GA

F(a)l lG(a)

FA'—— GA
A

Cada T4 se llama componente de T en A. También diremos que T es una equivalencia natural
si cada t5 es un isomorfismo.(Escribiremos, F = G, para denotar que F y G son equivalentes
naturalmente.)

Observacion 1.2.17. Se puede ver fdicilmente que si T: F — G y ¢ : G — H son dos transforma-
ciones naturales entonces la composicion 6T : F — H es una transformacion natural dada por
(0T)a = 0aTq para cada A € Obj(€).

Definicion 1.2.18. Se dice que las categorias € y & son isomorfas si existen funtores F : € — 9
yG: 9D — € tales que GF = 1¢y FG = 1p.
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Definicion 1.2.19. Un funtor F : € — 9 es una equivalencia de categorias (en este caso se dice
que las categorias € y 2 son equivalentes) si existe un funtor G : 9 — € y dos equivalencias
naturales,

E:GF =1y y n:lg—FG.

Proposicion 1.2.20. Sean € y & categorias y F : € — ) un funtor covariante, entonces el funtor
F es una equivalencia si 'y solo si F es un funtor fiel, pleno y denso.

Demostracion. Véase una demostracion en [SVO7], p.90. ]

1.3. Igualadores y coigualadores

Definicion 1.3.1. Sean a, € Homy (A, B), se dice que 1 € Homy (K, A)es un igualador para o
y B si se satisface lo siguiente:

(a) ap=pu,
(b) Para cualquier morfismo W' € Homy (K',A) tal que o’ = B’ existe un vinico y € Homy (K',K)
tal que ' = uy
u a
K——A—=B
4 / B
7!
I u
Kl

Proposicion 1.3.2. Si u € Homy (K,A) es un igualador para o, B € Homy (A, B), entonces |l es
un monomorfismo. Ademds el igualador para o y B es tinico salvo isomorfismos.

Demostracion. Se quiere hacer ver que si Uy = U para y;,% € Homy(X,K) entonces 7, = 7> .
Luego, sea 6 € Homy (X,A) definido como 6 = uy;.

o

KL;A?B

,)/2 /
?’1W//5
X.

Entonces tenemos que :

(i) aé=p6 pues ad = a(un) = (ap)n = (Bu)n =p(un) = pé.
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(i1)) Como u es igualador entonces entonces (i) implica que existe un Gnico morfismo 7 tal que
0 = uy. Pero & = uy; = Uy, de donde concluimos que y; = 7.

Probandose que p es un monomorfismo.

Ahora veamos la unicidad. Supéngase que p y p’ son dos igualadores de o y B entonces por
propiedad (b) de la definicién de igualador, existen ¥ € Homy(K,K') y ¥ € Homy(K',K) tales

quep=pu'yy p =py

n o
K-—"2A ? B
)/T?’l/
u
K/

Entonces u(yy) = (uy)y= u'y = u = ulg, como g es un monomorfismo entonces yy =
1x.De la misma manera ' (yy') = (u'y)yY = uy = u = u'lg y por ser 4’ monomorfismo entonces
YY = 1g. Por lo tanto ¥ : K — K’ es un isomorfismo. Probdndose el resultado. [

El igualador de dos morfismos o y 3 sera denotado algunas veces como Ig(a, ), o bien, escri-
biremos I/g(a, B) — A para denotar al morfismo u tal que it = B de la definicién de igualador.

Si Ig(a, B) existe para todo par de morfismos en % con el mismo dominio y contradominio,
diremos que % tiene igualadores.

Dualmente, podemos decir que B — Coig(c, ) es el coigualador de o y f3 si es el iguala-
dor de ax y Bx* en la categoria dual de %. Por lo que €°7 tiene igualadores ¢ si y sélo si tiene
coigualadores. Por completitud enunciemos la definicién de coigualador

Definicion 1.3.3. Sean o,3 € Homy(A,B), decimos que un morfismo u € Homy (B,K) es un
coigualador para los morfismos o y B si se satisface los siguiente:

(i) uoe = up,

(ii) Para cualquier morfismo u' € Homy(B,K') tal que ' ¢ = u' B existe un vinico morfismo y €
Homy(K,K) tal que yu=u'
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1.4. Productos fibrados y Coproductos fibrados

Definicion 1.4.1. Dados dos morfismos @) € Homg(A1,A) y 0p € Homyg(A,A) , se dice que un
diagrama conmutativo

B2

P-4,

T

Al TA

es un producto fibrado para o, y o si para todo B € Homy(P',A1) y B) € Homy (P',A») tal
que oy B{ = a3, entonces existe un tinico morfismo y € Homy (P', P) tal que B{ = B1yy B5 = BoY.

Lema 1.4.2. (Unicidad del producto fibrado salvo isomorfismo) Si los siguientes diagramas con-
mutativos

PLAQ P/LAQ
Bll (1) l% ﬁ{l (1) laZ
A] TA AlTA

son productos fibrados de @ y 0 entonces existe un tinico morfismo Y € Homy (P,P') tal que

Bi=BiryB=Bs.

Demostracion. Por definicidn de producto fibrado de los morfismos a1 y o, al tener por hipotesis
que ;i = a3, tenemos que existe un dnico morfismo ¥ € Homy (P,P') tal que B = By y
B> = B5Y. De la misma manera, al tener por hipétesis que o { = o35, existe un tnico morfismo

Yy € Homy(P',P) tal que B] = B1yy B; = By.
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Entonces,

Q) Bi(yY)=Biy)Y =B1Y =5b1.
(i) B(vY) = (B2y)Y = ByY =B = Bo.

Andlogamente, se tiene que

@ Bi(Yy)=BY)y=Biy=PB =B
(i) By(YY) = (BY)y=By=B5 =B}

Es decir, se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

P\ 7 B2
N
N B
P—>A2
Bi
ﬁlJ laz
A1 TA

Como los cuadrados I y II son pullbacks y B{1p = B asi como 1, = f3}. Concluimos por la
propiedad universal que ¥y = 1p. De la misma manera se ve que Yy = lpy porlotanto P= P'. [J

Proposicion 1.4.3. Sea el siguiente diagrama conmutativo un producto fibrado

B

P—>A2

T

A] TA

donde a es un monomorfismo, entonces B, es un monomorfismo.
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Demostracion. Sean f,g € Homy (B, P) tales que Bf = Bog. Queremos ver que f = g. En efec-
to, por la conmutatividad del cuadrado tenemos que o3y = a3, entonces @ f1f = B f =
o Prg = a1 Pi1g. Como o es un monomorfismo por hipétesis, entonces B f = Big. Sean 0 :=
Bif = Pigy 0’ := Brg = Bof. Por la construccion anterior &6 = 00’; y por hipétesis de ser el
diagrama conmutativo un producto fibrado, existe un dnico morfismo A : B— P talque 6 = BjA y
0’ = B,A. Pero f y g cumplen las igualdades anteriores, por lo tanto A = f = g. Probandose que
B> es un monomorfismo.

]

Proposicion 1.4.4. Si cada cuadrado conmutativo en el siguiente diagrama es un producto fibrado
y Bi es un monomorfismo

P Y0 2. p (1)

ml ml ml

entonces el siguiente diagrama conmutativo es un producto fibrado

(05X 04}
—

P B

o s

A= B-

Demostracion. Como los cuadrados derecho e izquierdo en (1) conmutan se tiene en efecto que,
BB = Psor;. Sean gy : X — Ay g : X — B tales que »Y121 = B3g2, se quiere ver que existe
un dnico morismo i : X — Ptal que g1 = Bill y g2 = 00 L.

Como el cuadrado derecho en (1) es producto fibrado, se tiene que existe un unico morfismo 9 :
X — P tal que el siguiente diagrama conmuta
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Es decir, 7181 = B26 y g2 = @ 8. Como el cuadrado izquierdo es producto fibrado también y
Y1g1 = B0 entonces existe un Gnico morfismo 1 : X — P tal que el siguiente diagrama conmuta

X
NS 82
N~
N,
; /
81 P o Q [0%) B
{ ﬁzl B3l

Es decir, se tienen las siguientes igualdades: g; = Bin y 6 = ayn. Hagamos u := 1, luego
entonces g1 = LIl y 00 1L = 004 1) = 000 = &>.

Unicidad Supongamos que existe un morfismo g’ : X — P tal que By’ = g1y oo’ = go.
Por hipétesis, 81 es monomorfismo y como i’ = g, = B U, se tiene que y = u’. Por lo tanto, y
es unico. [

Lema 1.4.5. Sea ¢ una categoria con productos fibrados y supongamos que los dos cuadrados del
siguiente diagrama conmutativo son productos fibrados
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P—1B <2 0 (*)
s oal s
A—— B —1.

Si B2 y 12 son monomorfismos y existe un morfismo y; : A — I tal que & = Y1, entonces existe
un morfismo o1 : P — Q tal que N = o0 y

lﬁ,%
1

Bi

o NUPEREENENS

—
N

es un producto fibrado.

Demostracion. (1) Existencia de o) : P — Q tal que 1 = o Q.

2)

Como el cuadrado derecho del diagrama conmutativo (*) es un producto fibrado. Al tener la
existencia de los morfismos 1 : P — B' 'y y1 81 : P — I tal que B, = 1% B, se obtiene la
existencia de un unico morfismo ¢ : P — Qtalque N = o1 y Bz = 1B

El cuadrado (**) es un producto fibrado, ya se vio que (**) conmuta.

Ahora, sean A; : X - Q y A4 : X — A morfismos en ¢ tales que B3A; = 1 A2. Se quiere
demostrar que existe un morfismo & : X — P Gnico respecto a tener que A, = 1€ y A = oy €.

Consideremos los morfismos A : X — B’ y 4> : X — A tal que 64, = BropA;, entonces
BrovAi = pBrA = prii = 04s.

Como el cuadrado izquierdo de (*) es un producto fibrado, existe un tinico morfismo & : X —
P tal que Ay = Bi1€ y opA; = n&. Veamos que o = A;. Como 9, es monomorfismo por
1.4.3 op es monomorfismo. Asi, como

w(é) = (o)é =né = mi,

implica que o1 § = A1, y ademds ya se tenia que A, = ;. Por dltimo, como 3, es monomor-
fismo por 1.4.3, B; es monomorfismo. Asi, al suponer que existe otro morfismo 6" : X — P tal
que A, = 10"y A = o 0’, tenemos que P16’ = A, = B1&. Se sigue que & = 0. Probandose
que el cuadrado (**) es un producto fibrado.

O

A continuacion, se enunciara la nocién dual de producto fibrado.
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Definicion 1.4.6. Dados dos morfismos a; € Homg(A,A1) y o € Homy (A, A), se dice que un
diagrama conmutativo

AL)AI

i

Ay ——P
B2

es un coproducto fibrado para o, y o si para todo B{ € Homy (A1, P') y B} € Homy(Az, P') tal
que B{ay = B0y, existe un inico morfismo y € Homy (P, P') tal que B{ = yB1 y B = vBa.

ALAl

.

Ap ——P

B \
AN
A
Npl

1.5. Intersecciones

Definicién 1.5.1. Sea {p; : A; = A},c; una familia de subobjetos de A. Se dice que un morfismo
U € Homy (A" A) es la interseccion de dicha familia si se cumple:

(a) Para cadai € I existe v; : A" — A; tal que 1L = W;v;

(b) Si 0 :B— A unmorfismoy existen 1; : B— A; tales que el siguiente diagrama conmuta para
todaiel

B A

]
—
A

Entonces existe un vinico morfismo 1 € Homy (B,A’) tal que el siguiente diagrama conmuta

ni
A

~
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B
n| N\
Al—— A

Denotaremos al objeto A’ de la definicion anterior como ()A; con i € I , donde [ es el conjunto
de indices.

Definicion 1.5.2. Si la interseccion existe para todo conjunto de subobjetos de cualquier objeto en
una categoria ¢, diremos que ¢ tiene intersecciones. Si la interseccion existe solo para conjuntos
finitos de subobjetos entonces diremos que € tiene intersecciones finitas.

Ejemplo 1.5.3. En la categoria Con, sea una familia de subconjuntos de A, {A; — A},c;, entonces
C es la interseccion conjuntista de los Aj con i € I si'y solo si

(a) {C— A;} paratodoi€ I

(b) Si B < A es otro subconjunto tal que {B — A;} para todo i € I entonces B — C

Demostracion. (<) Queremos ver que C =()A;. Veamos que C C (A,. Para esto sea x € C, en-
tonces por inciso (a) x € A; para todo i € I; por lo tanto x € (| A;. Ahora veamos que C D [A;.
Tomando B = (A;, tenemos que B C A y ademas {B < A;} para todo i € I entonces por in-
ciso (b) {NA; — C} paratodo i € I. Por lo tanto, C = (A;.

(=) SeaA; C A, entonces [JA; C A; C A por lo tanto se satisface (a), ya que tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

NACR, 4

l[/
lAi
A

donde todos los morfismos son inclusiones de conjuntos. Ahora, sea B C A tal que B C A, es
decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

B2 A

|

A;

donde todos los morfismos son inclusiones de conjuntos. Como B C A; para todo i € I, se
tiene que B C [ A; y por lo tanto se tiene el siguiente diagrama conmutativo
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B
l i

J
ﬂAf—)A

inA;

donde todos los morfismos son inclusiones. Como [A; < A es monomorfismo, el morfismo
i es Unico y por lo tanto se satisface el inciso (b).

]

Se sigue del ejemplo anterior que la categoria Con tiene intersecciones.
Observacion 1.5.4.  (a) Los morfismos {v; : A’ — A;}icj tales que |1 = L;v; son unicos.
(b) wy{vi:A" = A;}ics también son monomorfismos.
Demostracion.  (a) Supéngase que existe una familia de morfismos {v} : A" — A;}ic; tales que

WiV = 1 = p;v;. Como y; son monomorfismos para todo i € I entonces v; = v, y asi se tiene
la unicidad.

(b) Sean o, : X — A’ tales que poy = (Lo Queremos ver que o = 0. Consideremos f :=
uay = uay. Por lo tanto, f = p;v;a paratodo i € I. Es decir, f = u;n; con n; = v;;. Por la
propiedad (b) de interseccidn f se factorizaba de manera dnica a través de . Pero f = uoq
y f = uay, por lo tanto o = Q.

]

Observacion 1.5.5. En la definicion 1.5.1 el siguiente diagrama es conmutativo

pues se tiene por la definicion de interseccion que [l = Wi, 6 = W;n; y 6 = un pero como los s
son monomorfismos entonces 1; = v;n . Pues en efecto, se tiene que la igualdad

wi(vin) = (uvi)n = un = 6 = un;

implica que n; = v;n para todo i € I.
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Proposicion 1.5.6. Sea € una categoriay a; : Ay — Ay 0 : Ay — A monomorfismos. Entonces el
siguiente diagrama conmutativo

B

P—5A,

[

Al TA
es un producto fibrado siy sélo si L := o3> : P — A es la interseccion de a; y 0 .

Demostracion. (=) Por conmutatividad del cuadrado tenemos que el siguiente diagrama conmuta
parai=1,2

Sea 6 : P’ — A un morfismo tal que existen B’ : P — A, y B{ : P’ — A; tal que 6 = oy B[ y
6 = o B;. Por definicién de producto fibrado, existe & : P’ — P tal que el siguiente diagrama
conmuta

Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

P-2.a
él o p=u
P.

Como u es monomorfismo, se tiene que & es dnico con la propiedad de hacer conmutar el
diagrama anterior.

(<) Sean B{ : PP — Ay B} : P — Ay tal que oy ff] = opf). Sea 6 : o] = ax35. Como el
siguiente diagrama conmuta para i = 1,2
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Por la definicién de interseccién existe un tnico morfismo € : P’ — P tal que el siguiente
diagrama conmuta

gl)X;A

u:=00;

Por lo tanto ax 35 = 6 = o i€, pero como o es un monomorfismo, tenemos que B = Bre€.
De la misma manera como 4 = ;3] tenemos que o;f{ = 6 = ;1€ y como o es un
monomorfismo tenemos que B; = B €. Probandose que

B2

P—)Az

e

A] T A
es un producto fibrado.

]

De la proposicion 1.5.6 tenemos que si ¢ tiene productos fibrados entonces ¢ tiene intersec-
ciones finitas.

1.6. Uniones

Sea ¢ una categoria y f : A — B un morfismo en 4. Sea u : A’ — A un subobjeto de A y
h: B' — B un subobjeto de B. Se dice que el subobjeto u es llevado al subobjeto h por f si existe
un morfismo f’ : A’ — B’ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Al ——B

A——B

f

Observacion 1.6.1. El morfismo f' : A’ — B’ es iinico pues si existe "' : A’ — B con la propiedad

mencionada, al ser h un monomorfismo y hf' = hf" implica que ' = f".

Definicion 1.6.2. La union de una familia {u; : A; — A}icr de subobjetos de un objeto A es un
subobjeto u: A’ — A de A que satisface las siguientes condiciones.

(a) ui <uparatodai € I.(ver definicion 1.2.7).
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(b) Si f:A — Besun morfismoy cada u; : A; — A es llevado a algiin subobjeto |1 : B — B de B
por f entonces también u: A’ — A es llevado a L : B — B.

Nota: Se puede ver que cualesquiera dos subobjetos u: A" < Ay u” : A” < A que satisfagan la
definicion anterior son isomorfos. Denotaremos por | J;c;A; — A a una eleccion de tales subojetos
de A.

Definicion 1.6.3. Sea € una categoria . Si la union existe para todo conjunto de subobjetos de
cualquier objeto en €, se dice que € tiene uniones.

Ejemplo 1.6.4. Sea {A; — A}icr una familia de subconjuntos de un conjunto A, entonces un sub-
conjunto C de A es la union de la familia {A;} si y sdlo si se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si c:C — A es la inclusion canonica entonces existen inclusiones Y; : A; — C tal que el
siguiente diagrama conmuta para toda i € 1

A,'(L)A
Yi
C

c

(b) Si f:A — Besunafunciony cada u; : A; — A es llevado a algiin subconjunto i : B' — B de
B por f, entonces c : | JA; — A también es llevado a |1 : B — B por f.

Demostracion. (=) La condicién (a) es inmediata. Ahora queremos ver que se satisface (b), para
esto suponemos que cada u; es llevado al subobjeto i : B' — B, es decir, fu; = [Lf/ para cada
i € 1. Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmuntativo para todo i € /

Aj - —>B

£ ’

— B
f

Definimos F : [JA; — B’ para cada x € |JA; como F(x) = f!(x)six € A;. Veamos que esta
funcién esta bien definida. En efecto, sea x € A;()A; y consideramos el siguiente diagrama

conmutativo
/

/i
A; - ->B’<——j—Aj

1

—— B+—A
f f

Por un lado como x € A; entonces f!(x) € B'y uf!(x) = fui(x) = f(x). Por otro lado, como
x € Aj entonces fi(x) € B'y ufi(x) = fu;(x) = f(x). Como u es la inclusi6n, concluimos
que f;(x) = fj(x) y asi F estd bien definida.
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Asi, por un lado, si x € |JA; entonces x € A; para alguna i € I por lo tanto F(x) = f/(x)
obteniendo que uF (x) = pf!(x). Por otro lado, si x € (JA; entonces x € A; para algin i € [
y por (a) se tiene que c¥;(x) = u;. Por lo tanto fc(x) = feyi(x) = fui(x) = pf!(x), donde la
ultima igualdad se tiene porque u; es llevado a u por f. Por lo tanto, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

UA,' E +B
Lo
A——B

f

De esta forma, el morfismo ¢ : |JA; < A es llevado a B’ mediante f.
(<) Queremos demostrar que C = |JA;

(D) Sea x € [JA; entonces x € A; para algin i € I pero por el inciso (a), se tiene que x € C.
Por tanto, | JA; CC

(C) Tomando B =UA; ,B=A y f = 14 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

/,
_
/

A—A

Por lo tanto, C C (JA;. Asi, C = |JA;

Del ejemplo anterior se sigue que la categoria Con tiene uniones.

Observacion 1.6.5. En la definicion de union (def.1.6.2 (a)) los morfismos {v; : A; — A’} tal que
u; = uv; son monomorfismos y ademds son tinicos respecto dicha propiedad.

Demostracion. Como u; = uv; y u; es monomorfismo para toda i € I entonces por observacion
1.2.6(a) v; es monomorfismo para toda i € I. Si existen v; tales que uv; = u; = uvg al ser u un
monomorfismo entonces v; = v paratodai €I . 0
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Observacion 1.6.6. De la definicion de union, definicion 1.6.2, el diagrama

es conmutativo.
Demostracion. S6lo basta ver que f”v; = f/. En efecto, como pf/ = fu; = fuv; = uf"v; y al ser
{ un monomorfismo, entonces f; = f"'v; paratodai € I. N

Observacion 1.6.7. Sea u; < [ para toda i € I donde {u;: A; — A}icy es una familia de subobjetos
de Ay U : B— A también un subobjeto de A. Entonces u < |1 donde u : | JA; — A es la union de los
subobjetos de A.

Demostracion. Como u; < U se obtiene el sigiente diagrama conmutativo

B
w s
A A "B
lui lﬂ
A——A
14

Es decir, cada u; es llevado a i : B — A mediante 14 : A — A. Pero como el morfismo u es la
unioén de los u;’s entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo

entonces u = W f’. Por lo tanto u < . [

Observacion 1.6.8. La union de una familia de subobjetos de un objeto A en € es tinica salvo
isomorfismos.
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Demostracion. Si se tiene que tanto u : A’ — A como u' : A” — A son uniones de la familia de
subobjetos {u; : A; — A}. Por la observacion 1.6.7 al tener por un lado u; < ' para toda i € I
entonces u < u’ y por otro lado u; < u para toda i € I entonces u’ < u. Por lo tanto u = u’ como
subobjetos de A. 0

Proposicion 1.6.9. Sean o, 3 : A — B morfismos en una categoria € con igualadores y sea
{li : Aj = A}icr una familia de subobjetos de A. Si la union existe para dicha familia'y o¢|s, = B|a,
para todo i € I entonces o s, = Blua,

Demostracion. Sea i : |J;jc;Ai — A la union de la familia {u; : A; — A}icr de subobjetos de A y
v : K — (JA; el igualador de los morfismos Bu,ou : (JA; — B. Para ver que |4, = |4, basta
probar que Y es un isomorfismo. Como ([ y ¥ ya son monomorfismos entonces [y €s monomor-
fismo, donde uy : K — A.

Se hara ver que py : K — A satisface la definiciéon de unién de la familia {u; : A; — A}ies de
subobjetos de A es decir, veremos que se cumple (a) y (b) de la definicién 1.6.2.

(a) Primero veamos que y; < uy paratodai € I.

Como pu ya es unién de los y;’s entonces existe un tnico morfismo v; : A; — (JA; tal que
UW; = Hv; para cada i € I. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

At A

| A
UA;.

Usando que (|4, = B|4,) tenemos que op; = B, y entonces oepv; = Buv; para toda i € I.
Al ser v : K — |JA; igualador de ot y B existen unicos morfismos {4; : A; — K} tales
que el siguiente diagrama conmuta para toda i € [

Es decir, el siguiente diagrama conmuta

I

- UAC A—?B

Por lo tanto, pyh; = pv; = W;. Entonces el siguiente diagrama conmuta para toda i € /
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A;

h 7
i [Hi

1’4
Probandose que u; < py paratodai € [.

(b) Propiedad de ser llevado.

Sea f: A — Bun morfismo en ¢’y 6 : B — B un subobjeto de C tal que cada y; es llevado a
0 mediante f. Como u : [JA; — A es la unién de la familia y;, tenemos que u es llevado a 6
mediante f. Es decir, existe f” : |JA; — B’ tal que el siguiente diagrama conmuta

UA;

Por los diagramas anteriores se tiene que W; = uwh; y 0 f; = W f, f; = f"wh; ya que se tie-
ne la igualdad f; = f"v; = f"wh,. Por otro lado, el cuadrado exterior conmuta pues como
fu=0f entonces fuy =0f v.

Por lo tanto el subobjeto uy : K — A es llevado a 0 : B — B mediante f. Es decir, py
satisface las propiedades de unién. Por la unicidad de la unién se obtiene un isomorfismo,
A: K —JA; tal que uA = uy
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Como sdélo existe un dnico morfismo A que hace conmutar el diagrama anterior, entonces
A = . Por lo tanto ¥ es un isomorfismo. Asi , como y es isomorfismo e igualador de B y

au entonces Buy = auy por lo que fu = au. Es decir, a4, = B, -

1.7. Imagenes

Definicion 1.7.1. La imagen de un morfismo f : A — B en € se define como el subobjeto mds
pequerio de B que factoriza a f. Es decir, un monomorfismo u : I — B es la imagen de f si:

(a) f=uf" para algin morfismo f': A — L

(b) Siu' :I' — B es otro subobjeto de B tal que existe "' : A — I con f = u' f entonces u < u'.
Es decir; existe un tinico morfismo m : I — I tal que u = u'm.

Es decir, el tridngulo derecho del siguiente diagrama es conmutativo

Demostracion. Como u' f" = f = uf’ = u'mf’ y puesto que v’ es monomorfismo entonces [ =
mf’. O

Observacion 1.7.3. Sea f : A — B un morfismo conu: I — By u' : I' — B monomorfismos que son
imdgenes de f entonces u'y u' son isomorfos como subobjetos de B.
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Demostracion. Al ser u'y u' imagenes de f se tiene que u < u' yu' <u

I—"%B (' <u)

VAV

De esta forma se tiene que ba = 1; y ab = 1p. Probandose que u y u' son isomorfos como
subobjetos de B. Denotaremos por u : Imf — B a la eleccion de una imagen del morfismo f. [

Denotaremos, u : Im(f) — B, a una imagen del morfismo f.

Ejemplo 1.7.4. Consideremos la categoria Con, sea f : A — B una funcion y C C B. Entonces

C={yeB|y= f(x)paraalginx € A}.
si y solo si se cumplen (a) y (b) de la definicion anterior.

Demostracion. (=) Veamos que se cumple (a) de la definicién de imagen. Sea f': A — C una
funcién definida como f/(x) = f(x) parax € A. Como f’(x) = f(x) se tiene que if’(x) = f(x)
para toda x € A donde i : C < B es la inclusién. Lo cual implica que if’ = f.

Ahora veamos que se cumple (b) de la definicidn categérica de imagen. Para demostrar esto,
sea z : I — B funcién inyectiva tal que existe una funcioén " : A — I con f = zf”. Se quiere
hacer ver que existe una unica funcion m : C — [ tal que i = zm.

(1) Existencia.

Se define m : C — I como m(y) = f”(x) para algiin x € A con f’(x) = y. Veamos que m
estd bien definida. Si existe x' € A con f’(x') =y, veamos que f”(x) =m(y) = f"(x) .
Pero

o y=i(y) =if'(x) =zf"(x).

o y=i(y) =if'(x)) = f(x') = 2" (x).
Y como z es una funcién inyectiva, al tener que zf”(x) =y = zf”(x') se obtiene que
F"(x) = f(x'). Por lo tanto m est4 bien definida.
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(ii)

(111)
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Veamos que i = zm.

En efecto, sea y € C entonces zm(y) = zf” (x) con x tal que f(x) =y. Asi, al tener que
zf"(x) = f(x) =y se obtiene que i(y) = zm(y). Por lo que i = zm.

Unicidad.

Supdngase que existe otra funcién m’ : C — I tal que zm' = i entonces zm' = i = zm. Pero
z es inyectiva(monomorfismo) por hipétesis, entonces m = m’. Por lo tanto se satisface

el inciso (b) de la definicién categérica de imagen. Probandose que C = Imf es una
imagen en el sentido categorico.

(<) Sea u : C — B un monomorfismo tal que existe f’ : A — C con f = uf’. Consideremos la
factorizacion canénica de f, f = f"i donde f’:A —ITconlI={f(a)|lacA}ei:I— B
la inclusion candnica. Como u satisface (b) de la definicion categorica de imagen entonces
existe un unico morfismo m : C — Imf tal que u = im. Ademds, como u es monomorfismo
entonces m es monomorfismo.

Al ser f” un epimorfismo, m es un epimorfismo. Entonces m es isomorfismo. Por lo tanto
I1=C.

]

Se sigue del ejemplo anterior que la categoria Con tiene imagenes.

Proposicion 1.7.5. Si f : A — B es un monomorfismo entonces f es igual a su imagen.

Demostracion. Tenemos que f = f1,. Sea f = uf’ otra factorizacién de f con u : I’ — B un mo-
nomorfismo. Tomando m = f” se tiene el siguiente diagrama conmutativo

I/
VN

I
—wmt—— B

l

\
k‘\/

A

A

Probandose que f : A — B es una imagen de f. 0
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Definicion 1.7.6. Decimos que una categoria € , tiene imdgenes si para todo morfismo f:A — B
en € tiene imagen. (u:1— A). Y si el morfismo ' :A— I, con f = uf’, es siempre un epimorfismo,
diremos que € tiene imdgenes epimorficas.

Proposicion 1.7.7. Si € es una categoria con igualadores entonces toda imagen de un morfismo
en €, es una imagen epimorfica.

Demostracion. Sean f: A — B un morfismo en ¢, u: I — Blaimagende fy f': A — I tal que
f=uf'. Veremos que f’ es un epimorfismo. Sean o, § : I — X morfismos en ¢ tales que af' = f’.
Veamos que o = f3.

Se quiere ver que si f es un morfismo en % entonces f’ : A — I es epimorfismo donde f = uf’
con u : I — B imagen de f, es decir, se demostrara que sean , 3 : I — X morfismos en % tales que
/ /
of = Bf entonces o = f3.

Para esto consideremos u : K — I igualador de o y . Luego, por la propiedad del igualador
existe un dnico morfismo g: A — K tal que f' = ug. Ademas, uyt < u. Como u es imagen de f ,
existe un unico morfismo m : I — K tal que u = uum .

Asi obtenemos que:

(1) upm = ul; implica que um = 17 pues u es monomorfismo.

(1) upump = uy implica ump = p pues u es monomorfismo. Luego, ump = ulg implica que
mu = lg pues mu es monomorfismo .

De (i) y (ii) se sigue que u es un isomorfismo; y en particular, un epimorfismo que se escinde.
Por lo tanto, el hecho de que ait = Bu implica que o = 8, concluyéndose que f’ es un epimorfis-
mo. [

Proposicion 1.7.8. Sea f : A — B un morfismo en una categoria balanceada €. Si f = uf’ con
f' A — I epimorfismo y u : I — B un monomorfismo, entonces u es la imagen de f.

f
/\

A——I——B
f u
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Demostracion. Sea f = f"u' con u' : Imf — B laimagen de fy f” : A — Imf. Entonces por la
propiedad (b) de la definicién de imagen (ver 1.7.1), existe un Ginico monomorfismo m : Imf — [
tal que u’ = um.

Comou' f"=f=uf' yu'f" =umf”, entonces umf’ = uf’. Usando que u es un monomorfismo
obtenemos que mf” = f’. Ademds, al ser f’ un epimorfismo por hipétesis, entonces m también lo
es. Por lo tanto, m es un isomorfismo. De donde, I = Imf y u : [ — B es la imagen de B. 0

Definicion 1.7.9. Sea f : A — B un morfismo en € con u : A’ — A un monomorfismo en €. Deno-
taremos como f(A') a la imagen del morfismo fu:A" — B.

Definicion 1.7.10. La coimagen de un morfismo f : A — B en € se define como un epimorfismo
Jj : A — J que satisface lo siguiente:

(a) Existe un morfismo k : J — B tal que f =kj.

(b) Si j': A — J es otro epimorfismo tal que existe k' : J' — B con f = k'j entonces existe
0 :J' — J tal que el tridngulo izquierdo del siguiente diagrama conmuta.

1.8. Imagenes inversas

Definicion 1.8.1. Sea f : A — B un morfismo en una categoria € y o : B — B un subobjeto de
B, la imagen inversa del subobjeto o : B' — B es el subobjeto de Bi : P — A de A, dado por el
siguiente diagrama de producto fibrado

El objeto P se denota usualmente como f~! [B'] y al morfismo f3; lo denotaremos muchas veces
COmO i 1.
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Ejemplo 1.8.2. En la categoria Con , sea f : A — B una funcién y B' C B, entonces
P={xcA|f(x)eB'}

si y solo si el diagrama conmutativo

B

— /

P
ﬁle o
A

—
f

(v~

&

es un producto fibrado de los morfismos f y ay.(donde o : B — B es la funcion inclusion).

Demostracion. (=) Sea P = [B'] = {x € A|f(x) € B'} y se considera B = ip,ot; = ip donde
ip,igson las funciones inclusiones y B, = f|p. Seax € P C A. Por un lado ff;(x) = fip(x) =
f(x).
Por otro lado, a; B2 (x) = (a1 fip(x) = a1 f(x)) = ip f(x) = f(x).
Por lo tanto, a8, = fPi. Ahora, sean ] : P’ — Ay B : P — B’ tales que o1 5 = f13{. Se

quiere ver que existe un tinico morfismo y: P’ — P tal que B{ = B1yy B5 = BaY. Es decir tal
que el siguiente diagrama conmuta

X ﬁ2 /

P——B
|
A

g
B

Para esto, sea x € P’ y consideremos y = f3{(x) € A. Veamos que y € P. Como y = f{(x)
entonces f(y) = fB{(x) = a1 B5(x) = ip B (x) = B5(x) € B'. Por lo tanto, y € P. Asi, se define
y:P'— P, como y(x) := B (x). De esta manera, se tiene que si x € P/, se tienen las siguientes
igualdades:

—
f

(i) Biy(x) = BiB{(x) = B{(x).
(i) Boy(x) = BaBi(x) = flpB{(x) = fB{(x) = a1 B (x) = B3 ().

Por lo tanto, de (i) y (ii) se tiene que f§{ = B1yy B = Ba7.

Unicidad de ySea y : P’ — P tal que B{ = B1Y y B, = B2Y. Como B = B{ = B1y con
monomorfismo se tiene que Y = .

Se sigue que el diagrama conmutativo de las hipdtesis es un producto fibrado de los morfis-
mos o1y fi.
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(<=) Consideremos f~![B’] la imagen inversa conjuntista de B' C B mediante f. Luego, tenemos
los siguientes diagramas conmutativos

P ﬁ B/ f_l[B/] f B/
Jj Jj if—l[B/]Jj ip
ATB A——B

donde los morfismo verticales son las inclusiones y el primer cuadrado es un producto fibra-
do. Entonces existe un tinico morfismo y: f~![B'] — P tal que ipg)=PBiYy fy= ;. De

donde concluimos que y: f~![B'] — P es la inclusién. Por lo tanto, f~![B] C P. Por otro
lado, como el cuadrado (*) conmuta tenemos que 35 = f|p y por lo tanto si x € P se tiene
que f(x) = B5(x) € B'. Luego, P C f~'[B']. Por lo tanto P = f~![B/].

]

Se sigue del ejemplo anterior que la categoria Con tiene imdgenes inversas.

Lema 1.8.3. Sea f : A — B un morfismoy f 1 [B'] < A la imagen inversa del subobjeto ., : B' — B,
dada por el diagrama conmutativo

B>
—

Lok

supongamos existen morfismos f' : P — By y I : B| < B subobjeto de B con B, = lLf’, entonces
Bi: f~1[B'] = A es la imagen inversa mediante f del subobjeto oy : Bi — B de B.

whcq

—
f
Demostracion. Veamos que el cuadrado exterior del siguiente diagrama es un producto fibrado
fl/\
A

Consideremos morfismos g; : X — By y g2 : X — A tales que fgr» = o ug1.Como el cuadrado
(*) es producto fibrado, existe un tinico morfismo /1 : X — f -1 [B'] = Ptal que g = Bihy Boh=g;.
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Pero por hipétesis B, = p f’ porlo que i f'h = pgy. Pero i es un monomorfismo, entonces f'h = gj.
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Donde el morfismo 4 : X — P es tinico, pues si existe otro morfismo 4’ : X — P tal que go = 11/
y g1 = f'W. Al ser B; un monomorfismo se sigue que 4’ = h. Por lo tanto B : f~'[B] = Aesla
imagen inversa mediante f del subobjeto o : By — B de B.

]

Lema 1.8.4. Sea f: A — B es un morfismo en € y U : I — B un subobjeto de B tal que existe un
morfismo f':A — I con f = uf'. Sea h: B' — B otro subobjeto de B tal que f~'[B'| y INB' estdn
definidas, entonces f~1[INB'] existe y f~[INB] = f~'[B.

Demostracion. Como la interseccion I N B estd definida y tanto u : I — B, como h : B’ — B son
subobjetos de B, entonces el siguiente diagrama conmutativo es un producto fibrado

INB LB

o

Como f~![B'] esté definida se tiene que el siguiente diagrama conmutativo

BB

ﬁIJ %) lh

A—f>B.

Consideremos los morfismos B, : f~![B'| = B', f'B1 : f~![B'] — I. Por la conmutatividad de (*)
se sigue que 1B, = fB1 = uf'Bi = u(f'B).Entonces existe un tnico morfismo & : f~![B'] = INB’
tal que B, = Y8 y f'B1 = w1 8. Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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)
w}wd?w\

1™

Por el lema anterior se tiene que f~![INB'] = f~1[B/].
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O]

Proposicion 1.8.5. Sea f: A — B un morfismo en € y consideremos las inclusiones Ay C Ay C A
y By C By C B. Entonces se tienen las siguiente relaciones siempre que ambos lados de la relacion

estén definidas

(a) (A1) C f(A2).

(b) f~'[Bi] C f~'[Ba].

(c) AvC [ [f(AD)].

“'[B1)).

= f(ff(AD).

) B =1 [B1])].

(d) B1 D f(f
(e) f(A1)
Vit

Demostracion. Solo probemos (b).

(b) Como B y B; son subobjetos de B 'y By C Bj, se tienen definidos los monomorfismos
vi:By — B,vy:By — Byv:B| — B con el siguiente diagrama conmutativo

B]v—1>B

| A

B>

También f~!

[B1] esté definida por lo que se tiene el producto fibrado
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Al tener vovy) = viY1 = fig-11p,) y al ser el dltimo diagrama un producto fibrado se obtiene la
existencia de un tinico morfismo y: f~![B;] — f~![B,] tal que el siguiente diagrama conmuta

Como if-11p,|Y = if-1[p,] cON if-1]p,] un monomorfismo. Por lo tanto y es un monomorfismo.
Asi, f'[B1] C f~![Ba].
Los demds incisos se prueban de manera similar.

]

Proposicion 1.8.6. Sea f : A — B un morfismo en €, donde € es una categoria con imdgenes e
imdgenes inversas. Si {ll; : A; — A}ics es una familia de subobjetos de A, donde UA; estd definida,
entonces Uf (A;) estd definida y ademds se tiene que Uf(A;) = f(UA;).

Demostracion. Sea 1 : UA; — A la unién de la familia {M;};c;. Sean p/ : A; — A los tinicos morfis-
mos tales que pupy = W; para todo i € I. Como f(A;) :=Im(fL;) y f(UA;) :=Im(uf) (ver 1.7.9).
Sean 6; : f(A;) = By A : f(UA;) — B las imdgenes de fu; y 1 f respectivamente. Luego, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo
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f(UA)

UA/ X,
e

—>fAl)

A;

~.

Por la conmutatividad del diagrama se tiene que fu; = AAu!. Por ser f(A;) = Im(fy;) imagen,
se tiene que existen dnicos morfismos {A; : f(A;) — f(UA;))}ier tal que 6; = AA; paratoda i € I,
es decir 6; < A para toda i € I. Obteniendo la conmutatividad del siguiente diagrama

. f(UA)
AU x‘
A i B
f(A)

Se quiere ver que A : f(UA;) — B es la unién de la familia de morfismos {6; : f(A;) — B}icr.
Supdngase que los 6's son llevados al subobjeto / : C — C mediante el morfismo g . Obteniendo
asi el siguiente diagrama conmutativo para toda i € [

Como la imagen inversa del subobjeto c bajo g estd dada por un producto fibrado , se obtiene
el siguiente diagrama conmutativo para toda i € [
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Pues g0; = hg; por conmutatividad del diagrama anterior y por definicién de imagen inversa de
h. Ademds, como fu; = 6,0 = %6/ y por hipétesis se tiene que UA; estd definida, por lo tanto
por la propiedad universal de la unidn se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Entonces 0o f = fiu = AA pero como f(UA;) = Im(fu) entonces existe un tinico morfismo
n:f(NA;) —g! (C,) que hace conmutar el siguiente diagrama

f(UA))

por suponer que los morfismos 6/s son llevados al subobjeto / : C' — C en C mediante el
morfismo g. Como gA = gapn = ha; 1, se obtiene que el siguiente diagrama conmuta

Por lo tanto, A : f(UA;) — B es la unién de la familia {6; : f(A;) — B}de subobjetos de B.
Probandose que Uf(A;) esta definida y Uf(A;) = f(UA;).

]

De manera analoga, se prueba la siguiente proposicion.
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Proposicion 1.8.7. Sea f : A — B un morfismo en €, donde € es una categoria imdgenes inversas.
Si {u; : B — B}ic1 es una familia de subobjetos de B, donde NB; estd definida, entonces Nf~'[B]
existe y ademds se tiene que Nf~'[B;] = f~'[NBj].

1.9. Objetos cero

Definicién 1.9.1. Un objeto 0 € € es llamado objeto inicial si |Homy(0,C)| = 1 para cada C €
Obj(%).

De manera dual a la definicion anterior, tenemos que

Definicion 1.9.2. Un objeto 0 € Obj(€) es llamado objeto terminal si |Homy(C,0)| = 1 para
cada C € Obj(%).

Definicion 1.9.3. Si 0 € Obj(%) es un objeto inicial y terminal, se dice que 0 es un objeto cero
para la categoria 6.

Definicion 1.9.4. Diremos que f € Homy(A,B) es el morfismo cero si se factoriza a través del
objeto cero. Es decir existen morfismos f' :A' — 0y f": 0 — B tal que f = f"f.

L . / . . . . . .
Observacion 1.9.5. Si 0 y O son dos objetos iniciales (terminales respectivamente) en una cate-
. . . . . . /
goria € con objeto iniciales (terminales respectivamente) entonces 0 = 0 .

Demostracion. Si 0y 0/ son objetos iniciales en la categoria ¢ entonces |[Homy(0,0)] =1y
|Hom4(0/,0)| = 1. Digamos que @ € Homy(0,0') y o' € Hom¢(0',0) entonces aa’ =1y y o' =
1o. Por lo tanto 0 =2 0. Analégamente si 0 y 0’ son objetos terminales en €. [

Ejemplo 1.9.6. En la categoria Con, el conjunto O es un objeto inicial pues para cada conjunto
A existe una sola funcion f : 0 — A cuyo dominio es 0. Esto se sigue de que una funcion de ® a A
es un subconjunto del producto cartesiano O X A pero O x A = 0. Por lo tanto f =0 : 0 — A para
cualquier conjunto A 'y entonces () es un objeto inicial. Sin embargo, O no es un objeto terminal pues
no se puede dar una funcion f : A — 0 para cualquier conjunto no vacio A. Pues por definicion a
cada elemento a € A le corresponderia un tinico elemento en el vacio lo cual no es posible.

Ejemplo 1.9.7. En la categoria Con sea S = {x} un conjunto con un sélo elemento. Se tiene que
S es objeto terminal en Con, pues sea A un conjunto arbitrarioy f : A — S una funcion. Para todo
a € A se debe tener que f(a) = x. Como esta es la tinica regla de correspondencia que se puede
dar para todo conjunto A entonces S = {x} es un objeto terminal en Con. Sin embargo, S = {x}
no es un objeto inicial en Con pues se puede dar mds de una correspondencia del conjunto S en
cualquier conjunto A con mds de dos elementos.

Ejemplo 1.9.8. En Grp, el grupo trivial (grupo con un sélo elemento, denotado {e}) es el objeto
inicial, terminal y por lo tanto el objeto cero en la categoria Grp.
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Demostracion. (i) Sea f :{e} — G un homomorfismo de grupos, donde {e} es el grupo trivial
y G es un grupo arbitrario. Por las propiedades de los homomorfismos de grupos, se tiene
que la regla de correspondencia es f(e) = € con €’ el elemento neutro de G entonces se sigue
que {e} es objeto inicial en Grp.

(ii) Sea f: G — {e} un homomorfismo de grupos del grupo trivial a G grupo arbitrario. Entonces
la regla de correspondencia es f(g) = e para todo g € G, se sigue que {e} es objeto terminal
en Grp.

De (i) y (ii) se sigue que {e} es objeto cero en Grp.
[

Observacion 1.9.9. Se puede ver que una categoria ¢ con objeto cero cada conjunto Homy (A, B)
tiene un unico morfismo cero, denotado por Oz o simplemente por Q.

1.10. Kerneles y Cokerneles

Definicion 1.10.1. Sea € una categoria con objeto ceroy f : A — B un morfismo en €. Se dice que
un morfismo u : K — A es un kernel de f si fu =0y para todo morfismo u' : K' — A en € tal que
fu' =0 existe un vinico morfismo v: K' — K en € tal que uy = u'. Es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

K#ALB

/
| u

K.
Observacion 1.10.2.

(a) Como un kernel de f estd dado por una propiedad universal, se sigue que cualesquiera dos
kerneles de f son isomorfos. A una eleccion de kernel de f, la denotaremos con Ker(f).

(b) Reformulando la definicion de kernel, se tiene que u: K — A es el kernel de f siy solo si el
siguiente cuadrado es un producto fibrado

al
—

=

<
—

0
|
B

— B.
f

=

(c) Como el kernel de f estd dado por el producto fibrado de inciso anterior y o : 0 — B es un
monomorfismo, se sigue que K = a~1(0) y u : K — A es un monomorfismo.



48 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ejemplo 1.10.3. En la categoria Grp, sea f : G — K un morfismo de grupos y
N ={xeG|f(x) = 1k}
entonces la inclusion i : Ker(f) < G es un kernel en el sentido categdrico (definicion 1.10.1).

Demostracion. (1) Féacilmente se puede ver que fi = 0 al tener la factorizacion de fi mediante
el objeto cero de la categoria Grp, como se ve en el siguiente diagrama conmutativo

Ker(f)

~ /
N
N
N
>
{1k}
(ii) Sea u’ : K" — G un monomorfismo tal que fu’' = 0; se quiere hacer ver que existe un dnico

morfismo y: K’ — Ker(f) tal que iy = u’. Primero, considerése la factorizacion del morfismo
' mediante su imagen

K’ u G
Im(u)

donde A es un epimorfismo e i’ es la inclusion de Im(u') en G. Luego, como

Im(u') ={y € G|u'(x) =y para algiin x € K'},

y al tener que fu'(x) = 1k para todo x € K’, se tiene que f(u/(x)) = 1k. Por lo tanto u/(x) €
Ker(f), probandose que Im(u') C Ker(f).

Luego, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo con g : Im(u') — K la inclusion

Im(u') « {1K}
f\
Ker ;

{1K}

Entonces toméndose ¥ := gh, se tiene para x € K’ arbitrario las siguientes igualdades
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Probéandose que iy = «’. Como i es un monomorfismo, se sigue la unicidad de 7y respecto a la
factorizacion de u’.

]

Definicion 1.10.4. Se dice que una categoria tiene kerneles si € tiene objeto cero y todos los
morfismos en € tienen un kernel en la categoria €.

Ejemplo 1.10.5. La categoria Grp tiene kerneles por el ejemplo 1.10.3. La categoria Ab también
tiene kerneles.

Lema 1.10.6. Sea € es una categoria con objeto cero. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si € es una categoria con igualadores entonces € tiene kerneles.
(b) Si f:A — B es un monomorfismo en €'y el morfismo f tiene kernel entonces Ker(f) = 0.

(c) Sean f:A — By g:B— C morfismos en €. Si existen Ker(f) y Ker(gf) entonces Ker(f) C
Ker(gf). Ademds, si g es monomorfismo entonces Ker(f) = Ker(gf).

Demostracion.  (a) Sea f:A— Bunmorfismoen % y04p:A — Bel morfismo cero en Homy (A, B).
Como ¥ tiene igualadores, existe un morfismo u : K — A en € tal que fu = Ospu = Ogp.
Ahora, considérese un morfismo u’' : K’ — A tal que fu' = Ospu’ = Ogp. Entonces se tiene
por la propiedad universal del igualador de los morfismos f y 04p la existencia de un unico
morfismo v: K’ — K tal que uy =u’.

f
K-—“+ A—2B
0B
|
u
K/

Por lo tanto u es kernel de f. Al ser el morfismo f en ¢ arbitrario € tiene kerneles.

(b) Sea f: A — B un morfismo en %, entonces al tener el morfismo f kernel en % existe un
morfismo u : K — A en % tal que fu = 0. Luego, al ser f un monomorfismo se obtiene que
u = 0. Probandose que Ker(f) =0.

(c) Supédngase que u: K — A es el kernel de gf y que v/ : K" — A es el kernel de f, entonces
se tiene que (gf)u’ = g(fu’') = g0 = 0. Luego, por la propiedad universal del kernel de gf
existe un tnico morfismo y: K’ — K tal que uy = . Al ser ¥’ monomorfismo se tiene que
Y es monomorfismo, lo cual implica que K’ C K. Asi, Ker(f) C Ker(gf). Ahora, si g es
un monomorfismo, como gfu = entonces fu = 0. Por lo tanto, existe un tnico morfismo
Y : K — K’ tal que u = u'y’. Se tiene por un lado que v’ = uy = (u'y')y =u/(y'y) y por otro
lado se tiene que u = u'y = (uy)yY = u(yy). Asi,

(i) u(yyY) =u(lg) implica que yy = 1g y;
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(i) u' (YY) = u(lg) implica que Yy = 1g.

Por lo tanto K = K’, demostrando que Ker(f) = Ker(gf).

De manera dual a la definicion de kernel, tenemos la siguiente definicion

Definicion 1.10.7. Sea € una categoria con objeto ceroy sea f : A — B un morfismo en €, se dice
que un morfismow : B — C en € es un cokernel de f si wf = 0y para todo morfismo w' : B— C’
en € tal que w' f = 0, existe un tinico morfismo y: C — C' tal que yw = w'.

Si todo morfismo en ¥ tiene cokernel, se dice que la categoria % tiene cokerneles. Se puede
ver que el cokernel de un morfismo es unico salvo isomorfismo y el objeto C en la definicion de
cokernel serd denotado como Coker(f).

Proposicion 1.10.8. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

K—Lop_ P4

|l

donde el cuadrado derecho es un producto fibrado, u es el kernel de a1 y v es el morfismo inducido
en el producto fibrado por los morfismo u : K — Ay y 0: K — Ay, entonces Y es el kernel de [3,.

Demostracion. Como el diagrama en la proposicion es conmutativo se tiene que ;7 = u 'y como
u es un monomorfismo pues u = Ker(o) se tiene que ¥ también es un monomorfismo. Luego, al
tener que el segundo cuadrado del diagrama es un producto fibrado se tiene el siguiente diagrama
conmutativo

Por lo tanto, se tiene que 0 = 3,7. Ahora, sea v : X — P un morfismo tal que 3,v = 0 entonces se
tiene que o B1v = o Brv = 00 = 0. Asi, por tener u = Ker(; ) se sigue de la propiedad universal
del kernel que existe un tnico morfismo w : X — K tal que uw = Bv.
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Asi pues, se quiere ver que v = yw. Consideremos el morfismo 6; :=uw : X — A; asi como
el morfismo 6, :=0: X — Ay, como Biv=uw = Biywy Bv = 0 = B,yw entonces los siguientes
diagramas conmutan

A] T1>A

Por la propiedad universal del coproducto fibrado, concluimos que yw = v.

Unicidad: Supdéngase que existe otro morfismo w' : X — K tal que yw’ = v = yw. Al ser y un
monomorfismo se sigue que w' = w. Probandose que ¥ = Ker(f).

]

Proposicion 1.10.9. Consideremos el siguiente diagrama en una categoria ¢ con objeto cero

donde By es el kernel del morfismo B, : B— B’, entonces el diagrama puede ser extendido a
un producto fibrado siy sélo si a; = Ker(f,3).

Demostracion. (<) Supongase que ot = Ker(f3,33) entonces ;3301 = 0. Pero como o = Ker(333)
se tiene entonces que existe un dUnico morfismo y: A" — B’ tal que By = B304. Ahora,
considérense, 0 : X — B y 6, : X — A morfismos en ¢ tales que 8,6, = 36,. Como
B2B36> = B2P16; =0y al tener que a; = Ker(,33) se sigue por la propiedad universal del
kernel de 3,83 que existe un tinico morfismo 1 : X — A’ tal que oy = 65. Por otro lado, co-
mo 3 = Ker(f3,) se tiene que 1 es un monomorfismo. Como B1yn = Bzoyn = 36, = B16;
se sigue que yn = 0. Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta
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Probandose que el diagrama de la proposicion se puede extender a un producto fibrado.

(=) Supéngase que existe un morfismo y: A’ — B’ en ¢ tal que completa un cuadrado con-
mutativo 301 = P17, el cual es un producto fibrado. Veamos que o = Ker(f3,33). Al ser

B1 = Ker(B,) se tiene que B, = 0. Por lo tanto, B30 = B2 17 = 0.

Ahora, considérese un morfismo 0 : X — A en € tal que 3,836 = 0. De esta manera al tener
que B = Ker(B) se tiene por la propiedad universal del kernel que existe un inico morfismo
N : X — B’ tal que Bin = B36. Por lo que se sigue de la propiedad universal del coproducto
fibrado la existencia de un dnico morfismo 6 : X — A tal que Y0 =1y a0 = . Es decir, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo

Probandose que o = Ker(f3,33).

]

Proposicion 1.10.10. Sean u : K — A el kernel de un morfismo f :A — By p: A — C el cokernel
de u, entonces u = Ker(p).

Demostracion. Sean u = Ker(f) y p = Coker(u), entonces pu = 0. Considérese un morfismo v :
X — Aen % tal que pv =0. Como fu =0y Coker(u) = p, existe un dnico morfismo y: C — B tal
que f = yp. Porlo que fv=ypv =0y como u = Ker(f), se tiene por la propiedad universal del
kernel la existencia de un tnico morfismo ¥ : X — K tal que uy’ = v. Es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

K#ALB

+ P
J/: /lp/Y

X C.

Por lo tanto, u = Ker(p).
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1.11. Categorias normales y conormales

Definicion 1.11.1. Se dice que una categoria € con objeto cero es normal si todo monomorfismo
en dicha categoria es el kernel de algiin morfismo en €.

De manera dual, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 1.11.2. Se dice que una categoria € con objeto cero es conormal si todo epimorfismo
en dicha categoria es el cokernel de algiin morfismo en €.

Proposicion 1.11.3. Sea € una categoria con kerneles y normal entonces € tiene imdgenes inver-
sas e intersecciones finitas.

Demostracion. Sea f: A — Bun morfismo en 4’y u : B’ — B un subobjeto de B. Como la categoria
% es normal, u es el kernel de algtin morfismo o : B— B” y como % tiene kerneles, consideremos
u = Ker(oyf) con u' : A’ — A. Por proposicién 1.10.9 existe un morfismo y: A" — B’ tal que el
cuadrado del siguiente diagrama conmutativo es un producto fibrado

A A

|

/ //

Por definicién de imagen inversa se tiene que f~![B'] = A’ demostrando que % tiene imagenes
inversas. Para dos subobjetos de Bu' : B — By u’ : B — B de B, se tiene que B'NB" = (u')~'(B")
probandose que % tiene intersecciones finitas. [

Lema 1.11.4. Sea € una categoria con kerneles y cokerneles. Las siguientes condiciones se satis-
facen.

(a) Si € es normaly u:A — B es un monomorfismo entonces Ker(Coker(u)) = u.

(b) Si € es conormaly p:A — B es un epimorfismo entonces Coker(Ker(p)) = p.
Demostracion. (a) Como % es normal y u es un monomorfismo entonces u es el kernel de algin
morfismo, sea u = Ker(f) con f: B — C. Como % tiene cokerneles, sea p = Coker(u) entonces

por 1.10.10 se tiene que Ker(Coker(u)) = Ker(p) = u. Probandose que Ker(Coker(u)) = u.
(b) Se demuestra de manera andloga el inciso (a). L]

Lema 1.11.5. Si € es una categoria normal entonces € es una categoria balanceada.
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Demostracion. Sea € una categoria normal y f : A — B un monomorfismo en % que también es
un epimorfismo. Por el inciso (a) del lema anterior se tiene que f := Ker(Coker(f)). Como f es
un epimorfismo, se tiene entonces por el inciso (b) del dual del lema 1.10.6 que Coker(f) = 0. Es
decir oo = Coker(f) :=B — 0.

(i) Veamos que f es un epi-escindido. En efecto, al considerarse el morfismo & : B — 0 se tiene

que o1 = 0. Por lema anterior se tiene que Ker(Coker(f)) = Ker(B 2 0) = f. Entonces por
propiedad universal del kernel de o, existe un unico morfismo ¥ : B — A tal que el siguiente
diagrama conmuta

AL B %= Coker(f)

/r
|
Y|A
B

Por lo tanto, fy = 1p.

(i1) Veamos que f es un mono-escindido. En efecto, se tiene la siguiente igualdad

ff)=Unf=1sf=f=fla.

Asi, al ser f un monomorfismo se sigue que Yf = 14. Por lo tanto, f es mono-escindido.

Asi, de (i) y (ii) se tiene que f es un isomorfismo. Probandose que la categoria % es balanceada.
]

Lema 1.11.6. Sea € una categoria con objeto cero, imdgenes y f : A — B un morfismo en €.
Supongase que f tiene cokernel (p : B— Coker(f))y que p = Coker(f) tiene kernel (v : Ker(p) —
B). Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones.

(1) Existe un tinico morfismo q : A — Ker(p) tal que f = vq.
(2) Si € tiene cokerneles y es normal entonces Im(f) = Ker(Coker(f)). Ademds, si € también

tiene igualadores entonces q = Coim(f).

Demostracion. (1) Puesto que p = Coker(f) se tiene que pf = 0. Como v = Ker(p) , por la pro-
piedad universal existe un dnico morfismo ¢ : A — Ker(p) tal que f = vq. Es decir, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

A—T p_?

I /
ql
1 ‘

Ker(p).

Coker(f)
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(2) Veamos que v : Ker(p) — B es la imagen del morfismo f. Por el inciso (1) basta probar
la segunda propiedad de imagen. Sea ¥y : B’ — B un subobjeto de B tal que f = yB para
algtin morfismo 8 : A — B’. Como % tiene cokerneles. Sea & : B — Coker () el cokernel del
morfismo y: B’ — B. Al ser ¥ un monomorfismo se tiene que Ker(Coker(y)) = 7, es decir,
Ker(0) = v. Por otro lado, tenemos que 6 f = 6y = 0B = 0, entonces por la propiedad
universal del cokernel de f existe un unico morfismo 7 : Coker(f) — Coker(y) que es tal
que 8 = 1 p. Veamos que existe m : Ker(p) — B’ tal que el siguiente diagrama conmuta

B/
BTN
m
|

A——_ Ker(p) 5—B 2, Coker(f)
|

|
5 L

Coker(y)

En efecto, tenemos que 0 = pf = fvq. Pero g es un epimorfismo y entonces pv = 0. Por lo
tanto, v = 1 pv = 0. Luego, por la propiedad universal del kernel de 0 se tiene la existencia
de un dnico morfismo m : Ker(p) — B’ tal que v = ym. Por lo tanto, v = Im(f). Por construc-
cidn, se tiene que Ker(Coker(f)) = v. Probandose que Ker(Coker(f)) = Im(f).

En caso de que % tenga igualadores, por proposicion 1.7.7 al tener que f = vg con v = Im(f)
se sigue que g es un epimorfismo. Luego, sea f =1'¢’ otra factorizacién de f cong’ : A — I un
epimorfismo. Entonces, como 0 = pf = pv'q' y ¢ es un monomorfismo se tiene que pv' = 0.
De la propiedad universal del kernel de p que existe un dnico morfismo y : I’ — Ker(p)
tal que v/ = vy. Como vg = f = V¢’ = vyq y v es un monomorfismo pues v = Im(f),
concluimos que ¢ = y¢q'. Probandose que ¢ = Coim(f).

]

1.12. Categorias exactas

Definicion 1.12.1. Se dice que una categoria € es una categoria exacta si G tiene kerneles y
cokerneles, es normal y conormal y ademds todo morfismo f : A — B en € puede ser factorizado
como f =vq

f
/\

en donde q es un epimorfismo y v es un monomorfismo.
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Lema 1.12.2. Sea € una categoria exactay f : A — B un morfismo en € tal que f se factoriza
como f = vq con q un epimorfismo y v un monomorfismo. Considerando el siguiente diagrama
conmutativo

Ker(q)

LA ! B Coker(v)
1

donde u = Ker(q), p = Coker(v), se satisfacen las siguientes afirmaciones.

(a) € es una categoria balanceada que tiene imdgenes.

(b) Ker(f)=u, Coker(f)=pyIm(f)=nv.
Demostracion.

(a) Como ¥ es una categoria exacta entonces % es una categoria normal. Por lo tanto, del lema
1.11.5 se tiene que ¥ es una categoria balanceada. Luego, por inciso (2) del lema 1.11.6 se tiene
que Ker(Coker(f)) = Im(f) demostrando que % tiene imagenes.

(b) Puesto que v es un monomorfismo se tiene por lema 1.10.6 que Ker(f) = Ker(vq) = Ker(q) = u.
Dualmente, se tiene que Coker(f) = p. Luego, por inciso (a) de este mismo lema se tiene que € es
balanceada y tiene imdgenes, entonces f tiene imagen a saber Im(f) = Ker(Coker(f)). Como f =
vq con v un monomorfismo y ¢ un epimorfismo, por lema 1.11.6 concluimos que v=Im(f). [

Observacion 1.12.3.

(a) Una categoria € que es normal, conormal, con kerneles, cokerneles e igualadores es una cate-
goria exacta.

(b) Una categoria € es exacta si 'y solo si €°P es exacta.
(c) Si € es exacta entonces € tiene coimdgenes.

(d) En el lema anterior se tiene que Coim(f) = Coker(Ker(f)) = q.
Definicion 1.12.4. Sea € una categoria exacta, decimos que una sucesion de morfismos en €

Qit1

o
Ay A; Ay —

es una sucesion exacta si Im(o;_1) = Ker(o;) para todo i.
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Proposicion 1.12.5. En una categoria exacta € se satisfacen las siguientes afirmaciones:

a B ., . . .oaf B ..
(a) A= B — C es una sucesion exacta en € siy solo si A < B < C es una sucesion exacta en
EOP.

o 1% . 2 .
(b) 0—A = B es una sucesion exacta en € siy sélo si o es un monomorfismo.
04 .. . . . .
(c) A= B—0 es una sucesion exacta en € si 'y solo si & es un epimorfismo.

o ., . . . .
(d) 0—A = B—0 es una sucesion exacta en € si'y solo si o, es un isomorfismo.

Demostracion.

(a) (=) Como ¥ es una categoria exacta entonces se tienen las siguientes factorizaciones de los

morfismos a y 3
A < B i C
1 J

con g,r epimorfismos y v,w monomorfismos. Luego, por lema 1.12.2 se tiene que Im(o) = v,

Im(B) =wy Coim(B) = r. Pero por hipétesis de ser sucesion exacta en € se tiene que
Im(a) = v = Ker(f). Por lo tanto v = Ker(r). Se quiere demostrar que r = Coker(a.),

para demostrar esto vemos que al ser r un epimorfismo y por el lema 1.11.4 se tiene que
Coker(Ker(r)) =r = Coker(v). Por lo tanto, Coker(a) = Coker(vq) = Coker(v) = Coker(Ker(r)) =
r = Coim(), pero por el principio de dualidad se tiene que

(i) Coker(a) se convierte en Ker(a™) en €°P.
(ii) Coim(B) se convierte en Im(f3)* en €°P.

Por lo tanto, Ker(a*) = r* = Im(B*). Probandose que A &~ B £” C es una sucesién exacta en

cP.
(<) Sesigue del inciso (b) de la observacion 1.12.3 y de la implicacién que se acaba de demostrar.
(b) (=) Supéngase que 0—A > B es una sucesién exacta en % por lo que Ker(ot) = 0 = Im(0 —

A) y se quiere ver que ¢ es un monomorfismo. Para esto consideremos la factorizacion de o
a través de su imagen, esto es,

Im(f)

con & = vq. Luego, g = Coker(Ker(a)) = Coker(0 — A) pues Ker(a) = (0 — A). Pero se
puede probar ficilmente que Coker(0 — A) = 14. Por lo tanto & = vg = v y entonces « es
monomorfismo pues v lo es.
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(<) Por un lado, como & es un monomorfismo por el inciso (b) del lema 1.10.6 se tiene que

Ker(a) = 0. Por otro lado Im(0 — A) = 0 probandose que 0—A - B es una sucesién exacta
en .

(c) Se sigue de los incisos (a) y (b).
(d) Se sigue de (b) y (c¢) al ser ¥ una categoria exacta. ]
Definicion 1.12.6. Una sucesion exacta corta en una categoria exacta 6 es una sucesion exacta

0—sA-2s5-P.c o

en donde el objeto C € € serd denotado usualmente como B/A.

Lema 1.12.7. Una sucesion de morfismos

0 A2, P ¢ 0

es una sucesion exacta corta si 'y sélo si B es epimorfismo y oo = Ker ().

Demostracion. (<) Como o = Ker(f3), tenemos que o es un monomorfismo. Luego, basta verifi-
car que Im(a) = Ker(f). Por hipétesis oo = Ker(f3) y como & es un monomorfismo entonces
Im(a) = o por lo tanto Im(a) = Ker(). Demostrando que la sucesion es exacta.

(=) Basta verificar que @ = Ker(f3). Como la sucesion es exacta corta por hipétesis entonces

0—A % B es una sucesion exacta. Por lo tanto & es un monomorfismo, entonces I m(o) = Q.
Probandose que a = Im(o) = Ker(a).

O

De manera andloga, se tiene la siguiente caracterizacion de una sucesion exacta corta.

Lema 1.12.8. Una sucesion de morfismos

0 A—2,p P ¢ 0

es una sucesion exacta corta si'y solo si o es monomorfismoy B = Coker(o).

Demostracion.

(=) Por los incisos (a) y (c) del lema 1.12.5 se tiene que B es un epimorfismo por lo que 8 =
Coker(Ker(B)) por lema 1.11.4 (b). Por lema 1.12.7, tenemos que Ker(f3) = . Demostrando que
B = Coker(at).
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(<) Porlema 1.12.7, basta ver que & = Ker(f3). Como « es un monomorfismo entonces Ker(Coker(a)) =
o por lema 1.11.4 (a). Pero B = Coker(a.), por lo tanto oo = Ker(f3).También 3 es un epimorfismo
pues B = Coker(a). Luego por lema 1.12.7, se tiene que la sucesién es exacta. [

Lema 1.12.9. Sea € una categoria y consideremos el siguiente diagrama conmutativo

KLALB

o el ]

K/ —/>A/ —,>B/
U f

donde o, y v son isomorfismos y el primer renglon es sucesion exacta. Entonces el segundo
renglon es una sucesion exacta.
Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. 0

Lema 1.12.10. En el siguiente diagrama

0 4O B

B B/A 0

|7

0——A' ——B ——B /A ——0
o B

donde la primera y segunda fila son sucesiones exactas cortas, existe un vinico morfismoy : A — A’
tal que yao = o'y si'y sdlo si existe un vinico morfismo yY' : B/A — B' /A’ tal que ¥'B = B'y.

Demostracion. (=) Supdngase que existe ¥ : A — A’ tal que ya = o'y entonces f'yo = p’'a’y =
0 pues a’ = Ker(B’). Como 8 = Coker(a) por propiedad universal del cokernel de o existe
un dnico morfismo Y’ : B/A — B’ /A" tal que '3 = B'y.

(<) La demostracion es andloga a la implicacion anterior.

Observacion 1.12.11. En el lema anterior con con B=B'.

B

0 A—2-B B/A 0
' [
7! 1p Ly’
+ <
0 A B B /A ——0
a/ B/

Se tiene que oo < o si 'y solo si B < B.
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Proposicion 1.12.12. En una categoria exacta € sea

a;

{0 A; A P A/A; 0}ier

una familia de sucesiones exactas. Son equivalentes

(a) Existe una sucesion exacta en ¢

0— A —“a—*

AJA 0

que satisface los siguientes incisos:

(i) para A existe una familia de morfismos {B] : AJA; — AJA'}icy tales que A = B! B; para todo
i € 1. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i € 1.

AJA A

| A

A/A;.

(ii) si @ : A — X es un morfismo tal que el siguiente diagrama es conmutativo para toda i € 1

X% 4

J A4

A/A;
entonces existe un vnico morfismo 8 : A/A" — X tal que 6 = S

AJA

JIRN

(b) u:A"— A es la union de la familia {o; : A; — A}icj de subobjetos de A.

Demostracion.

(a) = (b) Primero veamos que ¢; < u para todo i € . Por inciso (i) existen morfismos f3/ : A/A; —
A/A’ tales que A = B/B; para toda i € I entonces por lema 1.12.10 se tiene la existencia de una
familia de morfismos {Ocl.’ :Aj — A}ier tal que o = uai’ para todo i € I. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta para toda i € I.
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0— A —“ A2 A/A 0
/P

g |Bi/
|

/'\
Al
I
00— Ai g A A/A ——0.

Probdndose que o; < u. Ahora veamos la propiedad de ser llevado. Sea i : B — B un subob-
jeto de B tal que cada o; es llevado por u mediante f. Es decir, tenemos el siguiente cuadrado
conmutativo para toda i € /

Por lema 1.10.9, existe A; : A/A; — B/B’ para toda i € I tal que el siguiente diagrama conmuta

0— A —%a—Piaa 0
fll lf lli
0——B ——B—pB/B 0.

Considerando 8 = gf con g: B— B/B’y f : A — B, se tiene por inciso (b) la existencia de un
tinico morfismo 6 : A/A" — A/B’ tal que 8 = &Y. Por lema 1.10.9 , existe ' : A’ — B’ tal que el
siguiente diagrama conmuta

A

0 AI’ A A/A 0 (*)
|
' f 15
4 v
/ /
0 B ——B—B/B 0.

Por lo tanto u es llevado mediante f all subobjeto u : B — B de B. Por lo tanto u: A’ — A es la
unién de la familia de morfismos {a; : A; — A}ic.

(<) Supéngase que u: A" — A es la unién de la familia {a; : A; — A};c; de subobjetos de A.
Entonces como o; = uct, puesto que o; < u y por lema 1.10.9 se tiene que el siguiente diagrama es
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conmutativo para toda i € /

Qi

A Pasa——0
|

I Iﬁi/
4

/
A——A/A 0.

)

|

of |

3

0 A

~

u

Por lo tanto se satisface (i). Ahora sea 6 : A — X morfismo tal que pada cada i existe A; : A/A; —
X tal que el siguiente diagrama conmuta

X<LA

{4

A/JA;

Sea 0’ : K — A el kernel de 6. Como 0¢; = A;;0;; = A;0 = Opara toda i € I, por la propiedad
universal del kernel de 6 existe un dnico morfismo % : A — K tal que o; = 0’y; para toda i € 1,
obteniendo el siguiente diagrama conmutativo

0— A YA Paia——o
| |
Yil 14 I A
v +
/
0——K—+A—pB/B ——0.

Es decir, los morfismos /s son llevados al subobjeto 8" : K — A mediante 14 : A — A y como
u:A" — A eslaunién de los afs se tiene entonces que existe Y : A" — K tal que el siguiente
diagrama conmuta

AL A

1

K——A.
6/

Como Ou = 60"y =0y =0y A = Coker(u), existe; delta: A/A" — X tal que el siguiente
diagrama conmuta

0— A 4 a2t

AJA —0
|
14 16

3
/
0——K——A—7>B/B
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Satisfaciéndose (ii). Por lo tanto la sucesion exacta corta

A

0 A ——A AJA 0

satisface (i) y (ii).
O]
Proposicion 1.12.13. En una categoria exacta €, considerese la familia de sucesiones exactas

Q;

(0—— a2 Pha/a 0},

entonces existe una sucesion exacta corta

tal que dicha sucesion satisface el inciso (i) y (ii) de la proposicion anterior.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama con 35 = Coker(f,0,) (pues € tiene coker-
neles)

A p P A/A, 0
B2
AJAy ——X
2

Por dual de la proposicién 1.10.9 que el diagrama anterior se puede extender al siguiente co-
producto fibrado

ALA/AI (1)

ﬁzl lB{

2

Como f; y B> son epimorfismos entonces f{ y 33 también son epimorfismos, por lo tanto 35,
y B{B1 son epimorfismos. Entonces por conmutatividad del diagrama (1) se tiene que 35> = BB,
tomemos A := ;B> = B Pi. Luego, se forma una sucesién exacta con A y Ker(1) = u

L x 0.

0—— Ker(A) ——A
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Sea A’ = Ker(A), por lo que se tiene la siguiente sucesion exacta

0——A —“SA—*4/4 —0.

Por el diagrama (1) , se tiene que A saisface la propiedad (i) de 1.12.12. Se 6 : A — C tal que
existen morfismos {A; : A/A; — C}i—1 > tal que A3, = 6 = A4, B;. Luego entonces existe un tinico
0 :A/A" — C tal que el siguiente diagrama conmuta

ml 5|

AJAy ——AJA
B N
N
N
NC

Por lo tanto, 6 = A; B; = 6 B{ 1 = 4. Probandose que se satisfacen (i) y (i) de 1.12.12. [

M

Corolario 1.12.14. Si € es una categoria exacta entonces € tiene uniones finitas.

Demostracion. Como % es una categoria exacta entonces % es una categoria conormal que tiene
cokerneles. Luego, por la proposicion anterior se satisfacen los incisos (i) y (ii) de la proposicién
1.12.12. Por lo tanto % tiene uniones finitas. [

1.13. Teoremas de isomorfismo y lema del 9

Proposicion 1.13.1. En una categoria exacta 6 consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0
A’ A A"
61 m 01
0 g g Pop 0
& M2 0,
! /!
0 €' ——=C—=C 0
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con todas las columnas vy filas exactas, entonces existen morfismos o :A' —Ay ap : A — A"
tales que B18) = Ny y Boni = 010,. Ademds la sucesion

es una sucesion exacta corta.

Demostracion. Por el lema 1.12.10 al tener que el morfismo ¥, es tal que 19, = M2 se tiene
la existencia del morfismo o : A’ — A tal que B16; = M@ . De la misma manera al tener que
el morfismo 9, es tal que 11, = 6,3, se tiene la existencia de un morfismo o : A — A” tal que
Boni = 610.

Al ser ;61 un monomorfismo y $;8; = 1 ¢ entonces @ es monomorfismo, luego por conmuta-
tividad del cuadrado superior izquierdo N0 = B2 101 = 06; = 0. Primero demostraremos que

la sucesion
0,

0 Al G g P & o *)
es una sucesion exacta, para esto se tiene que ver antes que

0 A/ (0] A Bami B//

es una sucesion exacta. Como ; es un monomorfismo por construccién sélo bastaria ver que
oy = Ker(Byn1). Ya se vio que 10 = 0, ahora supéngase que existe un morfismo u : X — A tal

que Bomiu =0

A/ [29] A ﬁan B//

/L

X

Pero como f; = Ker(3;), existe un dnico morfismo u’' : X — B’ tal que el siguiente diagrama
conmuta

B/ ﬁl B BZ B//

Luego, como ¥, 6, = Moy se tiene que (y16)u’ = nafiu’ = na(Biu’) = naniu = Ou = 0; asi
al ser y un monomorfismo se obtiene que &,u’ = 0. Puesto que §; = Ker(5,) entonces existe un
tinico morfismo u” : X — A tal que el siguiente diagrama conmuta
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Obteniendo asf las siguientes igualdades, o u” = B161u” = B’ = Nyu, y al ser 11; un monomor-
fismo se tiene que o u” = u. Como ya se tenia que (8,11)a; = 0 entonces o = Ker(f211). Por lo

tanto la sucesion

(25] A ﬁan B//

0 A

es una sucesion exacta. De manera dual se muestra que

A ﬁan B// 6, C// O

es una sucesion exacta demostrando que la sucesion (*) es una sucesion exacta. Considerando el
siguiente diagrama en ¢

/ 21 B"

donde u = Im(B,1n;). Como 610, = B,n; entonces Ker(PBan;) = Ker(6;02). Luego, al ser

0 un monomorfismo y como la sucesion (*) es exacta entonces @ = Im(ay) = Ker(fn;) =

Ker(a). Por lo tanto Im(a; ) = Ker(a). Veamos que o es un epimorfismo. En efecto, puesto que

Im(Bny) = Ker(6;) y Ker(6,) = 6; entonces como 0; = Im(f,1;) lo cual implica que existe un

tinico isomorfismo m : A” — I tal que um = 0;. Como u es un monomorfismo y uqg = uma, se tiene
~1

que ¢ = moy. Asi al ser m un isomorfismo, se tiene que m~'g = m~'may implica que m~'qg = 0.
Por otro lado al ser gm ™! un epimorfismo entonces o es un epimorfismo, por lo que la sucesién

C//

0 A A B g 0

es una sucesion exacta.

A la proposicién anterior se le conoce también como “el lema del 9.
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Corolario 1.13.2. Sea B C Ay C A subobjetos en una categoria exacta € entonces se tiene el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 Ay A A1/Ay ——0

Ll

0 Ay /B Aj/B—— A /Ay —— 0.

Demostracion. Por el dual de la proposicion anterior se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0
0— B B 0 0
0 As A Ai/Ay —0

con filas y renglones exactos. 0

Proposicion 1.13.3. Sea € una categoria exacta. Si el diagrama conmutativo siguiente es un pro-
ducto fibrado

B
ﬁzl J/al

y ademds o es un monomorfismo y O un epimorfismos, entonces el diagrama anterior puede
ser extendido a un diagrama conmutativo con filas y renglones exactos de la forma
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0 0 0
0 ‘l g P oo
e
0
0——A—sB—sC—0
l Yo %
0— 00— (C'"——=C"—0
0 0 0

Demostracion. Como % es una categoria exacta entonces el morfismo «; tiene cokernel a saber el
morfismo ¥ : C — C”. También el morfismo @, tiene kernel a saber el morfismo 6 : A — B. Como
oy es un monomorfismo entonces Im(o) = a; pero por construccion y = Coker (o). Asi

Im(oy) = ay = Ker(Coker(oy)) = Ker(y)

por lo tanto Im( ;) = Ker(y). Andlogamente, Im(6) = Ker( o). Luego, por proposicion 1.10.9, se
tiene que B, = Ker(yap) demostrando que la columna central del diagrama es exacta. Por el lema
del 9 se tiene que existen morfismos 6 : A — B ' y A : B’ — C' talque 014 = 0 y ouA = a3, con

sucesion exacta. Asi, por propiedad universal del kernel de ¥ se tiene que A = f3;. En efecto, como
B> = Ker(yoy), entonces Yo 32 = 0. Pero ap = Ker(y) por propiedad universal del kernel de y
existe un tnico morfismo f; tal que & 1 = 0 B> = A A. Pero aj A = o B>. Probandose que B = A
pues Q; es un monomorfismo. [

Corolario 1.13.4. Sea f : A — B un morfismo en una categoria exacta 6. Si U : B — B es un
subobjeto de B. Entonces se tiene un epimorfismo

B ————Im(f)nB
Yy una sucesion exacta

0—— f 1B ——A——Im(f)/Im(f)NB ——0.

Demostracion. Por definicién de imagen inversa y por observacidn anterior se tiene que produc-
to fibrados e intersecciones finitas coinciden. Por tanto se puede construir el siguiente diagrama
conmutativo
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BB <2 Im(f)NB

S

A 7 B 7 Im(f).

Asi, como Uy y %» son monomorfismos y al tener la factorizacion de f a través de su imagen

se tiene que existe ¢ : A — Im(f) tal que y,q = f entonces por lema 1.4.5 se tiene el siguiente
producto fibrado.

B 2 Im(f)NB’

W s

A————Im(f).

Al ser g un epimorfismo, por proposicion anterior se obtiene la sucesion exacta

0—— fUB|——=A——Im(f)/Im(f)NnB' ——0.

Proposicion 1.13.5. En una categoria exacta €, consideremos el diagrama

0 0 0
0 A A B 0
S| @m| (1) |6
0 g Pp Pop 0
sl Bm|l @ |6
! /!
0 (' ——C—=C 0
0 0 0

donde la fila y la columna central son exactas. Entonces el diagrama anterior es conmutati-
vo con filas y renglones exactos si y solo si (2) y (4) son producto fibrado y coproducto fibrado
respectivamente, y (1) y (3) son las factorizaciones a través de su imdgen de Bony y N2f1.

Demostracion. (=-) Si en el diagrama anterior se tiene la conmutatividad asi como la exactitud
de todas las filas y columnas entonces o, es un epimorfismo y 6; un monomorfismo. Al ser
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B = 61 se tiene que 0 o es la factorizacion de ,1; mediante su imagen. De la misma
manera, Y, 0; es la factorizacion de 1, 8; mediante su imagen. Para ver que (2) es un producto
fibrado, basta ver que o = Ker(B211). Pero By1n1 = 61 entonces Ker(Ban1) = Ker(0; )
y como 6; es monomorfismo entonces Ker(0; ) = Ker(a). Por lo tanto Ker(fon1) = a; y
por proposicién 1.10.9, (2) se puede extender a un producto fibrado. Andlogamente se prueba
que (4) se puede extender a un coproducto fibrado.

Como (2) se puede extender a un producto fibrado, entonces &y = Ker(fy1n1) = Ker(6,00)
y al ser 8; un monomorfismo, se tiene que o = Ker(0;0,) = Ker(ay). Por lo tanto o) =
Ker(op). Veamos que o es un epimorfismo. En efecto, al tener que 0; o es la factorizacion
de B> através de su imagen se obtiene que @, es un epimorfismo. Por lo tanto, la primera
fila y la columna son sucesiones exactas. De manera dual la fila y columna restantes son
también sucesiones exactas.

]

Corolario 1.13.6. En una categoria exacta ¢ , si ) : A1 — Ay 0 : Ap — A son subobjetos de A,
entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo con columnas y filas exactas

0 0 0
0— A NAr—1 Ay — 5 Ay JA NA, —— 0
N 1 o 0
0 Al ————A——— AJA| ——0

1
12 o &

0 —>A1/A1 NAj T)A/Az T)A/Al UAy) ——0
1 h

Demostracion. Como la interseccion finita coincide con producto fibrados entonces el cuadrado
(1) es un producto fibrado. Luego, por proposicion 1.12.13 tenemos que el cuadrado

/

o
A—>A/A1

azl B

A/A2 T>A/A1 UAp
b

es un coproducto fibrado. Ahora, sea oy = 67> con ¥ un epimorfismo y 6; un monomorfismo,
es decir, tenemos la factorizacién a través de su imagen de o 0;. Andlogamente o a; se factoriza



1.13. TEOREMAS DE ISOMORFISMO Y LEMA DEL 9 71

mediante su imagen, entonces por el corolario anterior todo el diagrama es conmutativo con filas y

renglones exactos. O

Corolario 1.13.7. Si a1 : A; — Ay ap : Ay — A son subobjetos de A en una categoria exacta 6.
Entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

0—— A NA, Ao Az/AlﬂA2—>0
0 Al AlUA, — A UAQ/A1—>0.

Demostracion. Remplazando A por A; UA; en el diagrama del corolario anterior obtenemos el

diagrama

0 0 0
0—— A NA> m A> i Az/Al NA; ——0
N (0] 81
o o
0 A AlUA, — A UA2/A1—>0
Z ) &
0—>A1/A1ﬂA2T>A/A2 5 0 0
1 2
0 0 0

con filas y renglones exactos , por lo tanto se tiene el diagrama

0— A NAy As Az/Al NA, ——0
0 Ay AlUA, — Ay UAz/Al —0

con renglones exactos. O

Corolario 1.13.8. Consideremos el siguiente diagrama en una categoria exacta € con fila y co-
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lumna exacta,

m

n2

Entonces:

(1) Bany es epimorfismo resp.(monomorfismo) si 'y sélo si Ny By es epimorfismo resp.(monomorfismo).

(2) Bamy es isomorfismo si 'y solo si NPy es isomorfismo.
Demostracion.

(a) Sin perdida de generalidad supongamos que 1,3 es un epimorfismo. Consideremos el diagrama
de la proposicion 1.10.9, como 7, 6; es una factorizacién mediante su imagen, asi y10, = 1231 y al
suponer 1, es epimorfismo tenemos que ¥; es un epimorfismo. Como Coker(y;) = ¥,, entonces
C” = 0. Entonces 0; es un epimorfismo y por lo tanto 6;a; = 5,1 es un epimorfismo.

0
A-2547
|
m |91
0 gt g P 5” 0
| |
51i U iez
C-->C-=--C"
N b7l
0

(b) Se sigue del inciso (a) y que ¥ es una categoria balanceada.
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1.14. Productos y Coproductos

Definicion 1.14.1. Sea {A;}ic; una familia de objetos en €, entonces una familia de morfismos
{pi : A — A;}icr es un producto para la familia {A;}ic si se cumple que para cualquier familia de
morfismos {a; : A" — A;}icq existe un vnico morfismo o : A’ — A tal que o; = p;a para toda i € I.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Observacion 1.14.2.

(a) Sea {p;i:A — A;}ic; un producto de la familia {A;}ic; de objetos en €, entonces el producto es
tinico salvo isomorfismo.

(b) Una familia {p; : A — A;}icr es un producto de la familia {A;}ic; de objetos en € si'y sélo sila
funcion
On  Homys (B,A) —— [Tie Home (B,A;)

definida por ¢p(B) = (piP)icr es biyectiva para todo objeto B € € con [|;c; Homy (B, A;) producto
cartesiano de conjuntos.

Demostracion.

(a) Sean {p;:A— A;}icry {p]:A’ — A;}ics productos de la familia {A; } ic; de objetos de € entonces
se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

A Y AN

PN

A;

cona’ A’ - Ay a:A— A’ morfismos dnicos respecto a cumplir que p/ = p;0’ y p; = p] ot
respectivamente para todo i € I. Luego por la propiedad universal del producto {p; : A" — A;}ics
se tiene que 6 = oo’ : A" — A’ es tinico respecto a satisfacer que p/6 = p/ pero p;1a4» = p/. Por lo
tanto ocot’ = O = 1,/. De la misma manera se obtiene que o’ = 14. Probandose asi que el producto
es unico salvo isomorfismo.

(b) («=) Por un lado, al suponer que ¢p es suprayectiva entonces para cada (f3;) € [[;c; Homy (B, A;)
con f3; : B — A; entonces existe algiin morfismo f3 : B — A tal que ¢p(f) = B; para toda i € I. Por
lo tanto existe un 3 : B — A tal que p;3 = B; para toda i € I. Por otro lado, al suponer que ¢p es
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inyectiva se tiene que si ', : B — A son morfismos tales que p; = B/ = p;’ para todo i € I
entonces 8’ = . Por lo tanto se obtiene la conmutatividad del siguiente diagrama para toda i € 1

con 3 : B — A tnico respecto a la conmutatividad del diagrama anterior. Probandose que la
familia de morfismos {p; : A — A, }ics es un producto para la familia {A;}ic;.

(=) Se sigue facilmente del hecho de que la familia de morfismos {p; : A — A;}ics es un
producto para la familia {A; }c;.

]

Si la familia de morfismos {p; : A — A;}ic; es un producto para la familia {A;};c; entonces
se denotara a este producto como {p; : [[;c;Ai — A;}ic; donde el morfismo p; : [T;c;Ai — A; serd
llamado i-ésima proyeccion del producto sobre A;.

Observacion 1.14.3. Sea € una categoria con objeto cero. Sea i € 1 fijo, para cada j € I, se define
el morfismo &;;: A; — A donde

0, si j#1,
0;j :{ o
ly,, sij=1i.
Si existe el producto de la familia {A;}ic;, entonces existen morfismos U : A; — [lic;Ai lla-

mados inclusiones tales que p;l; = 0;j para cada i,j € 1. En particular, cada proyeccion p; es
epi-escindido y cada inclusion U; es mono-escindido.

Demostracion. Consideremos la familia {8;; : A; — A} j; por la propiedad universal del producto
existe un tnico morfismo y; : A; — [[;c;A; tal que el siguiente diagrama conmuta

para todo j € I. En particular, para j = i se tiene que p;u; = &;; = 14,. Por lo tanto, p; es
epi-escindido y cada p; es mono-escindido.
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]

Proposicion 1.14.4. Sea € una categoria con objeto cero. Si p; : A1 [[A2 = Ai y Wi - A; — A1 []A2
con i = 1,2 son las proyecciones e inclusiones del producto A\[]A, respectivamente, entonces

Ker(pz) = 1.

Demostracion. Por observacion anterior se tiene que poit; = 812 = 0y Uy es split-mono. Por lo
tanto Uy es mono. Ahora, supongamos que o : A” — A;[[A> es un morfismo tal que p,a = 0.
Luego se define un morfismo o4 : A’ — A} como o := p;a. Consideremos oy : A' — A1 []As,
entonces tenemos

pi(o) = pi(mpra) para i=1,2. (*)

Asi, si en la igualdad (*) se tiene i = 1, entonces

pi(pmion) = (pip)on = ou.

Por otro lado, si en la igualdad (*) se tiene i = 2 , entonces

p2(mron) = (p2it1) oy = 0.

Consideremos la familia de morfismos {o; = p;jox : A" — A;}i=12. Por la propiedad universal
del producto A; [JA» existe un tinico morfismo 0 : A’ — A [[A; tal que para o; : O — A;, se tiene
que o; = p;0. Como p;(i10) = o; para i = 1,2, se tiene que o = 6 = W oy Es decir, el siguiente
diagrama conmuta para i = 1,2,

Por lo tanto, o se factoriza a través de Uy, es decir, se satisface la propiedad universal del kernel.
Probandose que p; = Ker(pz). O

Definicion 1.14.5. Sea {A;}ic; una familia de objetos en €, se dice que una familia de morfismos
{li : Ai — A}icr es un coproducto para la familia {A;} si se cumple que para cualquier familia de
morfismos {f; : A; — A’ }iey existe un vinico morfismo B : A — A’ tal que B; = Bu; para toda i € I.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i € 1
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De la misma forma como con el producto, si el coproducto de la familia {A;};c; existe, es
tinico salvo isomorfismo. Luego, si la familia de morfismos {y; : A; — A} es un coproducto
para la familia {A; },c; entonces se denota a este coproducto como {1; : A; — @;c;A; }ier donde el
morfismo ; : A; = @, A; serd llamado la i-ésima inclusion de A; en el coproducto.

Ejemplo 1.14.6. En la categoria Con sea {A;}ic; una familia de conjuntos, entonces la union
disjunta de {A;}icr es un coproducto para dicha familia en la categoria Con.

Demostracion. Para una familia {A;};c; de conjuntos la union disjunta de dicha familia se define
como

| JAi == J{(x,i)lx € A}

iel iel

donde |J denota la unién. Se definen las inclusiones en | |;c;A; como los morfismos p; : A; — | |A;
donde u;(x) = (x,i) parax € A;. Sea A un conjunto y morfismos ¢; : A; — A paracada i € I. Se afirma
que existe un tnico morfismo & : | |;c;A; — A tal que o; = o, para toda i € 1. En efecto, definamos
o | JA; — A como a(x,i) = o;(x) si d =iconi€ [ Parax € A; se tiene que U;(x) = (x,i), lo cual
implica que o (u;(x)) = o(x,i) = a;(x); asi o(x) = a(u;(x)). Por lo tanto o = ory;. Ademds,
el morfismo & es tnico respecto a satisfacer que ¢; = otlt; pues si supone la existencia de otro
morfismo ' : | |;c;A; — A tal que au; = o = o’p; entonces para un (x,i) € | |;c;A; se tiene que
o' (x,0) = o’ 1i(x) = aj(x) = a(x,i). Por lo tanto, &’ = o. Probdndose que « es tnico respecto a
satisfacer que o = oLl;. 0

De manera analoga a la observacion 1.14.3 se tiene que para una categoria con objeto cero, se
pueden definir las proyecciones p; : @,c;A; — A; tales que p;u; = §;; para todo i, j € I en donde
cada proyeccion p; es epi-escindido y cada inclusién y; es mono-escindido.

Proposicion 1.14.7. Si € tiene imdgenes, imdgenes inversas y coproductos entonces € tiene unio-
nes. De hecho , si{fi:A; — A},c; es una familia de subobjetos de A, entonces su union estd dada
por la imagen del morfismo f : GicjA; — A tal que para cada i € 1, el morfismo fl; es el subobjeto

fitAi = A (fi = f)

Demostracion. Sea f: @;c;A; — A el inico morfismo tal que f; = fu; paratodo i € I. Sea

BicAi —— Im(f) L—A
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la factorizacion de f a través de su imagen, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo

DiciAi —— Im(f)

por lo que f; = fuU; = uqu;. Por lo tanto f; < u.
Sea & : A — B un morfismo en ¢ y 8 : B — B un subobjeto de B. Supéngase que cada f; es llevado
al subobjeto B : B — B mediante el morfismo . Es decir, para cada i € I se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

Luego, al tomar la imagen inversa de 8 a través de o se obtiene el siguiente producto fibrado

o' [B] 2 B

"

A——B

y dado que B es monomorfismo, se tiene que o, es un monomorfismo. Al tener que Bo; = o.f;
existe un dnico morfismo ¥; : A; — o ™! [B'] tal que o y; = fi y a; = 041 %;. Veamos que oY = f donde
Y: @;c;Ai — o [B'] es el Gnico morfismo tal que yu; = ¥ para toda i € 1. Es decir, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

AL a B — @A

N

En efecto, apy = f pues (0py)Ui = 0% = fi = fu; paratodo i € I. Por lo tanto apy = f. Como
0 es un monomorfismo por la propiedad universal de la imagen, se tiene el morfismo
A :Im(f) — o~ '[B] tal que el siguiente diagrama conmuta
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Entonces al considerar el morfismo oA : Im(f) — B’ se puede ver que
B(ayA) = (Ba))A = (o)A = a(pld) = au.

Por lo tanto el diagrama siguiente

Im(f) 22 B
|

es conmutativo. Probandose que u : Im(f) — A es la unién de la familia {f;: A; = A},; de
subobjetos de A.

]

Para una familia de objetos {A;};c; en € supdngase que para todo i € I se tiene que A; = A.
En este caso se denota al producto de dicha familia como A’ y al coproducto de la misma familia
como AY). Se define también el morfismo diagonal como A : A — A’ dado por p;A =1 A; para
toda i € I. De manera dual se define el morfismo codiagonal v : A’) — A dado por VU; = 14, para
todo i € I. Asi pues, AA es un monomorfismo y V es un epimorfismo.

Lema 1.14.8. Sean {A;}jc; y {Bi}icr familias de objetos en una categoria €. Denotemos por
M;j(A,B) al conjunto de matrices de tamario I X J cuyo ij-ésimo término estd dado por un mor-
fismo fi; € Homg(Aj,B;) donde i € Iy j € J. Entonces la correspondencia

¢ : Homyg (@AJ-,HB,') — Mjxy(A,B)

jeJ iel

dada por la asignacion ¢ (f) = (fij)ixJ tal que fij = pif 1), es una asignacion biyectiva, donde
Wj es la j-ésima inclusion en el coproducto y p; es la i-ésima proyeccion del producto.

Demostracion.
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(i) Inyectividad. Supéngase que ¢(f) = ¢(g), entonces p;f@; = pigp; paratodoi €1y j J. Lue-
go, fijando alguna i € [ se tiene que (p;f)u; = (pig)i; para toda j € J, por la propiedad universal
del coproducto tenemos que p; f = p;g. Esto lo hicimos para i arbitrario, por lo tanto p; f = p;g para
todo i € I. Entonces de la propiedad universal del producto concluimos que f = g.

(i) Suprayectividad.

Sea (f,-j)1><1 € Maty,j(A,B). Fijemos i € I, es decir, el objeto B; es fijo. Asi, se obtiene una
familia de morfismos {fi; : A; — B;} jej, es decir B; es un objeto fijo. Entonces por la propiedad
universal del coproducto {u;: Aj — @;c;A;} jes existe un dnico morfismo f; : ®jesA; — B; tal
que f;; = fil;. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda j € J.

______ @]GJA

X/

De tal forma que al ir variando i € I sobre f;, se obtiene una familia { f;} con fi : @ esA; — Bi.
Por la propiedad universal del producto {p; : [[;c; Bi — Bi}icr que existe un tinico morfismo
J:@jesAj — lics Bi tal que f; = p;f paratodai € I. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para
todaiel

Porlo que fi; = fiit; = pif ;. Porlo tanto, fi; = pifit; = ¢ (f). Es decir, f es el inico morfismo
tal que el siguiente diagrama conmuta paratodai €y toda j € J.

S
DjcsAj —— Ilics Bi

u,l lp,-

AjﬁBi.
ij

Probandose que la asignacion ¢ es suprayectiva.

Por lo tanto, ¢ es biyectiva.
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Ejemplo 1.14.9. Para un morfismo

f

SYRYY [T Bi

entonces tenemos por 1.14.8 la correspondencia con la siguiente matriz de 3 X 2

prfur pirfi fir fio
O(f)= | pofin pafie | = | for fo2
p3fur p3fir H1 fn

donde
fi1 A1 = By fi2 142 = By

f1:A1 =By S 1Ay =B

f31:41 = B3 f2:A2 = B3

Lema 1.14.10. En una categoria ¢, sean o, 3 : A — B dos morfismos. Consideremos los morfismos

0, = (11?) :A—AJIB vy 6= (1(;‘) : A — AT]B. Entonces el siguiente diagrama

K—% A (D)

[ e

A——AJIB
)

es la interseccion de 0 y 0, si y solo si el morfismo u es igualador de los morfismos o y .

Demostracion. Notemos que por la forma en que estdn definidas 0; y 6, se puede ver que son
monomorfismos.

=) Supéngase que G;u : K — AJ[B parai € {1,2} es la interseccién de 6; y 6,. Luego, al coin-
pongase q |y y g
cidir producto fibrados con intersecciones finitas se tiene que el diagrama conmmutativo (1) es un
producto fibrado. Asi, de la conmutatividad del diagrama (1) se sigue que

011 = ( Buu) = (oﬁ) = Oou.

Por lo tanto, Bu = au. Ahora, supéngase que existe un morfismo ' : X — A tal que o’ = Bu//,

entonces , ,
/ u u /
Ou' = <(Xu/) = <Bu/) =01,
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y al ser el diagrama conmutativo un producto fibrado se tiene que existe un inico morfismo
Y:X — K tal que v’ = uy. Probandose que u es el igualador de los morfismos o y 8.

(<) Supdngase que el morfismo u : K — A es el igualador de los morfismos o y . Al tener que

oo (5o (3) oo (o (2)

se sigue que 6,u = 6,u, pues fu = au.
Sean o : X -+ Ay op : X — A morfismos tales que 0; 0t = 6,. Es decir, el siguiente diagrama

es conmutativo

Xx—% A

azl lel

A——=AT]B.
6>

Entonces componiendo en la igualdad 6,0 = 6, el morfismo p; : A[[B — A se tiene que
p1(61a1) = p1(622).

Como p;6; = 14 = p1 6, se tiene que o] = Q. Asi como 01 ) = 6,0, obtenemos que 0; 0 =

6, por lo que
(04] . . . (041
(13061) = 0o = 6o = (aal.)

Por lo tanto, Bo; = ava;. Como u es el igualador de @ y B, se tiene que existe un inico morfismo
Y:X — K tal que oy = uyy o = uy. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Probandose que el diagrama conmutativo es la interseccion de los morfismos 6; y 6,. [

Lema 1.14.11. Dados dos morfismos a1 : A — Ay 0 : Ay — A en una categoria ¢, consideremos
el siguiente diagrama conmutativo
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P Ay (D)
k %
Bi A] HA2 (2%)
%
Ay o A

donde py y py son las proyecciones del producto {p; : A;[[A2 — Ai}izl’z y Bi = piB para
i = 1,2. Entonces se tiene que el cuadrado conmutativo es un producto fibrado si y sélo si B es el
igualador de los morfismos q;p; parai=1,2.

Demostracion.

(=) Se quiere probar que el morfismo 3 : P — A []A; es el igualador de los morfismos @;p; para
i =1,2. Se sigue facilmente de la conmutatividad del diagrama que

(rp2)B = P = ou P = (cip1)B.

Ahora, supéngase que existe otro morfismo 8 : X — A [[A; tal que (opp2)0 = (@1p1)6. Luego, al
suponer que el diagrama conmutativo es un producto fibrado se tiene que existe un tnico morfismo
Y:X — P tal que B;y = p;0 parai = 1,2; asi, se obtiene que p;0 = p; 7. Por lo tanto, se sigue de
la propiedad universal del producto que 6 = 7.

Ademas, el morfismo y obtenido anteriormente es tnico respecto a satisfacer que 6 = 7. En
efecto, si existiera otro morfismo ¥ : X — P tal que By = 8, se tendria que p;Y = p;0 para
i=1,2. Asi B;Y = p;6 con i = 1,2. Por lo tanto, ¥ = & por la porpiedad universal del producto
fibrado. Probandose que 3 es el igualador de ot p; y ;.

(<) Supéngase que B es el igualador de a;p; y aapa. Sean B : X — A1y B : X — Ay dos mor-
fismos tales que i B{ = ayf3. Por la propiedad universal del producto existe un tnico morfismo
0 :X — A1 T]A; tal que p;6 = B/ para i = 1,2, obteniendo las siguientes igualdades

(oup1)d = ou(p18) = a1y = wf; = 0 (p28) = (02p2)86.

Pero B es el igualador de aip; y app2, lo cual implica la existencia de un tnico morfismo
n:X — P tal que 6 = 1. Por tanto, B/ = p;6 = p;(fn) = Bin para i = 1,2. Supongamos ahora
la existencia de otro morfismo 0’ : X — P tal que 3/ = Bin’ = p;Bn, por la propiedad universal
del producto se tiene que B = & = Bn’. Luego, al ser B un monomorfismo puesto que  es un
igualador se tiene que 1 = 1’. Probdndose que el diagrama es un producto fibrado. [

Lema 1.14.12. Sea ¢ una categoria con objeto cero 0, y sean Ay y Ay objetos en €, entonces el
siguiente diagrama es un producto fibrado
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P-4,

JO!

A] —0
siy solo si p = A1 [[A> con proyecciones py y pa.

Demostracion.

(=) Supodngase que el diagrama es un producto fibrado. Sean o) : X — A1y o : X — A morfismos,
como 0a; = 0 = 0y, existe un Unico morfismo « : X — P tal que o; = p; para i = 1,2 entonces
P =A1[]A; con proyecciones p1 y pa.

(<) Supdngase que P = A [[A con p; y p> las respectivas proyecciones. Si ot : X — A1y 0 :
X — A, son tales que Oy = 0 = O, entonces por la propiedad universal del producto existe un
tinico morfismo @’ : X — P tal que p;a’ = a; para i = 1,2. Probandose que el diagrama es un
producto fibrado. 0

Proposicion 1.14.13. Sea € una categoria, entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(1) Sea € una categoria con objeto cero. Entonces € tiene producto fibrados si y solo si € tiene
igualadores y productos finitos.

(2) Sea € una categoria con productos finitos. Entonces € tiene intersecciones finitas si 'y solo si
€ tiene igualadores.

Demostracion.

(1) (=) Como % tiene objeto cero y producto fibrados, entonces por el lema anterior %’ tiene pro-
ductos finitos. Luego, al coincidir producto fibrados de monomorfismos con intersecciones finitas
se tiene por el lema 1.14.10 que % tiene igualadores.

(«=) Si ¢ tiene productos finitos e igualadores entonces por el lema 1.14.11, € tiene producto fi-
brados.

(2) (=) Si % tiene productos finitos e intersecciones finitas, entonces se sigue por el lema 1.14.10
que ¥ tiene igualadores.

(<) Si ¥ tiene igualadores y productos finitos entonces por inciso (1) de esta proposicion se tiene
que ¢ tiene producto fibrados. Por lo tanto, ¢ tiene intersecciones finitas.

]
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1.15. Categorias aditivas

Definicion 1.15.1. Una categoria € con objeto cero es semiaditiva si satisface las siguientes con-
diciones:

(i) Homy (A, B) tiene estructura de monoide abeliano.

(ii) La composicion

Homy (A,B) x Homy (B,C) ———  Homy (A, C)

(f,8) gf

es bilineal, es decir, para a3 € Homg(A,B) y ¥ € Homy(B,C) se tiene que y(a+ ) = yo.+ yf
ysiy€ Homg(A,B)y a, B € Homy(B,C) entonces (a.+ )y = oy+ 7.

Definicion 1.15.2. Una categoria € es aditiva si se satisface las siguientes condiciones:
i) Homy (A, B) tiene estructura de grupo abeliano.
c\A, grup

(ii) La composicion es bilineal.

Observacion 1.15.3. Sea € una categoria aditiva, entonces se cumplen las siguientes afimaciones:
(@) a(—B)=—(aB), (o) =—(af) y (—a)(=B) = ap.
(ii) Ker(oo—pB)=1Ig(ct, ).

(iii) Endy (M) := Homey (M, M) es un anillo asociativo con 1.

Demostracion.
(a) a(—pB) = —(apP) se sigue de la siguiente igualdad
of +o(—p)=a(f+(-p)) = ad=0.
De manera andloga se obtiene que (—o)B = —(af)y (—a)(—B) = ap.

(b) Seau=Ker(a— ), entonces 0= (&t — B )u = ouu— Bu. Luego, au = Pu. La propiedad universal
del igualador se sigue de la propiedad universal del kernel. Por lo tanto, u es igualador de o y f3.
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(c) Al conjunto Endy (M) = Homy (M, M) se le puede dotar estructura de anillo asociativo con las
operaciones de suma, dado por la estructura de Homy (M, M) como grupo abeliano y la operacion
producto que por definicién es la composicién de morfismos en la categoria €. [

Proposicion 1.15.4. Sea {A;}! | una familia finita de objetos en una categoria semiaditiva €,
entonces una familia finita de morfismos {l; : A; — A}, es un coproducto para la familia {A;}}_,
si 'y solo existe una familia de morfismos {p; : A — A;}_ | tales que &;j = pilk; y Yj_ MPx = 1a
donde

0, sii#],
6ij = L
Lo, sii=].

parai€ {1,...,n}.

Demostracion.

(=) Supéngase que {u; : A; — A}, es un coproducto de {A;}}_,. Por ser ¢ una categoria semi-
aditiva, la categoria % tiene objeto cero y se pueden dar las proyecciones respecto al coproducto.
Es decir, existe una familia de morfismos {p; : A — A;}}_, tales que p;u; = &;; parai,j € {1,...,n}.
Por otra parte, se tiene que para i € {1,...,n} fija

<Z .ukpk> Wi = (Z .ukpk.ui> =Y b = i = 1ap;.
=1 =1 =1

Luego, por la propiedad universal del coproducto se obtiene que (Y.} tkPx) = 1a.

(<) Supdngase que se tiene una familia de morfismos {p; : A — A;}!_, tales que p;li; = o;; y
Y/, WPr = la. Asi, dada una familia de morfismos { f; : A; — A’}!_,, definimos f =Y}, fiPr. ¥
entonces se tiene que

fui= kapku,- = kaﬁki = fi, para toda i=1,..,n.
k=1 k=1

Es decir, el siguiente diagrama conmuta paratodai=1,..,n.
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Unicidad Supongamos la existencia de otro morfismo f': A — A’ tal que f'u; = f; para toda
i € {1,...,n}. Entonces se tiene que

F=fa=rY mpe=Y fupc=Y fipx =1
k=1 k=1 k=1

Asi, el morfismo f es tinico respecto a satisfacer que fu; = f; paratodai € {1,...,n}. Probando-
se que familia finita de morfismos {u; : A; — A}"_, es un coproducto para la familia {A;}?_,. [

Lema 1.15.5. Sea € una categoria aditiva, y consideremos morfismos W : A - Ay pi: A — A;

parai=1,2.8i pill; = 14, parai = 1,2y g1p1 + Uopr = 14, entonces p1ty =0 = po ;.

Demostracion. Al suponer que (1 p1 + U2 = 14 se obtiene que

P2 = p2la = p2(H1p1 + M2p2) = P21 P1 + PatiaPr = PapiP1 + 14,02 = P2itip1 + P2.

Luego, al ser ¢ una categoria aditiva se tiene que po1p; = 0. Pero al ser p; un epimorfismo,
se tiene que po i1 p1 = 0 = 0p; implica que po ) = 0. De manera analoga, pou; = 0. U

Definicion 1.15.6. Sea € una categoria con objeto cero'y {A;}icy una familia de objetos en €. Se
dice que @,c;A; es un biproducto si el morfismo 6 = (0;;) : @;c;Ai = [lic;Ai definido como

0, sii#j
5:(6,-,~):{ , #Js

la, sii=j,

es un isomorfismo.

Corolario 1.15.7. En una categoria semiaditiva € todo coproducto finito es un biproducto.

Demostracion. Por la proposicion 1.15.4, al ser {; : A; — A}, el coproducto de la familia finita
{A;}1_, se tiene la existencia de morfismos {p; : A — A;}}_, tales que p;ji; = &y YLy liPx = la.
De esta manera, al considerar una familia de morfismo {q; : A — Ai},r‘l:p se define al morfismo
o:A"— A como

o=
k

Ly Ot -
1

n
Luego,

Piot=p; Y MO = Y PilliO = Y 0 = 0.
1 k=1 =1
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Por lo que p;ax = ¢, paratodo i =1,...,n.

Unicidad Supongamos que exste otro morfismo o' : A’ — A tal que p;a’ = @; para todo i =
1,...,n, entonces se tiene que

o =10 = (Z .ukpk) o =) woy =a.

k=1 k=1
Asi, a = o. Probandose que {p; : A — A;}!_, es un producto para {A;}"_,. De esta forma se
tiene que & = 14 y asi § es un isomorfismo. Probdndose que A = ©7_|A;. O

Observacion 1.15.8. Sea € una categoria semiaditiva y sean I1,J y K conjuntos finitos. Conside-
remos el morfismo

J: Orex Ak

representado por la matriz A = (fj) y el morfismo

HjeJBj

8§ DjeyBi — LG

representado por B = (g;;). Entonces la matriz correspondiente a la composicion gf es igual al
producto de las matrices BA.

Demostracién. Notemos que como ¢’ es semiaditiva [];c; Bj = @ jesB, entonces tiene sentido g f.
Denotemos por A* a la k-ésima columna de A y denotemos por B; al i-ésimo renglén de B. Luego,
sea h = gf que es representado por C = (h;) donde hy. = pi(gf) - Entonces se obtiene que

hi = pigf i = pis(1ep,., B;) flk = Pig (Z um) fre="Y (pigh;)(pjf 1)

jer jer

=Y (8ij)(fix)

jeJ
— B;Ak.

Es decir, la entrada ik de la matriz C coincide con la entrada ik de BA. Por lo tanto, C = BA.

]

Proposicion 1.15.9. Sea € una categoria semiaditiva, C € € e I un conjunto finito. Consideremos
la familia {A;}ic; con A; = A para todo i € I y supongamos que el coproducto Al = P, Ai existe,
entonces la funcion

O End%ﬂ(A(I)) —>MI><I(End<to”(A))
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definida como ¢ (f) = (fij)ix1, es un isomorfismo de anillos.

Demostracion. Se tiene por la observacion anterior y por el lema 1.14.8 que

Endg(AD) = Homy (@Ai,@Al)

iel iel
= Homy (DA, [ JA)
jel iel

112

{(fiDlfij 1 Ai = Aj}ixa
{(fij)|fij € Endg(A)}
M1X1(Ena’<g(A)).

I

124

]

Lema 1.15.10. Sean € es una categoria semiaditiva con biproductos M @ M para todo M € Obj(%)
y &, B : A — B morfismos en €. Entonces la suma o+ B estd dada por cualquiera de las tres com-
posiciones siguientes:

(1)

AL apa2.B
(2)

A2 . BpB—YB
(3)

ALA@A LB@BLB

donde 0, = (¢ ), 6, = (g) 05 = (‘(’)‘ g),A: Gi) yV={(1a 1,).

Demostracion.

(1) Podemos suponer que A[JA = A A por lo que tiene sentido la composicidn respectiva. Asi,

0,A = (o B) Gi) —aly+Bls= 0ot B.

(2) y (3) se hacen de manera andloga a (1) mediante la multiplicacion de las respectivas matrices.

]
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Definicion 1.15.11. Sea € una categoria arbitraria’y 6 : A — A un morfismo en €, se dice que 0
es idempotente si 6% = 6.

Observacion 1.15.12. Sea € una categoria aditiva y 0 : A — A un morfismo idempotente en €,
entonces 14 — 0 es idempotente.

Demostracion. Se tiene que

(14— 0)>=(14,—0)(1,—6)
= 1414 — 014 — 140+ 6>

=14—60—-0+6
=14 —6.
Se sigue por definicién que (14 — 6) es idempotente en %' O

Proposicion 1.15.13. Sea € una categoria aditiva, entonces se satisfacen las siguientes afirma-

ciones:

(a) Sipy:Ay —Aypr:A— Ay son morfismos en € tales que pilly = 14, entonces 0 := 1 p; es
idempotente y |1 = Ker(14 — 0).

(b) Si 0 :A — A esunidempotente 'y 1) = Ker(14 — 0), up = Ker(0), entonces A=A, @A, con
inclusiones [ y .

Demostracion.

(a) Como
0> = (wip1)(L1p1) = i (P1t1)p1 = Hila, p1 = pip1 = 6.

Se sigue por definicion que 6 es idempotente.
Para ver que i; = Ker(14 — 6), primero obsérvese que
(1a—=0)y = lapy — Oy = py — Py = My — i la, = py — py =0.

Sea & : X — A un morfismo tal que (14 — 6)a = 0, entonces se obtiene que a — 6 = 0. Por lo
tanto, o« = O . Luego, uj(p1a) = (U1p1)@ = 6 = a. Es decir, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo

14—6;
= 5

A -Ha A

i

X.
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Al ser 4 un monomorfismo se sigue que pya : X — A es tnico tal que i1 (p; &) = . Probando-
se que Uy = Ker(14—0).

(b) Como p; = Ker(14 — ), al tener que (1—6)0 = 0 — 02 = 6 — 0 = 0, se tiene la existencia
un Unico morfismo p; : A — A tal que u;p; = 6. Por lo que tenemos que ypiu; = 0uy = Uy,
donde la dltima igualdad se sigue del hecho que (14 — 0)u; = pu; — 6y = 0. Asi, al ser y; un
monomorfismo y (ypi iy = ilya, se sigue que pi; = 14,. De manera andloga, existe py : A — Ap
tal que Uppr = 14 — 0y poltz = 14,. Por lo que se tiene la siguiente igualdad:

Hip1+opr =0+ (14 —0) =14

y por lema 1.15.5 se obtiene que pou; =0 = pUy. Finalmente, por la equivalencia de la proposicion
1.15.4 se tiene que

{WitAi = A}i—12
es un coproducto. 0

1.16. Categorias exactas y aditivas

Definicion 1.16.1. Sea € una categoria exacta, se dice que una sucesion exacta corta

0— a5 P.c o

se escinde si P es un epi-escindido.

Proposicion 1.16.2. Si en una categoria exacta y aditiva € una sucesion exacta corta

0 A2,p P ¢ 0

se escinde, entonces existen morfismos Y:C — By 6 : B— A tales que B=A@Cconayy
las inclusiones y con proyecciones 3 y 9.

Demostracion. Como la sucesion exacta corta en la hipdtesis se escinde, se tiene la existencia de
un morfismo ¥ : C — B tal que By = l¢. Asi, por proposicion 1.15.13 (a), se tiene que 6 = yf3 es
idempotente y también que ¥ = Ker(1p — 0). Como la sucesion de la hipétesis ES exacta, se tiene
que oo = Ker(f3). Dado que y es monomorfismo, se obtiene que

o = Ker(B) = Ker(yB) = Ker(0).

Una vez mads, por proposicion 1.15.13 (b) se obtiene que B = A@C donde a y 7, son las
inclusionesen B=A@C.Sean 6 : B— Ay p : B— C las proyecciones del coproducto B=A@C,

pero como pa=Ba =0y py=1¢c = Byentonces B =p.
0
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Corolario 1.16.3. Sea € una categoria exacta y aditiva. Si

p

A-%sB- " .C

ALBLC

son sucesiones exactas tales que pa =14y By = ¢, entonces B=A@ C con inclusiones o,y
y proyecciones 3, p.

Demostracion. Como By = ¢, entonces 3 es un epi-escindido y consecuentemente, 3 es un epi-
morfismo. De la misma manera pa = 14 implica que es un mono-escindido y consecuentemente
o es monomorfismo. Asi podemos formar la sucesion exacta

por la proposicién anterior o y ¥ son las inclusiones de B=A@ Cy 3 es una de las proyecciones.
Por ultimo, como pox = 14 y py = 0 entonces p es la otra proyecciéon de B=APC. [

Proposicion 1.16.4. Sean ) : Ay — Ay W : Ay — A dos monomorfismos en una categoria exacta
C.SiA| DAy =A con Wy y Uy las respectivas inclusiones en A, entonces A] NA, =0y A UA, = A.
Si ademds € es una categoria aditiva con Ay NA, =0y A UAy = A, entonces A=A P A, con
inclusiones [y y .

Demostracion. Supdéngase que A = A| €D A, con inclusiones L1, 1 y proyecciones Py, P2,

Luego, por dual de 1.14.4 se tiene que Coker(L,) = p1. Con lo cual se obtiene la siguiente
sucesion exacta

0—>A2 i>Al @Az LAl — 0.

Asi, A} Z A1 @A, /A, y por corolario 1.13.6, se puede construir el siguiente diagrama conmu-
tativo
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0 0 0
0— A NA —% 4, P AsJAI A ———0
o Mo )]
0 A B LA @A, —— A1 @ A2 A ———0
(07} P1 &
O—>A1/A1 NAy b Al P Al @Az/Al UA, ——0
0 0 0

Dado que fBjax = pi iy = 14, se sigue que o es mono-escindido. Entonces, o es monomorfis-
mo, asi se tiene que oy es monomorfismo y también epimorfismo. Por lo tanto o, es un isomorfismo
al estar en una categoria exacta %. Consecuentemente A N A, = 0. Luego, de manera analoga, co-
mo a; es isomorfismo se tiene que f; es un isomorfismo y por tanto A A /A; UA; = 0. Como

0—ATUA, — Ay @Az S (Al @Az/Al UAz) =0——0

es una sucesion exactay A|@PA,/A; UA, =0entonces A=A PAy =A] UA,.

Supodngase ahora que 4 es una categoria exacta y aditiva con AjNA, =0y Aj UA; = A. De
nuevo por el corolario 1.13.6, al tener que A =A; UA; y que A/A] UA, = 0 se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0 0
0 0 & Ao P A2/A1 NA, ——0
o 10} oy
0 A —H A o AJA] ———0
(0%) T 01
0—— A1 /A NA; LA/AZ B0 0
0 0 0

Del hecho de que Y1) = Biop y de que o y B2 son isomorfismos, se sigue que iy : A; —
A/A; es un isomorfismo. Como ¥ ; es isomorfismo, existe un morfismo & : A/A, — A tal que
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(Yi1)€ =71 (&) = 144, Luego por 1.16.2 se tiene que A = A; DA, con inclusiones [y y fy.
[

1.17. Categorias abelianas

Definicion 1.17.1. Se dice que una categoria € es una categoria abeliana si ¢ es una categoria
exacta, aditiva y con productos finitos.

Teorema 1.17.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) € es una categoria abeliana.
(b) € tiene kerneles, cokerneles, productos finitos, coproductos finitos, es normal y es conormal.

(c) € tiene coproductos fibrados, producto fibrados, es normal y conormal.

Demostracion. Véase demostracion en [MB65], p. 33. O
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Capitulo 2

Categoria de grupos abelianos

En este breve capitulo se aborda la demostracion técnica de que la categoria de grupos abelianos
es una categoria abeliana usando el teorema 1.17.2. El hecho de que la categoria de grupos abelianos
es una categoria abeliana serd fundamental en el desarrollo de los capitulos posteriores de esta tesis,
ademas de proporcionar el ejemplo arquetipico de una categoria abeliana.

Definicion 2.0.1. Denotaremos como Ab a la categoria cuya clase de objetos consiste de la clase
de todos los grupos abelianos y cuya clase de morfismo, Homy,(A,B), consiste del conjunto de
todos homomorfismos del grupo abeliano A en el grupo abeliano B.

Proposicion 2.0.2. La categoria Ab tiene productos.

Demostracion. Sea {G;}ic; una familia de grupos abelianos, definamos [1G; = {(gi)icr|gi € Gi} y
para cada j € I se define la proyeccion en la j-ésima coordenada con la asignacion

1) : [ies Gi G

(8i)iet —————11;((8i)ie1) = gj-
Tenemos que [[;c; G; es un grupo abeliano con la suma coordenada a coordenada y []; es un

morfismo de grupos abelianos para toda i € I. Se afirma que la familia {[]; : [[;c; Gi — Gi}ics €s un
producto para {G;}ies.

En efecto, considérese una familia { f; : Y — G;}ics de grupos abelianos. Asi, definimos f:Y —
[Lic; Gi como f(y) = (fi(y))ier paratodo y € Y. Primero veamos que f es un morfismo en Ab. Sean
y,y' €Y, entonces

FO+3) = (i +Y)ier = (i0))iei + (£O))iei = f () + £)-

95
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Probando que f es morfismo en Ab. Como

(1o /)») =1;((fi(y))ier) = fi(y) paratodayc?Y.

Se tiene que el siguiente diagrama conmuta para toda j € 1.

Y- ———---- +[lie1 Gi

G

f

Unicidad. Supongase que g : Y — [[G; es un morfismo de grupos tal que [];¢ = f; para todo
Jj €1 Paray €Y tenemos que g(y) = (gi)ier, por lo que

g =11;((g)ier) =11;(g(y)) = (1;8) (v) = £;(»)-

Por lo tanto, g(y) = (gi)ier = (fi(y))ier = f(y). Por lo tanto, g = f. Probandose que la familia
{Ili : TLic; Gi — Gi}ier es un producto para {G;}c;. O

Proposicion 2.0.3. La categoria Ab tiene coproductos.

Demostracion. Sea {G;}icr una familia de grupos abelianos. Sea

@ Gi:={(gi)ier € H G| gi = 0 salvo un niimero finito de coordenadas}.
icl icl

Se puede ver que @;c;G; es un subgrupo de [];c; G;. Para cada j € I se define la j-ésima
inclusién como:

Hj:Gj ®Dici Gi

g ;(g) = (&)ier,

donde u(g) := (gi)ics satisface que g; = g y para i # j se tiene que g; # 0. Es rutina checar que
Uj: Gj — D;c; Gi es morfismo de grupos abelianos.
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Afirmamos que {l; : G; — @;c; Gi}icr es un coproducto para la familia {G;};c;. En efecto,
sea {fi : G; — Y} otra familia de morfismos en Ab. Definimos f3 : @,;; — Y como sigue: pa-
ra (gi)ier € P, Gi se tiene que g; = 0 salvo para un nimero finito de i’s, entonces hacemos
B(g) = YiciBi(gi). Veamos primero que B es un morfismo de grupos abelianos. Para esto, sean

(gi)ieh (gﬁ)iez S @iel G;, entonces

B((gi)ier + (g1)ier) = B((gi+&)ier) ZB! gi+8i)

iel
= Z;(Bi(gi) +Bi(gh)
= Z;Bi<gi) + ;ﬁ:‘(g;)

= B((gi)ier) + B((gh)ier)-

Por lo tanto, 8 es un morfismo en Ab.

Ahora veamos que el siguiente diagrama conmuta en Ab para toda i € I,

Y

Dicr

N

G;.

En efecto, sea g € G;, entonces Bu; = B((gi)i) = Bi(gi), yaque g; =gy g; = 0 para todo j # i.
Probandose que Bu; = B; para toda i € I. Supongamos que existe otro ' : @,c;G; — Y tal que

B'u; = Bi paratoda i € I. Sea (g;)ic1 € @D;c; Gi, entonces tenemos que (g;)ic; = ¥y Mi(gi) ya que
(gi) = 0 salvo para un nimero finito de elementos en /. Luego

B'((gi)ier) = B'(Y_mi(g:)) = Y B'wi(gi) = Y_Bi(gi) = B((gi)ier)-

iel iel iel

Probéndose que § = B’ y entonces {; : G;i — @;c; Gi} es un coproducto de {G;}ics.
O

Observacion 2.0.4. En la categoria Ab, el grupo trivial cuyo vinico elemento es el elemento neutro
es el objeto inicial en dicha categoria y lo denotamos como {0} o simplemente 0.

Demostracion. La verificacion de esa observacion es similar a la prueba de la observacion 1.9.8 en
la que el objeto cero de la categoria Grp es el grupo que consiste de un s6lo elemento. [l
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Proposicion 2.0.5. La categoria Ab tiene kerneles.

Demostracion. Sea f: G — K un morfismo en Ab y sea i : Ker(f) — G la inclusién candnica con
Ker(f) := {x € G|f(x) = 0}. Notemos que Ker(f) es un subgrupo abeliano de G y la inclusién
i : Ker(f) — G es un morfismo de grupos abelianos. De manera andloga a como se demostré que la
categoria Grp tiene kerneles, se puede ver que i : Ker(f) — G es el kernel del morfismo f: G — K
en Ab.

]

Proposicion 2.0.6. La categoria Ab tiene cokerneles.

Demostracion. La demostracion es andloga a la demostracion de la proposicion anterior. [

Proposicion 2.0.7. La categoria Ab es normal.

Demostracion. Sea f : G — H un monomorfismo en Ab, se quiere demostrar que f = Ker(g) para
algin morfismo g: H — K en Ab.

(a) Seag:H — K con K := H /Im(f) donde el morfismo g es la proyeccién canénica en el cociente.
De esta manera se tiene que gf(x) = 0 para todo x € G.

(b) Ahora, supdngase que existe un morfismo f’ : G’ — H en Ab tal que gf’ = 0. Entonces para
x' € G, se tiene que gf’(x') = 0. Asi, para h:= f'(x') se tiene que g(h) = h+Im(f) = 0. Por tanto,
h € Im(f). Luego, se define un morfismo m : G' — G en Ab como m(x') =adonde ¥ € G'ya e G
es tal que f(a) = f/(x’). Notemos que la existencia de a es tinico ya que f es monomorfismo.

Se quiere ver que el morfismo m : G’ — G como se definid, es un morfismo en Ab. Sean x',y’ €
G’, entonces por un lado se tiene que m(x’' +y') = a* donde a* € G es tal que

fl@) =7 +Y) =)+ 1)

Por otro lado, se tiene que m(x") +m(y') =a+b con a,b € G tal que f(a) = f'(X') y f(b) =
107 Asi,
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Por lo tanto, f(a*) = f(a+b) y como f es un monomorfismo, se tiene que a* = a+b. Con lo
que se obtiene que m(x' +y') = m(x’) +m(y’), demostrando que m : G’ — G como se habia definido
es un morfismo en Ab. Veamos que el siguiente diagrama es conmutativo

GLHLK

/I\
ml /
I f

G

Sea x’ € G’ arbitrario, entonces

Por lo tanto, fm = f’. La unicidad del morfismo m respecto a esta factorizacion se sigue de
que si se supone que existe otro morfismo m’ : G’ — G tal que fm' = f = fm entonces al ser f un
monomorfismo se tiene que m = m’.

Por lo tanto, f = Ker(g). Probandose que Ab es normal.

Proposicion 2.0.8. La categoria Ab es conormal.

Demostracion. La demostracion es similar a la demostracion de la proposicion anterior. 0

Corolario 2.0.9. La categoria Ab es una categoria abeliana.

Demostracion. La demostracion se sigue de las proposiciones 2.0.2,2.0.3,2.0.4, 2.0.5, 2.0.6, 2.0.7,
2.0.8, y del teorema 1.17.2. 0
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Capitulo 3

Funtores Aditivos

En la seccién 3,1 se inicia el estudio de la categoria de funtores [¢, Z] y algunas de sus propie-
dades basicas. En la seccion 3,2 se introduce la definicidn de la categoria de 4-mddulos, denotada
Mod(€) y se prueba que Mod(%') es una categoria abeliana mediante el teorema 1.17.2. Se ex-
pone el funtor covariante de representacion que permitird relacionar funtorialmente una categoria
abeliana pequefa con su representacion en % °”-modulo.

Una herramienta importante en el estudio de categorias lo es el Lema de Yoneda del cual se da
una prueba detallada en su version contravariante en la seccién 3,3.

Por tltimo, se definen en 3,4 — 3,5 los objetos proyectivo y objetos generadores en categorias,
sus caracterizaciones y propiedades asi como sus nociones duales.

3.1. Categoria de Funtores

Definicion 3.1.1. Sean € y Z dos categorias cualesquiera, denotaremos por (€, 9| a la clase de
todos los funtores covariantes de € a 9. Dados F,G € [€,9)], denotaremos por Nat[F,G] a la
clase de todas las transformaciones naturales de F a G.

Observacion 3.1.2. Si N € Nat[F,G| y T € Nat|G, H| son transformaciones naturales de funtores,
definimos la composicion TN € Nat|F,H| por (tN)c = tcNc para toda C € €. Para cualquier
funtor F, la transformacion natural identidad 1r € Nat[F, F] es por definicion (1r)c = 1p () para
cada C € €. Ademds se verifica facilmente que

(i) (67)n = 8(wn) para todon € Nat(F,G), T € Nat(G,H) y 6 € Nat(H,K),
(ii) paratodo F € [€¢,9], 1pn =1 paratodon € Nat(G,F)y T = TlF para todo t© € Nat(F,K).
A continuacién veamos un par de resultados que nos ayudaran a conocer las condiciones nece-
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sarias para las cuales [¢, Z] es una categoria. (lo Gnico que falta ver es que Nat(F,G) es conjunto
para todo F,G € [¢, Z].)

Lema 3.1.3. Si € es una categoria pequeiia, entonces la clase Mor(€') de morfismos de €y el
producto

Homg(C,D)
(C.D)COb(%) xOb (%)

son conjuntos.

Demostracion. Puesto que la clase Obj(%’) es un conjunto y como

Mor(€) := U Homy (C,D)
(C,D)EO0bj(€)x Obj(%F)

donde cada Hom (C,D) es un conjunto para cada (C,D) € Obj(%€) x Obj(€), se tiene entonces
que Mor(%) es un conjunto. De la misma manera, se tiene que

Homy (C,D)
(C.D)EO0bj(€)xObj(€)

es un conjunto.

O]

Proposicion 3.1.4. Sea € una categoria pequeiia y & una categoria arbitraria, entonces se satis-
face lo siguiente:

(a) [€,9] es una categoria, donde la clase de objetos de [€,| consiste de todos los funtores
covariantes de € a 9y las transformaciones naturales entre funtores covariantes es la clase de

morfismos de [€, D),

(b) si D es una categoria pequeiia, entonces |6, 2| también lo es.

Demostracion. Sean X y Y dos conjuntos cualesquiera, se denota por Homc,,(X,Y) al conjunto
de todas las funcionesde X a Y.

Sean F,G € [¢,%]. Al ser ¢ una categoria pequeia, se obtiene que las clases

WF = U Homg(F(C),F (D)), pc:= U Homg(G(C),G(D))
(C.D)EObj(C)xO0bj(F) (C.D)EObj(€)x0bj(¥)
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Yy Mre = [l Homa(F(C),G(C))
CeObj(%)

son conjuntos. Ademads, por el lema 3.1.3 se tiene que la clase

A F,G) = Homcon(Mor(€), ur ) x Homcon(Mor(%), iG) X N(rc)

es un conjunto. Por un lado, cada funtor F € [¢’, 7] define una funcion,

Of : Mor(6¢) ———  ur

cuya regla de correspondencia esta dada por O (f) = F(f) paracada f € Mor(%). De esta manera,
el funtor F queda determinado totalmente por ®f € Homc,,(Mor(%€'), ur). Por otro lado, una
transformacion natural 7 : F — G es un elemento 7 := (T¢)ccop j(%) del conjunto 1r ). Luego,
cada T € Nat[F,G] se puede ver como una terna (Or, @, T) € ¥f ). Asi, [F,G]| es una subclase
de (). Por lo tanto, [F, G| es un conjunto.

(b) Supdngase que Z es una categoria pequena, entonces por lema 3.1.3 se tiene que Mor(6)y &
son conjuntos. Por la demostracion del inciso (a) se tiene que cada F € [, 7] se puede identicar
con una funcién ®f : Mor(%) — ur. Luego,

Or € Homcoy(Mor(%), ur) C Homeon(Mor(€),Mor(9).

Probandose que la clase de funtores de € a Z es un conjunto. Es decir, [¢’, Z] es un conjunto.
Luego, por la observacion 3.1.2 se tiene que [¢’, 7] es una categoria.

]

Definicion 3.1.5. Se dice que una subcategoria €' C € es densa si para todo C € Obj(€) existe
C' € ¢’ tal que C y C' son isomorfos.

Definicion 3.1.6. Se dice que una subcategoria €' C € esqueléticamente pequeiia si ¢ tiene una
subcategoria €' que es densa y pequenia.

Definicion 3.1.7. Se dice que un funtor covariante F : € — 2 es aditivo si satisface las condiciones
siguientes:

(i) €y P son categorias aditivas.

(ii) Para todo (C,D) € Obj(€) x Obj(2), el morfismo inducido por F
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Homy (C,D) ——  Homg(F(C),F (D)

es un morfismo en la categoria Ab. Es decir, para todo a,3 € Homy(C,D) se tiene que F(o +

B)=F(a) +F(B).

3.2. La categoria Mod (%)

En toda esta seccion ¢ sera una categoria pequefa.

Definicién 3.2.1. Denotaremos por Mod(%€') a la subcategoria plena de [€,Ab] cuya clase de
objetos consiste de todos los funtores aditivos covariantes de la categoria € a la categoria Ab
y donde Homy,q(%) (F,G) consiste de todas las transformaciones naturales del funtor F en el
funtor G. De esta manera, para F,G,H € Mod(€), o € Homy,q()(F,G) y B € Homy,q(4)(G,H)
arbitrarios, se define una ley de composicion como:

o: HomM()d(Cf) (Fa G) X HomMOd(‘f)(GaH) —>H0mM0d(‘5) (FaH)

(OC,B)I ﬁOC

donde (Bot)c = Pcac para todo C € €'y 1p € Homypoq4)(F, F) es por definicion (1r) = 1p )
para cadaC € 6.

Notacion A un objeto M en Mod(%’) lo llamaremos un %-médulo.

Normalmente, utilizaremos la notacién Naty.q¢ [F, G] para denotar al conjunto Homyy,q(¢) (F, G).

Proposicion 3.2.2. La categoria Mod (%) tiene objeto cero.

Demostracion. Se afirma que el funtor Fy : € — Ab en Mod(€) tal que Fy(C) =0 paracadaC € €
donde 0 € Ab es el grupo trivial, es el objeto objeto cero en la categoria Mod (%).

Como 0 € Ab es el grupo trivial, el cual es objeto inicial y terminal en la categoria Ab, existe
una unica familia de morfismos

o :={oc:G(C) — O}cew

para G cualquier objeto en Mod(%’). De la misma manera, existe una dnica familia de morfismos

B:={Bc:0— H(C)}cer
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par H cualquier objeto en Mod(%). Veamos que o y B son transformaciones naturales. Sea
f:C1 — Cyen €, entonces Fy(f) = 0. Luego, los siguientes diagramas conmutan

G(C) — L R(C) =0 0=FR(C)— L H(E)

G(f) R(f) F(f) H(f)

G(CQ) TFO(CZ) =0 0= F()(Cz) T)H(Cz).

Por lo tanto, el funtor Fy como se defini6 en esta demostracion es el objeto cero en Mod(%).
O]
Lema 3.2.3. Sea ¢ una categoria pequeiia y Ab la categoria de grupos abelianos. Entonces la
categoria Mod (%) es una categoria aditiva.
Demostracion. Sean F,G € Mod(%'). Veamos que Naty,q¢[F, G| es un grupo abeliano. Para esto
tenemos que definir una operacion
+ : Natyoar [F, G| X Natyoaz [F, G) — Natyoas [F, Gl
como sigue: Dados 1, ¥ € Naty,q¢ [F, G|, definimos 1 + v € Natyoq¢[F, G] con
n+y:={n+v)c:=nc+vc:F(C) — G(C)}cew.

Notemos que como N¢, Ye € Homy,(F(C),G(C)), entonces tiene sentido tomar la suma n¢ + Yy €
Homy,(F(C),G(C)). Veamos que N + Y € Natyoqz|F,G]. Sea f: C — C' un morfismo en €,
Como n y v son transformaciones naturales, tenemos que los siguientes diagramas conmutan

F(C)— G(0) F(c) Y G(0)
F(f)l lG(f) F(f)l lG(f)
F(C') 5 G(C) F(C') = G(C).

Luego, tenemos que

(N +v)cG(f) = (Mc+ we)G(f) = ncG(f) + weG(f) =nc F (f) + wo G(f)
=(Nc + e )G(f)
=N+ v)cG(f).

Por lo tanto, tenemos que 1 + W € Naty,q¢ | F, G]. Veamos la estructura de grupo abeliano que tiene
Natyoas [F7 G]
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(a) Se tiene que (N +y)+¢€=n+ (y+¢€) paratodo n,y, € € Naty,q¢|F,G|. En efecto, esto
se sigue del hecho que (1¢c+ Yc) + &c = Ne + (Y + &c) se vale en Ab para todo C € €.

(b) La transformacion natural cero 0 : F — G se define como aquella tal que O¢ : F(C) — G(C)
es el morfismo de grupos abelianos 0 para cada C € %

(c) Dado N € Natypaz|F,G), definimos —n € Natys,q4[F, G|, como aquella tranasformacion
natural tal que (—1n)¢ := —1¢ para cada C € % Es ficil ver, que (—1) es el inverso aditivo
de n.

(d) Por la definicién de N + v, se ve que N + ¥ = Y+ 1 para todo N, ¥ € Naty,q¢ |F, G]

Proposicion 3.2.4. La categoria Mod (%) tiene productos .

Demostracion. Sea una famila {F;};c; de objetos en Mod (%), queremos ver que tal familia tiene
producto en Mod(%’). Para esto, primero veamos que la siguiente asignacion es funtorial.

Se define una asignacién

HF,-:%—>Ab,

ici
como sigue:
(i) Paracada C € € se define ([1;c; F;)(C) = [Lies Fi(C).

(ii) Para f: C; — C; en € queremos definir ([Tic; F;)(f) = ([Les F)(C1) = (ITier Fi) (Ca).
Para esto consideramos la familia de morfismos
{F(f) : Fi(C1) — Fi(C2) }ier-

Como la familia

(A, TTF(C) — F(C2) Yier,

iel

es un producto para la familia de objetos {F;(C2)}ic; en Ab, al tener la familia de morfismos

{F(N)A,  [TF(C) — F(C)}ier,

iel



3.2. LA CATEGORIA MOD(%) 107

se tiene por la propiedad universal de producto de la familia { F;(C2) }ic; en Ab que existe un tinico
morfismo

[lic: Fi(f) : [lier Fi(C1) ——— Lics Fi(C2),

tal que el siguiente diagrama conmuta:

[Tic/ Fi(C1) - ===~ +[Tier Fi(C2)
A A,
F; . F; ;

(C1) 50 (C2)

donde lél TLF(C)—=Cry léz : 1, Fi(C2) — C, son las proyecciones definidas en 2.0.2 en
la categoria Ab.

Veamos que [[;¢; F; es un funtor.

(a) Verifiquemos primero que []ie; Fi(1c) = 1yy,_, F(c) para todo C € €.

Sea I¢ : C — C con C € €. Por definicion [];c; F;(1¢) es el tinico morfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama

/'Li
[ie; Fi(C) ———— F(C)
|
|
Mier Fi(1c) Fi(lc)

|
4

[Tie1 Fi(C) — Fi(C)

donde lé es la proyeccion en la i-ésima coordenada. De esta manera, se tiene que
i€l

Pero 111, r(c) : [lier Fi(C) — [lies Fi(C) satisface que 1gc) o L=Abo (IHiGIFi(C)) para toda
i € 1. Por lo tanto [[ic; Fi(C) = 11, F(c)-
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(b) Sean f;:C; — Cyy f>: C; — C3 morfismos en %', veamos que

(HE(fz)) o (HE(fl)) =15 (Af).
il il il

Por un lado, por definicion de [;c; F;(f1 y [1ie; Fi( f2 se tiene el siguiente diagrama conmutativo
paratodai €[,

i

[ie: Fi(C1) ——— F(C)) ()
|

Miet Fi(f1) Fi(f)
|
4
[Ticr Fi(C2) 0 F(G)
[ C)
|

it Fi(f2) Fi(f2)
|

1

[Tics Fi(C3) 0 Fi(G3).

C3

Como F : € — Ab es un funtor, se tiene que

F(faf1) =F(f2)F(fi)

y los morfismos [1;c; Fi(f1) y [Lic; Fi(f2) son tnicos respecto a la conmutatividad de los dos
cuadrados del diagrama (*). Por otro lado, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo por
definicion del [Tie, Fi(f2/1),

A
[lie: Fi(C1) ———— F(C1) (%)
|
|

Tiet F(f211) F(faf1)

|
4

[Tics Fi(C3) /1,-—>Fi(c3)-
C

Asi, como [[;c; Fi(f2f1) es morfismo unico respecto a la conmutatividad del diagrama (**),
entonces se obtiene que
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[1E(RA) = (HE(fz)) o (HE‘(fl)) :

iel iel iel

Por lo tanto, de (a) y (b) se sigue que la asignacién dada para

[1F: ¢ — Ab.

iel

define un funtor covariante.
Veamos que [[;c; F; : € — Ab es aditivo.

Sean f,g:Cy — C; en ¢; tenemos que ([T;c; Fi) (f+g) es el inico morfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama para toda i € /

i

(Miet F) (1) S R(C)

(Tiet F)(F+) Fi(f+)

|
+

(Mies F) (C2) ——— F(C)

(%)

De la misma manera ([T;c; F;) (f) y (ITics F;) (g) son los inicos morfismos que hacen conmutar
los diagramas

}Li i

(Mies F) (C1) ——— F(C1) (Mies F) (C1) ——— F(C1)
| |
| |

(Tier F)(F), B ek, Fi(g)

. .

([Lier F) (G2) — F(C) ([Lier F) (G2) —Q F(G)

C) =]

para toda i € I. Como Fi(f + g) = F;(f) + F;(g) pues F; es aditivo para toda i € I, tenemos que
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&g<ﬁlm)uy+01m>@0=J&o@13>ﬁ“*@°01ﬂ>@)

= F(f)A¢, +Fi(g)Ad,
= (F(f) + F(8)) A,
=F(f+8)Aé,

para toda i € /. Por lo tanto,

(lI;!F,) (f+8)= <EF> (gpl) (2)

probandose que [];c; F; es un funtor aditivo.

Ahora , veamos que la familia de morfismos

A= {2L T[F(C) — F(C)}cew,

icl

es una tranformacion natural

li:HFi—>Fl~.

il
donde A/ son las proyecciones en la i-ésima coordenada, en la categoria Ab.

Sea f : C; — C, un morfismo en ¢, para i € [ fija, se quiere hacer ver que el siguiente diagrama
es conmutativo

i

(it F) (C1) ——— F(Cy) (*)
[Tic1 Fi(f) Fi(f)

[Ticr Fi(C2) )L,-—>Fi(C2)-

e)

Pero tal diagrama es conmutativo por la definicién de
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[TE0) - TTEEC) — []FR(G).

icl icl icl

Por lo tanto, la familia de morfismos

Ali= (A6 TTF(C) — F(C)}ees-

icl

es una tranformacion natural

ATIE — Fe

icl

paracadaiel.
Propiedad universal

Sea {}/’ : G — F;}ics una familia de transformaciones naturales donde:

Y = {¥%:G(C) — F(C)}cew-

Fijando C € ¥, tenemos la familia

{¥: G(C) = F(C)}ies

en Ab. Como

(A& TTF(C) — F(C)}cee-

icl
es el producto de la familia {F;(C) } ¢/, existe un tinico morfismo en Ab
oc : G(C) —————[ies Fi(C),

tal que el siguiente diagrama es conmutativo
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% A

paracadai€ly C € %. Asi, variando C € % se tiene la familia de morfismos

8 :={8c: G(C) — [[F(C)}cew-

icl

Con ¢ tal que }/’C = léSc paratodai €Iy C € ¥. Se afirma que la familia de morfismos 6 es
una transformacion natural entre los funtores G € Mod (%) y [1;c; F; en Mod(€).

Para ver esto, sea f : C; — C, un morfismo en %’. Se quiere demostrar que el siguiente diagrama
es conmutativo

o)
G(C)) ——— [T F(C1) (1)
G(f) ILF(f)

G(C) — [Tics Fi(C2).

2

Para un morfismo f : C; — C; en € se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo para toda
i € I por construccion de [T;c; Fi(f),

A
[ic F(C1) ————— F(C))
|
|

Mict F(f) F(f)

|
4

[Tic1 Fi(C2) — Fi(G)

)

También tenemos los siguientes diagramas conmutativos:
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oc oc

G(Cy) 1 [l F(C1)  G(G) : i1 Fi(Co)
F(C) F(C).

Es decir, se tienen las siguientes igualdades

lél oc, = 7/&1 y 7%25@ = yé2 paratodai € I.

Por otro lado, como ¥ : G — F; es una transformacion natural, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo para toda i € /

G(C)) ————— F((y).

)

obteniéndose la siguiente igualdad para toda i € 1

i€l

Ab, (HFi(f)) 8¢, = ()AL, 8¢, = F(f)¥%, = 16,G(f) = A-,80,G(f).

Por lo tanto, ﬂ,éz ((Iier F(f))Oc,) = léz(Sch( f)) para toda i € I y de la propiedad univer-
sal del producto se sigue que ([T;c; Fi(f)) 8c, = 8¢, G(f). Probandose asi que el cuadrado (1) es
conmutativo y por tanto la familia de morfismos

6 :={6c:G(C) — HFi(C)}Ce%

iel

es una transformacion natural entre los funtores G € Mod (%) y [1;c; F; en Mod(€’). Ademas el
siguiente diagrama conmuta en Mod(%’) por construccién de &
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______ - Hzez

N/

Unicidad.-

Sea

8= {8, : G(C) = [[F(C)}cerr

iel

una transformacién natural (morfismo en Mod (%)) tal que A8’ = ¥ para toda i € I. Entonces
para C € ¥ fija se tiene que

AL = o = Aide

para cada i € I. Luego, como la familia de morfismos

(A& [TF(C) — F(O)}ier

icl

es el producto para la familia {F;(C) }ies, se sigue que 8¢ = 8. para cada C € €. Por lo tanto,
6 = 6'. Probandose que la familia de morfismos en Mod (%)

(A T]F — Flier

icl

es un producto para la familia de objetos {F;};c; en Mod(%).

Proposicion 3.2.5. La categoria Mod (%) tiene coproductos .

Demostracion. La demostracion se hace de forma parecida a la proposicion anterior usando que
Ab tiene coproductos. [

Proposicion 3.2.6. La categoria Mod (€ ) tiene kerneles
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Demostracion. Sea o : F — G un morifsmo en Mod (%) con

o :={oc: F(C) = G(C)}cew-

Se define la siguiente asignacion Ker(cot) : € — Ab como sigue: para cada C € € se tiene que

(Kerat)(C) := Ker(ac)
y para un morfismo f : C; — C, en % se define

(Ker(a))(f) :== f
donde

f=(Ker(a))(f): Ker(oac,) — Ker(ag,).

es el morfismo unico respecto a la conmutatividad del siguiente diagrama

Ker(oe,) — L F(C) —9 . 6(Cy)
|
|
7| F(f) G(/)
.
Ker(oc,) ———F(C) ——— G(Cy),
2

donde ic, : Ker(oc,) = F(C1) y ic, : Ker(ac,) — F(C,) son las inclusiones de los kerneles co-
rrespondientes en Ab.

En efecto, como o, F(f)ic, = G(f)ac,ic, = 0 se sigue por la propiedad universal de ic,, la
existencia un tnico morfismo f tal que

F(f)ic, = ic,f.
Veamos que la asignacion Ker(a) : 4 — Ab es un funtor.

(i) Sea 1¢: C — C el morfismo identidad en €, afirmamos que (Kera)(1c) = 1ger(gp)-
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En efecto, como el morfismo (Kera)(1¢) : Ker(oe) — Ker(a¢) es Gnico respecto la conmuta-
tividad del siguiente diagrama

ic

Ker(ac) ——— F(C)

(Kera)(1c) ‘F(IC)IF(C)

Ker(oc) T>F(C)

Kerc = Kerc((Kerar)(1¢). (1)

Pero 1o : Ker(oc) — Ker(ac) es tal que iclke(op) = Lr(c)ic. Asi, por la propiedad uni-
versal de ic se tiene que (Kera)(1c) = 1ger(gp)-

(ii) Sean f:Cy; — Cpy g:C, — C3 morfismos en €, afirmamos que (Kerat)(gf) = (Keroa)(g)(Kera)(f).

En efecto, por definicién, existen f = Ker(a)(f) y § = Ker(a)(g) tal que los dos cuadrados en
el siguiente diagrama conmutan

oQ
3
—~
oo
—

Ker(oc;) T)F(C3).

3

Como F(gf) = F(g)F(f), se tiene que

F(gf)ic, = ic;(&f)-

Por definicién de (Kerat)(gf), se tiene Ker(a)(gf) es el Gnico morfismo tal que el siguiente
diagrama conmuta
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Ker(oc,) lC1—>F(C1)
(Kera)(gf) F(gf)

Ker(oc,) —— F(C3),

lc3

Luego, concluimos que Ker(o)(gf) = gf = Ker(a)(g) o Ker(a)(f). Probéndose que Ker(a)
es un funtor.

Veamos que Kera : ¢ — Ab es aditiva.

Sean f,g:C; — C; en €, tenemos que (Kera)(f+g), (Kera)(f) y (Kero)(g) son los tinicos
morfismos respecto a la conmutatividad de los siguientes diagramas

Ker(ag,) ——— F(Cy) Ker(og,) ———— F(Cy)
(Kero)(f+g) F(f+g)  (Kera)(f) F(f)

Ker(OCCZ) re— F(Cz). Ker(OCCz) re— F(Cz).

lc2 lc2

Ker(ae,) — S F(Cy)
(Kerat)(g) F(g)

Ker(oc,) ——— F(C).

lc2

Como F es aditivo, tenemos que F(f +g) = F(f)+ F(g). Luego,

ic,((Kera)(f) + (Kera)(g)) = ic, o (Kera)(f) +ic, o (Kera)(g)
= F(f)ic, +F(8)ic,
= (F(f)+F(g))ic,
=F(f+8)ic,-

Por lo tanto, (Kera)(f+g) = (Kerot)(f) + (Kera)(g), probdndose que Kera es funtor aditivo.
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Seai: Ker(a) — F, dada por la familia de morfismos

i= {ic : Ker(OC)(C) — F(C)}Cecg.

Para f : C; — C; se tiene que el siguiente diagrama conmuta

Ker(og,) L F(Cy)
(Kera)(gf) F(f)

Ker(oc,) ——— F(C3),

lC2

Por lo tanto, i es una transformacién natural.

Veamos que i : Kerat — F es el kernel de o : FF — G. Sea y: H — F transformacion natural tal
que ay = 0. Entonces ¢y = 0 para todo C € €. Como ic = Ker(0¢), existe un tnico morfismo
Bc : H(C) — (Kera)(C) tal que el siguiente diagrama conmuta para todo C € ¢

H(C)
Bc

(Kera))(C) ——— F(C).

ic

Sea 3 ={fc:H(C) — (Kerat)(C)}cew. Afirmamos que 3 es una transformacion natural entre
los funtores H y Kera. En efecto, sea f : C; — C, un morfismo en %’. Luego, tenemos los siguientes
diagramas conmutativos

(Kera)(Cy) — S F(Cy) H(C) H(C)
(Kera)(f) F) B “ e, “
(Kera)(Cz) IC—>F(C2), (Ker(x)(Cl) lC—>F(C1>7 (KerOC)(Cz) T)F(Cz)7
2 1
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Luego,

iczﬁczH(f) = yCzH(f) = F(f)ycl = F(f)iQﬁCl = iCz((Kera>(f))ﬁC1

pero ic, es un monomorfismo, por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

H(CY) b, (Kera)(Cy)
H(f) (Kera)(f)

H(Cz) —ﬁ) (KerOC)(Cz).

)

Probéandose que 8 : H — Kera es transformacion natural.

Por construccién se tiene que ¥ = if3. Supongamos que existe otro ' : H — Kera tal que
y=ip’. Entonces tenemos que Y = icf- para todo C € €. Luego, icfj- = icfc paratodo C € €y
como ic es un monomorfismo para todo C € ¢, tenemos que B = B¢ para todo C € €. Probandose
que B’ = B. Por lo tanto, i : Kera — F es el kernel de o. O

Proposicion 3.2.7. La categoria Mod (%) tiene cokerneles .

Demostracion. La demostracion es andloga a la demostracién de la proposicién anterior. [
Proposicion 3.2.8. La categoria Mod(€) es normal.

Demostracion. Sea o : Fi — F, una transformacion natural entre los funtores Fj,F, € Mod(%) tal
que o es un monomorfismo, entonces Ker(a) = 0, esto es, Ker(o¢) = 0 para cada C € €

Como Ab es una categoria abeliana, se tiene que ¢ es monomorfismo si y sélo si Ker(oc) =
0. Por lo que o es monomorfismo para cada C € ¥. Luego, como Ab es normal y a¢ es un
monomorfismo para cada C € %, entonces
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o = Ker(Coker(ac))

para cada C € ¥, obtenienddse la siguiente sucesion exacta en Ab para todo C € ¢

0—— F(C) 25 B(C) Coker(ac) — 0.

Luego, por la construccion del cokernel de o, tenemos que el siguiente diagrama conmuta para
f:Ci—Cyen ¥,

ac Cokerog
Fi(Cy) ! F(Cy) L Coker(ac,)
Fi(f) B(f) Coker(f)
F(Cy) o F(G) —; tere Coker(ac,).

2

Por la construccién del funtor Ker y Coker en Mod (%) se tiene entonces que oo = Ker(Coker(a.)).
Probandose que Mod (%) es una categoria normal.

]

Proposicion 3.2.9. La categoria Mod(%€) es conormal.

Demostracion. La demostracion es andloga a la demostracién de la proposicién anterior. [

Corolario 3.2.10. La categoria Mod(€) es abeliana.

Demostracion. Se sigue de las proposiciones 3.2.2, 3.2.4,3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8, 3.2.9 y el teo-
rema 1.17.2. O

3.2.1. Funtor covariante de representacion

Definicion 3.2.11. Sea € una categoria abeliana pequeria . El funtor covariante de representacion
P: % — Mod(€°P) se define como sigue,

(i) En objetos.- Dado C € € se define P(C) como el funtor aditivo P(C) := Homg(—,C) : € —
Ab. Cuando Homy (—,C) es considerado un objeto en la categoria Mod(€°P) lo denotare-
mos como Pc.
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(ii) En morfismos.- Dado f € Homg(Cy,C2) morfismo en €, entonces P(f) : Pc, — P, es la
transformacion natural dada por la familia {P(f)c}ces donde cada componente de la fa-
milia es una funcion

P(f)c: Homg(C,C) — Homg (C, ().
definida como P(f)c(g') = fg para g € Homy(C,Cy).

Observacion 3.2.12. La familia de morfismos {P(f)c}cew del inciso (ii) de la definicion anterior
define en efecto una transformacion natural entre el funtor Pc, al funtor Fc, .

Demostracion. Sean f:C; — Cp, g: A — By g’ : B— C; morfismo en 4. Entonces el siguiente
diagrama es conmutativo

P(f
Pe,(B) —2 ., b (B)
Pcl (g) PCZ (g)

P (A) — 5 Ps(4).

En efecto, para g’ € P¢, (B) se tiene por un lado que

(P, (8)P(f)B)(8) = Py (8)(f8) = (f&)s-

Y por otro lado, se tiene que

(P(f)aPe, (8))(8) =P(f)s(g'e) = f(s'e) = (f&')g-
Por tanto, la familia de morfismos {P(f)c}ccy define una transformacion natural entre el funtor
Fc, al funtor Fc,.

]

Proposicion 3.2.13. La asignacion en la definicion 3.2.11 define en efecto un funtor covariante de
una categoria pequeiia € a la categoria Mod(€°?).

Demostracion.

(i) Veamos que P(1¢) = 1p(.).

En efecto, sea C' € ¢, entoces P(1¢)cr : Pc(C') — Po(C') esta definida como (P(1¢)¢r)(h) =
lcoh = hparah € Homg(C',C). Por lo tanto, P((1¢))cr = lp.(c).-

Como C’ € € fue arbitraria, se tiene que P(1c) = 1p. = lp(c).
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(if) Veamos que P(gf) = P(g)P(f) para f : C; — C, y g : C; — C3 morfismos en €.

Veamos que para C € € se tiene que

P(gf)c=P(g)coP(f)c-

En efecto, para o« € Hom4 (C,Cy) se tiene que P(f)c (o) = fo. Luego,

Por otro lado,

P(gf)c(a) = (gf) (@) = g(f ).

Por lo tanto, P(gf)c = P(g)cP(f)c para todo C € €. Entonces P(gf) = P(g)P(f).

De (i) y (i1) se sigue que la asignacion en la definicién 3.2.11 define en efecto un funtor cova-
riante P : ¢ — Mod(€°P). O

Lema 3.2.14. El funtor covariante de representacion ,P : € — Mod (%€ °P), es exacto a izquierda,
es decir, manda sucesiones exactas izquierdas en sucesiones exactas izquierdas.

Demostracion. Sea

es una sucesion exacta en Mod (€°P).

(i) Veamos primero que P(f) : Py — P4 es un monomorfismo.

Sea 0 : F — Py y 1 : F — Py transformaciones naturales tales que P(f)0 = P(f)n , esto
significa que para todo C € ¢ se tiene que P(f)c0c = P(f)cNc donde

P(f)cec : F(C) — Homcg(C7A).
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Por tanto, para un x € F(C) arbitrario, se tiene que P(f)c(0c(x)) = P(f)c(nec(x)) y por defi-
nicién del funtor covariante de representacion tenemos que f o O¢(x) = f o ne(x). Luego, al ser f
monomorfismo se obtiene que 6¢(x) = Nc(x) para todo x € F(C), entonces 6¢c = 1. Probandose
que P(f) es un monomorfismo.

(ii) Veamos que P(f) = Ker(P(g)).

Como gf =0, entonces P(gf) =P(g)P(f)=0.Seat:F — Py en Mod(%€°P) tal que P(g)T =0
, por lo que P(f)ctc =0 paratodo C € €.

Asi, el morfismo P(f)ctc : F(C) — Homy(C,A”) , por lo tanto para cada x € F(C) se tiene
que

P(g)c(tc(x)) = gotc(x) =0,

donde 1¢(x) € Hom (C,A). Por lo tanto, g7¢(x) =0: C — A” y por la propiedad universal del
kernel de g, se tiene que existe un dnico morfismo 6¢(x) : C — A’ tal que f60¢(x) = t¢(x). Es decir,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo

U ————

Oc(x)

Tc(x)

C.

Asi, podemos definir ¢ : F — Py para cada x € F(C) se define ¢¢c(x) = O¢(x). Veamos que esta
asignacion es una transformacion natural entre el funtor F y el funtor Py/. En efecto, sea f| : C; — C;
un morfismo en ¢ queremos ver que el siguiente diagrama es conmutativo

[0
F(C) —— 2 Homy (Cs,A') (%)
F(f1) Homy (f1,A")

F(C]) —¢>H0mcg(cl ,A/).

Cy

En efecto, sea x € F(C,). Por un lado se tiene que
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(Homcg(f,A/)(pCz) (x) = (Homcg(fl,A’)) (6c,(x)) = 6c,(x) fi € Homy(Cy,A"),

con 6O, (x) € Homy(C2,A"). Por otro lado, para x € F(C,) consideramos F(f)(x) = x' € F(Cy),
entonces se tiene que @c, F (f1)(x) = ¢¢, (x") = O¢, con B¢, (x) el tinico morfismo tal que f6Oc, (x') =

¢, (*'). Como fO¢,(x) = 1¢,(x) € Homy(Ca,A) entonces (f6c,(x))f1 = (t¢,(x))fi. Veamos que
(tc,(x)) f1 = ¢, (x'). En efecto,

10, (X') = ¢, (F(f1) (%)) = 7, o F (1) (x)
= (Homg(f1,A4) 0 T¢,) ()
= (Homy(f1,A)) (¢, (x))
= 1¢,(X) f1,

donde la antepenultima igualdad es debido a la conmutatividad del siguiente diagrama

F(C)) —— s Homiy (Cs, A)
F(f) Hom (A, f1)
F(Cy) —TCI>H0mcg(C1 LA)
al ser 7: F — P4 una transformacion natural . Luego, se tiene que

F(6c,(x) f1) = (f8c,(x)) fi = (7, (0)) f1 = Te, (F (1) (x)) = 7, ().

Luego, por la unicidad de la factorizacién de ¢, (x'), se tiene que O¢, (x) fi = ¢, (x’), demos-
trando que ¢ : ' — Py es una transformacion natural.

Asi, se tiene que P(f)¢ : F — Py es tal que para cada C € % el morfismo

P(f)c¢c : F(C) ————— Homc(C,A)

tiene regla de corresponencia para cada x € F(C) como sigue

P(f)coc(x) = P(f)c(6c(x)) = fOc(x) = c(x).
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Por lo tanto P(f)c@c = ¢ para cada C € €. Probandose que P(f)¢ = T.

Unicidad. Como P(f) : Py — P4 es un monomorfismo, si existiera ¢’ : F — P, transformacién
natural tal que P(f)¢’ = v = P(f)¢ entonces ¢’ = ¢. Por lo tanto, P(f) = Ker(P(g)).

De (1) y (i1) se sigue que

0 Py Py Pyr

es una sucesion exacta en Mod (€°P).

3.3. Lema de Yoneda contravariante

Sea € una categoria y G,F : € — Ab funtores contravariantes. Denotamos por Nat[F,G]| al
conjunto de transformaciones naturales entre F,G.

Lema 3.3.1. Sea € una categoria arbitraria. Entonces para cada funtor contravariante G : ¢ —
Con y cada objeto X € €, se dispone de una funcion biyectiva

Q:=Qyx g : Nat[Homy(—,X),G] —— G(X),

llamada isomorfismo de Yoneda contravariante, cuya regla de correspondencia estd dada por
Q(a)=(Qx¢)(a) :=(ax(1x)) para o € Nat[Homs(—,X),G|. La inversa de la funcion anterior
es la funcion

Q'=0,%.: G(X) ———— Nat[Homy(—,X), G,

donde a cada x € G(X) se asigna la transformacion natural Qy '+(x) : Homg(—,X) — G
cuya Y-ésima componente (Qx G(x))y : Homy (Y, X) — G(Y) es tal ciue para un morfismo g €
Homy (Y, X) arbitrario se tiene que (Q;}G(x)y)(g) = G(g)(x) donde G(g) : G(X) — G(Y) es un
morfismo en Con.

Demostracion. Para cada x € G(X) consideramos Q'(x) : Py — G dada por

Q' (x) = {(Q'(x))y : Homg (Y, X) — G(Y) }yew
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donde cada (Q/(x))y : Homy(Y,X) — G(Y) tiene por regla de correspondencia,

(Q'(x))y(g) :=G(g)(x) paratodo g€ Homy(Y,X).

Veamos que Q' : Py — G es una transformacion natural. Sea 4 : Y — Y’ un morfismo en €.

Py (Y @y G(Y')

Py (Y Y).
X()WG()

En efecto, el diagrama anterior es conmutativo pues por un lado tenemos que para g € Homy (Y, X)
se tiene que

G(h)(Q'(x))y (8) = G(h)G(g)(x) = G(gh) ().

Por otro lado, para g € Homy (Y, X) se tiene que

(@' (x))y Px (h)g = (@' (x))r (gh) = (G(gh)) (x).

Por lo tanto, Q/(x) : Py — G es una transformacién natural. Asi, vemos que

Q' :G(X) ——— Nat[Px,G]

Xt Q' (x),
es una funcion del conjunto G(X) al conjunto Nat|[Px, G].
(1) Veamos primero que la siguiente composicion de funciones,

Q'Q: Nat|Px,G] — Nat[Px,G],

es la funcién identidad sobre el conjunto Nat[Px,G]. Sea ) € [Px, G], verifiquemos que Q'Q(n) =
7. Para esto necesitamos ver que (Q'Q(n))y = ny paracada Y € ¢.

En efecto, por definicién Q(x) = nx(1x) :=x € G(X). Luego
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(QQ(n))y = (' (X))y : Homg (Y, X) = G(Y)

es tal que para g € Homy (Y, X) es tiene que

(Q'Q(n))r(g) = G(8)(x') = G(g)(nx(1x))-

Por otro lado, como 7 es una transformacion natural para g € Hom (Y, X) se tiene el siguiente
diagrama conmutativo en Con:

Homy (X, X) S S G(X)
Px(g)

Homy (Y, X) — G(Y).

Asi, para 1y € Homy (X, X) se tiene que

G(g)(nx(1x)) = (G(g)nx)(1x) = (nrPx(g))(1x) = Ny (Px(g)(1x))
= Ny ((Homg(—,X)(g))(1x))
=ny(lxog) =ny(g).

Por lo tanto, nfy y (Q'Q(N))y : Homy(Y,X) — G(Y) tienen la misma regla de correspondencia,
probdndose que Q'Q = 1y (p -

(2) Ahora veamos que la composicién de funciones,

QQ': G(X) — G(X)

es también la identidad sobre el conjunto G(X).

Tomando x € G(X) entonces se tiene que

(QQ)(x) = Q(Q'(x)) = (Q'(x))x(1x) = G(1x) (x) = l5x)(x) = x.
Por lo tanto, QQ’ es también la identidad sobre G(X).

De los incisos se sigue que ' = Q~!, probandose que la funcién

Q= -QX,G : Nat[Px,G] — G(X)

es un funcion biyectiva. 0
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Lema 3.3.2. Sea ¢ : G — F transformacion natural y G : Y — X morfismo en €. Consideremos
la transformacion natural P(g) : Py = Homg(—,Y) — Py = Homy(—,X) definida en 3.2.11.

Entonces,

(a) El siguiente diagrama es conmutativo en Con.:

Nat[Px,G] —2— Nat[Py,G] —2— Nat [Py, F]
Qx G Qy g Qy F

G(X)WG(Y)TF(Y),

donde la regla de correspondencia de la funcion

W : Nat[Homg(—,X),G) — Nat[Homg(—,Y),G],

es tal que para una transformacion natural N € Nat[Homy(—,X),G| arbritraria se tiene que
¥(n)=nP(g) con P(g) : Py — Px y donde la regla de correspondencia de la funcion

® = [Homc(—,Y), 9] : Nat|Homyg(—,Y),G] — Nat[Homy(—,X),F],

es tal que para una transformacion natural & € Nat[Homy(—,Y ), G| arbitraria se tiene que O (&) =

¢c.

(b) Si € es una categoria aditiva y el funtor contravariante G : € — Ab es aditivo, entonces el
isomorfismo de Yoneda contravariante

Q =Qyx ¢ : Nat[Homy(—,X),G] —— G(X)

es un isomorfismo de grupos abeliano

Demostracion.

(a) Sea g:Y — X morfismo en ¢, veamos que el cuadrado izquierdo del siguiente diagrama
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Nat[Px,G] —— Nat[Py,G] —2- Nat [Py, F]
Qx G Qy g Qy F

G(X) TG(Y) TF(Y)’

es conmutativo. En efecto, sea 11 € Nat[Px, G| arbitraria, por un lado se tiene que

(G(g)Qx.c) (M) = G(g)(Lx,6(n)) = G(g)(Mx(1x))-

Por otro lado, al ser 1 : Py — G una transformacion natural para g : ¥ — X se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

Homy (X,X) L SN G(X)
Px(g)

Homy (Y, X) ——— G(Y).

Por lo tanto, tenemos que

G(g)(nx(1x)) = (G(g)nx)(1x) = (M Px (¢))(1x) = 1y (Px (¢)1x) = 1y (1x&) = 1r (g)-

Pero,

Por lo tanto el cuadro izquierdo del diagrama conmuta.

Ahora veamos que el cuadrado derecho del diagrama es conmutativo.
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Sea p € Nat[Py,G] arbitraria entonces,

(QrrO®)(p) =Qyr(0p) =Qyr(¢p)=(¢p)r(ly).

Por otro lado,

(orQrc)(p) =y (Qrc(p)) = ¢y (pr(ly)) = (grpy)(ly) = (¢p)y(1y).

Por lo tanto, se obtiene la conmutativad del cuadrado derecho. Probandose que el diagrama (A)
es conmutativo.

(b) Basta ver que

Q= -QX.,G ZNat[Px,G] — G(X).

es un morfismo de grupos abelianos con Py y G funtores aditivos, pues £ ya es biyectiva por lema
anterior. Asi, sean 1,1’ € Nat[Py, G| transformaciones naturales arbitrarias, entonces

Qn+n')=(m-+n")x(1x)
=nx (1x) +nx (1x)
=Q(n)+Q(n").

Por lo tanto, Q es un isomorfismo de grupos abelianos. [

A continuacién se discutira la nocién de producto de categorias asi como de funtores en 2
variables.

Definicion 3.3.3. Sean € y Z categorias. El producto € x 9 es una categoria cuya clase de
objetos consta de los pares ordenados (C,D) conC € Obj(€)yD € Obj(D) y

Homg g [(C,D),(C',D')] := Homg(C,C') x Homg (D', D).

es el conjunto de morfismos entre los pares (C,D),(C',D'") € Obj(€ x 2) donde para dos morfis-
mos

(f.8):(C.,D) = (C'.D") y (f.g):(C".D')—(C",D").

en € X 9, la composicion

(&) (f.8):(C,D)—(C",D")
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queda definida como la pareja ordenada (f'f,g'g). La composicion asi definida es asociativa don-
de el morfismo identidad del objeto (C,D) es el pareja ordenada (1¢,1p).

Definicion 3.3.4. Un bifuntor es un funtor covariante cuyo dominio es el producto de dos cate-
gorias, es decir, una asignacion

F: x99 —&

donde 6,2 y & son categorias, y F' es un funtor.

Observacion 3.3.5. Si € es una categoria pequeiia, tenemos la categoria [€°P,Con| de todos los
funtores contravariantes de € en Con (ver seccion 1 de este capitulo). Consideremos los bifuntores

S,E : €°P x [¢°P,Con| — Con.

definidoseng: X* —Y*en¢°P (ie.g:Y - X en%)y ¢ : G— F morfismo una transformacion
natural entre los funtores contravariantes G y F, como:

(i) S(X,G) := Nat[Px,G| y
S(g,9) : Nat[Px,G] — Nat|Py,F],

es una asignacion dada por S(g,9)(n) := ¢nP(g) € Nat|Py,F] paran € Nat[Px,G| .

(ii) E(X.G) = G(X) yE(8.9) : G(X) = F(¥) con E(3,9) = F(g)¢x = ¢y G(g).

Entonces el isomorfismo de Yoneda es un isomorfismo Q : S — E de bifuntores, es decir, para
g:Y—=>Xen€yod:G—F en[€°P,Con)] el siguiente diagrama conmuta.

Qx g

Nat[Px,G] ————— G(X) (*)
S(g.9) E(g.9)

Demostracion. Se quiere demostrar que el isomorfismo de Yoneda

-QX7G : Nal[Px, G] — G(X)
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es un isomorfismo de los bifuntores Q: S — E. Sea ¢ : G — F en [¢°P,Con]y g:Y — X un
morfismo en . Veamos que el diagrama (*) conmuta. Sea 11 € Nat[Px,G], por la naturalidad de 1
se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama

Homg (X, X) —% 5 G(X)

Px(g) G(g)

En particular para 1y € Homy (X, X) se tiene que

G(g)(nx(1x)) = (G(g)nx)(1x) = (MrPx(g))(1x) = 1y (3)-

Abhora si, veamos que hacer ver que el siguiente diagrama es conmutativo

Nat[Py,G] —_, G(x) (*)
S(g.9) E(g,9)

En efecto, para 1 € Nat|[Px,G] se tiene que

(E(8,0)2.6) (M) = (E(g,¢)(2x.6) (1))
=E(g,¢)(nx(1x))
= (9rG(g)) (nx(1x))
= ¢r(G(8)(nx (1x)))

= ¢,(nr(g))

= (¢r7y)(g)

Y por otro lado, para 1 € Nat[Px, G| se tiene que
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(QrrS(g,9))(n) =Qrr(enP(g))
= (¢nP(g))r(ly)
= (¢yny (P(g))y)(1y)
= v Ny (P(8)y (1y))
= (¢vny)(gly)
= dyny (g)-

Por lo tanto,

(E(ga (p)'Q‘X,G) = (QY7FS(g7¢))

Por lo tanto, el diagrama (*) es conmutativo. Se sigue por lema 3.3.1, que el isomorfismo de
Yoneda

Q= QX,G ZNat[Px,G] — G(X)

es un isomorfismo de los bifuntores Q : § — E definidos en esta observacion.

Corolario 3.3.6. Sea € una categoria arbitraria y considerando la funcion

ﬁC.,C” : Homy (C, C//) ——— > Nat [Pc, PCH] .
donde Bc v (g) = P(g) con g € Homy(C,C"), entonces se satisface que

(a) Bccr es natural en las variables C" y C.

(b) Bc cr es biyectiva con inversa
Been(@) = oc(le).

para o € Nat[Pc, Per).

(c) Si € es aditiva, entonces B¢ cr es isomorfismo de grupos.

Demostracion. Recordemos que tenemos la funcién (ver Lema de Yoneda)



134 CAPITULO 3. FUNTORES ADITIVOS

Q= QE}DC” : Pon(C) = Homy (C,C") ———— Nat[Pc, Por).

Donde para g € Por(C) = Homy (C,C") Q7 '(g) : Pc — Pev es la transfomacion natural, tal
que paracadaY € € (Q (g))y : Homg (Y,C) — Homy(Y,C") tiene por regla de correspondencia

Q7' (g))v(a) = (Per(@))(g)), paraa € Homg(Y,C).

Pero Pon(at) : Homy (C,C") — Homy (Y,C") es tal que (Por())(g) = ga paratodo g € Home (C,C").
Por lo tanto, (Q~'(g))y(a) = ga.

Recordemos que P(g) : Pc — Pcr estal que paraY € €, P(g)y : Homy (Y,C) — Homy (Y,C")
tiene regla de correspondencia (P(g)y)(o) = ga para todo o € Home (Y, C). Por lo tanto, Bc cr =
QE.IPC//' Luego el corolario, se sigue de 3.3.1y 3.3.2.

O

3.4. Objetos proyectivos

Definicion 3.4.1. Sea ¢ una categoria arbitraria, decimos que P € € es un objeto proyectivo si
para todo diagrama en ¢
P

= /
5/ lf

X !

con a : C — C' un epimorfismo y f : P — C' morfismo arbitrario en €, existe un morfismo f: P — C
tal que f = o.f.

Definicion 3.4.2. Sea F : € — 2 un funtor covariante, decimos que F preserva monomorfis-
mos(epimorfismos) si F(f) es un monomorfismo (epimorfismo) siempre que f sea un monomor-
fismo(epimorfismo).

Observacion 3.4.3. P es un objeto proyectivo en € si y sélo si el funtor
Homy(P,—) : € — Con

preserva epimorfismos.

Demostracion.
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(<) Sea o : C — C’ un epimorfismo en &, entonces

Homy (P, ) : Homy (P,C) — Homy(P,C')

es un epimorfismo en la categoria Con. Es decir, Hom (P, ¢) es una funcion suprayectiva en Con.
Asi, si 'y € Homg (P,C') existe entonces un morfismo 8 € Home (P,C) tal que Y= Homy (P, @)(B).
Por lo tanto, ¥ = 3. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

s
2,

X /
con & epimorfismo. Probandose que P es un objeto proyectivo en €.

(=) La demostracion es andloga a la implicacion que se acaba de demostrar.

Observacion 3.4.4. Sea € una categoria abeliana, P es un objeto proyectivo si y sélo si
Homy(P,—) : € — Ab

es un funtor exacto.

Demostracion. Esto se sigue de la observacion anterior y de que el funtor Homy (C,—) : € — Ab
es exacto a izquierda para todo C € . [

Proposicion 3.4.5. Si f: P — P es mono-escindido en € con P’ objeto proyectivo en €, entonces
P es un objeto proyectivo en €.

Demostracion. Como f : P — P’ es mono-escindido en €, entonces existe un morfismo f’: P’ — P
en ¢ tal que f'f = 1p. Sean g : C — C’ un epimorfismo y @ : P — C’" un morfismo arbitrario %
Consideremos el morfismo o f” : P' — C’, como P’ es un objeto proyectivo en €, existe un morfismo
o : P' — Ctal que ga’ = ouf’. Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

P/
p /
OC// J/af/

%4
C—g>C’

Entonces go' f = o.f'f = alp = o Por lo tanto, si tomamos f = &’ f tenemos que el siguiente
diagrama es conmutativo
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Probandose que P es un objeto proyectivo en % . [

Proposicion 3.4.6. Sean € una categoria con coproductos y {P,;}ic; una familia de objetos en
categoria €. Entonces P; es un objeto proyectivo en € para cada i € I si'y solo si @;c;P; es un
objeto proyectivo en € .

Demostracion.

(=) Supdngase que P, es un objeto proyectivo en ¢ para cadai € [ y sea o : C — C’ un epimorfismo
en €. Al tomar un morfismo f : @;c; P, — C’' en € y al considerar las inclusiones ; : P, — @P;c; P;
de cada P; en el coproducto, se obtiene una familia de morfismos { fu; : P, — C’'}ic;. Puesto que P,
es un objeto proyectivo para cada i € I, se tiene la existencia de un morfismo f; : P, — C tal que
of; = fu;. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i € [

~ h
7 lfﬂi

C—a>C'

Luego, por la propiedad universal del coproducto se tiene la existencia de un tnico morfismo
¢ : P, P, — C respecto a satisfacer que f; = ¢ u; para toda i € I. Es decir, el siguiente diagrama
conmuta para toda i € /

Asi, se sigue que o U; = o.f; = f; para todo i € I. Por lo tanto, por la propiedad universal del
coproducto €P;c; P se tiene que ot¢ = f. Es decir el siguiente diagrama conmuta

Dici i

s

C K—OC> C/.
Probandose que @, P, es un objeto proyectivo en €.

(«=) Puesto que cada inclusion u; : P, — ;< P; en el coproducto es un mono-escindido, se sigue
por la proposicion 3.4.5 que P, es un objeto proyectivo en ¢ para cada i € I.

]
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Definicion 3.4.7. Decimos que una familia {X;}icr de objetos en una categoria € es una familia
de generadores en ¢ si dados dos morfismos f,g:C — D en € tales que f # g, existe un morfismo
X : Xi — C para algiin i € I tal que fx # gx. Decimos que un objeto X € € es un generador en ¢
si la familia que consta de un sélo objeto {X } es una familia de generadores en €.

Observacion 3.4.8. X es generador en la categoria € siy solo si el funtor
Homg(X,—): ¢ — Con

es una inmersion, es decir, es un funtor fiel que manda objetos distintos en objetos distintos.

Demostracion.
(=) Primero veamos que el funtor Homy (X,—) : € — Con es fiel, esto es, veamos que la asig-
nacion

0 : Homy (C,C") —— Homap(Homy (X ,C),Homy (X,C"))

es inyectiva para todo C,C’ € €. Para esto, sean f,g : C — C' morfismos en % tales que f # g, se
quiere ver que 0(f) # 0(g). Asi, por un lado tenemos el morfismo en Con,

0(f) =Homy (X, f) : Homg(X,C) —— Homy (X, C'),

que es tal que para o € Hom (X, C) arbitrario se tiene que 6(f)(ct) = fa. Y también tenemos el
morfismo en Ab,

0(g) : Homy(X,g) : Homy(X,C) —— Homy (X,C'),

que es tal que para o € Homy (X, C) arbitrario se tiene que 6(g)(c) = ga. Por otro lado, puesto
que X es generador en %, se tiene que existe un morfismo y : X — C tal que fx # gx. Por lo
tanto, O(f) # 0(g). Luego, el funtor Homy (X, —) es un funtor fiel. Del segundo axioma de la
definicién de categoria (ver 1.1.1), se tiene que para A,B € Obj(%) tales que A # B entonces
Homy (X ,A) # Homy (X, B). Por lo tanto, el funtor

Homy(X,—): % — Con
es una inmersion.

(<) Se sigue facilmente del hecho de que

Homy(X,—): % — Con

un funtor fiel. L]
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Lema 3.4.9. Sea € una categoria con objeto cero, 0. Entonces C =0 si y solo si 1¢ = fy donde f
es el morfismo cero de C en C.

Demostracion.
(=) Como C = 0, tenemos que |Homy (C,C)| =1y como 1¢ € Homy(C,C), tenemos que 1¢ = 0.

(<) Consideremos el morfismo fj : C — C, recordemos que por definiciéon de morfismo cero, tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

0
o N
c———C.
Jo

Por hipétesis tenemos que Ba = fo = 1¢. Por otro lado aff € Hom¢(0,0) y como 0 es objeto
cero, tenemos que |Homy(C,C)| = 1. Pero 19 = Hom(0,0), por lo tanto 19 = aff. De donde
concluimos que 0 = 0. Por lo tanto podemos suponer que C = 0.

]

Lema 3.4.10. Sea F : € — 2 un funtor fiel covariante, entonces

(a) SiF(f) esun monomorfismo (epimorfismo), entonces f es un monomorfismo (epimorfismo) para
f un morfismo en €.

(b) Si €y P son categorias con objeto cero, F(C) # 0 siempre que C # 0.

Demostracion.

(a) Supongamos que F(f): F(A) — F(B) es un monomorfismo en ¥ para f : A — B morfismo
en ©. Sean g,h : X — A morfismos en % tal que fg = fh, se quiere ver que g = h. En efecto,
evaluando en el funtor F se tiene que F(fg) = F(fh), entonces F (f)F(g) = F(f)F (h) y al ser F(f)
monomorfismo, se obtiene que F(g) = F(h) pero como F es fiel, se tiene que g = h. Probandose
que f es monomorfismo.

(b) (Por contrapositiva) Supdngase que F(C) = 0, se hara ver que C = 0. Sean fy,1¢c: C — C
los morfismo cero e identidad respectivamente. Entonces F(fp),F(1¢) : F(C) — F(C). Como
|Homy (F(C),F(C)| =1 pues F(C) = 0, se tiene que F(fy) = F(l¢). Como F es fiel, conclui-
mos que fo = 1¢. Por el lema 3.4.9, se tiene que C = 0. [l

Proposicion 3.4.11. Sea F : € — 2 un funtor exacto covariante en ¢ una categoria abelianay 9
una categoria exacta y aditiva. Entonces F es un funtor aditivo.
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Demostracion. Ver [MB65], p.55. ]

Proposicion 3.4.12. Sea F : € — 2 un funtor exacto covariante con € una categoria abeliana y
9 una categoria exacta aditiva tal que F(C) # 0 para todo C € € con C # 0, entonces F es un
funtor fiel.

Demostracion. Se quiere ver que para A, B € € arbitrarios, la correspondencia
Homig (A, B) ———— Homp o) (F(A), F (B)),

es inyectiva. Sean f,g : A — B morfismos en % con tales que f # g, se quiere demostrar que
F(f) # F(g). Como F es aditivo (por la proposicion 3.4.11), renombrando & = f — g, bastaria
demostrar que si & : A — B es tal que h # 0, entonces F (h) # 0. Como % es una categoria abeliana,
podemos factorizar al morfismo & como i = vg con g : A — Im(h) un epimorfismo y v : Im(h) — B
un monomorfismo.

A h B
N A
Im(h).

Como & # 0, entonces Im(h) # 0 y entonces concluimos que F(Im(h)) # 0. Por otro lado,
F(h) = F(v)F(q) con F(q) : F(A) — F(Im(h)) un epimorfismo y F(v) : F(Im(h)) — F(B) un
monomorfismo. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

F(Im(h)).

De donde concluimos que F(v) es la imagen de F(h). Asi, Im(F(h)) = F (Im(h)) # 0. Luego,
como F(v) es un monomorfismo, se concluye que F (k) # 0, pues si F(h) = 0 entonces F(v)F(q) =
0, lo cual implica que F(g) = 0 pues F(v) es un monomorfismo. Al ser F(g) un epimorfismo,
concluimos que F (Im(h)) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, F es un funtor fiel.

O

Proposicion 3.4.13. Sea € una categoria abeliana y X un objeto proyectivo en 6. Si Homy (X,C) #
0 para todo C # 0 € €, entonces X es un generador en €.

Demostracion. Sea X un objeto proyectivo en ¢, entonces por 3.4.4 se tiene que Homy (X, —) :
% — Ab es un funtor exacto. Luego, al tener que Homy (X ,C) # 0 para todo C € € se sigue por la
proposicion 3.4.12 que Homy (X, —) : € — Ab es un funtor fiel, es decir, Homy (X, —) : € — Ab
es una inmersion. Asi, por 3.4.8 se tiene que X es un generador en la categoria €. [l



140 CAPITULO 3. FUNTORES ADITIVOS

Lema 3.4.14. Sea F : € — 2 un funtor exacto con ¢ una categoria abeliana y & una categoria
exacta y aditiva, entonces F preserva coproductos finitos.

Demostracion. La haremos sélo para el coproducto de 2 objetos. Sean de C; y C, objetos en €
y {tti : G = C; @ C2}i—1 2 un coproducto. Veamos que {F(u;) : F(C;) = F(Ci@C2)}i=12 es un
coproducto de F(C}) y F(C).

Por el lema 1.15.4, existen morfismos p; : C; C, — C; parai = 1,2 tal que
la;, sii=j 2

gy — 2 =1 )

Pilt; {07 sii 7£ ] y ‘:1‘ulpl CiIépc

~

Como F es exacto, tenemos que F' es aditivo y por tanto, tenemos que aplicando F a las igual-
dades anteriores , tenemos las siguientes igualdades

F(W)F(pi) = lpic,@c)-

2
=1

lpay, sii=j
F(p,->F<uj>={OF<AJ> iz V]

Por lo tanto, por 1.15.4 concluimos que {F(w;)}?, es un coproducto de F(Cy) y F(C).
Probdndose que F preserva coproductos finitos.

O

Lema 3.4.15. Sea X € €, entonces Homy (—,X) es un objeto proyectivo en Mod(€°P) .

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama en Mod (%€ °P)

Homyg(—X)

|e

F—n>F/

con F,F' € Mod(%€°P), 1 un epimorfismo en Mod (%€ °P) y € un morfismo arbitrario en Mod (€°P).
Como 1 es un epimorfismo, entonces 1¢ : F(C) — F'(C) es epimorfismo para cada C € €. Por
observacion 3.3.5, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo en Ab para 1y : X — X y
n:F—F

Q
Natygoq(or) [Homeg (—,X),F] ——— F(X

)
S(1x,m) ‘E(lx,n)nx

Natypq(gor)[Homg (=, X), F'] —5—— F'(X)
X ,F!
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Luego, como nx es epimorfismo y Qy s, Qx r son isomorfismos se sigue que S(1x,n) es un
epimorfismo. Pero S(1x,n) = Homy,q(4op) (Homs(—,X),n). Por lo tanto

Natyoq(gory[Homg (—,X), —| : Mod (6P ) ———— Ab

es un epifuntor, es decir, preserva epimorfismos. Por lo tanto, por 3.4.3 se tiene que Homy (—,X)
es un objeto proyectivo en Mod (€ °P). O

3.5. Objetos inyectivos

Definicion 3.5.1. Sea € una categoria arbitraria, decimos que Q € € es un objeto inyectivo si
para todo diagrama en ¢

c%,¢

con o : C — C' un monomorfismo y f : C — Q morfismo arbitrario en €, existe un morfismo

f:C' — Qtal que f = fo.

Definicion 3.5.2. Sea G un grupo abeliano, decimos que G es divisible si toda ecuacion g = nx,
con g € Gyn € N—{0} tiene solucion en G.

Ejemplo 3.5.3. (i) Z no es divisible pues 2 = nx con n € N — {0} tiene como tinica solucion
X = % € Q y para n = 3 se tiene que x ¢ 7.

(ii) Q es divisible pues para toda ecuacion g = nx € Q, conn € N— {0} y g € Q se tiene que
X = % es una solucion en Q para todo n € N.

Proposicion 3.5.4. Sea G € Ab, entonces G es divisible si y sélo si G es un objeto inyectivo en Ab.

Demostracion.

(=) Supdngase G es divisible. Por el criterio de Baer (véase [RJ09], p.118) basta ver que sii: N —
Z es lainclusiéon y f : nZ — G es un morfismo de grupos arbitrarios, entonces existe f : Z — G tal
que el siguiente diagrama conmuta
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Como G es divisible, existe e € G tal que ne = f(n), entonces definimos el morfismo f:Z—G
como f(1) = e. Sea a € nZ, entonces con a = nb para algtin b € Z. Por un lado,

Por otro lado

fla) = f(nb) =bf(n) = b(ne) = (nb)e = ae.
Por lo tanto, f = fi.

(<) Supdngase que G es un objeto inyectivo en Ab, se quiere demostrar que para g € G arbitrario,
g = nx, tiene solucion en G conn € N—{0}. Seag € Gy f : nZ — G un morfismo en Ab definido
como f(nb) = bg para nb € n’Z. En efecto, la funcién es un morfismo de grupos abelianos pues
para nb,nb’ € nZ, se tiene que

f(nb+nb") = f(n(b+b"))
=(b+b)g
= bg+ bg'
= f(nb) + f(nb").

Por lo tanto, la funcion f : nZ — G con la regla de correspondencia asignada es un morfismo
de grupos abelianos. Como G es un objeto inyectivo en Ab, existe un morfismo f : Z — G tal que
ﬁnZ = f. Se afirma que f(1) es una solucién en G a la ecuacién g = nx. En efecto, tenemos que
f(n) =nf(1). Pero como f|,z7 = f se tiene que

f(n)=f(n)=fn1)=1g=¢g.

Por lo tanto nf(1) = g. Probéndose que G es divisible. O
Proposicion 3.5.5. Sea G un grupo abeliano divisible y H un subgrupo de G, entonces G/H € Ab
es divisible.

Demostracion. Se sigue de la divisibilidad de G. [l

Considerando la definicion dual a la definicion 3.4.7, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.5.6. Q/Z es cogenerador inyectivo en Ab.
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Demostracion. Como Q € Ab es divisible y Z es un subgrupo de QQ se sigue por la proposicién
anterior que Q/Z € Ab es divisible. Luego, por la proposicion 3.5.4 se tiene que Q/Z € Ab es un
objeto inyectivo. Asi, basta ver que Q/Z € Ab es un cogenerador. Sea M # 0 un grupo abeliano y
tomemos m € M con m # 0. Veamos que

Homyp <M, %) #{0}.
Denotemos por (m) al subgrupo de M generado por m.

+ 7.

0=

Caso 1.- Siord(m) = oo, se define f : (m) — % como f(m) =

Caso 2.- Siord(m) =n > 1, se define f: (m) — % como f(m) =1+7.

Como %,% ¢ 7, entonces en ambos casos se tiene que f(m) # 0. Luego, como % € Ab es un

objeto inyectivo, se tiene que existe f : M — % tal que fi = f, donde i : (m) <= M es la inclusi6n.
Es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Por lo tanto, f # 0. Como f € Homy,, (M, %), concluimos que Homyy, (M, %) £ (0 paraM #0

arbitrario, con lo cual se demuestra que % es un cogenerador inyectivo en Ab. (por el dual de
3.4.13).

]
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Capitulo 4

Relaciones con otras categorias

En la primera parte de este capitulo se estudia la relacion entre Mod (%) y la categoria de
modulos sobre un anillo.

En la segunda parte de este capitulo se expone la existencia y suficiencias de inyectivos en la
Mod (%), la prueba del lema 4.2.3 atribuido a N. Yoneda asi como la relacién funtorial entre las
categorias Mod (%) y Mod (%€ °P) sera crucial para esto.

4.1. Categoria de médulos sobre un anillo

Definicion 4.1.1. Sea R un anillo asociativo con 1, se dice que una pareja (M, 1) es un R-médulo
izquierdo, si M es un grupo abeliano y A : R — Enda,(M) es un morfismo de anillos con 1, donde
Endp(M) := Homap(M,M). es un morfismo de anillos.

Observacion 4.1.2. La definicion anterior significa que para cada r € R existe un morfismo A(r) :
M — M tal que para todo r,s € Ry todo x,y € M se tiene que:

(i) A(r)(x+y) = A(r)(x) + A (r)(y)-
(it) A(r+s)(x) = A(r)(x) + 4 (s)(x).
(iii) A(rs)(x) = A(r)(A(s)(x)).
(iv) A(1)(x) =x

Para facilitar la notacion se evita escribir A en la definicion anterior. De esta manera se escribe

rx en vez de A(r)(x). El morfismo A induce una "multiplicacion escalar a la izquierda”dada por
la asignacion

145
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RxM M

(r,x) —————— A(r)(x) = rx

tal que para todo r,s € Ry x,y € M se satisfacen los siguientes axiomas:

(i) r(x+y) =rx+ry.
(ii) (r+s)x=rx+sx.
(iii) (rs)x = r(sx).

(iv) 1x=x.

Inversamente dada una accién R x M — M que satisface (i), (i1), (ii1) y (iv)del parrafo anterior
induce un morfismo de anillos con 1 A : R — Enda,(M).

Definicion 4.1.3. Dado un anillo asociativo con 1 R, la categoria de modulos izquierdos sobre R
denotada como Mod(R) es la categoria cuya clase de objetos consiste de los mddulos izquierdos
sobre Ry donde Homyg,R) (M,N) consiste del conjunto de todos morfismos de grupos f: M — N
tal que f(rm) = rf(m) para todor € R, m € M.

Para facilitar la notacion al conjunto Hony,q(r) (M,N) de la definicién anterior lo denotaremos
simplemente como Homg(M,N).

Ejemplo 4.1.4. (a) Todo espacio vectorial sobre un campo K es un K-modulo izquierdo.
(b) Todo grupo abeliano es un Z-modulo izquierdo.

(c) Todo anillo R es un R-modulo izquierdo si se define la multiplicacion escalar a izquierda
como la multiplicacion (r,s) — rs, de elementos del anillo R.

(d) Sea un conjunto X un conjunto distinto del vacio, M un R-médulo izquierdo y MX la coleccion
de todas las funciones f : X — M, entonces M es un R-médulo izquierdo con la operacion
suma y multiplicacion escalar definidas como (f +g)(x) := f(x)+g(x) y (rf)(x) :=rf(x)
respectivamente. En particular, si X = R con R un anillo asociativo con 1 se puede ver que
MR := Homg(R,M) es un R-médulo izquierdo. (de hecho es un submédulo de MX).

Proposicion 4.1.5. Sea M un R-mddulo izquierdo, entonces existe un isomorfismo o.: M — Homg(R, M)
de R-modulos izquierdos cuya regla de correspondencia estd dada por

o: M ———  Homg(R,M)

M @ : R— M,
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donde para m € M ¢,,(r) = rm para todo r € R.

Demostracion. Sea B : Homg(R,M) — M una asignacion tal que para ¢ € Homg(R,M) se tiene

que B(¢) = ¢(1r) € M.

Veamos que 8 = a~!. En efecto, por un lado, para m € M se tiene que

ﬁOt(m) :ﬁ(d)m) = ¢m(1R) =lgm=meM.

Por otro lado, para ¢ € Homg(R,M) se tiene que of(¢) = ot(¢(1g)). Asi, tomando m’ :=
¢ (1g) € M se obtiene que o (9 (1g)) = o(m’) = ¢,,», donde ¢,, € Homg(R, M) es tal que ¢, (r) =
rm’ para todo r € R. Por lo tanto, para todo r € R se tiene que

O (r) =rm’ =r9(1g) = ¢ (rlg) = ¢(r).

Por tanto, a3(¢) = ¢. Probandose que f = o~ 1.

Es facil ver que o es unmorfismo de R-mdédulos y por tanto & es un isomorfismo de R-modulos.
]

Definicion 4.1.6. Sea R un anillo asociativo con 1, denotemos por 6 a la categoria dada por los
siguientes datos.

(i) Obj(R) ={x}

(ii) Homg,(%,%) =R.

La composicion en 64 estd dada por la multiplicacion en R.

De esta manera, podemos obtener la categoria Mod(%y) descrita en la siguiente observacion
enunciada a continuacion.

Observacion 4.1.7. Por la definicion 3.2.1 tenemos que la categoria Mod(%6R) cuya clase de obje-
tos consiste de todos los funtores aditivos covariantes de la categoria 6r a la categoria Ab y donde
Homygoq(4) (F,G) consiste de todas las transformaciones naturales del funtor F en el funtor G.

Lema 4.1.8. Sea F : g — Ab un objeto en Mod(6R), entonces F (x) tiene estructura de R-mddulo
izquierdo.

Demostracion. Primero notemos que F(x) € Ab. Queremos definir un morfismo de anillos con
1, A : R — Endyz(F(x)). Para esto notemos que F induce un morfismo de grupos abelianos A :
Homg, (x,%) — Homap(F (*),F (%) con A(r) := F(r) para todo r € Homg,(*,*) = R. Como F es
funtor, tenemos que A (rs) = F(rs) = F(r)F(s) = A(r)A(s) para todo r,s € Home, (*,%) y A(1) =
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1p(4)- Porlo tanto A : R — Endy(F (+)) es un morfismo de anillos con 1. Probdndose que F(*) es
un R-mdédulo izquierdo. [

Lema 4.1.9. Sea F,F' € Mod(6R) y T : F — F' una transformacion natural. Entonces T : F (x) —
F'(x) es un morfismo de R-médulo izquierdo.

Demostracion. Tenemos que T : F — F’ estd dada por

T:.= {T* :F(*) - Fl(*)}*eObj(%R)'

Luego, 7, es la Ginica componente de la transformacién natural T. Como T, : F(x) — F’(x) es un
morfismo en Ab se tiene que

T.(a+b) = 1.(a)+1.(b) paratodo a,bc F(x).

De esta manera, falta sélo ver que T.(rx) = r7,(x) para x € F(x) y r € R arbitrarios.

Por un lado, tenemos que las estructuras de R-mddulos a izquierda de F (x) y F’(x) estdan dadas
por los morfismos de anillos

AR — Endy(F(x)), A(r):=F(r),

A iR — Endy(F'(x)), A'(r):=F'(r),

respectivamente.

Es decir, 7 es una transformacion natural se tiene que para r : x — % con r € R arbitrario, el
siguiente diagrama es conmutativo

F (%) T)F’(*)

Por tanto, F'(r)t. = 7.F (r). Entonces, para x € F(x) se tiene que (F'(r)7.)(x) = (t.F (r))(x).
Luego,
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Por lo tanto, 7,(rx) = r7.(x) para todo x € F(x) y r € R. Probandose que T, : F(x) — F'(x) es

un morfismo en Mod(R).

Definicion 4.1.10. Definimos una asignacion A : Mod(6r) — Mod(R) como sigue:

]

(i) En objetos.- Para F : g — Ab un funtor covariante en Mod(%R) se tiene que A(F) = F (%) con

F(x) € Mod(R).

(ii) En morfismos.- Sea T : F — F' un morfismo en Mod(6R) donde F,F' : € — Ab son funtores
covariantes aditivos. Se define A(T) := 1, donde T, es la tinica componente de la transformacion

natural

Ti= {1t 1 F(x) = F'(*) }aconj(r)-

Proposicion 4.1.11. La asignacion A : Mod(6Rr) — Mod(R) definida en 4.1.10 es funtorial.

Demostracion.

(a) Veamos que A(N7) =A(n)A(t) parat:F — F'yn : F' — F” morfismos en Mod(%R).

En efecto, se tiene que A(nT) = A(1)A(7) pues

A(NT) = (N7)s = N7 = A(N)A(T).

(b) Sea 1 : F — F la transformacién natural identidad sobre F € Mod(%g), entonces A(lp) =

1a(1,)- En efecto, esto se sigue de la siguiente igualdad: A(1r) = (1r)« = 1p() = 1a(F)-

Por lo tanto, la asignacién A : Mod(6g) — Mod(R) definida en 4.1.10 es funtorial.

]

Lema 4.1.12. Sea R un anillo asociativo con 1 y M € Mod(R). Sea Fy : g — Ab la asignacion

definida como

(i) Fy(x):=M
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(ii) para r € R = Homg,(x,%), la funcion Fy(r) : M — M tiene por regla de correspondencia
Fy(r)(m) = rm.

Entonces Fy; es un funtor covariante.

Demostracion.

(i) Sea 1g € R el elemento identidad del anillo R. Entonces Fy;(1g) : M — M es tal que Fy;(1g)(m) =
1gm = m para todo m € M. Por lo tanto, Fy/(1g) = 1y = L5y (%)

(ii) Sean r,s € R. Entonces Fy(rs) : M — M es tal que Fy(rs) = (rs)m para todo m € M. Pero
Fy(r)oFy(s) : M — M es tal que (Fy(r) o Fy(s))(m) = Fp(r)(Fy(s)(m)) = Fa(r) (sm) = r(sm).
Por lo tanto, Fy;(r) o Fy(s) = Fy(rs).

Probdndose que es un funtor covariante. [

Lema 4.1.13. Sea f : M — M’ un morfismo en Mod(R) y definimos ¢ : Fyy — Fyp en T := {(Tf)+ :
Fy (%) = Fap (%) Yeconjie) donde (Tf)s = f es la tinica componente de ty. Entonces Ty es una
transformacion natural entre los funtores Fyy y Fyypr.

Demostracion. Para r € Homg, (*, *), tenemos que ver que el siguiente diagrama conmuta

M = Fy(x) '—f>FM/(*) =M

Fy(r) FM’(’)

En efecto, sea m € M, entonces (Fyy(r) o f)(m) = Fyp(r)(f(m)) = r(f(m)). Por otro lado,
(foFu(r))(m) = f(Fm(r)(m)) = f(rm). Pero como f es unmorfismo de R-mdédulos izquierdos,
tenemos que 7 f(m) = f(rm). Por lo tanto, el diagrama anterior conmuta. Probandose que 7 es una
t ransformacion natural.

]

Por los lemas anteriores tenemos la siguiente definicion.

Definicion 4.1.14. Definimos una asignacion I' : Mod(R) — Mod(6r) entre categorias como si-
gue:

(i) En objetos.- Para M € Mod(R) se tiene que I'(M) = Fyy : €r — Ab funtor donde Fy es el
funtor del lema 4.1.8.
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(ii) En morfismos.- Si f : M — M’ morfismo en Mod(R), se tiene I'(f) = Tf : Fyy — Fyy donde
Tr es la transformacion natural del lema 4.1.9.

Proposicion 4.1.15. La asignacion I" : Mod(R) — Mod(6R) definida anteriormente es un funtor.

Demostracion.

(1) Seal'ys : M — M el morfismo identidad sobre M. Entonces 7y,, : Fjyy — Fy es tal que su tnica
componente (71, )« : Fis(*) — Fy (%), por lo tanto I'(1p) = Lpyy).

(i) Sean f:M — M’y g: M — M" morfismo de R-mddulos izquierdos. Por un lado T, : Fiy —
Fyy es tal que su tunica componente es gf. Por otro lado, 7, o T tiene como tinica componente a
(Tg)«(Tf)s« = go f. Porlo tanto, I'(gf) = T'(g)I'(f). Probandose que I" es un funtor. O

Proposicion 4.1.16. Las categorias Mod(R) y Mod(%6Rr) son isomorfas entre si.

Demostracion. Sean A : Mod(6r) — Mod(R) y I' : Mod(R) — Mod(%g) los funtores definidos en
4.1.10 y 4.1.14 respectivamente.

() AL = 1p104(r) €ON 1y104(r) : Mod(R) — Mod(R) el funtor identidad en Mod(R).

Sea M € Mod(R) entonces I'(M) = Fyy : g — Ab, por tanto se sigue que
AT (M) = A(Fy) = Fy(x) =M € Mod(R).

Ahora, sea f : M — M’ morfismo en Mod(R), entonces I'( f) = 7 donde

T = {(Tr)« : Fm () = Fyr (%) beconj()
es una transformacion natural entre los funtores F,F’ € Mod(%g) con (t¢). = f. Luego,
AT'(f) = A(ty) = (77)« = f. Probdndose que Al = 1/,4(r)-

(i) TA = lpspa(s) €on Lysoaisy) - Mod(Gr) — Mod(%R) el funtor identidad en Mod (%) .

Sea F € Mod(%R), entonces M := A(F) = F(x) € Mod(R). De esta manera, se sigue que

con Fyy € Mod(6R).
Veamos que Fyy = F.

Por un lado se tiene que Fys : g — Ab es un funtor en Mod(%g) tal que para x € 6x se tiene
que Fy(x) =M = F(x) € Mod(R). Por lo tanto Fy, tiene la misma regla de correspondencia
en objetos que F. Para un morfismo r : x — % en %y se tiene que Fy(r) = M — M es un
morfismo en Mod(R) tal que para m € M, (Fy(r))(m) = rm.
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Pero rm = A(r)(m) = F(r)(m), esto por la definicion de la estructura de R-médulo sobre M.
Por lo tanto Fy(r) = F(r). Luego F = Fy;. Por lo tanto, TA(F) = F.

Ahora, sea T : F — F' un morfismo en Mod(%y), entonces A(T) = T, con

fi=1: F(x) — F'(x)

la tinica componente de 7. Luego , [A(7) = I'(f) donde I'(f) : Fp(y) — Fpr() €s una trans-
formacion natural dada por

L(f) :=={f: F(x) = F(*) }seonj(r)-

Por lo tanto, A[(7) = 7. Y asi, se tiene que TA = 1y1,4(4)-

Probandose que Mod(R) y Mod(%g) son categorias isomorfas.

Observacion 4.1.17. Sea R un anillo asociativo con 1, entonces bajo el funtor

A:Mod(6r) — Mod(R)

definida en 4.1.10 se tiene que A(Hom, (*,—)) = R. En efecto,

A(Homg, (*,—)) = Homg,(*,%) = R € Mod(R).

Proposicion 4.1.18. Sean R un anillo asociativo con 1. Consideremos F € Mod(6R) y el isomor-
fismo de Yoneda

Q:= Q. r:Nat[Homg(x,—),F] ———— F (%),

version para funtores covariantes de 3.3.2 (b). Para F (x) € Mod(R) consideremos el isomorfismo
B : Homg(R,F (%)) — F(x) en Mod(R) definido en la demostracion de 4.1.5. Entonces mediante
el funtor A : Mod(6g) — Mod(R), el isomorfismo de grupos abelianos Q se “corresponde” con .
Es decir, Q= Q. =B oA

Demostracion. Sea
B : Homg(R,F(x)) — F (%)

el morfismo en Mod(R) definido en la demostracion de 4.1.5 y sea

A:Mod(6r) — Mod(R)
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el funtor definido en 4.1.10. Por un lado, para 1 € [Hom, (¥, —),F]| se tiene que A(1) = 1, con

Ns : Homg, (%, %) — F (%)

un morfismo en Mod(R).

Luego, BA(1) = B(n+) donde B (1) = 1:(1r).

Por otro lado, para N € Nat[Homg,(*,—),F]| se tiene por el andlogo de 3.3.2 (b) que

Q(n) = n.(1) = N (1g).

Donde la dltima igualdad se tiene al tener que 1. : * — x es igual a 1g. Por lo tanto se sigue que
BA(n) = Q(n), probandose que BA = Q. Es decir, el diagrama

Nat[Homg, (%, —), F] — & Homg[(*,),F(x)] = Homg|[R,F ()]
Qi F B
F(x) F(x),

es conmutativo en la categoria Ab.

4.2. Existencia de inyectivos en la categoria Mod (%)

En toda esta seccidén % serd una categoria aditiva y pequeiia (pedimos que % sea pequeia, pues
consideraremos la categoria Mod(%’) descrita en la definicién 3.2.1). Mds generalmente se puede
pedir que ¥ sea esqueléticamente pequefia. Pero para nuestros fines sélo pediremos que ¢ sea
pequena.

Lema 4.2.1. Sean </ y A categorias y F,G : &/ — P funtores. Sea H : 58 — € un funtor y
N : F — G una transformacion natural. Se satisfacen los siguientes incisos.

(a) Si F'y G son covariantes 'y H es covariante entonces HN := {H(Na) }acor es una transfor-
macion natural Hn : HF — HG entre funtores covariantes.

(b) Si F 'y G son covariantes y H es contravariante entonces HN := {H(Na) }ac.y es una trans-
formacion natural Hn : HG — HF entre funtores contravariantes.
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(¢) Si Fy G son contravariantes y H es covariante entonces H1 := {H(Na) Yac.s es una trans-
formacion natural Hn : HF — HG entre funtores contravariantes.

(d) Si F 'y G son contravariantes y H es contravariante entonces HN := {H(Na) }ac.r es una
transformacion natural Hn) : HG — HF entre funtores covariantes.

Demostracion. Demostremos solo (d), ya que los otros incisos son similares. Sea f : A — A’ un
morfismo en .o/, veamos que el siguiente diagrama es conmutativo en ¢’

HG(A) X HE4)
HG(f)l HF(f)

En efecto, como 1 : F — G es una transformacion natural, entonces tenemos el siguiente diagrama

conmutativo

F(A") M G(A)

F(f)l lG(f)

F(4) —— G(A).
Luego, al aplicar H al diagrama anterior, obtenemos el diagrama conmutativo buscado. 0

Definicion 4.2.2. Sea € una categoria aditiva C € € y G € Ab. Definimos un funtor covariante
Je.g 1 € — Ab como
Je.g == Homyp(—,G) o Homy(—,C),

con Homuap(—,G) : Ab — Ab y Homy(—,C) : € — Ab.

Siendo un poco mds especificos, tenemos que Jc ; estd definida como sigue.

(a) En objetos. Para C' € ¢ se tiene que Jo g(C') := Homy, (Homg(C’,C), G> .
(b) En morfismos: Si f: A — B es un morfismo en %, entonces
Jeg(f) : Homyy (Homcg(A,C), G) — Homyy, (Homcg(B,C), G>

tiene por regla de correspondencia: Jo g (f)(¢) := oco Homy (f,C) para & : Homg(A,C) —
G, donde Homy (f,C) : Homg(B,C) — Homg(A,C).

Lema 4.2.3. Sean F : € — Ab un funtor covariante aditivo, C € € y G € Ab. Entonces tenemos
un isomorfismo de grupos abelianos

que es naturalen F, C y G.
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Demostracion. Sean F € Mod(€),C € € 'y G € Ab fijos. Queremos definir la funcién

0:=0f.
Natygoq(es)|F.Jc.6) ———~+ Homap(F(C),G).

Sea n € Nat[F,Jc ] donde 1 := {n¢ : F(C') — Homup(Homy (C',C),G) }cre, y cada compo-
nente Ne : F(C') — Homy,(Homy(C',C),G) es un morfismo de grupos abelianos. En particular,
tenemos la C-ésima componente

Ne : F(C) — Homypp(Homy (C,C),G).
Luego, para x € F(C), tenemos el morfismo de grupos abelianos
Ne(x) : Homy (C,C) ——— G.
De esta manera, tenemos (1¢(x))(1¢) € G. Por lo tanto, definimos la funcion
O(n):F(C)—=G

con regla de correspondencia: (®(1))(x) = (nc(x))(1¢) para x € F(C).
Veamos que O(n) : F(C) — G es un morfismo de grupos abelianos. En efecto, sean x,y € F(C),
entonces

donde la segunda igualdad es debido a que 1¢ es un morfismo de grupos abelianos y la tercera
igualdad es por definicién de suma de morfismos entre grupos abelianos. Por lo tanto, ®(1) es un
morfismo en Ab.

Veamos que © es un morfismo de grupos abelianos. En efecto, sean 1, ¥ € Natypac|F,Jc,¢|. En-
tonces @(1n + ) : F(C) — G tiene por regla de correspondencia para x € F(C)

O(n+v)(x) = (+W)c()(1c) = ((Me+yo)()) (1) =(ne(x) + ye) (1)
=(nc(x))(1c) + (ye(x))(1c)

O(n)(x)+O(y)(x)

(©(1) +06(w)) (x).

Por lo tanto, ®(n + v) = (1) + O(y), probandose que ® es un morfismo de grupos abelianos.
Ahora queremos definir un morfismo de grupos abelianos

o HomAb(F(C), G) — NatM(,d(cg) [F, JC,G]-
Para f € Homy,(F(C),G) queremos obtener ®'(f) =1 € Naty,q4)[F,Jc,c] con

N :={nc : F(C') — Homy,(Homy(C',C),G)}crcy.
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Entonces para cada C' € ¢ queremos definir ne : F(C') — Homu,(Homy (C',C),G). Para y €
F(C') necesitamos un morfismo de grupos abelianos

Ne'(y) : Homy (C',C) — G.

Sea ¢ € Homy(C',C), entonces tenemos morfismo de grupos abelianos F(g) : F(C') — F(C).
Luego tenemos foF(g): F(C') — Gy asi ( foF (g)) (y) € G. De esta manera definimos la funcion

N (y) : Homy(C',C) — G

que tiene por regla de correspondencia: (na (y)> (g) = ( fo F(g)) (v) para g € Homg (C',C). Vea-

mos que 7 (y) es un morfismo de grupos abelianos. En efecto, sean g1, g, : C' — C, entonces
(me ) (81 +82) =<foF(gn +22)) )

( F(g1)+F gz)))(y)

(f +foF(g2)>(y>

(f ) +(foF (gz)> ()

= (na (y)) (g1)+ (nc' (y)> (82)

Ahora veamos que N : F(C') — Homy,(Homg (C',C),G) es un morfismo de grupos abelianos.
En efecto, sean y,y’ € F(C') entonces Ne(y+y') : Homg (C',C) — G tiene por regla de correspon-
dencia: parag:C' — C

(nay+y ) = foF(g> (y+')
( )

donde la segunda igualdad es debido a que f o F(g) es un morfismo de grupos abelianos. Por lo
tanto, N (y+Y') = ne'(v) + Ner(Y), probéndose que Ner es un morfismo de grupos abelianos.
Ahora veamos que 1 := {n¢ : F(C') — Homap(Homy (C',C),G) }crce. €s una transformacion
natural entre los funtores F' y Jc .

Sea h: C' — C” morfismo en €, queremos ver que el siguiente diagrama conmuta

F(C) —>H0mAb(H0m<g(C’ C),G) (1)

F(h l lJC c(h)

F(C") —>H0mAb(H0mcg(C ,C),G).
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En efecto, sea y € F(C'). Por un lado, tenemos que

(Je.athy oner ) ) = e o) (116 () =ner(v) o Home (h,C) € Homay(Home (C",C), G)
tiene la siguiente regla de correspondencia: para g € Home (C”,C) tenemos que
(Mo () o Homy (1,€) ) (8) = (M (3)) (Homy (1,C)(8)) = (ne: () (gh)
= (foF(gh)) ()-

Por otro lado,

(e o F(1) () = s (F()() ) € Homap(Homy (C",€), G)

tiene la siguiente regla de correspondencia: para g € Hom (C”,C) tenemos que
e (FING)) [ (9) = (oF () (F) () = (FoF(g)oF() () = (FoF(gh)) ()

Por lo tanto, ((nc// o F(h)) (y)) (g) = ((ch(h) o ncf) (y)) (g). De donde concluimos que
(nero F() () = (Je.g(h) omc' ) (v). Luego, tenemos que
Nero F(h) =Jeg(h)one.

Probandose que el diagrama (1) conmuta y por lo tanto 1) es una transformacién natural y asi

N € Natyoq(4)|F. Jc,G)-
Ahora veamos que la asignacion

®": Homyy(F (C),G) — Natyeq()[F,Jc.q]

definida anteriormente es un morfismo en Ab. En efecto, sean fi, f> : F(C) — G morfismos de
grupos abelianos. Por un lado, tenemos

O'(fi+ f2) =8 ={Cc: F(C') = Homyp(Homy (C',C),G) } ey

Sea C' € €, paray € F(C') tenemos que { (y) : Homc(C',C) — G tiene por regla de correspon-
dencia: para g € Hom (C',C)

(6c0)) @ = ((i+£)0F (@) 0) = (fioF(8)+ £0F () ) 0) = (fioF (8) ) 3)+(f20F (8) ) 0):
Por otro lado, sean 1 := @'(f1) y ¥ := @'(/f2) con
N :={nc : F(C') — Homy,(Homx(C',C),G)}crcy,

v :={yo : F(C') — Homy,(Homyx(C',C),G)} ey

Tenemos que

N+v={M+v)c:F(C) — Homy,(Homy(C',C),G)}crew
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donde por definicién (ver 3.2.3) se tiene que (1 + W) := Ne + W paracadaC' € €. Sea C' € €,
paray € F(C') se tiene que (N + ¥)c(y) : Homg(C,C') — G tiene por regla de correspondencia:
para g € Homy (C',C)

(1110 ©) = (e + ¥e)6) ) (&) =(net) + ver ) (0
— (na (y)) (g)+ (WC’ (y)> (g)
:<f1 oF(g)) )+ (fzoF(g)) ()

Por lo tanto (n + y)c (y) = o (y) para cada y € F(C'). Luego, tenemos que (1 + ¥)c = o para
C’ € €. Por lo tanto, tenemos que 1 + ¥ = §. Es decir, tenemos que @'(f1) +O'(f2) = O(f1 + f>),
probandose que @' : Homyy,(F(C),G) — Natyoq(4)[F,Jc,G] es un morfismo de grupos abelianos.

(a) Naturalidad de ©® en F
Sean : F — F' es una transformacién natural, donde

n={nc:F(C) = F'(C)}cew-

Entonces para C € € y G € Ab fijos, el siguiente diagrama conmuta

O
NatM()d(cg) [F/7JC,G] F’—C,G>H0mAb(F/(C)7G)

v W

@ B
Natygoa(i)[FyJc.6) ————— Homyp,(F(C),G)

con V() := yn para y € Naty,q4)[F',Jegl y ¥ () := anc para a € Homa,(F'(C),G).
En efecto, sea ¥ € Natyoq(4)[F',Jc,G), entonces

<®F7C7G O‘P) ()= ®<‘P(Y)> =0(yn) € Homa,(F(C),G)
donde para x € F(C) se tiene que
o)) = ((m)c®) (1) = (cone) () (1) = (ve(ne() ) (1c)
Por otro lado,
(‘P/ o ®F/,C,G> () =¥ <®F’,C,G(?’)> = Op ¢ c(Y) oNc € Homy,(F(C),G)

donde para x € F(C) se tiene que
(O c.a(1 N0 x) = (O c.6(7) ) (nc(x)) = (xcne(x)) (1c)

Por lo tanto, ((@RC’G o lP) (y)) (x) = ((‘{" o @F/,C7G> (7/)) (x). De donde concluimos que

<®F7C7G (¢] \P> (’}/) = <\P/ (@) ®F/,C,G> ('}/) para Y - NatMOd(cg) [F/,JC7G]. ASI/, @F,C7G O‘{I = lP/ o ®F/7C.,G'
probandose que el diagrama requerido conmuta.
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(b) Naturalidad en C € 7.
Si f: A — Bes un morfismo en %, tenemos que P(f) : Py = Homy(—,A) — P = Homy(—,B) es
una transformacién natural por 3.2.12. Luego,

A := Hompp(—,G)P(f) : Homap(—,G) o Homy(—,B) — Homap(—,G) o Homy(—,A)

definida por Ac = Homap,(P(f)c,G) es una transformacion natural (ver 4.2.1).
Sea f : A — B un morfismo en %. Entonces para F' y G fijos, el siguiente diagrama conmuta

Orac
Natyoq(4)|F,Ja,6] ————— Homyy,(F(A),G)
Y Y/

6 sDy
Natyeq(4)[F,JIB,G) — . Homa,(F(B),G)

con Y(n) = An para ) € Natyoq()[F,Jpc] y W' () = aF (f) para & € Homyy(F (B),G) .
En efecto, para ) € Naty,q(%) [F,Jp ] tenemos que

(©rAGoT) (M) = Orac(Y(N) = Orac(AN) € Homap(F(4),G)

donde para x € F(A) se tiene que

Por otro lado,

(Yo0rsc) () =T (Orac(n) = Orsc(n) o F(f) € Homy(F(4),G)

donde para x € F(A) se tiene que

(©rac(moF(£)) () = (Ornc(m)) (F(F)(x) = ns(F(N()(18) = (s F(F) @) (1)
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Como n : F — Jp ¢ es una transformacion natural, tenemos que para f : A — B el siguiente diagra-

ma conmuta

F(A) ——™ Homy,(Homy (A, B), G)

)
F(f) ljB.G(f)
F(B) —nzHomAb(Homcg(B,B), G).

Es decir, para x € F(A) se tiene que
(Mo F(f))(x) = (Up.c(f) o Na)(x).

Pero (Jp.c(f)ona)(x) = (JB7g(f)> (Na(x)) =na(x)oHomy (f,C). Entonces, para 1 g € Homy (B, B)

tenemos que (4 (x) o Home (£,B) ) (1) = 14 (x) (Homy (£, B)(15) ) = na(¥)(/).
De donde concluimos que

(o F (1)) (18) = (Us6(£) oma)(4)) (18) = Ma(x)(1).
Por lo tanto, (<®F7A7G oY) (n))(x) = ((Y/O®F7B7G> (n))(x) Luego,

<®F,A,G o T) (n)= (Y/ o @F,B,G> (n)

y entonces O@p 4 oY =Y 0@p p g, probandose la conmutatividad del diagrama.

(c¢) Naturalidad en G.
Sea f : G — G’ un morfismo en Ab. Definamos tranformacién natural A : Je,c — Je,g con

A ={A¢ : Homy,(Homy (C',C),G) — Homyy(Homy (C',C),G') }crew-
Donde para cada C' € ¢
Acr : Homyy(Homy (C',C),G) — Homyp,(Homy (C',C),G'),

tiene regla de correspondencia Ac(@) = fa para o € Homap(Homy (C',C),G). Seah: C' — C”
un morfismo en %, afirmamos que el siguiente diagrama es conmutativo

Apr
Homyy,(Homy (C',C),G) —————— Homy,(Homy (C',C),G')

JC‘G(h)l lJC’G/(h)

Homy,(Homy (C",C),G) A—>H0mAb(H0mcg(C”,C),G’).
C//

En efecto, para oo € Homy,(Hom (C',C),G), tenemos que

(oo h) o Ac ) (@) = Jeo () (A (@) = Je.g(h) (@) = (f) o Hom (h,C)
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Por otro lado,
</\c” OJC,G(h)) (&) = (Acr)(Jeg(h) (@) = Acr (oo Homg (h,C)) = f o (oco Home (h,C))

Por lo tanto, el diagrama anterior conmuta y entonces A es una transformacion natural.

(Nota: como tenemos f : G — G’ entonces tenemos P(f) : Homap(—,G) — Homap(—,G') es
una transformacion natural entonces al componer por la derecha con Homy(—,C) tenemos una
transformacion natural P(f)Home(—,C) : Jo,c — Jo i (ver pag. 59 del Mitchell) y de hecho
A = P(f)Homig(—,C)).

Sea f : G — G’ un morfismo de grupos abelianos. Entonces el siguiente diagrama conmuta

Orcc
NatM()d(Cﬁ) [F7 JC,G] F—> Homyy, (F (C>7 G)
(03] (o4
NatMOd(cg) [F, JC7G/] TCG/) HOmAb (F(C), G/)

con @(1) := A1 para 1 € Natyoa(z)[F,Jc.cl y P'(g) = fg para g € Homyy(F (C),G).
En efecto, sea ) € Naty,q(¢)|F, Jc G|, entonces

(©rc.c2®) (M) = Orc.o(®(M)) = OFcc:(AN) € Homap(F(C),G)

tiene regla de correspondencia: para x € F(C)
Orc.o (A = ((An)c) (1) = ((Acne) @) (1e) =(Ac(ne(x) ) (1c)
=(rome)(10).
Por otro lado,

(‘13/ o @RC,G) (M) = @' (@rc6(n)) = foOkc,c(N) € Homyy(F(C),G)

tiene regla de correspondencia: para x € F(C)
(£e@rcam) ) = f(©Frcam)®) = f((Mcx)(10)) =(fonc)) (o).
Por lo tanto, <(®F7C7G’ o CI>> (n)> (x) = ((@’ o ®F7c7c;> (n)> (x). Luego,

<®F,C,G’ o q’) (n) = (‘13' ° ®F,C7G> (n)

y entonces O ¢ 7 0 P = &' 0 O ¢ , probdndose que el diagrama es conmutativo.
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(d) Ahora veamos que 'O = ly,, ae)[Ficg) BN efecto, sea 1) € Naty,q(4)[F,JcG]- Luego, sea
f=0(n):F(C)— G.Entonces @'(0(n)) =0'(f) = { con

C = {CC’ : F(Cl) — HomAb(Hom‘f(Clvc‘)vG)}C’ECK.

Donde para C' € €, {or : F(C') — Homap(Home (C',C),G) esta definida como sigue. Para y €
F(C’) el morfismo de grupos abelianos

Co(y) : Homg (C',C) — G

tiene regla de correspondencia: <§c’ (y)> (g):= <fOF(g)> (y), para g € Homy(C',C).
Luego, entonces

(6e))(8) = (foF () 0) = (0o F(5)) 0) = (€(m)) (F(&)() = (nc(F(8)(3))) (1c)

Como 1 : F — Jc ¢ es una transformacion natural, tenemos que para g € Homy (C',C) el siguiente
diagrama conmuta

Ner

Homyy, (HOmcg (C/7 C) ) G)

F(g)l lfc,G(g)

Homyup(Homy (C,C),G)

Nc
Es decir, para y € F(C') se tiene que

(McoF(g))(y) = (ecc(g)one) ).

Luego, tenemos que

(ne(F(@)6)) (1) = (e oF(e)() ) (1e) =(Ue.alg) o ner) () (1c)
~(Jea(&) (e () (1)
<nc'(y)OH0m<€(g, >)<1c>
:nC’ <H0m<5 g, ))

=nc (y)(8)

Luego, entonces <§Cz (y)) (g) = <77C' (y)) (g) para todo g € Homg(C',C). Por lo tanto, se tiene que

Co(y) = ne(y) paray € F(C'). Lo que implica que { = n¢ para cada C' € €. Probandose que
{ =1, es decir, @@(n) = n y por lo tanto @'O = WNatygoatie) i)

(e) Ahora veamos que O@' = 1y F . En efecto, sea f : F(C) — G un morfismo en Ab. Sea
omap(F(C),G)
N :=0O'(f) € Naty,q(4)|F,Jc,c], entonces por definicion tenemos que O(n) : F(C) — G tiene regla
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de correspondencia: ( (n ))( ) = (Nc(x))(1¢) para x € F(C). Pero por definicion de n := @'(f),
tenemos que MN¢(x) : Homy (C,C) — G es tal que

(Me@)(16) = (FoF(10)) () = (£ 1p( (x) = F(2).
Por lo tanto, tenemos que ®(1)(x) = f(x) para todo x € F(C). Por lo tanto, ®(®'(f)) = 0(n) = f.
Probéndose que @@" = 1y, (F(C),G)-
Luego, de (a), (b), (c),(d) y (e), se sigue que
Natygoq(4)F;Jc.g] —> Homap(F(C),G),

es un isomorfismo de grupos abelianos, el cual es natural en F,Cy G. [

Teorema 4.2.4. Sea € una categoria aditiva y pequeria.

(a) SiE € Ab es un objeto inyectivo en Ab, entonces Jc g es un objeto inyectivo en Mod(€') para
todoC € €.

(b) Si E es un cogenerador inyectivo de Ab, entonces el funtor [{ccy Jo g : € — Ab es un coge-
nerador inyectivo de Mod(€).

Demostracion.

(a) Sea T:F — F’ un monomorfismo en Mod(¢) y 1 : F — Jc g un morfismo Mod(€). Por la
naturalidad del isomorfismo 6 del lema 4.2.3 tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0.
Natytoq6)[F', Je ] ———— Homan(F'(C),E) (*)
¥ p/
NatMOd( )[F JCE] 0—>H0mAb(F(C),E).

con W(y) = vt para y € Naty,q4)[F',Jce] y W' () = atc para a € Homap(F'(C),E).

Notemos que ¥ = Homyy,q(¢)(7,Jc k). Luego para ver que Jc £ es inyectivo en Mod (%) basta
ver que Homap(F'(C),E) es suprayectiva: Por el diagrama (*) basta ver que P’ es suprayectiva.
En efecto, sea § : F(C) — E un morfismo en Ab. Como 7¢ : F(C) — F(C’) es un monomorfismo
y E es un objeto inyectivo en Ab, existe o : F'(C) — E tal que el siguiente diagrama conmuta



164 CAPITULO 4. RELACIONES CON OTRAS CATEGORIAS

Por lo tanto, ¥’ () = . Probandose que ¥’ es suprayectiva y por lo tanto ¥ es suprayectiva.

(b) Sean E un objeto cogenerador e inyectivo en Ab. Sea T € Mod (%) con T # 0, entonces

Natyroae)[Ts [T Je.el = T Natyoas) [T, Jc ]
Cce¥ ce?

= ] Homas|T (C),E].
Cce¥

Con T # 0, existe C € € tal que T(C) # 0y como E es un cogenerador inyectivo, tenemos que
Homyy|T (C),E] # 0. Por lo tanto Naty,q(4) [T, [IcewJc,g] # 0y por el dual de 3.4.13 y 3.4.6 se
sigue que [Jcee Je £ €s un cogenerador inyectivo de Mod (€).

O]

Consideremos el grupo abeliano Q/Z. Luego, tenemos un funtor Homa,(—,Q/7Z) : Ab — Ab,
el cual jugard un papel muy importante en otra prueba de la existencia de suficientes inyectivos en
la categoria Mod(%'). En todo lo que sigue, la construccién del funtor D : Mod (€' ) — Mod (%€ °P)
se puede hacer para cualquier cogenerador inyectivo £ de Ab. Pero nos concentraremos en el
cogenerador inyectivo E = Q/Z.

Definicion 4.2.5. Sea € una categoria abeliana, definimos un funtor
D :Mod(€¢) ———  Mod(€°P)
(a) Objetos. Para F € Mod (%) definimos DF := Homa,(—,Q/Z)oF € Mod(€°P). Es decir, para

C € ¢ tenemos que DF (C) = Homy,(F(C),Q/Z) € Ab y para f : C — C' morfismo en € tenemos
que DF (f) = Homap(F(f),Q/Z). Es decir, DF (f) tiene por regla de correspondencia

DF(f) : DF(C") = Homu,(F(C'),Q/Z) ——— DF (C) = Homa,(F (C),Q/Z)

o:F(C")—Q/Z: ooF(f):F(C)— Q/Z.
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(b) Morfismos. Sean F,F' : € — Ab funtores en Mod(€¢) y N : F — F' una transformacion natural.
Por 4.2.1(b), tenemos que

Homup(—,Q/Z)n :={Homap(Nc,Q/Z) }cey,

es una transformacion natural: Homa,(—,Q/Z)n : Homap(—,Q/Z) o F" — Hompy,(—,Q/Z) o F.
De esta manera definimos D(1N) := Homa,(—,Q/Z)n. Es decir,

D(n):={D(n)c : DF'(C) — DF(C)}cec
donde D(N)c := Homap(Mc,Q/7Z) : Homap(F'(C),Q/Z) — Homay(F(C),Q/Z) es tal que
D) : Homay(F/(C),Q/Z) ——— Homay(F(C), Q/Z)

ot aonc

Observacion 4.2.6. Notemos que tenemos que

Jeqyn= D(Homg(—,C))

Veremos en las siguientes proposiciones que D es parecido a una dualidad entre categorias y como
Homg (—,C) es un objeto proyectivo en Mod(€°P), es de esperarse que Jc g7 sea inyectivo en
Mod(€) (ver 4.2.4).

Lema 4.2.7. La definicion anterior nos define en efecto un funtor contravariante entre la categoria

Mod(€) y Mod(€°P)
Demostracion.

(a) Sean F,F',F" € Mod(€) y N € Naty,q4)|F,F'] y T € Natyoq, [F', F"]. Veamos que D(tn) =

D(n)D(7).
En efecto,

™ = {(tN)c = wcnc: F(C) — F"(C)}cew-
Por lo tanto,
D(TT]) = {D(TTI)C = HomAb(TCT]C,Q/Z) 2H0mAb(F”(C),Q/Z) — HomAb(F(C),@/Z)}Ceg.

Por otro lado, tenemos que

D(7) = {D(7)c := Homay(tc,Q/Z) : Homy,(F"(C),Q/Z) — Homa,(F'(C),Q/Z)}cce-

D(n) = {D(N)c := Homay(Nc,Q/Z) : Homa,(F'(C),Q/Z) — Homp(F(C),Q/Z)}ces-
Como Homap(—,Q/7Z) es un funtor tenemos que

Homy,(tene,Q/Z) = Homyy,(Nc, Q/Z) o Homuy(tc,Q/Z).

Por lo tanto, D(tn)c = D(N)cD(T)c = (D(n)D(7))c para cada C € €. Por lo tanto, se tiene que
D(tn) = D(n)D(7).
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(b) Ahora veamos que D(1r) = 1p(r). Sea 1p € Naty,q(¢)[F, F] con
Ip:=={(lr)c =1F): F(C) — F(C)}cew-
Luego, tenemos que
D(1r) ={D(1F)c := Homap(15(c),Q/Z) : Homa,(F (C),Q/Z) — Homa,(F(C),Q/Z)}cew
Como Homap(—,Q/Z) es un funtor, tenemos que Homap(1¢ (), Q/Z) = 1gom,, (r(c),0/2) = LDF(C)

para cada C € €. Por lo tanto, D(1r) = 1pF).
Por lo que de los incisos (a) y (b) , obtenemos que la asignacion

D :Mod(€) ——— Mod(€°P)
dada en la definicion 4.2.5, define un funtor contravariante de Mod (%) en Mod(€°P). O
Definicion 4.2.8. Sea € una categoria abeliana, definimos un funtor
D' :Mod(€¢°P) —— Mod (%)
(a) Objetos. Para F € Mod(€¢°P) definimos D'F := Homa,(—,Q/Z) o F € Mod(€). Es decir, para

C € € tenemos que D'F (C) = Homa,(F (C),Q/Z) € Ab y para f : C — C' morfismo en € tenemos
que D'F(f) = Homay(F (f),Q/Z). Es decir, D'F(f) tiene por regla de correspondencia

D'E(f): D'F(C) = Hompy(F(C),Q/Z) — D'F(C') = Homay(F(C'),Q/7)

o:F(C)—Q/Zi aoF(f):F(C")— Q/Z.

(b) Morfismos. Sean F,F' : € — Ab funtores en Mod(¢°P) y n : F — F' una transformacion natu-
ral. Por 4.2.1(d), tenemos que

Homup(—,Q/Z)n :={Homap(Nc,Q/Z) }cey,

es una transformacion natural: Homa,(—,Q/Z)n : Homap(—,Q/Z) o F" — Homap(—,Q/Z) o F.
De esta manera definimos D' (1) := Homa,(—,Q/Z)n. Es decir,

D'(n):={D'(n)c:D'F'(C) — D'F(C)}cec
donde D'(N)¢ := Homap(Mc,Q/Z) : Homa,(F'(C),Q/7Z) — Homay,(F(C),Q/Z) es tal que

D'(N)c : Homp,(F'(C),Q/Z) —————— Homyuy,(F(C),Q/Z)

o aonc
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Observacion 4.2.9. De manera andloga a lema 4.2.7, se puede ver que la asignacion
D' :Mod(€¢°P) ——— Mod (%)

define en efecto un funtor contravariante.

Proposicion 4.2.10. En la categoria Mod(€), consideremos los funtores

]M()d(%/

Mod (%) —)>M0d(%),

Mod(€) —2LP . Mod(%).
Entonces, existe una transformacion natural
I': lMod(%) ——— DD

donde
[:={Tr:F — D'DF}pepon(e)

con I'r monomorfismo para cada F € Mod (% ).

Demostracion. Sea F € Mod (%), queremos definir I'z : F — D'DF con
I'r:={(TF)c: F(C) — Hompp (Homap(F(C),Q/Z),Q/Z)} cey
Sea C € €, definamos
(T'r)c : F(C) — Homyy, (Homay(F(C),Q/Z),Q/7Z)
Para x € F(C) definimos el morfismo

(Tr)c(x) : Homap(F(C),Q/Z) ——— Q/Z

o o(x).

Es decir, <(FF)C(x)> () := a(x) para & : F(C) — Q/Z.
Afirmacion.- I'z es una transformacién natural. Sea f : C — C’ un morfismo en %, queremos ver
que el siguiente diagrama es conmutativo

F(C)— 7, Homy, (Homa(F(©),0/2),0/2)

F(f) D'DF(f)

F(C))———— Homyy, (HomAb(F(C’), Q/Z),Q /Z)

(Tr)er
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En efecto, sea x € F(C) por un lado

(D'DF(f)o (Tr)e) (x) =D'DF (£)(Tr)c(x)
=(Cr)c(x) o DF(f) € Homay (Homay(F(C'),Q/2),Q/2)

tiene la siguiente regla de correspondencia: para ¢ : F(C') — Q/Z se tiene que

((Cr)e(x) o DF (1)) (@) = (Tr)e(x) (DF (f)(@)) = (Tr)el) (@o F(f) ) = (@0 F(f) ()

Por otro lado, para x € F(C) se tiene que

(Tr)e o F () @) =((Tr)e ) (F()(x)) € Homay (Homa(F(C'), Q/2),Q/2)

tiene la siguiente regla de correspondencia: para ¢ : F(C') — Q/Z se tiene que
(TR (F () (@) = a(F (7)) = (@oF ()

Por lo tanto, tenemos que ((D’DF(f) o (FF)C> (x)) (a) = (((FF)C/ o F(f)) (x)) (a). De donde
concluimos que (D’DF(f) o (FF)C> (x) = ((FF)C/ o F(f)) (x). Luego, entonces

D'DF(f)o(I'r)c = (Lr)c o F(f), probdandose que el diagrama anterior conmuta y entonces
['r: F — D'DF es una transformacién natural.
Ahora veamos que

[:={Tr: F — D'DF } pepoa(s)

es una transformacion natural entre los funtores 17044 ¥ D'D.
Sea N € Natyoq(4)[F, F'], hay que ver que el siguiente diagrama es conmutativo en Mod (%)

F— " . pDF (1)

)| Joon

F'——— D'DF'.
|
Como todos los morfismos en el diagrama anterior son transformaciones naturales entre funtores
en Mod(%). Hay que ver que D’'D(n) o'y = I'son como transformaciones naturales entre los
funtores F' y D'DF’. Es decir, tenemos que ver que (D'D(1))co (T'r)c = (T'r)c o Ne para cada
C € €. Es decir, queremos ver que el siguiente diagrama es conmutativo

F(C)—"— Hom, (Hom(F(C),Q/2),Q/2) @

ne (D'D(n))c

FI(C) — i Homa (HomAb(F’(C),@/Z),Q/Z>
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En efecto, sea x € F(C) por un lado

((0'D())co (Tr)e) () =(D'D(m))c (< Fe)

(Homas((Dm)c,@/2) ) ((Tr)e()
(Homay(Homay(nc,Q/2),Q/2) ) ((Tr)e(x))

(Tr)c(x) 0 Homay(ne, Q/Z) € Homay (Homay(F'(C), Q/Z),Q/2)

tiene la siguiente regla de correspondencia: para ¢ : F'(C) — Q/Z se tiene que

((Tr)e(x) 0 Homap(ne,Q/2Z) ) (@) = (Tr)e(x) (Homay (ne,Q/Z) (@)
= ((Tr)c®) (amc)
= (amc)(x)

Por otro lado, para x € F(C) se tiene que

((Cecome) ) =((Tr)er) (Me) € Homay (Homas(F'(€),Q/2),Q/2)

tiene la siguiente regla de correspondencia: para o : F'(C) — Q/Z se tiene que
((Tr)eme)) (@) = a(ne(x) = (@nc)x)
Por lo tanto, ( ((D’D(n))c o (FF)C> (x)) (o) = ( <(Fp/)c o nc> (x)) (o). De donde concluimos que

(('DM))co (Tr)e) ) = ((Tr)eone) ).
Luego, (D'D(N))co (T'r)c = (T'r)c o Ne, probandose que el diagrama anterior conmuta y entonces
(D'D(M))co(Tr)c = (Tpr)cone para cada C € €. Por lo tanto, (D'D(n)) o (I'r) = (/) on. De
esta manera, tenemos que I': 1y7,44) — D’'D es una transformacion natural con

[:={Tr:F — D'DF}pepon()-

Veamos ahora que
(Cr)e : F(C) —— Hompy, (HomAb(F(C),@/Z),Q/Z>

es monomorfismo para cada C € €. En efecto, sean x,x’ € F(C) con x # x’. Definimos los siguientes
morfismos en Ab:

(1) f:Z — F(C) tal que f(1) = x, es decir, f(n) = nx paran € Z.

(2) g:7Z — F(C) tal que g(1) = x" es decir, g(n) = nx' paran € Z.
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Como Q/Z es un cogenerador de Ab, tenemos que existe un morfismo o : F(C) — Q/Z tal que
of # ag. Entonces, tenemos que (af)(1) # (ag)(1). Ya que si (af)(1) = (ag)(1), tendriamos
que (af)(n) = (og)(n) para todo n € Z y entonces o f = o.g, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto, (af)(1) # (aeg)(1), es decir, ot (x) # ot (x').

Ahora si, veamos que (I'r)c(x) # (I'r)c(x). En efecto, sea el morfismo « : F(C) — Q/Z encon-
trado anteriormente, entonces (I'r)c(x) (o) = a(x) # ot(x') = (T'r)c(X') (). Por lo tanto, tenemos
que los morfismos (I'r)c(x), (Tr)c(x’) : Homa,(F(C),Q/Z) — Q/Z son distintos y asi (I'r)c es
un momomorfismo para cada C € €. Esto prueba que I'r es un monomorfismo para F € Mod(%).
Entonces I': 1y154(4) = D'D es un monomorfismo. [

Proposicion 4.2.11. Sean F € Mod(€¢) y G € Mod(€°P) y 1 : F — D'G una transformacion
natural con

n .= {nc : F(C) — HomAb(G(C),Q/Z)}CEcg.

Entonces, tenemos correspondencia biyectiva

b NatMod(cg) [F, D,G] E—— NatMod(cg)op [G,DF]

ul @(n)

(1) :={(P(n))c : G(C) — Homyp(F(C),Q/Z) }cew-

Donde la C-ésima componente ®(1)c : G(C) — Homa,(F(C),Q/Z) tiene la siguiente regla de
correspondencia: Para x € G(C) el morfismo ®(n)c(x) : F(C) — Q/Z es tal que

(@(M)c()) () == (nc())(x)
paray € F(C).

Demostracion. Veamos que en efecto, ®(n) € Natyjoq(40r)(G,DF]. Sea f : C — C' un morfismo
en %. Queremos ver que el siguiente diagrama es conmutativo

G(C') —2C, DF(C') = Homay(F(C'),Q/2Z) *)

G(f) DF(f)

G(C) 5 DF(C) = Homy(F (C), Q/Z).

En efecto, sea x € G(C') entonces por un lado

(DF(£)o®(m)cr) () =DF (1) (®(m)er(x))
—~®(n)c(x) o F(f) € Homyy(F (C), Q/Z)
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tiene la regla de correspondencia: paray € F(C)

(@Mc@oF(N)0) = (M) (FA) = (neFHN) ).

Por otro lado, para x € G(C’) se tiene que

(@M)coGle)) (x) =(@(m)c) (G() () € Homas(F (€),Q/2)

tiene la regla de correspondencia: paray € F(C)

(@M)c(G(NE)) 6) =nct) (G(N(E)).
Como 1 : F — D'G es una transformacion natural, entonces el siguiente diagrama es conmutativo

F(C) —"—— D'G(C) = Homsy(G(C),Q/Z) (+%)

F(f) DG
F(C') ———D'G(C') = Homy(G(C'),Q/Z)

Es decir, para y € F(C) tenemos que
(D6(1)omc) ) = (e o F () ).
Pero, (D'G( f)) (Mc)) = Ne(y) 0 G(£). Por lo tanto, para x € G(C') se tiene que
1) (GNE)) = (1ct) 0 G(N)) (x) = ((Me o FIA) ) (@) = (ne(FF)) @)
Por o tanto, ((DF( fo @(n)c') (x)> (y) = ( (cp(n)c 0 G(g)> (x)) (v). De donde concluimos que

(DF(f)o®(m)er ) (¥) = (®(M)coGle) ) ().
Entonces DF (f) o®(n)c = ®(n)c o G(g), probandose que el diagrama conmuta. De esta manera
tenemos que (1) : G — DF es una transformacion natural.
Ahora para F € Mod (%) y G € Mod(%°P) queremos definir una funcién
W : Natyoq(4or) |G, DF] —————— Naty,q(4)[F, D'G].

Para { : G — DF una transformacién natural con

¢ :={Cc:G(C) — Homyy,(F(C),Q/Z)}cew
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definimos
Y. NatMOd(cgop) [G,DF] —>NatM0d(%a) [F, D/G]

q (¢
con

Y(6) :={(¥(&))c: F(C) — Homap(G(C),Q/Z) }cews-

Donde la C-ésima componente W({)¢ : F(C) — Homap(G(C),Q/Z) tiene la siguiente regla de
correspondencia: Para x € F(C) el morfismo ¥({)c(x) : G(C) — Q/Z es tal que

(F(E)c ) (y) := (&) (x)

paray € G(C).
De la misma manera como se hizo anteriormente se prueba que en efecto (&) € Natysoq4)[F, D' G].
Ahora veamos que Y& = 1 Natygoqi6)[F.D'G)-

Sea n € Natyoq4)[F,D'Gly ¢ CI)( ) (es decir, {¢ = ®(n)¢ para cada C € ¥). Entonces
Y(C) :={(¥(5))c: F(C) — Homyy(G(C),Q/Z) }cews-

Donde la C-ésima componente W({)¢ : F(C) — Homap(G(C),Q/Z) tiene la siguiente regla de
correspondencia: Para x € F(C) el morfismo ¥({)c(x) : G(C) — Q/Z es tal que

(P(&)c(x) () := (&) (x)
paray € G(C).

Como ¢ = ®(n), tenemos que (¥(£)c()(y) = (Ge())(®) = (®(M)e()) () = (Mc(®)(y) para
cada y € G(C). Por lo tanto, tenemos que (¥(&)c(x) = ne(x) : G(C) — Q/Z para x € F(C) y
entonces ¥(§)c = nc para C € €. Es decir, ¥(®(n)) = 1. Por lo tanto Y& = 1Na,M0d(%)> F.D'G]-

De la misma manera se prueba que ¥ = 1, (¢om|G.DF- Asi concluimos que

(O NatMOd( )[FD G] —>NatM0d( )op[G DF]

es una biyeccion. O

Lema 4.2.12. El funtor D : Mod(€') — Mod(6°?), es un funtor exacto.

Demostracion. Sea

una sucesion exacta en Mod(%), es decir,

0—— F(C) % G(C) - H(C) 0 (1)
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es una sucesion exacta en Ab para cada C € €. Se quiere demostrar que la sucesion

D(1) D(n)

0 DH DG

DF 0, ()

es exacta. Al aplicar el funtor Homap(—,Q/Z) : Ab — Ab ala sucesion (1), se obtiene la siguiente
sucesion en Ab

0—— Hompy(H(C),Q/Z) L5 Homay(G(C),Q/Z) LS Homay(£(C),Q/Z) —— 0. (3)

En efecto, la sucesion anterior es exacta pues por 3.4.4 se tiene que el funtor Homy (—,Q/Z) :
Ab — Ab es exacto ya que Q/Z es cogenerador inyectivo en Ab. Entonces, la sucesion (3) es
exacta, es decir,

0—— pH(C) 225 pa(c) P28 pr(c) — 0

es sucesion exacta para cada C € €. Por lo tanto, se tiene que

es una sucesion exacta en Mod(€¢°P). Asi, se concluye que D : Mod(€) — Mod(€°P) es un
funtor exacto.

]

Lema 4.2.13. Sea 1 : F — G morfismo en Mod(€) y M un objeto en Mod(€°P), entonces el
siguiente diagrama es conmutativo

¢

Natyjoq(4)|G, D' M| —————— Natyjoq(4)|F,D'M]

NCllMod(%op) [M, DG] T) NatMod(cgop) [M, DF],

donde ® estd definido como en 4.2.11 y las funciones ¢ y ¢’ tienen las siguientes regla de corres-
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pondencia:
¢ : Natyoq(4)|G, D'M] —————— Naty,q(4)[F,D'M]

Tt o(t):=1n

para todo T € Naty,q(4)|G,D'M] y

¢/ . NatMod((gop) [M, DG] —_— NatMOd(%op) [M, DF]

para todo € € Naty,q(40r)[M,DG].

Demostracion. Sea T € Naty,q4)[G,D'M] con 7 := {1¢c : G(C) — D'M(C)}cew- Por un lado,
tenemos que

(9'@)(7) = ¢'(®@(7)) = D(n)®P(1) € Natyoq(zor) M, DF]

tiene como C-ésima componente a D(1)c®P(7)c : M(C) — DF(C) = Homu,(F(C),Q/Z) donde
parax € M(C)

(DM)c®(e)c) () = DM)c (P(F)e(x) ) = (@(2)c(x)) 0N € Homap(F(C), Q/Z)

tiene como regla de correspondencia ((CD(T)C(X)) o 77C> (y)= (q)(f)c(x)> (nc(y)) = (‘L‘c(nc(y))) (x)

= ((e)e() ) (x) paray € F(C).
Por otro lado,
(®9)(7) = 2(9(1)) = P(1N) € Natyoa(gor) (M, DF]
tine como C-ésima componente (®(tn)c : M(C) — DF(C) = Homy,(F(C),Q/Z) donde para
xeM(C)

(®(tn)c)(x) € Homp,(F(C),Q/7Z)

tiene como regla de correspondencia ((CID(Tn)C)(x)> (y) = ((‘Cn)c(y)> (x) paray € F(C). Por lo
tanto, concluimos que ((¢’<I>)(T)>C = ((CIDQI))(T))C para todo C € €. Luego, (¢'®) (1) = (P¢)(7),

probandose que el diagrama requerido conmuta. 0

Lema 4.2.14. Sea D' : Mod(€¢°P) — Mod (%) el funtor definido en 4.2.8 y M € Mod(€°P) un
objeto proyectivo en Mod(€°P), entonces D'M es un objeto inyectivo en Mod ().

Demostracion. Sea
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una sucesion exacta en Mod(%’), entonces por lema 4.2.12 se tiene la siguiente sucesion exacta

0 pi 2% p6 P, pp 0

en Mod(%€°P). Luego, al ser M un objeto proyectivo en Mod (%€ °P) se tiene por 3.4.4 que la sucesion

00— NatMod(cgop) [M,DH] — NalMod((gop) [M,DG] — NatMod((gop) [M,DF] —_— 07

es exacta en Ab. De esta manera, por 4.2.11, 4.2.13 y 1.12.9 tenemos que el siguiente diagrama

00— NatMOd(cwﬂop) [M,DH] —_— NatMOd(Cgop) [M,DG] —_— NatMOd(cgop) [M,DF] —0

d “f d

0 —— Natyoq(4)[H,D'"M] —— Naty,q(4)[G,D'M] ——— Natypq(4)[F, D'M] —— 0

es conmutativo con filas exactas en Ab. Probdndose que

Naty,q(4)[—,D'M] : Mod(€) — Ab
es un funtor exacto y asi, D'M es un objeto inyectivo en Mod (€°P). U
Corolario 4.2.15. El funtor D'(Homy(—,X)) : € — Ab es un objeto inyectivo en Mod(%).
Demostracion. Se sigue inmediatamente del lema anterior, ya que Homy (—,X) es proyectivo en
Mod(€°P). O
Lema 4.2.16. Sea ¢’ una subcategoria pequeiia densa de €, es decir, € es esqueléticamente

pequeiia. Sea G = @y Homy (—,X), entonces G es un generador proyectivo en Mod(€°P).

Demostracion. Por lema 3.4.15 se tiene que Homy (—,X) es un objeto proyectivo en Mod (%€ °P).
Luego, por 3.4.6 se tiene que Py 4 Homy (—,X) es un objeto proyectivo en Mod (€ °P). Asi, por
3.4.13 basta ver que para F € Mod (% °P) arbitrario, se tiene que

Natyaigor) | D Homeg(—,X),F] #0.
Xe¢’

En efecto, se tiene que

Natyroaigon)| @ Homey(—,X),F1 = [ Natyoacgor)[Home(—,X), F].
Xe%'! Xe%'
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Luego, por otro lado, por lema de Yoneda contravariante se tiene que
Natypoq(gory[Homy (=, X), F] = F(X).

Por lo tanto,

Natygoqigon | @D Homy(—,X),F]1= [] F(X)
Xe%’ Xe%e'

Asi, como F # 0, entonces F(C) # 0 para algiin C € ¢y como ¢ es densa en € se sigue que
existe un isomorfismo ¢ : C — C' con C’' € ¢”. Luego, se tiene que F(C’) # 0. Por lo tanto se tiene
que

NatMod(‘f"p)[ @ HOmcg(—,X),F] # 0.
Xe'

Probandose que G = @y Homy(—,X) es un generador proyectivo en Mod(€°P). O

Lema 4.2.17. Si € es una categoria con coproductos, entonces U € € es un generador para €
si y sélo si existe un epimorfismo h: U — C para cada C € €, donde I = Homy (U,C) es un
conjunto de indices.

Demostracion.

(=) Supodngase que U € € es generador para ¢’y sea C € €. Consideremos I := Homy (U,C), para
cada f € Homy(U,C) ysea pus: U — U la f-ésima inclusion de U en el coproducto U,

Por la propiedad universal del corproducto , existe un tGnico morfismo 4 : UY) — C tal que
f = huy para todo f € I. Es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo para toda f €
Homg(U,C) =1

Ahora, veamos que h : U () - Cesun epimorfismo. Sean ¢, 8 : C — C' morfismos en % tales
que ah = Bh, entonces

(cth)pp = (Bh)uy.

para todo f € I = Homy (U, C). Luego, por asociatividad se tiene que

a(hug) = B(huy) paratoda fel.
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De esta manera, se sigue que o f = fBf para todo f € I = Homy(U,C). Por dltimo, por ser
U € € un generador en % se sigue que o = 3. Por lo tanto, i : U! ) = Cesun epimorfismo.

(<) Sean a, 3 : C — C’ morfismos en ¢ tales que o # B, se quiere demostrar que existe un mor-
fismo u: U — C en € tal que ot # Bu. Sea h: U — C un epimorfismo en %, entonces ah # Bh.

Por otro lado, al tener el coproducto {,ui U —UW } ; por la propiedad universal se sigue que
S
existe i € I tal que ahy; # Bhu;.

Por asociatividad tenemos que a(hy;) # B (hy;) para algin i € I. De esta manera, tomando al
morfismo u : U — C como u := hy; se tiene que otu # Bu. Por lo tanto, U es un generador en %.

O

Definicion 4.2.18. Sea € una categoria, se dice que € tiene suficientes inyectivos si para todo
C € € existe un monomorfismo o, : C — I con I inyectivo.

Proposicion 4.2.19. La categoria Mod(€) tiene suficientes inyectivos.

Demostracion. Sea M € Mod(%€’), entonces DM € Mod(%€°P). Luego, por el lema 4.2.16 se tiene
que G = @ycy Homy(—,X) es un generador proyectivo en Mod(¢°P). Por tanto, por el lema
anterior existe un epimorfismo

o:GN — . pm

en Mod(6°P) con A = Natyjoq(4or) |G, DM] y ademds G™) es proyectivo. Por la proposicién 4.2.10
tenemos un monomorfismo 'y : M — D'(DM) en Mod(%¢) y por 42.12 D'(a) : D'(DM) —
D/'(GN) es un monomorfismo en Mod (% ). Por lo tanto

Ty D'(a)

M —5 D'(DM) =—= D' (G™)),

es un monomorfismo en Mod(%). Ademas, por 4.2.14 se tiene que D'(G*)) es inyectivo en
Mod (%) pues G™ es un objeto proyectivo en Mod (€°P). Asi, concluimos que la categoria Mod (%)
tiene suficientes inyectivos. O
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Capitulo 5

Subcategorias de Mod (€ °?)

En este capitulo se estudian detalladamente varias propiedades y caracterizaciones de algunas
subcategorias de Mod(%°P) utilizadas en [AM74]. Por tltimo, se estudia la nocién de pseudoker-
nel en una categoria esqueléticamente pequefia %, esto se hace, con el propésito de calcular la
dimension proyectiva de mod (%€ °7), 1a cual se concluye es de longitud finita a 1o mas dos.

5.1. Objetos compactos
En todo este capitulo cada vez que hablemos de Mod(%°?), supondremos que % es una cate-
goria esqueléticamente pequefia y aditiva (ver definicion 1.15.2).

Definicion 5.1.1. Se dice que C € € es un objeto compacto en € si para todo morfismo o €
Homg (C,@,;c; Ci) existe un subconjunto finito J C Iy un morfismo B € Homg (C,@;c;Ci) tal que
el siguiente diagrama conmuta

Bies Ci———— Byes Ci

NA

donde Ujj : @;c;Ci — @, Ci es el morfismo inducido por las inclusiones candnicas del copro-

ducto {u,- :Ci— @,-GICZ},-EJ.
Observacion 5.1.2. (a) En la definicion anterior, el hecho que Uy es el morfismo inducido por

las inclusiones {u; : C; — @;c;Ci}iey significa que Uy es el vinico morfismo tal que el si-
guiente diagrama conmuta para todo i € J

179
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[ ®iel Gi
donde {u; : C; — @;c;Ci}icr es el coproducto de la familia {Ci}icr y {lti : Ci = @Djc;Citics
es el coproducto de la familia {C;}icy.

(b) El morfismo Uj; es un monomorfismo.

Proposicion 5.1.3. Sea ¢ una categoria aditiva con coproductos, entonces un objeto C € € es
compacto si 'y solo si el funtor Homy (C,—) : € — Ab preserva coproductos. Es decir ,

Homcg(C,@C,-) = @Homcg(C,C,-).

il iel

Demostracion. Veédse una demostracion en [MB65], p.75. ]

Observacion 5.1.4. Homy(—,X) : € — Ab es un objeto compacto en Mod(€°P).

Demostracion. Se tienen los siguientes isomorfismos:
NatMOd(Cgop) [Hong(—,X) y @Ml] = < @Ml> (X)

iel il

=P mi(X)

icl
g@NﬂtMod(cgop) [Hom%)(—,X),Mi],

icl
donde el primer y ultimo isomorfismo se tienen por el Lema de Yoneda contravariante. Por lo tanto,

Natygoq(or)[Home (—, X), D Mi] = @ Natyoq(gor) [Home (—, X ), M.
iel iel

Luego, por la proposicion 5.1.3 se sigue que Homy(—,X) : € — Ab es un objeto compacto en
Mod(€°P). ]
Andlogamente, se tiene que Homy (X, —) : € — Ab es un objeto compacto Mod (%).

Lema 5.1.5. Sea ¢ una categoria abeliana, C y D objetos compactos en €, entonces CE D es un
objeto compacto en €.

Demostracion. Supongamos que C 'y D son objetos compactos en €y sea {C;}ic; una familia de
objetos en %. Luego, se tienen los siguientes isomorfismos

Homcg(C,@C,-) = @HOmcg(C,Cl) y Hom%)(Dv@Cl) = @HOI’I’Z%(D,CI)

iel iel iel iel
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De esta manera, se tiene que
Homcg(C@D, EBCi) = Hom (C, @Ci) HHomcg(D, EDCI')
iel icl icl
= Homy (C,ED C;) P Home (D, D C)

icl icl

& [@H{)m(g(c,ci) @ [@HOm%(DaCi)

icl icl

& @ [Homcg(C,C,-) @Hom%(D7Ci)]
icl
=~ (PHomy (CEHD,C)).

iel

Por lo tanto, Homy (CP D, P;c; Ci) = P, Homy (CPH D, C;). Entonces por 5.1.3, CHD es un
objeto compacto en %'. ]

5.2. Finitamente generados

Definicion 5.2.1. Decimos que un objeto M en Mod(€°P) es finitamente generado si dada una
familia de objetos {M;}ic; en Mod(€°P) y un epimorfismo

f:@PM—M—0

il
existe un conjunto finito J C I tal que la restriccion
fi@,m; : BiesMi — M,
es un epimorfismo, donde f|g._ v, = fUjr (ver observacion 5.1.2).
La siguiente proposicion nos dice que todas las “propiedades categoricas” son preservadas por

equivalencias de categorias. Esta es la razon por la cual una equivalencia de categorias es impor-
tante, pues dos categorias equivalentes las podemos considerar como “iguales”.

Proposicion 5.2.2. Si F : € — Z es una equivalencia de categorias. Entonces

(a) € tiene kerneles (cokerneles) si y solo si 9 tiene kerneles (cokerneles).
(b) € tiene coproductos (productos) si 'y sélo si 9 tiene coproductos (productos).
(c) € es aditiva si 'y solo si Y es aditiva, en este caso F y G son funtores aditivos.

(d) € es normal (conormal) si 'y sélo si 9 es normal (conormal).



182 CAPITULO 5. SUBCATEGORIAS DE MOD(%°F)

Demostracion. Como F es equivalencia, existe G : 4 — ¢ y equivalencias naturales
E:GF =1y y n:lg—FG.

Demos una idea de como se puede demostrar (a).

Supongamos que ¥ tiene kerneles. Sea g : B — C un morfismo en €, luego F(g) : F(B) — F(C)
es un morfismo en . Entonces, existe u : X — F(B) tal que u = Ker(F(g)). Luego, tenemos
morfismo G(u) : G(X) — GF(B). Como tenemos € : GF — l4 que es un isomorfismo natural,
tenemos un isomorfismo &g : GF (B) — B. Por lo tanto, tenemos un morfismo egG(i) : G(X) — B.
Es fécil ver que egG(u) es el kernel de f. O

Proposicion 5.2.3. Sea € una categoria aditiva y esqueléticamente pequeiia. Se satisfacen las
siguientes condiciones.

(a) Sea {C;}"_, una familia finita de objetos en Mod(€°P), entonces el objeto @;_; Homy(—,C;)
en Mod(€°P) es finitamente generado.

(b) Un objeto M € Mod(€°P) es finitamente generado si y sélo si existe un epimorfismo
n
@Homcg(—7ci) —M
i=1
para alguna familia finita {C;}!_, en Mod(€°P).
(c) Sea M € Mod(€°P) finitamente generado. Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones.

(c1) Si {M;}ici una familia de objetos en Mod(€°P) y f : M — @,c; M; un morfismo, entonces
existe un conjunto finito J C I tal que Im(f) C Djcs M.

(c2) M es un objeto compacto en Mod(€°P).

f g

(d) Sea 0O M, M> M5 0 una sucesion exacta en Mod(€¢°P), entonces se sa-
tisfacen las siguientes afirmaciones:

(d1) si M, es finitamente generado, entonces M3 es finitamente generado.

(d2) si M| y M5 son finitamente generados, entonces M, es finitamente generado.

(e) Sean M| y M objetos en Mod(€°P), entonces M1 @ M, es un objeto finitamente generado en
Mod(€°P) siy sélo si My y M, son finitamente generados.

Demostracion.
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(a) Supongamos que f: P, M; * Homg(—,C;) es un epimorfismo. Luego, co-
mo @} | Homy(—,C;) es un objeto proyectivo en Mod(%°?), se tiene que existe morfismo g :

@ Homg(—,C;i) — @,y M; tal que el siguiente diagrama conmuta

Diz1 Homg (—,C;) (D

Dici M, D= Homz (—,C).

f

Al ser Mod(€°P) una categoria abeliana se tiene que el morfismo ¢ se puede factorizar a través de

su imagen como
Im(q)
TN

@?:1H0m%’(—7ci) q DiciMi,

donde B es un epimorfismo y ¥ es un monomorfismo. Por la observacion 5.1.4 y el lema 5.1.5 se
tiene que P | Homy (—,C;) es un objeto compacto en Mod(€°P). Asi, al tener que

n
q € NatM()d(cgop) [@HGWkg(—,Ci), @Ml

i=1 iel

se tiene la existencia de un morfismo

n
o : @PHomg(—,C;) — EPM,.

i=1 ieJ

para J C [ un subconjunto finito tal que ¢ = Uj;or donde Uj; es el morfismo inducido por las
inclusiones {u; : M; — @;c; }icsM; (ver observacion 5.1.2).

Luego, por la propiedad universal de la imagen de g existe un monomorfismo 6 : Im(q) — @,c; M;
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Im(q)
TN
@I_IHOH’Z%(—,C,') 1 @ZEIMI
x i
@ieJMi

Por lo cual, Im(q) C @,-; M;. Asi, se obtiene que

Unof =yB =q.
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De esta manera, por el diagrama (1) se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

D= Homy(—,C;) (2)
/
Im(q)
Dici Mi 7 @i Homg (—,C).

Por lo tanto,
lar  Homg(—.c) = fUnéB = (fUs)(3B).
Entonces, del hecho que I gy | o, (— ;) €S un epimorfismo se sigue que (fUy) es un epimorfismo,

obteniendo el siguiente diagrama conmutativo

@?:1 HOmcg(—,Ci)

/

Im(q)
@i Homy (—,C).

>

DicsM;

SU

Por otro lado, al ser fU;; = ﬂ ®icsM; S€ obtiene un epimorfismo,

fi @i, - DjesMi P} Homy(—,C;),

con J C [ finito. Probandose que @ | Homy (—,C;) € Mod(%€°P) es finitamente generado.

(b) (=) Por4.2.16, sabemos que G := Py Homy (—,C) es un generador proyectivo en Mod (€ °P).
Luego, por 4.2.17, existe un epimorfismo

f 1@ Homy(—,C;)) ———» M,

donde I es un conjunto no necesariamente finito. Entonces, al ser M finitamente generado se tiene
que existe J C I con J finito tal que

fl@,, Homy(—c;) : BicsHome (—,Ci) ————» M

es un epimorfismo.

(«<). Supongamos que existe un epimorfismo p : @} | Homy(—,C;) — M para alguna familia
finita {C;}}_, de objetos en .

Consideramos un epimorfismo

[ @ieMi ———M
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donde 7 es un conjunto no necesariamente finito. Se quiere demostrar que existe J C [ finito tal que
fle,m; : @ies Mi ———» M.

es un epimorfismo. Como @}_; Hom4(—,C;) es un objeto proyectivo en Mod(%€°?), se tiene que
existe un morfismo

n
q € Natyoq(gory | D Home (—,C), DM | ,
i=1 iel

tal que el siguiente diagrama es conmutativo

@?:1 Homcf(_7cl')

@iGI Mi f M
Luego, del hecho que @' ; Homy (—,C;) un objeto compacto en Mod (% °P) se sigue que existe un
conjunto J C [ finito y un morfismo

n
o @Homcg(—,Ci) — @Mi
i=1 ieJ
tal que ¢ = Uj;o donde Uy; es el morfismo definido en la observacion 5.1.2.
Asi, considerando la factorizacion del morfismo ¢ mediante su imagen se obtiene que existe ¥ :
Im(q) — @;c; M, tal que el siguiente diagrama conmuta

Im(q)
P
@, Homy(—,C;) Y Dici M
\ UJI
@ie]Mi'

Entonces,
fUnyB = fUna = fqg=p.

Por lo tanto, se obtiene el siquiente diagrama conmutativo

ﬁ@?:1H0m<€(—aCi)
/Im(CI) / P
Y

Dies Mi fUn M.
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Al ser p = (fUy;)(yB) un epimorfismo se sigue que (fUy;) es un epimorfismo, demostrando que
el morfismo

fl@ieJMi : @iEJMi Ma

es un epimorfismo. Probandose que M es un objeto finitamente generado en Mod (€ °P).

(c1) Por el inciso (b) al ser M un objeto finitamente generado se tiene que existe un epimorfismo

g: P Homg(—,C) M 0.

Al tener un morfismo f : M — @;c; M;, se puede construir el siguiente diagrama conmutativo
D=1 Homey (-, Ci)
h:i=fg

Luego, como @} | Homy(—,C;) es un objeto compacto en Mod(%€°P), se tiene que existe J C [
con J finito y un morfismo

n
B: @Homcg(—,C,-) — @M,-,
i=1 ieJ
tal que h = fg = UyB (ver 5.1.2). Por otro lado, considerando la factorizacion del morfismo fg
mediante su imagen se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

Im(fg\
/ q
) 7 &)

@, Homg(—,C;

iEIMi7

con v un epimorfismo y ¢ un monomorfismo. Asi, por la propiedad universal de la imagen de fg
existe un monomorfismo « : Im(fg) — @;c; M; tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Im(fg

/

1 Homy(—,C;) o DiciM;

\ UJI

Dics M.

Finalmente, al ser g un epimorfismo se tiene que Im(fg) = Im(f). Por lo tanto, Im(f) C @;c; M; C
Dier M.
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(c2) Ahora veamos que M es un objeto compacto en Mod(¢°P). Sea f : M — @;c; M; un morfismo
en Mod(%°P), consideremos la factorizacion de f a través de su imagen

Im(f)
S
M f @iGIMh

donde V' es un epimorfismo y ¢’ es un monomorfismo. Por el inciso (c1), tenemos que Im(f) C
@Dic; M, para algiin J C [ finito. Es decir, existe un monomorfismo y : Im(f) — @;c; M; tal que el
siguiente diagrama conmuta

Im(f)
K
4 Dic1 M;
Uit
@ieJMi-

Luego, tenemos que f = ¢'v' = Uy ¥q’. De esta manera, se obtiene una factorizacion de f a través
de Uy; con J C [ finito. Probandose que M es un objeto compacto en Mod(€°P).

(d1) Supodngase que M, € Mod(%°P) es finitamente generado, entonces por el inciso (c) se tiene un
epimorfismo

n
p : EQHomy(—,Ci) — My,
i=1

con {C;}?_, una familia finita de objetos en Mod(€°P). Se define el morfismo

p': @} Homy(—,C;) ———— Ms.

en Mod(€°P) como p’ := gp. De esta manera, p’ es un epimorfismo pues p y g son epimorfismos.
Ast, por el inciso (b) se tiene que M3 € Mod (%€ °P) es finitamente generado.

(d2) Sea
0 M,

M 0.
7 3

una sucesion exacta en Mod(%€°F) con M| y M3 finitamente generados. Por el inciso (b) existen dos
epimorfismos,

Pi1: @?:1 Hom(g(—,C,-) —»Ml y p3: @;”ZlHom(g(—,Ci) —»M3

en Mod (%€ °P). Como g es un epimorfismo y @7~ | Homy(—,C;) es un objeto proyectivo en Mod (€ °P)
se obtiene un morfismo
pé . @:n:l Hom(g(—,ci) — M,
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tal que p3 = gpj5. Asi, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

Di=1 Homy(—,Cj) iz Homg (—,Cj)
o1 fpi P3/ - 03
y e
0 M, - M, . M, 0.
Para simplificar la notacién, sean P, := @} Homy(—,C;) y P3 := @~ Homy(—,C;). Luego,

por la propiedad universal del coproducto P, @ Ps, existe p, : Pi @ P; — M, tal que el siguiente
diagrama conmuta

P PP 2Py (¥)
|
P
fpi zi P;
M,,

donde i; y i, son las inclusiones del coproducto P; € P3;. Sean los morfismos p{ PP — P
y p5 : PL@ P; — P; las respectivas proyecciones del coproducto P; €D Ps. Entonces el siguiente
diagrama es conmutativo con renglones exactos

0—>P]¢>P1®P3 p2—>P3 —0 (**)

N

0 My —— M, M; 0

8

En efecto, el cuadrado izquierdo del diagrama (**) es conmutativo por la conmutatividad de (*).
Veamos que el cuadrado derecho del diagrama (**) es también un cuadrado conmutativo. Como se
tiene que

p3Ps = gP3ps = g(P2ix) Py = gp2(inp3)-

Luego, considerando que p5i; = 0,p1i» =0,p5ir = 1p, y pjir = 1p, y

Lp@p, = i1P] + 2P

se tiene que

gp2 =gp2(1p @p,) =
=gp2(iopy) + gp2(i1p7)
=gpaiapy +g(P2i1)pP]
=gp2i2ps +8(fP1)P1
=gP2i2p)
=p3p5.



5.2. FINITAMENTE GENERADOS 189

Por lo tanto, gp» = p3p5. Asi, el cuadrado derecho de (**) es conmutativo y en consecuencia todo
el diagrama (**) es conmutativo. Luego se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

! =/

Ker(py) L, Ker(py) —2— Ker(p3)

%)

i

0 P1 P1 @P3 P. 3 0
p1 p2 Ps
0 M, i M, - M; 0

Coker(py) — Coker(py) — Coker(p3).

Por el Lema de la serpiente (véase A.0.2 en el apéndice) y el diagrama anterior, se obtiene la
siguiente sucesion exacta

O —— Ker(py) = Ker(py) —— Ker(p3) - N Coker(py) — Coker(p2) — Coker(ps) — 0.
g

Como p; y p3 son epimorfismos, entonces Coker(p;) = Coker(ps) = 0. Asi tenemos la sucesion
exacta
0 —— 0 —— Coker(py) — 0——0.

Por lo tanto, Coker(p;) = 0 y en consecuencia p, es un epimorfismo. Probandose por inciso (b)

que M, € Mod(%°P) es finitamente generado.

(d) («). Sean M| y M, objetos finitamente generados en Mod(%€°P). Entonces, al considerar el
coproducto {M; — M @ M, };—; > se tiene la siguiente sucesién exacta

0—— M, i—>M169M2 TM2—>0
1

donde i; es la primera inclusiéon de coproducto y p; es la segunda proyeccion del coproducto. Por
lo tanto, se sigue del inciso (d2) que M| @ M, es un objeto finitamente generado en Mod (€ °P).
Supongamos que M € M, es finitamente generado. Consideremos sucesion exacta

0—>M1 —>M1 @Mz —>M2—>0.

Por el inciso (d1), de esta proposicién tenemos que M; es finitamente generado. De la misma
manera se demuestra que M; es finitamente generado. [

Definicion 5.2.4. Denotamos por p(€) a la sucategoria plena de Mod(€°) cuyos objetos son los
objetos C € Mod(€)) que son proyectivos y finitamente generados.

Proposicion 5.2.5. Sea € una categoria esqueléticamente pequenia y aditiva.

(a) Un objeto M en Mod(€°P) estd en p(%) siy solo si M es sumando directo de un coproducto
ﬁnito @?:1 HOm%ﬂ(—,Ci).
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(b) Seae:M — M un morfismo idempotente en p(€ ), entonces Ker(e),Ker(1—e) € p(€). Ademads,

M = Ker(e) ® Ker(1 —e).
Demostracion.

(a) (=) SiM € p(%), entonces M es un objeto finitamente generado y proyectivo en Mod (€°?). Al
ser M finitamente generado en Mod (€ °P) se sigue por inciso (b) de la proposicion 5.2.3 que existe
un epimorfismo

f: @ Homg(—,C) M 0

con n € N. Por otra parte, al ser M un objeto proyectivo en Mod(% ") se sigue que existe un
morfismo g : M — @} Homy(—,C;) tal que el siguiente diagrama es conmutativo en Mod (€ °P)

M
1y

" 1Homg(—,C)) ———» M.

f

Por lo tanto, fg = 1y, es decir, el morfismo f se escinde y entonces M es un sumando directo de
@?:lHom(g(—,Ci).

(<) Si M es un sumando directo de @} Homy(—,C;) existe un objeto M’ € Mod(€°P) tal
que M' M ~ P Homyg(—,C;). Luego, existe proyeccién candnica

P2+ @ Homig(—.C) M——0.

Por 5.2.3(b), tenemos que M es finitamente generado. Finalmente, por 3.4.6, se sigue que M es un
objeto proyectivo en Mod(%€°P). Probandose que M € p(%).

(b) Siel morfismo e: M — M en p(%) es idempotente entonces 1 —e : M — M en p(%) es también
idempotente. Asi, como p(%) C Mod(%€°P) se sigue que los morfismos e y 1 — e tienen kernel en
Mod(€°P). Sean

q»=Ker(l—e):Ker(l1—e) —>M 'y q)=Ker(e):Ker(e) > M
los respectivos kerneles de 1 — e y e. Luego, por la proposiciéon 1.15.13 se tiene que
M = Ker(e) ®Ker(1 —e),

donde g1 y ¢» son las inclusiones del coproducto. De esta manera, al ser Ker(e) y Ker(1 —e)
sumandos directos de M € p(%) se tiene por el inciso (a) que Ker(e) y Ker(1 — e) también estin

en p(%). O
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Proposicion 5.2.6. Sea € una categoria esqueléticamente pequeiia y aditiva. Entonces, el funtor
P:% — p(%) dado por P(C) := Homy(—,C) para C € €, es una equivalencia de categorias si'y
solo si satisfacen las siguientes condiciones:

(i) € tiene coproductos finitos.

(ii) SiC € € y e:C — C es un morfismo idempotente en €, entonces e : C — C tiene kernel en
C.

Demostracion. Primero notemos que por 3.3.6, tenemos que P es un funtor fiel y pleno.

(=) Supongamos que el funtor P : ¢ — p (%) es una equivalencia de categorias, es decir, existe un
funtor P': p(¢) — € y equivalencias naturales

T:PP—=1lg y T:PP =1,

(i). Por 5.2.2, se sigue que ¥ tiene coproductos finitos pues p (%) tiene coproductos finitos por
5.2.3(e)y 3.4.6.

(ii). Sea e : C — C un idempotente, entonces F (e) es un idempotente en p(%’). Por 5.2.5, tenemos
que F(e) tiene kernel en p(%’). Luego, por 5.2.2, concluimos que e tiene kernel en %

(<) Supongamos que % tiene coproductos finitos y que %’ tiene kerneles de idempotentes. Primero,
notemos que por el inciso (b) de 3.3.6 se tiene que el funtor P: € — p (%) yaes fiel y pleno. Por lo
tanto, por la proposicién 1.2.20 basta ver que el funtor P : € — p(%) es denso. Es decir, se quiere
ver que para cada Y € p(%) existe un objeto X € ¢ tal que P(X) = Homy(—,X) =Y.
Consideremos la subcategoria plena Im(P) de p(%’) cuyos objetos son los objetos Z € p(%) tal
que existe W € € tal que P(W) ~ Z.

De esta manera, tenemos que el funtor

P:% — Im(P)

es un funtor fiel, pleno y denso. Por lo tanto, existe un funtor P’ : Im(P) — %y equivalencias
naturales
T:PP—=ly y T:PP = lyyp.

Sea Y € p(%€), por el inciso (a) de la proposicién 5.2.5 se tiene que existe otro objeto Y’ € p (%)
tal que

n
DHome(~,C) =Y DY,
i=1

para alguna familia finita {C;}”_, de objetos en €. Afirmamos que Y @Y’ € Im(P). En efecto,
como % tiene coproductos finitos tenemos que existe C := @7, C; € €. Luego, como se tiene que
Homy (C',C) ~ @ Homy (C',C;) para todo C' € €, concluimos que

n
Homy(—,C) ~ @ Homg(—,C;) ~Y PY'.
i=1
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Por lo tanto, Y @Y’ € Im(P).

Seaniy :Y - Y@Y yiy: Y - Y@Y lasinclusionesy py : YPY' =Y ypy : YPY — Y las
proyecciones del coproducto Y @ Y’.

Luego, definimos un morfismo 6 : Y @Y’ — Y @Y en p(€) como 0 := iyipy: :

0
YPY —Y —YPY.
Py’ Lyr
El morfismo 0 es idempotente, pues
66 = (iy py)(iy py’)
= (iy'py'iy'py)
= iy ly'py’
= iy Py’
=0.
Consideremos e := P'(6):A — Aen € con A := P (Y PY').
Como 0 es idempotente, tenemos que e es un morfismo idempotente en . Luego, por hipdtesis
existe un morfismo
u:U—A

con u = Ker(e). Por otro lado, sabemos que tenemos la siguiente sucesion exacta
iY / pY/ /
0—Y —Y@PY —Y —0,

es decir, iy = Ker(pyr). Luego, como iy’ es un monomorfismo, tenemos que

iy = Ker(iy'py/) = Ker(0), (ver 1.10.6).

Es decir, tenemos la siguiente sucesion exacta
0o—sY—Lyy -rvoy .

Afirmamos que P(U) ~ Y. En efecto, sabemos que P preserva kerneles (ver 3.2.14), entonces se
tiene la siguiente sucesion exacta en Mod(%7)

P(e)

) 28, p(a) 2 p(a).

0 PU

P(A)

Ahora, como tenemos equivalencia natural 7’ : PP — Lim(p), tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:

0——PU) — M ppy@y) — 20 pp(yay)

/ /
Ty @y’ Ty oy’

0 Y i Y QY 0 YRY,
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donde los renglones son exactos y Ty, @y’ €sun isomorfismo. Por lo tanto, por la propiedad universal

del kernel de 6, existe un tnico morfismo y : P(U) — Y que hace conmutar el diagrama anterior.
/ . .

Luego, como Ty 4, es un isomorfismo, se concluye que y es un isomorfismo.

Probandose que P(U) ~ Y y entonces P es un funtor denso. De donde, concluimos que
P:% — p(%¥) es una equivalencia de categorias. O
Recordemos que a un objeto M en Mod (% °P) lo llamaremos un ¢ °”-médulo.

Definicién 5.2.7. Sea M un €°P-mddulo, se dice que M' € Mod(€°P) es un €°P-submddulo de M
si M'(C) C M(C) para todo C € €.

Definicion 5.2.8. Sea € una categoria arbitraria y A un objeto de € Sea . una clase de subobjetos
de A se dice una clase representativa de subobjetos de A si todo subobjeto de A es isomorfo a un
subobjeto en la clase .. Si todo A € € tiene una clase representativa la cual es un conjunto,

diremos que € es localmente pequeiia.

Observacion 5.2.9. La nocion de que € sea localmente pequeiia es también conocida como que
€ es una categoria bien potenciada (en inglés well-powered).

Proposicion 5.2.10. Sea % C ¢ una subcategoria pequend y densa de €. Entonces se satisfacen
las siguientes afirmaciones.

(a) Sil: B — € es el funtor inclusion, entonces existe un funtor
res : Mod(€°P) — Mod(%°7), res(M)=Mol,

(para simplificar la notacion, hacemos M|z := res(M)).
(b) Para M € Mod(6°P) la coleccion de FB°P-submédulos de M| es un conjunto.
(¢c) Mod(€°P) es localmente pequeria.

(d) La subcategoria p(€¢) C Mod(€°P) es esqueléticamente pequenia.

Demostracion.
(a) Ejercicio al lector.

(b) Sea M € Mod(%€°P), entonces para C € € se tiene que M(C) € Ab. Para cada C € ¢ se define
el siguiente conjunto

S(C):={X CM(C) | X es un subgrupo de M(C)} C Z(M(C)).
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donde &2(M(C)) denota al conjunto potencia de M(C).
Se sabe que la clase de los objetos de 4 no es necesariamente un conjunto pero la clase de los
objetos Obj( ) si es un conjunto. Por lo tanto,

[T S©) :={(Xc)ceonjiz) | Xc € S(C), VC € Obj(B)},
CeObj(%)

es un conjunto. Sea 2y la coleccién de Z°P-submddulos de M| 5.
Ahora bien, para M’ un %°P-submédulo de M| 4 se tiene que M'(C) € S(C) para cada C' € .
Luego, se define la siguiente correspondencia

¢ : 2y ————— Tceonj#)S(C)

como ¢ (M) = (M'(C))cesn paraM’' € Zy.
Ahora veamos que dicha correspondencia es inyectiva. Sean M, M, € Z); tales que M| % M5, es
decir, M| (C’) # M>(C') para algiin C' € 2. Pero

¢(My) = (M (C'))cres,

O(M2) = (Ma(C)) ez,

y en la C'-ésima entrada, los elementos (M{(C'))ccn v (Ma(C"))cres son distintos. Por lo tanto,
la correspondencia ¢ es inyectiva. Probandose que 2, es un conjunto.

(c) Sean M € Mod(€°P), consideremos la clase %}, de submédulos de M con las siguientes propie-
dades:

(i) Todo submédulo de M es isomorfo a un submodulo en la clase %/,

(i) Si Ny N’ pertenecen a %) con N # N’, entonces N y N’ no son isomorfos como submédulos
de M.

Es decir, %), es una clase que representa a la clase de isomorfia de submddulos de M. Veamos que
% es un conjunto. En efecto, definimos asignacion

W:@MH%Ma

como Y(N) = N|4, donde Z) es el conjunto de todos los Z°P-submédulos de M| 4.

Primero, es claro que si N es un ¢°P-submédulo de M, entonces N|g4 es un Z°P-submédulo de
M| 5, por lo tanto la signacién si tiene como codominio a Zjy.

Supongamos que N,N' € %} son tales que N|z = N| 5. Veamos que N y N’ son isomorfos. Para
cada C € € existe un isomorfismo a¢ : C — C' con C' € . Notemos que para C € % podemos
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escoger 0c = 1¢. Como N y N’ son submédulos de M, tenemos los siguientes diagramas conmuta-

tivos

mME) Y Umiey  me) X

M(C")
iN(CJ iN(C/) iN/(C) iN/(C/)

NO) 53N, V(O e NTE,

donde los morfismos verticales iy(c),in(cr):in'(c) inr(cr) son las inclusiones como subconjunto y
N(oc), N'(ac) son isomorfismos. Pero N(C') = N'(C’) (pues C' € %) y entonces iy(cr) = in(cr)-
Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M mcy

iN(C)J iN(c’)J int (CJ

N(C’)/—>

!/
(ac) N (ac)—N (©).

Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M(C)

es decir, N(C) es isomorfo a N'(C’) como subobjeto de M(C). Veamos que

N :={nc=N(ac) 'N(ac) : N(C) — N'(C)}cew

definen un isomorfismo natural 1 : N — N’. En efecto, sea f : A — B un morfismo en %’. Entonces
tenemos un morfismo de grupos abelianos M(f) : M(A) — M(B). Luego tenemos los siguientes
diagramas conmutativos

M iy ma) XY m)

iN(A)] iN(B)J Int (AJ N (BJ

N(A) —— N(B), N'(A) WN/(B)

donde los morfismos verticales iy (), iy(p):in'(a); in(p) son las inclusiones como subconjunto. Por
la construccién de 1, tenemos los siguientes diagramas conmutativos

na=N'(c2) " 'N(as) ng=N'(ap) " 'N(ap)

\% \%
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Veamos que el siguiente diagrama conmuta

En efecto, iy N'(f)Na = M(f)inayna = M(f)in(a) = ingyN(f) = iy MBN(f) y como iyr(p)
es mono, podemos cancelar y obtenemos que el diagrama de arriba conmuta. Por lo tanto 7 :
N — N’ es un isomorfismo funtorial y ademds por construccion se tiene que el siguiente diagrama
conmuta en Mod(C°P)

N—T1 N

N

Es decir, N y N’ son isomorfos como submddulos de M. Luego, por la segunda propiedad que define
a la clase %}, tenemos que N = N'. De esta manera ¥ es inyectiva y como .2~ €s un conjunto por
el inciso (b), tenemos que %y es un conjunto. Luego como todo submddulo de M es isomorfo a un
elemento de %), (la condicién (i) que define %)), tenemos que Mod(%°") es localmente pequeiia.

(d) Veamos que p (%) es esqueléticamente pequena.
Sea ¢ una subcategoria densa de €. Por 4.2.16, tenemos que

G:= P Homyx(—,X)
Xes"!

es un generador proyectivo de Mod(%°). Consideremos
G € Mod(¢°P),

Sea M € p(%), entonces existe M’ € p(€) tal que M'PM = P Homy(—,C;) para alguna
familia {C,-}l’.’:1 de objetos en ©’. Como %" es densa, existen isomorfismos oc,:Ci— X;conX; € ¢
Luego, tenemos que

n n
B Homy(—,C;) ~ @ Home (—
i=1 i=1

Entonces @ ; Homy(—,C;) es isomorfo a un submédulo de G™N). Luego, M es isomorfo a un
submédulo de GV, Sea ) €l conjunto (ver inciso (¢)) de representantes de las clases de iso-
morfismo de submédulos de GV,

Por definicién de %), tenemos que M es isomorfo a un tnico elemento Yy € %;n). Sea <7 la
subcategoria plena de p(%’) cuyos objetos son los elementos de %w). Luego, tenemos que ./
es una subcategoria densa de p(%). Probandose que p(%’) es una categoria esqueléticamente pe-
quena. 0
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5.3. Variedades de Annuli y generadores aditivos
Definicion 5.3.1. Una categoria esqueléticamente pequeria ¥ es llamada variedad de Annuli si:

(a) V es aditiva'y con coproductos finitos,
(b) todo morfismo idempotente e € ¥V tiene un kernel en V.

Definicion 5.3.2. Sea V" una variedad de Annuli, un generador aditivo para ¥ es una pareja
(G, %) donde % es una categoria aditiva y se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) G: % — V esun funtor fiel y pleno,

(b) para cada objeto V € ¥V existe familia finita {U;}ici de objetos en % tal que V es isomorfo
a un sumando directo de @;c; G(U;).

Ejemplo 5.3.3. Sea € una categoria esqueléticamente pequeria y aditiva. Por 5.2.10(d), p(%) es
esqueléticamente pequenia. Por 3.3.6, tenemos que el funtor de representacion de Yoneda P : € —
p(€) es fiel y pleno. Por 5.2.5, tenemos que M € p(%€) si y sélo si es sumando directo de un
coproducto finito @;_ | Homy(—,C;) para alguna familia {C;}?_, de objetos en €. Por lo tanto el
par (P,%€) es un generador aditivo de p(€).

Proposicion 5.3.4. Sean G : % — V" un generador aditivo para una variedad de annuli V' y W
una categoria aditiva con coproductos finitos y tal que los morfismos idempotentes tienen kerneles.
Entonces, dado un funtor aditivo y covariante F : % — W, existe un tinico (salvo isomorfismos)
funtor aditivo F' : V' — W tal que el siguiente diagrama conmuta

y S Ly
F‘
F/
v,

Demostracion. Construyamos F’ en varios pasos.

(1) SeaV € ¥.SiV =G(U) para algin U € Obj(% ) entonces se define F'(V) := F(U).
Sea f:V — V' un morfismo en ¥ tal que V= G(U) y V' = G(U’) para algunos U,U’ € % .
Como G es fiel y pleno, existe un dnico morfismo f’ : U — U’ tal que G(f’) = f. En este
caso, definimos F’(f) := F(f7).

(2) Luego, se puede extender F’ a todo objeto V tal que V ~ G(U) para algin U € % .
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(3) Denotemos por Sum(G (%)) a la subcategoria plena de ¥ cuyos objetos son los objetos V €

¥ para los cuales existe una familia finita {U;}ic; de objetos en % tal que V ~ @,;; G(U;).
Veamos que podemos extender F a Sum(G(%)).

En efecto, si V ~ @, G(U;), entonces definimos F'(V) := @, F(U;).

Sea f:V — V' un morfismoen ¥ tal que V ~ @7 G(U;) y V' ~ "1 G(Uj) para algunas
familias {U;}{_, y {U;}}L, de objetos en 7% . Salvo isomorfismos f estd representado por la
matriz

fit fiz oo fuw
B 1 fo oo fa
ot oz e fom

donde cada f;; : G(U;) — G(U;). Como G es fiel y pleno existe un tinico morfismo u;; : U; —

U; para cada i € {1,...,n}, j € {1,...,m} tal que fj; = G(u;;). Luego, definimos F'(f) :
iz1 F(Ui) — @', F (U;) como el morfismo que esta representado por la matriz

F(uir) F(u2) F(uip)

/ F(uz1) F(u) F(uzp)
F'(f) = :

F(uml) F(MWQ) F(um’l)

Veamos que esto define un funtor en Sum(G(%)). En efecto, sean f : @7 G(U;) —
DL GU)j) yg: DL GU;) — @;_, G(Uy), representados por las matrices

fir fiz o S g1 812 --- 8im

1 2 oo S g1 82 - m
= . S g= .

Smi fm2 oo fum k1 &k - &km

Tenemos que & := gf esta representado por la matriz

hiy hiz ... hiy
h - . . . . )

donde A5 :=Y" | 81 f1s : G(Us) = G(U,). Luego, existen tinicos v, : Us — U, tal que G(v,5) =
h,s. Entonces por definicién de F’, se tiene que F’(gf) esta representado por la matriz
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Por otro lado, F'(f) y F'(g) estén representados por la matrices

F(un) F(un2) F(u1n) F(uyy) F(upy) F(uy,,)
F(f) = F(uzi)  F(ux) F(uzn) Fi(g) = F(b.t/m) F(u3,) F (u,)
F(um1) F(ump) ... F(upn) F(uy,) F(up,) ... F(u,)

donde u;j : U; — U; y u;,q : Uy — U, son los tnicos morfismos tales que G(u;;) = fi; y
G(u},,) = 8pq- Ahora bien, F'(g)F'(f) tiene por matriz asociada

o O ... O
, , Ory Oy ... Oy
Or1 Oy ... Oy
donde oy 1= Y" | F(ul,)F () : F(Us) — F(U,). Como F es aditivo, se tiene que O =

F (Y., ulu). Por lo tanto,

m

G(Z u:l””) - Z G(u:'l)G(uls) = Z grlfls = hps = G(Vrs)a
=1

I=1 I=1

como G es fiel, tenemos que Y u/,u;s = vy, y de esta manera obtenemos que

m
Oys = F(Z u i) = F(vys).
=1

Probaridose que F'(gf) = F'(g)F'(f) y de la misma manera se prueba que F'(1y) = 1/ y).
Por lo tanto, F’ es un funtor en Sum(G(%)) .

Ahora veamos que F’ es aditivo. Sean f, g : @i_ G(U;) — @'}L; G(U;) representados por
las matrices

fir fizoooo fin g1 812 .- &n
a1 oo S g1 82 .- 8
= . : . . 8= . . . .
fml fmZ fmn 8ml 8m2 --- 8mn
Como G es fiel y pleno existe tinicos morfismos u;j,v;j : Uj — U; para cada i € {1,...,n},

je{l,...,m} tal que f;; = G(u;;) y g = G(vij). Luego, tenemos que F'(f)+ F'(g) :
iz1 F(Ui) — @', F (U;) estd representado por la matriz

F(M11)+F(V11) F(u12)+F(v12) F(uln)+F<V1n)
. . F(”Zl) —{—F(le) F(uzz) —I—F(\Qz) . F(I/tzn) —l—F(Vzn)
F'(f)+F () = : : . :

Fum) +FOm) Fl)+F ) o F(itym) + F (V)
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Por otro lado, se tiene que f + g esta representado por la matriz

fit+gun  fiot+gi2 .. fint8&um
f1+g1 f2tgn .. fatgum
ft+g= ) ) . .
fml"’gml fm2+gm2 fmn+gmn
Por lo tanto,
F(ay) F(ap) ... Fl(am)
) F(az)) F(axpn) ... Fl(amn)
F(f+s)= : : : :
F(am) F(am) ... Flam)

donde a;; : U; — Uj es el tnico morfismo tal que G(a;;) = fij + &ij-

Pero como G es aditivo, tenemos que f;; + gi; = G(uij) + G(vij) = G(u;j +v;;). Por lo tanto,
se obtiene que a;j = u;; +v;; y al tener que F aditivo, entonces F(a;;j) = F(u;jj +vij) =
F(u;j) + F(vij) paratodo i, j € {1,...,n}. Probandose que F'(f +g) = F'(f) + F'(g) y asi
F’ es un funtor aditivo.

Ahora extendamos F a todo ¥'. Sea V € ¥ arbitrario, entonces existe otro V' tal que

Vv ~ éG(Ui),
i=1

para alguna familia finita {U;}?_,. Seaniy : V — V@V’ iy : V! — V PV’ las inclusiones
ypv V@V — V, py : V@V’ — V' las proyecciones del coproducto. Entonces

0 :=iypy : @G(Ui) — @G(Ui)
i=1 i=1

es un idempotente en ¥ tal que iy : V — V@OV’ = @} | G(U;) es el kernel de 6 (¥ tiene
kerneles de idempotentes).

Luego, tenemos que F'(8)F'(8) = F'(00) = F'(6?) = F'(8). Por lo tanto, F’(6) es un
idempotente en % y como en # los idempotentes se escinden, tenemos que existe

n
Uy . Ky — @F(Ui)
i=1
tal que p = Ker(F’(0). De esta forma definimos F'(V) := Ky .
Ahora veamos como se define F’ en morfismos. Sea

f:V1—>W1

un morfismo en ¥ donde V|, W| € ¥ son tales que existen V,, W, € ¥ tal que
VidVa =~ DL, GUi) y WiDW2 ~ DL, G(U;)) para algunas familias finitas {U;}7_ | y
{U;}7y-
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Sean l'V1 Vi — Vl@VQ, l'V2 Vo — Vl@VQ YDy Vl@VQ — Vi Yy pv,: Vl@VQ — W
las inclusiones y proyecciones del coproducto Vi @ V». De la misma forma, sean iw,, iw,, pw,
y Pw, las inclusiones y proyecciones de W  Ws.

Sea o : ViV, — Vi @ V> dado por & := iy, fpy,. Afirmamos que el siguiente diagrama
es conmutativo

00—V, l>V]€9VZL>V]G§VZ

A

0—W —w,dw, 2w pw

donde 0 :=iy,py, y 0’ = iw, Pw,. En efecto, el cuadrado de la izquierda del diagrama anterior

conmuta pues oy, = (iw, fpy,)iv,) = iw, [
Ahora bien, por un lado

a6 = (iw, fpv,)(iv,pvy) = (iw, f) (Pviivy) Py, = 0
Por otro lado,
0’ = (iwzpwz)(iwlfpvl) = iw, (sziW1)<fPV1) =0.

Por lo tanto, el diagrama anterior conmuta donde 6 y 6’ son idempotentes. Luego, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en %

H n F'(0) m
0 Ky, n D F(Ui) DL F(U))
F'(a)l lF'(a)

wy FIO)
0—— Ky, — 5 @, F(Ui) —— @', F(U))

Luego, por la propiedad universal del kernel iy, se sigue que existe un tinico morfismo
f: Ky, — Kw,
tal que el diagrama anterior conmuta, es decir, F'( o)y, = tw, f- De esta manera, definimos
F'(f) = f: Ky, — Kw,.

Como la definicién de f estd dada por la propiedad universal del kernel, se sigue que

F': ¥ — # es un funtor. Ademas por construccion se sigue que F'G = F.

Veamos que F’ es un funtor aditivo.

Sean f1, f> : Vi — W tal que V; es sumando directo de @} ; G(U;) y W) sumando directo
de @’_; G(U;). Haciendo la construccién antes descrita, obtenemos que F'(f1) y F'(f2) son
los tnicos morfismos que hacen conmutar los siguientes diagramas

wy FO)
0—— Ky, — @ F(Ui) —— @, F(U)
lF’(fn) F’(aml lF'(m)
Hw, F'(0")

0—— Ky, " F(U) =S @ F(U))
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Uy F'(0)

0 Ky, i F(U) — @7, F(U))
lF/(fz) F'(Olz)l lF/(OQ)

W F'(e'
0—— Kny, — @ F(U) — @ F(U))

donde oy = iw, fipy, y 0o = iw, fapy,. Sea ¥y := oy + 0 = iw, (f1 + f2)pv,, tenemos que
F'(f1+ f) es el tinico morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

vy

0 Ky, io1 F(Ui) — @ F(U))
F'(f1+f2)l F'(Y)J F’(Y)l

W F'(6'
0—— K, —h @ F(U) D @ F(U;)

Luego, utilizando que F’ restringido a la categoria Sum(G(%)
(F'(f1) + F'(f2)) 1w, = F'(fi) tw, + F'(f2) b,
=F'(ou)py, + F'(a2) pv,
= (F'(a1) + F' (o)),

= F'(a1 + o)y,

) es aditivo, se tiene que

Por lo tanto, concluimos que F'(f) + f2) = F'(f1) + F'(f). Probandose que F' : ¥ — #  es
un funtor aditivo.
Finalmente la unicidad se deja como ejercicio al lector.

5.4. Finitamente presentados

Definicion 5.4.1. Se dice que un objeto M de la categoria Mod(€°P) es finitamente presentado si
tiene una presentacion proyectiva

P P M 0.

donde Py y Py son objetos proyectivos finitamente generados, es decir, P\,Py € p(%).

Definicion 5.4.2. Denotemos por mod(¢°P) a la subcategoria plena de Mod(€°P) cuyos objetos
son los €°P-mddulos finitamente presentados.

Observacion 5.4.3. Sea M en Mod (6P ) un objeto finitamente presentado. Entonces se tiene M es
finitamente generado. En efecto, sea

a B

P ) M 0,

una presentacion proyectiva finita de M. Como Py es proyectivo finitamente generado y B es un
epimorfismo tenemos que M es finitamente generado (ver 5.2.3(dl1)).



5.4. FINITAMENTE PRESENTADOS 203

Proposicion 5.4.4. Sea € una variedad de annulli.

(a) Si M es un €°P-maodulo proyectivo finitamente generado, entonces M es finitamente presen-
tado. Es decir p(€) C mod(€°P).

(b) Sea
f

0 M, M; 0

una sucesion exacta en Mod(€°P), entonces se satisfacen los siguientes incisos.

(bl) Si My es finitamente generado y M, es finitamente presentado, entonces M3 es finita-
mente presentado.

(b2) Si My y M, son finitamente presentados, entonces M3 es finitamente presentado.

(b3) Si My y M5 son finitamente presentados, entonces M, es finitamente presentado.

(c) Sea M, M, M; 0 una sucesion exacta en Mod(€°P). Si My y M, son fini-
tamente presentados, entonces Mj es finitamente presentado.

(d) Sea {M;}"_, una familia en Mod(€°?), entonces @}_ M; es finitamente presentado si solo
si M; es finitamente presentado para cada i € {1,...,n}.

Demostracion.  (a) Sea P € p(%), luego tenemos la siguiente sucesion exacta

0 p_r.p 0

donde P; y O son proyectivos finitamente generados. Esto muestra que P es finitamente pre-
sentado.

(b1) Como M, es finitamente presentado, existe una resolucién proyectiva

P—25p M, 0.

Consideremos la factorizacion de « a través de su imagen

2N\

P ————— P

. . ., o
Entonces tenemos la siguiente sucesion exacta 0 K—>P A M, 0. Como

a1 : PL — K es un epimorfismo y P; es finitamente generado, tenemos que K es finitamente
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generado (ver 5.2.3(d1)).
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(0%) Océ

PO P() —0

1/ S

M) —— Coker() — Coker(gP).

— K+ oo
oQ
=

donde las sucesiones 1 y € son exactas y ¢ es el kernel de gf3. Por el Lema de la Serpiente,
tenemos la siguiente sucesion exacta

)

0] K K’ » M Coker(B) — Coker(g) — 0. *)

Como B y g son epimorfismos, concluimos que gf3 es también un epimorfismo y por lo tanto
Coker(gP) = Coker(P) = 0. Por lo tanto, tenemos sucesion exacta

0 K K’ M, 0.

Luego, como M; y K son finitamente generados, tenemos que K’ es finitamente generado
(ver 5.2.3(d2)). Por 5.2.3(b), tenemos que existe un epimorfismo

n
o : PHomy(—,C) — K
Por lo tanto, tenemos la siguiente sucesion exacta

" Homy(—,Cj) —% RRLEGYA 0,

donde o’ = 0. Como P Homy(—,C;),Py € p(%), tenemos que M3 es finitamente
presentado.

(b2) Sea O M, M> M; 0 exacta con M| y M, finitamente presentados. En
particular, tenemos que M es finitamente generado y por (b1), concluimos que M3 es finita-
mente presentado.

(b3) La demostracion de este inciso es basicamente la demostracion del lema de la Herradura, asi
que daremos un bosquejo de la prueba.
Como M| y M5 son finitamente presentados tenemos las siguientes sucesiones exactas

o B

b QO M3 07

P —2=pR M, 0, O
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donde Py, Py, Q1,Qp son proyectivos finitamente generados. Consideremos las factorizacion
de a y o’ a través de sus imagenes

N\ N

Ph——F—h O1—F—00

Luego, tenemos las siguientes sucesiones exactas

(053 B

0 K P M, 0, 0 K’

Siguiendo, la demostracién del lema de la Herradura, tenemos que podemos construir el
siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 0 0
0 K K" K’ 0
o) 42 o
0—>P0(—>P0@Q0 —)QO —0
B A B’
0 M, 7 M, 2 Ms 0
0 0 0

Como o : P — Ky Oc{ : 01 — K’ son epimorfismos y P;, Q; son finitamente generados,
tenemos que K y K’ son finitamente generados (ver 5.2.3(d1)). Luego, considerando la su-
cesion exacta del primer renglén del diagrama anterior, concluimos que K” es finitamente
generado (ver 5.2.3(d2)).

Por 5.2.3(b), tenemos que existe un epimorfismo
n
"Nn: @Hom(g(—,ci) — K"

Por lo tanto, tenemos la siguiente sucesion exacta

! R0y 21— M, ——0,

@?ZIHOWL%&(—,C,’)

donde y:= P 1. Como @} | Homy(—,Ci),Po@ Qo € p(%), tenemos que M, es finitamente
presentado.
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(c) Sea M} —2-M, P M; 0 una sucesion exacta en Mod(¢°P) con M, y M, finita-

mente presentados. Consideremos la factorizacién de o a través de su imagen

v\

My ————— M,

Luego, tenemos que K es finitamente generado pues M| es finitamente generado y que
oy : M| — K es un epimorfismo (ver 5.2.3(d1)). Ademads tenemos sucesion exacta

0 K M, M, 0.

Luego, por inciso (b1) de esta proposicion tenemos que M3 es finitamente presentado.

(d) Hagamos sdlo el caso n = 2.
(<=) Supongamos que M) y M, son finitamente presentados. Consideremos la siguiente su-
cesion exacta que se escinde

0—>M1CL>M1 @Mz i)]\42—)0.

Se tiene por el inciso (b3) de esta proposicion que M| € M, es un objeto finitamente presen-
tado.

(=) Supongamos que M| € M, un objeto finitamente presentado. Consideremos la sucesion
exacta

O—>M1(L>M1@M2 LM2—>0.

Como M| @ M, es finitamente presentado, tenemos en particular que es finitamente genera-
do. Luego, por 5.2.3(e), tenemos que M y M, son finitamente generados. Por el inciso (b1),
de esta proposicion concluimos que M, es finitamente presentado. De la misma manera se ve
que M es finitamente presentado.

]

Proposicion 5.4.5. Sea ¢ una categoria esqueléticamente pequeiia 'y sea M € Mod(%¢°P). Las
siguientes propiedades son equivalentes

(a) M es finitamente presentado.

(b) M es finitamente generado con la siguiente propiedad, si

0 M, M, M 0.

es una sucesion exacta en Mod(€¢°P) y My es finitamente generado, entonces M es finitamente
generado.
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Demostracion. (a) = (b) Supongamos M es finitamente presentado. En particular M es finitamente
generado. Sea

f g

0 M, M, M 0.

una sucesion exacta con M, finitamente generado. Al ser M finitamente presentado, existe una
sucesion exacta

P—%5p P 0
con Py y Py proyectivos finitamente generados. Consideremos la factorizacion de o a través de su
imagen
Pp———h.
. . ., (04 .
Entonces tenemos la siguiente sucesién exacta 0 K—=P P M 0. Consideremos

el siguiente diagrama

0 K

Luego, al tener que g es un epimorfismo y que Fy es un objeto proyectivo, se tiene que existe un
morfismo ¥ : Py — M tal que gy = B. Por la propiedad universal del kernel de g, se tiene que existe
tinico morfismo Y : K — M tal que el siguiente diagrama es conmutativo con filas exactas

0 K—2.p-P 0
o]
00— My —— My —— M ——0

f 8

Luego componiendo con ¢; los morfismos del cuadrado izquierdo del diagrama anterior, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto

Plazoq:fpo B M 0
ol o]
0 My —— My —— M. 0

Consecuentemente, por el Lema de la Serpiente se tiene una sucesion exacta

Ker(A) —— Ker(y) — Ker(1y) —2— Coker(1) —2— Coker(y) —— Coker(1y).

Como Ker(1y) = Coker(1y) =0, se tiene que 0 : Coker(A) — Coker(7y) es un isomorfismo. Ahora
bien, consideremos el cokernel 7 : M, — Coker(y) de y. Como & es un epimorfismo y M, es
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finitamente generado, tenemos que Coker(7) es finitamente generado (ver 5.2.3(d1)). Por lo tanto,
Coker(A) es finitamente generado. Consideremos la factorizacion de A a través de su imagen

v\

P1—>M1

Como A : P, — K’ es un epimorfismo y P; es finitamente generado, por 5.2.3(d1), tenemos que K’
es finitamente generado. Sea ' : M; — Coker(A) el cokernel de A. Entonces tenemos la siguiente

sucesion exacta

0 K- M, it Coker(A) —— 0,

donde K’ y Coker(A) son finitamente generados. Por 5.2.3(d2), concluimos que M; es finitamente
generado.

(b) = (a) Supongamos M satisface (b). Como M es finitamente generado, existe un epimorfis-
mo o : Py — M donde Py := @} | Homy(—,C;) para alguna familia finita {C;}_, de objetos en ¢
(ver 5.2.3(b)). Sea u : K — Py el kernel de o, entonces tenemos la siguiente sucesion exacta

0 Kt

Py—%sM 0.

Como Py es finitamente generado, por la hipdtesis concluimos que K es finitamente generado. Por
5.2.3(b), existe un epimorfismo 7 : P — K donde Py := 'L Homy(—,C;) para alguna familia
finita de objetos {C; } ' , en €. Luego, tenemos la siguiente sucesion exacta

urm

P P —2+M 0.
Probindose que M es finitamente presentado. 0

Corolario 5.4.6. Sea M un médulo finitamente presentado. Entonces existe presentacion proyectiva
finita de M de la forma

ity Homg(—,Ci)) — @'_ Homg(—,Cj) — M ——0 .

Demostracion. Se sigue de la demostracion de (b) = (a) en 5.4.5. O

5.5. Pseudokerneles

Definicion 5.5.1. Sea € una categoria esqueléticamente pequeriia. Sea g : C; — Cy un morfismo en
€, decimos que un morfismo [ : Cy — Cy es un pseudokernel de g, si la sucesion

Homcg(—,C()) M)Hom%(—,cl) MHomcg(—,Cz)

es exacta en Mod (€°P).
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Proposicion 5.5.2. Sea € una categoria esqueléticamente pequeria. Sean f : Cy —C1yg:Cy — C;
morfismos en €. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es un pseudokernel de g.

(b) Se cumplen las siguientes propiedades:

(b1) gf =0y
(b2) para otro morfismo h : Cz — Cy tal que gh = 0, existe un morfismo 7y : Cz — Cy (no
necesariamente tinico) tal que f7y = h.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que f : Co — C es un pseudokernel de g : C; — C», enton-
ces se tiene que la sucesion

Homg(— CO)MHom%( CI)MHom(g( , () (*)

es exacta. Considerando la factorizacién de Homy (—, f) : Homy(—,Cy) — Homy(—,C1) a través
de su imagen tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Homy (—
Homg(—,Ch) —>H0m<g —,C1)

v

Luego, como () es exacta, tenemos que U : K — Homy (—,Cy) el kernel de Homy (—, g).
(i) Veamos que gf = 0. En efecto, como la sucesion (*) es exacta, tenemos que

0= Homy(—,8) o Homy(—, f) = Homy(—,8f) : Homy(—,Co) — Homy(—,C2).
En particular, tomando la componente Cy-€sima, tenemos que
Hom(Co,8f) : Homy (Co,Co) — Home(Co,C2).

es el morfismo cero. Entonces para 1¢, € Homy (Cp,Cp), tenemos que

0= (Home (Co,8)) (16,) = (8f) 16, = -

(ii) Sea h : C3 — Cj tal que gh = 0. Entonces, Homy(—,g) o Homg(—,h) = 0. Como el mor-
fismo u : K — Homy(—,C1) es el kernel de Homy (—, g), existe un Gnico morfismo
Y: Homy(—,C3) — K tal que Homg(—,h) = uy. Ahora bien, como p : Homg(—,Cy) — K es
un epimorfismo y Homy(—,C3) es un objeto proyectivo en Mod(%€°P), tenemos que existe un
morfismo ¥ : Homy(—,C3) — Homy(—,Cp) tal que el siguiente diagrama conmuta

Homg(—,C3)

b

Homg(—,Cp) —>K
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Por 3.3.6, tenemos que el funtor de representacién de Yoneda P, induce un isomorfismo
P : Homig(C3,Co) —> Natygoq(ison) (Hom%(—,C}),Homcg(—,Co)) .

Luego, existe A : C3 — Cp tal que ¥ = P(1) = Homy(—,A). Veamos que h = fA. Para esto con-
sideremos la siguiente biyeccion, dada por el funtor de representacion de Yoneda (ver 3.3.6),

P: Hom%?(C3,C]) — NatMOd(cgop) <H0m<g(—,C3),H0mcg(—,C1 )) .

Para ver que & = fA, basta ver que mediante P son iguales.
En efecto, tenemos que

P(fA) =P(f)P(A) = Homg(—, f) o Homg(—,A) = Homg(—, f) oy
= (up)Y
= u(py)

Por 3.3.6, concluimos que fA = h.

(b) = (a) Sean f:Cy — C, y g: C; — C; que satisfacen (b).
Veamos que la siguiente sucesion es exacta

H At H G\
Hom%ﬂ(_7co> MHomcg(—,Q) M>H0m<g(—,C2).

Sea
n:K_ )HOmgf(—,Cl)

en Mod(%°P) tal que n es el kernel de Hom (—, g). Por 5.2.7, podemos suponer que cada compo-
nente de 1
Nc - K(C)% Hom%(c, Cl)

es la inclusién de K(C) como subgrupo de Hom(C,Cy). De esta manera, un elemento x € K(C)
es un morfismo x : C — C; en %. Queremos encontrar un epimorfismo en Mod(%P)

ﬁ :HOmggﬂ(—,C()) —»K

tal que N = Homy(—, f) (esto demostraria que Ker(Homcg(—,g)> = Im(Homcg(—,f)>).

Es decir, se quiere encontrar un epimorfismo 8 que hace conmutar el tridngulo izquierdo en el
siguiente diagrama

H EC\ H €\
Homg(—,Cp) oms (~f) Homcg(—,Q)M

T

K.

Homyg(—,C,)
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Consideremos
Hom(Co,8) : Homg(Co,C1) = Home(Co, C2).

la componente Cy de Homy(—,g) : Homy(—,C1) — Homg(—,C). Como f : Cy — C es tal que
gf =0, tenemos que f pertenece al kernel de Hom (Cp, g). Es decir, tenemos que f € K(Cp).
Por Lema de Yoneda, se tiene una biyeccion

Q: NatMOd(%ﬂop)[Homg(—,CQ),K] — K(CQ).

Luego, existe morfismo 8 : Hom(—,Cy) — K tal que Q(B) := B¢, (1¢,) = f-
Veamos que N8 = Homy(—, f). En efecto, como

nﬁaHom%)(_af) : H0m<g(—,C0) — HOWZCg(—,Cl),

basta ver que van a dar al mismo elemento mediante el isomorfismo de Yoneda
Q : Natyoq(gor) (HOm%(—,Co)vHom%’(—,Cl)) — Homg(Co,C1).

En efecto, por un lado, se tiene que

Q(Homg(—, f)) = Homg(Co, f)(1¢,)
= flg,
—f

Por otro lado, se tiene que

Qnp)=mB)c,(1c,)
= (nCUBCO) (1Co)
= rlCo(ﬁCo(lCo))
= Ncy (f)
=1
donde la dltima igualdad es debido a que )¢, es la inclusion de K (Cp) como subgrupo de Hom (Co,C1).

Por lo tanto, Q(Homy (—, f)) = Q(np) y entonces Homy (—, f) = nP.
Ahora veamos que f3 : Homy (—,Cy) — K es un epimorfismo. Veamos que

Bc : Homg(C,Cy) ———  K(C).

es epimorfismo para cada C € €. Sea x € K(C) arbitrario, como K(C) C Homy(C,C}) tenemos
que x : C — C; es un morfismo en ¢’. Como la inclusién n¢ : K(C) — Homy(C,Cy) es el kernel
de Homy (C,g) : Homy (C,Cy) — Homy(C,C3), tenemos que Homy (C, g)(x) = gox = 0. Luego,
como estamos suponiendo (b), tenemos que existe un morfismo y : C — Cy tal que foy = x.

Ahora bien como N3 = Homy(—, f), tenemos que 1¢ o fc = Homy(C, f) y por lo tanto, tene-
mos que Nc(Be(y)) = <H0mfg(C , f)) (y) = foy = x. Pero como 1 es la inclusion, tenemos que

Bc(y) = x. Luego, e es un epimorfismo y entonces 3 es un epimorfismo. Por 1.7.8, tenemos que

Ker(Homg(—,g)) =N= Im(HOngg(—,f)),
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probandose que

Homey(— Home (—
Homg(—,Co) 22, Homy (—,¢1) 228, Home (=, Cy).

es una sucesion exacta en Mod (€°P).

]

Corolario 5.5.3. Sea ¢ una categoria esqueléticamente pequenia. Sean f :Cy —C1y g:Cy — C
morfismos en €. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f eselkernelde g

(b) La siguiente sucesion

) Homg(—,f) Homg(—.8)
— — 4

0 —— Homg (—,Cy Homy(—,Cy) Homy(—,Cy).

es exacta en Mod(€°P).

Demostracion. (a) = (b). De la manera que se hizo en 3.2.14, se demuestra facilmente que si
f = Ker(g), entonces Hom(—, f) es un monomorfismo. Por 5.5.2, concluimos que

Homg (—, Homg (—,
0 —— Homg (—,Cp) (6—(f)>H0mcg(—,C1) MHOWZ%(—,CQ)

es exacta en Mod(€°P).
(b) = (a). Supongamos que

0 —— Homg(—,Cp) MHomcg(—,Cl) mm%—m>H0mcg(—,C2)

es exacta en Mod(%¢°P). Por 5.5.2, tenemos que f es un pseudokernel de g. Ahora, sea i : C — C)
tal que gh = 0, entonces existe un morfismo y : C — Cy tal que h = fy. Veamos que tal 7y es tnico.
En efecto, para C € % tenemos la siguiente sucesion exacta en Ab

Homg (C.f) Hom(C.g)
—_

0 —— Homy(C,Cp) Homy(C,C) Homy (C,C).

Es decir, Homy (C, f) es inyectivo y como ¥ es tal que Homy (C, f)(y) = h, se sigue que tal y es
tnico. Por lo tanto f = Ker(g). O

Proposicion 5.5.4. Sea € una variedad de Annuli. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) € tiene pseudokerneles.

(b) Todo morfismo en mod(€°P) tiene kernel en mod(€°P).

(c) mod(€°P) es una subcategoria abeliana de Mod (€ °?).
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Demostracion.

(a) = (b) Sea a: F — G un morfismo en mod(%€°P). Como mod(€°P) C Mod(€¢°P) y Mod(€°P)
es abeliana, existe i : K — F el kernel de o en Mod (%€ °P). Veamos que K es finitamente presentado.
Caso 1.- Supongamos que o es un epimorfismo.

Como F es finitamente presentado, por 5.4.6, tenemos la siguiente sucesion exacta

B 14

P o) F 0

donde P; = @2 Homg (—,Ci) y Py = @j_; Homg(—,C;). Como € es una variedad de Annuli,
tenemos que % tiene coproductos finitos y entonces @} | Homy (—,C;) ~ Homy (—, @ Ci).
Por lo tanto, podemos suponer que Py = Homy(—,Cy) y P = Homy(—,C) para algunos objetos
Co,C1 €F.

Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas

0 0 0

0—0—Ph Py——0
Y oy
0 K F G 0

K——0—0

Como F y G son finitamente presentados y Fy es finitamente, por 5.4.5, tenemos que Ko y Kj son
finitamente generados. Por el lema de la serpiente, tenemos la siguiente sucesion exacta

€:0 Ky K K 0.

Por 5.2.3(d1), tenemos que K es finitamente generado.
Veamos que K es finitamente presentado. Como K es finitamente generado y % es una variedad
de Annuli, tenemos que existe un epimorfismo

ﬂ:Hom(g(—,Ci) — K1 —0

para algiin C] € €. Luego, tenemos el morfismo i{ 7 : Homy (—,Cy) — Homg(—,Cy). Por el lema
de Yoneda, tenemos que existe g : C; — Cp tal que Homy (—,g) = ijw. Como ¢ tiene pseudoker-
neles, tenemos que existe f : C; — C} tal que

Homg(—.f) Homyg (—,8)

Homg(—,C) ———— Homy (—,CY) Homg(—,Cy).

es una sucesion exacta en Mod(%°?). Como Homy(—,g) = i}, com 7 un epimorfismo y i} un
monomorfismo, tenemos la siguiente sucesion exacta en Mod (%6 °P)

Homcg(—,CZ)M)Homcg(—,Ci) d K 0.




214 CAPITULO 5. SUBCATEGORIAS DE MOD(%°F)

Por lo tanto K; es finitamente presentado. De la sucesion

e: 0 Ky K K 0,

concluimos por 5.4.4(b1), que K es finitamente presentado.
Por lo tanto u : K — F pertenece a mod (% °P). Probandose que o tiene kernel en mod (€°P).

Caso 2.- Supdngase que se tiene un morfismo & : F — G en mod(%°P) que no necesariamente
es un epimorfismo. Como o € mod(€°?) C Mod(%°P), entonces podemos descomponer al mor-
fismo o a través de su imagen. De esta, manera se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

F—% .G

donde o es un epimorfismo y & es un monomorfismo. Luego, consideremos la siguiente sucesion
exacta

0——1-*56-5G/I—0

donde G es finitamente presentado. Notemos que / es finitamente generado, pues tenemos el epi-
morfismo o’ : F — I donde F es finitamente generado al ser finitamente presentado (ver 5.2.3(d1)).
Por lo tanto, por 5.4.4(b1) se tiene que G/I es finitamente presentado. Luego, en el epimorfismo

g:G G/I 0.

tenemos que G y G/I son finitamente presentados. Por el caso 1, se tiene I = Ker(g) € mod(€°P).
Por lo tanto, tenemos el epimorfismo

o F 1 0.

con F,I € mod(%€°P). Por el caso 1, se sigue que Ker(a') es finitamente presentado.
Como o es un monomorfismo, tenemos que

Ker(a) = Ker(a" o) = Ker(a').

Por lo tanto , Ker(o) € mod(%°?). Probandose (b).

(b) = (¢) (i) La categoria mod(%€°P) tiene productos y coproductos finitos. De la proposicion
5.4.4(d), se sigue la categoria mod(€°P) tiene coproductos finitos y como mod(€¢°?) es
aditiva, tenemos que también tiene productos finitos.

(ii) La categoria mod(%°P) tiene kerneles y cokerneles. Por suposicion de (b), sigue que la cate-
goria mod (%€ °P) tiene kerneles. Veamos que mod (% °P) tiene cokerneles. Sea a : F — G en
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mod(€°P) y sea

la descomposicién de a a través de su imagen. Como Mod(%°P) es abeliana, tenemos la
siguiente sucesion exacta en Mod (€ °P)

"

0 1-%-G Coker(a") —— 0.

Notemos que I es finitamente generado, pues o’ : F — I es un epimorfismo con F finita-
mente presentado (ver 5.2.3(d1)). Como G es finitamente presentado, por 5.4.4(b1), entonces
Coker(a) € mod(€°P). Pero como @’ es un epimorfismo, tenemos que

Coker(a) = Coker(o" o) = Coker(a").
Por lo tanto, Coker(o) € mod (%€ °P). Probandose que mod (% °P) tiene cokerneles.

(iii) La categoria es mod(¢°P) es normal y conormal. Sea & : F — G un monomorfismo en
mod(€°P). Como mod(€°P) C Mod(€°P) y la categoria Mod(%°P) es normal, entonces
o = Ker(f) para algiin morfismo f3 : G — H en Mod (% °"). Por lo tanto, se tiene una sucesién
exacta en Mod(6€°P)

0 F G——H 0,

donde F' y G son finitamente presentados. Por 5.4.4(b1), concluimos que H es finitamente
presentado. Por lo tanto B € mod(%°P). Probandose que la categoria mod (% °P) es normal.
De forma similar se prueba que mod(%°?) es conormal. Por lo tanto, de (i),(ii) y (iii) y el
teorema 1.17.2, se tiene que que mod(%°P) es una subcategoria abeliana de Mod(%°P).

(b) = (a) Sea g:C; — C, un morfismo en %. Se quiere demostrar que existe un morfismo f : Cy —
Ci tal que

H o(— H (—
Home(—,Co) 2D, o (=) 2", Home (=, o).

es una sucesion exacta en Mod(%°?). En efecto, como
Homg(—,g) : Homy(—,Cy) — Homg(—,C?)

es un morfismo en mod(€°P) C Mod(%€°P), se tiene por hipdtesis que el morfismo Homy(—,g)
tiene kernel en mod (€ °P). Sea
n 'K —>H0m§gﬂ(_,C])

tal que N = Ker(Homy(—,g)) con K € mod(%¢’). Como K es finitamente generado y % es una
variedad, existe un epimorfismo

0: HOWL<5(—,C()) — K
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para algin objeto Cy € €. De esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde el
primer renglén es una sucesion exacta

H
Homg(—,Ch) —>H0m<g Cl)wHomcg( ,C2)

Rt

pues por construccién Ker <H0m<g(—, g)) =1 =1Im(n0). Por el lema de Yoneda, existe un mor-

fismo f: Co — C) tal que Homy (—, f) = n6. Luego, tenemos que f : Cy — C; es un pseudokernel
del morfismo g : C; — C,. Probandose que % tiene pseudokerneles.

(¢) = (b) Al ser mod(%°P) una subcategoria abeliana de Mod (%€ °?), se tiene que mod (€ °P) tiene
kerneles. D

5.6. Dimension proyectiva de mod(%¢°?)

Definicion 5.6.1. (a) Sea M € Mod(€°P), se dice que p.d(M) < n (donde p.d es la abreviacion
de dimension proyectiva) si existe una resolucion proyectiva

0 P, e P Py M 0.

Si tal resolucion proyectiva no existe, se dice que p.d(M) = o. Decimos que p.d(M) = n si
n es la longitud de la resolucion proyectiva mds pequeria de M.

(b) Sea X una subcategoria de Mod(€°P). Se define la dimension proyectiva de la clase Z
como sigue:
pd(Z) =sup{pdM)|Mec Z}.

Proposicion 5.6.2. Sea € una variedad de Annuli con kerneles, entonces

p.d (mod(%”p) <2

Demostracion. Como M € mod(%°P), se tiene que M tiene una presentacion proyectiva de la forma

n Mo

Py

P M 0,

donde Py = Homy(—,Cy) y PL = Homy(—,C)) para algunos objetos Cy,C; € €. Como 1y : P, —
Py es un morfismo en mod(%¢°P) C Mod(%°P) por el Lema de Yoneda contravariante se tiene que
existe un morfismo g : C; — Cp en € tal que Ny = Homy(—,g). Como ¥ tiene kerneles, existe
un morfismo f : C; — C) tal que f = Ker(g). Por 5.5.3, tenemos la siguiente sucesion exacta en
mod (6°P)

0 —— Homg(— Cz)Hom?p—(f)>H0m<g( Cl)MHom{g( ,Co)-
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De esta manera definiendo P, := Homy(—,C>) se tiene una resolucién proyectiva finita de M €
mod (6°P)

Homo (—
O P2 Omﬂ)’( 7f) Pl Ujl

Por lo que p.d(M) < 2. Por lo tanto,

p.d (mod(‘f"p)) <2.
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Apéndice A

Teorema A.0.1. Teorema de inmersion de Freyd-Mitchell (1964)

Si € es una categoria abeliana pequeria, entonces existe un anillo R con 1 no necesariamente
conmutativo y un funtor covariante, fiel y pleno F : € — Mod(R) tal que € es una subcategoria
plena de Mod(R). Es decir, Homy(M,N) = Homg(F (M),F (N)) para todo M,N € €.

Demostracion. Vease una demostracion en [WC94], p.28. L]

Lema A.0.2. Lema de la Serpiente
En una categoria abeliana € consideremos el siguiente diagrama conmutativo

AL g% ¢ 0
o b
0— A — B ——C,
f g

con filas exactas. Entonces existe un “morfismo de conexion” & : Ker(y) — Coker(a.) obteniendo
una sucesion exacta,

r il /!

Ker(a) ——s Ker(B) —2— Ker(y) —3 Coker(at) —— Coker(B) —5— Coker(y).

Ademds, si f es un monomorfismo entonces f es un monomorfismo y si g es un epimorfismo
entonces g es un epimorfismo.

Demostracion. La prueba es una consecuencia del Teorema de inmersion de Freyd- Mitchell y
la prueba del Lema del lema de la Serpiente en la categoria Mod(R), para esto dltimo vease una
prueba en [HS71], p.99. U
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