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Introducción

En el año 1945 Saunders Mac Lane y Samuel Eilenberg introducen formalmente los conceptos
de funtores, categorı́as, y transformaciones naturales en su artı́culo conjunto [EM45]. El contenido
de dicho artı́culo establece por primera vez la formulación sistemática de lo que se conoce hoy en
dı́a como “teorı́a de categorı́as”.

Para finales de la década de 1940 e inicios de la década de 1950 la teorı́a de categorı́as es
aplicada principalmente al área de la topologı́a algebraı́ca. Es a mediados de la década de 1950 que
se publica el influyente libro [CE56] a cargo de Henri Cartan y Samuel Eilenberg, revolucionando
el estudio del álgebra homológica.

Fue también durante estos años que el matemático Nobuo Yoneda, quién habı́a aprendido álge-
bra homológica durante la visita de Eilenberg a Japón, estableció que:

“Si F es un funtor de una categorı́a C a la categorı́a Con de conjuntos, entonces el conjunto de
transformaciones naturales de HomC (C,−) a F está en correspondencia biyectiva con el conjunto
F(C) para todo C ∈ C ”.

Este importante resultado atribuido a Yoneda fue conocido por Mac Lane quien lo bautizó como
“Lema de Yoneda”.

Por otro lado, el alumno de Eilenberg, D.A. Buchsbaum, estableció formalmente el concepto de
“categorı́a exacta” a mediados de los años cincuenta. Esta categorı́a consistı́a en un precursor de la
noción “categorı́a abeliana”, que viene a ser una abstracción de las propiedades fundamentales de
la categorı́a Ab de grupos abelianos. Aunque las categorı́as abelianas fueron estudiadas más pro-
fundamente en las décadas posteriores por algunos matemáticos como P. Freyd, B.M Mitchell y P.
Gabriel entre otros, es en 1957 que Alexander Grothendieck publica su famoso artı́culo [GA57] en
el cual introduce formalmente por primera vez el concepto de categorı́a abeliana. En dicho artı́culo,
Grothendieck transfiere de manera exitosa procedimientos del álgebra homólogica desarrollados en
[CE56] a la categorı́a abeliana de gavillas sobre un espacio topológico, impulsando fuertemente el
estudio de la geometrı́a algebraica. El éxito de dicha empresa se debió en buena parte a la introduc-
ción de las categorı́as abelianas a su trabajo, ası́ como el enfoque “funtorial” que dio al concepto
de gavilla.

El trabajo de Maurice Auslander concerniente a la categorı́a de funtores comenzó en [AM66] al
estudiar la categorı́a mod(C op) de funtores aditivos contravariantes finitamente presentados de una
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4 INTRODUCCIÓN

categorı́a abeliana C a la categorı́a Ab de grupos abelianos. Auslander mostró que dicha categorı́a
era abeliana con propiedades homólogicas muy deseables que no dependı́an de la elección de la
categorı́a C , además de ser equivalente bajo ciertas condiciones a la categorı́a C . Esto sugerı́a
que una manera de estudiar C era a través de mod(C op). No es hasta [AM74] que M. Auslander
introduce los metodos funtoriales desarrollados en [AM66] a la de teorı́a de la representación de
álgebras finitas, dicho enfoque consistı́a en estudiar mod(C op) cuando C es la categorı́a mod(Λ)
de módulos finitamente generados sobre un álgebra de Artin Λ.

La categorı́a de C -módulos, denotada Mod(C ), cuya clase de objetos consiste de todos los fun-
tores aditivos covariantes de la categorı́a C a la categorı́a Ab y su versión contravariante Mod(C op)
ası́ como algunas de sus subcategorı́as, entre ellas mod(C op) fueron utilizadas ampliamente en
[AM74] para lograr su respectivo cometido más sin embargo muchas pruebas concernientes a estas
categorı́as son asumidas tácitamente por el autor o demostradas de forma muy breve sin dar mu-
chos detalles. El objetivo de esta tesis es esencialmente exponer de forma clara e introductoria pero
también de forma rigurosa las herramientas necesarias para un estudio y exposición de algunas
propiedades de las categorı́as Mod(C ) y Mod(C op).

En el primer capı́tulo como el tı́tulo lo sugiere, se exponen los conceptos y resultados prelimina-
res para abordar este trabajo de forma auto-contenida. El capı́tulo inicia estudiando los fundamentos
más generales de la teorı́a de categorı́as, para después exponer y demostrar algunas propiedades de
las categorı́as normales, exactas y aditivas. Se concluye con la definición de categorı́a abeliana, ası́
como la enunciación de un teorema atribuido a P. Freyd que permite caracterizar a las categorı́as
abelianas.

El segundo capı́tulo es de contenido técnico pues se da una prueba de que la categorı́a de
los grupos abelianos tiene estructura de categorı́a abeliana. Dicho resultado será necesario en la
fundamentación del contenido de los capı́tulos posteriores.

En el tercer capı́tulo será muy importante en este trabajo pues contiene muchas de las herra-
mientas para lograr el propósito de esta tesis. El capı́tulo comienza introduciendo la categorı́a de
funtores [C ,D ] entre dos categorı́as arbitrarias C y D , para posteriormente hacer énfasis en subca-
tegorı́a plena Mod(C ) de [C ,Ab]. Se prueba que Mod(C ) es una categorı́a abeliana. Se introduce
el funtor covariante de representación, se da una prueba del Lema de Yoneda en su versión contra-
variante y algunos de sus corolarios. Se finaliza exponiendo los conceptos de objetos proyectivos y
objetos generadores ası́ como sus respectivos conceptos duales.

El cuarto capı́tulo inicia exponiendo una equivalencia entre la bien conocida categorı́a Mod(R)
de módulos izquierdos sobre un anillo con Mod(C ) cuando C es el anillo R visto como un categorı́a
con un sólo objeto. Se prueba de manera detallada un importante lema que establece un isomorfis-
mo en la categorı́a Ab que permitira ejemplificar objetos inyectivo y cogeneradores inyectivos en
Mod(C ). Se concluye el capı́tulo demostrando varios resultados concernientes a la relación funto-
rial que hay entre las categorı́as Mod(C ) y Mod(C op) con el afán de demostrar la suficiencia de
inyectivos en la categorı́a Mod(C ).

En el quinto y último capı́tulo se comienza estudiando la noción objetos compactos en Mod(C op)
y algunas de sus propiedades. Posteriormente, se estudia la sucategorı́a plena ρ(C ) de Mod(C op)
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cuyos objetos son los objetos C ∈Mod(C )) que son proyectivos y finitamente generados, también
se estudiara la subcategorı́a plena mod(C op) de Mod(C op) cuyos objetos son los C op-módulos
finitamente presentados. Se expone la noción de variedades de Annuli y generador aditivo que
permitira dar una relación entre ρ(C ) y mod(C op). Finalmente, se introduce el concepto de pseu-
dokernel para demostrar que la subcategorı́a mod(C op) de Mod(C op) tiene dimensión proyectiva
a lo más dos.

Finalmente, se da un breve apéndice con el célebre Teorema de Inmersión de Freyd-Mitchell
y el Lema de la Serpiente en categorı́as abelianas, este último lema será usado ampliamente en el
capı́tulo 5.
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Capı́tulo 1

Preliminares

Los conceptos y teorı́a que se estudian en este primer capı́tulo corresponden a una introducción
general a la teorı́a de categorı́as. Muchos de los conceptos expuestos aquı́ serán usados a lo largo de
este texto. Como se verá conforme se avance en el capı́tulo se intentara ejemplificar lo más posible
los conceptos que se vayan presentando.

1.1. Categorı́as, subcategorı́as y funtores.

Definición 1.1.1. Una categorı́a C consiste en:

• Una clase Ob j(C ) de elementos, llamada clase de objetos de C .

• Una clase Mor f (C ), llamada clase de morfismos de C , con

Mor f (C ) =
⋃

(A,B)∈Ob j(C )×Ob j(C )

HomC (A,B)

donde HomC (A,B) es un conjunto para todo par de objetos (A,B) ∈ Ob j(C )×Ob j(C ) y si
(A,B) 6= (C,D) con (A,B),(C,D) ∈ Ob j(C )×Ob j(C ), entonces se tiene que

HomC (A,B)∩HomC (C,D) = /0.

• Una ley de composición ◦: es decir para cada terna de objetos (A,B,C)∈Ob j(C )×Ob j(C )×
Ob j(C ) existe una función

θ : HomC (A,B)×HomC (B,C)−→ HomC (A,C).

Denotaremos por g◦ f a θ( f ,g). La ley de composición satisface las siguientes propiedades

9



10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

(i) Asociatividad: (h◦g)◦ f = h◦ (g◦ f ) siempre que la composición esté definida.

(ii) Para todo A ∈ Ob j(C ) existe un elemento distinguido de HomC (A,A) denotado 1A,
llamado identidad en A tal que

f ◦1A = f y 1A ◦g = g

para cualquier f ∈ HomC (A,B) y g ∈ HomC (B,A) dado cualquier B ∈ Ob j(C ).

De ahora en adelante, escribiremos g f en lugar de g◦ f . También, según sea conveniente, dado

un morfismo f ∈ HomC (A,B), esté podrá ser representado por f : A→ B o A
f→ B. En este caso

se dice que A es el dominio de f y B es el codominio de f , los denotaremos por dom( f ) := A
y cod( f ) := B respectivamente. También a veces el conjunto HomC (A,B) puede ser denotado
C (A,B).

Definición 1.1.2. Si C es una categorı́a donde Ob j(C ) es un conjunto entonces se dice que C es
una categorı́a pequeña.

Definición 1.1.3. Si C una categorı́a. Se dice que C ′ es una subcategorı́a de C si satisface lo
siguiente:

(i) Ob j(C ′)⊆ Ob j(C ).

(ii) HomC ′(A,B)⊆ HomC (A,B) para todo (A,B) ∈ Ob j(C ′)×Ob j(C ′).

(iii) Sean f ∈ HomC ′(A,B) y g ∈ HomC ′(B,C), entonces g f ∈ HomC ′(A,C) y es igual a la compo-
sición g f ∈ HomC (A,C).

(iv) Si C∈Ob j(C ′), entonces la identidad 1C ∈HomC ′(C,C) es igual a la identidad 1C ∈HomC (C,C).

Si C
′

es una subcategorı́a de C y HomC ′ (A,B) = HomC (A,B) para todo (A,B) ∈ Ob j(C ′)×
Ob j(C ′) se dice que C

′
es subcategorı́a plena de C .

A continuación veamos algunos ejemplos de categorı́as.

Ejemplos de categorı́as

• La categorı́a Con cuya clase de objetos consiste de la clase de todos los conjuntos y donde
HomCon(A,B) consiste del conjunto de todas las funciones de A en B.

• La categorı́a Top cuya clase de objetos consiste de la clase de todos los espacios topológicos
y donde HomTop(A,B) consiste del conjunto de todas las funciones continuas del espacio A
en el espacio B.
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• La categorı́a Ab cuya clase de objetos consiste de la clase de todos los grupos abelianos y
donde HomAb(A,B) consiste del conjunto de todas homomorfismos del grupo A en el grupo
B.

• Sea (M,•) un monoide, podemos pensar a M como una categorı́a con un solo objeto, tomando
Ob j(M) := {∗} y HomM (∗,∗) := M,donde la composición está dada por la multiplicación
en M.

• Sea 〈P,≤〉 un conjunto parcialmente ordenado, podemos pensar a P como una categorı́a
cuyos objetos son los elementos de P y dados a,b ∈ P, existe un único morfismo a→ b si y
sólo si a≤ b.

• Podemos definir la categorı́a4, cuya clase de objetos es Ob j(4) := {[n]|n ∈ N} donde [n] =
{0, ...,n} y los morfismos son funciones no decrecientes. Esta categorı́a es fundamental para
definir objetos simpliciales en topologı́a algebraı́ca.

• Si C es una categorı́a y C ∈ Ob j(C ) entonces la categorı́a rebanada o de objetos sobre C,
denotada C /C tiene como objetos a los morfismos en Mor f (C ) de la forma f : A→ C y
si g : B→ C es otro objeto en C /C, un morfismo h ∈ HomC /C( f ,g) es un morfismo h ∈
HomC (A,B) tal que el siguiente diagrama conmuta

A h //

f ��

B

g
��

C

.

Definición 1.1.4. Dada una categorı́a C , se define la categorı́a opuesta o dual denotada C op,
como sigue

• Ob j(C op)=Ob j(C ) y dado un A∈C , escribiremos A∗ para decir que al objeto A lo estamos
considerando en la categorı́a C op.

• Si A,B ∈ Ob j(C ) entonces HomC op(A,B) = HomC (A,B) y escribiremos f : A∗→ B∗ para
denotar a f ∈ HomC op(A,B).

• La composición βα en C op está definida como el morfismo αβ en C ,i.e β ∗α∗ = αβ .

El proceso de asociar a cada categorı́a C su categorı́a dual C op nos permite dualizar cada defi-
nición o enunciado en la categoria C a una definición o enunciado correspondiente en la categorı́a
C op. Desde un punto de vista práctico, este procedimiento consiste en ”voltear las flechas de los
morfismos correspondientes”.

Es inmediato ver que C = (C op)op. Además, ahora en adelante cada vez que una noción ca-
tegórica sea introducida y demostrada, en varios casos también se enunciara la noción dual y se va
a asumir tácitamente que la noción dual está demostrada.
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1.2. Morfismos especiales, Funtores y Transformaciones Natu-
rales.

Definición 1.2.1. Sea C una categorı́a, un morfismo θ : A→B es llamado mono-escindido si existe
un morfismo θ ′ : B→ A tal que θ ′θ = 1A. Se dice que θ : A→ B es un epi-escindido si existe un
morfismo θ ′′ : B→ A tal que θθ ′′ = 1B. Si θ es mono-escindido y epi-escindido entonces se dice
que θ es isomorfismo,en este caso decimos que A y B son isomorfos y se denota por A∼= B.

Observación 1.2.2. Sea θ : A→ B un isomorfismo entonces θ ′ = θ ′′, donde θ ′ y θ ′′ son los mor-
fismos de la definición anterior .

Demostración. En efecto, θ ′ = θ ′1B = θ ′(θθ ′′) = (θ ′θ)θ ′′ = 1Aθ ′′ = θ ′′.

Definición 1.2.3. Sea α ∈HomC (A,B) un morfismo en C , decimos que α es un monomorfismo si
cada vez que α f = αg para f ,g ∈HomC (X ,A) entonces f = g . Un morfismo α ∈HomC(A,B) en
C es un epimorfismo si cada vez que f α = gα para f ,g ∈ HomC (B,X) implica que f = g.

Lema 1.2.4. Sea C una categorı́a, las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Si α y β son monomorfismos entonces βα es un monomorfismo.

(b) Si α y β son epimorfismos entonces βα es un epimorfismo.

(c) Si α ∈ HomC(A,B) es mono-escindido y un epimorfismo entonces α es un isomorfismo.

(d) Si α ∈ HomC(A,B) es epi-escindido y un monomorfismo entonces α es un isomorfismo.

(e) Si α ∈ HomC(A,B) es mono-escindido entonces α es un monomorfismo.

(f) Si α ∈ HomC(A,B) es epi-escindido entonces α es un epimorfismo.

Demostración. (a) Sin perdida de generalidad supóngase que α ∈HomC (A,B),β ∈HomC (B,C).
Sean f ,g : X → A tal que (βα) f = (βα)g. Por asociatividad se tiene que β (α f ) = β (αg),
como β es monomorfismo (por hipótesis) entonces α f = αg y de suponer α monomorfismo
se obtiene que f = g. Por lo tanto βα es monomorfismo.

(b) Prueba análoga al inciso (a).

(c) Como α ∈ HomC (A,B) es mono-escindido por hipótesis existe α
′ ∈ HomC (B,A) tal que

α
′
α = 1A . Ahora bien, (αα

′
)α = α(α

′
α) = α1A = α = 1Bα , al tener por hipótesis que

α es un epimorfismo concluimos que (αα ′) = 1B. Ası́ al ser α un mono-escindido y un
epi-escindido se tiene que α es un isomorfismo.

(d) Prueba análoga al inciso (c).
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(e) Si α es un mono-escindido entonces existe α ′ ∈ HomC (B,A) tal que α ′α = 1A. Sean f ,g ∈
HomC (X ,A) tales que α f = αg. Entonces componiendo con α ′ se obtiene que α ′(α f ) =
α ′(αg) y por asociatividad se tiene que (α ′α) f = (α ′α)g. Como α ′α = 1A se tiene que
1A f = 1Ag por lo que f = g, implicando que α es un monomorfismo.

(f) Prueba análoga a el inciso (e).

Nota: En la categorı́a Con se prueba que α es un monomorfismo si y sólo si α es inyectiva y
que α es un epimorfismo si y sólo si α es suprayectiva.

Definición 1.2.5. Una categorı́a C es balanceada si todo morfismo que es un monomorfismo y un
epimorfismo es un isomorfismo.

Observación 1.2.6. (i) Si βα es un monomorfismo entonces α es un monomorfismo, pero no
necesariamente β es un monomorfismo.

(ii) Si βα es un epimorfismo entonces β es un epimorfismo, pero no necesariamente α es un
epimorfismo.

Demostración. (i) Supóngase que α f =αg entonces componiendo con β se tiene que β (α f ) =
β (αg) y por asociatividad se obtiene (βα) f = (βα)g. Al ser βα un monomorfismo se tiene
que f = g. Probándose que α es monomorfismo.
Para ver que β no necesariamente es un monomorfismo, considérense las siguientes funcio-
nes en la categorı́a Con

α : N→ Z y β : Z→ N

que tienen como reglas de correspondencia, α(n) = n y β (n) = |n| , respectivamente, clara-
mente βα es inyectiva(monomorfismo) y suprayectiva(epimorfismo) pues βα = 1N pero β

no es inyectiva(monomorfismo) ya que β (−n) = β (n) para todo n ∈ Z.

(ii) La prueba es análoga a (i) y el contraejemplo anterior también demuestra lo requerido.

Definición 1.2.7. Si α : A′→ A es un monomorfismo en C , se dice que A′ es subobjeto de A.

Si α : A′→ A es un subobjeto de A en C , nos vamos a referir a α como una inclusión de A′ en
A. Algunas veces escribiremos A

′ ⊂ A, cuando queramos indicar que A′ es subobjeto de A o bien
α : A′ ↪→ A diciendo en ambos casos que A′ está contenido en A. Si el monomorfismo α : A′→ A
no es isomorfismo, diremos que A

′
es un subobjeto propio de A. Cabe mencionar también que en

general hay más de un monomorfismo α : A′ ↪→ A, por lo que siempre que digamos que A′ es
subobjeto de A estaremos refiriendonos a un monomorfismo α en especı́fico.
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Definición 1.2.8. Si α1 : A1→ A y α2 : A2→ A son monomorfismos, se dice que α1 ≤ α2 si existe
un morfismo γ : A1→ A2 tal que α1 = α2γ . Es decir el siguiente diagrama conmuta

A1
α1 //

γ

��

A

A2.

α2

>>

Observación 1.2.9. Si el morfismo γ de la definición anterior existe entonces γ es único y además
es un monomorfismo.

Demostración. Veamos que γ es único. Supóngase que existe otro morfismo γ
′
: A1→ A2 en C tal

que α1 = α2γ
′
entonces α2γ

′
= α1 = α2γ y como α2 es un monomorfismo , se obtiene que γ = γ

′
.

Ahora veamos que γ es un monomorfismo. En efecto, supóngase que γ f = γg para f ,g ∈
HomC (X ,A1), por lo que α2(γ f ) = α2(γg) entonces por asociatividad se tiene que (α2γ) f =
(α2γ)g obteniendo que α1 f = α1g; y al ser α1 un monomorfismo se tiene que f = g. Probándose
que γ es un monomorfismo.

Observación 1.2.10. Si α1 : A1→ A y α2 : A2→ A son monomorfismos en C tales que α1 ≤ α2
y α2 ≤ α1 entonces existe un único isomorfismo γ1 : A1→ A2 tal que α1 = α2γ . En efecto, como
α1≤α2 existe un único morfismo γ : A1→A2 tal que α1 =α2γ . De la misma manera como α2≤α1,
existe δ : A2→ A1 tal que α2 = α1δ .

A1

γ

��

α1 // A

A2

α2

?? A2

δ

��

α2 // A

A1

α1

??

Por lo tanto α1 = α2γ = (α1δ )γ = α1δγ y como α1 es un monomorfismo por la observación
anterior, tenemos que δγ = 1A1 . De la misma forma γδ = 1A2 .

A1

γ

��

1A1 // A1

A2

δ

>>
A2

δ

��

1A2 // A1

A2.

γ

>>

Ası́, γ es un isomorfismo con inversa δ . Se dice en este caso que A1 y A2 son isomorfos como
subobjetos de A. Cabe mencionar también que A1 y A2 pueden ser isomorfos sin ser isomorfos
como subobjetos de A.
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Definición 1.2.11. Si α : A→ A
′

es un epimorfismo en C , se dice que A
′

es un objeto cociente de
A.

Definición 1.2.12. Si α1 : A→ A1 y α2 : A→ A2 son epimorfismos en C , diremos que α1 ≤ α2 si
existe un morfismo γ : A2→ A1 tal que γα2 = α1.Es decir, el siguiente diagrama conmuta

A
α1 //

α2   

A1

A2.

γ

OO

De manera dual a 1.2.9 y 1.2.10 tenemos la siguiente observación.

Observación 1.2.13. Se puede ver que γ es único y un epimorfismo.

Definición 1.2.14. Sean C y D categorı́as . Un funtor covariante F : C → D es una asignación
de objetos y morfismos que satisface :

(i) Si A ∈ Ob j(C ) entonces F(A) = FA ∈ Ob j(D) .

(ii) Si f : A→ B es un morfismo en C entonces F f : FA→ FB es un morfismo en D .

(ii) Si f : A→ B y g : B→C son morfismos en C entonces F(g f ) = F(g)F( f ) .

(iv) Para cada A ∈ Ob j(C ), se tiene que F(1A) = 1FA.

Otra clase de funtores son aquellos que invierten el sentido de las flechas, es decir , si f : A→ B
es un morfismo en C entonces F( f ) : F(B)→ F(A), esta clase de funtores serán llamados funtores
contravariantes. De manera formal no es necesario dar una definición explı́cita como la definición
anterior, pues un funtor contravariante F : C →D es lo mismo que un funtor covariante de la forma
F
′
: C op→D .Veamos algunos ejemplos de funtores.

Ejemplos de funtores

• El funtor identidad F : C → C definido por FA = A y F f = f para todo A ∈ Ob j(C ) y
f ∈Mor f (C ).

• Si D ∈Ob j(D) es un objeto fijo de D , definimos el funtor constante | | : C →D por |C|= D
para todo C ∈ Ob j(C ) y | f |= 1D para todo f ∈Mor f (C ).

• Definamos P : Con→ Con como sigue :

(i) Si X ∈ Con, P(X) es el conjunto potencia de X.

(ii) Si f : X → Y es un morfismo en Con, P( f ) : P(X)→ P(Y ) está definida por P( f ) :=
f (U) si U ∈ P(X). Es fácil ver que P define un funtor covariante.
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De la misma manera se define P′ : Con→ Con como sigue:

(i) Si X ∈ Con, P′(X) es el conjunto potencia de X .

(ii) Si f : X→Y es un morfismo en Con, P′( f ) : P′(Y )→P′(X) está definida por P′( f )(V )=
f−1(V ), si V ∈ P′(Y ). Es fácil ver que P′ es un funtor contravariante.

• El funtor olvido F : Ab→ Con es aquel que dado un grupo olvida la estructura algebrai-
ca quedando sólo el conjunto subyacente y un morfismo de grupos lo ve como la función
subyacente.

Definición 1.2.15. Decimos que F : C → D es un funtor fiel si la función inducida de manera
natural por F

HomC (A,B) // HomD(FA,FB)

f � // F( f )

es inyectiva. En el caso que tal función sea suprayectiva, el funtor es llamado pleno. Además,
un funtor fiel que manda objetos distintos en objetos distintos será llamado inmersión.

Definición 1.2.16. Se dice que un funtor F : C →D es denso si para todo D ∈D existe un objeto
C ∈ C tal que F(C) es isomorfo a D.

Sean F,G : C → D dos funtores covariantes. Una transformación natural τ : F → G es una
familia de morfismos τ = {τA : FA→ GA}A∈C tal que para cualquier morfismo α : A→ A

′
en C el

siguiente diagrama es conmutativo

FA
τA //

F(α)
��

GA

G(α)
��

FA
′

τ
A′
// GA

′

Cada τA se llama componente de τ en A. También diremos que τ es una equivalencia natural
si cada τA es un isomorfismo.(Escribiremos, F ∼= G, para denotar que F y G son equivalentes
naturalmente.)

Observación 1.2.17. Se puede ver fácilmente que si τ : F → G y σ : G→ H son dos transforma-
ciones naturales entonces la composición στ : F → H es una transformación natural dada por
(στ)A = σAτA para cada A ∈ Ob j(C ).

Definición 1.2.18. Se dice que las categorı́as C y D son isomorfas si existen funtores F : C →D
y G : D → C tales que GF = 1C y FG = 1D.
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Definición 1.2.19. Un funtor F : C → D es una equivalencia de categorı́as (en este caso se dice
que las categorı́as C y D son equivalentes) si existe un funtor G : D → C y dos equivalencias
naturales,

ε : GF → 1C y η : 1D → FG.

Proposición 1.2.20. Sean C y D categorı́as y F : C →D un funtor covariante, entonces el funtor
F es una equivalencia si y sólo si F es un funtor fiel, pleno y denso.

Demostración. Véase una demostración en [SV07], p.90.

1.3. Igualadores y coigualadores

Definición 1.3.1. Sean α,β ∈ HomC (A,B), se dice que µ ∈ HomC (K,A)es un igualador para α

y β si se satisface lo siguiente:

(a) αµ = β µ ,

(b) Para cualquier morfismo µ ′ ∈HomC (K′,A) tal que αµ ′= β µ ′ existe un único γ ∈HomC (K′,K)
tal que µ ′ = µγ

K
µ
// A

α //

β

// B

K′
γ

OO

µ ′

??

Proposición 1.3.2. Si µ ∈ HomC (K,A) es un igualador para α,β ∈ HomC (A,B), entonces µ es
un monomorfismo. Además el igualador para α y β es único salvo isomorfismos.

Demostración. Se quiere hacer ver que si µγ1 = µγ2 para γ1,γ2 ∈ HomC (X ,K) entonces γ1 = γ2 .
Luego, sea δ ∈ HomC (X ,A) definido como δ = µγ1.

K
µ
// A

α //

β

// B

X .

γ1

OO

γ2

OO

δ

>>

Entonces tenemos que :

(i) αδ = βδ pues αδ = α(µγ1) = (αµ)γ1 = (β µ)γ1 = β (µγ1) = βδ .
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(ii) Como µ es igualador entonces entonces (i) implica que existe un único morfismo γ tal que
δ = µγ . Pero δ = µγ1 = µγ2, de donde concluimos que γ1 = γ2.

Probándose que µ es un monomorfismo.

Ahora veamos la unicidad. Supóngase que µ y µ ′ son dos igualadores de α y β entonces por
propiedad (b) de la definición de igualador, existen γ ∈ HomC (K,K′) y γ ′ ∈ HomC (K′,K) tales
que µ = µ ′γ y µ ′ = µγ ′

K
µ
//

γ

��

A
α //

β

// B

K′
γ ′

OO

µ ′

??

Entonces µ(γ ′γ) = (µγ ′)γ = µ ′γ = µ = µ1K , como µ es un monomorfismo entonces γγ ′ =
1K .De la misma manera µ ′(γγ ′)= (µ ′γ)γ ′= µγ ′= µ

′
= µ ′1K′ y por ser µ ′ monomorfismo entonces

γγ ′ = 1K′ . Por lo tanto γ : K→ K′ es un isomorfismo. Probándose el resultado.

El igualador de dos morfismos α y β será denotado algunas veces como Ig(α,β ), o bien, escri-
biremos Ig(α,β )→ A para denotar al morfismo µ tal que αµ = β µ de la definición de igualador.

Si Ig(α,β ) existe para todo par de morfismos en C con el mismo dominio y contradominio,
diremos que C tiene igualadores.

Dualmente, podemos decir que B→ Coig(α,β ) es el coigualador de α y β si es el iguala-
dor de α∗ y β∗ en la categorı́a dual de C . Por lo que C op tiene igualadores C si y sólo si tiene
coigualadores. Por completitud enunciemos la definición de coigualador

Definición 1.3.3. Sean α,β ∈ HomC (A,B), decimos que un morfismo u ∈ HomC (B,K) es un
coigualador para los morfismos α y β si se satisface los siguiente:

(i) uα = uβ ,

(ii) Para cualquier morfismo u′ ∈ HomC (B,K′) tal que u′α = u′β existe un único morfismo γ ∈
HomC (K,K′) tal que γu = u′

A
α //

β

// B u //

u′   

K
γ

��

K′.
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1.4. Productos fibrados y Coproductos fibrados

Definición 1.4.1. Dados dos morfismos α1 ∈ HomC (A1,A) y α2 ∈ HomC (A2,A) , se dice que un
diagrama conmutativo

P
β2
//

β1
��

A2

α2
��

A1 α1
// A

es un producto fibrado para α1 y α2 si para todo β ′1 ∈ HomC (P′,A1) y β ′2 ∈ HomC (P′,A2) tal
que α1β ′1 =α2β ′2, entonces existe un único morfismo γ ∈HomC (P′,P) tal que β ′1 = β1γ y β ′2 = β2γ .

P′

β ′1

��

β ′2

##

γ

  

P

β1
��

β2
// A2

α2
��

A1 α1
// A

Lema 1.4.2. (Unicidad del producto fibrado salvo isomorfismo) Si los siguientes diagramas con-
mutativos

P
β2
//

β1
��

(I)

A2

α2
��

A1 α1
// A

P′
β ′2 //

β ′1
��

(II)

A2

α2
��

A1 α1
// A

son productos fibrados de α1 y α2 entonces existe un único morfismo γ ′ ∈ HomC (P,P′) tal que
β1 = β ′1γ y β2 = β ′2γ .

Demostración. Por definición de producto fibrado de los morfismos α1 y α2, al tener por hipótesis
que α1β1 = α2β2, tenemos que existe un único morfismo γ ′ ∈ HomC (P,P′) tal que β1 = β ′1γ ′ y
β2 = β ′2γ ′. De la misma manera, al tener por hipótesis que α1β ′1 = α2β ′2, existe un único morfismo
γ ∈ HomC (P′,P) tal que β ′1 = β1γ y β ′2 = β2γ .
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P

β1

��

β2

##

γ ′

��

P′

β
′
1
��

β ′2 // A2

α2
��

A1 α1
// A

P′

β ′1

��

β ′2

##

γ

  

P

β1
��

β2
// A2

α2
��

A1 α1
// A

Entonces,

(i) β1(γγ ′) = (β1γ)γ ′ = β ′1γ ′ = β1.

(ii) β2(γγ ′) = (β2γ)γ ′ = β ′2γ ′ = β2 = β2.

Análogamente, se tiene que

(i) β ′1(γ
′γ) = (β1γ ′)γ = β1γ = β ′1 = β ′1.

(ii) β ′2(γ
′γ) = (β2γ ′)γ = β2γ = β ′2 = β ′2.

Es decir, se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

P

β1

��

β2

##

γγ ′

��

P

β1
��

β 2
// A2

α2
��

A1 α1
// A

P′

β ′1

��

β ′2

##

γ ′γ

��

P′

β ′1
��

β ′2 // A2

α2
��

A1 α1
// A.

Como los cuadrados I y II son pullbacks y β ′11P′ = β ′1 ası́ como β ′21P′ = β ′2. Concluimos por la
propiedad universal que γ ′γ = 1P′ . De la misma manera se ve que γγ ′= 1P y por lo tanto P∼=P′.

Proposición 1.4.3. Sea el siguiente diagrama conmutativo un producto fibrado

P
β2
//

β1
��

A2

α2
��

A1 α1
// A

donde α1 es un monomorfismo, entonces β2 es un monomorfismo.
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Demostración. Sean f ,g ∈ HomC (B,P) tales que β2 f = β2g. Queremos ver que f = g. En efec-
to, por la conmutatividad del cuadrado tenemos que α1β1 = α2β2, entonces α1β1 f = α2β2 f =
α2β2g = α1β1g. Como α1 es un monomorfismo por hipótesis, entonces β1 f = β1g. Sean θ :=
β1 f = β1g y θ ′ := β2g = β2 f . Por la construcción anterior α1θ = α2θ ′; y por hipótesis de ser el
diagrama conmutativo un producto fibrado, existe un único morfismo λ : B→ P tal que θ = β1λ y
θ ′ = β2λ . Pero f y g cumplen las igualdades anteriores, por lo tanto λ = f = g. Probándose que
β2 es un monomorfismo.

B

θ

��

θ ′

##

λ

��

P

β1
��

β2
// A2

α2
��

A1 α1
// A.

Proposición 1.4.4. Si cada cuadrado conmutativo en el siguiente diagrama es un producto fibrado
y β1 es un monomorfismo

P
α1 //

β1
��

Q

β2
��

α2 // B′

β3
��

A
γ1
// I

γ2
// B

(1)

entonces el siguiente diagrama conmutativo es un producto fibrado

P
α2α1 //

β1
��

B′

β3
��

A
γ2γ1
// B.

Demostración. Como los cuadrados derecho e izquierdo en (1) conmutan se tiene en efecto que,
γ2γ1β1 = β3α2α1. Sean g1 : X → A y g2 : X → B′ tales que γ2γ1g1 = β3g2, se quiere ver que existe
un único morismo µ : X → P tal que g1 = β1µ y g2 = α2α1µ .
Como el cuadrado derecho en (1) es producto fibrado, se tiene que existe un único morfismo δ :
X → P tal que el siguiente diagrama conmuta
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X

g1

��

g2

##

δ

��

Q

β2
��

α2 // B′

β1
��

A
γ1
// I

γ2
// B,

Es decir, γ1g1 = β2δ y g2 = α2δ . Como el cuadrado izquierdo es producto fibrado también y
γ1g1 = β2δ entonces existe un único morfismo η : X → P tal que el siguiente diagrama conmuta

X

g1

��

δ

''

η
��

g2

&&
P

α1
//

β1
��

Q

β2
��

α2
// B′

β3
��

A
γ1
// I

γ2
// B.

Es decir, se tienen las siguientes igualdades: g1 = β1η y δ = α1η . Hagamos µ := η , luego
entonces g1 = β1µ y α2α1µ = α2α1η = α2δ = g2.

X

g1

��

g2

""

µ

��

P

β1
��

α2α1 // B′

α2
��

A
γ2γ1

// B

Unicidad Supongamos que existe un morfismo µ ′ : X → P tal que β1µ ′ = g1 y α2α1µ ′ = g2.
Por hipótesis, β1 es monomorfismo y como β1µ ′ = g1 = β1µ , se tiene que µ = µ ′. Por lo tanto, µ

es único.

Lema 1.4.5. Sea C una categorı́a con productos fibrados y supongamos que los dos cuadrados del
siguiente diagrama conmutativo son productos fibrados
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P
η
//

β1
��

B′

β2
��

Q

β3
��

α2oo

A
δ

// B I.
γ2
oo

(*)

Si β2 y γ2 son monomorfismos y existe un morfismo γ1 : A→ I tal que δ = γ2γ1, entonces existe
un morfismo α1 : P→ Q tal que η = α2α1 y

P
α1 //

β1
��

Q

β3
��

A
γ1
// I

(**)

es un producto fibrado.

Demostración. (1) Existencia de α1 : P→ Q tal que η = α2α1.

Como el cuadrado derecho del diagrama conmutativo (*) es un producto fibrado. Al tener la
existencia de los morfismos η : P→ B′ y γ1β1 : P→ I tal que β2η = γ2γ1β1, se obtiene la
existencia de un único morfismo α1 : P→ Q tal que η = α2α1 y β3α1 = γ1β1.

(2) El cuadrado (**) es un producto fibrado, ya se vio que (**) conmuta.

Ahora, sean λ1 : X → Q y λ2 : X → A morfismos en C tales que β3λ1 = γ1λ2. Se quiere
demostrar que existe un morfismo ξ : X→P único respecto a tener que λ2 = β1ξ y λ1 =α1ξ .

Consideremos los morfismos α2λ1 : X → B′ y λ2 : X → A tal que δλ2 = β2α2λ1, entonces
β2α2λ1 = γ2β3λ1 = γ2γ1λ2 = δλ2.

Como el cuadrado izquierdo de (*) es un producto fibrado, existe un único morfismo ξ : X→
P tal que λ2 = β1ξ y α2λ1 = ηξ . Veamos que α1ξ = λ1. Como γ2 es monomorfismo por
1.4.3 α2 es monomorfismo. Ası́, como

α2(α1ξ ) = (α2α1)ξ = ηξ = α2λ1,

implica que α1ξ = λ1, y además ya se tenı́a que λ2 = β1ξ . Por último, como β2 es monomor-
fismo por 1.4.3, β1 es monomorfismo. Ası́, al suponer que existe otro morfismo θ ′ : X→ P tal
que λ2 = β1θ ′ y λ = α1θ ′, tenemos que β1θ ′ = λ2 = β1ξ . Se sigue que ξ = θ ′. Probándose
que el cuadrado (**) es un producto fibrado.

A continuación, se enunciará la noción dual de producto fibrado.
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Definición 1.4.6. Dados dos morfismos α1 ∈ HomC (A,A1) y α2 ∈ HomC (A,A2), se dice que un
diagrama conmutativo

A
α1 //

α2
��

A1

β1
��

A2
β2

// P

es un coproducto fibrado para α1 y α2 si para todo β ′1 ∈ HomC (A1,P′) y β ′2 ∈ HomC (A2,P′) tal
que β ′1α1 = β ′2α2, existe un único morfismo γ ∈ HomC (P,P′) tal que β ′1 = γβ1 y β ′2 = γβ2.

A
α1 //

α2
��

A1

β1
�� β ′1

��

A2

β ′2 ++

β2

// P

γ
  

P′

1.5. Intersecciones

Definición 1.5.1. Sea {µi : Ai→ A}i∈I una familia de subobjetos de A. Se dice que un morfismo
µ ∈ HomC (A′,A) es la intersección de dicha familia si se cumple:

(a) Para cada i ∈ I existe vi : A′→ Ai tal que µ = µivi

A′
µ
//

vi
��

A

Ai

µi

??

(b) Si θ : B→ A un morfismo y existen ηi : B→ Ai tales que el siguiente diagrama conmuta para
toda i ∈ I

B θ //

ηi
��

A

Ai

µi

??

Entonces existe un único morfismo η ∈ HomC (B,A′) tal que el siguiente diagrama conmuta
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B
θ

  

η

��

A′
µ
// A.

Denotaremos al objeto A′ de la definición anterior como
⋂

Ai con i ∈ I , donde I es el conjunto
de ı́ndices.

Definición 1.5.2. Si la intersección existe para todo conjunto de subobjetos de cualquier objeto en
una categorı́a C , diremos que C tiene intersecciones. Si la intersección existe sólo para conjuntos
finitos de subobjetos entonces diremos que C tiene intersecciones finitas.

Ejemplo 1.5.3. En la categorı́a Con, sea una familia de subconjuntos de A, {Ai ↪−→ A}i∈I , entonces
C es la intersección conjuntista de los Ai con i ∈ I si y sólo si

(a) {C ↪−→ Ai} para todo i ∈ I.

(b) Si B ↪−→ A es otro subconjunto tal que {B ↪−→ Ai} para todo i ∈ I entonces B ↪−→C

Demostración. (⇐) Queremos ver que C =
⋂

Ai. Veamos que C ⊆
⋂

Ai. Para esto sea x ∈C, en-
tonces por inciso (a) x∈Ai para todo i∈ I; por lo tanto x∈

⋂
Ai. Ahora veamos que C⊇

⋂
Ai.

Tomando B =
⋂

Ai, tenemos que B⊆ A y además {B ↪−→ Ai} para todo i ∈ I entonces por in-
ciso (b) {

⋂
Ai ↪−→C} para todo i ∈ I. Por lo tanto, C =

⋂
Ai.

(⇒) Sea Ai ⊆ A, entonces
⋂

Ai ⊆ Ai ⊆ A por lo tanto se satisface (a), ya que tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

⋂
Ai
� �
i⋂Ai //

� _

i
��

A

Ai
. � iAi

>>

donde todos los morfismos son inclusiones de conjuntos. Ahora, sea B⊆ A tal que B⊆ Ai, es
decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

B �
� iB //� _

i
��

A

Ai
/� iAi

??

donde todos los morfismos son inclusiones de conjuntos. Como B ⊆ Ai para todo i ∈ I, se
tiene que B⊆

⋂
Ai y por lo tanto se tiene el siguiente diagrama conmutativo
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B � p
i

!!

j
��⋂
Ai
� �

i⋂Ai

// A

donde todos los morfismos son inclusiones. Como
⋂

Ai ↪−→ A es monomorfismo, el morfismo
i es único y por lo tanto se satisface el inciso (b).

Se sigue del ejemplo anterior que la categorı́a Con tiene intersecciones.

Observación 1.5.4. (a) Los morfismos {vi : A′→ Ai}i∈I tales que µ = µivi son únicos.

(b) µ y {vi : A′→ Ai}i∈I también son monomorfismos.

Demostración. (a) Supóngase que existe una familia de morfismos {v′i : A′ → Ai}i∈I tales que
µiv′i = µ = µivi. Como µi son monomorfismos para todo i ∈ I entonces vi = v′i y ası́ se tiene
la unicidad.

(b) Sean α1,α2 : X → A′ tales que µα1 = µα2. Queremos ver que α1 = α2. Consideremos f :=
µα1 = µα2. Por lo tanto, f = µiviα1 para todo i ∈ I. Es decir, f = µiηi con ηi = viα1. Por la
propiedad (b) de intersección f se factorizaba de manera única a través de µ . Pero f = µα1
y f = µα2, por lo tanto α1 = α2.

Observación 1.5.5. En la definición 1.5.1 el siguiente diagrama es conmutativo

A′
vi

��

µ

""

B
η

oo

ηi

��

θ

||

Ai

µi
��

A

pues se tiene por la definición de intersección que µ = µivi , θ = µiηi y θ = µη pero como los µ ′i s
son monomorfismos entonces ηi = viη . Pues en efecto, se tiene que la igualdad

µi(viη) = (µivi)η = µη = θ = µiηi

implica que ηi = viη para todo i ∈ I.
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Proposición 1.5.6. Sea C una categorı́a y α1 : A1→ A y α2 : A2→ A monomorfismos. Entonces el
siguiente diagrama conmutativo

P
β2
//

β1
��

A2

α2
��

A1 α1
// A

es un producto fibrado si y sólo si µ := α2β2 : P→ A es la intersección de α1 y α2 .

Demostración. (⇒) Por conmutatividad del cuadrado tenemos que el siguiente diagrama conmuta
para i = 1,2

P

βi
��

α2β2
// A

Ai

αi

??

Sea θ : P′→ A un morfismo tal que existen β ′ : P′→ A2 y β ′1 : P′→ A1 tal que θ = α1β ′1 y
θ = α2β ′2. Por definición de producto fibrado, existe ξ : P′→ P tal que el siguiente diagrama
conmuta

P′

β
′
1

��

β ′2

##ξ
  

P

β1
��

β2
// A2

α2
��

A1 α1
// A

Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

P′

ξ

��

θ // A

P.
α2β2=µ

??

Como µ es monomorfismo, se tiene que ξ es único con la propiedad de hacer conmutar el
diagrama anterior.

(⇐) Sean β ′1 : P′ → A1 y β ′2 : P′ → A2 tal que α1β ′1 = α2β ′2. Sea θ : α1β ′1 = α2β ′2. Como el
siguiente diagrama conmuta para i = 1,2

P′

β ′i
��

θ // A

Ai
/�

αi

??



28 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Por la definición de intersección existe un único morfismo ε : P′ → P tal que el siguiente
diagrama conmuta

P′

ε

��

θ

��

P
µ:=α2β2

// A

Por lo tanto α2β ′2 = θ = α2β2ε , pero como α2 es un monomorfismo, tenemos que β ′2 = β2ε .
De la misma manera como µ = α1β1 tenemos que α1β ′1 = θ = α1β1ε y como α1 es un
monomorfismo tenemos que β ′1 = β1ε . Probándose que

P
β2
//

β1
��

A2

α2
��

A1 α1
// A

es un producto fibrado.

De la proposición 1.5.6 tenemos que si C tiene productos fibrados entonces C tiene intersec-
ciones finitas.

1.6. Uniones

Sea C una categorı́a y f : A→ B un morfismo en C . Sea u : A′ → A un subobjeto de A y
h : B′→ B un subobjeto de B. Se dice que el subobjeto u es llevado al subobjeto h por f si existe
un morfismo f ′ : A′→ B′ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

A′
f ′
//

u
��

B′

h
��

A
f
// B

Observación 1.6.1. El morfismo f ′ : A′→ B′ es único pues si existe f ′′ : A′→ B′ con la propiedad
mencionada, al ser h un monomorfismo y h f ′ = h f ′′ implica que f ′ = f ′′.

Definición 1.6.2. La unión de una familia {ui : Ai → A}i∈I de subobjetos de un objeto A es un
subobjeto u : A′→ A de A que satisface las siguientes condiciones.

(a) ui ≤ u para toda i ∈ I.(ver definición 1.2.7).



1.6. UNIONES 29

(b) Si f : A→ B es un morfismo y cada ui : Ai→ A es llevado a algún subobjeto µ : B′→ B de B
por f entonces también u : A′→ A es llevado a µ : B′→ B.

Nota: Se puede ver que cualesquiera dos subobjetos u : A′ ↪−→ A y u′′ : A′′ ↪−→ A que satisfagan la
definicion anterior son isomorfos. Denotaremos por

⋃
i∈I Ai ↪−→ A a una elección de tales subojetos

de A.

Definición 1.6.3. Sea C una categorı́a . Si la unión existe para todo conjunto de subobjetos de
cualquier objeto en C , se dice que C tiene uniones.

Ejemplo 1.6.4. Sea {Ai→ A}i∈I una familia de subconjuntos de un conjunto A, entonces un sub-
conjunto C de A es la unión de la familia {Ai} si y sólo si se cumplen las siguientes condiciones.

(a) Si c : C ↪−→ A es la inclusión canónica entonces existen inclusiones γi : Ai → C tal que el
siguiente diagrama conmuta para toda i ∈ I

Ai� _
γi
��

� � ui // A

C
/�

c

??

(b) Si f : A→ B es una función y cada ui : Ai→ A es llevado a algún subconjunto µ : B′→ B de
B por f , entonces c :

⋃
Ai ↪−→ A también es llevado a µ : B′→ B por f .

Demostración. (⇒) La condición (a) es inmediata. Ahora queremos ver que se satisface (b), para
esto suponemos que cada ui es llevado al subobjeto µ : B′→ B, es decir, f ui = µ f ′i para cada
i ∈ I. Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmuntativo para todo i ∈ I

Ai� _

ui
��

f ′i // B
′
� _

µ

��

A
f
// B

Definimos F :
⋃

Ai → B′ para cada x ∈
⋃

Ai como F(x) = f ′i (x)six ∈ Ai. Veamos que esta
función está bien definida. En efecto, sea x ∈ Ai

⋂
A j y consideramos el siguiente diagrama

conmutativo

Ai
f ′i //

� _

ui
��

B′� _
µ

��

A j
f ′j
oo

� _

u j
��

A
f
// B A

f
oo

Por un lado como x ∈ Ai entonces f ′i (x) ∈ B′ y µ f ′i (x) = f ui(x) = f (x). Por otro lado, como
x ∈ A j entonces f ′j(x) ∈ B′ y µ f ′j(x) = f u j(x) = f (x). Como µ es la inclusión, concluimos
que f ′i (x) = f ′j(x) y ası́ F está bien definida.
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Ası́, por un lado, si x ∈
⋃

Ai entonces x ∈ Ai para alguna i ∈ I por lo tanto F(x) = f ′i (x)
obteniendo que µF(x) = µ f ′i (x). Por otro lado, si x ∈

⋃
Ai entonces x ∈ Ai para algún i ∈ I

y por (a) se tiene que cγi(x) = ui. Por lo tanto f c(x) = f cγi(x) = f ui(x) = µ f ′i (x), donde la
última igualdad se tiene porque ui es llevado a µ por f . Por lo tanto, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

⋃
Ai

F //
� _

c
��

B′� _
µ

��

A
f
// B

De esta forma, el morfismo c :
⋃

Ai ↪−→ A es llevado a B′ mediante f .

(⇐) Queremos demostrar que C =
⋃

Ai

(⊇) Sea x ∈
⋃

Ai entonces x ∈ Ai para algún i ∈ I pero por el inciso (a), se tiene que x ∈C.
Por tanto,

⋃
Ai ⊆C

(⊆) Tomando B
′
=
⋃

Ai , B = A y f = 1A obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

C

iC

��

f
′

&&

Ai� _

iAi
��

iAi

//
⋃

Ai = B
′

� _

i⋃Ai
��

A
1A

// A

Por lo tanto, C ⊆
⋃

Ai. Ası́, C =
⋃

Ai

Del ejemplo anterior se sigue que la categorı́a Con tiene uniones.

Observación 1.6.5. En la definición de unión (def.1.6.2 (a)) los morfismos {vi : Ai→ A′} tal que
ui = uvi son monomorfismos y además son únicos respecto dicha propiedad.

Demostración. Como ui = uvi y ui es monomorfismo para toda i ∈ I entonces por observación
1.2.6(a) vi es monomorfismo para toda i ∈ I. Si existen vi tales que uvi = ui = uv′i al ser u un
monomorfismo entonces vi = v′i para toda i ∈ I .
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Observación 1.6.6. De la definición de unión, definición 1.6.2, el diagrama

A′

u

��

f ′′

""

Ai

vi

__

ui
��

f i
i // B′

µ

��

A
f
// B

es conmutativo.

Demostración. Sólo basta ver que f ′′vi = f ′i . En efecto, como µ f ′i = f ui = f uvi = µ f ′′vi y al ser
µ un monomorfismo, entonces f ′i = f ′′vi para toda i ∈ I.

Observación 1.6.7. Sea ui ≤ µ para toda i ∈ I donde {ui : Ai→ A}i∈I es una familia de subobjetos
de A y µ : B→ A también un subobjeto de A. Entonces u≤ µ donde u :

⋃
Ai→ A es la unión de los

subobjetos de A.

Demostración. Como ui ≤ µ se obtiene el sigiente diagrama conmutativo

B

µ

��

1B

""

Ai

vi
__

ui
��

vi // B
µ

��

A
1A

// A

Es decir, cada ui es llevado a µ : B→ A mediante 1A : A→ A. Pero como el morfismo u es la
unión de los ui’s entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo

⋃
Ai

u

��

f ′

##
Ai

v′i

aa

ui
��

vi // B
µ

��

A
1A

// A

entonces u = µ f ′. Por lo tanto u≤ µ .

Observación 1.6.8. La unión de una familia de subobjetos de un objeto A en C es única salvo
isomorfismos.
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Demostración. Si se tiene que tanto u : A′ → A como u′ : A′′ → A son uniones de la familia de
subobjetos {ui : Ai → A}. Por la observación 1.6.7 al tener por un lado ui ≤ u′ para toda i ∈ I
entonces u ≤ u′ y por otro lado ui ≤ u para toda i ∈ I entonces u′ ≤ u. Por lo tanto u ∼= u′ como
subobjetos de A.

Proposición 1.6.9. Sean α,β : A→ B morfismos en una categorı́a C con igualadores y sea
{µi : Ai→ A}i∈I una familia de subobjetos de A. Si la unión existe para dicha familia y α|Ai = β |Ai

para todo i ∈ I entonces α|∪Ai = β |∪Ai .

Demostración. Sea µ :
⋃

i∈I Ai → A la unión de la familia {µi : Ai → A}i∈I de subobjetos de A y
ψ : K →

⋃
Ai el igualador de los morfismos β µ,αµ :

⋃
Ai → B. Para ver que α|Ai = β |Ai basta

probar que ψ es un isomorfismo. Como µ y ψ ya son monomorfismos entonces µψ es monomor-
fismo, donde µψ : K→ A.
Se hara ver que µψ : K → A satisface la definición de unión de la familia {µi : Ai → A}i∈I de
subobjetos de A es decir, veremos que se cumple (a) y (b) de la definición 1.6.2.

(a) Primero veamos que µi ≤ µψ para toda i ∈ I.

Como µ ya es unión de los µi’s entonces existe un único morfismo vi : Ai →
⋃

Ai tal que
µi = µvi para cada i ∈ I. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Ai
� � µi

//
� _

vi
��

A

⋃
Ai.

µ

==

Usando que (α|Ai = β |Ai) tenemos que αµi = β µi y entonces αµvi = β µvi para toda i ∈ I.
Al ser ψ : K→

⋃
Ai igualador de αµ y β µ existen únicos morfismos {hi : Ai→ K}i∈I tales

que el siguiente diagrama conmuta para toda i ∈ I

Ai
hi

}}

� _

vi
��

K
ψ
//
⋃

Ai

αµ
//

β µ

// B.

Es decir, el siguiente diagrama conmuta

Ai
hi

}}

� p

µi

  

� _

vi
��

K
ψ
//
⋃

Ai
� �

µ
// A

α //

β

// B

Por lo tanto, µψhi = µvi = µi. Entonces el siguiente diagrama conmuta para toda i ∈ I
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Ai
hi

��

� _

µi
��

K
µψ
// A.

Probándose que µi ≤ µψ para toda i ∈ I.

(b) Propiedad de ser llevado.

Sea f : A→ B un morfismo en C y θ : B′→ B un subobjeto de C tal que cada µi es llevado a
θ mediante f . Como µ :

⋃
Ai→ A es la unión de la familia µi, tenemos que µ es llevado a θ

mediante f . Es decir, existe f ′′ :
⋃

Ai→ B′ tal que el siguiente diagrama conmuta

⋃
Ai

µ

��

f ′′

##

Ai

vi
aa

� _

µi
��

fi
// B′� _

θ

��

A
f
// B

Luego el siguiente diagrama conmuta

K

µψ

��

f ′′ψ

##

Ai

hi

__

µi
��

fi
// B′

θ

��

A
f
// B.

Por los diagramas anteriores se tiene que µi = µψhi y θ fi = µi f , fi = f ′′ψhi ya que se tie-
ne la igualdad fi = f ′′vi = f ′′ψhi. Por otro lado, el cuadrado exterior conmuta pues como
f µ = θ f

′′
entonces f µψ = θ f

′′
ψ .

Por lo tanto el subobjeto µψ : K → A es llevado a θ : B′ ↪−→ B mediante f . Es decir, µψ

satisface las propiedades de unión. Por la unicidad de la unión se obtiene un isomorfismo,
λ : K→

⋃
Ai tal que µλ = µψ

K
µψ

//

λ
��

A

⋃
Ai
. � µ

==
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Como sólo existe un único morfismo λ que hace conmutar el diagrama anterior, entonces
λ = ψ . Por lo tanto ψ es un isomorfismo. Ası́ , como ψ es isomorfismo e igualador de β µ y
αµ entonces β µψ = αµψ por lo que β µ = αµ . Es decir, α|⋃Ai = β |⋃

Ai
.

1.7. Imágenes

Definición 1.7.1. La imagen de un morfismo f : A→ B en C se define como el subobjeto más
pequeño de B que factoriza a f . Es decir, un monomorfismo u : I ↪−→ B es la imagen de f si:

(a) f = u f ′ para algún morfismo f ′ : A→ I.

(b) Si u′ : I′→ B es otro subobjeto de B tal que existe f ′′ : A→ I con f = u′ f ′′ entonces u≤ u′.
Es decir, existe un único morfismo m : I→ I′ tal que u = u′m.

Es decir, el triángulo derecho del siguiente diagrama es conmutativo

I′
u′

��

A //

f ′′
@@

f ′
��

B

I
u

??
m

OO

Observación 1.7.2. En la definición 1.7.1,definición de imagen, se tiene que f
′′
= m f

′

I′
u′

��

A //

f ′′
@@

f ′
��

B

I
u

??
m

OO

Demostración. Como u′ f ′′ = f = u f ′ = u′m f ′ y puesto que u′ es monomorfismo entonces f ′′ =
m f ′.

Observación 1.7.3. Sea f : A→ B un morfismo con u : I→ B y u′ : I′→ B monomorfismos que son
imágenes de f entonces u y u′ son isomorfos como subobjetos de B.
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Demostración. Al ser u y u′ imágenes de f se tiene que u≤ u′ y u′ ≤ u

(u≤ u′) I′ u′ // B

I

a

OO

u

?? y I u // B

I′
b

OO

u′

?? (u′ ≤ u)

De esta forma se tiene que ba = 1I y ab = 1I′ . Probándose que u y u′ son isomorfos como
subobjetos de B. Denotaremos por u : Im f → B a la elección de una imagen del morfismo f .

Denotaremos, u : Im( f )→ B , a una imagen del morfismo f .

Ejemplo 1.7.4. Consideremos la categorı́a Con, sea f : A→ B una función y C ⊆ B. Entonces

C = {y ∈ B | y = f (x)para algún x ∈ A} .

si y sólo si se cumplen (a) y (b) de la definición anterior.

Demostración. (⇒) Veamos que se cumple (a) de la definición de imagen. Sea f ′ : A→ C una
función definida como f ′(x) = f (x) para x∈ A. Como f ′(x) = f (x) se tiene que i f ′(x) = f (x)
para toda x ∈ A donde i : C ↪−→ B es la inclusión. Lo cual implica que i f ′ = f .

Ahora veamos que se cumple (b) de la definición categórica de imagen. Para demostrar esto,
sea z : I ↪−→ B función inyectiva tal que existe una función f ′′ : A→ I con f = z f ′′. Se quiere
hacer ver que existe una única función m : C→ I tal que i = zm.

(i) Existencia.
Se define m : C→ I como m(y) = f ′′(x) para algún x ∈ A con f ′(x) = y. Veamos que m
está bien definida. Si existe x′ ∈ A con f ′(x′) = y, veamos que f ′′(x) = m(y) = f ′′(x) .
Pero

• y = i(y) = i f ′(x) = z f ′′(x).
• y = i(y) = i f ′(x′) = f (x′) = z f ′′(x′).

Y como z es una función inyectiva, al tener que z f ′′(x) = y = z f ′′(x′) se obtiene que
f ′′(x) = f ′′(x

′
). Por lo tanto m está bien definida.

I
z

��

A //

f ′′
??

f ′ ��

B

C
i

??
m

OO
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(ii) Veamos que i = zm.
En efecto, sea y ∈C entonces zm(y) = z f ′′(x) con x tal que f (x) = y. Ası́, al tener que
z f ′′(x) = f (x) = y se obtiene que i(y) = zm(y). Por lo que i = zm.

(iii) Unicidad.
Supóngase que existe otra función m′ : C→ I tal que zm′= i entonces zm′= i= zm. Pero
z es inyectiva(monomorfismo) por hipótesis, entonces m = m′. Por lo tanto se satisface
el inciso (b) de la definición categórica de imagen. Probándose que C = Im f es una
imagen en el sentido categórico.

(⇐) Sea u : C→ B un monomorfismo tal que existe f ′ : A→ C con f = u f ′. Consideremos la
factorización canónica de f , f = f ′′i donde f ′′ : A→ I con I = { f (a) | a ∈ A} e i : I ↪−→ B
la inclusión canónica. Como u satisface (b) de la definición categórica de imagen entonces
existe un único morfismo m : C→ Im f tal que u = im. Además, como u es monomorfismo
entonces m es monomorfismo.

Im f
iIm f

!!

A //

f
′′ ==

f
′

!!

B

C
u

==
m

OO

Al ser f ′′ un epimorfismo, m es un epimorfismo. Entonces m es isomorfismo. Por lo tanto
I ∼=C.

Se sigue del ejemplo anterior que la categorı́a Con tiene imágenes.

Proposición 1.7.5. Si f : A→ B es un monomorfismo entonces f es igual a su imagen.

Demostración. Tenemos que f = f 1A. Sea f = u f ′ otra factorización de f con u : I′→ B un mo-
nomorfismo. Tomando m = f ′ se tiene el siguiente diagrama conmutativo

I′
u

��

A //

f ′
@@

1A ��

B

A
f

??
m

KK

Probándose que f : A→ B es una imagen de f .
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Definición 1.7.6. Decimos que una categorı́a C , tiene imágenes si para todo morfismo f : A→ B
en C tiene imagen. (u : I→ A). Y si el morfismo f ′ : A→ I , con f = u f ′, es siempre un epimorfismo,
diremos que C tiene imágenes epimórficas.

Proposición 1.7.7. Si C es una categorı́a con igualadores entonces toda imagen de un morfismo
en C , es una imagen epimórfica.

Demostración. Sean f : A→ B un morfismo en C , u : I→ B la imagen de f y f ′ : A→ I tal que
f = u f ′. Veremos que f ′ es un epimorfismo. Sean α,β : I→X morfismos en C tales que α f ′= β f ′.
Veamos que α = β .

K

µ

��

uλ

��

A //

g
??

f
′
��

B

I
u

??

α

��

β

		

m

SS

X

Se quiere ver que si f es un morfismo en C entonces f ′ : A→ I es epimorfismo donde f = u f ′

con u : I→ B imagen de f , es decir, se demostrará que sean α,β : I→ X morfismos en C tales que
α f

′
= β f

′
entonces α = β .

Para esto consideremos µ : K → I igualador de α y β . Luego, por la propiedad del igualador
existe un único morfismo g : A→ K tal que f ′ = µg. Además, uµ ≤ u. Como u es imagen de f ,
existe un único morfismo m : I→ K tal que u = uµm .

Ası́ obtenemos que:

(i) uµm = u1I implica que µm = 1I pues u es monomorfismo.

(ii) uµmµ = uµ implica µmµ = µ pues u es monomorfismo. Luego, µmµ = µ1K implica que
mµ = 1K pues mu es monomorfismo .

De (i) y (ii) se sigue que µ es un isomorfismo; y en particular, un epimorfismo que se escinde.
Por lo tanto, el hecho de que αµ = β µ implica que α = β , concluyéndose que f ′ es un epimorfis-
mo.

Proposición 1.7.8. Sea f : A→ B un morfismo en una categorı́a balanceada C . Si f = u f ′ con
f ′ : A→ I epimorfismo y u : I→ B un monomorfismo, entonces u es la imagen de f .

A
f ′
//

f
&&I u
// B
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Demostración. Sea f = f ′′u′ con u′ : Im f → B la imagen de f y f ′′ : A→ Im f . Entonces por la
propiedad (b) de la definición de imagen (ver 1.7.1), existe un único monomorfismo m : Im f → I
tal que u′ = um.

Como u′ f ′′= f = u f ′ y u′ f ′′= um f ′′, entonces um f ′′= u f ′. Usando que u es un monomorfismo
obtenemos que m f ′′ = f ′. Además, al ser f ′ un epimorfismo por hipótesis, entonces m también lo
es. Por lo tanto, m es un isomorfismo. De donde, I ∼= Im f y u : I→ B es la imagen de B.

Definición 1.7.9. Sea f : A→ B un morfismo en C con u : A′→ A un monomorfismo en C . Deno-
taremos como f (A′) a la imagen del morfismo f u : A′→ B.

Definición 1.7.10. La coimagen de un morfismo f : A→ B en C se define como un epimorfismo
j : A→ J que satisface lo siguiente:

(a) Existe un morfismo k : J→ B tal que f = k j.

(b) Si j′ : A→ J′ es otro epimorfismo tal que existe k′ : J′ → B con f = k′ j′ entonces existe
δ : J′→ J tal que el triángulo izquierdo del siguiente diagrama conmuta.

J
k

��

A //

j
@@

j′ ��

B

J
k′

@@

OO

1.8. Imágenes inversas

Definición 1.8.1. Sea f : A→ B un morfismo en una categorı́a C y α1 : B′→ B un subobjeto de
B, la imagen inversa del subobjeto α1 : B′ ↪−→ B es el subobjeto de β1 : P ↪−→ A de A, dado por el
siguiente diagrama de producto fibrado

P
β2
//� _

β1
��

B′� _
α1
��

A
f
// B

El objeto P se denota usualmente como f−1[B′] y al morfismo β1 lo denotaremos muchas veces
como i f−1[B′].
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Ejemplo 1.8.2. En la categorı́a Con , sea f : A→ B una función y B′ ⊆ B, entonces

P = {x ∈ A| f (x) ∈ B′}

si y sólo si el diagrama conmutativo

P
β2
//� _

β1
��

B′� _
α1
��

A
f
// B

es un producto fibrado de los morfismos f y α1.(donde α1 : B′ ↪−→ B es la función inclusión).

Demostración. (⇒) Sea P = [B′] = {x ∈ A| f (x) ∈ B′} y se considera β1 = iP,α1 = iB′ donde
iP,iBson las funciones inclusiones y β2 = f |P. Sea x ∈ P⊆ A. Por un lado f β1(x) = f iP(x) =
f (x).

Por otro lado, α1β2(x) = (α1 f|P(x) = α1 f (x)) = iB′ f (x) = f (x).

Por lo tanto, α1β2 = f β1. Ahora, sean β ′1 : P′→ A y β ′2 : P′→ B′ tales que α1β ′2 = f1β ′1. Se
quiere ver que existe un único morfismo γ : P′→ P tal que β ′1 = β1γ y β ′2 = β2γ . Es decir tal
que el siguiente diagrama conmuta

P′

β ′1

��

β ′2

""

γ

��

P� _
β1
��

β2
// B′� _

α1
��

A
f
// B

Para esto, sea x ∈ P′ y consideremos y = β ′1(x) ∈ A. Veamos que y ∈ P. Como y = β ′1(x)
entonces f (y) = f β ′1(x) = α1β ′2(x) = iB′β ′2(x) = β ′2(x)∈ B′. Por lo tanto, y∈ P. Ası́, se define
γ : P′→ P, como γ(x) := β ′1(x). De esta manera, se tiene que si x∈ P′, se tienen las siguientes
igualdades:

(i) β1γ(x) = β1β ′1(x) = β ′1(x).

(ii) β2γ(x) = β2β ′1(x) = f |Pβ ′1(x) = f β ′1(x) = α1β ′2(x) = β ′2(x).

Por lo tanto, de (i) y (ii) se tiene que β ′1 = β1γ y β ′2 = β2γ .

Unicidad de γ Sea γ ′ : P′→ P tal que β ′1 = β1γ ′ y β ′2 = β2γ ′. Como β1γ ′ = β ′1 = β1γ con β1
monomorfismo se tiene que γ ′ = γ .

Se sigue que el diagrama conmutativo de las hipótesis es un producto fibrado de los morfis-
mos α1 y f1.
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(⇐) Consideremos f−1[B′] la imagen inversa conjuntista de B′ ⊂ B mediante f . Luego, tenemos
los siguientes diagramas conmutativos

P
β ′2 //� _

β ′1
��

(∗)

B′� _
iB′
��

A
f
// B

f−1[B′]
f
//

� _

i f−1[B′]
��

B′� _
iB′
��

A
f

// B

donde los morfismo verticales son las inclusiones y el primer cuadrado es un producto fibra-
do. Entonces existe un único morfismo γ : f−1[B′]→ P tal que i f−1[B′] = β ′1γ y f γ = β ′2. De
donde concluimos que γ : f−1[B′]→ P es la inclusión. Por lo tanto, f−1[B′] ⊆ P. Por otro
lado, como el cuadrado (*) conmuta tenemos que β ′2 = f |P y por lo tanto si x ∈ P se tiene
que f (x) = β ′2(x) ∈ B′. Luego, P⊆ f−1[B′]. Por lo tanto P = f−1[B′].

Se sigue del ejemplo anterior que la categorı́a Con tiene imágenes inversas.

Lema 1.8.3. Sea f : A→B un morfismo y f−1[B′] ↪→A la imagen inversa del subobjeto α1 : B′ ↪→B,
dada por el diagrama conmutativo

P
β2
//� _

β1
��

(∗)

B′� _
α1
��

A
f
// B

supongamos existen morfismos f ′ : P→ B1 y µ : B1 ↪→ B subobjeto de B con B2 = µ f ′, entonces
β1 : f−1[B′] ↪→ A es la imagen inversa mediante f del subobjeto α1µ : β1→ B de B.

Demostración. Veamos que el cuadrado exterior del siguiente diagrama es un producto fibrado

P = f−1[B′]
f ′
//

� _

β1

��

β2
%%

B1� _

µ

��

B′� _
α1
��

A
f

// B

Consideremos morfismos g1 : X → B1 y g2 : X → A tales que f g2 = α1µg1.Como el cuadrado
(*) es producto fibrado, existe un único morfismo h : X→ f−1[B′] = P tal que g2 = β1h y β2h = g1.
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Pero por hipótesis β2 = µ f ′ por lo que µ f ′h= µg1. Pero µ es un monomorfismo, entonces f ′h= g1.
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X

h %%

g2

��

g1

''
P = f−1[B′]

f ′
//

� _

β1

��

β2
%%

B1� _

µ

��

B′� _
α1
��

A
f

// B

Donde el morfismo h : X→ P es único, pues si existe otro morfismo h′ : X→ P tal que g2 = β1h′

y g1 = f ′h′. Al ser β1 un monomorfismo se sigue que h′ = h. Por lo tanto β1 : f−1[B′]→ A es la
imagen inversa mediante f del subobjeto α1µ : B1 ↪−→ B de B.

Lema 1.8.4. Sea f : A→ B es un morfismo en C y µ : I→ B un subobjeto de B tal que existe un
morfismo f ′ : A→ I con f = u f ′. Sea h : B′→ B otro subobjeto de B tal que f−1[B′] y I∩B′ están
definidas, entonces f−1[I∩B′] existe y f−1[I∩B′] = f−1[B′].

Demostración. Como la intersección I ∩B′ está definida y tanto µ : I → B, como h : B′→ B son
subobjetos de B, entonces el siguiente diagrama conmutativo es un producto fibrado

I∩B′

µ1
��

γ
// B′

h
��

I
µ
// B.

Como f−1[B′] está definida se tiene que el siguiente diagrama conmutativo

f−1[B′]
β2
//

β1
��

(∗)

B′

h
��

A
f
// B.

Consideremos los morfismos β2 : f−1[B′]→B′ , f ′β1 : f−1[B′]→ I. Por la conmutatividad de (*)
se sigue que hβ2 = f β1 = u f ′β1 = u( f ′β1).Entonces existe un único morfismo δ : f−1[B′]→ I∩B′

tal que β2 = γδ y f ′β1 = µ1δ . Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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P = f−1[B′] δ //
� _

β1

��

β2
&&

I∩B′� _
γ

��

B′� _
h
��

A
f

// B.

Por el lema anterior se tiene que f−1[I∩B′] = f−1[B′].

Proposición 1.8.5. Sea f : A→ B un morfismo en C y consideremos las inclusiones A1 ⊂ A2 ⊂ A
y B1 ⊂ B2 ⊂ B. Entonces se tienen las siguiente relaciones siempre que ambos lados de la relación
estén definidas

(a) f (A1)⊂ f (A2).

(b) f−1[B1]⊂ f−1[B2].

(c) A1 ⊂ f−1[ f (A1)].

(d) B1 ⊃ f ( f−1[B1]).

(e) f (A1) = f ( f−1[ f (A1)]).

(f) f−1[B1] = f−1[ f ( f−1[B1])].

Demostración. Sólo probemos (b).

(b) Como B1 y B2 son subobjetos de B y B1 ⊂ B2, se tienen definidos los monomorfismos
v1 : B1→ B , v2 : B2→ B y v : B1→ B2 con el siguiente diagrama conmutativo

B1
v1 //

v
��

B

B2

v2

??

También f−1[B1] está definida por lo que se tiene el producto fibrado
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f−1[B1]
γ1
//

i f−1[B1]
��

B1

v1
��

A
f

// B

Y al estar f−1[B2], se tiene que el siguiente diagrama conmutativo es un producto fibrado

f−1[B2]
γ
//

i f−1[B2]
��

B′

v2
��

A
f

// B

Al tener v2vγ1 = v1γ1 = f i f−1[B1]
y al ser el último diagrama un producto fibrado se obtiene la

existencia de un único morfismo γ : f−1[B1]→ f−1[B2] tal que el siguiente diagrama conmuta

f−1[B1]

i f−1[B1]

!!

vγ1

&&

γ

%%

f−1[B2]

i f−1[B2]
��

γ
// B′

v2
��

A
f

// B

Como i f−1[B2]
γ = i f−1[B1]

con i f−1[B1]
un monomorfismo. Por lo tanto γ es un monomorfismo.

Ası́, f−1[B1]⊂ f−1[B2].
Los demás incisos se prueban de manera similar.

Proposición 1.8.6. Sea f : A→ B un morfismo en C , donde C es una categorı́a con imágenes e
imágenes inversas. Si {µi : Ai→ A}i∈I es una familia de subobjetos de A, donde ∪Ai está definida,
entonces ∪ f (Ai) está definida y además se tiene que ∪ f (Ai) = f (∪Ai).

Demostración. Sea µ :∪Ai→ A la unión de la familia {Mi}i∈I . Sean µ ′i : Ai→ A los únicos morfis-
mos tales que µµi′ = µi para todo i ∈ I. Como f (Ai) := Im( f µi) y f (∪Ai) := Im(µ f ) (ver 1.7.9).
Sean θi : f (Ai)→ B y λ : f (∪Ai)→ B las imágenes de f µi y µ f respectivamente. Luego, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo
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f (∪Ai)
λ

""
∪Ai

µ
//

λ̄

;;

A
f

// B

Ai

µ ′i

OO

µi

;;

θ ′i

// f (Ai)
θ ′i

<<

Por la conmutatividad del diagrama se tiene que f µi = λλ̄ µ ′i . Por ser f (Ai) = Im( f µi) imagen,
se tiene que existen únicos morfismos {λi : f (Ai)→ f (∪Ai))}i∈I tal que θi = λλi para toda i ∈ I,
es decir θi ≤ λ para toda i ∈ I. Obteniendo la conmutatividad del siguiente diagrama

f (∪Ai)
λ

""
Ai

θ
′
i ##

λ̄ µ
′
i
<<

B

f (Ai)
θi

<<λi

OO

Se quiere ver que λ : f (∪Ai)→ B es la unión de la familia de morfismos {θi : f (Ai)→ B}i∈I .
Supóngase que los θ ′i s son llevados al subobjeto h : C

′ →C mediante el morfismo g . Obteniendo
ası́ el siguiente diagrama conmutativo para toda i ∈ I

f (Ai)
gi //

θi
��

C′

h
��

B g
//C

Como la imagen inversa del subobjeto C
′

bajo g está dada por un producto fibrado , se obtiene
el siguiente diagrama conmutativo para toda i ∈ I

f (Ai)

θi

  

gi

&&

γi $$

g−1[C′]

α2
��

α1
//C′

h
��

B g
//C
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Pues gθi = hgi por conmutatividad del diagrama anterior y por definición de imagen inversa de
h. Además, como f µi = θiθ

′
i = α2γiθ

′
i y por hipótesis se tiene que ∪Ai está definida, por lo tanto

por la propiedad universal de la unión se tiene el siguiente diagrama conmutativo

∪(Ai)

µ

��

f̄

##

Ai

µ ′i
aa

µi
��

γiθ
′
i

// B′

α2
��

A
f
// B

Entonces α2 f̄ = f µ = λλ̄ pero como f (∪Ai) = Im( f µ) entonces existe un único morfismo
η : f (∩Ai)→ g−1(C

′
) que hace conmutar el siguiente diagrama

f (∪Ai)
λ

""
η

��

∪Ai

λ̄

;;

f̄ ##

B

g−1[C
′
]

α2

<<

por suponer que los morfismos θ ′i s son llevados al subobjeto h : C′ → C en C mediante el
morfismo g. Como gλ = gα2η = hα1η , se obtiene que el siguiente diagrama conmuta

f (∪Ai)

λ

  

α1η

%%
f (Ai)

θi
��

gi //

λi

dd

C′

h
��

B g
//C

Por lo tanto, λ : f (∪Ai)→ B es la unión de la familia {θi : f (Ai)→ B}de subobjetos de B.
Probándose que ∪ f (Ai) está definida y ∪ f (Ai) = f (∪Ai).

De manera analoga, se prueba la siguiente proposición.
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Proposición 1.8.7. Sea f : A→ B un morfismo en C , donde C es una categorı́a imágenes inversas.
Si {µi : Bi→ B}i∈I es una familia de subobjetos de B, donde ∩Bi está definida, entonces ∩ f−1[Bi]
existe y además se tiene que ∩ f−1[Bi] = f−1[∩Bi].

1.9. Objetos cero

Definición 1.9.1. Un objeto 0 ∈ C es llamado objeto inicial si |HomC (0,C)| = 1 para cada C ∈
Ob j(C ).

De manera dual a la definición anterior, tenemos que

Definición 1.9.2. Un objeto 0 ∈ Ob j(C ) es llamado objeto terminal si |HomC (C,0)| = 1 para
cada C ∈ Ob j(C ).

Definición 1.9.3. Si 0 ∈ Ob j(C ) es un objeto inicial y terminal, se dice que 0 es un objeto cero
para la categorı́a C .

Definición 1.9.4. Diremos que f ∈ HomC (A,B) es el morfismo cero si se factoriza a través del
objeto cero. Es decir existen morfismos f ′ : A′→ 0 y f ′′ : 0′→ B tal que f = f ′′ f .

Observación 1.9.5. Si 0 y 0
′

son dos objetos iniciales (terminales respectivamente) en una cate-
gorı́a C con objeto iniciales (terminales respectivamente) entonces 0∼= 0

′
.

Demostración. Si 0 y 0′ son objetos iniciales en la categorı́a C entonces |HomC (0,0′)| = 1 y
|HomC (0′,0)|= 1. Digamos que α ∈HomC (0,0′) y α ′ ∈HomC (0′,0) entonces αα ′= 10′ y α ′α =
10. Por lo tanto 0∼= 0′. Analógamente si 0 y 0′ son objetos terminales en C .

Ejemplo 1.9.6. En la categorı́a Con, el conjunto /0 es un objeto inicial pues para cada conjunto
A existe una sola función f : /0→ A cuyo dominio es /0. Esto se sigue de que una función de /0 a A
es un subconjunto del producto cartesiano /0×A pero /0×A = /0. Por lo tanto f = /0 : /0→ A para
cualquier conjunto A y entonces /0 es un objeto inicial. Sin embargo, /0 no es un objeto terminal pues
no se puede dar una función f : A→ /0 para cualquier conjunto no vacı́o A. Pues por definición a
cada elemento a ∈ A le corresponderı́a un único elemento en el vacı́o lo cual no es posible.

Ejemplo 1.9.7. En la categorı́a Con sea S = {x} un conjunto con un sólo elemento. Se tiene que
S es objeto terminal en Con, pues sea A un conjunto arbitrario y f : A→ S una función. Para todo
a ∈ A se debe tener que f (a) = x. Como esta es la única regla de correspondencia que se puede
dar para todo conjunto A entonces S = {x} es un objeto terminal en Con. Sin embargo, S = {x}
no es un objeto inicial en Con pues se puede dar más de una correspondencia del conjunto S en
cualquier conjunto A con más de dos elementos.

Ejemplo 1.9.8. En Grp, el grupo trivial (grupo con un sólo elemento, denotado {e}) es el objeto
inicial, terminal y por lo tanto el objeto cero en la categoria Grp.
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Demostración. (i) Sea f : {e} → G un homomorfismo de grupos, donde {e} es el grupo trivial
y G es un grupo arbitrario. Por las propiedades de los homomorfismos de grupos, se tiene
que la regla de correspondencia es f (e) = e′ con e′ el elemento neutro de G entonces se sigue
que {e} es objeto inicial en Grp.

(ii) Sea f : G→{e} un homomorfismo de grupos del grupo trivial a G grupo arbitrario. Entonces
la regla de correspondencia es f (g) = e para todo g ∈ G, se sigue que {e} es objeto terminal
en Grp.

De (i) y (ii) se sigue que {e} es objeto cero en Grp.

Observación 1.9.9. Se puede ver que una categorı́a C con objeto cero cada conjunto HomC (A,B)
tiene un único morfismo cero, denotado por 0AB o simplemente por 0.

1.10. Kerneles y Cokerneles

Definición 1.10.1. Sea C una categorı́a con objeto cero y f : A→ B un morfismo en C . Se dice que
un morfismo u : K→ A es un kernel de f si f u = 0 y para todo morfismo u′ : K′→ A en C tal que
f u′ = 0 existe un único morfismo γ : K′→ K en C tal que uγ = u′. Es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

K u // A
f
// B

K′.
u′

>>

γ

OO

Observación 1.10.2.

(a) Como un kernel de f está dado por una propiedad universal, se sigue que cualesquiera dos
kerneles de f son isomorfos. A una elección de kernel de f , la denotaremos con Ker( f ).

(b) Reformulando la definición de kernel, se tiene que u : K → A es el kernel de f si y sólo si el
siguiente cuadrado es un producto fibrado

K

u
��

α ′ // 0

α

��

A
f
// B.

(c) Como el kernel de f está dado por el producto fibrado de inciso anterior y α : 0→ B es un
monomorfismo, se sigue que K = α−1(0) y u : K→ A es un monomorfismo.
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Ejemplo 1.10.3. En la categorı́a Grp, sea f : G→ K un morfismo de grupos y

N = {x ∈ G| f (x) = 1K}

entonces la inclusión i : Ker( f ) ↪→ G es un kernel en el sentido categórico (definición 1.10.1).

Demostración. (i) Fácilmente se puede ver que f i = 0 al tener la factorización de f i mediante
el objeto cero de la categorı́a Grp, como se ve en el siguiente diagrama conmutativo

Ker( f )
f i

//

$$

K

{1K.}
. �

==

(ii) Sea u′ : K′→ G un monomorfismo tal que f u′ = 0; se quiere hacer ver que existe un único
morfismo γ : K′→Ker( f ) tal que iγ = u′. Primero, considerése la factorización del morfismo
u′ mediante su imagen

K′ u′ //

h "" ""

G

Im(u′)
- 
 i′

<<

donde h es un epimorfismo e i′ es la inclusión de Im(u′) en G. Luego, como

Im(u′) = {y ∈ G | u′(x) = y para algún x ∈ K′},

y al tener que f u′(x) = 1K para todo x ∈ K′, se tiene que f (u′(x)) = 1K . Por lo tanto u′(x) ∈
Ker( f ), próbandose que Im(u′)⊆ Ker( f ).

Luego, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo con g : Im(u′) ↪−→ K la inclusión

Im(u′)� r
i

$$

� _

g
��

K′ // //

u′
��

hoooo {1K}� _

��

Ker( f ) �
�

i
//

$$ $$

G
f

// K

{1K}
- 


;;

Entonces tomándose γ := gh, se tiene para x ∈ K′ arbitrario las siguientes igualdades

iγ(x) = i(gh(x))
= i′(h(x))
= u′(x).
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Probándose que iγ = u′. Como i es un monomorfismo, se sigue la unicidad de γ respecto a la
factorización de u′.

Definición 1.10.4. Se dice que una categorı́a tiene kerneles si C tiene objeto cero y todos los
morfismos en C tienen un kernel en la categorı́a C .

Ejemplo 1.10.5. La categorı́a Grp tiene kerneles por el ejemplo 1.10.3. La categorı́a Ab también
tiene kerneles.

Lema 1.10.6. Sea C es una categorı́a con objeto cero. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si C es una categorı́a con igualadores entonces C tiene kerneles.

(b) Si f : A→ B es un monomorfismo en C y el morfismo f tiene kernel entonces Ker( f ) = 0.

(c) Sean f : A→ B y g : B→C morfismos en C . Si existen Ker( f ) y Ker(g f ) entonces Ker( f )⊂
Ker(g f ). Además, si g es monomorfismo entonces Ker( f ) = Ker(g f ).

Demostración. (a) Sea f : A→B un morfismo en C y 0AB : A→B el morfismo cero en HomC (A,B).
Como C tiene igualadores, existe un morfismo u : K → A en C tal que f u = 0ABu = 0KB.
Ahora, considérese un morfismo u′ : K′ → A tal que f u′ = 0ABu′ = 0KB. Entonces se tiene
por la propiedad universal del igualador de los morfismos f y 0AB la existencia de un único
morfismo γ : K′→ K tal que uγ = u′.

K u // A
f
//

0AB

// B

K′
γ

OO

u′

??

Por lo tanto u es kernel de f . Al ser el morfismo f en C arbitrario C tiene kerneles.

(b) Sea f : A→ B un morfismo en C , entonces al tener el morfismo f kernel en C existe un
morfismo u : K→ A en C tal que f u = 0. Luego, al ser f un monomorfismo se obtiene que
u = 0. Probándose que Ker( f ) = 0.

(c) Supóngase que u : K → A es el kernel de g f y que u′ : K′→ A es el kernel de f , entonces
se tiene que (g f )u′ = g( f u′) = g0 = 0. Luego, por la propiedad universal del kernel de g f
existe un único morfismo γ : K′→ K tal que uγ = u′. Al ser u′ monomorfismo se tiene que
γ es monomorfismo, lo cual implica que K′ ⊂ K. Ası́, Ker( f ) ⊂ Ker(g f ). Ahora, si g es
un monomorfismo, como g f u = entonces f u = 0. Por lo tanto, existe un único morfismo
γ ′ : K→ K′ tal que u = u′γ ′. Se tiene por un lado que u′ = uγ = (u′γ ′)γ = u′(γ ′γ) y por otro
lado se tiene que u = u′γ ′ = (uγ)γ ′ = u(γγ ′). Ası́,

(i) u(γγ ′) = u(1K) implica que γγ ′ = 1K y;
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(ii) u′(γ ′γ) = u(1K′) implica que γ ′γ = 1K′ .

Por lo tanto K ∼= K′, demostrando que Ker( f ) = Ker(g f ).

De manera dual a la definición de kernel, tenemos la siguiente definición

Definición 1.10.7. Sea C una categorı́a con objeto cero y sea f : A→ B un morfismo en C , se dice
que un morfismo w : B→C en C es un cokernel de f si w f = 0 y para todo morfismo w′ : B→C′

en C tal que w′ f = 0, existe un único morfismo γ : C→C′ tal que γw = w′.

Si todo morfismo en C tiene cokernel, se dice que la categorı́a C tiene cokerneles. Se puede
ver que el cokernel de un morfismo es único salvo isomorfismo y el objeto C en la definición de
cokernel será denotado como Coker( f ).

Proposición 1.10.8. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

K
γ
// P

β2
//

β1
��

A2

α2
��

K u
// A1 α1

// A

donde el cuadrado derecho es un producto fibrado, u es el kernel de α1 y γ es el morfismo inducido
en el producto fibrado por los morfismo u : K→ A1 y 0 : K→ A2, entonces γ es el kernel de β2.

Demostración. Como el diagrama en la proposición es conmutativo se tiene que β1γ = u y como
u es un monomorfismo pues u = Ker(α1) se tiene que γ también es un monomorfismo. Luego, al
tener que el segundo cuadrado del diagrama es un producto fibrado se tiene el siguiente diagrama
conmutativo

K

u

��

0

##

γ

  

P

β1
��

β2
// A2

α2
��

A1 α1
// A

Por lo tanto, se tiene que 0= β2γ . Ahora, sea v : X→ P un morfismo tal que β2v= 0 entonces se
tiene que α1β1v = α2β2v = α20 = 0. Ası́, por tener u = Ker(α1) se sigue de la propiedad universal
del kernel que existe un único morfismo w : X → K tal que uw = β1v.
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Ası́ pues, se quiere ver que v = γw. Consideremos el morfismo θ1 := uw : X → A1 ası́ como
el morfismo θ2 := 0 : X → A2, como β1v = uw = β1γw y β2v = 0 = β2γw entonces los siguientes
diagramas conmutan

X

θ1

��

θ2

##
γw

  

P

β1
��

β2

// A2

α2
��

A1 α1
// A

X

θ1

��

θ2

##

v

  

P

β1
��

β2

// A2

α2
��

A1 α1
// A.

Por la propiedad universal del coproducto fibrado, concluimos que γw = v.

Unicidad: Supóngase que existe otro morfismo w′ : X → K tal que γw′ = v = γw. Al ser γ un
monomorfismo se sigue que w′ = w. Probándose que γ = Ker(β2).

Proposición 1.10.9. Consideremos el siguiente diagrama en una categorı́a C con objeto cero

A′
α1 // A

β3
��

B′
β1

// B
β2

// B′′

donde β1 es el kernel del morfismo β2 : B→ B′′, entonces el diagrama puede ser extendido a
un producto fibrado si y sólo si α1 = Ker(β2β3).

Demostración. (⇐) Supóngase que α1 =Ker(β2β3) entonces β2β3α1 = 0. Pero como α1 =Ker(β2β3)
se tiene entonces que existe un único morfismo γ : A′ → B′ tal que β1γ = β3α1. Ahora,
considérense, θ1 : X → B

′
y θ2 : X → A morfismos en C tales que β1θ1 = β3θ2. Como

β2β3θ2 = β2β1θ1 = 0 y al tener que α1 = Ker(β2β3) se sigue por la propiedad universal del
kernel de β2β3 que existe un único morfismo η : X → A′ tal que α1η = θ2. Por otro lado, co-
mo β1 = Ker(β2) se tiene que β1 es un monomorfismo. Como β1γη = β3α1η = β3θ2 = β1θ1
se sigue que γη = θ1. Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

X

θ1

��

θ2

""

η

��

A′

γ

��

α1 // A

β3
��

B′
β1

// B
β2

// B′′.
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Probándose que el diagrama de la proposición se puede extender a un producto fibrado.

(⇒) Supóngase que existe un morfismo γ : A′ → B′ en C tal que completa un cuadrado con-
mutativo β3α1 = β1γ , el cual es un producto fibrado. Veamos que α1 = Ker(β2β3). Al ser
β1 = Ker(β2) se tiene que β2β1 = 0. Por lo tanto, β2β3α1 = β2β1γ = 0.

Ahora, considérese un morfismo δ : X → A en C tal que β2β3δ = 0. De esta manera al tener
que β1 = Ker(β2) se tiene por la propiedad universal del kernel que existe un único morfismo
η : X → B′ tal que β1η = β3δ . Por lo que se sigue de la propiedad universal del coproducto
fibrado la existencia de un único morfismo θ : X → A tal que γθ = η y α1θ = δ . Es decir, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo

X

η

��

δ

""

θ

��

A′

γ

��

α1 // A

β3
��

B′
β1

// B
β2

// B′′.

Probándose que α1 = Ker(β2β3).

Proposición 1.10.10. Sean u : K→ A el kernel de un morfismo f : A→ B y p : A→C el cokernel
de u, entonces u = Ker(p).

Demostración. Sean u = Ker( f ) y p = Coker(u), entonces pu = 0. Considérese un morfismo v :
X → A en C tal que pv = 0. Como f u = 0 y Coker(u) = p, existe un único morfismo γ : C→ B tal
que f = γ p. Por lo que f v = γ pv = 0 y como u = Ker( f ), se tiene por la propiedad universal del
kernel la existencia de un único morfismo γ ′ : X→ K tal que uγ ′ = v. Es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

K u // A
f
//

p
��

B

X
v

>>

γ ′

OO

C.
γ

??

Por lo tanto, u = Ker(p).
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1.11. Categorı́as normales y conormales

Definición 1.11.1. Se dice que una categorı́a C con objeto cero es normal si todo monomorfismo
en dicha categorı́a es el kernel de algún morfismo en C .

De manera dual, se tiene la siguiente definición.

Definición 1.11.2. Se dice que una categorı́a C con objeto cero es conormal si todo epimorfismo
en dicha categorı́a es el cokernel de algún morfismo en C .

Proposición 1.11.3. Sea C una categorı́a con kerneles y normal entonces C tiene imágenes inver-
sas e intersecciones finitas.

Demostración. Sea f : A→ B un morfismo en C y u : B′→ B un subobjeto de B. Como la categorı́a
C es normal, u es el kernel de algún morfismo α1 : B→ B′′ y como C tiene kerneles, consideremos
u = Ker(α1 f ) con u′ : A′ → A. Por proposición 1.10.9 existe un morfismo γ : A′ → B′ tal que el
cuadrado del siguiente diagrama conmutativo es un producto fibrado

A′ u′ //

γ

��

A

f
��

B′ u
// B

α1
// B′′.

Por definición de imagen inversa se tiene que f−1[B′] = A′ demostrando que C tiene imágenes
inversas. Para dos subobjetos de B u′ : B′→ B y u′ : B′′→ B de B, se tiene que B′∩B′′ = (u′)−1(B′′)
probándose que C tiene intersecciones finitas.

Lema 1.11.4. Sea C una categorı́a con kerneles y cokerneles. Las siguientes condiciones se satis-
facen.

(a) Si C es normal y u : A→ B es un monomorfismo entonces Ker(Coker(u)) = u.

(b) Si C es conormal y p : A→ B es un epimorfismo entonces Coker(Ker(p)) = p.

Demostración. (a) Como C es normal y u es un monomorfismo entonces u es el kernel de algún
morfismo, sea u = Ker( f ) con f : B→ C. Como C tiene cokerneles, sea p = Coker(u) entonces
por 1.10.10 se tiene que Ker(Coker(u)) = Ker(p) = u. Probándose que Ker(Coker(u)) = u.
(b) Se demuestra de manera análoga el inciso (a).

Lema 1.11.5. Si C es una categorı́a normal entonces C es una categorı́a balanceada.
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Demostración. Sea C una categorı́a normal y f : A→ B un monomorfismo en C que también es
un epimorfismo. Por el inciso (a) del lema anterior se tiene que f := Ker(Coker( f )). Como f es
un epimorfismo, se tiene entonces por el inciso (b) del dual del lema 1.10.6 que Coker( f ) = 0. Es
decir α =Coker( f ) := B→ 0.

(i) Veamos que f es un epi-escindido. En efecto, al considerarse el morfismo α : B→ 0 se tiene
que α1B = 0. Por lema anterior se tiene que Ker(Coker( f )) =Ker(B α−→ 0) = f . Entonces por
propiedad universal del kernel de α , existe un único morfismo γ : B→ A tal que el siguiente
diagrama conmuta

A
f
// B α// 0 =Coker( f )

B
1B

@@

γ

OO

Por lo tanto, f γ = 1B.

(ii) Veamos que f es un mono-escindido. En efecto, se tiene la siguiente igualdad

f (γ f ) = ( f γ) f = 1B f = f = f 1A.

Ası́, al ser f un monomorfismo se sigue que γ f = 1A. Por lo tanto, f es mono-escindido.

Ası́, de (i) y (ii) se tiene que f es un isomorfismo. Probándose que la categorı́a C es balanceada.

Lema 1.11.6. Sea C una categorı́a con objeto cero, imágenes y f : A→ B un morfismo en C .
Supóngase que f tiene cokernel (p : B→Coker( f )) y que p =Coker( f ) tiene kernel (v : Ker(p)→
B). Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones.

(1) Existe un único morfismo q : A→ Ker(p) tal que f = vq.

(2) Si C tiene cokerneles y es normal entonces Im( f ) = Ker(Coker( f )). Además, si C también
tiene igualadores entonces q =Coim( f ).

Demostración. (1) Puesto que p =Coker( f ) se tiene que p f = 0. Como v = Ker(p) , por la pro-
piedad universal existe un único morfismo q : A→ Ker(p) tal que f = vq. Es decir, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

A
f

//

q
��

B
p
//Coker( f )

Ker(p).
v

<<
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(2) Veamos que v : Ker(p)→ B es la imagen del morfismo f . Por el inciso (1) basta probar
la segunda propiedad de imagen. Sea γ : B′ → B un subobjeto de B tal que f = γβ para
algún morfismo β : A→ B′. Como C tiene cokerneles. Sea δ : B→Coker(γ) el cokernel del
morfismo γ : B′→ B. Al ser γ un monomorfismo se tiene que Ker(Coker(γ)) = γ , es decir,
Ker(δ ) = γ . Por otro lado, tenemos que δ f = δγβ = 0β = 0, entonces por la propiedad
universal del cokernel de f existe un único morfismo η : Coker( f )→ Coker(γ) que es tal
que δ = η p. Veamos que existe m : Ker(p)→ B′ tal que el siguiente diagrama conmuta

B′
γ

""
A q

//

β

<<

Ker(p)

m

OO

v
// B

p
//

δ ##

Coker( f )

η

��

Coker(γ)

En efecto, tenemos que 0 = p f = f vq. Pero q es un epimorfismo y entonces pv = 0. Por lo
tanto, δv = η pv = 0. Luego, por la propiedad universal del kernel de δ se tiene la existencia
de un único morfismo m : Ker(p)→ B′ tal que v = γm. Por lo tanto, v = Im( f ). Por construc-
ción, se tiene que Ker(Coker( f )) = v. Probándose que Ker(Coker( f )) = Im( f ).

En caso de que C tenga igualadores, por proposición 1.7.7 al tener que f = vq con v = Im( f )
se sigue que q es un epimorfismo. Luego, sea f = v′q′ otra factorización de f con q′ : A→ I un
epimorfismo. Entonces, como 0 = p f = pv′q′ y q′ es un monomorfismo se tiene que pv′ = 0.
De la propiedad universal del kernel de p que existe un único morfismo ψ : I′ → Ker(p)
tal que v′ = vψ . Como vq = f = v′q′ = vψq′ y v es un monomorfismo pues v = Im( f ),
concluimos que q = ψq′. Probándose que q =Coim( f ).

1.12. Categorı́as exactas

Definición 1.12.1. Se dice que una categorı́a C es una categorı́a exacta si C tiene kerneles y
cokerneles, es normal y conormal y además todo morfismo f : A→ B en C puede ser factorizado
como f = vq

A q
//

f
&&I v
// B

en donde q es un epimorfismo y v es un monomorfismo.
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Lema 1.12.2. Sea C una categorı́a exacta y f : A→ B un morfismo en C tal que f se factoriza
como f = vq con q un epimorfismo y v un monomorfismo. Considerando el siguiente diagrama
conmutativo

Ker(q) u // A
f

//

q
��

B
p
//Coker(v)

I
v

AA

donde u = Ker(q), p =Coker(v), se satisfacen las siguientes afirmaciones.

(a) C es una categorı́a balanceada que tiene imágenes.

(b) Ker( f ) = u , Coker( f ) = p y Im( f ) = v.

Demostración.

(a) Como C es una categorı́a exacta entonces C es una categorı́a normal. Por lo tanto, del lema
1.11.5 se tiene que C es una categorı́a balanceada. Luego, por inciso (2) del lema 1.11.6 se tiene
que Ker(Coker( f )) = Im( f ) demostrando que C tiene imágenes.

(b) Puesto que v es un monomorfismo se tiene por lema 1.10.6 que Ker( f ) =Ker(vq) =Ker(q) = u.
Dualmente, se tiene que Coker( f ) = p. Luego, por inciso (a) de este mismo lema se tiene que C es
balanceada y tiene imágenes, entonces f tiene imagen a saber Im( f ) = Ker(Coker( f )). Como f =
vq con v un monomorfismo y q un epimorfismo, por lema 1.11.6 concluimos que v = Im( f ).

Observación 1.12.3.

(a) Una categorı́a C que es normal, conormal, con kerneles, cokerneles e igualadores es una cate-
gorı́a exacta.

(b) Una categorı́a C es exacta si y sólo si C op es exacta.

(c) Si C es exacta entonces C tiene coimágenes.

(d) En el lema anterior se tiene que Coim( f ) =Coker(Ker( f )) = q.

Definición 1.12.4. Sea C una categorı́a exacta, decimos que una sucesión de morfismos en C

... // Ai−1
αi−1

// Ai
αi // Ai+1

αi+1
// ...

es una sucesión exacta si Im(αi−1) = Ker(αi) para todo i.
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Proposición 1.12.5. En una categorı́a exacta C se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(a) A α→ B
β→C es una sucesión exacta en C si y sólo si A α∗← B

β ∗←C es una sucesión exacta en
C op.

(b) 0→A α→ B es una sucesión exacta en C si y sólo si α es un monomorfismo.

(c) A α→ B→0 es una sucesión exacta en C si y sólo si α es un epimorfismo.

(d) 0→A α→ B→0 es una sucesión exacta en C si y sólo si α es un isomorfismo.

Demostración.

(a) (⇒) Como C es una categorı́a exacta entonces se tienen las siguientes factorizaciones de los
morfismos α y β

A α //

q
��

B

r
��

β
//C

I
v

@@

J
w

@@

con q,r epimorfismos y v,w monomorfismos. Luego, por lema 1.12.2 se tiene que Im(α) = v,
Im(β ) = w y Coim(β ) = r. Pero por hipótesis de ser sucesión exacta en C se tiene que
Im(α) = v = Ker(β ). Por lo tanto v = Ker(r). Se quiere demostrar que r = Coker(α),
para demostrar esto vemos que al ser r un epimorfismo y por el lema 1.11.4 se tiene que
Coker(Ker(r))= r =Coker(v). Por lo tanto, Coker(α)=Coker(vq)=Coker(v)=Coker(Ker(r))=
r =Coim(β ), pero por el principio de dualidad se tiene que

(i) Coker(α) se convierte en Ker(α∗) en C op.

(ii) Coim(β ) se convierte en Im(β )∗ en C op.

Por lo tanto, Ker(α∗) = r∗ = Im(β ∗). Probándose que A α∗← B
β ∗←C es una sucesión exacta en

C op.

(⇐) Se sigue del inciso (b) de la observación 1.12.3 y de la implicación que se acaba de demostrar.

(b) (⇒) Supóngase que 0→A α→ B es una sucesión exacta en C por lo que Ker(α) = 0 = Im(0→
A) y se quiere ver que α es un monomorfismo. Para esto consideremos la factorización de α

a través de su imagen, esto es,

0 // A α //

q
""

B

Im( f )
v

<<

con α = vq. Luego, q = Coker(Ker(α)) = Coker(0→ A) pues Ker(α) = (0→ A). Pero se
puede probar fácilmente que Coker(0→ A) = 1A. Por lo tanto α = vq = v y entonces α es
monomorfismo pues v lo es.
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(⇐) Por un lado, como α es un monomorfismo por el inciso (b) del lema 1.10.6 se tiene que
Ker(α) = 0. Por otro lado Im(0→ A) = 0 probándose que 0→A α→ B es una sucesión exacta
en C .

(c) Se sigue de los incisos (a) y (b).

(d) Se sigue de (b) y (c) al ser C una categorı́a exacta.

Definición 1.12.6. Una sucesión exacta corta en una categorı́a exacta C es una sucesión exacta

0 // A α // B
β
//C // 0

en donde el objeto C ∈ C será denotado usualmente como B/A.

Lema 1.12.7. Una sucesión de morfismos

0 // A α // B
β
//C // 0

es una sucesión exacta corta si y sólo si β es epimorfismo y α = Ker(β ).

Demostración. (⇐) Como α =Ker(β ), tenemos que α es un monomorfismo. Luego, basta verifi-
car que Im(α) =Ker(β ). Por hipótesis α =Ker(β ) y como α es un monomorfismo entonces
Im(α) = α por lo tanto Im(α) = Ker(β ). Demostrando que la sucesión es exacta.

(⇒) Basta verificar que α = Ker(β ). Como la sucesión es exacta corta por hipótesis entonces
0→A α→ B es una sucesión exacta. Por lo tanto α es un monomorfismo, entonces Im(α) = α .
Probándose que α = Im(α) = Ker(α).

De manera análoga, se tiene la siguiente caracterización de una sucesión exacta corta.

Lema 1.12.8. Una sucesión de morfismos

0 // A α // B
β
//C // 0

es una sucesión exacta corta si y sólo si α es monomorfismo y β =Coker(α).

Demostración.

(⇒) Por los incisos (a) y (c) del lema 1.12.5 se tiene que β es un epimorfismo por lo que β =
Coker(Ker(β )) por lema 1.11.4 (b). Por lema 1.12.7, tenemos que Ker(β ) = α . Demostrando que
β =Coker(α).
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(⇐) Por lema 1.12.7, basta ver que α =Ker(β ). Como α es un monomorfismo entonces Ker(Coker(α))=
α por lema 1.11.4 (a). Pero β =Coker(α), por lo tanto α = Ker(β ).También β es un epimorfismo
pues β =Coker(α). Luego por lema 1.12.7, se tiene que la sucesión es exacta.

Lema 1.12.9. Sea C una categorı́a y consideremos el siguiente diagrama conmutativo

K
µ
//

α
��

A
f
//

β
��

B
γ

��

K′
µ ′
// A′

f ′
// B′

donde α,β y γ son isomorfismos y el primer renglón es sucesión exacta. Entonces el segundo
renglón es una sucesión exacta.

Demostración. Se deja como ejercicio al lector.

Lema 1.12.10. En el siguiente diagrama

0 // A α // B
β
//

γ

��

B/A // 0

0 // A′
α ′
// B′

β ′
// B′/A

′
// 0

donde la primera y segunda fila son sucesiones exactas cortas, existe un único morfismo γ ′ : A→ A′

tal que γα = α ′γ ′ si y sólo si existe un único morfismo γ ′′ : B/A→ B′/A′ tal que γ ′′β = β ′γ .

Demostración. (⇒) Supóngase que existe γ ′ : A→A′ tal que γα =α ′γ ′ entonces β ′γα = β ′α ′γ ′=
0 pues α ′ = Ker(β ′). Como β =Coker(α) por propiedad universal del cokernel de α existe
un único morfismo γ ′′ : B/A→ B′/A′ tal que γ ′′β = β ′γ .

(⇐) La demostración es análoga a la implicación anterior.

Observación 1.12.11. En el lema anterior con con B = B′.

0 // A α //

γ ′
��

B
β
//

1B

B/A //

γ ′′

��

0

0 // A
′

α ′
// B′

β ′
// B′/A′ // 0

Se tiene que α ≤ α ′ si y sólo si β ′ ≤ β .
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Proposición 1.12.12. En una categorı́a exacta C sea

{0 // Ai
αi // A

βi
// A/Ai // 0}i∈I

una familia de sucesiones exactas. Son equivalentes

(a) Existe una sucesión exacta en C

0 // A′ u // A λ // A/A′ // 0

que satisface los siguientes incisos:

(i) para λ existe una familia de morfismos {β ′i : A/Ai→ A/A′}i∈I tales que λ = β ′i βi para todo
i ∈ I. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i ∈ I.

A/A′ Aλoo

βi}}

A/Ai.

β ′i

OO

(ii) si θ : A→ X es un morfismo tal que el siguiente diagrama es conmutativo para toda i ∈ I

X Aθoo

βi}}

A/Ai

λi

OO

entonces existe un único morfismo δ : A/A′→ X tal que θ = δλ

A/A′

δ

""

A
θ

//

λ

OO

X .

(b) u : A′→ A es la unión de la familia {αi : Ai→ A}i∈I de subobjetos de A.

Demostración.

(a)⇒ (b) Primero veamos que αi ≤ u para todo i ∈ I. Por inciso (i) existen morfismos β ′i : A/Ai→
A/A′ tales que λ = β ′i βi para toda i ∈ I entonces por lema 1.12.10 se tiene la existencia de una
familia de morfismos {α ′i : Ai → A}i∈I tal que αi = uα ′i para todo i ∈ I. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta para toda i ∈ I.
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0 // A′ u // A λ //

1A

A/A′ // 0

0 // Ai

α ′i

OO

αi
// A

βi

// A/Ai //

β ′i

OO

0.

Probándose que αi ≤ u. Ahora veamos la propiedad de ser llevado. Sea µ : B′→ B un subob-
jeto de B tal que cada αi es llevado por µ mediante f . Es decir, tenemos el siguiente cuadrado
conmutativo para toda i ∈ I

Ai //
� _

fi
��

A� _
f
��

B′
µ
// B.

Por lema 1.10.9, existe λi : A/Ai→ B/B′ para toda i ∈ I tal que el siguiente diagrama conmuta

0 // Ai

fi
��

αi // A
βi
//

f
��

A/Ai //

λi
��

0

0 // B′
αi
// B

µ
// B/B′ // 0.

Considerando θ = g f con g : B→ B/B′ y f : A→ B, se tiene por inciso (b) la existencia de un
único morfismo δ : A/A′→ A/B′ tal que θ = δγ . Por lema 1.10.9 , existe f ′ : A′→ B′ tal que el
siguiente diagrama conmuta

0 // A′ u //

��

A λ //

f
��

A/A′ //

δ

��

0

0 // B′
µ
// B g

// B/B′ // 0.

(*)

Por lo tanto u es llevado mediante f all subobjeto µ : B′→ B de B. Por lo tanto u : A′→ A es la
unión de la familia de morfismos {αi : Ai→ A}i∈I .

(⇐) Supóngase que u : A′ → A es la unión de la familia {αi : Ai → A}i∈I de subobjetos de A.
Entonces como αi = uα ′i puesto que αi ≤ u y por lema 1.10.9 se tiene que el siguiente diagrama es
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conmutativo para toda i ∈ I

0 // Ai
αi //

α ′i
��

A
βi
//

1A

A/Ai //

β
′
i
��

0

0 // A′ u
// A

λ

// A/A′ // 0.

Por lo tanto se satisface (i). Ahora sea θ : A→X morfismo tal que pada cada i existe λi : A/Ai→
X tal que el siguiente diagrama conmuta

X Aθoo

βi}}

A/Ai

λi

OO

Sea θ ′ : K→ A el kernel de θ . Como θαi = λiβiαi = λi0 = 0para toda i ∈ I, por la propiedad
universal del kernel de θ existe un único morfismo γi : A→ K tal que αi = θ ′γi para toda i ∈ I,
obteniendo el siguiente diagrama conmutativo

0 // Ai
αi //

γi

��

A
βi
//

1A

A/Ai //

λi
��

0

0 // K
θ ′
// A

θ

// B/B′ // 0.

Es decir, los morfismos α ′i s son llevados al subobjeto θ ′ : K→ A mediante 1A : A→ A y como
u : A′ → A es la unión de los α ′i s se tiene entonces que existe γ ′ : A′ → K tal que el siguiente
diagrama conmuta

A′

γ ′

��

u // A

1A
��

K
θ ′
// A.

Como θu = θθ ′γ ′ = 0γ = 0 y λ = Coker(u), existe; delta : A/A′ → X tal que el siguiente
diagrama conmuta

0 // A′ u //

γ ′

��

A λ //

1A

A/A′ //

δ

��

0

0 // K
θ ′
// A

θ

// B/B′ .
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Satisfaciéndose (ii). Por lo tanto la sucesión exacta corta

0 // A′ u // A λ // A/A′ // 0

satisface (i) y (ii).

Proposición 1.12.13. En una categorı́a exacta C , considerese la familia de sucesiones exactas

{0 // Ai
αi // A

βi
// A/Ai // 0}i=1,2

entonces existe una sucesión exacta corta

0 // A
′ u // A λ // A/A

′
// 0

tal que dicha sucesión satisface el inciso (i) y (ii) de la proposición anterior.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama con β ′2 = Coker(β2α1) (pues C tiene coker-
neles)

A1
α1 // A

β1
//

β2
��

A/A1 // 0

A/A2
β ′2

// X

Por dual de la proposición 1.10.9 que el diagrama anterior se puede extender al siguiente co-
producto fibrado

A
β1
//

β2
��

A/A1

β
′
1
��

A/A2
β
′
2

// X .

(1)

Como β1 y β2 son epimorfismos entonces β ′1 y β ′2 también son epimorfismos, por lo tanto β ′2β2
y β ′1β1 son epimorfismos. Entonces por conmutatividad del diagrama (1) se tiene que β ′2β2 = β ′1β1,
tomemos λ := β ′3β2 = β ′1β1. Luego, se forma una sucesión exacta con λ y Ker(λ ) = u

0 // Ker(λ ) u // A λ // X // 0.
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Sea A′ = Ker(λ ), por lo que se tiene la siguiente sucesión exacta

0 // A′ u // A λ // A/A′ // 0.

Por el diagrama (1) , se tiene que λ saisface la propiedad (i) de 1.12.12. Se θ : A→C tal que
existen morfismos {λi : A/Ai→C}i=1,2 tal que λβ2 = θ = λ1β1. Luego entonces existe un único
δ : A/A′→C tal que el siguiente diagrama conmuta

A
β1
//

β2
��

A/A1

β ′1
��

λ1

��

A/A2

λ2 ,,

β ′2

// A/A′

δ
!!

C

Por lo tanto, θ = λ1β1 = δβ ′1β1 = δλ . Probándose que se satisfacen (i) y (ii) de 1.12.12.

Corolario 1.12.14. Si C es una categorı́a exacta entonces C tiene uniones finitas.

Demostración. Como C es una categorı́a exacta entonces C es una categorı́a conormal que tiene
cokerneles. Luego, por la proposición anterior se satisfacen los incisos (i) y (ii) de la proposición
1.12.12. Por lo tanto C tiene uniones finitas.

1.13. Teoremas de isomorfismo y lema del 9

Proposición 1.13.1. En una categorı́a exacta C consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0

��

0

��

0

��

A′

δ1
��

A

η1
��

A′′

θ1
��

0 // B′
β1
//

δ2
��

B
β2
//

η2
��

B′′ //

θ2
��

0

0 //C′
γ1
//

��

C
γ2
//

��

C′′ //

��

0

0 0 0
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con todas las columnas y filas exactas, entonces existen morfismos α1 : A′→ A y α2 : A→ A′′

tales que β1δ1 = η1α1 y β2η1 = θ1α2. Además la sucesión

0 // A′
α1 // A

α2 // A′′ // 0

es una sucesión exacta corta.

Demostración. Por el lema 1.12.10 al tener que el morfismo γ1 es tal que γ1δ2 = η2β1 se tiene
la existencia del morfismo α1 : A′ → A tal que β1δ1 = η1α1. De la misma manera al tener que
el morfismo γ2 es tal que γ2η2 = θ2β2 se tiene la existencia de un morfismo α2 : A→ A′′ tal que
β2η1 = θ1α2.
Al ser β1δ1 un monomorfismo y β1δ1 = η1α1 entonces α1 es monomorfismo, luego por conmuta-
tividad del cuadrado superior izquierdo β2η1α1 = β2β1δ1 = 0δ1 = 0. Primero demostraremos que
la sucesión

0 // A′
α1 // A

β2η1
// B′′

θ2 //C′′ // 0 (*)

es una sucesión exacta, para esto se tiene que ver antes que

0 // A′
α1 // A

β2η1
// B′′

es una sucesión exacta. Como α1 es un monomorfismo por construcción sólo bastarı́a ver que
α1 = Ker(β2η1). Ya se vio que β2η1α1 = 0, ahora supóngase que existe un morfismo u : X → A tal
que β2η1u = 0

A′
α1 // A

β2η1
// B′′

X
u

??

Pero como β1 = Ker(β2), existe un único morfismo u′ : X → B′ tal que el siguiente diagrama
conmuta

B′
β1
// B

β2
// B′′

X

u′

OO

η1u

??

Luego, como γ1δ2 = η2β1 se tiene que (γ1δ2)u′ = η2β1u′ = η2(β1u′) = η2η1u = 0u = 0; ası́
al ser γ1 un monomorfismo se obtiene que δ2u′ = 0. Puesto que δ1 = Ker(δ2) entonces existe un
único morfismo u′′ : X → A tal que el siguiente diagrama conmuta
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A′
δ1 // B′

δ2 //C′

X .
u′

>>

u′′

OO

Obteniendo ası́ las siguientes igualdades, η1α1u′′ = β1δ1u′′ = β1u′ = η1u, y al ser η1 un monomor-
fismo se tiene que α1u′′ = u. Como ya se tenı́a que (β2η1)α1 = 0 entonces α1 = Ker(β2η1). Por lo
tanto la sucesión

0 // A′
α1 // A

β2η1
// B′′

es una sucesión exacta. De manera dual se muestra que

A
β2η1
// B′′

θ2 //C′′ // 0

es una sucesión exacta demostrando que la sucesión (*) es una sucesión exacta. Considerando el
siguiente diagrama en C

A′′
θ1

  

A

α2

??

q
  

β2η1
// B′′

θ2 //C′′

I
u

==

donde u = Im(β2η1). Como θ1α2 = β2η1 entonces Ker(β2η1) = Ker(θ1α2). Luego, al ser
θ1 un monomorfismo y como la sucesión (*) es exacta entonces α1 = Im(α1) = Ker(β2η1) =
Ker(α2). Por lo tanto Im(α1) = Ker(α2). Veamos que α2 es un epimorfismo. En efecto, puesto que
Im(βη1) = Ker(θ2) y Ker(θ2) = θ1 entonces como θ1 = Im(β2η1) lo cual implica que existe un
único isomorfismo m : A′′→ I tal que um = θ1. Como u es un monomorfismo y uq = umα2 se tiene
que q = mα2. Ası́ al ser m un isomorfismo, se tiene que m−1q = m−1mα2 implica que m−1q = α2.
Por otro lado al ser qm−1 un epimorfismo entonces α2 es un epimorfismo, por lo que la sucesión

0 // A′
α1 // A

α2 // A′′ // 0

es una sucesión exacta.

A la proposición anterior se le conoce también como “el lema del 9”.



1.13. TEOREMAS DE ISOMORFISMO Y LEMA DEL 9 67

Corolario 1.13.2. Sea B ⊂ A2 ⊂ A1 subobjetos en una categorı́a exacta C entonces se tiene el
siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 // A2 //

��

A1 //

��

A1/A2 // 0

0 // A2/B // A1/B // A1/A2 // 0.

Demostración. Por el dual de la proposición anterior se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0

��

0

��

0

��

0 // B

��

B //

��

0 //

��

0

0 // A2 //

��

A1 //

��

A1/A2 //

��

0

0 // A2/B //

��

A1/B //

��

A1/A2 //

��

0

0 0 0

con filas y renglones exactos.

Proposición 1.13.3. Sea C una categorı́a exacta. Si el diagrama conmutativo siguiente es un pro-
ducto fibrado

B′
β1
//

β2
��

C
′

α1
��

B
α2
//C

y además α1 es un monomorfismo y α2 un epimorfismos, entonces el diagrama anterior puede
ser extendido a un diagrama conmutativo con filas y renglones exactos de la forma
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0

��

0

��

0

��

0 // A δ // B′
β1
//

β2
��

C′ //

α1
��

0

0 // A

��

θ // B
α2
//

γα2
��

C //

γ

��

0

0 // 0

��

//C′′

��

C′′ //

��

0

0 0 0 .

Demostración. Como C es una categorı́a exacta entonces el morfismo α1 tiene cokernel a saber el
morfismo γ : C→C′′. También el morfismo α2 tiene kernel a saber el morfismo θ : A→ B. Como
α1 es un monomorfismo entonces Im(α1) = α1 pero por construcción γ =Coker(α1). Ası́

Im(α1) = α1 = Ker(Coker(α1)) = Ker(γ)

por lo tanto Im(α1) = Ker(γ). Análogamente, Im(θ) = Ker(α2). Luego, por proposición 1.10.9, se
tiene que β2 = Ker(γα2) demostrando que la columna central del diagrama es exacta. Por el lema
del 9 se tiene que existen morfismos δ : A→ B′ y λ : B′→C′ tal que θ1A = β2δ y α1λ = α2β2 con

0 // A δ // B′ λ //C′ // 0

sucesión exacta. Ası́, por propiedad universal del kernel de γ se tiene que λ = β1. En efecto, como
β2 = Ker(γα2), entonces γα2β2 = 0. Pero α1 = Ker(γ) por propiedad universal del kernel de γ

existe un único morfismo β1 tal que α1β1 =α2β2 =α1λ . Pero α1λ =α2β2. Probándose que β1 = λ

pues α1 es un monomorfismo.

Corolario 1.13.4. Sea f : A→ B un morfismo en una categorı́a exacta C . Si µ : B′ → B es un
subobjeto de B. Entonces se tiene un epimorfismo

f−1[B′] // Im( f )∩B′

y una sucesión exacta

0 // f−1[B′] // A // Im( f )/Im( f )∩B′ // 0.

Demostración. Por definición de imagen inversa y por observación anterior se tiene que produc-
to fibrados e intersecciones finitas coinciden. Por tanto se puede construir el siguiente diagrama
conmutativo
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f−1[B′]
g
//

β1
��

B′

µ

��

Im( f )∩B′

µ2
��

α2oo

A
f

// B Im( f ).
γ2

oo

Ası́, como µ2 y γ2 son monomorfismos y al tener la factorización de f a través de su imagen
se tiene que existe q : A→ Im( f ) tal que γ2q = f entonces por lema 1.4.5 se tiene el siguiente
producto fibrado.

f−1[B′]
α1 //

β1
��

Im( f )∩B′

µ2
��

A q
// Im( f ).

Al ser q un epimorfismo, por proposición anterior se obtiene la sucesión exacta

0 // f−1[B′] // A // Im( f )/Im( f )∩B′ // 0.

Proposición 1.13.5. En una categorı́a exacta C , consideremos el diagrama

0

��

0

��

0

��

0 // A′
α1 //

δ1
��

(2)

A
α2 //

η1
��

(1)

A′′

θ1
��

// 0

0 // B′
β1
//

δ2
��

(3)

B
β2
//

η2
��

(4)

B′′ //

θ2
��

0

0 //C′
γ1
//

��

C
γ2
//

��

C′′ //

��

0

0 0 0

donde la fila y la columna central son exactas. Entonces el diagrama anterior es conmutati-
vo con filas y renglones exactos si y sólo si (2) y (4) son producto fibrado y coproducto fibrado
respectivamente, y (1) y (3) son las factorizaciones a través de su imágen de β2η1 y η2β1.

Demostración. (⇒) Si en el diagrama anterior se tiene la conmutatividad ası́ como la exactitud
de todas las filas y columnas entonces α2 es un epimorfismo y θ1 un monomorfismo. Al ser
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β2η1 = θ1α2 se tiene que θ1α2 es la factorización de β2η1 mediante su imagen. De la misma
manera, γ1δ1 es la factorización de η2β1 mediante su imagen. Para ver que (2) es un producto
fibrado, basta ver que α1 = Ker(β2η1). Pero β2η1 = θ1α2 entonces Ker(β2η1) = Ker(θ1α2)
y como θ1 es monomorfismo entonces Ker(θ1α2) = Ker(α2). Por lo tanto Ker(β2η1) = α1 y
por proposición 1.10.9, (2) se puede extender a un producto fibrado. Análogamente se prueba
que (4) se puede extender a un coproducto fibrado.

(⇐) Como (2) se puede extender a un producto fibrado, entonces α1 = Ker(β2η1) = Ker(θ1α2)
y al ser θ1 un monomorfismo, se tiene que α1 = Ker(θ1α2) = Ker(α2). Por lo tanto α1 =
Ker(α2). Veamos que α2 es un epimorfismo. En efecto, al tener que θ1α2 es la factorización
de β2η1 a través de su imagen se obtiene que α2 es un epimorfismo. Por lo tanto, la primera
fila y la columna son sucesiones exactas. De manera dual la fila y columna restantes son
también sucesiones exactas.

Corolario 1.13.6. En una categorı́a exacta C , si α1 : A1→ A y α2 : A2→ A son subobjetos de A,
entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo con columnas y filas exactas

0

��

0

��

0

��

0 // A1∩A2
η1 //

γ1
��

(1)

A2
η2 //

α2
��

A2/A1∩A2

δ1
��

// 0

0 // A1
α1 //

γ2
��

A
α ′1

//

α ′2
��

A/A1 //

δ2
��

0

0 // A1/A1∩A2
θ1

//

��

A/A2
θ2

//

��

A/A1∪A2 //

��

0

0 0 0 .

Demostración. Como la intersección finita coincide con producto fibrados entonces el cuadrado
(1) es un producto fibrado. Luego, por proposición 1.12.13 tenemos que el cuadrado

A
α
′
1 //

α ′2
��

A/A1

δ2
��

A/A2
θ2

// A/A1∪A2

es un coproducto fibrado. Ahora, sea α ′2α1 = θ1γ2 con γ2 un epimorfismo y θ1 un monomorfismo,
es decir, tenemos la factorización a través de su imagen de α ′2α1. Análogamente α ′1α2 se factoriza



1.13. TEOREMAS DE ISOMORFISMO Y LEMA DEL 9 71

mediante su imagen, entonces por el corolario anterior todo el diagrama es conmutativo con filas y
renglones exactos.

Corolario 1.13.7. Si α1 : A1→ A y α2 : A2→ A son subobjetos de A en una categorı́a exacta C .
Entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // A1∩A2 //

��

A2 //

��

A2/A1∩A2 // 0

0 // A1 // A1∪A2 // A1∪A2/A1 // 0.

Demostración. Remplazando A por A1 ∪A2 en el diagrama del corolario anterior obtenemos el
diagrama

0

��

0

��

0

��

0 // A1∩A2
η1 //

γ1
��

A2
η2 //

α2
��

A2/A1∩A2

δ1
��

// 0

0 // A1
α1 //

γ2
��

A1∪A2
α ′1 //

α ′2
��

A1∪A2/A1 //

δ2
��

0

0 // A1/A1∩A2
θ1

//

��

A/A2
θ2

//

��

0 //

��

0

0 0 0

con filas y renglones exactos , por lo tanto se tiene el diagrama

0 // A1∩A2 //

��

A2 //

��

A2/A1∩A2 // 0

0 // A1 // A1∪A2 // A1∪A2/A1 // 0

con renglones exactos.

Corolario 1.13.8. Consideremos el siguiente diagrama en una categorı́a exacta C con fila y co-
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lumna exacta,
0

��

A

η1
��

0 // B
′ β1

// B
β2
//

η2
��

B
′′

// 0

C

��

0.

Entonces:

(1) β2η1 es epimorfismo resp.(monomorfismo) si y sólo si η2β1 es epimorfismo resp.(monomorfismo).

(2) β2η1 es isomorfismo si y sólo si η2β1 es isomorfismo.

Demostración.

(a) Sin perdida de generalidad supongamos que η2β1 es un epimorfismo. Consideremos el diagrama
de la proposición 1.10.9, como γ1δ1 es una factorización mediante su imagen, ası́ γ1δ2 = η2β1 y al
suponer η2β1 es epimorfismo tenemos que γ1 es un epimorfismo. Como Coker(γ1) = γ2, entonces
C′′ = 0. Entonces θ1 es un epimorfismo y por lo tanto θ1α2 = β2η1 es un epimorfismo.

0

��

A

η1
��

α2 // A′′

θ1
��

0 // B′
β1
//

δ1
��

B
β2
//

η2
��

B′′ //

θ2
��

0

C′
γ1
//C

��

γ2
//C′′

0 .

(b) Se sigue del inciso (a) y que C es una categorı́a balanceada.
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1.14. Productos y Coproductos

Definición 1.14.1. Sea {Ai}i∈I una familia de objetos en C , entonces una familia de morfismos
{ρi : A→ Ai}i∈I es un producto para la familia {Ai}i∈I si se cumple que para cualquier familia de
morfismos {αi : A′→ Ai}i∈I existe un único morfismo α ′ : A′→ A tal que αi = ρiα para toda i ∈ I.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta

A′ α //

αi   

A

ρi��

Ai.

Observación 1.14.2.

(a) Sea {ρi : A→ Ai}i∈I un producto de la familia {Ai}i∈I de objetos en C , entonces el producto es
único salvo isomorfismo.

(b) Una familia {ρi : A→ Ai}i∈I es un producto de la familia {Ai}i∈I de objetos en C si y sólo si la
función

φB : HomC (B,A) // ∏i∈I HomC (B,Ai)

definida por φB(β ) = (ρiβ )i∈I es biyectiva para todo objeto B∈C con ∏i∈I HomC (B,Ai) producto
cartesiano de conjuntos.

Demostración.

(a) Sean {ρi : A→Ai}i∈I y {ρ ′i : A′→Ai}i∈I productos de la familia {Ai}i∈I de objetos de C entonces
se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

A′ α ′ //

ρ ′i ��

A α //

ρi
��

A′

ρ ′i��

Ai

con α ′ : A′→ A y α : A→ A′ morfismos únicos respecto a cumplir que ρ ′i = ρiα
′ y ρi = ρ ′i α

respectivamente para todo i ∈ I. Luego por la propiedad universal del producto {ρ ′i : A′→ Ai}i∈I
se tiene que θ = αα ′ : A′→ A′ es único respecto a satisfacer que ρ ′i θ = ρ ′i pero ρi1A′ = ρ ′i . Por lo
tanto αα ′= θ = 1A′ . De la misma manera se obtiene que α ′α = 1A. Probándose ası́ que el producto
es único salvo isomorfismo.

(b) (⇐) Por un lado, al suponer que φB es suprayectiva entonces para cada (βi)∈∏i∈I HomC (B,Ai)
con βi : β → Ai entonces existe algún morfismo β : B→ A tal que φB(β ) = βi para toda i ∈ I. Por
lo tanto existe un β : B→ A tal que ρiβ = βi para toda i ∈ I. Por otro lado, al suponer que φB es



74 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

inyectiva se tiene que si β ′,β : B→ A son morfismos tales que ρiβ = β ′i = ρiβ
′ para todo i ∈ I

entonces β ′ = β . Por lo tanto se obtiene la conmutatividad del siguiente diagrama para toda i ∈ I

B
β

//

βi   

A

ρi~~

Ai.

con β : B→ A único respecto a la conmutatividad del diagrama anterior. Probándose que la
familia de morfismos {ρi : A→ Ai}i∈I es un producto para la familia {Ai}i∈I .

(⇒) Se sigue fácilmente del hecho de que la familia de morfismos {ρi : A→ Ai}i∈I es un
producto para la familia {Ai}i∈I .

Si la familia de morfismos {ρi : A→ Ai}i∈I es un producto para la familia {Ai}i∈I entonces
se denotara a este producto como {ρi : ∏i∈I Ai→ Ai}i∈I donde el morfismo ρi : ∏i∈I Ai→ Ai será
llamado i-ésima proyección del producto sobre Ai.

Observación 1.14.3. Sea C una categorı́a con objeto cero. Sea i ∈ I fijo, para cada j ∈ I, se define
el morfismo δi j : Ai→ A j donde

δi j =

{
0, si j 6= i,
1Ai, si j = i.

Si existe el producto de la familia {Ai}i∈I , entonces existen morfismos µi : Ai → ∏i∈I Ai lla-
mados inclusiones tales que ρ jµi = δi j para cada i, j ∈ I. En particular, cada proyección ρi es
epi-escindido y cada inclusión µi es mono-escindido.

Demostración. Consideremos la familia {δi j : Ai→ A j} j∈I por la propiedad universal del producto
existe un único morfismo µi : Ai→∏i∈I Ai tal que el siguiente diagrama conmuta

Ai
µi

//

δi j ��

∏Ai

ρ j
}}

A j

para todo j ∈ I. En particular, para j = i se tiene que ρiµ j = δi j = 1Ai . Por lo tanto, ρi es
epi-escindido y cada µi es mono-escindido.
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Proposición 1.14.4. Sea C una categorı́a con objeto cero. Si ρi : A1 ∏A2→ Ai y µi : Ai→ A1 ∏A2
con i = 1,2 son las proyecciones e inclusiones del producto A1 ∏A2 respectivamente, entonces
Ker(ρ2) = µ1.

Demostración. Por observación anterior se tiene que ρ2µ1 = δ12 = 0 y µ1 es split-mono. Por lo
tanto µ1 es mono. Ahora, supongamos que α : A′ → A1 ∏A2 es un morfismo tal que ρ2α = 0.
Luego se define un morfismo α1 : A′→ A1 como α1 := ρ1α . Consideremos µ1α1 : A′→ A1 ∏A2,
entonces tenemos

ρi(µ1α1) = ρi(µ1ρ1α) para i = 1,2. (*)

Ası́, si en la igualdad (*) se tiene i = 1, entonces

ρ1(µ1α1) = (ρ1µ1)α1 = α1.

Por otro lado, si en la igualdad (*) se tiene i = 2 , entonces

ρ2(µ1α1) = (ρ2µ1)α1 = 0.

Consideremos la familia de morfismos {αi = ρiα : A′ → Ai}i=1,2. Por la propiedad universal
del producto A1 ∏A2 existe un único morfismo θ : A′→ A1 ∏A2 tal que para αi : θ → Ai, se tiene
que αi = ρiθ . Como ρi(µ1α1) = αi para i = 1,2, se tiene que α = θ = µ1α1. Es decir, el siguiente
diagrama conmuta para i = 1,2,

A′

αi   

α=θ // A1 ∏A2

ρi
{{

Ai.

Por lo tanto, α se factoriza a través de µ1, es decir, se satisface la propiedad universal del kernel.
Probándose que µ1 = Ker(ρ2).

Definición 1.14.5. Sea {Ai}i∈I una familia de objetos en C , se dice que una familia de morfismos
{µi : Ai→ A}i∈I es un coproducto para la familia {Ai} si se cumple que para cualquier familia de
morfismos {βi : Ai→ A′}i∈I existe un único morfismo β : A→ A′ tal que βi = β µi para toda i ∈ I.
Es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i ∈ I
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A′ A
β

oo

Ai.

µi

??

βi

``

De la misma forma como con el producto, si el coproducto de la familia {Ai}i∈I existe, es
único salvo isomorfismo. Luego, si la familia de morfismos {µi : Ai → A}i∈I es un coproducto
para la familia {Ai}i∈I entonces se denota a este coproducto como {µi : Ai→

⊕
i∈I Ai}i∈I donde el

morfismo µi : Ai→
⊕

i∈I Ai será llamado la i-ésima inclusión de Ai en el coproducto.

Ejemplo 1.14.6. En la categorı́a Con sea {Ai}i∈I una familia de conjuntos, entonces la unión
disjunta de {Ai}i∈I es un coproducto para dicha familia en la categorı́a Con.

Demostración. Para una familia {Ai}i∈I de conjuntos la unión disjunta de dicha familia se define
como

⊔
i∈I

Ai :=
⋃
i∈I

{(x, i)|x ∈ Ai}

donde
⋃

denota la unión. Se definen las inclusiones en
⊔

i∈I Ai como los morfismos µi : Ai→
⊔

Ai
donde µi(x)= (x, i) para x∈Ai. Sea A un conjunto y morfismos αi : Ai→A para cada i∈ I. Se afirma
que existe un único morfismo α :

⊔
i∈I Ai→ A tal que αi = αµi para toda i∈ I. En efecto, definamos

α :
⊔

Ai→ A como α(x, i) = αi(x) si δ = i con i ∈ I. Para x ∈ Ai se tiene que µi(x) = (x, i), lo cual
implica que α(µi(x)) = α(x, i) = αi(x); ası́ αi(x) = α(µi(x)). Por lo tanto αi = αµi. Además,
el morfismo α es único respecto a satisfacer que αi = αµi pues si supone la existencia de otro
morfismo α ′ :

⊔
i∈I Ai→ A tal que αµi = αi = α ′µi entonces para un (x, i) ∈

⊔
i∈I Ai se tiene que

α ′(x,δ ) = α ′µi(x) = αi(x) = α(x, i). Por lo tanto, α ′ = α . Probándose que α es único respecto a
satisfacer que αi = αµi.

De manera análoga a la observación 1.14.3 se tiene que para una categorı́a con objeto cero, se
pueden definir las proyecciones ρi :

⊕
i∈I Ai→ Ai tales que ρ jµi = δi j para todo i, j ∈ I en donde

cada proyección ρi es epi-escindido y cada inclusión µi es mono-escindido.

Proposición 1.14.7. Si C tiene imágenes, imágenes inversas y coproductos entonces C tiene unio-
nes. De hecho , si { fi : Ai→ A}i∈I es una familia de subobjetos de A, entonces su unión está dada
por la imagen del morfismo f :⊕i∈IAi→ A tal que para cada i ∈ I, el morfismo f µi es el subobjeto
fi : Ai→ A ( fi = f µi)

Demostración. Sea f :
⊕

i∈I Ai→ A el único morfismo tal que fi = f µi para todo i ∈ I. Sea

⊕
i∈I Ai

q
// Im( f ) u // A
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la factorización de f a través de su imagen, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Ai
fi

//

µi
��

A

⊕
i∈I Ai q

// Im( f )

u

OO

por lo que fi = f µi = uqµi. Por lo tanto fi ≤ u.
Sea α : A→ B un morfismo en C y β : B′→ B un subobjeto de B. Supóngase que cada fi es llevado
al subobjeto β : B′ → B mediante el morfismo α . Es decir, para cada i ∈ I se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

Ai
αi //

fi
��

B′

β

��

A
α
// B.

Luego, al tomar la imagen inversa de β a través de α se obtiene el siguiente producto fibrado

α−1[B′]

α2
��

α1 // B′

β

��

A
α

// B.

y dado que β es monomorfismo, se tiene que α2 es un monomorfismo. Al tener que βαi = α fi
existe un único morfismo γi : Ai→α−1[B′] tal que α2γi = fi y αi =α1γi. Veamos que α2γ = f donde
γ :
⊕

i∈I Ai→ α−1[B′] es el único morfismo tal que γµi = γi para toda i ∈ I. Es decir, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

A α−1[B′]
α2oo

⊕
i∈I Ai

γ
oo

Ai

µi

<<

γi

cc

En efecto, α2γ = f pues (α2γ)µi = α2γi = fi = f µi para todo i ∈ I. Por lo tanto α2γ = f . Como
α2 es un monomorfismo por la propiedad universal de la imagen, se tiene el morfismo
λ : Im( f )→ α−1[B′] tal que el siguiente diagrama conmuta



78 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Im( f )
u

""

λ
��⊕

i∈I Ai
γ

//

q
66

f
((

α−1[B
′
]

α2
��

α2 // A

A.

Entonces al considerar el morfismo α1λ : Im( f )→ B′ se puede ver que

β (α1λ ) = (βα1)λ = (αα2)λ = α(α2λ ) = αu.

Por lo tanto el diagrama siguiente

Im( f )
α1λ

//

u
��

B
′

β

��

A
α

// B

es conmutativo. Probándose que u : Im( f )→ A es la unión de la familia { fi : Ai→ A}i∈I de
subobjetos de A.

Para una familia de objetos {Ai}i∈I en C supóngase que para todo i ∈ I se tiene que Ai = A.
En este caso se denota al producto de dicha familia como AI y al coproducto de la misma familia
como A(I). Se define también el morfismo diagonal como 4 : A→ AI dado por ρi4 = 1Ai para
toda i ∈ I. De manera dual se define el morfismo codiagonal O : A(I)→ A dado por Oµi = 1Ai para
todo i ∈ I. Ası́ pues,4 es un monomorfismo y O es un epimorfismo.

Lema 1.14.8. Sean {A j} j∈J y {Bi}i∈I familias de objetos en una categorı́a C . Denotemos por
MI×J(A,B) al conjunto de matrices de tamaño I× J cuyo i j-ésimo término está dado por un mor-
fismo fi j ∈ HomC (A j,Bi) donde i ∈ I y j ∈ J. Entonces la correspondencia

φ : HomC

(⊕
j∈J

A j,∏
i∈I

Bi

)
−→MI×J(A,B)

dada por la asignación φ( f ) = ( fi j)I×J tal que fi j = ρi f µ j, es una asignación biyectiva, donde
µ j es la j-ésima inclusión en el coproducto y ρi es la i-ésima proyección del producto.

Demostración.
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(i) Inyectividad. Supóngase que φ( f ) = φ(g), entonces ρi f φ j = ρigφ j para todo i ∈ I y j ∈ J. Lue-
go, fijando alguna i ∈ I se tiene que (ρi f )µ j = (ρig)µ j para toda j ∈ J, por la propiedad universal
del coproducto tenemos que ρi f = ρig. Esto lo hicimos para i arbitrario, por lo tanto ρi f = ρig para
todo i ∈ I. Entonces de la propiedad universal del producto concluimos que f = g.

(ii) Suprayectividad.

Sea ( fi j)I×J ∈ MatI×J(A,B). Fijemos i ∈ I, es decir, el objeto Bi es fijo. Ası́, se obtiene una
familia de morfismos { fi j : A j → Bi} j∈ j, es decir Bi es un objeto fijo. Entonces por la propiedad
universal del coproducto {µ j : A j →

⊕
j∈J A j} j∈J existe un único morfismo fi : ⊕ j∈JA j → Bi tal

que fi j = fiµ j. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda j ∈ J.

Bi
⊕

j∈J A j
fi

oo

A j.

µ j

;;

fi j

__

De tal forma que al ir variando i ∈ I sobre fi, se obtiene una familia { fi} con fi :⊕ j∈JA j→ Bi.
Por la propiedad universal del producto {ρi : ∏i∈I Bi→ Bi}i∈I que existe un único morfismo
f :
⊕

j∈J A j→∏i∈I Bi tal que fi = ρi f para toda i ∈ I. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para
toda i ∈ I

⊕
j∈J A j

f
//

fi
##

∏i∈I Bi

ρi
||

Bi

Por lo que fi j = fiµ j = ρi f µ j. Por lo tanto, fi j = ρi f µ j = φ( f ). Es decir, f es el único morfismo
tal que el siguiente diagrama conmuta para toda i ∈ I y toda j ∈ J.

⊕
j∈J A j

f
//

µ j

��

∏i∈I Bi

ρi

��

A j fi j

// Bi.

Probándose que la asignación φ es suprayectiva.

Por lo tanto, φ es biyectiva.
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Ejemplo 1.14.9. Para un morfismo

⊕2
j=1 A j

f
// ∏

3
i=1 Bi

entonces tenemos por 1.14.8 la correspondencia con la siguiente matriz de 3×2

φ( f ) =

ρ1 f µ1 ρ1 f µ2
ρ2 f µ1 ρ2 f µ2
ρ3 f µ1 ρ3 f µ2

=

 f11 f12
f21 f22
f31 f32


donde

f11 : A1→ B1 f12 : A2→ B1

f21 : A1→ B2 f22 : A2→ B2

f31 : A1→ B3 f32 : A2→ B3

Lema 1.14.10. En una categorı́a C , sean α,β : A→B dos morfismos. Consideremos los morfismos

θ1 =

(
1A
β

)
: A→ A∏B y θ2 =

(
1A
α

)
: A→ A∏B. Entonces el siguiente diagrama

K u //

u
��

A

θ1
��

A
θ2

// A∏B

(1)

es la intersección de θ1 y θ2 si y sólo si el morfismo u es igualador de los morfismos α y β .

Demostración. Notemos que por la forma en que están definidas θ1 y θ2 se puede ver que son
monomorfismos.

(⇒) Supóngase que θiu : K → A∏B para i ∈ {1,2} es la intersección de θ1 y θ2. Luego, al coin-
cidir producto fibrados con intersecciones finitas se tiene que el diagrama conmmutativo (1) es un
producto fibrado. Ası́, de la conmutatividad del diagrama (1) se sigue que

θ1u =

(
u

βu

)
=

(
u

αu

)
= θ2u.

Por lo tanto, βu = αu. Ahora, supóngase que existe un morfismo u′ : X → A tal que αu′ = βu′,
entonces

θ2u′ =
(

u′

αu′

)
=

(
u′

βu′

)
= θ1u′,
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y al ser el diagrama conmutativo un producto fibrado se tiene que existe un único morfismo
γ : X → K tal que u′ = uγ . Probándose que u es el igualador de los morfismos α y β .

(⇐) Supóngase que el morfismo u : K→ A es el igualador de los morfismos α y β . Al tener que

θ1u =

(
1A
β

)
u =

(
u

βu

)
y θ2u =

(
1A
α

)
u =

(
u

αu

)

se sigue que θ1u = θ2u, pues βu = αu.

Sean α1 : X→ A y α2 : X→ A morfismos tales que θ1α1 = θ2α2. Es decir, el siguiente diagrama
es conmutativo

X
α1 //

α2
��

A

θ1
��

A
θ2

// A∏B.

Entonces componiendo en la igualdad θ1α1 = θ2α2 el morfismo ρ1 : A∏B→ A se tiene que
ρ1(θ1α1) = ρ1(θ2α2).

Como ρ1θ1 = 1A = ρ1θ2 se tiene que α1 = α2. Ası́ como θ1α1 = θ2α2, obtenemos que θ1α1 =
θ2α1 por lo que

(
α1

βα1

)
= θ1α1 = θ2α1 =

(
α1

αα1.

)

Por lo tanto, βα1 =αα1. Como u es el igualador de α y β , se tiene que existe un único morfismo
γ : X → K tal que α1 = uγ y α1 = uγ . Es decir, el siguiente diagrama conmuta

X

α1

��

α1

$$

γ

��

K

u
��

u // A

θ1
��

A
θ2

// A∏B.

Probándose que el diagrama conmutativo es la intersección de los morfismos θ1 y θ2.

Lema 1.14.11. Dados dos morfismos α1 : A1→ A y α2 : A2→ A en una categorı́a C , consideremos
el siguiente diagrama conmutativo
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P
β2

//

β1

��

β ##

A2

α2

��

A1 ∏A2

ρ2

;;

ρ1
{{

A1 α1
// A

(1)

donde ρ1 y ρ2 son las proyecciones del producto {ρi : A1 ∏A2 → Ai}i=1,2 y βi = ρiβ para
i = 1,2. Entonces se tiene que el cuadrado conmutativo es un producto fibrado si y sólo si β es el
igualador de los morfismos αiρi para i = 1,2.

Demostración.

(⇒) Se quiere probar que el morfismo β : P→ A1 ∏A2 es el igualador de los morfismos αiρi para
i = 1,2. Se sigue fácilmente de la conmutatividad del diagrama que

(α2ρ2)β = α2β2 = α1β1 = (α1ρ1)β .

Ahora, supóngase que existe otro morfismo δ : X→ A1 ∏A2 tal que (α2ρ2)δ = (α1ρ1)δ . Luego, al
suponer que el diagrama conmutativo es un producto fibrado se tiene que existe un único morfismo
γ : X → P tal que βiγ = ρiδ para i = 1,2; ası́, se obtiene que ρiδ = ρiβγ . Por lo tanto, se sigue de
la propiedad universal del producto que δ = βγ .

Además, el morfismo γ obtenido anteriormente es único respecto a satisfacer que δ = βγ . En
efecto, si existiera otro morfismo γ ′ : X → P tal que βγ ′ = δ , se tendrı́a que ρiβγ ′ = ρiδ para
i = 1,2. Ası́ βiγ

′ = ρiδ con i = 1,2. Por lo tanto, γ ′ = δ por la porpiedad universal del producto
fibrado. Probándose que β es el igualador de α1ρ1 y α2ρ2.

(⇐) Supóngase que β es el igualador de α1ρ1 y α2ρ2. Sean β ′1 : X → A1 y β ′2 : X → A2 dos mor-
fismos tales que α1β ′1 = α2β ′2. Por la propiedad universal del producto existe un único morfismo
δ : X → A1 ∏A2 tal que ρiδ = β ′i para i = 1,2, obteniendo las siguientes igualdades

(α1ρ1)δ = α1(ρ1δ ) = α1β ′1 = α2β ′2 = α2(ρ2δ ) = (α2ρ2)δ .

Pero β es el igualador de α1ρ1 y α2ρ2, lo cual implica la existencia de un único morfismo
η : X → P tal que δ = βη . Por tanto, β ′i = ρiδ = ρi(βη) = βiη para i = 1,2. Supongamos ahora
la existencia de otro morfismo η ′ : X → P tal que β ′i = βiη

′ = ρiβη , por la propiedad universal
del producto se tiene que βη = δ = βη ′. Luego, al ser β un monomorfismo puesto que β es un
igualador se tiene que η = η ′. Probándose que el diagrama es un producto fibrado.

Lema 1.14.12. Sea C una categorı́a con objeto cero 0, y sean A1 y A2 objetos en C , entonces el
siguiente diagrama es un producto fibrado
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P
ρ2
//

ρ1
��

A2

��

A1 // 0

si y sólo si ρ = A1 ∏A2 con proyecciones ρ1 y ρ2.

Demostración.

(⇒) Supóngase que el diagrama es un producto fibrado. Sean α1 : X→A1 y α2 : X→A2 morfismos,
como 0α1 = 0 = 0α2, existe un único morfismo α : X → P tal que αi = ρiα para i = 1,2 entonces
P = A1 ∏A2 con proyecciones ρ1 y ρ2.

(⇐) Supóngase que P = A1 ∏A2 con ρ1 y ρ2 las respectivas proyecciones. Si α1 : X → A1 y α2 :
X → A2 son tales que 0α1 = 0 = 0α2 entonces por la propiedad universal del producto existe un
único morfismo α ′ : X → P tal que ρiα

′ = αi para i = 1,2. Probándose que el diagrama es un
producto fibrado.

Proposición 1.14.13. Sea C una categorı́a, entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(1) Sea C una categorı́a con objeto cero. Entonces C tiene producto fibrados si y sólo si C tiene
igualadores y productos finitos.

(2) Sea C una categorı́a con productos finitos. Entonces C tiene intersecciones finitas si y sólo si
C tiene igualadores.

Demostración.

(1) (⇒) Como C tiene objeto cero y producto fibrados, entonces por el lema anterior C tiene pro-
ductos finitos. Luego, al coincidir producto fibrados de monomorfismos con intersecciones finitas
se tiene por el lema 1.14.10 que C tiene igualadores.

(⇐) Si C tiene productos finitos e igualadores entonces por el lema 1.14.11, C tiene producto fi-
brados.

(2) (⇒) Si C tiene productos finitos e intersecciones finitas, entonces se sigue por el lema 1.14.10
que C tiene igualadores.

(⇐) Si C tiene igualadores y productos finitos entonces por inciso (1) de esta proposición se tiene
que C tiene producto fibrados. Por lo tanto, C tiene intersecciones finitas.
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1.15. Categorı́as aditivas

Definición 1.15.1. Una categorı́a C con objeto cero es semiaditiva si satisface las siguientes con-
diciones:

(i) HomC (A,B) tiene estructura de monoide abeliano.

(ii) La composición

HomC (A,B)×HomC (B,C) // HomC (A,C)

( f ,g) // g f

es bilineal, es decir, para α,β ∈HomC (A,B) y γ ∈HomC (B,C) se tiene que γ(α +β ) = γα + γβ

y si γ ∈ HomC (A,B) y α,β ∈ HomC (B,C) entonces (α +β )γ = αγ +βγ .

Definición 1.15.2. Una categorı́a C es aditiva si se satisface las siguientes condiciones:

(i) HomC (A,B) tiene estructura de grupo abeliano.

(ii) La composición es bilineal.

Observación 1.15.3. Sea C una categorı́a aditiva, entonces se cumplen las siguientes afimaciones:

(a) α(−β ) =−(αβ ) , (−α)β =−(αβ ) y (−α)(−β ) = αβ .

(ii) Ker(α−β ) = Ig(α,β ).

(iii) EndC (M) := HomC (M,M) es un anillo asociativo con 1.

Demostración.

(a) α(−β ) =−(αβ ) se sigue de la siguiente igualdad

αβ +α(−β ) = α(β +(−β )) = α0 = 0.

De manera análoga se obtiene que (−α)β =−(αβ ) y (−α)(−β ) = αβ .

(b) Sea u=Ker(α−β ), entonces 0=(α−β )u=αu−βu. Luego, αu= βu. La propiedad universal
del igualador se sigue de la propiedad universal del kernel. Por lo tanto, u es igualador de α y β .
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(c) Al conjunto EndC (M) = HomC (M,M) se le puede dotar estructura de anillo asociativo con las
operaciones de suma, dado por la estructura de HomC (M,M) como grupo abeliano y la operación
producto que por definición es la composición de morfismos en la categorı́a C .

Proposición 1.15.4. Sea {Ai}n
i=1 una familia finita de objetos en una categorı́a semiaditiva C ,

entonces una familia finita de morfismos {µi : Ai→ A}n
i=1 es un coproducto para la familia {Ai}n

i=1
si y sólo existe una familia de morfismos {ρi : A→ Ai}n

i=1 tales que δi j = ρiµ j y ∑
n
k=1 µkρk = 1A

donde

δi j =

{
0, si i 6= j,
1Ai, si i = j.

para i ∈ {1, ...,n}.

Demostración.

(⇒) Supóngase que {µi : Ai→ A}n
i=1 es un coproducto de {Ai}n

i=1. Por ser C una categorı́a semi-
aditiva, la categorı́a C tiene objeto cero y se pueden dar las proyecciones respecto al coproducto.
Es decir, existe una familia de morfismos {ρi : A→ Ai}n

i=1 tales que ρiµ j = δi j para i, j ∈ {1, ...,n}.
Por otra parte, se tiene que para i ∈ {1, ...,n} fija

(
n

∑
k=1

µkρk

)
µi =

(
n

∑
k=1

µkρkµi

)
=

n

∑
k=1

µkδki = µi = 1Aµi.

Luego, por la propiedad universal del coproducto se obtiene que (∑n
k=1 µkρk) = 1A.

(⇐) Supóngase que se tiene una familia de morfismos {ρi : A → Ai}n
i=1 tales que ρiµ j = δi j y

∑
n
k=1 µkρk = 1A. Ası́, dada una familia de morfismos { fi : Ai→ A′}n

i=1, definimos f = ∑
n
k=1 fkρk, y

entonces se tiene que

f µi =
n

∑
k=1

fkρkµi =
n

∑
k=1

fkδki = fi, para toda i = 1, ..,n.

Es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i = 1, ..,n.

A′ A
f

oo

Ai.

µi

??

fi

``
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Unicidad Supongamos la existencia de otro morfismo f ′ : A→ A′ tal que f ′µi = fi para toda
i ∈ {1, ...,n}. Entonces se tiene que

f ′ = f ′1A = f ′
n

∑
k=1

µkρk =
n

∑
k=1

f ′µkρk =
n

∑
k=1

fkρk = f .

Ası́, el morfismo f es único respecto a satisfacer que f µi = fi para toda i∈ {1, ...,n}. Probándo-
se que familia finita de morfismos {µi : Ai→ A}n

i=1 es un coproducto para la familia {Ai}n
i=1.

Lema 1.15.5. Sea C una categorı́a aditiva, y consideremos morfismos µi : Ai → A y ρi : A→ Ai
para i = 1,2. Si ρiµi = 1Ai para i = 1,2 y µ1ρ1 +µ2ρ2 = 1A, entonces ρ1µ2 = 0 = ρ2µ1.

Demostración. Al suponer que µ1ρ1 +µ2ρ2 = 1A se obtiene que

ρ2 = ρ21A = ρ2(µ1ρ1 +µ2ρ2) = ρ2µ1ρ1 +ρ2µ2ρ2 = ρ2µ1ρ1 +1A2ρ2 = ρ2µ1ρ1 +ρ2.

Luego, al ser C una categorı́a aditiva se tiene que ρ2µ1ρ1 = 0. Pero al ser ρ1 un epimorfismo,
se tiene que ρ2µ1ρ1 = 0 = 0ρ1 implica que ρ2µ1 = 0. De manera análoga, ρ2µ1 = 0.

Definición 1.15.6. Sea C una categorı́a con objeto cero y {Ai}i∈I una familia de objetos en C . Se
dice que

⊕
i∈I Ai es un biproducto si el morfismo δ = (δi j) :

⊕
i∈I Ai→∏i∈I Ai definido como

δ = (δi j) =

{
0, si i 6= j,
1Ai, si i = j,

es un isomorfismo.

Corolario 1.15.7. En una categorı́a semiaditiva C todo coproducto finito es un biproducto.

Demostración. Por la proposición 1.15.4, al ser {µi : Ai→ A}n
i=1 el coproducto de la familia finita

{Ai}n
i=1 se tiene la existencia de morfismos {ρi : A→ Ai}n

i=1 tales que ρiµ j = δi j y ∑
n
k=1 µkρk = 1A.

De esta manera, al considerar una familia de morfismo {αi : A′ → Ai}n
i=1, se define al morfismo

α : A′→ A como

α =
n

∑
k=1

µkαk.

Luego,

ρiα = ρi

n

∑
k=1

µkαk =
n

∑
k=1

ρiµkαk =
n

∑
k=1

δikαk = αi.
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Por lo que ρiα = αi, para todo i = 1, ...,n.

Unicidad Supongamos que exste otro morfismo α ′ : A′ → A tal que ρiα
′ = αi para todo i =

1, ...,n, entonces se tiene que

α
′ = 1Aα

′ =

(
n

∑
k=1

µkρk

)
α
′ =

n

∑
k=1

µkαk = α.

Ası́, α = α ′. Probándose que {ρi : A→ Ai}n
i=1 es un producto para {Ai}n

i=1. De esta forma se
tiene que δ = 1A y ası́ δ es un isomorfismo. Probándose que A =⊕n

i=1Ai.

Observación 1.15.8. Sea C una categorı́a semiaditiva y sean I,J y K conjuntos finitos. Conside-
remos el morfismo

f :
⊕

k∈K Ak // ∏ j∈J B j

representado por la matriz A = ( f jk) y el morfismo

g :
⊕

j∈J B j // ∏i∈I Ci

representado por B = (gi j). Entonces la matriz correspondiente a la composición g f es igual al
producto de las matrices BA.

Demostración. Notemos que como C es semiaditiva ∏ j∈J B j =⊕ j∈JB j, entonces tiene sentido g f .
Denotemos por Ak a la k-ésima columna de A y denotemos por Bi al i-ésimo renglón de B. Luego,
sea h = g f que es representado por C = (hik) donde hik = ρi(g f )µk. Entonces se obtiene que

hik = ρig f µk = ρig(1⊕ j∈J B j) f µk = ρig

(
∑
j∈J

µ jρ j

)
f µk = ∑

j∈J
(ρigµ j)(ρ j f µk)

= ∑
j∈J

(gi j)( f jk)

= BiAk.

Es decir, la entrada ik de la matriz C coincide con la entrada ik de BA. Por lo tanto, C = BA.

Proposición 1.15.9. Sea C una categorı́a semiaditiva , C ∈C e I un conjunto finito. Consideremos
la familia {Ai}i∈I con Ai = A para todo i∈ I y supongamos que el coproducto A(I) =

⊕
i∈I Ai existe,

entonces la función

φ : EndC (A(I)) // MI×I(EndC (A))
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definida como φ( f ) = ( fi j)I×I , es un isomorfismo de anillos.

Demostración. Se tiene por la observación anterior y por el lema 1.14.8 que

EndC (A(I)) = HomC

(⊕
i∈I

Ai,
⊕
i∈I

Ai

)
= HomC (

⊕
j∈I

Ai,∏
i∈I

Ai)

∼= {( fi j)| fi j : Ai→ A j}I×I
∼= {( fi j)| fi j ∈ EndC (A)}
∼= MI×I(EndC (A)).

Lema 1.15.10. Sean C es una categorı́a semiaditiva con biproductos M
⊕

M para todo M ∈Ob j(C )
y α,β : A→ B morfismos en C . Entonces la suma α +β está dada por cualquiera de las tres com-
posiciones siguientes:

(1)

A ∆ // A
⊕

A
θ1 // B

(2)

A
θ2 // B

⊕
B ∇ // B

(3)

A ∆ // A
⊕

A
θ3 // B

⊕
B ∇ // B

donde θ1 =
(
α β

)
, θ2 =

(
α

β

)
, θ3 =

(
α 0
0 β

)
, ∆ =

(
1A
1A

)
y ∇ =

(
1A 1A

)
.

Demostración.

(1) Podemos suponer que A∏A = A
⊕

A por lo que tiene sentido la composición respectiva. Ası́,

θ1∆ = (α β )

(
1A
1A

)
= α1A +β1A = α +β .

(2) y (3) se hacen de manera análoga a (1) mediante la multiplicación de las respectivas matrices.



1.15. CATEGORÍAS ADITIVAS 89

Definición 1.15.11. Sea C una categorı́a arbitraria y θ : A→ A un morfismo en C , se dice que θ

es idempotente si θ 2 = θ .

Observación 1.15.12. Sea C una categorı́a aditiva y θ : A→ A un morfismo idempotente en C ,
entonces 1A−θ es idempotente.

Demostración. Se tiene que

(1A−θ)2 = (1A−θ)(1A−θ)

= 1A1A−θ1A−1Aθ +θ
2

= 1A−θ −θ +θ

= 1A−θ .

Se sigue por definición que (1A−θ) es idempotente en C .

Proposición 1.15.13. Sea C una categorı́a aditiva, entonces se satisfacen las siguientes afirma-
ciones:

(a) Si µ1 : A1→ A y ρ1 : A→ A1 son morfismos en C tales que ρ1µ1 = 1A1 entonces θ := µ1ρ1 es
idempotente y µ1 = Ker(1A−θ).

(b) Si θ : A→ A es un idempotente y µ1 = Ker(1A−θ) , µ2 = Ker(θ), entonces A = A1
⊕

A2 con
inclusiones µ1 y µ2.

Demostración.

(a) Como
θ

2 = (µ1ρ1)(µ1ρ1) = µ1(ρ1µ1)ρ1 = µ11A1ρ1 = µ1ρ1 = θ .

Se sigue por definición que θ es idempotente.

Para ver que µ1 = Ker(1A−θ), primero obsérvese que

(1A−θ)µ1 = 1Aµ1−θ µ1 = µ1−µ1ρ1µ1 = µ1−µ11A1 = µ1−µ1 = 0.

Sea α : X → A un morfismo tal que (1A− θ)α = 0, entonces se obtiene que α − θα = 0. Por lo
tanto, α = θα . Luego, µ1(ρ1α) = (µ1ρ1)α = θα = α . Es decir, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

A1
µ1
// A

1A−θ1 // A

X .
α

??

ρ1α

OO
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Al ser µ1 un monomorfismo se sigue que ρ1α : X→A1 es único tal que µ1(ρ1α)=α . Probándo-
se que µ1 = Ker(1A−θ).

(b) Como µ1 = Ker(1A− θ), al tener que (1− θ)θ = θ − θ 2 = θ − θ = 0, se tiene la existencia
un único morfismo ρ1 : A→ A1 tal que µ1ρ1 = θ . Por lo que tenemos que µ1ρ1µ1 = θ µ1 = µ1,
donde la última igualdad se sigue del hecho que (1A− θ)µ1 = µ1− θ µ1 = 0. Ası́, al ser µ1 un
monomorfismo y µ1ρ1µ1 = µ11A1 se sigue que ρ1µ1 = 1A1 . De manera análoga, existe ρ2 : A→ A2
tal que µ2ρ2 = 1A−θ y ρ2µ2 = 1A2 . Por lo que se tiene la siguiente igualdad:

µ1ρ1 +µ2ρ2 = θ +(1A−θ) = 1A;

y por lema 1.15.5 se obtiene que ρ2µ1 = 0= ρ1µ2. Finalmente, por la equivalencia de la proposición
1.15.4 se tiene que

{µi : Ai→ A}i=1,2

es un coproducto.

1.16. Categorı́as exactas y aditivas

Definición 1.16.1. Sea C una categorı́a exacta, se dice que una sucesión exacta corta

0 // A α // B
β
//C // 0

se escinde si β es un epi-escindido.

Proposición 1.16.2. Si en una categorı́a exacta y aditiva C una sucesión exacta corta

0 // A α // B
β
//C // 0

se escinde, entonces existen morfismos γ : C→ B y δ : B→ A tales que B = A
⊕

C con α y γ

las inclusiones y con proyecciones β y δ .

Demostración. Como la sucesión exacta corta en la hipótesis se escinde, se tiene la existencia de
un morfismo γ : C→ B tal que βγ = 1C. Ası́, por proposición 1.15.13 (a), se tiene que θ = γβ es
idempotente y también que γ = Ker(1B−θ). Como la sucesión de la hipótesis ES exacta, se tiene
que α = Ker(β ). Dado que γ es monomorfismo, se obtiene que

α = Ker(β ) = Ker(γβ ) = Ker(θ).

Una vez más, por proposición 1.15.13 (b) se obtiene que B = A
⊕

C donde α y γ , son las
inclusiones en B = A

⊕
C. Sean δ : B→ A y ρ : B→C las proyecciones del coproducto B = A

⊕
C,

pero como ρα = βα = 0 y ργ = 1C = βγ entonces β = ρ .
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Corolario 1.16.3. Sea C una categorı́a exacta y aditiva. Si

A α // B
β
//C

A B
ρ
oo C

γ
oo

son sucesiones exactas tales que ρα = 1A y βγ = 1C, entonces B = A
⊕

C con inclusiones α,γ
y proyecciones β ,ρ .

Demostración. Como βγ = 1C, entonces β es un epi-escindido y consecuentemente, β es un epi-
morfismo. De la misma manera ρα = 1A implica que es un mono-escindido y consecuentemente
α es monomorfismo. Ası́ podemos formar la sucesión exacta

0 // A α // B
β
//C // 0,

por la proposición anterior α y γ son las inclusiones de B = A
⊕

C y β es una de las proyecciones.
Por último, como ρα = 1A y ργ = 0 entonces ρ es la otra proyección de B = A

⊕
C.

Proposición 1.16.4. Sean µ1 : A1→ A y µ2 : A2→ A dos monomorfismos en una categorı́a exacta
C . Si A1

⊕
A2 = A con µ1 y µ2 las respectivas inclusiones en A, entonces A1∩A2 = 0 y A1∪A2 = A.

Si además C es una categorı́a aditiva con A1∩A2 = 0 y A1∪A2 = A, entonces A = A1
⊕

A2 con
inclusiones µ1 y µ2.

Demostración. Supóngase que A = A1
⊕

A2 con inclusiones µ1,µ2 y proyecciones ρ1,ρ2,

Luego, por dual de 1.14.4 se tiene que Coker(µ2) = ρ1. Con lo cual se obtiene la siguiente
sucesión exacta

0 // A2
µ2
// A1
⊕

A2
ρ1
// A1 // 0.

Ası́, A1 ∼= A1
⊕

A2/A1 y por corolario 1.13.6, se puede construir el siguiente diagrama conmu-
tativo
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0

��

0

��

0

��

0 // A1∩A2
α //

α1
��

A2
β
//

µ2
��

A2/A1∩A2

δ1
��

// 0

0 // A1
µ1

//

α2
��

A1
⊕

A2 ρ2
//

ρ1
��

A1
⊕

A2/A1

δ2
��

// 0

0 // A1/A1∩A2
β1

//

��

A1
β2

//

��

A1
⊕

A2/A1∪A2 //

��

0

0 0 0.

Dado que β1α2 = ρ1µ1 = 1A1 se sigue que α2 es mono-escindido. Entonces, α2 es monomorfis-
mo, ası́ se tiene que α2 es monomorfismo y también epimorfismo. Por lo tanto α2 es un isomorfismo
al estar en una categorı́a exacta C . Consecuentemente A1∩A2 = 0. Luego, de manera análoga, co-
mo α2 es isomorfismo se tiene que β1 es un isomorfismo y por tanto A1

⊕
A2/A1∪A2 = 0. Como

0 // A1∪A2 // A1
⊕

A2 // (A1
⊕

A2/A1∪A2) = 0 // 0

es una sucesión exacta y A1
⊕

A2/A1∪A2 = 0 entonces A = A1
⊕

A2 = A1∪A2.

Supóngase ahora que C es una categorı́a exacta y aditiva con A1 ∩A2 = 0 y A1 ∪A2 = A. De
nuevo por el corolario 1.13.6, al tener que A = A1∪A2 y que A/A1∪A2 = 0 se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0

��

0

��

0

��

0 // 0 α //

α1
��

A2
β
//

µ2
��

A2/A1∩A2

δ1
��

// 0

0 // A1
µ1

//

α2
��

A
γ2

//

γ1
��

A/A1

δ1
��

// 0

0 // A1/A1∩A2
β1
//

��

A/A2
β2

//

��

0 //

��

0

0 0 0.

Del hecho de que γ1µ1 = β1α2 y de que α2 y β2 son isomorfismos, se sigue que γ1µ1 : A1→
A/A2 es un isomorfismo. Como γ1µ1 es isomorfismo, existe un morfismo ξ : A/A2 → A1 tal que
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(γ1µ1)ξ = γ1(µ1ξ ) = 1A/A2 . Luego por 1.16.2 se tiene que A = A1
⊕

A2 con inclusiones µ1 y µ2.

1.17. Categorı́as abelianas

Definición 1.17.1. Se dice que una categorı́a C es una categorı́a abeliana si C es una categorı́a
exacta, aditiva y con productos finitos.

Teorema 1.17.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) C es una categorı́a abeliana.

(b) C tiene kerneles, cokerneles, productos finitos, coproductos finitos, es normal y es conormal.

(c) C tiene coproductos fibrados, producto fibrados, es normal y conormal.

Demostración. Véase demostración en [MB65], p. 33.
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Capı́tulo 2

Categorı́a de grupos abelianos

En este breve capı́tulo se aborda la demostración técnica de que la categorı́a de grupos abelianos
es una categorı́a abeliana usando el teorema 1.17.2. El hecho de que la categorı́a de grupos abelianos
es una categorı́a abeliana será fundamental en el desarrollo de los capı́tulos posteriores de esta tesis,
además de proporcionar el ejemplo arquetı́pico de una categorı́a abeliana.

Definición 2.0.1. Denotaremos como Ab a la categorı́a cuya clase de objetos consiste de la clase
de todos los grupos abelianos y cuya clase de morfismo, HomAb(A,B), consiste del conjunto de
todos homomorfismos del grupo abeliano A en el grupo abeliano B.

Proposición 2.0.2. La categoria Ab tiene productos.

Demostración. Sea {Gi}i∈I una familia de grupos abelianos, definamos ∏Gi = {(gi)i∈I|gi ∈Gi} y
para cada j ∈ I se define la proyección en la j-ésima coordenada con la asignación

∏ j : ∏i∈I Gi // G j

(gi)i∈I
� //

∏ j((gi)i∈I) = g j.

Tenemos que ∏i∈I Gi es un grupo abeliano con la suma coordenada a coordenada y ∏i es un
morfismo de grupos abelianos para toda i ∈ I. Se afirma que la familia {∏i : ∏i∈I Gi→Gi}i∈I es un
producto para {Gi}i∈I .

En efecto, considérese una familia { fi : Y →Gi}i∈I de grupos abelianos. Ası́, definimos f : Y →
∏i∈I Gi como f (y) = ( fi(y))i∈I para todo y ∈Y . Primero veamos que f es un morfismo en Ab. Sean
y,y′ ∈ Y , entonces

f (y+ y′) = ( fi(y+ y′))i∈I = ( fi(y))i∈i +( fi(y′))i∈i = f (y)+ f (y′).

95
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Probando que f es morfismo en Ab. Como

(∏ j ◦ f )(y) = ∏ j(( fi(y))i∈I) = f j(y) para toda y ∈ Y.

Se tiene que el siguiente diagrama conmuta para toda j ∈ I.

Y
f

//

f j ��

∏i∈I Gi

∏ j{{

G j.

Unicidad. Supóngase que g : Y →∏Gi es un morfismo de grupos tal que ∏ jg = f j para todo
j ∈ I. Para y ∈ Y tenemos que g(y) = (gi)i∈I , por lo que

g j = ∏ j((gi)i∈I) = ∏ j(g(y)) = (∏ jg)(y) = f j(y).

Por lo tanto, g(y) = (gi)i∈I = ( fi(y))i∈I = f (y). Por lo tanto, g = f . Probándose que la familia
{∏i : ∏i∈I Gi→ Gi}i∈I es un producto para {Gi}i∈I .

Proposición 2.0.3. La categoria Ab tiene coproductos.

Demostración. Sea {Gi}i∈I una familia de grupos abelianos. Sea

⊕
i∈I

Gi := {(gi)i∈I ∈∏
i∈I

Gi |gi = 0 salvo un número finito de coordenadas}.

Se puede ver que
⊕

i∈I Gi es un subgrupo de ∏i∈I Gi. Para cada j ∈ I se define la j-ésima
inclusión como:

µ j : G j //
⊕

i∈I Gi

g � // µ j(g) := (gi)i∈I,

donde µ j(g) := (gi)i∈I satisface que g j = g y para i 6= j se tiene que gi 6= 0. Es rutina checar que
µ j : G j→

⊕
i∈I Gi es morfismo de grupos abelianos.
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Afirmamos que {µi : Gi →
⊕

i∈I Gi}i∈I es un coproducto para la familia {Gi}i∈I . En efecto,
sea {βi : Gi → Y} otra familia de morfismos en Ab. Definimos β :

⊕
i∈I → Y como sigue: pa-

ra (gi)i∈I ∈
⊕

i∈I Gi se tiene que gi = 0 salvo para un número finito de i’s, entonces hacemos
β (g) = ∑i∈I βi(gi). Veamos primero que β es un morfismo de grupos abelianos. Para esto, sean
(gi)i∈I,(g′i)i∈I ∈

⊕
i∈I Gi, entonces

β ((gi)i∈I +(g′i)i∈I) = β ((gi +g′i)i∈I) = ∑
i∈I

βi(gi +g′i)

= ∑
i∈I

(βi(gi)+βi(g′i))

= ∑
i∈I

βi(gi)+∑
i∈I

βi(g′i)

= β ((gi)i∈I)+β ((g′i)i∈I).

Por lo tanto, β es un morfismo en Ab.

Ahora veamos que el siguiente diagrama conmuta en Ab para toda i ∈ I,

⊕
i∈I

β
// Y

Gi.
βi

??

µi

bb

En efecto, sea g ∈Gi, entonces β µi = β ((gi)i) = βi(gi), ya que gi = g y g j = 0 para todo j 6= i.
Probándose que β µi = βi para toda i ∈ I. Supongamos que existe otro β ′ :

⊕
i∈I Gi → Y tal que

β ′µi = βi para toda i ∈ I. Sea (gi)i∈I ∈
⊕

i∈I Gi, entonces tenemos que (gi)i∈I = ∑i∈I µi(gi) ya que
(gi) = 0 salvo para un número finito de elementos en I. Luego

β
′((gi)i∈I) = β

′(∑
i∈I

µi(gi)) = ∑
i∈I

β
′
µi(gi) = ∑

i∈I
βi(gi) = β ((gi)i∈I).

Probándose que β = β ′ y entonces {µi : Gi→
⊕

i∈I Gi} es un coproducto de {Gi}i∈I .

Observación 2.0.4. En la categorı́a Ab, el grupo trivial cuyo único elemento es el elemento neutro
es el objeto inicial en dicha categorı́a y lo denotamos como {0} o simplemente 0.

Demostración. La verificación de esa observación es similar a la prueba de la observación 1.9.8 en
la que el objeto cero de la categorı́a Grp es el grupo que consiste de un sólo elemento.
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Proposición 2.0.5. La categoria Ab tiene kerneles.

Demostración. Sea f : G→ K un morfismo en Ab y sea i : Ker( f )→ G la inclusión canónica con
Ker( f ) := {x ∈ G| f (x) = 0}. Notemos que Ker( f ) es un subgrupo abeliano de G y la inclusión
i : Ker( f )→G es un morfismo de grupos abelianos. De manera análoga a como se demostró que la
categorı́a Grp tiene kerneles, se puede ver que i : Ker( f )→G es el kernel del morfismo f : G→ K
en Ab.

Proposición 2.0.6. La categorı́a Ab tiene cokerneles.

Demostración. La demostración es análoga a la demostración de la proposición anterior.

Proposición 2.0.7. La categorı́a Ab es normal.

Demostración. Sea f : G→H un monomorfismo en Ab, se quiere demostrar que f = Ker(g) para
algún morfismo g : H→ K en Ab.

(a) Sea g : H→K con K := H/Im( f ) donde el morfismo g es la proyección canónica en el cociente.
De esta manera se tiene que g f (x) = 0 para todo x ∈ G.

(b) Ahora, supóngase que existe un morfismo f ′ : G′ → H en Ab tal que g f ′ = 0. Entonces para
x′ ∈G′, se tiene que g f ′(x′) = 0. Ası́, para h := f ′(x′) se tiene que g(h) = h+ Im( f ) = 0. Por tanto,
h ∈ Im( f ). Luego, se define un morfismo m : G′→G en Ab como m(x′) = a donde x′ ∈G′ y a ∈G
es tal que f (a) = f ′(x′). Notemos que la existencia de a es único ya que f es monomorfismo.

Se quiere ver que el morfismo m : G′→G como se definió, es un morfismo en Ab. Sean x′,y′ ∈
G′, entonces por un lado se tiene que m(x′+ y′) = a∗ donde a∗ ∈ G es tal que

f (a∗) = f ′(x′+ y′) = f ′(x′)+ f ′(y′).

Por otro lado, se tiene que m(x′)+m(y′) = a+ b con a,b ∈ G tal que f (a) = f ′(x′) y f (b) =
f ′(y′). Ası́,

f (a+b) = f (a)+ f (b)
= f ′(x′)+ f ′(y)
= f ′(x′+ y′)
= f (a∗).
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Por lo tanto, f (a∗) = f (a+b) y como f es un monomorfismo, se tiene que a∗ = a+b. Con lo
que se obtiene que m(x′+y′) = m(x′)+m(y′), demostrando que m : G′→G como se habı́a definido
es un morfismo en Ab. Veamos que el siguiente diagrama es conmutativo

G
f
// H

g
// K

G′.
f ′

>>

m

OO

Sea x′ ∈ G′ arbitrario, entonces

f m(x′) = f (a) = f ′(x′).

Por lo tanto, f m = f ′. La unicidad del morfismo m respecto a esta factorización se sigue de
que si se supone que existe otro morfismo m′ : G′→ G tal que f m′ = f ′ = f m entonces al ser f un
monomorfismo se tiene que m = m′.

Por lo tanto, f = Ker(g). Probándose que Ab es normal.

Proposición 2.0.8. La categorı́a Ab es conormal.

Demostración. La demostración es similar a la demostración de la proposición anterior.

Corolario 2.0.9. La categorı́a Ab es una categorı́a abeliana.

Demostración. La demostración se sigue de las proposiciones 2.0.2, 2.0.3, 2.0.4, 2.0.5, 2.0.6, 2.0.7,
2.0.8, y del teorema 1.17.2.
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Capı́tulo 3

Funtores Aditivos

En la sección 3,1 se inicia el estudio de la categorı́a de funtores [C ,D ] y algunas de sus propie-
dades básicas. En la sección 3,2 se introduce la definición de la categorı́a de C -módulos, denotada
Mod(C ) y se prueba que Mod(C ) es una categorı́a abeliana mediante el teorema 1.17.2. Se ex-
pone el funtor covariante de representación que permitirá relacionar funtorialmente una categorı́a
abeliana pequeña con su representación en C op-módulo.

Una herramienta importante en el estudio de categorı́as lo es el Lema de Yoneda del cual se da
una prueba detallada en su versión contravariante en la sección 3,3.

Por último, se definen en 3,4−3,5 los objetos proyectivo y objetos generadores en categorı́as,
sus caracterizaciones y propiedades ası́ como sus nociones duales.

3.1. Categorı́a de Funtores

Definición 3.1.1. Sean C y D dos categorı́as cualesquiera, denotaremos por [C ,D ] a la clase de
todos los funtores covariantes de C a D . Dados F,G ∈ [C ,D ], denotaremos por Nat[F,G] a la
clase de todas las transformaciones naturales de F a G.

Observación 3.1.2. Si η ∈ Nat[F,G] y τ ∈ Nat[G,H] son transformaciones naturales de funtores,
definimos la composición τη ∈ Nat[F,H] por (τη)C = τCηC para toda C ∈ C . Para cualquier
funtor F, la transformación natural identidad 1F ∈ Nat[F,F ] es por definición (1F)C = 1F(C) para
cada C ∈ C . Además se verifica fácilmente que

(i) (δτ)η = δ (τη) para todo η ∈ Nat(F,G), τ ∈ Nat(G,H) y δ ∈ Nat(H,K),

(ii) para todo F ∈ [C ,D ], 1Fη = η para todo η ∈ Nat(G,F) y τ = τ1F para todo τ ∈ Nat(F,K).

A continuación veamos un par de resultados que nos ayudaran a conocer las condiciones nece-
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sarias para las cuales [C ,D ] es una categorı́a. (lo único que falta ver es que Nat(F,G) es conjunto
para todo F,G ∈ [C ,D ].)

Lema 3.1.3. Si C es una categorı́a pequeña, entonces la clase Mor(C ) de morfismos de C y el
producto

∏
(C,D)∈Ob j(C )×Ob j(C )

HomC (C,D)

son conjuntos.

Demostración. Puesto que la clase Ob j(C ) es un conjunto y como

Mor(C ) :=
⋃

(C,D)∈Ob j(C )×Ob j(C )

HomC (C,D)

donde cada HomC (C,D) es un conjunto para cada (C,D) ∈ Ob j(C )×Ob j(C ), se tiene entonces
que Mor(C ) es un conjunto. De la misma manera, se tiene que

∏
(C,D)∈Ob j(C )×Ob j(C )

HomC (C,D)

es un conjunto.

Proposición 3.1.4. Sea C una categorı́a pequeña y D una categorı́a arbitrarı́a, entonces se satis-
face lo siguiente:

(a) [C ,D ] es una categorı́a, donde la clase de objetos de [C ,D ] consiste de todos los funtores
covariantes de C a D y las transformaciones naturales entre funtores covariantes es la clase de
morfismos de [C ,D ],

(b) si D es una categorı́a pequeña, entonces [C ,D ] también lo es.

Demostración. Sean X y Y dos conjuntos cualesquiera, se denota por HomCon(X ,Y ) al conjunto
de todas las funciones de X a Y .

Sean F,G ∈ [C ,D ]. Al ser C una categorı́a pequeña, se obtiene que las clases

µF :=
⋃

(C,D)∈Ob j(C )×Ob j(C )

HomD(F(C),F(D)), µG :=
⋃

(C,D)∈Ob j(C )×Ob j(C )

HomD(G(C),G(D))
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y η(F,G) := ∏
C∈Ob j(C )

HomD(F(C),G(C))

son conjuntos. Además, por el lema 3.1.3 se tiene que la clase

A(F,G) := HomCon(Mor(C ),µF)×HomCon(Mor(C ),µG)×η(F,G)

es un conjunto. Por un lado, cada funtor F ∈ [C ,D ] define una función,

ΘF : Mor(C ) // µF

cuya regla de correspondencia está dada por ΘF( f ) =F( f ) para cada f ∈Mor(C ). De esta manera,
el funtor F queda determinado totalmente por ΘF ∈ HomCon(Mor(C ),µF). Por otro lado, una
transformación natural τ : F → G es un elemento τ̄ := (τC)C∈Ob j(C ) del conjunto η(F,G). Luego,
cada τ ∈ Nat[F,G] se puede ver como una terna (ΘF ,ΘG, τ̄) ∈A(F,G). Ası́, [F,G] es una subclase
de A(F,G). Por lo tanto, [F,G] es un conjunto.

(b) Supóngase que D es una categorı́a pequeña, entonces por lema 3.1.3 se tiene que Mor(C ) y D
son conjuntos. Por la demostración del inciso (a) se tiene que cada F ∈ [C ,D ] se puede identicar
con una función ΘF : Mor(C )→ µF . Luego,

ΘF ∈ HomCon(Mor(C ),µF)⊂ HomCon(Mor(C ),Mor(D).

Probándose que la clase de funtores de C a D es un conjunto. Es decir, [C ,D ] es un conjunto.
Luego, por la observación 3.1.2 se tiene que [C ,D ] es una categorı́a.

Definición 3.1.5. Se dice que una subcategorı́a C ′ ⊂ C es densa si para todo C ∈ Ob j(C ) existe
C′ ∈ C ′ tal que C y C′ son isomorfos.

Definición 3.1.6. Se dice que una subcategorı́a C ′ ⊂ C esqueléticamente pequeña si C tiene una
subcategorı́a C ′ que es densa y pequeña.

Definición 3.1.7. Se dice que un funtor covariante F : C →D es aditivo si satisface las condiciones
siguientes:

(i) C y D son categorı́as aditivas.

(ii) Para todo (C,D) ∈ Ob j(C )×Ob j(D), el morfismo inducido por F
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HomC (C,D) // HomD(F(C),F(D)

es un morfismo en la categorı́a Ab. Es decir, para todo α,β ∈HomC (C,D) se tiene que F(α +
β ) = F(α)+F(β ).

3.2. La categorı́a Mod(C )

En toda esta sección C será una categorı́a pequeña.

Definición 3.2.1. Denotaremos por Mod(C ) a la subcategorı́a plena de [C ,Ab] cuya clase de
objetos consiste de todos los funtores aditivos covariantes de la categorı́a C a la categorı́a Ab
y donde HomMod(C )(F,G) consiste de todas las transformaciones naturales del funtor F en el
funtor G. De esta manera, para F,G,H ∈Mod(C ), α ∈HomMod(C )(F,G) y β ∈HomMod(C )(G,H)
arbitrarios, se define una ley de composición como:

◦ : HomMod(C )(F,G)×HomMod(C )(G,H) // HomMod(C )(F,H)

(α,β ) � // βα

donde (βα)C = βCαC para todo C ∈ C y 1F ∈ HomMod(C )(F,F) es por definición (1F) = 1F(C)

para cada C ∈ C .

Notación A un objeto M en Mod(C ) lo llamaremos un C -módulo.

Normalmente, utilizaremos la notación NatModC [F,G] para denotar al conjunto HomMod(C )(F,G).

Proposición 3.2.2. La categorı́a Mod(C ) tiene objeto cero.

Demostración. Se afirma que el funtor F0 : C →Ab en Mod(C ) tal que F0(C) = 0 para cada C ∈C
donde 0 ∈ Ab es el grupo trivial, es el objeto objeto cero en la categorı́a Mod(C ).

Como 0 ∈ Ab es el grupo trivial, el cual es objeto inicial y terminal en la categorı́a Ab, existe
una unica familia de morfismos

α := {αC : G(C)−→ 0}C∈C

para G cualquier objeto en Mod(C ). De la misma manera, existe una única familia de morfismos

β := {βC : 0−→ H(C)}C∈C
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par H cualquier objeto en Mod(C ). Veamos que α y β son transformaciones naturales. Sea
f : C1→C2 en C , entonces F0( f ) = 0. Luego, los siguientes diagramas conmutan

G(C1)
αC1 //

G( f )

��

F0(C1) = 0

F0( f )

��

G(C2) αC2

// F0(C2) = 0

0 = F0(C1)
βC1 //

F0( f )

��

H(C1)

H( f )

��

0 = F0(C2)
βC2

// H(C2).

Por lo tanto, el funtor F0 como se definió en esta demostración es el objeto cero en Mod(C ).

Lema 3.2.3. Sea C una categorı́a pequeña y Ab la categorı́a de grupos abelianos. Entonces la
categorı́a Mod(C ) es una categorı́a aditiva.

Demostración. Sean F,G ∈Mod(C ). Veamos que NatModC [F,G] es un grupo abeliano. Para esto
tenemos que definir una operación

+ : NatModC [F,G]×NatModC [F,G]−→ NatModC [F,G],

como sigue: Dados η ,ψ ∈ NatModC [F,G], definimos η +ψ ∈ NatModC [F,G] con

η +ψ := {(η +ψ)C := ηC +ψC : F(C)−→ G(C)}C∈C .

Notemos que como ηC,ψC ∈HomAb(F(C),G(C)), entonces tiene sentido tomar la suma ηC+ψC ∈
HomAb(F(C),G(C)). Veamos que η +ψ ∈ NatModC [F,G]. Sea f : C → C′ un morfismo en C ,
Como η y ψ son transformaciones naturales, tenemos que los siguientes diagramas conmutan

F(C)
ηC //

F( f )
��

G(C)

G( f )
��

F(C′)
ηC′
// G(C′)

F(C)
ψC
//

F( f )
��

G(C)

G( f )
��

F(C′)
ψC′
// G(C′).

Luego, tenemos que

(η +ψ)CG( f ) = (ηC +ψC)G( f ) = ηCG( f )+ψCG( f ) =ηC′F( f )+ψC′G( f )
=(ηC′+ψC′)G( f )
=(η +ψ)C′G( f ).

Por lo tanto, tenemos que η+ψ ∈NatModC [F,G]. Veamos la estructura de grupo abeliano que tiene
NatModC [F,G].
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(a) Se tiene que (η +ψ)+ ε = η +(ψ + ε) para todo η ,ψ,ε ∈ NatModC [F,G]. En efecto, esto
se sigue del hecho que (ηC +ψC)+ εC = ηC +(ψC + εC) se vale en Ab para todo C ∈ C .

(b) La transformación natural cero 0 : F → G se define como aquella tal que 0C : F(C)→ G(C)
es el morfismo de grupos abelianos 0 para cada C ∈ C .

(c) Dado η ∈ NatModC [F,G], definimos −η ∈ NatModC [F,G], como aquella tranasformación
natural tal que (−η)C :=−ηC para cada C ∈ C . Es fácil ver, que (−η) es el inverso aditivo
de η .

(d) Por la definición de η +ψ , se ve que η +ψ = ψ +η para todo η ,ψ ∈ NatModC [F,G]

Proposición 3.2.4. La categorı́a Mod(C ) tiene productos .

Demostración. Sea una famila {Fi}i∈I de objetos en Mod(C ), queremos ver que tal familia tiene
producto en Mod(C ). Para esto, primero veamos que la siguiente asignación es funtorial.

Se define una asignación

∏
i∈i

Fi : C −→ Ab,

como sigue:

(i) Para cada C ∈ C se define (∏i∈I Fi)(C) = ∏i∈I Fi(C).

(ii) Para f : C1→C2 en C queremos definir (∏i∈I Fi)( f ) = (∏i∈I Fi)(C1)→ (∏i∈I Fi)(C2).

Para esto consideramos la familia de morfismos

{Fi( f ) : Fi(C1)−→ Fi(C2)}i∈I.

Como la familia

{λ i
C2

: ∏
i∈I

Fi(C2)−→ Fi(C2)}i∈I,

es un producto para la familia de objetos {Fi(C2)}i∈I en Ab, al tener la familia de morfismos

{Fi( f )λ i
C1

: ∏
i∈I

Fi(C1)−→ Fi(C2)}i∈I,
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se tiene por la propiedad universal de producto de la familia {Fi(C2)}i∈I en Ab que existe un único
morfismo

∏i∈I Fi( f ) : ∏i∈I Fi(C1) // ∏i∈I Fi(C2),

tal que el siguiente diagrama conmuta:

∏i∈I Fi(C1)
∏i Fi( f )

//

λ i
C1

��

∏i∈I Fi(C2)

λ i
C2

��

Fi(C1) Fi( f )
// Fi(C2),

donde λ i
C1

: ∏i Fi(C1)→C1 y λ i
C2

: ∏i Fi(C2)→C2 son las proyecciones definidas en 2.0.2 en
la categorı́a Ab.

Veamos que ∏i∈I Fi es un funtor.

(a) Verifiquemos primero que ∏i∈I Fi(1C) = 1∏i∈I Fi(C) para todo C ∈ C .

Sea 1C : C→C con C ∈ C . Por definición ∏i∈I Fi(1C) es el único morfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama

∏i∈I Fi(C)
λ i

C //

∏i∈I Fi(1C)

��

Fi(C)

Fi(1C)

��

∏i∈I Fi(C)
λ i

C

// Fi(C)

donde λ i
C es la proyección en la i-ésima coordenada. De esta manera, se tiene que

1Fi(C)λ
i
C = λ

i
C ◦

(
∏
i∈I

Fi(1C)

)
.

Pero 1∏i∈I Fi(C) : ∏i∈I Fi(C)→∏i∈I Fi(C) satisface que 1Fi(C) ◦λ i
C = λ i

C ◦
(
1∏i∈I Fi(C)

)
para toda

i ∈ I. Por lo tanto ∏i∈I Fi(C) = 1∏i∈I Fi(C).
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(b) Sean f1 : C1→C2 y f2 : C2→C3 morfismos en C , veamos que

(
∏
i∈I

Fi( f2)

)
◦

(
∏
i∈I

Fi( f1)

)
= ∏

i∈I
Fi( f1 f2).

Por un lado, por definición de ∏i∈I Fi( f1 y ∏i∈I Fi( f2 se tiene el siguiente diagrama conmutativo
para toda i ∈ I,

∏i∈I Fi(C1)
λ i

C1 //

∏i∈I Fi( f1)

��

Fi(C1)

Fi( f1)

��

∏i∈I Fi(C2)
λ i

C2

//

∏i∈I Fi( f2)

��

Fi(C2)

Fi( f2)

��

∏i∈I Fi(C3)
λ i

C3

// Fi(C3).

(*)

Como F : C → Ab es un funtor, se tiene que

F( f2 f1) = F( f2)F( f1).

y los morfismos ∏i∈I Fi( f1) y ∏i∈I Fi( f2) son únicos respecto a la conmutatividad de los dos
cuadrados del diagrama (*). Por otro lado, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo por
definición del ∏i∈I Fi( f2 f1),

∏i∈I Fi(C1)
λ i

C //

∏i∈I Fi( f2 f1)

��

Fi(C1)

Fi( f2 f1)

��

∏i∈I Fi(C3)
λ i

C

// Fi(C3).

(**)

Ası́, como ∏i∈I Fi( f2 f1) es morfismo único respecto a la conmutatividad del diagrama (**),
entonces se obtiene que
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∏
i∈I

Fi( f2 f1) =

(
∏
i∈I

Fi( f2)

)
◦

(
∏
i∈I

Fi( f1)

)
.

Por lo tanto, de (a) y (b) se sigue que la asignación dada para

∏
i∈I

Fi : C → Ab.

define un funtor covariante.

Veamos que ∏i∈I Fi : C → Ab es aditivo.

Sean f ,g :C1→C2 en C ; tenemos que (∏i∈I Fi)( f +g) es el único morfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama para toda i ∈ I

(∏i∈I Fi)(C1)
λ i

C1 //

(∏i∈I Fi)( f+g)

��

Fi(C1)

Fi( f+g)

��

(∏i∈I Fi)(C2)
λ i

C2

// Fi(C2)

De la misma manera (∏i∈I Fi)( f ) y (∏i∈I Fi)(g) son los únicos morfismos que hacen conmutar
los diagramas

(∏i∈I Fi)(C1)
λ i

C1 //

(∏i∈I Fi)( f )

��

Fi(C1)

Fi( f )

��

(∏i∈I Fi)(C2)
λ i

C2

// Fi(C2)

(∏i∈I Fi)(C1)
λ i

C1 //

(∏i∈I Fi)(g)

��

Fi(C1)

Fi(g)

��

(∏i∈I Fi)(C2)
λ i

C2

// Fi(C2)

para toda i ∈ I. Como Fi( f +g) = Fi( f )+Fi(g) pues Fi es aditivo para toda i ∈ I, tenemos que
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λ
i
C2

((
∏
i∈I

Fi

)
( f )+

(
∏
i∈I

Fi

)
(g)

)
= λ

i
C2
◦

(
∏
i∈I

Fi

)
( f )+λ

i
C2
◦

(
∏
i∈I

Fi

)
(g)

= Fi( f )λ i
C1
+Fi(g)λ i

C1

= (Fi( f )+Fi(g))λ i
C1

= Fi( f +g)λ i
C1

para toda i ∈ I. Por lo tanto,

(
∏
i∈I

Fi

)
( f +g) =

(
∏
i∈I

Fi

)
( f )+

(
∏
i∈I

Fi

)
(g),

probándose que ∏i∈I Fi es un funtor aditivo.

Ahora , veamos que la familia de morfismos

λ
i := {λ i

C : ∏
i∈I

Fi(C)−→ Fi(C)}C∈C ,

es una tranformación natural

λ
i : ∏

i∈I
Fi −→ Fi.

donde λ i
C son las proyecciones en la i-ésima coordenada, en la categorı́a Ab.

Sea f : C1→C2 un morfismo en C , para i ∈ I fija, se quiere hacer ver que el siguiente diagrama
es conmutativo

(∏i∈I Fi)(C1)
λ i

C1 //

∏i∈I Fi( f )

��

Fi(C1)

Fi( f )

��

∏i∈I Fi(C2)
λ i

C2

// Fi(C2).

(*)

Pero tal diagrama es conmutativo por la definición de
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∏
i∈I

Fi( f ) : ∏
i∈I

Fi(C1)−→∏
i∈I

Fi(C2).

Por lo tanto, la familia de morfismos

λ
i := {λ i

C : ∏
i∈I

Fi(C)−→ Fi(C)}C∈C .

es una tranformación natural

λ
i : ∏

i∈I
Fi −→ Fi.

para cada i ∈ I.

Propiedad universal

Sea {γ i : G→ Fi}i∈I una familia de transformaciones naturales donde:

γ
i := {γ i

C : G(C)−→ Fi(C)}C∈C .

Fijando C ∈ C , tenemos la familia

{γ i
C : G(C)→ Fi(C)}i∈I

en Ab. Como

{λ i
C : ∏

i∈I
Fi(C)−→ Fi(C)}C∈C .

es el producto de la familia {Fi(C)}i∈I , existe un único morfismo en Ab

δC : G(C) // ∏i∈I Fi(C),

tal que el siguiente diagrama es conmutativo
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G(C)
δC //

γ i
C

��

∏i∈i Fi(C)

λ i
C

��

Fi(C)

para cada i ∈ I y C ∈ C . Ası́, variando C ∈ C se tiene la familia de morfismos

δ := {δC : G(C)−→∏
i∈I

Fi(C)}C∈C .

Con δC tal que γ i
C = λ i

CδC para toda i ∈ I y C ∈ C . Se afirma que la familia de morfismos δ es
una transformación natural entre los funtores G ∈Mod(C ) y ∏i∈I Fi en Mod(C ).

Para ver esto, sea f : C1→C2 un morfismo en C . Se quiere demostrar que el siguiente diagrama
es conmutativo

G(C1)
δC1 //

G( f )

��

∏i∈I Fi(C1)

∏i Fi( f )

��

G(C2)
δC2

// ∏i∈I Fi(C2).

(1)

Para un morfismo f : C1→C2 en C se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo para toda
i ∈ I por construcción de ∏i∈I Fi( f ),

∏i∈I Fi(C1)
λ i

C1 //

∏i∈I Fi( f )

��

Fi(C1)

Fi( f )

��

∏i∈I Fi(C2)
λ i

C2

// Fi(C2)

También tenemos los siguientes diagramas conmutativos:
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G(C1)
δC1 //

γ i
C1 $$

∏i∈I Fi(C1)

λ i
C1xx

Fi(C1)

G(C2)
δC2 //

γ i
C2 $$

∏i∈I Fi(C2)

λ i
C2xx

Fi(C2).

Es decir, se tienen las siguientes igualdades

λ
i
C1

δC1 = γ
i
C1

y λ
i
C2

δC2 = γ
i
C2

para toda i ∈ I.

Por otro lado, como γ i : G→ Fi es una transformación natural, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo para toda i ∈ I

G(C1)
γ i
C1 //

G( f )

��

Fi(C1)

Fi( f )

��

G(C2)
γ i
C2

// Fi(C2).

obteniéndose la siguiente igualdad para toda i ∈ I

λ
i
C2

(
∏
i∈I

Fi( f )

)
δC1 = Fi( f )λ i

C1
δC1 = Fi( f )γ i

C1
= γ

i
C2

G( f ) = λ
i
C2

δC2G( f ).

Por lo tanto, λ i
C2
((∏i∈I Fi( f ))δC1) = λ i

C2
(δC2G( f )) para toda i ∈ I y de la propiedad univer-

sal del producto se sigue que (∏i∈I Fi( f ))δC1 = δC2G( f ). Probándose ası́ que el cuadrado (1) es
conmutativo y por tanto la familia de morfismos

δ := {δC : G(C)−→∏
i∈I

Fi(C)}C∈C ,

es una transformación natural entre los funtores G ∈Mod(C ) y ∏i∈I Fi en Mod(C ). Además el
siguiente diagrama conmuta en Mod(C ) por construcción de δ
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G δ //

γ i

��

∏i∈i Fi

λ i

��

Fi.

Unicidad.-

Sea

δ
′ := {δ ′C : G(C)→∏

i∈I
Fi(C)}C∈C

una transformación natural (morfismo en Mod(C )) tal que λ iδ ′ = γ i para toda i ∈ I. Entonces
para C ∈ C fija se tiene que

λ
i
Cδ
′
C = γ

i
C = λ

i
CδC

para cada i ∈ I. Luego, como la familia de morfismos

{λ i
C : ∏

i∈I
Fi(C)−→ Fi(C)}i∈I.

es el producto para la familia {Fi(C)}i∈I , se sigue que δC = δ ′C para cada C ∈ C . Por lo tanto,
δ = δ ′. Probándose que la familia de morfismos en Mod(C )

{λ i : ∏
i∈I

Fi −→ Fi}i∈I

es un producto para la familia de objetos {Fi}i∈I en Mod(C ).

Proposición 3.2.5. La categorı́a Mod(C ) tiene coproductos .

Demostración. La demostración se hace de forma parecida a la proposición anterior usando que
Ab tiene coproductos.

Proposición 3.2.6. La categorı́a Mod(C ) tiene kerneles
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Demostración. Sea α : F → G un morifsmo en Mod(C ) con

α := {αC : F(C)→ G(C)}C∈C .

Se define la siguiente asignación Ker(α) : C → Ab como sigue: para cada C ∈ C se tiene que

(Kerα)(C) := Ker(αC)

y para un morfismo f : C1→C2 en C se define

(Ker(α))( f ) := f̄

donde

f̄ = (Ker(α))( f ) : Ker(αC1)−→ Ker(αC2).

es el morfismo único respecto a la conmutatividad del siguiente diagrama

Ker(αC1)
iC1 //

f̄

��

F(C1)
αC1 //

F( f )

��

G(C1)

G( f )

��

Ker(αC2) iC2

// F(C2) αC2

// G(C2),

donde iC1 : Ker(αC1) ↪−→ F(C1) y iC2 : Ker(αC2) ↪−→ F(C2) son las inclusiones de los kerneles co-
rrespondientes en Ab.

En efecto, como αC2F( f )iC1 = G( f )αC1iC1 = 0 se sigue por la propiedad universal de iC2 , la
existencia un único morfismo f̄ tal que

F( f )iC1 = iC2 f̄ .

Veamos que la asignación Ker(α) : C → Ab es un funtor.

(i) Sea 1C : C→C el morfismo identidad en C , afirmamos que (Kerα)(1C) = 1Ker(αC).
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En efecto, como el morfismo (Kerα)(1C) : Ker(αC)→ Ker(αC) es único respecto la conmuta-
tividad del siguiente diagrama

Ker(αC)

(Kerα)(1C)

��

iC // F(C)

F(1C)=1F(C)

��

Ker(αC) iC
// F(C).

KerC = KerC((Kerα)(1C). (1)

Pero 1Ker(αC) : Ker(αC)→ Ker(αC) es tal que iC1Ker(αC) = 1F(C)iC. Ası́, por la propiedad uni-
versal de iC se tiene que (Kerα)(1C) = 1Ker(αC).

(ii) Sean f :C1→C2 y g :C2→C3 morfismos en C , afirmamos que (Kerα)(g f )= (Kerα)(g)(Kerα)( f ).

En efecto, por definición, existen f̄ = Ker(α)( f ) y ḡ = Ker(α)(g) tal que los dos cuadrados en
el siguiente diagrama conmutan

Ker(αC1)

f̄

��

iC1 // F(C1)

F( f )

��

Ker(αC2)

ḡ

��

iC2 // F(C2)

F(g)

��

Ker(αC3) iC3

// F(C3).

Como F(g f ) = F(g)F( f ), se tiene que

F(g f )iC1 = iC3(ḡ f̄ ).

Por definición de (Kerα)(g f ), se tiene Ker(α)(g f ) es el único morfismo tal que el siguiente
diagrama conmuta
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Ker(αC1)

(Kerα)(g f )

��

iC1 // F(C1)

F(g f )

��

Ker(αC3) iC3

// F(C3),

Luego, concluimos que Ker(α)(g f ) = ḡ f̄ = Ker(α)(g)◦Ker(α)( f ). Probándose que Ker(α)
es un funtor.

Veamos que Kerα : C → Ab es aditiva.

Sean f ,g : C1→C2 en C , tenemos que (Kerα)( f +g), (Kerα)( f ) y (Kerα)(g) son los únicos
morfismos respecto a la conmutatividad de los siguientes diagramas

Ker(αC1)

(Kerα)( f+g)

��

iC1 // F(C1)

F( f+g)

��

Ker(αC2) iC2

// F(C2).

Ker(αC1)

(Kerα)( f )

��

iC1 // F(C1)

F( f )

��

Ker(αC2) iC2

// F(C2).

Ker(αC1)

(Kerα)(g)

��

iC1 // F(C1)

F(g)

��

Ker(αC2) iC2

// F(C2).

Como F es aditivo, tenemos que F( f +g) = F( f )+F(g). Luego,

iC2((Kerα)( f )+(Kerα)(g)) = iC2 ◦ (Kerα)( f )+ iC2 ◦ (Kerα)(g)
= F( f )iC1 +F(g)iC1

= (F( f )+F(g))iC1

= F( f +g)iC1.

Por lo tanto, (Kerα)( f +g) = (Kerα)( f )+(Kerα)(g), probándose que Kerα es funtor aditivo.
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Sea i : Ker(α)→ F , dada por la familia de morfismos

i = {iC : Ker(α)(C)−→ F(C)}C∈C .

Para f : C1→C2 se tiene que el siguiente diagrama conmuta

Ker(αC1)

(Kerα)(g f )

��

iC1 // F(C1)

F( f )

��

Ker(αC3) iC2

// F(C3),

Por lo tanto, i es una transformación natural.

Veamos que i : Kerα → F es el kernel de α : F → G. Sea γ : H→ F transformación natural tal
que αγ = 0. Entonces αCγC = 0 para todo C ∈ C . Como iC = Ker(αC), existe un único morfismo
βC : H(C)→ (Kerα)(C) tal que el siguiente diagrama conmuta para todo C ∈ C

H(C)

βC

��

γC

$$

(Kerα)(C)
iC

// F(C).

Sea β = {βC : H(C)→ (Kerα)(C)}C∈C . Afirmamos que β es una transformación natural entre
los funtores H y Kerα . En efecto, sea f : C1→C2 un morfismo en C . Luego, tenemos los siguientes
diagramas conmutativos

(Kerα)(C1)

(Kerα)( f )

��

iC1 // F(C1)

F( f )

��

(Kerα)(C2) iC2

// F(C2),

H(C1)

βC1

��

γC1

$$

(Kerα)(C1) iC1

// F(C1),

H(C2)

βC2

��

γC2

$$

(Kerα)(C2) iC2

// F(C2),
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H(C1)

(H( f )

��

γC1 // F(C1)

F( f )

��

H(C2) γC2

// F(C2).

Luego,

iC2βC2H( f ) = γC2H( f ) = F( f )γC1 = F( f )iC1βC1 = iC2((Kerα)( f ))βC1

pero iC2 es un monomorfismo, por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

H(C1)

H( f )

��

βC1 // (Kerα)(C1)

(Kerα)( f )

��

H(C2)
βC2

// (Kerα)(C2).

Probándose que β : H→ Kerα es transformación natural.

Por construcción se tiene que γ = iβ . Supongamos que existe otro β ′ : H → Kerα tal que
γ = iβ ′. Entonces tenemos que γC = iCβ ′C para todo C ∈ C . Luego, iCβ ′C = iCβC para todo C ∈ C ; y
como iC es un monomorfismo para todo C ∈C , tenemos que β ′C = βC para todo C ∈C . Probándose
que β ′ = β . Por lo tanto, i : Kerα → F es el kernel de α .

Proposición 3.2.7. La categorı́a Mod(C ) tiene cokerneles .

Demostración. La demostración es análoga a la demostración de la proposición anterior.

Proposición 3.2.8. La categorı́a Mod(C ) es normal.

Demostración. Sea α : F1→ F2 una transformacı́on natural entre los funtores F1,F2 ∈Mod(C ) tal
que α es un monomorfismo, entonces Ker(α) = 0, esto es, Ker(αC) = 0 para cada C ∈ C

Como Ab es una categorı́a abeliana, se tiene que αC es monomorfismo si y sólo si Ker(αC) =
0. Por lo que αC es monomorfismo para cada C ∈ C . Luego, como Ab es normal y αC es un
monomorfismo para cada C ∈ C , entonces
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αC = Ker(Coker(αC))

para cada C ∈ C , obteniendóse la siguiente sucesión exacta en Ab para todo C ∈ C

0 // F1(C)
αC // F2(C) //Coker(αC) // 0.

Luego, por la construcción del cokernel de α , tenemos que el siguiente diagrama conmuta para
f : C1→C2 en C ,

F1(C1)
αC1 //

F1( f )

��

F(C1)
CokerαC1 //

F2( f )

��

Coker(αC1)

Coker( f )

��

F2(C2) αC2

// F(C2) CokerαC2

//Coker(αC2).

Por la construcción del funtor Ker y Coker en Mod(C ) se tiene entonces que α =Ker(Coker(α)).
Probándose que Mod(C ) es una categorı́a normal.

Proposición 3.2.9. La categorı́a Mod(C ) es conormal.

Demostración. La demostración es análoga a la demostración de la proposición anterior.

Corolario 3.2.10. La categorı́a Mod(C ) es abeliana.

Demostración. Se sigue de las proposiciones 3.2.2, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8, 3.2.9 y el teo-
rema 1.17.2.

3.2.1. Funtor covariante de representación

Definición 3.2.11. Sea C una categorı́a abeliana pequeña . El funtor covariante de representación
P : C →Mod(C op) se define como sigue,

(i) En objetos.- Dado C ∈ C se define P(C) como el funtor aditivo P(C) := HomC (−,C) : C →
Ab. Cuando HomC (−,C) es considerado un objeto en la categorı́a Mod(C op) lo denotare-
mos como PC.
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(ii) En morfismos.- Dado f ∈ HomC (C1,C2) morfismo en C , entonces P( f ) : PC1 → PC2 es la
transformación natural dada por la familia {P( f )C}C∈C donde cada componente de la fa-
milia es una función

P( f )C : HomC (C,C1)−→ HomC (C,C2).

definida como P( f )C(g′) = f g′ para g′ ∈ HomC (C,C1).

Observación 3.2.12. La familia de morfismos {P( f )C}C∈C del inciso (ii) de la definición anterior
define en efecto una transformación natural entre el funtor PC1 al funtor PC2 .

Demostración. Sean f : C1→C2, g : A→ B y g′ : B→C1 morfismo en C . Entonces el siguiente
diagrama es conmutativo

PC1(B)
P( f )B

//

PC1(g)

��

PC2(B)

PC2(g)

��

PC1(A) P( f )A

// PC2(A).

En efecto, para g′ ∈ PC1(B) se tiene por un lado que

(PC2(g)P( f )B)(g′) = PC2(g)( f g′) = ( f g′)g.

Y por otro lado, se tiene que

(P( f )APC1(g))(g
′) = P( f )B(g′g) = f (g′g) = ( f g′)g.

Por tanto, la familia de morfismos {P( f )C}C∈C define una transformación natural entre el funtor
PC1 al funtor PC2 .

Proposición 3.2.13. La asignación en la definición 3.2.11 define en efecto un funtor covariante de
una categorı́a pequeña C a la categorı́a Mod(C op).

Demostración.

(i) Veamos que P(1C) = 1P(c).

En efecto, sea C′ ∈ C , entoces P(1C)C′ : PC(C′)→ PC(C′) está definida como (P(1C)C′)(h) =
1C ◦h = h para h ∈ HomC (C′,C). Por lo tanto, P((1C))C′ = 1PC(C′).

Como C′ ∈ C fue arbitraria, se tiene que P(1C) = 1PC = 1P(C).
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(ii) Veamos que P(g f ) = P(g)P( f ) para f : C1→C2 y g : C2→C3 morfismos en C .

Veamos que para C ∈ C se tiene que

P(g f )C = P(g)C ◦P( f )C.

En efecto, para α ∈ HomC (C,C1) se tiene que P( f )C(α) = f α . Luego,

(P(g)C ◦P( f )C)(α) = (P(g)C)(P( f )C(α)) = (P(g)C)( f α) = g( f α).

Por otro lado,

P(g f )C(α) = (g f )(α) = g( f α).

Por lo tanto, P(g f )C = P(g)CP( f )C para todo C ∈ C . Entonces P(g f ) = P(g)P( f ).

De (i) y (ii) se sigue que la asignación en la definición 3.2.11 define en efecto un funtor cova-
riante P : C →Mod(C op).

Lema 3.2.14. El funtor covariante de representación ,P : C →Mod(C op), es exacto a izquierda,
es decir, manda sucesiones exactas izquierdas en sucesiones exactas izquierdas.

Demostración. Sea

0 // A′
f
// A

g
// A′′

una sucesión exacta derecha en C , se quiere ver que

0 // PA′
P( f )

// PA
P(g)
// PA′′

es una sucesión exacta en Mod(C op).

(i) Veamos primero que P( f ) : PA′ → PA es un monomorfismo.

Sea θ : F → PA′ y η : F → PA′ transformaciones naturales tales que P( f )θ = P( f )η , esto
significa que para todo C ∈ C se tiene que P( f )CθC = P( f )CηC donde

P( f )CθC : F(C)−→ HomC (C,A).
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Por tanto, para un x ∈ F(C) arbitrario, se tiene que P( f )C(θC(x)) = P( f )C(ηC(x)) y por defi-
nición del funtor covariante de representación tenemos que f ◦θC(x) = f ◦ηC(x). Luego, al ser f
monomorfismo se obtiene que θC(x) = ηC(x) para todo x ∈ F(C), entonces θC = ηC. Probándose
que P( f ) es un monomorfismo.

(ii) Veamos que P( f ) = Ker(P(g)).

Como g f = 0 , entonces P(g f ) =P(g)P( f ) = 0. Sea τ : F→PA en Mod(C op) tal que P(g)τ = 0
, por lo que P( f )CτC = 0 para todo C ∈ C .

Ası́, el morfismo P( f )CτC : F(C)→ HomC (C,A′′) , por lo tanto para cada x ∈ F(C) se tiene
que

P(g)C(τC(x)) = g◦ τC(x) = 0,

donde τC(x) ∈ HomC (C,A). Por lo tanto, gτC(x) = 0 : C→ A′′ y por la propiedad universal del
kernel de g, se tiene que existe un único morfismo θC(x) : C→ A′ tal que f θC(x) = τC(x). Es decir,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo

A′
f

// A

C.

θC(x)

OO

τC(x)

??

Ası́, podemos definir φ : F→ PA′ para cada x ∈ F(C) se define φC(x) = θC(x). Veamos que esta
asignación es una transformación natural entre el funtor F y el funtor PA′ . En efecto, sea f1 :C1→C2
un morfismo en C queremos ver que el siguiente diagrama es conmutativo

F(C2)
φC2 //

��

F( f1)

��

HomC (C2,A′)

HomC ( f1,A′)

��

F(C1)
φC1

// HomC (C1,A′).

(*)

En efecto, sea x ∈ F(C2). Por un lado se tiene que
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(
HomC ( f ,A′)φC2

)
(x) =

(
HomC ( f1,A′)

)
(θC2(x)) = θC2(x) f1 ∈ HomC (C1,A′),

con θC2(x) ∈ HomC (C2,A′). Por otro lado, para x ∈ F(C2) consideramos F( f1)(x) = x′ ∈ F(C1),
entonces se tiene que φC1F( f1)(x) = φC1(x

′) = θC1 con θC1(x
′) el único morfismo tal que f θC1(x

′) =
τC1(x

′). Como f θC2(x) = τC2(x) ∈ HomC (C2,A) entonces ( f θC2(x)) f1 = (τC2(x)) f1. Veamos que
(τC2(x)) f1 = τC1(x

′). En efecto,

τC1(x
′) = τC1(F( f1)(x)) = τC1 ◦F( f1)(x)

= (HomC ( f1,A)◦ τC2)(x)
= (HomC ( f1,A))(τC2(x))
= τC2(x) f1,

donde la antepenultima igualdad es debido a la conmutatividad del siguiente diagrama

F(C2)

F( f )

��

τC2 // HomC (C2,A)

HomC (A, f1)

��

F(C1) τC1

// HomC (C1,A)

al ser τ : F → PA una transformación natural . Luego, se tiene que

f (θC2(x) f1) = ( f θC2(x)) f1 = (τC2(x)) f1 = τC1(F( f1)(x)) = τC1(x
′).

Luego, por la unicidad de la factorización de τC1(x
′), se tiene que θC2(x) f1 = θC1(x

′), demos-
trando que φ : F → PA′ es una transformación natural.

Ası́, se tiene que P( f )φ : F → PA es tal que para cada C ∈ C el morfismo

P( f )CφC : F(C) // HomC(C,A)

tiene regla de corresponencia para cada x ∈ F(C) como sigue

P( f )CφC(x) = P( f )C(θC(x)) = f θC(x) = τC(x).
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Por lo tanto P( f )CφC = τC para cada C ∈ C . Probándose que P( f )φ = τ .

Unicidad. Como P( f ) : PA′→ PA es un monomorfismo, si existiera φ ′ : F→ PA′ transformación
natural tal que P( f )φ ′ = τ = P( f )φ entonces φ ′ = φ . Por lo tanto, P( f ) = Ker(P(g)).

De (i) y (ii) se sigue que

0 // PA′
P( f )

// PA
P(g)
// PA′′

es una sucesión exacta en Mod(C op).

3.3. Lema de Yoneda contravariante

Sea C una categorı́a y G,F : C → Ab funtores contravariantes. Denotamos por Nat[F,G] al
conjunto de transformaciones naturales entre F,G.

Lema 3.3.1. Sea C una categorı́a arbitraria. Entonces para cada funtor contravariante G : C →
Con y cada objeto X ∈ C , se dispone de una función biyectiva

Ω := ΩX ,G : Nat[HomC (−,X),G] // G(X),

llamada isomorfismo de Yoneda contravariante, cuya regla de correspondencia está dada por
Ω(α) = (ΩX ,G)(α) := (αX(1X)) para α ∈ Nat[HomC (−,X),G]. La inversa de la función anterior
es la función

Ω−1 = Ω
−1
X ,G : G(X) // Nat[HomC (−,X),G],

donde a cada x ∈ G(X) se asigna la transformación natural Ω
−1
X ,G(x) : HomC (−,X) → G

cuya Y -ésima componente (ΩX ,G(x))Y : HomC (Y,X)→ G(Y ) es tal que para un morfismo g ∈
HomC (Y,X) arbitrario se tiene que (Ω−1

X ,G(x)Y )(g) = G(g)(x) donde G(g) : G(X)→ G(Y ) es un
morfismo en Con.

Demostración. Para cada x ∈ G(X) consideramos Ω′(x) : PX → G dada por

Ω
′(x) := {(Ω′(x))Y : HomC (Y,X)−→ G(Y )}Y∈C
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donde cada (Ω′(x))Y : HomC (Y,X)−→ G(Y ) tiene por regla de correspondencia,

(Ω′(x))Y (g) := G(g)(x) para todo g ∈ HomC (Y,X).

Veamos que Ω′ : PX → G es una transformación natural. Sea h : Y → Y ′ un morfismo en C .

PX(Y ′)
(Ω′(x))Y ′ //

PX (h)

��

G(Y ′)

G(H)

��

PX(Y )
(Ω′(x))Y

// G(Y ).

En efecto, el diagrama anterior es conmutativo pues por un lado tenemos que para g∈HomC (Y ′,X)
se tiene que

G(h)(Ω′(x))Y ′(g) = G(h)G(g)(x) = G(gh)(x).

Por otro lado, para g ∈ HomC (Y,X) se tiene que

(Ω′(x))Y PX(h)g = (Ω′(x))Y (gh) = (G(gh))(x).

Por lo tanto, Ω′(x) : PX → G es una transformación natural. Ası́, vemos que

Ω′ : G(X) // Nat[PX ,G]

x � // Ω′(x),

es una función del conjunto G(X) al conjunto Nat[PX ,G].

(1) Veamos primero que la siguiente composición de funciones,

Ω
′
Ω : Nat[PX ,G]−→ Nat[PX ,G],

es la función identidad sobre el conjunto Nat[PX ,G]. Sea η ∈ [PX ,G], verifiquemos que Ω′Ω(η) =
η . Para esto necesitamos ver que (Ω′Ω(η))Y = ηY para cada Y ∈ C .

En efecto, por definición Ω(x) = ηX(1X) := x′ ∈ G(X). Luego
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(Ω′Ω(η))Y = (Ω′(x′))Y : HomC (Y,X)→ G(Y )

es tal que para g ∈ HomC (Y,X) es tiene que

(Ω′Ω(η))Y (g) = G(g)(x′) = G(g)(ηX(1X)).

Por otro lado, como η es una transformación natural para g ∈HomC (Y,X) se tiene el siguiente
diagrama conmutativo en Con:

HomC (X ,X)
ηX //

PX (g)

��

G(X)

G(g)

��

HomC (Y,X)
ηY

// G(Y ).

Ası́, para 1X ∈ HomC (X ,X) se tiene que

G(g)(ηX(1X)) = (G(g)ηX)(1X) = (ηY PX(g))(1X) = ηY (PX(g)(1X))

= ηY ((HomC (−,X)(g))(1X))

= ηY (1X ◦g) = ηY (g).

Por lo tanto, ηY y (Ω′Ω(η))Y : HomC (Y,X)→G(Y ) tienen la misma regla de correspondencia,
probándose que Ω′Ω = 1Nat[PX ,G].

(2) Ahora veamos que la composición de funciones,

ΩΩ
′ : G(X)−→ G(X)

es también la identidad sobre el conjunto G(X).

Tomando x ∈ G(X) entonces se tiene que

(ΩΩ
′)(x) = Ω(Ω′(x)) = (Ω′(x))X(1X) = G(1X)(x) = 1G(X)(x) = x.

Por lo tanto, ΩΩ′ es también la identidad sobre G(X).

De los incisos se sigue que Ω′ = Ω−1, probándose que la función

Ω = ΩX ,G : Nat[PX ,G]−→ G(X).

es un función biyectiva.
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Lema 3.3.2. Sea φ : G→ F transformación natural y G : Y → X morfismo en C . Consideremos
la transformación natural P(g) : PY = HomC (−,Y ) −→ PX = HomC (−,X) definida en 3.2.11.
Entonces,

(a) El siguiente diagrama es conmutativo en Con:

Nat[PX ,G]
Ψ //

ΩX ,G

��

Nat[PY ,G]
Θ //

ΩY,G

��

Nat[PY ,F ]

ΩY,F

��

G(X)
G(g)

// G(Y )
φY

// F(Y ),

donde la regla de correspondencia de la función

Ψ : Nat[HomC (−,X),G]−→ Nat[HomC (−,Y ),G],

es tal que para una transformación natural η ∈ Nat[HomC (−,X),G] arbritraria se tiene que
Ψ(η) = ηP(g) con P(g) : PY → PX y donde la regla de correspondencia de la función

Θ = [HomC(−,Y ),φ ] : Nat[HomC (−,Y ),G]−→ Nat[HomC (−,X),F ],

es tal que para una transformación natural ξ ∈Nat[HomC (−,Y ),G] arbitraria se tiene que Θ(ξ )=
φξ .

(b) Si C es una categorı́a aditiva y el funtor contravariante G : C → Ab es aditivo, entonces el
isomorfismo de Yoneda contravariante

Ω = ΩX ,G : Nat[HomC (−,X),G] // G(X)

es un isomorfismo de grupos abeliano

Demostración.

(a) Sea g : Y → X morfismo en C , veamos que el cuadrado izquierdo del siguiente diagrama
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Nat[PX ,G] Ψ //

ΩX ,G

��

Nat[PY ,G]
Θ //

ΩY,G

��

Nat[PY ,F ]

ΩY,F

��

G(X)
G(g)

// G(Y )
φY

// F(Y ),

es conmutativo. En efecto, sea η ∈ Nat[PX ,G] arbitraria, por un lado se tiene que

(G(g)ΩX ,G)(η) = G(g)(ΩX ,G(η)) = G(g)(ηX(1X)).

Por otro lado, al ser η : PX →G una transformación natural para g : Y → X se tiene el siguiente
diagrama conmutativo

HomC (X ,X)
ηX //

PX (g)

��

G(X)

G(g)

��

HomC (Y,X)
ηY

// G(Y ).

Por lo tanto, tenemos que

G(g)(ηX(1X)) = (G(g)ηX)(1X) = (ηY PX(g))(1X) = ηY (PX(g)1X) = ηY (1X g) = ηY (g).

Pero,

(ΩY,GΨ)(η) = (ΩY,G)(Ψ(η)) = ΩY,G(ηP(g)) = (ηP(g))Y (1Y )

= (ηY (P(g))Y )(1Y )

= ηY (P(g)Y (1Y ))

= ηY (g1Y )

= ηY (g).

Por lo tanto el cuadro izquierdo del diagrama conmuta.

Ahora veamos que el cuadrado derecho del diagrama es conmutativo.
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Sea ρ ∈ Nat[PY ,G] arbitraria entonces,

(ΩY,FΘ)(ρ) = ΩY,F(Θρ) = ΩY,F(φρ) = (φρ)Y (1Y ).

Por otro lado,

(φY ΩY,G)(ρ) = φY (ΩY,G(ρ)) = φY (ρY (1Y )) = (φY ρY )(1Y ) = (φρ)Y (1Y ).

Por lo tanto, se obtiene la conmutativad del cuadrado derecho. Probándose que el diagrama (4)
es conmutativo.

(b) Basta ver que

Ω = ΩX ,G : Nat[PX ,G]−→ G(X).

es un morfismo de grupos abelianos con PX y G funtores aditivos, pues Ω ya es biyectiva por lema
anterior. Ası́, sean η ,η ′ ∈ Nat[PX ,G] transformaciones naturales arbitrarias, entonces

Ω(η +η
′) =(η +η

′)X(1X)

=ηX(1X)+η
′
X(1X)

=Ω(η)+Ω(η ′).

Por lo tanto, Ω es un isomorfismo de grupos abelianos.

A continuación se discutira la noción de producto de categorı́as ası́ como de funtores en 2
variables.

Definición 3.3.3. Sean C y D categorı́as. El producto C ×D es una categorı́a cuya clase de
objetos consta de los pares ordenados (C,D) con C ∈ Ob j(C ) y D ∈ Ob j(D) y

HomC×D

[
(C,D),(C′,D′)

]
:= HomC (C,C′)×HomD(D′,D).

es el conjunto de morfismos entre los pares (C,D),(C′,D′) ∈ Ob j(C ×D) donde para dos morfis-
mos

( f ,g) : (C,D)→ (C′,D′) y ( f ′,g′) : (C′,D′)→ (C′′,D′′).

en C ×D , la composición

( f ′,g′)( f ,g) : (C,D)→ (C′′,D′′)
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queda definida como la pareja ordenada ( f ′ f ,g′g). La composición ası́ definida es asociativa don-
de el morfismo identidad del objeto (C,D) es el pareja ordenada (1C,1D).

Definición 3.3.4. Un bifuntor es un funtor covariante cuyo dominio es el producto de dos cate-
gorı́as, es decir, una asignación

F : C ×D → E

donde C ,D y E son categorı́as, y F es un funtor.

Observación 3.3.5. Si C es una categorı́a pequeña, tenemos la categorı́a [C op,Con] de todos los
funtores contravariantes de C en Con (ver sección 1 de este capı́tulo). Consideremos los bifuntores

S,E : C op× [C op,Con]→ Con.

definidos en g : X∗→Y ∗ en C op (i.e. g : Y →X en C ) y φ : G→F morfismo una transformación
natural entre los funtores contravariantes G y F, como:

(i) S(X ,G) := Nat[PX ,G] y
S(g,φ) : Nat[PX ,G]−→ Nat[PY ,F ],

es una asignación dada por S(g,φ)(η) := φηP(g) ∈ Nat[PY ,F ] para η ∈ Nat[PX ,G] .

(ii) E(X ,G) := G(X) y E(g,φ) : G(X)→ F(Y ) con E(g,φ) = F(g)φX = φY G(g).

Entonces el isomorfismo de Yoneda es un isomorfismo Ω : S→ E de bifuntores, es decir, para
g : Y → X en C y φ : G→ F en [C op,Con] el siguiente diagrama conmuta.

Nat[PX ,G]
ΩX ,G

//

S(g,φ)

��

G(X)

E(g,φ)

��

Nat[PY ,F ]
ΩY,F

// F(Y ).

(*)

Demostración. Se quiere demostrar que el isomorfismo de Yoneda

ΩX ,G : Nat[PX ,G]−→ G(X)
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es un isomorfismo de los bifuntores Ω : S→ E. Sea φ : G→ F en [C op,Con] y g : Y → X un
morfismo en C . Veamos que el diagrama (*) conmuta. Sea η ∈ Nat[PX ,G], por la naturalidad de η

se tiene la conmutatividad del siguiente diagrama

HomC (X ,X)
ηX //

PX (g)

��

G(X)

G(g)

��

HomC (Y,X)
ηY

// G(Y ).

En particular para 1X ∈ HomC (X ,X) se tiene que

G(g)(ηX(1X)) = (G(g)ηX)(1X) = (ηY PX(g))(1X) = ηY (g).

Ahora si, veamos que hacer ver que el siguiente diagrama es conmutativo

Nat[PX ,G]
ΩX ,G

//

S(g,φ)

��

G(X)

E(g,φ)

��

Nat[PY ,F ]
ΩY,F

// F(Y ).

(*)

En efecto, para η ∈ Nat[PX ,G] se tiene que

(E(g,φ)ΩX ,G)(η) = (E(g,φ)(ΩX ,G)(η))

= E(g,φ)(ηX(1X))

= (φY G(g))(ηX(1X))

= φY (G(g)(ηX(1X)))

= φy(ηY (g))
= (φY ηY )(g)

Y por otro lado, para η ∈ Nat[PX ,G] se tiene que
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(ΩY,FS(g,φ))(η) = ΩY,F(φηP(g))
= (φηP(g))Y (1Y )

= (φY ηY (P(g))Y )(1Y )

= φY ηY (P(g)Y (1Y ))

= (φY ηY )(g1Y )

= φY ηY (g).

Por lo tanto,

(E(g,φ)ΩX ,G) = (ΩY,FS(g,φ)).

Por lo tanto, el diagrama (*) es conmutativo. Se sigue por lema 3.3.1, que el isomorfismo de
Yoneda

Ω := ΩX ,G : Nat[PX ,G]−→ G(X)

es un isomorfismo de los bifuntores Ω : S→ E definidos en esta observación.

Corolario 3.3.6. Sea C una categorı́a arbitraria y considerando la función

βC,C′′ : HomC (C,C′′) // Nat[PC,PC′′].

donde βC,C′′(g) = P(g) con g ∈ HomC (C,C′′), entonces se satisface que

(a) βC,C′′ es natural en las variables C′′ y C.

(b) βC,C′′ es biyectiva con inversa
β
−1
C,C′′(α) = αC(1C).

para α ∈ Nat[PC,PC′′].

(c) Si C es aditiva , entonces βC,C′′ es isomorfismo de grupos.

Demostración. Recordemos que tenemos la función (ver Lema de Yoneda)
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Ω−1 = Ω
−1
C,PC′′

: PC′′(C) = HomC (C,C′′) // Nat[PC,PC′′].

Donde para g ∈ PC′′(C) = HomC (C,C′′) Ω−1(g) : PC → PC′′ es la transfomación natural, tal
que para cada Y ∈ C (Ω−1(g))Y : HomC (Y,C)→HomC (Y,C′′) tiene por regla de correspondencia

(Ω−1(g))Y (α) = (PC′′(α))(g)), para α ∈ HomC (Y,C).

Pero PC′′(α) : HomC (C,C′′)→HomC (Y,C′′) es tal que (PC′′(α))(g)= gα para todo g∈HomC (C,C′′).

Por lo tanto, (Ω−1(g))Y (α) = gα .

Recordemos que P(g) : PC→ PC′′ es tal que para Y ∈ C , P(g)Y : HomC (Y,C)→ HomC (Y,C′′)
tiene regla de correspondencia (P(g)Y )(α) = gα para todo α ∈ HomC (Y,C). Por lo tanto, βC,C′′ =

Ω
−1
C,PC′′

. Luego el corolario, se sigue de 3.3.1 y 3.3.2.

3.4. Objetos proyectivos

Definición 3.4.1. Sea C una categorı́a arbitraria, decimos que P ∈ C es un objeto proyectivo si
para todo diagrama en C

P

f
��

f̄

��

C
α
//C′

con α : C→C′ un epimorfismo y f : P→C′ morfismo arbitrario en C , existe un morfismo f̄ : P→C
tal que f = α f̄ .

Definición 3.4.2. Sea F : C → D un funtor covariante, decimos que F preserva monomorfis-
mos(epimorfismos) si F( f ) es un monomorfismo (epimorfismo) siempre que f sea un monomor-
fismo(epimorfismo).

Observación 3.4.3. P es un objeto proyectivo en C si y sólo si el funtor

HomC (P,−) : C → Con

preserva epimorfismos.

Demostración.
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(⇐) Sea α : C→C′ un epimorfismo en C , entonces

HomC (P,α) : HomC (P,C)−→ HomC (P,C′)

es un epimorfismo en la categorı́a Con. Es decir, HomC (P,α) es una función suprayectiva en Con.
Ası́, si γ ∈HomC (P,C′) existe entonces un morfismo β ∈HomC (P,C) tal que γ = HomC (P,α)(β ).
Por lo tanto, γ = αβ . Es decir, el siguiente diagrama conmuta

P
β

��

γ

��

C
α
//C′

con α epimorfismo. Probándose que P es un objeto proyectivo en C .

(⇒) La demostración es análoga a la implicación que se acaba de demostrar.

Observación 3.4.4. Sea C una categorı́a abeliana, P es un objeto proyectivo si y sólo si

HomC (P,−) : C → Ab

es un funtor exacto.

Demostración. Esto se sigue de la observación anterior y de que el funtor HomC (C,−) : C → Ab
es exacto a izquierda para todo C ∈ C .

Proposición 3.4.5. Si f : P→ P′ es mono-escindido en C con P′ objeto proyectivo en C , entonces
P es un objeto proyectivo en C .

Demostración. Como f : P→ P′ es mono-escindido en C , entonces existe un morfismo f ′ : P′→ P
en C tal que f ′ f = 1P. Sean g : C→ C′ un epimorfismo y α : P→ C′ un morfismo arbitrario C .
Consideremos el morfismo α f ′ : P′→C′, como P′ es un objeto proyectivo en C , existe un morfismo
α ′ : P′→C tal que gα ′ = α f ′. Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

P′
α ′

~~

α f ′
��

C g
//C′.

Entonces gα ′ f = α f ′ f = α1P = α . Por lo tanto, si tomamos f̄ = α ′ f tenemos que el siguiente
diagrama es conmutativo

P
f̄=α ′ f

~~

α
��

C g
//C′.
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Probándose que P es un objeto proyectivo en C .

Proposición 3.4.6. Sean C una categorı́a con coproductos y {Pi}i∈I una familia de objetos en
categorı́a C . Entonces Pi es un objeto proyectivo en C para cada i ∈ I si y sólo si

⊕
i∈I Pi es un

objeto proyectivo en C .

Demostración.

(⇒) Supóngase que Pi es un objeto proyectivo en C para cada i∈ I y sea α : C→C′ un epimorfismo
en C . Al tomar un morfismo f :

⊕
i∈I Pi→C′ en C y al considerar las inclusiones µi : Pi ↪−→

⊕
i∈I Pi

de cada Pi en el coproducto, se obtiene una familia de morfismos { f µi : Pi→C′}i∈I . Puesto que Pi
es un objeto proyectivo para cada i ∈ I, se tiene la existencia de un morfismo f̄i : Pi → C tal que
α f̄i = f µi. Es decir, el siguiente diagrama conmuta para toda i ∈ I

Pi
f̄i

��

f µi
��

C
α
//C′.

Luego, por la propiedad universal del coproducto se tiene la existencia de un único morfismo
φ :
⊕

i∈I Pi→C respecto a satisfacer que f̄i = φ µi para toda i ∈ I. Es decir, el siguiente diagrama
conmuta para toda i ∈ I

C
⊕

i∈I Pi
φ

oo

Pi.

µi

;;

f̄i

__

Ası́, se sigue que αφ µi = α f̄i = f µi para todo i ∈ I. Por lo tanto, por la propiedad universal del
coproducto

⊕
i∈I Pi se tiene que αφ = f . Es decir el siguiente diagrama conmuta

⊕
i∈I Pi

φ

||

f
��

C
α
//C′.

Probándose que
⊕

i∈I Pi es un objeto proyectivo en C .

(⇐) Puesto que cada inclusión µi : Pi→
⊕

i∈I Pi en el coproducto es un mono-escindido, se sigue
por la proposición 3.4.5 que Pi es un objeto proyectivo en C para cada i ∈ I.
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Definición 3.4.7. Decimos que una familia {Xi}i∈I de objetos en una categorı́a C es una familia
de generadores en C si dados dos morfismos f ,g : C→D en C tales que f 6= g, existe un morfismo
χ : Xi→C para algún i ∈ I tal que f χ 6= gχ . Decimos que un objeto X ∈ C es un generador en C
si la familia que consta de un sólo objeto {X} es una familia de generadores en C .

Observación 3.4.8. X es generador en la categorı́a C si y sólo si el funtor

HomC (X ,−) : C −→ Con

es una inmersión, es decir, es un funtor fiel que manda objetos distintos en objetos distintos.

Demostración.

(⇒) Primero veamos que el funtor HomC (X ,−) : C −→ Con es fiel, esto es, veamos que la asig-
nación

θ : HomC (C,C′) // HomAb(HomC (X ,C),HomC (X ,C′))

es inyectiva para todo C,C′ ∈ C . Para esto, sean f ,g : C→C′ morfismos en C tales que f 6= g, se
quiere ver que θ( f ) 6= θ(g). Ası́, por un lado tenemos el morfismo en Con,

θ( f ) = HomC (X , f ) : HomC (X ,C) // HomC (X ,C′),

que es tal que para α ∈ HomC (X ,C) arbitrario se tiene que θ( f )(α) = f α . Y también tenemos el
morfismo en Ab,

θ(g) : HomC (X ,g) : HomC (X ,C) // HomC (X ,C′),

que es tal que para α ∈ HomC (X ,C) arbitrario se tiene que θ(g)(α) = gα . Por otro lado, puesto
que X es generador en C , se tiene que existe un morfismo χ : X → C tal que f χ 6= gχ . Por lo
tanto, θ( f ) 6= θ(g). Luego, el funtor HomC (X ,−) es un funtor fiel. Del segundo axioma de la
definición de categorı́a (ver 1.1.1), se tiene que para A,B ∈ Ob j(C ) tales que A 6= B entonces
HomC (X ,A) 6= HomC (X ,B). Por lo tanto, el funtor

HomC (X ,−) : C → Con

es una inmersión.

(⇐) Se sigue fácilmente del hecho de que

HomC (X ,−) : C → Con

un funtor fiel.
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Lema 3.4.9. Sea C una categorı́a con objeto cero, 0. Entonces C = 0 si y sólo si 1C = f0 donde f0
es el morfismo cero de C en C.

Demostración.

(⇒) Como C = 0, tenemos que |HomC (C,C)|= 1 y como 1C ∈HomC (C,C), tenemos que 1C = 0.

(⇐) Consideremos el morfismo f0 : C→C, recordemos que por definición de morfismo cero, tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

0
β

��

C
f0

//

α

@@

C.

Por hipótesis tenemos que βα = f0 = 1C. Por otro lado αβ ∈ HomC (0,0) y como 0 es objeto
cero, tenemos que |HomC (C,C)| = 1. Pero 10 = HomC (0,0), por lo tanto 10 = αβ . De donde
concluimos que 0∼= 0. Por lo tanto podemos suponer que C = 0.

Lema 3.4.10. Sea F : C →D un funtor fiel covariante, entonces

(a) Si F( f ) es un monomorfismo (epimorfismo), entonces f es un monomorfismo (epimorfismo) para
f un morfismo en C .

(b) Si C y D son categorı́as con objeto cero, F(C) 6= 0 siempre que C 6= 0.

Demostración.

(a) Supongamos que F( f ) : F(A)→ F(B) es un monomorfismo en D para f : A→ B morfismo
en C . Sean g,h : X → A morfismos en C tal que f g = f h, se quiere ver que g = h. En efecto,
evaluando en el funtor F se tiene que F( f g)=F( f h), entonces F( f )F(g)=F( f )F(h) y al ser F( f )
monomorfismo, se obtiene que F(g) = F(h) pero como F es fiel, se tiene que g = h. Probándose
que f es monomorfismo.

(b) (Por contrapositiva) Supóngase que F(C) = 0, se hara ver que C = 0. Sean f0,1C : C → C
los morfismo cero e identidad respectivamente. Entonces F( f0),F(1C) : F(C) → F(C). Como
|HomC (F(C),F(C)| = 1 pues F(C) = 0, se tiene que F( f0) = F(1C). Como F es fiel, conclui-
mos que f0 = 1C. Por el lema 3.4.9, se tiene que C = 0.

Proposición 3.4.11. Sea F : C →D un funtor exacto covariante en C una categorı́a abeliana y D
una categorı́a exacta y aditiva. Entonces F es un funtor aditivo.
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Demostración. Ver [MB65], p.55.

Proposición 3.4.12. Sea F : C → D un funtor exacto covariante con C una categorı́a abeliana y
D una categorı́a exacta aditiva tal que F(C) 6= 0 para todo C ∈ C con C 6= 0, entonces F es un
funtor fiel.

Demostración. Se quiere ver que para A,B ∈ C arbitrarios, la correspondencia

HomC (A,B) // HomF(D)(F(A),F(B)),

es inyectiva. Sean f ,g : A→ B morfismos en C con tales que f 6= g, se quiere demostrar que
F( f ) 6= F(g). Como F es aditivo (por la proposición 3.4.11), renombrando h = f − g, bastarı́a
demostrar que si h : A→ B es tal que h 6= 0, entonces F(h) 6= 0. Como C es una categorı́a abeliana,
podemos factorizar al morfismo h como h = vq con q : A→ Im(h) un epimorfismo y v : Im(h) ↪−→ B
un monomorfismo.

A h //

q
""

B

Im(h).
v

<<

Como h 6= 0, entonces Im(h) 6= 0 y entonces concluimos que F(Im(h)) 6= 0. Por otro lado,
F(h) = F(v)F(q) con F(q) : F(A)→ F(Im(h)) un epimorfismo y F(v) : F(Im(h))→ F(B) un
monomorfismo. Es decir, el siguiente diagrama conmuta

F(A)
F(h)

//

F(q) %%

F(B)

F(Im(h)).
F(v)

99

De donde concluimos que F(v) es la imagen de F(h). Ası́, Im(F(h))∼= F(Im(h)) 6= 0. Luego,
como F(v) es un monomorfismo, se concluye que F(h) 6= 0, pues si F(h) = 0 entonces F(v)F(q) =
0, lo cual implica que F(q) = 0 pues F(v) es un monomorfismo. Al ser F(q) un epimorfismo,
concluimos que F(Im(h)) = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, F es un funtor fiel.

Proposición 3.4.13. Sea C una categorı́a abeliana y X un objeto proyectivo en C . Si HomC (X ,C) 6=
0 para todo C 6= 0 ∈ C , entonces X es un generador en C .

Demostración. Sea X un objeto proyectivo en C , entonces por 3.4.4 se tiene que HomC (X ,−) :
C →Ab es un funtor exacto. Luego, al tener que HomC (X ,C) 6= 0 para todo C ∈ C se sigue por la
proposición 3.4.12 que HomC (X ,−) : C → Ab es un funtor fiel, es decir, HomC (X ,−) : C → Ab
es una inmersión. Ası́, por 3.4.8 se tiene que X es un generador en la categorı́a C .
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Lema 3.4.14. Sea F : C → D un funtor exacto con C una categorı́a abeliana y D una categorı́a
exacta y aditiva, entonces F preserva coproductos finitos.

Demostración. La haremos sólo para el coproducto de 2 objetos. Sean de C1 y C2 objetos en C
y {µi : Ci→C1⊕C2}i=1,2 un coproducto. Veamos que {F(µi) : F(Ci)→ F(C1

⊕
C2)}i=1,2 es un

coproducto de F(C1) y F(C2).

Por el lema 1.15.4, existen morfismos ρi : C1
⊕

C2→Ci para i = 1,2 tal que

ρiµ j =

{
1A j , si i = j
0, si i 6= j

y
2

∑
i=1

µiρi = 1C1
⊕

C2.

Como F es exacto, tenemos que F es aditivo y por tanto, tenemos que aplicando F a las igual-
dades anteriores , tenemos las siguientes igualdades

F(ρi)F(µ j) =

{
1F(A j), si i = j
0, si i 6= j

y
2

∑
i=1

F(µi)F(ρi) = 1F(C1
⊕

C2).

Por lo tanto, por 1.15.4 concluimos que {F(µi)}2
i=1 es un coproducto de F(C1) y F(C2).

Probándose que F preserva coproductos finitos.

Lema 3.4.15. Sea X ∈ C , entonces HomC (−,X) es un objeto proyectivo en Mod(C op) .

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama en Mod(C op)

HomC (−X)

ε

��

F
η

// F ′

con F,F ′ ∈Mod(C op), η un epimorfismo en Mod(C op) y ε un morfismo arbitrario en Mod(C op).
Como η es un epimorfismo, entonces ηC : F(C)→ F ′(C) es epimorfismo para cada C ∈ C . Por
observación 3.3.5, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo en Ab para 1X : X → X y
η : F → F ′

NatMod(C op)[HomC (−,X),F ]
ΩX ,F

//

S(1X ,η)

��

F(X)

E(1X ,η)=ηX

��

NatMod(C op)[HomC (−,X),F ′]
ΩX ,F ′

// F ′(X).
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Luego, como ηX es epimorfismo y ΩX ,F ′ , ΩX ,F son isomorfismos se sigue que S(1X ,η) es un
epimorfismo. Pero S(1X ,η) = HomMod(C o p)(HomC (−,X),η). Por lo tanto

NatMod(C op)[HomC (−,X),−] : Mod(C op) // Ab

es un epifuntor, es decir, preserva epimorfismos. Por lo tanto, por 3.4.3 se tiene que HomC (−,X)
es un objeto proyectivo en Mod(C op).

3.5. Objetos inyectivos

Definición 3.5.1. Sea C una categorı́a arbitraria, decimos que Q ∈ C es un objeto inyectivo si
para todo diagrama en C

C

f
��

α //C′

f̄��

Q

con α : C → C′ un monomorfismo y f : C → Q morfismo arbitrario en C , existe un morfismo
f̄ : C′→ Q tal que f = f̄ α .

Definición 3.5.2. Sea G un grupo abeliano, decimos que G es divisible si toda ecuación g = nx,
con g ∈ G y n ∈ N−{0} tiene solución en G.

Ejemplo 3.5.3. (i) Z no es divisible pues 2 = nx con n ∈ N−{0} tiene como única solución
x = 2

n ∈Q y para n = 3 se tiene que x /∈ Z.

(ii) Q es divisible pues para toda ecuación g = nx ∈ Q, con n ∈ N−{0} y g ∈ Q se tiene que
x = g

n es una solución en Q para todo n ∈ N.

Proposición 3.5.4. Sea G ∈ Ab, entonces G es divisible si y sólo si G es un objeto inyectivo en Ab.

Demostración.

(⇒) Supóngase G es divisible. Por el criterio de Baer (véase [RJ09], p.118) basta ver que si i : N ↪−→
Z es la inclusión y f : nZ→ G es un morfismo de grupos arbitrarios, entonces existe f̄ : Z→ G tal
que el siguiente diagrama conmuta

nZ

f

��

i // Z

f̄

~~

G.
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Como G es divisible, existe e ∈G tal que ne = f (n), entonces definimos el morfismo f̄ : Z→G
como f̄ (1) = e. Sea a ∈ nZ, entonces con a = nb para algún b ∈ Z. Por un lado,

f̄ i(a) = f̄ (a) = a f̄ (1) = ae.

Por otro lado

f (a) = f (nb) = b f (n) = b(ne) = (nb)e = ae.

Por lo tanto, f = f̄ i.

(⇐) Supóngase que G es un objeto inyectivo en Ab, se quiere demostrar que para g ∈ G arbitrario,
g = nx, tiene solución en G con n ∈N−{0}. Sea g ∈G y f : nZ→ G un morfismo en Ab definido
como f (nb) = bg para nb ∈ nZ. En efecto, la función es un morfismo de grupos abelianos pues
para nb,nb′ ∈ nZ, se tiene que

f (nb+nb′) = f (n(b+b′))
= (b+b′)g
= bg+bg′

= f (nb)+ f (nb′).

Por lo tanto, la función f : nZ→ G con la regla de correspondencia asignada es un morfismo
de grupos abelianos. Como G es un objeto inyectivo en Ab, existe un morfismo f̄ : Z→ G tal que
f̄|nZ = f . Se afirma que f̄ (1) es una solución en G a la ecuación g = nx. En efecto, tenemos que
f̄ (n) = n f̄ (1). Pero como f̄ |nZ = f se tiene que

f̄ (n) = f (n) = f (n,1) = 1g = g.

Por lo tanto n f̄ (1) = g. Probándose que G es divisible.

Proposición 3.5.5. Sea G un grupo abeliano divisible y H un subgrupo de G, entonces G/H ∈ Ab
es divisible.

Demostración. Se sigue de la divisibilidad de G.

Considerando la definición dual a la definición 3.4.7, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 3.5.6. Q/Z es cogenerador inyectivo en Ab.
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Demostración. Como Q ∈ Ab es divisible y Z es un subgrupo de Q se sigue por la proposición
anterior que Q/Z ∈ Ab es divisible. Luego, por la proposición 3.5.4 se tiene que Q/Z ∈ Ab es un
objeto inyectivo. Ası́, basta ver que Q/Z ∈ Ab es un cogenerador. Sea M 6= 0 un grupo abeliano y
tomemos m ∈M con m 6= 0. Veamos que

HomAb

(
M,

Q
Z

)
6= {0}.

Denotemos por 〈m〉 al subgrupo de M generado por m.

Caso 1.- Si ord(m) = ∞, se define f : 〈m〉 → Q
Z como f (m) = 1

2 +Z.

Caso 2.- Si ord(m) = n > 1, se define f : 〈m〉 → Q
Z como f (m) = 1

n +Z.

Como 1
2 ,

1
n /∈ Z, entonces en ambos casos se tiene que f (m) 6= 0. Luego, como Q

Z ∈ Ab es un
objeto inyectivo, se tiene que existe f̄ : M→ Q

Z tal que f̄ i = f , donde i : 〈m〉 ←−↩ M es la inclusión.
Es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

〈m〉

f

��

i // M

f̄

��
Q
Z .

Por lo tanto, f̄ 6= 0. Como f̄ ∈HomAb

(
M, QZ

)
, concluimos que HomAb

(
M, QZ

)
6= 0 para M 6= 0

arbitrario, con lo cual se demuestra que Q
Z es un cogenerador inyectivo en Ab. (por el dual de

3.4.13).
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Capı́tulo 4

Relaciones con otras categorı́as

En la primera parte de este capı́tulo se estudia la relación entre Mod(C ) y la categorı́a de
módulos sobre un anillo.

En la segunda parte de este capı́tulo se expone la existencia y suficiencias de inyectivos en la
Mod(C ), la prueba del lema 4.2.3 atribuido a N. Yoneda ası́ como la relación funtorial entre las
categorı́as Mod(C ) y Mod(C op) será crucial para esto.

4.1. Categorı́a de módulos sobre un anillo

Definición 4.1.1. Sea R un anillo asociativo con 1, se dice que una pareja (M,λ ) es un R-módulo
izquierdo, si M es un grupo abeliano y λ : R→ EndAb(M) es un morfismo de anillos con 1, donde
EndAb(M) := HomAb(M,M). es un morfismo de anillos.

Observación 4.1.2. La definición anterior significa que para cada r ∈ R existe un morfismo λ (r) :
M→M tal que para todo r,s ∈ R y todo x,y ∈M se tiene que:

(i) λ (r)(x+ y) = λ (r)(x)+λ (r)(y).

(ii) λ (r+ s)(x) = λ (r)(x)+λ (s)(x).

(iii) λ (rs)(x) = λ (r)(λ (s)(x)).

(iv) λ (1)(x) = x.

Para facilitar la notación se evita escribir λ en la definición anterior. De esta manera se escribe
rx en vez de λ (r)(x). El morfismo λ induce una ”multiplicación escalar a la izquierda”dada por
la asignación

145
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R×M // M

(r,x) � // λ (r)(x) = rx

tal que para todo r,s ∈ R y x,y ∈M se satisfacen los siguientes axiomas:

(i) r(x+ y) = rx+ ry.

(ii) (r+ s)x = rx+ sx.

(iii) (rs)x = r(sx).

(iv) 1x = x.

Inversamente dada una acción R×M→M que satisface (i), (ii), (iii) y (iv)del párrafo anterior
induce un morfismo de anillos con 1 λ : R→ EndAb(M).

Definición 4.1.3. Dado un anillo asociativo con 1 R, la categorı́a de módulos izquierdos sobre R
denotada como Mod(R) es la categorı́a cuya clase de objetos consiste de los módulos izquierdos
sobre R y donde HomMod(R)(M,N) consiste del conjunto de todos morfismos de grupos f : M→ N
tal que f (rm) = r f (m) para todo r ∈ R, m ∈M.

Para facilitar la notación al conjunto HomMod(R)(M,N) de la definición anterior lo denotaremos
simplemente como HomR(M,N).

Ejemplo 4.1.4. (a) Todo espacio vectorial sobre un campo K es un K-módulo izquierdo.

(b) Todo grupo abeliano es un Z-módulo izquierdo.

(c) Todo anillo R es un R-módulo izquierdo si se define la multiplicación escalar a izquierda
como la multiplicación (r,s) 7→ rs, de elementos del anillo R.

(d) Sea un conjunto X un conjunto distinto del vacı́o, M un R-módulo izquierdo y MX la colección
de todas las funciones f : X →M, entonces MX es un R-módulo izquierdo con la operación
suma y multiplicación escalar definidas como ( f + g)(x) := f (x)+ g(x) y (r f )(x) := r f (x)
respectivamente. En particular, si X = R con R un anillo asociativo con 1 se puede ver que
MR := HomR(R,M) es un R-módulo izquierdo. (de hecho es un submódulo de MR).

Proposición 4.1.5. Sea M un R-módulo izquierdo, entonces existe un isomorfismo α : M→HomR(R,M)
de R-módulos izquierdos cuya regla de correspondencia está dada por

α : M // HomR(R,M)

m � // φm : R→M,
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donde para m ∈M φm(r) = rm para todo r ∈ R.

Demostración. Sea β : HomR(R,M)→ M una asignación tal que para φ ∈ HomR(R,M) se tiene
que β (φ) = φ(1R) ∈M.

Veamos que β = α−1. En efecto, por un lado, para m ∈M se tiene que

βα(m) = β (φm) = φm(1R) = 1Rm = m ∈M.

Por otro lado, para φ ∈ HomR(R,M) se tiene que αβ (φ) = α(φ(1R)). Ası́, tomando m′ :=
φ(1R) ∈M se obtiene que α(φ(1R)) = α(m′) = φm′ , donde φm′ ∈ HomR(R,M) es tal que φm′(r) =
rm′ para todo r ∈ R. Por lo tanto, para todo r ∈ R se tiene que

φm′(r) = rm′ = rφ(1R) = φ(r1R) = φ(r).

Por tanto, αβ (φ) = φ . Probándose que β = α−1.

Es fácil ver que α es unmorfismo de R-módulos y por tanto α es un isomorfismo de R-módulos.

Definición 4.1.6. Sea R un anillo asociativo con 1, denotemos por CR a la categorı́a dada por los
siguientes datos.

(i) Ob j(CR) = {∗}

(ii) HomCR(∗,∗) = R.

La composición en CR está dada por la multiplicación en R.

De esta manera, podemos obtener la categorı́a Mod(CR) descrita en la siguiente observación
enunciada a continuación.

Observación 4.1.7. Por la definición 3.2.1 tenemos que la categorı́a Mod(CR) cuya clase de obje-
tos consiste de todos los funtores aditivos covariantes de la categorı́a CR a la categorı́a Ab y donde
HomMod(CR)(F,G) consiste de todas las transformaciones naturales del funtor F en el funtor G.

Lema 4.1.8. Sea F : CR→ Ab un objeto en Mod(CR), entonces F(∗) tiene estructura de R-módulo
izquierdo.

Demostración. Primero notemos que F(∗) ∈ Ab. Queremos definir un morfismo de anillos con
1, λ : R→ EndZ(F(∗)). Para esto notemos que F induce un morfismo de grupos abelianos λ :
HomCR(∗,∗)→ HomAb(F(∗),F(∗) con λ (r) := F(r) para todo r ∈ HomCR(∗,∗) = R. Como F es
funtor, tenemos que λ (rs) = F(rs) = F(r)F(s) = λ (r)λ (s) para todo r,s ∈ HomCR(∗,∗) y λ (1) =
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1F(∗). Por lo tanto λ : R→ EndZ(F(∗)) es un morfismo de anillos con 1. Probándose que F(∗) es
un R-módulo izquierdo.

Lema 4.1.9. Sea F,F ′ ∈Mod(CR) y T : F→ F ′ una transformación natural. Entonces τ∗ : F(∗)→
F ′(∗) es un morfismo de R-módulo izquierdo.

Demostración. Tenemos que τ : F → F ′ está dada por

τ := {τ∗ : F(∗)→ F ′(∗)}∗∈Ob j(CR).

Luego, τ∗ es la única componente de la transformación natural τ . Como τ∗ : F(∗)→ F ′(∗) es un
morfismo en Ab se tiene que

τ∗(a+b) = τ∗(a)+ τ∗(b) para todo a,b ∈ F(∗).

De esta manera, falta sólo ver que τ∗(rx) = rτ∗(x) para x ∈ F(∗) y r ∈ R arbitrarios.

Por un lado, tenemos que las estructuras de R-módulos a izquierda de F(∗) y F ′(∗) están dadas
por los morfismos de anillos

λ : R−→ EndZ(F(∗)), λ (r) := F(r),

λ
′ : R−→ EndZ(F ′(∗)), λ

′(r) := F ′(r),

respectivamente.

Es decir, τ es una transformación natural se tiene que para r : ∗ → ∗ con r ∈ R arbitrario, el
siguiente diagrama es conmutativo

F(∗) τ∗ //

F(r)

��

F ′(∗)

F ′(r)

��

F(∗)
τ∗

// F ′(∗).

Por tanto, F ′(r)τ∗ = τ∗F(r). Entonces, para x ∈ F(∗) se tiene que (F ′(r)τ∗)(x) = (τ∗F(r))(x).
Luego,
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τ∗(rx) = τ∗(λ (r)(x)) = τ∗(F(r)(x))
= (τ∗F(r))(x)
= (F ′(r)τ∗)(x)
= F ′(r)(τ∗(x))
= λ

′(r)τ∗(x)
= rτ∗(x).

Por lo tanto, τ∗(rx) = rτ∗(x) para todo x ∈ F(∗) y r ∈ R. Probándose que τ∗ : F(∗)→ F ′(∗) es
un morfismo en Mod(R).

Definición 4.1.10. Definimos una asignación ∆ : Mod(CR)→Mod(R) como sigue:

(i) En objetos.- Para F : CR→ Ab un funtor covariante en Mod(CR) se tiene que ∆(F) = F(∗) con
F(∗) ∈Mod(R).

(ii) En morfismos.- Sea τ : F → F ′ un morfismo en Mod(CR) donde F,F ′ : CR→ Ab son funtores
covariantes aditivos. Se define ∆(τ) := τ∗ donde τ∗ es la única componente de la transformación
natural

τ := {τ∗ : F(∗)→ F ′(∗)}∗∈Ob j(CR).

Proposición 4.1.11. La asignación ∆ : Mod(CR)→Mod(R) definida en 4.1.10 es funtorial.

Demostración.

(a) Veamos que ∆(ητ) = ∆(η)∆(τ) para τ : F → F ′ y η : F ′→ F ′′ morfismos en Mod(CR).

En efecto, se tiene que ∆(ητ) = ∆(η)∆(τ) pues

∆(ητ) = (ητ)∗ = η∗τ∗ = ∆(η)∆(τ).

(b) Sea 1F : F → F la transformación natural identidad sobre F ∈ Mod(CR), entonces ∆(1F) =
1∆(1F ). En efecto, esto se sigue de la siguiente igualdad: ∆(1F) = (1F)∗ = 1F(∗) = 1∆(F).

Por lo tanto, la asignación ∆ : Mod(CR)→Mod(R) definida en 4.1.10 es funtorial.

Lema 4.1.12. Sea R un anillo asociativo con 1 y M ∈Mod(R). Sea FM : CR→ Ab la asignación
definida como

(i) FM(∗) := M
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(ii) para r ∈ R = HomCR(∗,∗), la función FM(r) : M → M tiene por regla de correspondencia
FM(r)(m) = rm.

Entonces FM es un funtor covariante.

Demostración.

(i) Sea 1R ∈R el elemento identidad del anillo R. Entonces FM(1R) : M→M es tal que FM(1R)(m) =
1Rm = m para todo m ∈M. Por lo tanto, FM(1R) = 1M = 1FM(∗).

(ii) Sean r,s ∈ R. Entonces FM(rs) : M → M es tal que FM(rs) = (rs)m para todo m ∈ M. Pero
FM(r)◦FM(s) : M→M es tal que (FM(r)◦FM(s))(m) = Fm(r)(FM(s)(m)) = FM(r)(sm) = r(sm).
Por lo tanto, FM(r)◦FM(s) = FM(rs).

Probándose que es un funtor covariante.

Lema 4.1.13. Sea f : M→M′ un morfismo en Mod(R) y definimos τ f : FM→ FM′ en τ f := {(τ f )∗ :
FM(∗)→ FM′(∗)}∗∈Ob j(C ) donde (τ f )∗ = f es la única componente de τ f . Entonces τ f es una
transformación natural entre los funtores FM y FM′ .

Demostración. Para r ∈ HomCR(∗,∗), tenemos que ver que el siguiente diagrama conmuta

M = FM(∗) f
//

FM(r)

��

FM′(∗) = M′

FM′(r)

��

M = FM(∗)
f

// FM′(∗) = M′.

En efecto, sea m ∈ M, entonces (FM′(r) ◦ f )(m) = FM′(r)( f (m)) = r( f (m)). Por otro lado,
( f ◦FM(r))(m) = f (FM(r)(m)) = f (rm). Pero como f es unmorfismo de R-módulos izquierdos,
tenemos que r f (m) = f (rm). Por lo tanto, el diagrama anterior conmuta. Probándose que τ f es una
t ransformación natural.

Por los lemas anteriores tenemos la siguiente definición.

Definición 4.1.14. Definimos una asignación Γ : Mod(R)→ Mod(CR) entre categorı́as como si-
gue:

(i) En objetos.- Para M ∈ Mod(R) se tiene que Γ(M) = FM : CR → Ab funtor donde FM es el
funtor del lema 4.1.8.
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(ii) En morfismos.- Si f : M→M′ morfismo en Mod(R), se tiene Γ( f ) = τ f : FM → FM′ donde
τ f es la transformación natural del lema 4.1.9.

Proposición 4.1.15. La asignación Γ : Mod(R)→Mod(CR) definida anteriormente es un funtor.

Demostración.

(i) Sea ΓM : M→ M el morfismo identidad sobre M. Entonces τ1M : FM → FM es tal que su única
componente (τ1M)∗ : FM(∗)→ FM(∗), por lo tanto Γ(1M) = 1Γ(M).

(ii) Sean f : M→ M′ y g : M′→ M′′ morfismo de R-módulos izquierdos. Por un lado τg f : FM →
FM′′ es tal que su única componente es g f . Por otro lado, τg ◦ τ f tiene como única componente a
(τg)∗(τ f )∗ = g◦ f . Por lo tanto, Γ(g f ) = Γ(g)Γ( f ). Probándose que Γ es un funtor.

Proposición 4.1.16. Las categorı́as Mod(R) y Mod(CR) son isomorfas entre si.

Demostración. Sean ∆ : Mod(CR)→Mod(R) y Γ : Mod(R)→Mod(CR) los funtores definidos en
4.1.10 y 4.1.14 respectivamente.

(i) ∆Γ = 1Mod(R) con 1Mod(R) : Mod(R)→Mod(R) el funtor identidad en Mod(R).

Sea M ∈Mod(R) entonces Γ(M) = FM : CR→ Ab, por tanto se sigue que

∆Γ(M) = ∆(FM) = FM(∗) = M ∈Mod(R).

Ahora, sea f : M→M′ morfismo en Mod(R), entonces Γ( f ) = τ f donde

τ f := {(τ f )∗ : FM(∗)→ FM′(∗)}∗∈Ob j(C )

es una transformación natural entre los funtores F,F ′ ∈ Mod(CR) con (τ f )∗ = f . Luego,
∆Γ( f ) = ∆(τ f ) = (τ f )∗ = f . Probándose que ∆Γ = 1Mod(R).

(ii) Γ∆ = 1Mod(CR) con 1Mod(CR) : Mod(CR)→Mod(CR) el funtor identidad en Mod(CR) .

Sea F ∈Mod(CR), entonces M := ∆(F) = F(∗) ∈Mod(R). De esta manera, se sigue que

Γ∆(F) = Γ(F(∗)) = Γ(M) = FM

con FM ∈Mod(CR).

Veamos que FM = F .

Por un lado se tiene que FM : CR→Ab es un funtor en Mod(CR) tal que para ∗ ∈ CR se tiene
que FM(∗) = M = F(∗) ∈Mod(R). Por lo tanto FM tiene la misma regla de correspondencia
en objetos que F . Para un morfismo r : ∗ → ∗ en CR se tiene que FM(r) = M → M es un
morfismo en Mod(R) tal que para m ∈M, (FM(r))(m) = rm.
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Pero rm = λ (r)(m) = F(r)(m), esto por la definición de la estructura de R-módulo sobre M.
Por lo tanto FM(r) = F(r). Luego F = FM. Por lo tanto, Γ∆(F) = F .

Ahora, sea τ : F → F ′ un morfismo en Mod(CR), entonces ∆(τ) = τ∗ con

f := τ∗ : F(∗)−→ F ′(∗)

la única componente de τ . Luego , Γ∆(τ) = Γ( f ) donde Γ( f ) : FF(∗)→ FF ′(∗) es una trans-
formación natural dada por

Γ( f ) := { f : F(∗)→ F(∗)}∗∈Ob j(CR).

Por lo tanto, ∆Γ(τ) = τ . Y ası́, se tiene que Γ∆ = 1Mod(CR).

Probándose que Mod(R) y Mod(CR) son categorı́as isomorfas.

Observación 4.1.17. Sea R un anillo asociativo con 1, entonces bajo el funtor

∆ : Mod(CR)−→Mod(R)

definida en 4.1.10 se tiene que ∆(HomCR(∗,−)) = R. En efecto,

∆(HomCR(∗,−)) = HomCR(∗,∗) = R ∈Mod(R).

Proposición 4.1.18. Sean R un anillo asociativo con 1. Consideremos F ∈Mod(CR) y el isomor-
fismo de Yoneda

Ω := Ω∗,F : Nat[HomC (∗,−),F ] // F(∗),

versión para funtores covariantes de 3.3.2 (b). Para F(∗) ∈Mod(R) consideremos el isomorfismo
β : HomR(R,F(∗))→ F(∗) en Mod(R) definido en la demostración de 4.1.5. Entonces mediante
el funtor ∆ : Mod(CR)→Mod(R), el isomorfismo de grupos abelianos Ω se “corresponde” con β .
Es decir, Ω = Ω∗,F = β ◦∆.

Demostración. Sea
β : HomR(R,F(∗))→ F(∗)

el morfismo en Mod(R) definido en la demostración de 4.1.5 y sea

∆ : Mod(CR)→Mod(R)
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el funtor definido en 4.1.10. Por un lado, para η ∈ [HomCR(∗,−),F ] se tiene que ∆(η) = η∗ con

η∗ : HomCR(∗,∗)−→ F(∗)

un morfismo en Mod(R).

Luego, β∆(η) = β (η∗) donde β (η∗) = η∗(1R).

Por otro lado, para η ∈ Nat[HomCR(∗,−),F ] se tiene por el análogo de 3.3.2 (b) que

Ω(η) = η∗(1∗) = η∗(1R).

Donde la última igualdad se tiene al tener que 1∗ : ∗→ ∗ es igual a 1R. Por lo tanto se sigue que
β∆(η) = Ω(η), probándose que β∆ = Ω. Es decir, el diagrama

Nat[HomCR(∗,−),F ] ∆ //

Ω∗,F

��

HomR[(∗,∗),F(∗)] = HomR[R,F(∗)]

β

��

F(∗) F(∗),

es conmutativo en la categorı́a Ab.

4.2. Existencia de inyectivos en la categorı́a Mod(C )

En toda esta sección C será una categorı́a aditiva y pequeña (pedimos que C sea pequeña, pues
consideraremos la categorı́a Mod(C ) descrita en la definición 3.2.1). Más generalmente se puede
pedir que C sea esqueléticamente pequeña. Pero para nuestros fines sólo pediremos que C sea
pequeña.

Lema 4.2.1. Sean A y B categorı́as y F,G : A → B funtores. Sea H : B → C un funtor y
η : F → G una transformación natural. Se satisfacen los siguientes incisos.

(a) Si F y G son covariantes y H es covariante entonces Hη := {H(ηA)}A∈A es una transfor-
mación natural Hη : HF → HG entre funtores covariantes.

(b) Si F y G son covariantes y H es contravariante entonces Hη := {H(ηA)}A∈A es una trans-
formación natural Hη : HG→ HF entre funtores contravariantes.
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(c) Si F y G son contravariantes y H es covariante entonces Hη := {H(ηA)}A∈A es una trans-
formación natural Hη : HF → HG entre funtores contravariantes.

(d) Si F y G son contravariantes y H es contravariante entonces Hη := {H(ηA)}A∈A es una
transformación natural Hη : HG→ HF entre funtores covariantes.

Demostración. Demostremos solo (d), ya que los otros incisos son similares. Sea f : A→ A′ un
morfismo en A , veamos que el siguiente diagrama es conmutativo en C

HG(A)
H(ηA)

//

HG( f )
��

HF(A)

HF( f )
��

HG(A′)
H(ηA′)

// HF(A′).

En efecto, como η : F→G es una transformación natural, entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

F(A′)

F( f )
��

ηA′ // G(A′)

G( f )
��

F(A)
ηA
// G(A).

Luego, al aplicar H al diagrama anterior, obtenemos el diagrama conmutativo buscado.

Definición 4.2.2. Sea C una categorı́a aditiva C ∈ C y G ∈ Ab. Definimos un funtor covariante
JC,G : C → Ab como

JC,G := HomAb(−,G)◦HomC (−,C),

con HomAb(−,G) : Ab→ Ab y HomC (−,C) : C → Ab.

Siendo un poco más especı́ficos, tenemos que JC,G está definida como sigue.

(a) En objetos. Para C′ ∈ C se tiene que JC,G(C′) := HomAb

(
HomC (C′,C),G

)
.

(b) En morfismos: Si f : A→ B es un morfismo en C , entonces

JC,G( f ) : HomAb

(
HomC (A,C),G

)
→ HomAb

(
HomC (B,C),G

)
tiene por regla de correspondencia: JC,G( f )(α) := α ◦HomC ( f ,C) para α : HomC (A,C)→
G, donde HomC ( f ,C) : HomC (B,C)→ HomC (A,C).

Lema 4.2.3. Sean F : C → Ab un funtor covariante aditivo, C ∈ C y G ∈ Ab. Entonces tenemos
un isomorfismo de grupos abelianos

NatMod(C )[F,JC,G]
Θ:=ΘF,C,G

// HomAb(F(C),G).

que es natural en F, C y G.
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Demostración. Sean F ∈Mod(C ), C ∈ C y G ∈ Ab fijos. Queremos definir la función

NatMod(C )[F,JC,G]
Θ:=ΘF,C,G

// HomAb(F(C),G).

Sea η ∈ Nat[F,JC,G] donde η := {ηC′ : F(C′)−→ HomAb(HomC (C′,C),G)}C′∈C ; y cada compo-
nente ηC′ : F(C′)−→HomAb(HomC (C′,C),G) es un morfismo de grupos abelianos. En particular,
tenemos la C-ésima componente

ηC : F(C)−→ HomAb(HomC (C,C),G).

Luego, para x ∈ F(C), tenemos el morfismo de grupos abelianos

ηC(x) : HomC (C,C) // G.

De esta manera, tenemos (ηC(x))(1C) ∈ G. Por lo tanto, definimos la función

Θ(η) : F(C)→ G

con regla de correspondencia: (Θ(η))(x) = (ηC(x))(1C) para x ∈ F(C).
Veamos que Θ(η) : F(C)→ G es un morfismo de grupos abelianos. En efecto, sean x,y ∈ F(C),
entonces

(Θ(η))(x+ y) =
(

ηC(x+ y)
)
(1C)

=
(

ηC(x)+ηC(y)
)
(1C)

=
(

ηC(x)
)
(1C)+

(
ηC(y)

)
(1C)

=(Θ(η))(x)+(Θ(η))(y),

donde la segunda igualdad es debido a que ηC es un morfismo de grupos abelianos y la tercera
igualdad es por definición de suma de morfismos entre grupos abelianos. Por lo tanto, Θ(η) es un
morfismo en Ab.
Veamos que Θ es un morfismo de grupos abelianos. En efecto, sean η ,ψ ∈ NatModC[F,JC,G]. En-
tonces Θ(η +ψ) : F(C)→ G tiene por regla de correspondencia para x ∈ F(C)

Θ(η +ψ)(x) = (η +ψ)C(x)(1C) =
(
(ηC +ψC)(x)

)
(1C) =(ηC(x)+ψC(x))(1C)

=(ηC(x))(1C)+(ψC(x))(1C)

=Θ(η)(x)+Θ(ψ)(x)
=(Θ(η)+Θ(ψ))(x).

Por lo tanto, Θ(η +ψ) = Θ(η)+Θ(ψ), probándose que Θ es un morfismo de grupos abelianos.
Ahora queremos definir un morfismo de grupos abelianos

Θ
′ : HomAb(F(C),G)→ NatMod(C )[F,JC,G].

Para f ∈ HomAb(F(C),G) queremos obtener Θ′( f ) = η ∈ NatMod(C )[F,JC,G] con

η := {ηC′ : F(C′)−→ HomAb(HomC (C′,C),G)}C′∈C .
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Entonces para cada C′ ∈ C queremos definir ηC′ : F(C′) −→ HomAb(HomC (C′,C),G). Para y ∈
F(C′) necesitamos un morfismo de grupos abelianos

ηC′(y) : HomC (C′,C)−→ G.

Sea g ∈ HomC (C′,C), entonces tenemos morfismo de grupos abelianos F(g) : F(C′) → F(C).
Luego tenemos f ◦F(g) : F(C′)→G y ası́

(
f ◦F(g)

)
(y)∈G. De esta manera definimos la función

ηC′(y) : HomC (C′,C)−→ G

que tiene por regla de correspondencia:
(

ηC′(y)
)
(g) :=

(
f ◦F(g)

)
(y) para g∈HomC (C′,C). Vea-

mos que ηC′(y) es un morfismo de grupos abelianos. En efecto, sean g1,g2 : C′→C, entonces(
ηC′(y)

)
(g1 +g2) =

(
f ◦F(g1 +g2)

)
(y)

=
(

f ◦ (F(g1)+F(g2))
)
(y)

=
(

f ◦F(g1)+ f ◦F(g2)
)
(y)

=
(

f ◦F(g1)
)
(y)+

(
f ◦F(g2)

)
(y)

=
(

ηC′(y)
)
(g1)+

(
ηC′(y)

)
(g2)

Ahora veamos que ηC′ : F(C′)→ HomAb(HomC (C′,C),G) es un morfismo de grupos abelianos.
En efecto, sean y,y′ ∈ F(C′) entonces ηC′(y+y′) : HomC (C′,C)→G tiene por regla de correspon-
dencia: para g : C′→C(

ηC′(y+ y′)
)
(g) =

(
f ◦F(g)

)
(y+ y′)

=
(

f ◦F(g)
)
(y)+

(
f ◦F(g)

)
(y′)

=
(

ηC′(y)
)
(g)+

(
ηC′(y

′)
)
(g)

=
(

ηC′(y)+ηC′(y
′)
)
(g)

donde la segunda igualdad es debido a que f ◦F(g) es un morfismo de grupos abelianos. Por lo
tanto, ηC′(y+ y′) = ηC′(y)+ηC′(y′), probándose que ηC′ es un morfismo de grupos abelianos.
Ahora veamos que η := {ηC′ : F(C′) −→ HomAb(HomC (C′,C),G)}C′∈C . es una transformación
natural entre los funtores F y JC,G.
Sea h : C′→C′′ morfismo en C , queremos ver que el siguiente diagrama conmuta

F(C′)

F(h)
��

ηC′ // HomAb(HomC (C′,C),G)

JC,G(h)
��

F(C′′)
ηC′′

// HomAb(HomC (C′′,C),G).

(1)
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En efecto, sea y ∈ F(C′). Por un lado, tenemos que(
JC,G(h)◦ηC′

)
(y) = JC,G(h)

(
ηC′(y)

)
=ηC′(y)◦HomC (h,C) ∈ HomAb(HomC (C′′,C),G)

tiene la siguiente regla de correspondencia: para g ∈ HomC (C′′,C) tenemos que(
ηC′(y)◦HomC (h,C)

)
(g) =

(
ηC′(y)

)
(HomC (h,C)(g)) =

(
ηC′(y)

)
(gh)

=
(

f ◦F(gh)
)
(y).

Por otro lado, (
ηC′′ ◦F(h)

)
(y) = ηC′′

(
F(h)(y)

)
∈ HomAb(HomC (C′′,C),G)

tiene la siguiente regla de correspondencia: para g ∈ HomC (C′′,C) tenemos que[
ηC′′
(

F(h)(y)
)]

(g) =
(

f ◦F(g)
)(

F(h)(y)
)
=
(

f ◦F(g)◦F(h)
)
(y) =

(
f ◦F(gh)

)
(y)

Por lo tanto,
((

ηC′′ ◦F(h)
)
(y)
)
(g) =

((
JC,G(h)◦ηC′

)
(y)
)
(g). De donde concluimos que(

ηC′′ ◦F(h)
)
(y) =

(
JC,G(h)◦ηC′

)
(y). Luego, tenemos que

ηC′′ ◦F(h) = JC,G(h)◦ηC′.

Probándose que el diagrama (1) conmuta y por lo tanto η es una transformación natural y ası́
η ∈ NatMod(C )[F,JC,G].
Ahora veamos que la asignación

Θ
′ : HomAb(F(C),G)−→ NatMod(C )[F,JC,G]

definida anteriormente es un morfismo en Ab. En efecto, sean f1, f2 : F(C)→ G morfismos de
grupos abelianos. Por un lado, tenemos

Θ
′( f1 + f2) = ζ = {ζC′ : F(C′)→ HomAb(HomC (C′,C),G)}C′∈C .

Sea C′ ∈ C , para y ∈ F(C′) tenemos que ζC′(y) : HomC(C′,C)→ G tiene por regla de correspon-
dencia: para g ∈ HomC (C′,C)(

ζC′(y)
)
(g)=

(
( f1+ f2)◦F(g)

)
(y)=

(
f1◦F(g)+ f2◦F(g)

)
(y)=

(
f1◦F(g)

)
(y)+

(
f2◦F(g)

)
(y).

Por otro lado, sean η := Θ′( f1) y ψ := Θ′( f2) con

η := {ηC′ : F(C′)−→ HomAb(HomC (C′,C),G)}C′∈C ,

ψ := {ψC′ : F(C′)−→ HomAb(HomC (C′,C),G)}C′∈C .

Tenemos que

η +ψ = {(η +ψ)C′ : F(C′)−→ HomAb(HomC (C′,C),G)}C′∈C



158 CAPÍTULO 4. RELACIONES CON OTRAS CATEGORÍAS

donde por definición (ver 3.2.3) se tiene que (η +ψ)C′ := ηC′+ψC′ para cada C′ ∈ C . Sea C′ ∈ C ,
para y ∈ F(C′) se tiene que (η +ψ)C′(y) : HomC (C,C′)→ G tiene por regla de correspondencia:
para g ∈ HomC (C′,C)(

(η +ψ)C′(y)
)
(g) =

(
(ηC′+ψC′)(y)

)
(g) =

(
ηC′(y)+ψC′(y)

)
(g)

=
(

ηC′(y)
)
(g)+

(
ψC′(y)

)
(g)

=
(

f1 ◦F(g)
)
(y)+

(
f2 ◦F(g)

)
(y).

Por lo tanto (η +ψ)C′(y) = ζC′(y) para cada y ∈ F(C′). Luego, tenemos que (η +ψ)C′ = ζC′ para
C′ ∈ C . Por lo tanto, tenemos que η +ψ = ζ . Es decir, tenemos que Θ′( f1)+Θ′( f2) = Θ( f1+ f2),
probándose que Θ′ : HomAb(F(C),G)→ NatMod(C )[F,JC,G] es un morfismo de grupos abelianos.

(a) Naturalidad de Θ en F
Sea η : F → F ′ es una transformación natural, donde

η = {ηC : F(C)→ F ′(C)}C∈C .

Entonces para C ∈ C y G ∈ Ab fijos, el siguiente diagrama conmuta

NatMod(C )[F ′,JC,G]
ΘF ′,C,G

//

Ψ

��

HomAb(F ′(C),G)

Ψ′

��

NatMod(C )[F,JC,G]
ΘF,C,G

// HomAb(F(C),G)

con Ψ(γ) := γη para γ ∈ NatMod(C )[F ′,JC,G] y Ψ′(α) := αηC para α ∈ HomAb(F ′(C),G).
En efecto, sea γ ∈ NatMod(C )[F ′,JC,G], entonces(

ΘF,C,G ◦Ψ

)
(γ) = Θ

(
Ψ(γ)

)
= Θ(γη) ∈ HomAb(F(C),G)

donde para x ∈ F(C) se tiene que

Θ(γη)(x) =
(
(γη)C(x)

)
(1C) =

(
(γC ◦ηC)(x)

)
(1C) =

(
γC(ηC(x))

)
(1C)

Por otro lado,(
Ψ
′ ◦ΘF ′,C,G

)
(γ) = Ψ

′
(

ΘF ′,C,G(γ)
)
= ΘF ′,C,G(γ)◦ηC ∈ HomAb(F(C),G)

donde para x ∈ F(C) se tiene que

(ΘF ′,C,G(γ)◦ηC)(x) =
(

ΘF ′,C,G(γ)
)
(ηC(x)) =

(
γC(ηC(x))

)
(1C)

Por lo tanto,
((

ΘF,C,G ◦Ψ

)
(γ)
)
(x) =

((
Ψ′ ◦ΘF ′,C,G

)
(γ)
)
(x). De donde concluimos que(

ΘF,C,G ◦Ψ

)
(γ) =

(
Ψ′ ◦ΘF ′,C,G

)
(γ) para γ ∈ NatMod(C )[F ′,JC,G]. Ası́, ΘF,C,G ◦Ψ = Ψ′ ◦ΘF ′,C,G.

probándose que el diagrama requerido conmuta.
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(b) Naturalidad en C ∈ C .
Si f : A→ B es un morfismo en C , tenemos que P( f ) : PA = HomC (−,A)→ PB = HomC (−,B) es
una transformación natural por 3.2.12. Luego,

∆ := HomAb(−,G)P( f ) : HomAb(−,G)◦HomC (−,B)→ HomAb(−,G)◦HomC (−,A)

definida por ∆C = HomAb(P( f )C,G) es una transformación natural (ver 4.2.1).
Sea f : A→ B un morfismo en C . Entonces para F y G fijos, el siguiente diagrama conmuta

NatMod(C )[F,JA,G]
ΘF,A,G

// HomAb(F(A),G)

NatMod(C )[F,JB,G]

ϒ

OO

ΘF,B,G
// HomAb(F(B),G)

ϒ′

OO

con ϒ(η) = ∆η para η ∈ NatMod(C )[F,JB,G] y Ψ′(α) = αF( f ) para α ∈ HomAb(F(B),G) .
En efecto, para η ∈ NatMod(C )[F,JB,G] tenemos que(

ΘF,A,G ◦ϒ

)
(η) = ΘF,A,G(ϒ(η)) = ΘF,A,G(∆η) ∈ HomAb(F(A),G)

donde para x ∈ F(A) se tiene que

ΘF,A,G(∆η)(x) =
(
(∆η)A(x)

)
(1A) =

(
(∆AηA)(x)

)
(1A)

=
(

∆A(ηA(x))
)
(1A)

=
(

HomAb(P( f )A,G)(ηA(x))
)
(1A)

=
(
(ηA(x))◦P( f )A

)
(1A)

=
(

ηA(x)
)
(P( f )A(1A))

=
(

ηA(x)
)
( f ◦1A)

=
(

ηA(x)
)
( f ).

Por otro lado,(
ϒ
′ ◦ΘF,B,G

)
(η) = ϒ

′
(

ΘF,B,G(η)
)
= ΘF,B,G(η)◦F( f ) ∈ HomAb(F(A),G)

donde para x ∈ F(A) se tiene que(
ΘF,B,G(η)◦F( f )

)
(x) =

(
ΘF,B,G(η)

)
(F( f )(x)) = ηB(F( f )(x))(1B) =

(
(ηB ◦F( f ))(x)

)
(1B).



160 CAPÍTULO 4. RELACIONES CON OTRAS CATEGORÍAS

Como η : F→ JB,G es una transformación natural, tenemos que para f : A→ B el siguiente diagra-
ma conmuta

F(A)
ηA//

F( f )
��

HomAb(HomC (A,B),G)

JB,G( f )
��

F(B)
ηB
// HomAb(HomC (B,B),G).

Es decir, para x ∈ F(A) se tiene que

(ηB ◦F( f ))(x) = (JB,G( f )◦ηA)(x).

Pero (JB,G( f )◦ηA)(x)=
(

JB,G( f )
)
(ηA(x))=ηA(x)◦HomC ( f ,C). Entonces, para 1B ∈HomC (B,B)

tenemos que
(

ηA(x)◦HomC ( f ,B)
)
(1B) = ηA(x)

(
HomC ( f ,B)(1B)

)
= ηA(x)( f ).

De donde concluimos que(
(ηB ◦F( f ))(x)

)
(1B) =

(
(JB,G( f )◦ηA)(x)

)
(1B) = ηA(x)( f ).

Por lo tanto,
((

ΘF,A,G ◦ϒ

)
(η)
)
(x) =

((
ϒ′ ◦ΘF,B,G

)
(η)
)
(x). Luego,(

ΘF,A,G ◦ϒ

)
(η) =

(
ϒ
′ ◦ΘF,B,G

)
(η)

y entonces ΘF,A,G ◦ϒ = ϒ′ ◦ΘF,B,G, probándose la conmutatividad del diagrama.

(c) Naturalidad en G.
Sea f : G→ G′ un morfismo en Ab. Definamos tranformación natural Λ : JC,G→ JC,G′ con

Λ = {ΛC′ : HomAb(HomC (C′,C),G)→ HomAb(HomC (C′,C),G′)}C′∈C .

Donde para cada C′ ∈ C

ΛC′ : HomAb(HomC (C′,C),G)→ HomAb(HomC (C′,C),G′),

tiene regla de correspondencia ΛC′(α) = f α para α ∈ HomAb(HomC (C′,C),G). Sea h : C′→C′′

un morfismo en C , afirmamos que el siguiente diagrama es conmutativo

HomAb(HomC (C′,C),G)
ΛC′ //

JC,G(h)
��

HomAb(HomC (C′,C),G′)

JC,G′(h)
��

HomAb(HomC (C′′,C),G)
ΛC′′

// HomAb(HomC (C′′,C),G′).

En efecto, para α ∈ HomAb(HomC (C′,C),G), tenemos que(
JC,G′(h)◦ΛC′

)
(α) = JC,G′(h)(ΛC′(α)) = JC,G′(h)( f α) = ( f α)◦HomC (h,C)
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Por otro lado,(
ΛC′′ ◦ JC,G(h)

)
(α) = (ΛC′′)(JC,G(h)(α)) = ΛC′′(α ◦HomC (h,C)) = f ◦ (α ◦HomC (h,C))

Por lo tanto, el diagrama anterior conmuta y entonces Λ es una transformación natural.
(Nota: como tenemos f : G → G′ entonces tenemos P( f ) : HomAb(−,G) → HomAb(−,G′) es
una transformación natural entonces al componer por la derecha con HomC (−,C) tenemos una
transformación natural P( f )HomC (−,C) : JC,G → JC,G′ (ver pág. 59 del Mitchell) y de hecho
∆ = P( f )HomC (−,C)).
Sea f : G→ G′ un morfismo de grupos abelianos. Entonces el siguiente diagrama conmuta

NatMod(C )[F,JC,G]
ΘF,C,G

//

Φ

��

HomAb(F(C),G)

Φ′

��

NatMod(C )[F,JC,G′]
ΘF,C,G′

// HomAb(F(C),G′)

con Φ(η) := Λη para η ∈ NatMod(C )[F,JC,G] y Φ′(g) = f g para g ∈ HomAb(F(C),G).
En efecto, sea η ∈ NatMod(C )[F,JC,G], entonces(

ΘF,C,G′ ◦Φ

)
(η) = ΘF,C,G′(Φ(η)) = ΘF,C,G′(Λη) ∈ HomAb(F(C),G′)

tiene regla de correspondencia: para x ∈ F(C)

ΘF,C,G′(Λη)(x) =
(
(Λη)C(x)

)
(1C) =

(
(ΛCηC)(x)

)
(1C) =

(
ΛC(ηC(x))

)
(1C)

=
(

f ◦ηC(x)
)
(1C).

Por otro lado,(
Φ
′ ◦ΘF,C,G

)
(η) = Φ

′(ΘF,C,G(η)) = f ◦ΘF,C,G(η) ∈ HomAb(F(C),G′)

tiene regla de correspondencia: para x ∈ F(C)(
f ◦ΘF,C,G(η)

)
(x) = f

(
(ΘF,C,G(η))(x)

)
= f
(
(ηC(x))(1C)

)
=
(

f ◦ηC(x)
)
(1C).

Por lo tanto,
((

ΘF,C,G′ ◦Φ

)
(η)
)
(x) =

((
Φ′ ◦ΘF,C,G

)
(η)
)
(x). Luego,

(
ΘF,C,G′ ◦Φ

)
(η) =

(
Φ
′ ◦ΘF,C,G

)
(η)

y entonces ΘF,C,G′ ◦Φ = Φ′ ◦ΘF,C,G, probándose que el diagrama es conmutativo.
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(d) Ahora veamos que Θ′Θ = 1NatMod(C )[F,JC,G]. En efecto, sea η ∈ NatMod(C )[F,JC,G]. Luego, sea
f := Θ(η) : F(C)→ G. Entonces Θ′(Θ(η)) = Θ′( f ) = ζ con

ζ := {ζC′ : F(C′)−→ HomAb(HomC (C′,C),G)}C′∈C .

Donde para C′ ∈ C , ζC′ : F(C′) −→ HomAb(HomC (C′,C),G) esta definida como sigue. Para y ∈
F(C′) el morfismo de grupos abelianos

ζC′(y) : HomC (C′,C)−→ G

tiene regla de correspondencia:
(

ζC′(y)
)
(g) :=

(
f ◦F(g)

)
(y), para g ∈ HomC (C′,C).

Luego, entonces(
ζC′(y)

)
(g) =

(
f ◦F(g)

)
(y) =

(
Θ(η)◦F(g)

)
(y) =

(
Θ(η)

)
(F(g)(y)) =

(
ηC(F(g)(y))

)
(1C)

Como η : F→ JC,G es una transformación natural, tenemos que para g ∈HomC (C′,C) el siguiente
diagrama conmuta

F(C′)
ηC′ //

F(g)
��

HomAb(HomC (C′,C),G)

JC,G(g)
��

F(C)
ηC

// HomAb(HomC (C,C),G)

Es decir, para y ∈ F(C′) se tiene que

(ηC ◦F(g))(y) = (JC,G(g)◦ηC′)(y).

Luego, tenemos que(
ηC(F(g)(y))

)
(1C) =

(
(ηC ◦F(g))(y)

)
(1C) =

(
(JC,G(g)◦ηC′)(y)

)
(1C)

=
(

JC,G(g)(ηC′(y))
)
(1C)

=
(

ηC′(y)◦HomC (g,C)
)
(1C)

=ηC′(y)
(

HomC (g,C)(1C)
)

=ηC′(y)(g)

Luego, entonces
(

ζC′(y)
)
(g) =

(
ηC′(y)

)
(g) para todo g ∈HomC (C′,C). Por lo tanto, se tiene que

ζC′(y) = ηC′(y) para y ∈ F(C′). Lo que implica que ζC′ = ηC′ para cada C′ ∈ C . Probándose que
ζ = η , es decir, Θ′Θ(η) = η y por lo tanto Θ′Θ = 1NatMod(C )[F,JC,G].

(e) Ahora veamos que ΘΘ′ = 1HomAb(F(C),G). En efecto, sea f : F(C)→ G un morfismo en Ab. Sea
η :=Θ′( f )∈NatMod(C )[F,JC,G], entonces por definición tenemos que Θ(η) : F(C)→G tiene regla
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de correspondencia:
(

Θ(η)
)
(x) = (ηC(x))(1C) para x ∈ F(C). Pero por definición de η := Θ′( f ),

tenemos que ηC(x) : HomC (C,C)→ G es tal que

(ηC(x))(1C) =
(

f ◦F(1C)
)
(x) = ( f ◦1F(C)(x) = f (x).

Por lo tanto, tenemos que Θ(η)(x) = f (x) para todo x ∈ F(C). Por lo tanto, Θ(Θ′( f )) = Θ(η) = f .
Probándose que ΘΘ′ = 1HomAb(F(C),G).
Luego, de (a), (b), (c),(d) y (e), se sigue que

NatMod(C )[F,JC,G]−→ HomAb(F(C),G),

es un isomorfismo de grupos abelianos, el cual es natural en F,C y G.

Teorema 4.2.4. Sea C una categorı́a aditiva y pequeña.

(a) Si E ∈Ab es un objeto inyectivo en Ab, entonces JC,E es un objeto inyectivo en Mod(C ) para
todo C ∈ C .

(b) Si E es un cogenerador inyectivo de Ab, entonces el funtor ∏C∈C JC,E : C → Ab es un coge-
nerador inyectivo de Mod(C ).

Demostración.

(a) Sea τ : F → F ′ un monomorfismo en Mod(C ) y η : F → JC,E un morfismo Mod(C ). Por la
naturalidad del isomorfismo θ del lema 4.2.3 tenemos el siguiente diagrama conmutativo

NatMod(C )[F ′,JC,E ]
θF ′,C,E

//

Ψ

��

HomAb(F ′(C),E)

Ψ′

��

NatMod(C )[F,JC,E ]
θF,C,E

// HomAb(F(C),E).

(*)

con Ψ(γ) = γτ para γ ∈ NatMod(C )[F ′,JC,E ] y Ψ′(α) = ατC para α ∈ HomAb(F ′(C),E).

Notemos que Ψ = HomMod(C )(τ,JC,E). Luego para ver que JC,E es inyectivo en Mod(C ) basta
ver que HomAb(F ′(C),E) es suprayectiva: Por el diagrama (*) basta ver que Ψ′ es suprayectiva.
En efecto, sea β : F(C)→ E un morfismo en Ab. Como τC : F(C)→ F(C′) es un monomorfismo
y E es un objeto inyectivo en Ab, existe α : F ′(C)→ E tal que el siguiente diagrama conmuta
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F(C)
τC //

β

��

F ′(C)

α

||

E.

Por lo tanto, Ψ′(α) = β . Probándose que Ψ′ es suprayectiva y por lo tanto Ψ es suprayectiva.

(b) Sean E un objeto cogenerador e inyectivo en Ab. Sea T ∈Mod(C ) con T 6= 0, entonces

NatMod(C )[T, ∏
C∈C

JC,E ]∼= ∏
C∈C

NatMod(C )[T,JC,E ]

∼= ∏
C∈C

HomAb[T (C),E].

Con T 6= 0, existe C ∈ C tal que T (C) 6= 0 y como E es un cogenerador inyectivo, tenemos que
HomAb[T (C),E] 6= 0. Por lo tanto NatMod(C )[T,∏C∈C JC,E ] 6= 0 y por el dual de 3.4.13 y 3.4.6 se
sigue que ∏C∈C JC,E es un cogenerador inyectivo de Mod(C ).

Consideremos el grupo abeliano Q/Z. Luego, tenemos un funtor HomAb(−,Q/Z) : Ab→ Ab,
el cual jugará un papel muy importante en otra prueba de la existencia de suficientes inyectivos en
la categorı́a Mod(C ). En todo lo que sigue, la construcción del funtor D : Mod(C )−→Mod(C op)
se puede hacer para cualquier cogenerador inyectivo E de Ab. Pero nos concentraremos en el
cogenerador inyectivo E =Q/Z.

Definición 4.2.5. Sea C una categorı́a abeliana, definimos un funtor

D : Mod(C ) // Mod(C op)

(a) Objetos. Para F ∈Mod(C ) definimos DF := HomAb(−,Q/Z)◦F ∈Mod(C op). Es decir, para
C ∈ C tenemos que DF(C) = HomAb(F(C),Q/Z) ∈ Ab y para f : C→C′ morfismo en C tenemos
que DF( f ) = HomAb(F( f ),Q/Z). Es decir, DF( f ) tiene por regla de correspondencia

DF( f ) : DF(C′) = HomAb(F(C′),Q/Z) // DF(C) = HomAb(F(C),Q/Z)

α : F(C′)→Q/Z � // α ◦F( f ) : F(C)→Q/Z.
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(b) Morfismos. Sean F,F ′ : C → Ab funtores en Mod(C ) y η : F→ F ′ una transformación natural.
Por 4.2.1(b), tenemos que

HomAb(−,Q/Z)η := {HomAb(ηC,Q/Z)}C∈C ,

es una transformación natural: HomAb(−,Q/Z)η : HomAb(−,Q/Z)◦F ′→ HomAb(−,Q/Z)◦F.
De esta manera definimos D(η) := HomAb(−,Q/Z)η . Es decir,

D(η) := {D(η)C : DF ′(C)−→ DF(C)}C∈C

donde D(η)C := HomAb(ηC,Q/Z) : HomAb(F ′(C),Q/Z)→ HomAb(F(C),Q/Z) es tal que

D(η)C : HomAb(F ′(C),Q/Z) // HomAb(F(C),Q/Z)

α
� // α ◦ηC

Observación 4.2.6. Notemos que tenemos que

JC,Q/Z = D
(

HomC (−,C)
)
.

Veremos en las siguientes proposiciones que D es parecido a una dualidad entre categorı́as y como
HomC (−,C) es un objeto proyectivo en Mod(C op), es de esperarse que JC,Q/Z sea inyectivo en
Mod(C ) (ver 4.2.4).

Lema 4.2.7. La definición anterior nos define en efecto un funtor contravariante entre la categorı́a
Mod(C ) y Mod(C op)

Demostración.

(a) Sean F,F ′,F ′′ ∈Mod(C ) y η ∈ NatMod(C )[F,F ′] y τ ∈ NatModC
[F ′,F ′′]. Veamos que D(τη) =

D(η)D(τ).
En efecto,

τη := {(τη)C = τCηC : F(C)−→ F ′′(C)}C∈C .
Por lo tanto,

D(τη) = {D(τη)C := HomAb(τCηC,Q/Z) : HomAb(F ′′(C),Q/Z)−→ HomAb(F(C),Q/Z)}C∈C .

Por otro lado, tenemos que

D(τ) = {D(τ)C := HomAb(τC,Q/Z) : HomAb(F ′′(C),Q/Z)−→ HomAb(F ′(C),Q/Z)}C∈C .

y

D(η) = {D(η)C := HomAb(ηC,Q/Z) : HomAb(F ′(C),Q/Z)−→ HomAb(F(C),Q/Z)}C∈C .

Como HomAb(−,Q/Z) es un funtor tenemos que

HomAb(τCηC,Q/Z) = HomAb(ηC,Q/Z)◦HomAb(τC,Q/Z).

Por lo tanto, D(τη)C = D(η)CD(τ)C = (D(η)D(τ))C para cada C ∈ C . Por lo tanto, se tiene que
D(τη) = D(η)D(τ).
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(b) Ahora veamos que D(1F) = 1D(F). Sea 1F ∈ NatMod(C )[F,F ] con

1F := {(1F)C = 1F(C) : F(C)−→ F(C)}C∈C .

Luego, tenemos que

D(1F) = {D(1F)C := HomAb(1F(C),Q/Z) : HomAb(F(C),Q/Z)−→ HomAb(F(C),Q/Z)}C∈C

Como HomAb(−,Q/Z) es un funtor, tenemos que HomAb(1F(C),Q/Z)= 1HomAb(F(C),Q/Z)= 1DF(C)

para cada C ∈ C . Por lo tanto, D(1F) = 1D(F).
Por lo que de los incisos (a) y (b) , obtenemos que la asignación

D : Mod(C ) // Mod(C op)

dada en la definición 4.2.5, define un funtor contravariante de Mod(C ) en Mod(C op).

Definición 4.2.8. Sea C una categorı́a abeliana, definimos un funtor

D′ : Mod(C op) // Mod(C )

(a) Objetos. Para F ∈Mod(C op) definimos D′F := HomAb(−,Q/Z)◦F ∈Mod(C ). Es decir, para
C ∈C tenemos que D′F(C) = HomAb(F(C),Q/Z)∈Ab y para f : C→C′ morfismo en C tenemos
que D′F( f ) = HomAb(F( f ),Q/Z). Es decir, D′F( f ) tiene por regla de correspondencia

D′F( f ) : D′F(C) = HomAb(F(C),Q/Z) // D′F(C′) = HomAb(F(C′),Q/Z)

α : F(C)→Q/Z � // α ◦F( f ) : F(C′)→Q/Z.

(b) Morfismos. Sean F,F ′ : C → Ab funtores en Mod(C op) y η : F → F ′ una transformación natu-
ral. Por 4.2.1(d), tenemos que

HomAb(−,Q/Z)η := {HomAb(ηC,Q/Z)}C∈C ,

es una transformación natural: HomAb(−,Q/Z)η : HomAb(−,Q/Z)◦F ′→ HomAb(−,Q/Z)◦F.
De esta manera definimos D′(η) := HomAb(−,Q/Z)η . Es decir,

D′(η) := {D′(η)C : D′F ′(C)−→ D′F(C)}C∈C

donde D′(η)C := HomAb(ηC,Q/Z) : HomAb(F ′(C),Q/Z)→ HomAb(F(C),Q/Z) es tal que

D′(η)C : HomAb(F ′(C),Q/Z) // HomAb(F(C),Q/Z)

α
� // α ◦ηC
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Observación 4.2.9. De manera análoga a lema 4.2.7, se puede ver que la asignación

D′ : Mod(C op) // Mod(C )

define en efecto un funtor contravariante.

Proposición 4.2.10. En la categorı́a Mod(C ), consideremos los funtores

Mod(C )
1Mod(C )

// Mod(C ),

Mod(C )
D′D // Mod(C ).

Entonces, existe una transformación natural

Γ : 1Mod(C )
// D′D

donde
Γ := {ΓF : F −→ D′DF}F∈Mod(C )

con ΓF monomorfismo para cada F ∈Mod(C ).

Demostración. Sea F ∈Mod(C ), queremos definir ΓF : F → D′DF con

ΓF := {(ΓF)C : F(C)−→ HomAb (HomAb(F(C),Q/Z),Q/Z)}C∈C

Sea C ∈ C , definamos

(ΓF)C : F(C)−→ HomAb (HomAb(F(C),Q/Z),Q/Z)

Para x ∈ F(C) definimos el morfismo

(ΓF)C(x) : HomAb(F(C),Q/Z) // Q/Z

α
� // α(x).

Es decir,
(
(ΓF)C(x)

)
(α) := α(x) para α : F(C)→Q/Z.

Afirmación.- ΓF es una transformación natural. Sea f : C→C′ un morfismo en C , queremos ver
que el siguiente diagrama es conmutativo

F(C)

F( f )

��

(ΓF )C
// HomAb

(
HomAb(F(C),Q/Z),Q/Z

)
D′DF( f )

��

F(C′)
(ΓF )C′

// HomAb

(
HomAb(F(C′),Q/Z),Q/Z

)
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En efecto, sea x ∈ F(C) por un lado(
D′DF( f )◦ (ΓF)C

)
(x) =D′DF( f )

(
(ΓF)C(x)

)
=(ΓF)C(x)◦DF( f ) ∈ HomAb

(
HomAb(F(C′),Q/Z),Q/Z

)
tiene la siguiente regla de correspondencia: para α : F(C′)→Q/Z se tiene que(

(ΓF)C(x)◦DF( f )
)
(α) = (ΓF)C(x)

(
DF( f )(α)

)
= (ΓF)C(x)

(
α ◦F( f )

)
= (α ◦F( f ))(x)

Por otro lado, para x ∈ F(C) se tiene que(
(ΓF)C′ ◦F( f )

)
(x) =

(
(ΓF)C′

)
(F( f )(x)) ∈ HomAb

(
HomAb(F(C′),Q/Z),Q/Z

)
tiene la siguiente regla de correspondencia: para α : F(C′)→Q/Z se tiene que(

(ΓF)C′(F( f )(x))
)
(α) = α(F( f )(x)) = (α ◦F( f ))(x)

Por lo tanto, tenemos que
((

D′DF( f ) ◦ (ΓF)C

)
(x)
)
(α) =

((
(ΓF)C′ ◦F( f )

)
(x)
)
(α). De donde

concluimos que
(

D′DF( f )◦ (ΓF)C

)
(x) =

(
(ΓF)C′ ◦F( f )

)
(x). Luego, entonces

D′DF( f )◦ (ΓF)C = (ΓF)C′ ◦F( f ), probándose que el diagrama anterior conmuta y entonces
ΓF : F → D′DF es una transformación natural.
Ahora veamos que

Γ := {ΓF : F −→ D′DF}F∈Mod(C )

es una transformación natural entre los funtores 1Mod(C ) y D′D.
Sea η ∈ NatMod(C )[F,F ′], hay que ver que el siguiente diagrama es conmutativo en Mod(C )

F
ΓF //

η

��

D′DF

D′Dη
��

F ′
ΓF ′

// D′DF ′.

(1)

Como todos los morfismos en el diagrama anterior son transformaciones naturales entre funtores
en Mod(C ). Hay que ver que D′D(η) ◦ΓF = ΓF ′ ◦η como transformaciones naturales entre los
funtores F y D′DF ′. Es decir, tenemos que ver que (D′D(η))C ◦ (ΓF)C = (ΓF ′)C ◦ηC para cada
C ∈ C . Es decir, queremos ver que el siguiente diagrama es conmutativo

F(C)
(ΓF )C

//

ηC

��

HomAb

(
HomAb(F(C),Q/Z),Q/Z

)
(D′D(η))C

��

F ′(C)
(ΓF ′)C

// HomAb

(
HomAb(F ′(C),Q/Z),Q/Z

)

(2)
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En efecto, sea x ∈ F(C) por un lado(
(D′D(η))C ◦ (ΓF)C

)
(x) =(D′D(η))C

(
(ΓF)C(x)

)
=
(

HomAb((D(η))C,Q/Z)
)(

(ΓF)C(x)
)

=
(

HomAb(HomAb(ηC,Q/Z),Q/Z)
)(

(ΓF)C(x)
)

=(ΓF)C(x)◦HomAb(ηC,Q/Z) ∈ HomAb

(
HomAb(F ′(C),Q/Z),Q/Z

)
tiene la siguiente regla de correspondencia: para α : F ′(C)→Q/Z se tiene que(

(ΓF)C(x)◦HomAb(ηC,Q/Z)
)
(α) = (ΓF)C(x)

(
HomAb(ηC,Q/Z)(α)

)
=
(
(ΓF)C(x)

)
(αηC)

= (αηC)(x)

Por otro lado, para x ∈ F(C) se tiene que(
(ΓF ′)C ◦ηC

)
(x) =

(
(ΓF)C′

)
(ηC(x)) ∈ HomAb

(
HomAb(F ′(C),Q/Z),Q/Z

)
tiene la siguiente regla de correspondencia: para α : F ′(C)→Q/Z se tiene que(

(ΓF)C(ηC(x))
)
(α) = α(ηC(x)) = (αηC)(x)

Por lo tanto,
((

(D′D(η))C ◦(ΓF)C

)
(x)
)
(α) =

((
(ΓF ′)C ◦ηC

)
(x)
)
(α). De donde concluimos que(

(D′D(η))C ◦ (ΓF)C

)
(x) =

(
(ΓF ′)C ◦ηC

)
(x).

Luego, (D′D(η))C ◦(ΓF)C = (ΓF ′)C ◦ηC, probándose que el diagrama anterior conmuta y entonces
(D′D(η))C ◦ (ΓF)C = (ΓF ′)C ◦ηC para cada C ∈ C . Por lo tanto, (D′D(η))◦ (ΓF) = (ΓF ′)◦η . De
esta manera, tenemos que Γ : 1Mod(C )→ D′D es una transformación natural con

Γ := {ΓF : F −→ D′DF}F∈Mod(C ).

Veamos ahora que

(ΓF)C : F(C) // HomAb

(
HomAb(F(C),Q/Z),Q/Z

)
es monomorfismo para cada C∈C . En efecto, sean x,x′ ∈F(C) con x 6= x′. Definimos los siguientes
morfismos en Ab:

(1) f : Z→ F(C) tal que f (1) = x, es decir, f (n) = nx para n ∈ Z.

(2) g : Z→ F(C) tal que g(1) = x′ es decir, g(n) = nx′ para n ∈ Z.



170 CAPÍTULO 4. RELACIONES CON OTRAS CATEGORÍAS

Como Q/Z es un cogenerador de Ab, tenemos que existe un morfismo α : F(C)→ Q/Z tal que
α f 6= αg. Entonces, tenemos que (α f )(1) 6= (αg)(1). Ya que si (α f )(1) = (αg)(1), tendrı́amos
que (α f )(n) = (αg)(n) para todo n ∈ Z y entonces α f = αg, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto, (α f )(1) 6= (αg)(1), es decir, α(x) 6= α(x′).
Ahora si, veamos que (ΓF)C(x) 6= (ΓF)C(x′). En efecto, sea el morfismo α : F(C)→ Q/Z encon-
trado anteriormente, entonces (ΓF)C(x)(α) = α(x) 6= α(x′) = (ΓF)C(x′)(α). Por lo tanto, tenemos
que los morfismos (ΓF)C(x),(ΓF)C(x′) : HomAb(F(C),Q/Z)→ Q/Z son distintos y ası́ (ΓF)C es
un momomorfismo para cada C ∈ C . Esto prueba que ΓF es un monomorfismo para F ∈Mod(C ).
Entonces Γ : 1Mod(C )→ D′D es un monomorfismo.

Proposición 4.2.11. Sean F ∈ Mod(C ) y G ∈ Mod(C op) y η : F → D′G una transformación
natural con

η := {ηC : F(C)−→ HomAb(G(C),Q/Z)}C∈C .

Entonces, tenemos correspondencia biyectiva

Φ : NatMod(C )[F,D′G] // NatMod(C )op[G,DF ]

η
� // Φ(η)

con
Φ(η) := {(Φ(η))C : G(C)−→ HomAb(F(C),Q/Z)}C∈C .

Donde la C-ésima componente Φ(η)C : G(C)→ HomAb(F(C),Q/Z) tiene la siguiente regla de
correspondencia: Para x ∈ G(C) el morfismo Φ(η)C(x) : F(C)→Q/Z es tal que

(Φ(η)C(x))(y) := (ηC(y))(x)

para y ∈ F(C).

Demostración. Veamos que en efecto, Φ(η) ∈ NatMod(C op)[G,DF ]. Sea f : C→ C′ un morfismo
en C . Queremos ver que el siguiente diagrama es conmutativo

G(C′)
Φ(η)C′ //

G( f )

��

DF(C′) = HomAb(F(C′),Q/Z)

DF( f )

��

G(C)
Φ(η)C

// DF(C) = HomAb(F(C),Q/Z).

(*)

En efecto, sea x ∈ G(C′) entonces por un lado(
DF( f )◦Φ(η)C′

)
(x) =DF( f )

(
Φ(η)C′(x)

)
=Φ(η)C′(x)◦F( f ) ∈ HomAb(F(C),Q/Z)
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tiene la regla de correspondencia: para y ∈ F(C)(
Φ(η)C′(x)◦F( f )

)
(y) =

(
Φ(η)C′(x)

)
(F( f )(y)) =

(
ηC′(F( f )(y))

)
(x).

Por otro lado, para x ∈ G(C′) se tiene que(
Φ(η)C ◦G(g)

)
(x) =(Φ(η)C)

(
G( f )(x)

)
∈ HomAb(F(C),Q/Z)

tiene la regla de correspondencia: para y ∈ F(C)(
Φ(η)C(G( f )(x))

)
(y) = ηC(y)

(
G( f )(x)

)
.

Como η : F → D′G es una transformación natural, entonces el siguiente diagrama es conmutativo

F(C)
ηC //

F( f )

��

D′G(C) = HomAb(G(C),Q/Z)

D′G( f )

��

F(C′)
ηC′

// D′G(C′) = HomAb(G(C′),Q/Z)

(**)

Es decir, para y ∈ F(C) tenemos que(
D′G( f )◦ηC

)
(y) =

(
ηC′ ◦F( f )

)
(y).

Pero,
(

D′G( f )
)
(ηC(y)) = ηC(y)◦G( f ). Por lo tanto, para x ∈ G(C′) se tiene que

ηC(y)
(

G( f )(x)
)
=
(

ηC(y)◦G( f )
)
(x) =

(
(ηC′ ◦F( f ))(y)

)
(x) =

(
ηC′(F( f )(y))

)
(x).

Por lo tanto,
((

DF( f )◦Φ(η)C′
)
(x)
)
(y) =

((
Φ(η)C ◦G(g)

)
(x)
)
(y). De donde concluimos que(

DF( f )◦Φ(η)C′
)
(x) =

(
Φ(η)C ◦G(g)

)
(x).

Entonces DF( f )◦Φ(η)C′ = Φ(η)C ◦G(g), probándose que el diagrama conmuta. De esta manera
tenemos que Φ(η) : G→ DF es una transformación natural.
Ahora para F ∈Mod(C ) y G ∈Mod(C op) queremos definir una función

Ψ : NatMod(C op)[G,DF ] // NatMod(C )[F,D′G].

Para ζ : G→ DF una transformación natural con

ζ := {ζC : G(C)−→ HomAb(F(C),Q/Z)}C∈C ,
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definimos
Ψ : NatMod(C op)[G,DF ] // NatMod(C )[F,D′G]

ζ
� // Ψ(ζ )

con
Ψ(ζ ) := {(Ψ(ζ ))C : F(C)−→ HomAb(G(C),Q/Z)}C∈C .

Donde la C-ésima componente Ψ(ζ )C : F(C)→ HomAb(G(C),Q/Z) tiene la siguiente regla de
correspondencia: Para x ∈ F(C) el morfismo Ψ(ζ )C(x) : G(C)→Q/Z es tal que

(Ψ(ζ )C(x))(y) := (ζC(y))(x)

para y ∈ G(C).
De la misma manera como se hizo anteriormente se prueba que en efecto Ψ(ζ )∈NatMod(C )[F,D′G].
Ahora veamos que ΨΦ = 1NatMod(C )[F,D′G].
Sea η ∈ NatMod(C )[F,D′G] y ζ := Φ(η) (es decir, ζC = Φ(η)C para cada C ∈ C ). Entonces

Ψ(ζ ) := {(Ψ(ζ ))C : F(C)−→ HomAb(G(C),Q/Z)}C∈C .

Donde la C-ésima componente Ψ(ζ )C : F(C)→ HomAb(G(C),Q/Z) tiene la siguiente regla de
correspondencia: Para x ∈ F(C) el morfismo Ψ(ζ )C(x) : G(C)→Q/Z es tal que

(Ψ(ζ )C(x))(y) := (ζC(y))(x)

para y ∈ G(C).
Como ζ = Φ(η), tenemos que (Ψ(ζ )C(x))(y) = (ζC(y))(x) =

(
Φ(η)C(y)

)
(x) = (ηC(x))(y) para

cada y ∈ G(C). Por lo tanto, tenemos que (Ψ(ζ )C(x) = ηC(x) : G(C)→ Q/Z para x ∈ F(C) y
entonces Ψ(ζ )C = ηC para C ∈ C . Es decir, Ψ(Φ(η)) = η . Por lo tanto ΨΦ = 1NatMod(C )[F,D′G].
De la misma manera se prueba que ΦΨ = 1NatMod(C op)[G,DF ]. Ası́ concluimos que

Φ : NatMod(C )[F,D
′G]−→ NatMod(C )op[G,DF ]

es una biyección.

Lema 4.2.12. El funtor D : Mod(C )−→Mod(C op), es un funtor exacto.

Demostración. Sea

0 // F
η
// G τ // H // 0

una sucesión exacta en Mod(C ), es decir,

0 // F(C)
ηC // G(C)

τC // H(C) // 0 (1)
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es una sucesión exacta en Ab para cada C ∈ C . Se quiere demostrar que la sucesión

0 // DH
D(τ)

// DG
D(η)

// DF // 0, (2)

es exacta. Al aplicar el funtor HomAb(−,Q/Z) : Ab−→Ab a la sucesión (1), se obtiene la siguiente
sucesión en Ab

0 // HomAb(H(C),Q/Z)
(Dτ)C

// HomAb(G(C),Q/Z)
(Dη)C

// HomAb( f (C),Q/Z) // 0. (3)

En efecto, la sucesión anterior es exacta pues por 3.4.4 se tiene que el funtor HomC (−,Q/Z) :
Ab→ Ab es exacto ya que Q/Z es cogenerador inyectivo en Ab. Entonces, la sucesión (3) es
exacta, es decir,

0 // DH(C)
(Dτ)C

// DG(C)
(Dη)C

// DF(C) // 0

es sucesión exacta para cada C ∈ C . Por lo tanto, se tiene que

0 // DH
D(τ)

// DG
D(η)

// DF // 0

es una sucesión exacta en Mod(C op). Ası́, se concluye que D : Mod(C ) −→ Mod(C op) es un
funtor exacto.

Lema 4.2.13. Sea η : F → G morfismo en Mod(C ) y M un objeto en Mod(C op), entonces el
siguiente diagrama es conmutativo

NatMod(C )[G,D′M]
φ

//

Φ

��

NatMod(C )[F,D′M]

Φ

��

NatMod(C op)[M,DG]
φ ′

// NatMod(C op)[M,DF ],

donde Φ está definido como en 4.2.11 y las funciones φ y φ ′ tienen las siguientes regla de corres-
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pondencia:
φ : NatMod(C )[G,D′M] // NatMod(C )[F,D′M]

τ
� // φ(τ) := τη

para todo τ ∈ NatMod(C )[G,D′M] y

φ ′ : NatMod(C op)[M,DG] // NatMod(C op)[M,DF ]

ε
� // φ ′(ε) := D(η)ε

para todo ε ∈ NatMod(C op)[M,DG].

Demostración. Sea τ ∈ NatMod(C )[G,D′M] con τ := {τC : G(C) −→ D′M(C)}C∈C . Por un lado,
tenemos que

(φ ′Φ)(τ) = φ
′(Φ(τ)) = D(η)Φ(τ) ∈ NatMod(C op)[M,DF ]

tiene como C-ésima componente a D(η)CΦ(τ)C : M(C)−→ DF(C) = HomAb(F(C),Q/Z) donde
para x ∈M(C)(

D(η)CΦ(τ)C

)
(x) = D(η)C

(
Φ(τ)C(x)

)
= (Φ(τ)C(x))◦ηC ∈ HomAb(F(C),Q/Z)

tiene como regla de correspondencia
(
(Φ(τ)C(x))◦ηC

)
(y)=

(
Φ(τ)C(x)

)
(ηC(y))=

(
τC(ηC(y))

)
(x)

=
(
(τη)C(y)

)
(x) para y ∈ F(C).

Por otro lado,
(Φφ)(τ) = Φ(φ(τ)) = Φ(τη) ∈ NatMod(C op)[M,DF ]

tine como C-ésima componente (Φ(τη)C : M(C) −→ DF(C) = HomAb(F(C),Q/Z) donde para
x ∈M(C)

(Φ(τη)C)(x) ∈ HomAb(F(C),Q/Z)

tiene como regla de correspondencia
(
(Φ(τη)C)(x)

)
(y) =

(
(τη)C(y)

)
(x) para y ∈ F(C). Por lo

tanto, concluimos que
(
(φ ′Φ)(τ)

)
C
=
(
(Φφ)(τ)

)
C

para todo C ∈C . Luego, (φ ′Φ)(τ) = (Φφ)(τ),
probándose que el diagrama requerido conmuta.

Lema 4.2.14. Sea D′ : Mod(C op)→ Mod(C ) el funtor definido en 4.2.8 y M ∈ Mod(C op) un
objeto proyectivo en Mod(C op), entonces D′M es un objeto inyectivo en Mod(C ).

Demostración. Sea
0 // F

η
// G τ // H // 0
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una sucesión exacta en Mod(C ), entonces por lema 4.2.12 se tiene la siguiente sucesión exacta

0 // DH
D(τ)

// DG
D(η)

// DF // 0

en Mod(C op). Luego, al ser M un objeto proyectivo en Mod(C op) se tiene por 3.4.4 que la sucesión

0 // NatMod(C op)[M,DH] // NatMod(C op)[M,DG] // NatMod(C op)[M,DF ] // 0,

es exacta en Ab. De esta manera, por 4.2.11, 4.2.13 y 1.12.9 tenemos que el siguiente diagrama

0 // NatMod(C op)[M,DH] // NatMod(C op)[M,DG] // NatMod(C op)[M,DF ] // 0

0 // NatMod(C )[H,D′M]

Φ

OO

// NatMod(C )[G,D′M]

Φ

OO

// NatMod(C )[F,D′M]

Φ

OO

// 0

es conmutativo con filas exactas en Ab. Probándose que

NatMod(C )[−,D′M] : Mod(C )→ Ab

es un funtor exacto y ası́, D′M es un objeto inyectivo en Mod(C op).

Corolario 4.2.15. El funtor D′(HomC (−,X)) : C → Ab es un objeto inyectivo en Mod(C ).

Demostración. Se sigue inmediatamente del lema anterior, ya que HomC (−,X) es proyectivo en
Mod(C op).

Lema 4.2.16. Sea C ′ una subcategorı́a pequeña densa de C , es decir, C es esqueléticamente
pequeña. Sea G =

⊕
X∈C ′HomC (−,X), entonces G es un generador proyectivo en Mod(C op).

Demostración. Por lema 3.4.15 se tiene que HomC (−,X) es un objeto proyectivo en Mod(C op).
Luego, por 3.4.6 se tiene que

⊕
X∈C ′HomC (−,X) es un objeto proyectivo en Mod(C op). Ası́, por

3.4.13 basta ver que para F ∈Mod(C op) arbitrario, se tiene que

NatMod(C op)[
⊕

X∈C ′
HomC (−,X),F ] 6= 0.

En efecto, se tiene que

NatMod(C op)[
⊕

X∈C ′
HomC (−,X),F ]∼= ∏

X∈C ′
NatMod(C op)[HomC (−,X),F ].
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Luego, por otro lado, por lema de Yoneda contravariante se tiene que

NatMod(C op)[HomC (−,X),F ]∼= F(X).

Por lo tanto,
NatMod(C op)[

⊕
X∈C ′

HomC (−,X),F ]∼= ∏
X∈C ′

F(X)

Ası́, como F 6= 0, entonces F(C) 6= 0 para algún C ∈ C y como C ′ es densa en C se sigue que
existe un isomorfismo αC : C→C′ con C′ ∈C ′. Luego, se tiene que F(C′) 6= 0. Por lo tanto se tiene
que

NatMod(C op)[
⊕

X∈C ′
HomC (−,X),F ] 6= 0.

Probándose que G =
⊕

X∈C ′HomC (−,X) es un generador proyectivo en Mod(C op).

Lema 4.2.17. Si C es una categorı́a con coproductos, entonces U ∈ C es un generador para C
si y sólo si existe un epimorfismo h : U (I) → C para cada C ∈ C , donde I = HomC (U,C) es un
conjunto de ı́ndices.

Demostración.

(⇒) Supóngase que U ∈C es generador para C y sea C ∈C . Consideremos I := HomC (U,C), para
cada f ∈ HomC (U,C) y sea µ f : U →U (I) la f -ésima inclusión de U en el coproducto U (I).

Por la propiedad universal del corproducto , existe un único morfismo h : U (I) → C tal que
f = hµ f para todo f ∈ I. Es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo para toda f ∈
HomC (U,C) = I

C U (I)hoo

U.

µ f

==

f

__

Ahora, veamos que h : U (I)→C es un epimorfismo. Sean α,β : C→C′ morfismos en C tales
que αh = βh, entonces

(αh)µ f = (βh)µ f .

para todo f ∈ I = HomC (U,C). Luego, por asociatividad se tiene que

α(hµ f ) = β (hµ f ) para toda f ∈ I.
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De esta manera, se sigue que α f = β f para todo f ∈ I = HomC (U,C). Por último, por ser
U ∈ C un generador en C se sigue que α = β . Por lo tanto, h : U (I)→C es un epimorfismo.

(⇐) Sean α,β : C→C′ morfismos en C tales que α 6= β , se quiere demostrar que existe un mor-
fismo u : U →C en C tal que αu 6= βu. Sea h : U (I)→C un epimorfismo en C , entonces αh 6= βh.
Por otro lado, al tener el coproducto

{
µi : U →U (I)

}
i∈I

, por la propiedad universal se sigue que

existe i ∈ I tal que αhµi 6= βhµi.

Por asociatividad tenemos que α(hµi) 6= β (hµi) para algún i ∈ I. De esta manera, tomando al
morfismo u : U →C como u := hµi se tiene que αu 6= βu. Por lo tanto, U es un generador en C .

Definición 4.2.18. Sea C una categorı́a, se dice que C tiene suficientes inyectivos si para todo
C ∈ C existe un monomorfismo α : C→ I con I inyectivo.

Proposición 4.2.19. La categorı́a Mod(C ) tiene suficientes inyectivos.

Demostración. Sea M ∈Mod(C ), entonces DM ∈Mod(C op). Luego, por el lema 4.2.16 se tiene
que G =

⊕
X∈C HomC (−,X) es un generador proyectivo en Mod(C op). Por tanto, por el lema

anterior existe un epimorfismo

α : G(Λ) // DM

en Mod(C op) con Λ = NatMod(C op)[G,DM] y además G(Λ) es proyectivo. Por la proposición 4.2.10
tenemos un monomorfismo ΓM : M → D′(DM) en Mod(C ) y por 4.2.12 D′(α) : D′(DM) →
D′(G(Λ)) es un monomorfismo en Mod(C ). Por lo tanto

M
ΓM // D′(DM)

D′(α)
// D′(G(Λ)),

es un monomorfismo en Mod(C ). Además, por 4.2.14 se tiene que D′(G(Λ)) es inyectivo en
Mod(C ) pues G(Λ) es un objeto proyectivo en Mod(C op). Ası́, concluimos que la categorı́a Mod(C )
tiene suficientes inyectivos.
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Capı́tulo 5

Subcategorias de Mod(C op)

En este capı́tulo se estudian detalladamente varias propiedades y caracterizaciones de algunas
subcategorı́as de Mod(C op) utilizadas en [AM74]. Por último, se estudia la noción de pseudoker-
nel en una categorı́a esqueléticamente pequeña C , esto se hace, con el propósito de calcular la
dimensión proyectiva de mod(C op), la cual se concluye es de longitud finita a lo más dos.

5.1. Objetos compactos

En todo este capı́tulo cada vez que hablemos de Mod(C op), supondremos que C es una cate-
gorı́a esqueléticamente pequeña y aditiva (ver definición 1.15.2).

Definición 5.1.1. Se dice que C ∈ C es un objeto compacto en C si para todo morfismo α ∈
HomC (C,

⊕
i∈I Ci) existe un subconjunto finito J ⊂ I y un morfismo β ∈HomC (C,

⊕
i∈J Ci) tal que

el siguiente diagrama conmuta

⊕
i∈J Ci

UJI //
⊕

i∈I Ci

C,

β

[[

α

CC

donde UJI :
⊕

i∈J Ci →
⊕

i∈I Ci es el morfismo inducido por las inclusiones canónicas del copro-
ducto {ui : Ci→

⊕
i∈I Ci}i∈J .

Observación 5.1.2. (a) En la definición anterior, el hecho que UJI es el morfismo inducido por
las inclusiones {ui : Ci →

⊕
i∈I Ci}i∈J significa que UJI es el único morfismo tal que el si-

guiente diagrama conmuta para todo i ∈ J

179
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⊕
i∈J Ci //

⊕
i∈I Ci

Ci,

µi

cc

ui

;;

donde {ui : Ci→
⊕

i∈I Ci}i∈I es el coproducto de la familia {Ci}i∈I y {µi : Ci→
⊕

i∈J Ci}i∈J
es el coproducto de la familia {Ci}i∈J .

(b) El morfismo UJI es un monomorfismo.

Proposición 5.1.3. Sea C una categorı́a aditiva con coproductos, entonces un objeto C ∈ C es
compacto si y sólo si el funtor HomC (C,−) : C → Ab preserva coproductos. Es decir ,

HomC (C,
⊕
i∈I

Ci)∼=
⊕
i∈I

HomC (C,Ci).

Demostración. Veáse una demostración en [MB65], p.75.

Observación 5.1.4. HomC (−,X) : C → Ab es un objeto compacto en Mod(C op).

Demostración. Se tienen los siguientes isomorfismos:

NatMod(C op)[HomC (−,X),
⊕
i∈I

Mi]∼=
(⊕

i∈I

Mi

)
(X)

=
⊕
i∈I

Mi(X)

∼=
⊕
i∈I

NatMod(C op)[HomC (−,X),Mi],

donde el primer y último isomorfismo se tienen por el Lema de Yoneda contravariante. Por lo tanto,

NatMod(C op)[HomC (−,X),
⊕
i∈I

Mi]∼=
⊕
i∈I

NatMod(C op)[HomC (−,X),Mi].

Luego, por la proposición 5.1.3 se sigue que HomC (−,X) : C → Ab es un objeto compacto en
Mod(C op).

Análogamente, se tiene que HomC (X ,−) : C → Ab es un objeto compacto Mod(C ).

Lema 5.1.5. Sea C una categorı́a abeliana, C y D objetos compactos en C , entonces C
⊕

D es un
objeto compacto en C .

Demostración. Supongamos que C y D son objetos compactos en C y sea {Ci}i∈I una familia de
objetos en C . Luego, se tienen los siguientes isomorfismos

HomC (C,
⊕
i∈I

Ci)∼=
⊕
i∈I

HomC (C,Ci) y HomC (D,
⊕
i∈I

Ci)∼=
⊕
i∈I

HomC (D,Ci).
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De esta manera, se tiene que

HomC (C
⊕

D,
⊕
i∈I

Ci)∼= HomC (C,
⊕
i∈I

Ci)∏HomC (D,
⊕
i∈I

Ci)

∼= HomC (C,
⊕
i∈I

Ci)
⊕

HomC (D,
⊕
i∈I

Ci)

∼=

[⊕
i∈I

HomC (C,Ci)

]⊕[⊕
i∈I

HomC (D,Ci)

]
∼=
⊕
i∈I

[
HomC (C,Ci)

⊕
HomC (D,Ci)

]
∼=
⊕
i∈I

HomC (C
⊕

D,Ci).

Por lo tanto, HomC (C
⊕

D,
⊕

i∈I Ci) ∼=
⊕

i∈I HomC (C
⊕

D,Ci). Entonces por 5.1.3, C
⊕

D es un
objeto compacto en C .

5.2. Finitamente generados

Definición 5.2.1. Decimos que un objeto M en Mod(C op) es finitamente generado si dada una
familia de objetos {Mi}i∈I en Mod(C op) y un epimorfismo

f :
⊕
i∈I

Mi −→M −→ 0

existe un conjunto finito J ⊂ I tal que la restricción

f|⊕i∈J Mi :⊕i∈JMi −→M,

es un epimorfismo, donde f|⊕i∈J Mi := fUJI (ver observación 5.1.2).

La siguiente proposición nos dice que todas las “propiedades categóricas” son preservadas por
equivalencias de categorı́as. Esta es la razón por la cual una equivalencia de categorı́as es impor-
tante, pues dos categorı́as equivalentes las podemos considerar como “iguales”.

Proposición 5.2.2. Si F : C →D es una equivalencia de categorı́as. Entonces

(a) C tiene kerneles (cokerneles) si y sólo si D tiene kerneles (cokerneles).

(b) C tiene coproductos (productos) si y sólo si D tiene coproductos (productos).

(c) C es aditiva si y sólo si D es aditiva, en este caso F y G son funtores aditivos.

(d) C es normal (conormal) si y sólo si D es normal (conormal).
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Demostración. Como F es equivalencia, existe G : D −→ C y equivalencias naturales

ε : GF → 1C y η : 1D → FG.

Demos una idea de como se puede demostrar (a).
Supongamos que D tiene kerneles. Sea g : B→C un morfismo en C , luego F(g) : F(B)→ F(C)
es un morfismo en D . Entonces, existe µ : X → F(B) tal que µ = Ker(F(g)). Luego, tenemos
morfismo G(µ) : G(X)→ GF(B). Como tenemos ε : GF → 1C que es un isomorfismo natural,
tenemos un isomorfismo εB : GF(B)→ B. Por lo tanto, tenemos un morfismo εBG(µ) : G(X)→ B.
Es fácil ver que εBG(µ) es el kernel de f .

Proposición 5.2.3. Sea C una categorı́a aditiva y esqueléticamente pequeña. Se satisfacen las
siguientes condiciones.

(a) Sea {Ci}n
i=1 una familia finita de objetos en Mod(C op), entonces el objeto

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

en Mod(C op) es finitamente generado.

(b) Un objeto M ∈Mod(C op) es finitamente generado si y sólo si existe un epimorfismo

n⊕
i=1

HomC (−,Ci)→M

para alguna familia finita {Ci}n
i=1 en Mod(C op).

(c) Sea M ∈Mod(C op) finitamente generado. Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones.

(c1) Si {Mi}i∈I una familia de objetos en Mod(C op) y f : M→
⊕

i∈I Mi un morfismo, entonces
existe un conjunto finito J ⊂ I tal que Im( f )⊂

⊕
j∈J M j.

(c2) M es un objeto compacto en Mod(C op).

(d) Sea 0 // M1
f
// M2

g
// M3 // 0 una sucesión exacta en Mod(C op), entonces se sa-

tisfacen las siguientes afirmaciones:

(d1) si M2 es finitamente generado, entonces M3 es finitamente generado.

(d2) si M1 y M3 son finitamente generados, entonces M2 es finitamente generado.

(e) Sean M1 y M2 objetos en Mod(C op), entonces M1
⊕

M2 es un objeto finitamente generado en
Mod(C op) si y sólo si M1 y M2 son finitamente generados.

Demostración.
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(a) Supongamos que f :
⊕

i∈I Mi // //
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) es un epimorfismo. Luego, co-
mo

⊕n
i=1 HomC (−,Ci) es un objeto proyectivo en Mod(C op), se tiene que existe morfismo q :⊕n

i=1 HomC (−,Ci)→
⊕

i∈I Mi tal que el siguiente diagrama conmuta

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

q

xx⊕
i∈I Mi f

// //
⊕n

i=1 HomC (−,Ci).

(1)

Al ser Mod(C op) una categorı́a abeliana se tiene que el morfismo q se puede factorizar a través de
su imagen como

Im(q)� r
γ

%%⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

β
66 66

q
//
⊕

i∈I Mi,

donde β es un epimorfismo y γ es un monomorfismo. Por la observación 5.1.4 y el lema 5.1.5 se
tiene que

⊕n
i=1 HomC (−,Ci) es un objeto compacto en Mod(C op). Ası́, al tener que

q ∈ NatMod(C op)

[
n⊕

i=1

HomC (−,Ci),
⊕
i∈I

Mi

]
.

se tiene la existencia de un morfismo

α :
n⊕

i=1

HomC (−,Ci)−→
⊕
i∈J

Mi.

para J ⊆ I un subconjunto finito tal que q = UJIα donde UJI es el morfismo inducido por las
inclusiones {ui : Mi→

⊕
i∈I}i∈JMi (ver observación 5.1.2).

Luego, por la propiedad universal de la imagen de q existe un monomorfismo δ : Im(q) ↪−→
⊕

i∈J Mi
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Im(q)� s
γ

%%

� _

δ

��

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

β
66 66

α
((

⊕
i∈I Mi

⊕
i∈J Mi

UJI

99

Por lo cual, Im(q)⊆
⊕

i∈J Mi. Ası́, se obtiene que

UJIδβ = γβ = q.
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De esta manera, por el diagrama (1) se obtiene el siguiente diagrama conmutativo⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

β

vvvv

Im(q)
UJIδ

zz⊕
i∈I Mi f

//
⊕n

i=1 HomC (−,Ci).

(2)

Por lo tanto,
1⊕n

i=1 HomC (−,Ci) = fUJIδβ = ( fUJI)(δβ ).

Entonces, del hecho que 1⊕n
i=1 HomC (−,Ci) es un epimorfismo se sigue que ( fUJI) es un epimorfismo,

obteniendo el siguiente diagrama conmutativo ⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

β

vvvv

Im(q)
δ

zz⊕
i∈J Mi fUJI

// //
⊕n

i=1 HomC (−,Ci).

Por otro lado, al ser fUJI = f|⊕i∈J Mi se obtiene un epimorfismo,

f|⊕i∈J Mi :
⊕

j∈J Mi // //
⊕n

i=1 HomC (−,Ci),

con J ⊂ I finito. Probándose que
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) ∈Mod(C op) es finitamente generado.

(b) (⇒) Por 4.2.16, sabemos que G :=
⊕

C∈C HomC (−,C) es un generador proyectivo en Mod(C op).
Luego, por 4.2.17, existe un epimorfismo

f :
⊕

i∈I HomC (−,Ci) // // M,

donde I es un conjunto no necesariamente finito. Entonces, al ser M finitamente generado se tiene
que existe J ⊂ I con J finito tal que

f |⊕
i∈J HomC (−,Ci) :

⊕
i∈J HomC (−,Ci) // // M

es un epimorfismo.
(⇐). Supongamos que existe un epimorfismo ρ :

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)→ M para alguna familia

finita {Ci}n
i=1 de objetos en C .

Consideramos un epimorfismo

f :
⊕

i∈I Mi // // M
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donde I es un conjunto no necesariamente finito. Se quiere demostrar que existe J ⊂ I finito tal que

f |⊕
i∈J Mi :

⊕
i∈J Mi // // M.

es un epimorfismo. Como
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) es un objeto proyectivo en Mod(C op), se tiene que
existe un morfismo

q ∈ NatMod(C op)

[
n⊕

i=1

HomC (−,Ci),
⊕
i∈I

Mi

]
,

tal que el siguiente diagrama es conmutativo ⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

q

xx

ρ

����⊕
i∈I Mi f

// // M.

Luego, del hecho que
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) un objeto compacto en Mod(C op) se sigue que existe un
conjunto J ⊂ I finito y un morfismo

α :
n⊕

i=1

HomC (−,Ci)−→
⊕
i∈J

Mi

tal que q =UJIα donde UJI es el morfismo definido en la observación 5.1.2.
Ası́, considerando la factorización del morfismo q mediante su imagen se obtiene que existe γ :
Im(q)→

⊕
i∈J Mi tal que el siguiente diagrama conmuta

Im(q)� s
δ

%%

� _

γ

��

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

β
66 66

α
((

⊕
i∈I Mi

⊕
i∈J Mi.

UJI

99

Entonces,
fUJIγβ = fUJIα = f q = ρ.

Por lo tanto, se obtiene el siquiente diagrama conmutativo⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

β

vvvv

ρ

��

Im(q)
γ

yy⊕
i∈J Mi fUJI

// // M.
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Al ser ρ = ( fUJI)(γβ ) un epimorfismo se sigue que ( fUJI) es un epimorfismo, demostrando que
el morfismo

f |⊕
i∈J Mi :

⊕
i∈J Mi // // M,

es un epimorfismo. Probándose que M es un objeto finitamente generado en Mod(C op).

(c1) Por el inciso (b) al ser M un objeto finitamente generado se tiene que existe un epimorfismo

g :
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) // M // 0.

Al tener un morfismo f : M→
⊕

i∈I Mi, se puede construir el siguiente diagrama conmutativo

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

h:= f g

��

g

yy
M

f
//
⊕

i∈I Mi.

Luego, como
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) es un objeto compacto en Mod(C op), se tiene que existe J ⊂ I
con J finito y un morfismo

β :
n⊕

i=1

HomC (−,Ci)−→
⊕
i∈J

Mi,

tal que h = f g = UJIβ (ver 5.1.2). Por otro lado, considerando la factorización del morfismo f g
mediante su imagen se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

Im( f g)� s
q

%%⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

v
66 66

f g
//
⊕

i∈I Mi,

con v un epimorfismo y q un monomorfismo. Ası́, por la propiedad universal de la imagen de f g
existe un monomorfismo α : Im( f g) ↪−→

⊕
i∈J Mi tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Im( f g)� s

%%

� _

α

��

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

66 66

((

⊕
i∈I Mi

⊕
i∈J Mi.

UJI

99

Finalmente, al ser g un epimorfismo se tiene que Im( f g)∼= Im( f ). Por lo tanto, Im( f )⊂
⊕

i∈J Mi⊂⊕
i∈I Mi.
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(c2) Ahora veamos que M es un objeto compacto en Mod(C op). Sea f : M−→
⊕

i∈I Mi un morfismo
en Mod(C op), consideremos la factorización de f a través de su imagen

Im( f )� s
q′

%%

M

v′
<< <<

f
//
⊕

i∈I Mi,

donde v′ es un epimorfismo y q′ es un monomorfismo. Por el inciso (c1), tenemos que Im( f ) ⊆⊕
i∈J Mi para algún J ⊆ I finito. Es decir, existe un monomorfismo γ : Im( f )→

⊕
i∈J Mi tal que el

siguiente diagrama conmuta
Im( f )� s

q′

&&

� _

γ

��

⊕
i∈I Mi

⊕
i∈J Mi.

UJI

88

Luego, tenemos que f = q′v′ =UJIγq′. De esta manera, se obtiene una factorización de f a través
de UJI con J ⊂ I finito. Probándose que M es un objeto compacto en Mod(C op).

(d1) Supóngase que M2 ∈Mod(C op) es finitamente generado, entonces por el inciso (c) se tiene un
epimorfismo

ρ :
n⊕

i=1

HomC (−,Ci)−→M2,

con {Ci}n
i=1 una familia finita de objetos en Mod(C op). Se define el morfismo

ρ ′ :
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) // M3.

en Mod(C op) como ρ ′ := gρ . De esta manera, ρ ′ es un epimorfismo pues ρ y g son epimorfismos.
Ası́, por el inciso (b) se tiene que M3 ∈Mod(C op) es finitamente generado.

(d2) Sea
0 // M1 f

// M2 g
// M3 // 0.

una sucesión exacta en Mod(C op) con M1 y M3 finitamente generados. Por el inciso (b) existen dos
epimorfismos,

ρ1 :
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) // // M1 y ρ3 :
⊕m

i=1 HomC (−,Ci) // // M3

en Mod(C op). Como g es un epimorfismo y
⊕m

i=1 HomC (−,Ci) es un objeto proyectivo en Mod(C op)
se obtiene un morfismo

ρ ′3 :
⊕m

i=1 HomC (−,Ci)−→M2,
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tal que ρ3 = gρ ′3. Ası́, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

ρ1

��

f ρ1

!!

⊕m
i=1 HomC (−,Ci)

ρ3

��

ρ ′3

}}

0 // M1 f
// M2 g

// M3 // 0.

Para simplificar la notación, sean P1 :=
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) y P3 :=
⊕m

i=1 HomC (−,Ci). Luego,
por la propiedad universal del coproducto P1

⊕
P3, existe ρ2 : P1

⊕
P3 −→M2 tal que el siguiente

diagrama conmuta

P1
� � i1 //

f ρ1 ##

P1
⊕

P3

ρ2
��

P3_?
i2oo

ρ ′3{{

M2,

(*)

donde i1 y i2 son las inclusiones del coproducto P1
⊕

P3. Sean los morfismos ρ ′1 : P1
⊕

P3 −→ P1
y ρ ′2 : P1

⊕
P3 −→ P3 las respectivas proyecciones del coproducto P1

⊕
P3. Entonces el siguiente

diagrama es conmutativo con renglones exactos

0 // P1
� � i1 //

ρ1
��

P1
⊕

P3
ρ ′2 //

ρ2
��

P3 //

ρ3
��

0

0 // M1 f
// M2 g

// M3 // 0

(**)

En efecto, el cuadrado izquierdo del diagrama (**) es conmutativo por la conmutatividad de (*).
Veamos que el cuadrado derecho del diagrama (**) es también un cuadrado conmutativo. Como se
tiene que

ρ3ρ
′
2 = gρ

′
3ρ
′
2 = g(ρ2i2)ρ ′2 = gρ2(i2ρ

′
2).

Luego, considerando que ρ ′2i1 = 0,ρ ′1i2 = 0,ρ ′2i2 = 1P3 y ρ ′1i1 = 1P1 y

1P1
⊕

P3 = i1ρ
′
1 + i2ρ

′
2

se tiene que

gρ2 =gρ2(1P1
⊕

P2) =

=gρ2(i2ρ
′
2)+gρ2(i1ρ

′
1)

=gρ2i2ρ
′
2 +g(ρ2i1)ρ ′1

=gρ2i2ρ
′
2 +g( f ρ1)ρ

′
1

=gρ2i2ρ
′
2

=ρ3ρ
′
2.
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Por lo tanto, gρ2 = ρ3ρ ′2. Ası́, el cuadrado derecho de (**) es conmutativo y en consecuencia todo
el diagrama (**) es conmutativo. Luego se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

Ker(ρ1)

��

f̄ ′
// Ker(ρ2)

ḡ′
//

��

Ker(ρ3)

��

0 // P1
i1 //

ρ1
��

P1
⊕

P3
ρ
′
2 //

ρ2
��

P3 //

ρ3
��

0

0 // M1 f
//

��

M2 g
//

��

M3 //

��

0

Coker(ρ1)
f̄
//Coker(ρ2) ḡ

//Coker(ρ3).

Por el Lema de la serpiente (véase A.0.2 en el apéndice) y el diagrama anterior, se obtiene la
siguiente sucesión exacta

O // Ker(ρ1)
f̄ ′
// Ker(ρ2) ḡ′

//// Ker(ρ3)
δ //Coker(ρ1)

f̄
//Coker(ρ2) ḡ

//Coker(ρ3) // 0.

Como ρ1 y ρ3 son epimorfismos, entonces Coker(ρ1) = Coker(ρ3) = 0. Ası́ tenemos la sucesión
exacta

0 // 0 //Coker(ρ2) // 0 // 0.

Por lo tanto, Coker(ρ2) = 0 y en consecuencia ρ2 es un epimorfismo. Probándose por inciso (b)
que M2 ∈Mod(C op) es finitamente generado.

(d) (⇐). Sean M1 y M2 objetos finitamente generados en Mod(C op). Entonces, al considerar el
coproducto {Mi→M1

⊕
M2}i=1,2 se tiene la siguiente sucesión exacta

0 // M1 i1
// M1

⊕
M2 ρ2

// M2 // 0

donde i1 es la primera inclusión de coproducto y ρ2 es la segunda proyección del coproducto. Por
lo tanto, se sigue del inciso (d2) que M1

⊕
M2 es un objeto finitamente generado en Mod(C op).

Supongamos que M1
⊕

M2 es finitamente generado. Consideremos sucesión exacta

0 // M1 // M1
⊕

M2 // M2 // 0.

Por el inciso (d1), de esta proposición tenemos que M2 es finitamente generado. De la misma
manera se demuestra que M1 es finitamente generado.

Definición 5.2.4. Denotamos por ρ(C ) a la sucategorı́a plena de Mod(C op) cuyos objetos son los
objetos C ∈Mod(C )) que son proyectivos y finitamente generados.

Proposición 5.2.5. Sea C una categorı́a esqueléticamente pequeña y aditiva.

(a) Un objeto M en Mod(C op) está en ρ(C ) si y sólo si M es sumando directo de un coproducto
finito

⊕n
i=1 HomC (−,Ci).
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(b) Sea e : M→M un morfismo idempotente en ρ(C ), entonces Ker(e),Ker(1−e)∈ ρ(C ). Además,

M ∼= Ker(e)⊕Ker(1− e).

Demostración.

(a) (⇒) Si M ∈ ρ(C ), entonces M es un objeto finitamente generado y proyectivo en Mod(C op). Al
ser M finitamente generado en Mod(C op) se sigue por inciso (b) de la proposición 5.2.3 que existe
un epimorfismo

f :
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) // M // 0

con n ∈ N. Por otra parte, al ser M un objeto proyectivo en Mod(C op) se sigue que existe un
morfismo q : M−→

⊕n
i=1 HomC (−,Ci) tal que el siguiente diagrama es conmutativo en Mod(C op)

M

1M

��

q

yy⊕n
i=1 HomC (−,Ci) f

// // M.

Por lo tanto, f q = 1M, es decir, el morfismo f se escinde y entonces M es un sumando directo de⊕n
i=1 HomC (−,Ci).

(⇐) Si M es un sumando directo de
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) existe un objeto M′ ∈ Mod(C op) tal
que M′

⊕
M '

⊕n
i=1 HomC (−,Ci). Luego, existe proyección canónica

p2 :
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) // M // 0.

Por 5.2.3(b), tenemos que M es finitamente generado. Finalmente, por 3.4.6, se sigue que M es un
objeto proyectivo en Mod(C op). Probándose que M ∈ ρ(C ).

(b) Si el morfismo e : M→M en ρ(C ) es idempotente entonces 1−e : M→M en ρ(C ) es también
idempotente. Ası́, como ρ(C )⊂Mod(C op) se sigue que los morfismos e y 1− e tienen kernel en
Mod(C op). Sean

q2 = Ker(1− e) : Ker(1− e)→M y q1 = Ker(e) : Ker(e)→M

los respectivos kerneles de 1− e y e. Luego, por la proposición 1.15.13 se tiene que

M ∼= Ker(e)⊕Ker(1− e),

donde q1 y q2 son las inclusiones del coproducto. De esta manera, al ser Ker(e) y Ker(1− e)
sumandos directos de M ∈ ρ(C ) se tiene por el inciso (a) que Ker(e) y Ker(1− e) también están
en ρ(C ).



5.2. FINITAMENTE GENERADOS 191

Proposición 5.2.6. Sea C una categorı́a esqueléticamente pequeña y aditiva. Entonces, el funtor
P : C → ρ(C ) dado por P(C) := HomC (−,C) para C ∈ C , es una equivalencia de categorı́as si y
sólo si satisfacen las siguientes condiciones:

(i) C tiene coproductos finitos.

(ii) Si C ∈ C y e : C→C es un morfismo idempotente en C , entonces e : C→C tiene kernel en
C .

Demostración. Primero notemos que por 3.3.6, tenemos que P es un funtor fiel y pleno.

(⇒) Supongamos que el funtor P : C → ρ(C ) es una equivalencia de categorı́as, es decir, existe un
funtor P′ : ρ(C )→ C y equivalencias naturales

τ : P′P→ 1C y τ
′ : PP′→ 1ρ(C ).

(i). Por 5.2.2, se sigue que C tiene coproductos finitos pues ρ(C ) tiene coproductos finitos por
5.2.3(e) y 3.4.6.
(ii). Sea e : C→C un idempotente, entonces F(e) es un idempotente en ρ(C ). Por 5.2.5, tenemos
que F(e) tiene kernel en ρ(C ). Luego, por 5.2.2, concluimos que e tiene kernel en C .

(⇐) Supongamos que C tiene coproductos finitos y que C tiene kerneles de idempotentes. Primero,
notemos que por el inciso (b) de 3.3.6 se tiene que el funtor P : C → ρ(C ) ya es fiel y pleno. Por lo
tanto, por la proposición 1.2.20 basta ver que el funtor P : C → ρ(C ) es denso. Es decir, se quiere
ver que para cada Y ∈ ρ(C ) existe un objeto X ∈ C tal que P(X) = HomC (−,X)∼= Y .
Consideremos la subcategorı́a plena Im(P) de ρ(C ) cuyos objetos son los objetos Z ∈ ρ(C ) tal
que existe W ∈ C tal que P(W )' Z.
De esta manera, tenemos que el funtor

P : C −→ Im(P)

es un funtor fiel, pleno y denso. Por lo tanto, existe un funtor P′ : Im(P) −→ C y equivalencias
naturales

τ : P′P→ 1C y τ
′ : PP′→ 1Im(P).

Sea Y ∈ ρ(C ), por el inciso (a) de la proposición 5.2.5 se tiene que existe otro objeto Y ′ ∈ ρ(C )
tal que

n⊕
i=1

HomC (−,Ci)∼= Y
⊕

Y ′,

para alguna familia finita {Ci}n
i=1 de objetos en C . Afirmamos que Y

⊕
Y ′ ∈ Im(P). En efecto,

como C tiene coproductos finitos tenemos que existe C :=
⊕n

i=1Ci ∈ C . Luego, como se tiene que
HomC (C′,C)'

⊕n
i=1 HomC (C′,Ci) para todo C′ ∈ C , concluimos que

HomC (−,C)'
n⊕

i=1

HomC (−,Ci)' Y
⊕

Y ′.
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Por lo tanto, Y
⊕

Y ′ ∈ Im(P).
Sean iY : Y → Y

⊕
Y ′ y iY ′ : Y ′→ Y

⊕
Y ′ las inclusiones y pY : Y

⊕
Y ′→ Y y pY ′ : Y

⊕
Y ′→ Y ′ las

proyecciones del coproducto Y
⊕

Y ′.
Luego, definimos un morfismo θ : Y

⊕
Y ′→ Y

⊕
Y ′ en ρ(C ) como θ := iY ′ pY ′ :

Y
⊕

Y ′ pY ′
//

θ

$$

Y ′
iY ′
// Y
⊕

Y ′.

El morfismo θ es idempotente, pues

θθ = (iY ′ pY ′)(iY ′ pY ′)

= (iY ′ pY ′iY ′ pY ′)

= iY ′1Y ′ pY ′

= iY ′ pY ′

= θ .

Consideremos e := P′(θ) : A−→ A en C con A := P′(Y
⊕

Y ′).
Como θ es idempotente, tenemos que e es un morfismo idempotente en C . Luego, por hipótesis
existe un morfismo

µ : U −→ A

con µ = Ker(e). Por otro lado, sabemos que tenemos la siguiente sucesión exacta

0 // Y
iY // Y

⊕
Y ′

pY ′ // Y ′ // 0,

es decir, iY = Ker(pY ′). Luego, como iY ′ es un monomorfismo, tenemos que

iY = Ker(iY ′ pY ′) = Ker(θ), (ver 1.10.6).

Es decir, tenemos la siguiente sucesión exacta

0 // Y
iY // Y

⊕
Y ′ θ // Y

⊕
Y ′ .

Afirmamos que P(U) ' Y . En efecto, sabemos que P preserva kerneles (ver 3.2.14), entonces se
tiene la siguiente sucesión exacta en Mod(C op)

0 // P(U)
P(µ)

// P(A)
P(e)
// P(A).

Ahora, como tenemos equivalencia natural τ ′ : PP′ −→ 1Im(P), tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:

0 // P(U)
P(µ)

// PP′(Y
⊕

Y ′)

τ ′Y
⊕

Y ′

��

PP′(θ)
// PP′(Y ⊕Y ′)

τ ′Y
⊕

Y ′

��

0 // Y
iY // Y

⊕
Y ′ θ // Y

⊕
Y ′,



5.2. FINITAMENTE GENERADOS 193

donde los renglones son exactos y τ ′Y
⊕

Y ′ es un isomorfismo. Por lo tanto, por la propiedad universal
del kernel de θ , existe un único morfismo γ : P(U)−→ Y que hace conmutar el diagrama anterior.
Luego, como τ ′Y

⊕
Y ′ es un isomorfismo, se concluye que γ es un isomorfismo.

Probándose que P(U)' Y y entonces P es un funtor denso. De donde, concluimos que
P : C −→ ρ(C ) es una equivalencia de categorı́as.

Recordemos que a un objeto M en Mod(C op) lo llamaremos un C op-módulo.

Definición 5.2.7. Sea M un C op-módulo, se dice que M′ ∈Mod(C op) es un C op-submódulo de M
si M′(C)⊆M(C) para todo C ∈ C .

Definición 5.2.8. Sea C una categorı́a arbitraria y A un objeto de C Sea S una clase de subobjetos
de A se dice una clase representativa de subobjetos de A si todo subobjeto de A es isomorfo a un
subobjeto en la clase S . Si todo A ∈ C tiene una clase representativa la cual es un conjunto,
diremos que C es localmente pequeña.

Observación 5.2.9. La noción de que C sea localmente pequeña es también conocida como que
C es una categorı́a bien potenciada (en inglés well-powered).

Proposición 5.2.10. Sea B ⊂ C una subcategorı́a pequenã y densa de C . Entonces se satisfacen
las siguientes afirmaciones.

(a) Si I : B→ C es el funtor inclusión, entonces existe un funtor

res : Mod(C op)−→Mod(Bop), res(M) = M ◦ I,

(para simplificar la notación, hacemos M|B := res(M)).

(b) Para M ∈Mod(C op) la colección de Bop-submódulos de M|B es un conjunto.

(c) Mod(C op) es localmente pequeña.

(d) La subcategorı́a ρ(C )⊂Mod(C op) es esqueléticamente pequeña.

Demostración.

(a) Ejercicio al lector.

(b) Sea M ∈Mod(C op), entonces para C ∈ C se tiene que M(C) ∈ Ab. Para cada C ∈ C se define
el siguiente conjunto

S(C) := {X ⊆M(C) | X es un subgrupo de M(C)} ⊆P(M(C)).



194 CAPÍTULO 5. SUBCATEGORIAS DE MOD(C OP)

donde P(M(C)) denota al conjunto potencia de M(C).
Se sabe que la clase de los objetos de C no es necesariamente un conjunto pero la clase de los
objetos Ob j(B) si es un conjunto. Por lo tanto,

∏
C∈Ob j(B)

S(C) := {(XC)C∈Ob j(B) | XC ∈ S(C), ∀C ∈ Ob j(B)},

es un conjunto. Sea XM la colección de Bop-submódulos de M|B.
Ahora bien, para M′ un Bop-submódulo de M|B se tiene que M′(C) ∈ S(C) para cada C′ ∈ B.
Luego, se define la siguiente correspondencia

φ : XM // ∏C∈Ob j(B) S(C)

como φ(M′) = (M′(C))C∈B para M′ ∈XM.
Ahora veamos que dicha correspondencia es inyectiva. Sean M1,M2 ∈XM tales que M1 6= M2, es
decir, M1(C′) 6= M2(C′) para algún C′ ∈B. Pero

φ(M1) = (M1(C′))C′∈B,

φ(M2) = (M2(C′))C′∈B,

y en la C′-ésima entrada, los elementos (M1(C′))C′∈B y (M2(C′))C′∈B son distintos. Por lo tanto,
la correspondencia φ es inyectiva. Probándose que XM es un conjunto.

(c) Sean M ∈Mod(C op), consideremos la clase YM de submódulos de M con las siguientes propie-
dades:

(i) Todo submódulo de M es isomorfo a un submódulo en la clase Y ,

(i) Si N y N′ pertenecen a YM con N 6= N′, entonces N y N′ no son isomorfos como submódulos
de M.

Es decir, YM es una clase que representa a la clase de isomorfı́a de submódulos de M. Veamos que
YM es un conjunto. En efecto, definimos asignación

ψ : YM −→XM,

como ψ(N) = N|B, donde XM es el conjunto de todos los Bop-submódulos de M|B.
Primero, es claro que si N es un C op-submódulo de M, entonces N|B es un Bop-submódulo de
M|B, por lo tanto la signación si tiene como codominio a XM.
Supongamos que N,N′ ∈ YM son tales que N|B = N|B. Veamos que N y N′ son isomorfos. Para
cada C ∈ C existe un isomorfismo αC : C→ C′ con C′ ∈B. Notemos que para C ∈B podemos
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escoger αC = 1C. Como N y N′ son submódulos de M, tenemos los siguientes diagramas conmuta-
tivos

M(C)
M(αC)

// M(C′)

N(C)
N(αC)

//
?�

iN(C)

OO

N(C′),
?�

iN(C′)

OO
M(C)

M(αC)
// M(C′)

N′(C)
N′(αC)

//
?�

iN′(C)

OO

N′(C′),
?�

iN′(C′)

OO

donde los morfismos verticales iN(C), iN(C′), iN′(C), iN′(C′) son las inclusiones como subconjunto y
N(αC), N′(αC) son isomorfismos. Pero N(C′) = N′(C′) (pues C′ ∈B) y entonces iN(C′) = iN′(C′).
Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

M(C)
M(αC)

// M(C′)
M(αC)

−1
// M(C)

N(C)
N(αC)

//
?�

iN(C)

OO

N(C′)
?�

iN(C′)

OO

N′(αC)
−1
// N′(C).
?�

iN′(C)

OO

Es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

N(C)
N′(αC)

−1N(αC)
//

iN(C) ##

N′(C)

iN′(C){{

M(C)

es decir, N(C) es isomorfo a N′(C′) como subobjeto de M(C). Veamos que

η := {ηC = N′(αC)
−1N(αC) : N(C)−→ N′(C)}C∈C

definen un isomorfismo natural η : N→ N′. En efecto, sea f : A→ B un morfismo en C . Entonces
tenemos un morfismo de grupos abelianos M( f ) : M(A)→ M(B). Luego tenemos los siguientes
diagramas conmutativos

M(A)
M( f )

// M(B)

N(A)
N( f )

//
?�

iN(A)

OO

N(B),
?�

iN(B)

OO
M(A)

M( f )
// M(B)

N′(A)
N′( f )

//
?�

iN′(A)

OO

N′(B)
?�

iN′(B)

OO

donde los morfismos verticales iN(A), iN(B), iN′(A), iN′(B) son las inclusiones como subconjunto. Por
la construcción de η , tenemos los siguientes diagramas conmutativos

N(A)
ηA=N′(αA)

−1N(αA)
//

iN(A) ##

N′(A)

iN′(A){{

M(A)

N(B)
ηB=N′(αB)

−1N(αB)
//

iN(B) ##

N′(B)

iN′(B)zz

M(B).
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Veamos que el siguiente diagrama conmuta

N(A)
ηA //

N( f )
��

N′(A)

N′( f )
��

N(B)
ηB
// N′(B)

En efecto, iN′(B)N′( f )ηA = M( f )iN′(A)ηA = M( f )iN(A) = iN(B)N( f ) = iN′(B)ηBN( f ) y como iN′(B)
es mono, podemos cancelar y obtenemos que el diagrama de arriba conmuta. Por lo tanto η :
N→ N′ es un isomorfismo funtorial y además por construcción se tiene que el siguiente diagrama
conmuta en Mod(Cop)

N
η

//

iN   

N′

iN′}}

M.

Es decir, N y N′ son isomorfos como submódulos de M. Luego, por la segunda propiedad que define
a la clase YM, tenemos que N = N′. De esta manera ψ es inyectiva y como X es un conjunto por
el inciso (b), tenemos que YY es un conjunto. Luego como todo submódulo de M es isomorfo a un
elemento de YM (la condición (i) que define YM), tenemos que Mod(C op) es localmente pequeña.

(d) Veamos que ρ(C ) es esqueléticamente pequeña.
Sea C ′ una subcategorı́a densa de C . Por 4.2.16, tenemos que

G :=
⊕

X∈C ′
HomC (−,X)

es un generador proyectivo de Mod(C op). Consideremos

G(N) ∈Mod(C op).

Sea M ∈ ρ(C ), entonces existe M′ ∈ ρ(C ) tal que M′
⊕

M ∼=
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) para alguna
familia {Ci}n

i=1 de objetos en C . Como C ′ es densa, existen isomorfismos αCi : Ci→Xi con Xi ∈C ′.
Luego, tenemos que

n⊕
i=1

HomC (−,Ci)'
n⊕

i=1

HomC (−,Xi).

Entonces
⊕n

i=1 HomC (−,Ci) es isomorfo a un submódulo de G(N). Luego, M es isomorfo a un
submódulo de G(N). Sea YG(N) el conjunto (ver inciso (c)) de representantes de las clases de iso-
morfismo de submódulos de G(N).
Por definición de YG(N) , tenemos que M es isomorfo a un único elemento YM ∈ YG(N) . Sea A la
subcategorı́a plena de ρ(C ) cuyos objetos son los elementos de YG(N) . Luego, tenemos que A
es una subcategorı́a densa de ρ(C ). Probándose que ρ(C ) es una categorı́a esqueléticamente pe-
queña.
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5.3. Variedades de Annuli y generadores aditivos

Definición 5.3.1. Una categorı́a esqueléticamente pequeña V es llamada variedad de Annuli si:

(a) V es aditiva y con coproductos finitos,

(b) todo morfismo idempotente e ∈ V tiene un kernel en V .

Definición 5.3.2. Sea V una variedad de Annuli, un generador aditivo para V es una pareja
(G,U ) donde U es una categorı́a aditiva y se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) G : U → V es un funtor fiel y pleno,

(b) para cada objeto V ∈ V existe familia finita {Ui}i∈I de objetos en U tal que V es isomorfo
a un sumando directo de

⊕
i∈I G(Ui).

Ejemplo 5.3.3. Sea C una categorı́a esqueléticamente pequeña y aditiva. Por 5.2.10(d), ρ(C ) es
esqueléticamente pequeña. Por 3.3.6, tenemos que el funtor de representación de Yoneda P : C →
ρ(C ) es fiel y pleno. Por 5.2.5, tenemos que M ∈ ρ(C ) si y sólo si es sumando directo de un
coproducto finito

⊕n
i=1 HomC (−,Ci) para alguna familia {Ci}n

i=1 de objetos en C . Por lo tanto el
par (P,C ) es un generador aditivo de ρ(C ).

Proposición 5.3.4. Sean G : U → V un generador aditivo para una variedad de annuli V y W
una categorı́a aditiva con coproductos finitos y tal que los morfismos idempotentes tienen kerneles.
Entonces, dado un funtor aditivo y covariante F : U → W , existe un único (salvo isomorfismos)
funtor aditivo F ′ : V →W tal que el siguiente diagrama conmuta

U G //

F

��

V

F ′

~~

W .

Demostración. Construyamos F ′ en varios pasos.

(1) Sea V ∈ V . Si V = G(U) para algún U ∈ Ob j(U ) entonces se define F ′(V ) := F(U).
Sea f : V →V ′ un morfismo en V tal que V = G(U) y V ′ = G(U ′) para algunos U,U ′ ∈U .
Como G es fiel y pleno, existe un único morfismo f ′ : U →U ′ tal que G( f ′) = f . En este
caso, definimos F ′( f ) := F( f ′).

(2) Luego, se puede extender F ′ a todo objeto V tal que V ' G(U) para algún U ∈U .
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(3) Denotemos por Sum(G(U )) a la subcategorı́a plena de V cuyos objetos son los objetos V ∈
V para los cuales existe una familia finita {Ui}i∈I de objetos en U tal que V '

⊕
i∈I G(Ui).

Veamos que podemos extender F a Sum(G(U )).
En efecto, si V '

⊕n
i=1 G(Ui), entonces definimos F ′(V ) :=

⊕n
i=1 F(Ui).

Sea f : V −→V ′ un morfismo en V tal que V '
⊕n

i=1 G(Ui) y V ′'
⊕m

j=1 G(U j) para algunas
familias {Ui}n

i=1 y {U j}m
j=1 de objetos en U . Salvo isomorfismos f está representado por la

matriz

f =


f11 f12 . . . f1n
f21 f22 . . . f2n
...

...
...

...
fm1 fm2 . . . fmn


donde cada fi j : G(U j)→G(Ui). Como G es fiel y pleno existe un único morfismo ui j : U j→
Ui para cada i ∈ {1, . . . ,n}, j ∈ {1, . . . ,m} tal que fi j = G(ui j). Luego, definimos F ′( f ) :⊕n

i=1 F(Ui)−→
⊕m

j=1 F(U j) como el morfismo que esta representado por la matriz

F ′( f ) =


F(u11) F(u12) . . . F(u1n)
F(u21) F(u22) . . . F(u2n)

...
...

...
...

F(um1) F(um2) . . . F(umn)


Veamos que esto define un funtor en Sum(G(U )). En efecto, sean f :

⊕n
i=1 G(Ui) −→⊕m

j=1 G(U j) y g :
⊕m

j=1 G(U j)−→
⊕p

k=1 G(Uk), representados por las matrices

f =


f11 f12 . . . f1n
f21 f22 . . . f2n
...

...
...

...
fm1 fm2 . . . fmn

 g =


g11 g12 . . . g1m
g21 g22 . . . g2m
...

...
...

...
gk1 gk2 . . . gkm


Tenemos que h := g f esta representado por la matriz

h =


h11 h12 . . . h1n
h21 h22 . . . h2n
...

...
...

...
hk1 hk2 . . . hkn

 ,

donde hrs :=∑
m
l=1 grl fls : G(Us)→G(Ur). Luego, existen únicos vrs :Us→Ur tal que G(vrs)=

hrs. Entonces por definición de F ′, se tiene que F ′(g f ) esta representado por la matriz

F ′(g f ) =


F(v11) F(v12) . . . F(v1n)
F(v21) F(v22) . . . F(v2n)

...
...

...
...

F(vk1) F(vk2) . . . F(vkn)

 .
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Por otro lado, F ′( f ) y F ′(g) están representados por la matrices

F ′( f )=


F(u11) F(u12) . . . F(u1n)
F(u21) F(u22) . . . F(u2n)

...
...

...
...

F(um1) F(um2) . . . F(umn)

 F ′(g)=


F(u′11) F(u′12) . . . F(u′1m)
F(u′21) F(u′22) . . . F(u′2m)

...
...

...
...

F(u′k1) F(u′k2) . . . F(u′km)


donde ui j : U j → Ui y u′pq : Uq → Up son los únicos morfismos tales que G(ui j) = fi j y
G(u′pq) = gpq. Ahora bien, F ′(g)F ′( f ) tiene por matriz asociada

F ′(g)F ′( f ) =


α11 α12 . . . α1n
α21 α22 . . . α2n
...

...
...

...
αk1 αk2 . . . αkn

 ,

donde αrs := ∑
m
l=1 F(u′rl)F(uls) : F(Us)→ F(Ur). Como F es aditivo, se tiene que αrs =

F(∑m
l=1 u′rluls). Por lo tanto,

G(
m

∑
l=1

u′rluls) =
m

∑
l=1

G(u′rl)G(uls) =
m

∑
l=1

grl fls = hrs = G(vrs),

como G es fiel, tenemos que ∑
m
l=1 u′rluls = vrs y de esta manera obtenemos que

αrs = F(
m

∑
l=1

u′rluls) = F(vrs).

Probańdose que F ′(g f ) = F ′(g)F ′( f ) y de la misma manera se prueba que F ′(1V ) = 1F ′(V ).
Por lo tanto, F ′ es un funtor en Sum(G(U )) .
Ahora veamos que F ′ es aditivo. Sean f ,g :

⊕n
i=1 G(Ui)−→

⊕m
j=1 G(U j) representados por

las matrices

f =


f11 f12 . . . f1n
f21 f22 . . . f2n
...

...
...

...
fm1 fm2 . . . fmn

 g =


g11 g12 . . . g1n
g21 g22 . . . g2n
...

...
...

...
gm1 gm2 . . . gmn


Como G es fiel y pleno existe únicos morfismos ui j,vi j : U j →Ui para cada i ∈ {1, . . . ,n},
j ∈ {1, . . . ,m} tal que fi j = G(ui j) y gi j = G(vi j). Luego, tenemos que F ′( f ) + F ′(g) :⊕n

i=1 F(Ui)−→
⊕m

j=1 F(U j) está representado por la matriz

F ′( f )+F ′(g) =


F(u11)+F(v11) F(u12)+F(v12) . . . F(u1n)+F(v1n)
F(u21)+F(v21) F(u22)+F(v22) . . . F(u2n)+F(v2n)

...
...

...
...

F(um1)+F(vm1) F(um2)+F(vm2) . . . F(umn)+F(vmn)


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Por otro lado, se tiene que f +g esta representado por la matriz

f +g =


f11 +g11 f12 +g12 . . . f1n +g1n
f21 +g21 f22 +g22 . . . f2n +g2n

...
...

...
...

fm1 +gm1 fm2 +gm2 . . . fmn +gmn

 .

Por lo tanto,

F ′( f +g) =


F(a11) F(a12) . . . F(a1n)
F(a21) F(a22) . . . F(a2n)

...
...

...
...

F(am1) F(am2) . . . F(amn)


donde ai j : U j→Ui es el único morfismo tal que G(ai j) = fi j +gi j.
Pero como G es aditivo, tenemos que fi j +gi j = G(ui j)+G(vi j) = G(ui j +vi j). Por lo tanto,
se obtiene que ai j = ui j + vi j y al tener que F aditivo, entonces F(ai j) = F(ui j + vi j) =
F(ui j)+F(vi j) para todo i, j ∈ {1, . . . ,n}. Probándose que F ′( f + g) = F ′( f )+F ′(g) y ası́
F ′ es un funtor aditivo.

(4) Ahora extendamos F a todo V . Sea V ∈ V arbitrario, entonces existe otro V ′ tal que

V
⊕

V ′ '
n⊕

i=1

G(Ui),

para alguna familia finita {Ui}n
i=1. Sean iV : V −→V

⊕
V ′, iV ′ : V ′ −→V

⊕
V ′ las inclusiones

y pV : V
⊕

V ′ −→V , pV ′ : V
⊕

V ′ −→V ′ las proyecciones del coproducto. Entonces

θ := iV ′ pV ′ :
n⊕

i=1

G(Ui)−→
n⊕

i=1

G(Ui)

es un idempotente en V tal que iV : V −→ V
⊕

V ′ =
⊕n

i=1 G(Ui) es el kernel de θ (V tiene
kerneles de idempotentes).
Luego, tenemos que F ′(θ)F ′(θ) = F ′(θθ) = F ′(θ 2) = F ′(θ). Por lo tanto, F ′(θ) es un
idempotente en W y como en W los idempotentes se escinden, tenemos que existe

µV : KV −→
n⊕

i=1

F(Ui)

tal que µ = Ker(F ′(θ). De esta forma definimos F ′(V ) := KV .
Ahora veamos como se define F ′ en morfismos. Sea

f : V1 −→W1

un morfismo en V donde V1,W1 ∈ V son tales que existen V2,W2 ∈ V tal que
V1
⊕

V2 '
⊕n

i=1 G(Ui) y W1
⊕

W2 '
⊕m

j=1 G(U j) para algunas familias finitas {Ui}n
i=1 y

{U j}m
j=1.
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Sean iV1 : V1 −→ V1
⊕

V2, iV2 : V2 −→ V1
⊕

V2 y pV1 : V1
⊕

V2 −→ V1 y pV2 : V1
⊕

V2 −→ V2
las inclusiones y proyecciones del coproducto V1

⊕
V2. De la misma forma, sean iW1 , iW2 , pW1

y pW2 las inclusiones y proyecciones de W1
⊕

W2.
Sea α : V1

⊕
V2 −→ V1

⊕
V2 dado por α := iW1 f pV1 . Afirmamos que el siguiente diagrama

es conmutativo

0 // V1
iV1 //

f
��

V1
⊕

V2
θ //

α

��

V1
⊕

V2

α

��

0 //W1
iW1//W1

⊕
W2

θ ′ //W1
⊕

W2

donde θ := iV2 pV2 y θ ′ = iW2 pW2 . En efecto, el cuadrado de la izquierda del diagrama anterior
conmuta pues αiV1 = (iW1 f pv1)iV1) = iW1 f .
Ahora bien, por un lado

αθ = (iW1 f pV1)(iV2 pV2) = (iW1 f )(pV1iV2)pV2 = 0

Por otro lado,
θ
′
α = (iW2 pW2)(iW1 f pV1) = iW2(pW2iW1)( f pV1) = 0.

Por lo tanto, el diagrama anterior conmuta donde θ y θ ′ son idempotentes. Luego, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto en W

0 // KV1

µV1 //
⊕n

i=1 F(Ui)
F ′(θ)

//

F ′(α)
��

⊕m
j=1 F(U j)

F ′(α)
��

0 // KW1

µW1 //
⊕n

i=1 F(Ui)
F ′(θ ′)

//
⊕m

j=1 F(U j)

Luego, por la propiedad universal del kernel µW1 se sigue que existe un único morfismo

f : KV1 −→ KW1

tal que el diagrama anterior conmuta, es decir, F ′(α)µV1 = µW1 f . De esta manera, definimos

F ′( f ) := f : KV1 −→ KW1.

Como la definición de f está dada por la propiedad universal del kernel, se sigue que
F ′ : V −→W es un funtor. Además por construcción se sigue que F ′G = F .
Veamos que F ′ es un funtor aditivo.
Sean f1, f2 : V1 −→W1 tal que V1 es sumando directo de

⊕n
i=1 G(Ui) y W1 sumando directo

de
⊕m

j=1 G(U j). Haciendo la construcción antes descrita, obtenemos que F ′( f1) y F ′( f2) son
los únicos morfismos que hacen conmutar los siguientes diagramas

0 // KV1

µV1 //

F ′( f1)
��

⊕n
i=1 F(Ui)

F ′(θ)
//

F ′(α1)
��

⊕m
j=1 F(U j)

F ′(α1)
��

0 // KW1

µW1 //
⊕n

i=1 F(Ui)
F ′(θ ′)

//
⊕m

j=1 F(U j)
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0 // KV1

µV1 //

F ′( f2)
��

⊕n
i=1 F(Ui)

F ′(θ)
//

F ′(α2)
��

⊕m
j=1 F(U j)

F ′(α2)
��

0 // KW1

µW1 //
⊕n

i=1 F(Ui)
F ′(θ ′)

//
⊕m

j=1 F(U j)

donde α1 = iW1 f1 pV1 y α2 = iW1 f2 pV2 . Sea γ := α1 +α2 = iW1( f1 + f2)pV1 , tenemos que
F ′( f1 + f2) es el único morfismo que hace conmutar el siguiente diagrama

0 // KV1

µV1 //

F ′( f1+ f2)
��

⊕n
i=1 F(Ui)

F ′(θ)
//

F ′(γ)
��

⊕m
j=1 F(U j)

F ′(γ)
��

0 // KW1

µW1 //
⊕n

i=1 F(Ui)
F ′(θ ′)

//
⊕m

j=1 F(U j)

Luego, utilizando que F ′ restringido a la categorı́a Sum(G(U )) es aditivo, se tiene que

(F ′( f1)+F ′( f2))µW1 = F ′( f1)µW1 +F ′( f2)µW1

= F ′(α1)µV1 +F ′(α2)µV1

= (F ′(α1)+F ′(α2))µV1

= F ′(α1 +α2)µV1

Por lo tanto, concluimos que F ′( f1 + f2) = F ′( f1)+F ′( f2). Probándose que F ′ : V →W es
un funtor aditivo.
Finalmente la unicidad se deja como ejercicio al lector.

5.4. Finitamente presentados

Definición 5.4.1. Se dice que un objeto M de la categorı́a Mod(C op) es finitamente presentado si
tiene una presentación proyectiva

P1 // P0 // M // 0.

donde P1 y P0 son objetos proyectivos finitamente generados, es decir, P1,P0 ∈ ρ(C ).

Definición 5.4.2. Denotemos por mod(C op) a la subcategorı́a plena de Mod(C op) cuyos objetos
son los C op-módulos finitamente presentados.

Observación 5.4.3. Sea M en Mod(C op) un objeto finitamente presentado. Entonces se tiene M es
finitamente generado. En efecto, sea

P1
α // P0

β
// M // 0,

una presentación proyectiva finita de M. Como P0 es proyectivo finitamente generado y β es un
epimorfismo tenemos que M es finitamente generado (ver 5.2.3(d1)).



5.4. FINITAMENTE PRESENTADOS 203

Proposición 5.4.4. Sea C una variedad de annuli.

(a) Si M es un C op-módulo proyectivo finitamente generado, entonces M es finitamente presen-
tado. Es decir ρ(C )⊆ mod(C op).

(b) Sea

0 // M1
f
// M2

g
// M3 // 0

una sucesión exacta en Mod(C op), entonces se satisfacen los siguientes incisos.

(b1) Si M1 es finitamente generado y M2 es finitamente presentado, entonces M3 es finita-
mente presentado.

(b2) Si M1 y M2 son finitamente presentados, entonces M3 es finitamente presentado.

(b3) Si M1 y M3 son finitamente presentados, entonces M2 es finitamente presentado.

(c) Sea M1 // M2 // M3 // 0 una sucesión exacta en Mod(C op). Si M1 y M2 son fini-
tamente presentados, entonces M3 es finitamente presentado.

(d) Sea {Mi}n
i=1 una familia en Mod(C op), entonces

⊕n
i=1 Mi es finitamente presentado si sólo

si Mi es finitamente presentado para cada i ∈ {1, ...,n}.

Demostración. (a) Sea P ∈ ρ(C ), luego tenemos la siguiente sucesión exacta

0 // P
1P // P // 0

donde P1 y 0 son proyectivos finitamente generados. Esto muestra que P es finitamente pre-
sentado.

(b1) Como M2 es finitamente presentado, existe una resolución proyectiva

P1
α // P0

β
// M2 // 0.

Consideremos la factorización de α a través de su imagen

K
α2

  

P1

α1
??

α
// P0.

Entonces tenemos la siguiente sucesión exacta 0 // K
α2 // P0

β
// M2 // 0. Como

α1 : P1→ K es un epimorfismo y P1 es finitamente generado, tenemos que K es finitamente
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generado (ver 5.2.3(d1)).
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0

��

// K //� _

α2
��

K′� _
α ′2
��

}}

η : 0 // 0

��

// P0

β

��

P0

gβ

��

// 0

ε : 0 // M1 f
// M2 g

//

��

M3 //

��

0

M1 //Coker(β ) //Coker(gβ ).

donde las sucesiones η y ε son exactas y α ′2 es el kernel de gβ . Por el Lema de la Serpiente,
tenemos la siguiente sucesión exacta

O // K // K′ δ //// M1 //Coker(β ) //Coker(gβ ) // 0. (*)

Como β y g son epimorfismos, concluimos que gβ es también un epimorfismo y por lo tanto
Coker(gβ ) =Coker(β ) = 0. Por lo tanto, tenemos sucesión exacta

0 // K // K′ // M1 // 0.

Luego, como M1 y K son finitamente generados, tenemos que K′ es finitamente generado
(ver 5.2.3(d2)). Por 5.2.3(b), tenemos que existe un epimorfismo

α
′
1 :

n⊕
i=1

HomC (−,Ci)−→ K

Por lo tanto, tenemos la siguiente sucesión exacta

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

α ′ // P0
gβ
// M3 // 0,

donde α ′ = α ′2α ′1. Como
⊕n

i=1 HomC (−,Ci),P0 ∈ ρ(C ), tenemos que M3 es finitamente
presentado.

(b2) Sea 0 // M1 // M2 // M3 // 0 exacta con M1 y M2 finitamente presentados. En
particular, tenemos que M1 es finitamente generado y por (b1), concluimos que M3 es finita-
mente presentado.

(b3) La demostración de este inciso es básicamente la demostración del lema de la Herradura, ası́
que daremos un bosquejo de la prueba.
Como M1 y M3 son finitamente presentados tenemos las siguientes sucesiones exactas

P1
α // P0

β
// M1 // 0, Q1

α ′ // Q0
β ′
// M3 // 0,
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donde P1,P0, Q1,Q0 son proyectivos finitamente generados. Consideremos las factorización
de α y α ′ a través de sus imágenes

K
α2

  

P1

α1
??

α
// P0,

K′
α ′2

!!

Q1

α ′1
>>

α ′
// Q0.

Luego, tenemos las siguientes sucesiones exactas

0 // K
α2 // P0

β
// M1 // 0, 0 // K′

α ′2 // Q0
β ′
// M3 // 0.

Siguiendo, la demostración del lema de la Herradura, tenemos que podemos construir el
siguiente diagrama conmutativo y exacto

0

��

0

��

0

��

0 // K� _
α2
��

// K′′ //� _

γ2
��

K′� _
α ′2
��

// 0

0 // P0

β

��

� � // P0
⊕

Q0 //

λ

��

Q0

β ′

��

// 0

0 // M1

��

f
// M2 g

//

��

M3 //

��

0

0 0 0

Como α1 : P1 → K y α ′1 : Q1 → K′ son epimorfismos y P1, Q1 son finitamente generados,
tenemos que K y K′ son finitamente generados (ver 5.2.3(d1)). Luego, considerando la su-
cesión exacta del primer renglón del diagrama anterior, concluimos que K′′ es finitamente
generado (ver 5.2.3(d2)).

Por 5.2.3(b), tenemos que existe un epimorfismo

γ1 :
n⊕

i=1

HomC (−,Ci)−→ K′′

Por lo tanto, tenemos la siguiente sucesión exacta

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)

γ
// P0
⊕

Q0
λ // M2 // 0,

donde γ := γ2γ1. Como
⊕n

i=1 HomC (−,Ci),P0
⊕

Q0 ∈ ρ(C ), tenemos que M2 es finitamente
presentado.
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(c) Sea M1
α // M2

β
// M3 // 0 una sucesión exacta en Mod(C op) con M1 y M2 finita-

mente presentados. Consideremos la factorización de α a través de su imagen

K
α2

!!

M1

α1
>>

α
// M2,

Luego, tenemos que K es finitamente generado pues M1 es finitamente generado y que
α1 : M1→ K es un epimorfismo (ver 5.2.3(d1)). Además tenemos sucesión exacta

0 // K // M2 // M3 // 0.

Luego, por inciso (b1) de esta proposición tenemos que M3 es finitamente presentado.

(d) Hagamos sólo el caso n = 2.
(⇐) Supongamos que M1 y M2 son finitamente presentados. Consideremos la siguiente su-
cesión exacta que se escinde

0 // M1
� � i1 // M1

⊕
M2

p2 // M2 // 0.

Se tiene por el inciso (b3) de esta proposición que M1
⊕

M2 es un objeto finitamente presen-
tado.
(⇒) Supongamos que M1

⊕
M2 un objeto finitamente presentado. Consideremos la sucesión

exacta

0 // M1
� � i1 // M1

⊕
M2

p2 // M2 // 0.

Como M1
⊕

M2 es finitamente presentado, tenemos en particular que es finitamente genera-
do. Luego, por 5.2.3(e), tenemos que M1 y M2 son finitamente generados. Por el inciso (b1),
de esta proposición concluimos que M2 es finitamente presentado. De la misma manera se ve
que M1 es finitamente presentado.

Proposición 5.4.5. Sea C una categorı́a esqueléticamente pequeña y sea M ∈ Mod(C op). Las
siguientes propiedades son equivalentes

(a) M es finitamente presentado.

(b) M es finitamente generado con la siguiente propiedad, si

0 // M1
f
// M2

g
// M // 0.

es una sucesión exacta en Mod(C op) y M2 es finitamente generado, entonces M1 es finitamente
generado.
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Demostración. (a)⇒ (b) Supongamos M es finitamente presentado. En particular M es finitamente
generado. Sea

0 // M1
f
// M2

g
// M // 0.

una sucesión exacta con M2 finitamente generado. Al ser M finitamente presentado, existe una
sucesión exacta

P1
α // P0

β
// M // 0

con P1 y P0 proyectivos finitamente generados. Consideremos la factorización de α a través de su
imagen

K
α2

  

P1

α1
??

α
// P0.

Entonces tenemos la siguiente sucesión exacta 0 // K
α2 // P0

β
// M // 0. Consideremos

el siguiente diagrama

0 // K
α2 // P0

β
// M // 0

0 // M1 f
// M2 g

// M // 0

Luego, al tener que g es un epimorfismo y que P0 es un objeto proyectivo, se tiene que existe un
morfismo γ : P0→M2 tal que gγ = β . Por la propiedad universal del kernel de g, se tiene que existe
único morfismo γ ′ : K→M1 tal que el siguiente diagrama es conmutativo con filas exactas

0 // K
α2 //

γ ′

��

P0
β
//

γ

��

M // 0

0 // M1 f
// M2 g

// M // 0

Luego componiendo con α1 los morfismos del cuadrado izquierdo del diagrama anterior, tenemos
el siguiente diagrama conmutativo y exacto

P1
α2α1= f

//

λ :=γ ′α1
��

P0
β
//

γ

��

M // 0

0 // M1 f
// M2 g

// M. // 0

Consecuentemente, por el Lema de la Serpiente se tiene una sucesión exacta

Ker(λ ) // Ker(γ) // Ker(1M)
δ //Coker(λ ) θ //Coker(γ) //Coker(1M).

Como Ker(1M) =Coker(1M) = 0, se tiene que θ : Coker(λ )→Coker(γ) es un isomorfismo. Ahora
bien, consideremos el cokernel π : M2 → Coker(γ) de γ . Como π es un epimorfismo y M2 es
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finitamente generado, tenemos que Coker(γ) es finitamente generado (ver 5.2.3(d1)). Por lo tanto,
Coker(λ ) es finitamente generado. Consideremos la factorización de λ a través de su imagen

K′
λ2

  

P1

λ1

>>

λ

// M1

Como λ1 : P1→ K′ es un epimorfismo y P1 es finitamente generado, por 5.2.3(d1), tenemos que K′

es finitamente generado. Sea π ′ : M1→Coker(λ ) el cokernel de λ . Entonces tenemos la siguiente
sucesión exacta

0 // K′
λ2 // M1

π ′ //Coker(λ ) // 0,

donde K′ y Coker(λ ) son finitamente generados. Por 5.2.3(d2), concluimos que M1 es finitamente
generado.

(b)⇒ (a) Supongamos M satisface (b). Como M es finitamente generado, existe un epimorfis-
mo α : P0→M donde P0 :=

⊕n
i=1 HomC (−,Ci) para alguna familia finita {Ci}n

i=1 de objetos en C
(ver 5.2.3(b)). Sea µ : K→ P0 el kernel de α , entonces tenemos la siguiente sucesión exacta

0 // K �
� µ

// P0
α // // M // 0.

Como P0 es finitamente generado, por la hipótesis concluimos que K es finitamente generado. Por
5.2.3(b), existe un epimorfismo π : P1 → K donde P1 :=

⊕m
j=1 HomC (−,C j) para alguna familia

finita de objetos {C j}m
j=1 en C . Luego, tenemos la siguiente sucesión exacta

P1
µπ
// P0

α // M // 0.

Probándose que M es finitamente presentado.

Corolario 5.4.6. Sea M un módulo finitamente presentado. Entonces existe presentación proyectiva
finita de M de la forma⊕m

i=1 HomC (−,Ci) //
⊕n

j=1 HomC (−,C j) // M // 0 .

Demostración. Se sigue de la demostración de (b)⇒ (a) en 5.4.5.

5.5. Pseudokerneles

Definición 5.5.1. Sea C una categorı́a esqueléticamente pequeña. Sea g : C1→C2 un morfismo en
C , decimos que un morfismo f : C0→C1 es un pseudokernel de g, si la sucesión

HomC (−,C0)
HomC (−, f )

// HomC (−,C1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C2)

es exacta en Mod(C op).
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Proposición 5.5.2. Sea C una categorı́a esqueléticamente pequeña. Sean f : C0→C1 y g : C1→C2
morfismos en C . Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es un pseudokernel de g.

(b) Se cumplen las siguientes propiedades:

(b1) g f = 0 y

(b2) para otro morfismo h : C3 → C1 tal que gh = 0, existe un morfismo γ : C3 → C0 (no
necesariamente único) tal que f γ = h.

Demostración. (a)⇒ (b) Supongamos que f : C0→C1 es un pseudokernel de g : C1→C2, enton-
ces se tiene que la sucesión

HomC (−,C0)
HomC (−, f )

// HomC (−,C1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C2) (*)

es exacta. Considerando la factorización de HomC (−, f ) : HomC (−,C0)→HomC (−,C1) a través
de su imagen tenemos el siguiente diagrama conmutativo

HomC (−,C0)

p
&& &&

HomC (−, f )
// HomC (−,C1)

K
+ �

µ

88

Luego, como (∗) es exacta, tenemos que µ : K→ HomC (−,C1) el kernel de HomC (−,g).
(i) Veamos que g f = 0. En efecto, como la sucesión (∗) es exacta, tenemos que

0 = HomC (−,g)◦HomC (−, f ) = HomC (−,g f ) : HomC (−,C0)→ HomC (−,C2).

En particular, tomando la componente C0-ésima, tenemos que

HomC (C0,g f ) : HomC (C0,C0)→ HomC (C0,C2).

es el morfismo cero. Entonces para 1C0 ∈ HomC (C0,C0), tenemos que

0 =
(

HomC (C0,g f )
)
(1C0) = (g f )◦1C0 = g f .

(ii) Sea h : C3→C1 tal que gh = 0. Entonces, HomC (−,g)◦HomC (−,h) = 0. Como el mor-
fismo µ : K→ HomC (−,C1) es el kernel de HomC (−,g), existe un único morfismo
γ : HomC (−,C3)→ K tal que HomC (−,h) = µγ. Ahora bien, como p : HomC (−,C0) −→ K es
un epimorfismo y HomC (−,C3) es un objeto proyectivo en Mod(C op), tenemos que existe un
morfismo γ ′ : HomC (−,C3)→ HomC (−,C0) tal que el siguiente diagrama conmuta

HomC (−,C3)
γ ′

vv

γ

��

HomC (−,C0) p
// K.
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Por 3.3.6, tenemos que el funtor de representación de Yoneda P, induce un isomorfismo

P : HomC (C3,C0)−→ NatMod(C op)

(
HomC (−,C3),HomC (−,C0)

)
.

Luego, existe λ : C3→C0 tal que γ ′ = P(λ ) = HomC (−,λ ). Veamos que h = f λ . Para esto con-
sideremos la siguiente biyección, dada por el funtor de representación de Yoneda (ver 3.3.6),

P : HomC (C3,C1)−→ NatMod(C op)

(
HomC (−,C3),HomC (−,C1)

)
.

Para ver que h = f λ , basta ver que mediante P son iguales.
En efecto, tenemos que

P( f λ ) = P( f )P(λ ) = HomC (−, f )◦HomC (−,λ ) = HomC (−, f )◦ γ
′

= (µ p)γ ′

= µ(pγ
′)

= µγ

= HomC (−,h) = P(h).

Por 3.3.6, concluimos que f λ = h.

(b)⇒ (a) Sean f : C0→C1 y g : C1→C2 que satisfacen (b).
Veamos que la siguiente sucesión es exacta

HomC (−,C0)
HomC (−, f )

// HomC (−,C1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C2).

Sea
η : K // HomC (−,C1)

en Mod(C op) tal que η es el kernel de HomC (−,g). Por 5.2.7, podemos suponer que cada compo-
nente de η

ηC : K(C) �
�

// HomC (C,C1)

es la inclusión de K(C) como subgrupo de HomC (C,C1). De esta manera, un elemento x ∈ K(C)
es un morfismo x : C→C1 en C . Queremos encontrar un epimorfismo en Mod(C op)

β : HomC (−,C0) // // K

tal que ηβ = HomC (−, f ) (esto demostrarı́a que Ker
(

HomC (−,g)
)
= Im

(
HomC (−, f )

)
).

Es decir, se quiere encontrar un epimorfismo β que hace conmutar el triángulo izquierdo en el
siguiente diagrama

HomC (−,C0)

β
&& &&

HomC (−, f )
// HomC (−,C1)

HomC (−,g)
// HomC (−,C2)

K.
+ �

η

88



5.5. PSEUDOKERNELES 211

Consideremos
HomC (C0,g) : HomC (C0,C1)→ HomC (C0,C2).

la componente C0 de HomC (−,g) : HomC (−,C1)→ HomC (−,C2). Como f : C0→C1 es tal que
g f = 0, tenemos que f pertenece al kernel de HomC (C0,g). Es decir, tenemos que f ∈ K(C0).
Por Lema de Yoneda, se tiene una biyección

Ω : NatMod(C op)[HomC (−,C0),K]−→ K(C0).

Luego, existe morfismo β : HomC (−,C0)→ K tal que Ω(β ) := βC0(1C0) = f .
Veamos que ηβ = HomC (−, f ). En efecto, como

ηβ ,HomC (−, f ) : HomC (−,C0)−→ HomC (−,C1),

basta ver que van a dar al mismo elemento mediante el isomorfismo de Yoneda

Ω : NatMod(C op)

(
HomC (−,C0),HomC (−,C1)

)
−→ HomC (C0,C1).

En efecto, por un lado, se tiene que

Ω(HomC (−, f )) = HomC (C0, f )(1C0)

= f 1C0

= f .

Por otro lado, se tiene que

Ω(ηβ ) = (ηβ )C0(1C0)

= (ηC0βC0)(1C0)

= ηC0(βC0(1C0))

= ηC0( f )
= f ,

donde la última igualdad es debido a que ηC0 es la inclusion de K(C0) como subgrupo de HomC (C0,C1).
Por lo tanto, Ω(HomC (−, f )) = Ω(ηβ ) y entonces HomC (−, f ) = ηβ .
Ahora veamos que β : HomC (−,C0)−→ K es un epimorfismo. Veamos que

βC : HomC (C,C0) // K(C).

es epimorfismo para cada C ∈ C . Sea x ∈ K(C) arbitrario, como K(C) ⊆ HomC (C,C1) tenemos
que x : C→ C1 es un morfismo en C . Como la inclusión ηC : K(C)→ HomC (C,C1) es el kernel
de HomC (C,g) : HomC (C,C1)→ HomC (C,C2), tenemos que HomC (C,g)(x) = g◦ x = 0. Luego,
como estamos suponiendo (b), tenemos que existe un morfismo y : C→C0 tal que f ◦ y = x.
Ahora bien como ηβ = HomC (−, f ), tenemos que ηC ◦ βC = HomC (C, f ) y por lo tanto, tene-
mos que ηC(βC(y)) =

(
HomC (C, f )

)
(y) = f ◦ y = x. Pero como ηC es la inclusión, tenemos que

βC(y) = x. Luego, βC es un epimorfismo y entonces β es un epimorfismo. Por 1.7.8, tenemos que

Ker
(

HomC (−,g)
)
= η = Im

(
HomC (−, f )

)
,
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probándose que

HomC (−,C0)
HomC (−, f )

// HomC (−,C1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C2).

es una sucesión exacta en Mod(C op).

Corolario 5.5.3. Sea C una categorı́a esqueléticamente pequeña. Sean f : C0→C1 y g : C1→C2
morfismos en C . Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es el kernel de g

(b) La siguiente sucesión

0 // HomC (−,C0)
HomC (−, f )

// HomC (−,C1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C2).

es exacta en Mod(C op).

Demostración. (a)⇒ (b). De la manera que se hizo en 3.2.14, se demuestra fácilmente que si
f = Ker(g), entonces HomC (−, f ) es un monomorfismo. Por 5.5.2, concluimos que

0 // HomC (−,C0)
HomC (−, f )

// HomC (−,C1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C2)

es exacta en Mod(C op).
(b)⇒ (a). Supongamos que

0 // HomC (−,C0)
HomC (−, f )

// HomC (−,C1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C2)

es exacta en Mod(C op). Por 5.5.2, tenemos que f es un pseudokernel de g. Ahora, sea h : C→C1
tal que gh = 0, entonces existe un morfismo γ : C→C0 tal que h = f γ . Veamos que tal γ es único.
En efecto, para C ∈ C tenemos la siguiente sucesión exacta en Ab

0 // HomC (C,C0)
HomC (C, f )

// HomC (C,C1)
HomC (C,g)

// HomC (C,C2).

Es decir, HomC (C, f ) es inyectivo y como γ es tal que HomC (C, f )(γ) = h, se sigue que tal γ es
único. Por lo tanto f = Ker(g).

Proposición 5.5.4. Sea C una variedad de Annuli. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) C tiene pseudokerneles.

(b) Todo morfismo en mod(C op) tiene kernel en mod(C op).

(c) mod(C op) es una subcategorı́a abeliana de Mod(C op).
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Demostración.

(a)⇒ (b) Sea α : F → G un morfismo en mod(C op). Como mod(C op)⊆Mod(C op) y Mod(C op)
es abeliana, existe µ : K→F el kernel de α en Mod(C op). Veamos que K es finitamente presentado.
Caso 1.- Supongamos que α es un epimorfismo.
Como F es finitamente presentado, por 5.4.6, tenemos la siguiente sucesión exacta

P1
β
// P0

γ
// F // 0

donde P1 =
⊕m

i=1 HomC (−,Ci) y P0 =
⊕n

j=1 HomC (−,C j). Como C es una variedad de Annuli,
tenemos que C tiene coproductos finitos y entonces

⊕n
i=1 HomC (−,Ci)' HomC (−,

⊕n
i=1Ci).

Por lo tanto, podemos suponer que P0 = HomC (−,C0) y P1 = HomC (−,C1) para algunos objetos
C0,C1 ∈ C .
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas

0

��

0

��

0

��

0

��

// K0 //
� _

i
��

K1� _

i′
��

0 // 0

��

// P0

γ

��

P0

αγ

��

// 0

0 // K
µ
// F

α
//

��

G //

��

0

K // 0 // 0

Como F y G son finitamente presentados y P0 es finitamente, por 5.4.5, tenemos que K0 y K1 son
finitamente generados. Por el lema de la serpiente, tenemos la siguiente sucesión exacta

ε : 0 // K0 // K1 // K // 0.

Por 5.2.3(d1), tenemos que K es finitamente generado.
Veamos que K1 es finitamente presentado. Como K1 es finitamente generado y C es una variedad
de Annuli, tenemos que existe un epimorfismo

π : HomC (−,C′1)−→ K1 −→ 0

para algún C′1 ∈C . Luego, tenemos el morfismo i′1π : HomC (−,C′1)−→HomC (−,C0). Por el lema
de Yoneda, tenemos que existe g : C′1→C0 tal que HomC (−,g) = i′1π. Como C tiene pseudoker-
neles, tenemos que existe f : C2→C′1 tal que

HomC (−,C2)
HomC (−, f )

// HomC (−,C′1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C0).

es una sucesión exacta en Mod(C op). Como HomC (−,g) = i′1π, com π un epimorfismo y i′1 un
monomorfismo, tenemos la siguiente sucesión exacta en Mod(C op)

HomC (−,C2)
HomC (−, f )

// HomC (−,C′1)
π // K1 // 0.
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Por lo tanto K1 es finitamente presentado. De la sucesión

ε : 0 // K0 // K1 // K // 0,

concluimos por 5.4.4(b1), que K es finitamente presentado.
Por lo tanto µ : K→ F pertenece a mod(C op). Probándose que α tiene kernel en mod(C op).

Caso 2.- Supóngase que se tiene un morfismo α : F → G en mod(C op) que no necesariamente
es un epimorfismo. Como α ∈ mod(C op) ⊂Mod(C op), entonces podemos descomponer al mor-
fismo α a través de su imagen. De esta, manera se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

F α //

α ′

��

G

I

α ′′

FF

donde α ′ es un epimorfismo y α ′′ es un monomorfismo. Luego, consideremos la siguiente sucesión
exacta

0 // I α ′′ // G
g
// G/I // 0

donde G es finitamente presentado. Notemos que I es finitamente generado, pues tenemos el epi-
morfismo α ′ : F→ I donde F es finitamente generado al ser finitamente presentado (ver 5.2.3(d1)).
Por lo tanto, por 5.4.4(b1) se tiene que G/I es finitamente presentado. Luego, en el epimorfismo

g : G // // G/I // 0.

tenemos que G y G/I son finitamente presentados. Por el caso 1, se tiene I = Ker(g) ∈ mod(C op).
Por lo tanto, tenemos el epimorfismo

α ′ : F // I // 0.

con F, I ∈ mod(C op). Por el caso 1, se sigue que Ker(α ′) es finitamente presentado.
Como α ′′ es un monomorfismo, tenemos que

Ker(α) = Ker(α ′′α ′) = Ker(α ′).

Por lo tanto , Ker(α) ∈ mod(C op). Probándose (b).

(b)⇒ (c) (i) La categorı́a mod(C op) tiene productos y coproductos finitos. De la proposición
5.4.4(d), se sigue la categorı́a mod(C op) tiene coproductos finitos y como mod(C op) es
aditiva, tenemos que también tiene productos finitos.

(ii) La categorı́a mod(C op) tiene kerneles y cokerneles. Por suposición de (b), sigue que la cate-
gorı́a mod(C op) tiene kerneles. Veamos que mod(C op) tiene cokerneles. Sea α : F → G en
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mod(C op) y sea
F α //

α ′

��

G

I

α ′′

FF

la descomposición de α a través de su imagen. Como Mod(C op) es abeliana, tenemos la
siguiente sucesión exacta en Mod(C op)

0 // I α ′′ // G //Coker(α ′′) // 0.

Notemos que I es finitamente generado, pues α ′ : F → I es un epimorfismo con F finita-
mente presentado (ver 5.2.3(d1)). Como G es finitamente presentado, por 5.4.4(b1), entonces
Coker(α ′′) ∈ mod(C op). Pero como α ′ es un epimorfismo, tenemos que

Coker(α) =Coker(α ′′α ′) =Coker(α ′′).

Por lo tanto, Coker(α) ∈ mod(C op). Probándose que mod(C op) tiene cokerneles.

(iii) La categorı́a es mod(C op) es normal y conormal. Sea α : F → G un monomorfismo en
mod(C op). Como mod(C op) ⊂ Mod(C op) y la categorı́a Mod(C op) es normal, entonces
α =Ker(β ) para algún morfismo β : G→H en Mod(C op). Por lo tanto, se tiene una sucesión
exacta en Mod(C op)

0 // F // G // H // 0,

donde F y G son finitamente presentados. Por 5.4.4(b1), concluimos que H es finitamente
presentado. Por lo tanto β ∈ mod(C op). Probándose que la categorı́a mod(C op) es normal.
De forma similar se prueba que mod(C op) es conormal. Por lo tanto, de (i),(ii) y (iii) y el
teorema 1.17.2, se tiene que que mod(C op) es una subcategorı́a abeliana de Mod(C op).

(b)⇒ (a) Sea g : C1→C2 un morfismo en C . Se quiere demostrar que existe un morfismo f : C0→
C1 tal que

HomC (−,C0)
HomC (−, f )

// HomC (−,C1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C2).

es una sucesión exacta en Mod(C op). En efecto, como

HomC (−,g) : HomC (−,C1)−→ HomC (−,C2)

es un morfismo en mod(C op) ⊂ Mod(C op), se tiene por hipótesis que el morfismo HomC (−,g)
tiene kernel en mod(C op). Sea

η : K −→ HomC (−,C1)

tal que η = Ker(HomC (−,g)) con K ∈ mod(C ). Como K es finitamente generado y C es una
variedad, existe un epimorfismo

θ : HomC (−,C0)−→ K
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para algún objeto C0 ∈ C . De esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde el
primer renglón es una sucesión exacta

HomC (−,C0)

θ
&& &&

ηθ
// HomC (−,C1)

HomC (−,g)
// HomC (−,C2)

K
+ �

η

88

pues por construcción Ker
(

HomC (−,g)
)
= η = Im(ηθ). Por el lema de Yoneda, existe un mor-

fismo f : C0→C1 tal que HomC (−, f ) = ηθ . Luego, tenemos que f : C0→C1 es un pseudokernel
del morfismo g : C1→C2. Probándose que C tiene pseudokerneles.

(c)⇒ (b) Al ser mod(C op) una subcategorı́a abeliana de Mod(C op), se tiene que mod(C op) tiene
kerneles.

5.6. Dimensión proyectiva de mod(C op)

Definición 5.6.1. (a) Sea M ∈Mod(C op), se dice que p.d(M)≤ n (donde p.d es la abreviación
de dimensión proyectiva) si existe una resolución proyectiva

0 // Pn // ... // P1 // P0 // M // 0.

Si tal resolución proyectiva no existe, se dice que p.d(M) = ∞. Decimos que p.d(M) = n si
n es la longitud de la resolución proyectiva más pequeña de M.

(b) Sea X una subcategorı́a de Mod(C op). Se define la dimensión proyectiva de la clase X
como sigue:

p.d(X ) = sup{p.d(M) |M ∈X }.

Proposición 5.6.2. Sea C una variedad de Annuli con kerneles, entonces

p.d
(

mod(C op
)
≤ 2.

Demostración. Como M ∈mod(C op), se tiene que M tiene una presentación proyectiva de la forma

P1
η1 // P0

η0 // M // 0,

donde P0 = HomC (−,C0) y P1 = HomC (−,C1) para algunos objetos C0,C1 ∈ C . Como η1 : P1→
P0 es un morfismo en mod(C op)⊂Mod(C op) por el Lema de Yoneda contravariante se tiene que
existe un morfismo g : C1 → C0 en C tal que η1 = HomC (−,g). Como C tiene kerneles, existe
un morfismo f : C2→ C1 tal que f = Ker(g). Por 5.5.3, tenemos la siguiente sucesión exacta en
mod(C op)

0 // HomC (−,C2)
HomC (−, f )

// HomC (−,C1)
HomC (−,g)

// HomC (−,C0).
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De esta manera definiendo P2 := HomC (−,C2) se tiene una resolución proyectiva finita de M ∈
mod(C op)

0 // P2
HomC (−, f )

// P1
η1 // P0

η0 // M // 0.

Por lo que p.d(M)≤ 2. Por lo tanto,

p.d
(

mod(C op)
)
≤ 2.
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Teorema A.0.1. Teorema de inmersión de Freyd-Mitchell (1964)
Si C es una categorı́a abeliana pequeña, entonces existe un anillo R con 1 no necesariamente
conmutativo y un funtor covariante, fiel y pleno F : C →Mod(R) tal que C es una subcategorı́a
plena de Mod(R). Es decir, HomC (M,N)∼= HomR(F(M),F(N)) para todo M,N ∈ C .

Demostración. Vease una demostración en [WC94], p.28.

.

Lema A.0.2. Lema de la Serpiente
En una categorı́a abeliana C consideremos el siguiente diagrama conmutativo

A

α

��

f
// B

g
//

β

��

C //

γ

��

0

0 // A′
f ′
// B′

g′
//C′,

con filas exactas. Entonces existe un “morfismo de conexión” δ : Ker(γ)→Coker(α) obteniendo
una sucesión exacta,

Ker(α)
f̄
// Ker(β )

ḡ
// Ker(γ) δ //Coker(α)

f̄ ′
//Coker(β )

ḡ′
//Coker(γ).

Además, si f es un monomorfismo entonces f̄ es un monomorfismo y si g′ es un epimorfismo
entonces ḡ′ es un epimorfismo.

Demostración. La prueba es una consecuencia del Teorema de inmersión de Freyd- Mitchell y
la prueba del Lema del lema de la Serpiente en la categorı́a Mod(R), para esto último vease una
prueba en [HS71], p.99.
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