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Resumen

El nicleo es una estructura de gran complejidad, se compone de A nucleones con N neutrones y Z protones,
A = N + Z. Todos ellos interaccionan fuertemente a distancias del orden del fm y energias del orden del
MeV'. Los ntucleos se pueden ver como una pieza de materia densa pero elastica con forma esférica o elipsoidal.
Este objeto puede vibrar y si estd deformado, rotar. Muchos nicleos poseen modos colectivos, manifestaciones
cuanticas de las vibraciones y las rotaciones. El movimiento del nicleo se compone de movimiento de particula
independiente acoplado a través de la interaccion residual, modos colectivos debidos a la deformacién y una
componente estocastica. Estds componentes tienen importancias relativas distintas dependiendo de la energia
de excitacion y el nimero atémico. El modelo de capas ha logrado integrar todos estos componentes.

Esta tesis presenta el estudio de la complejidad de estados nucleares en el “8Ca, mediante el uso de tres
métodos de caracterizacion del caos cudntico, con los cuales se busca integrar el modelo de capas con la imagen
del niicleo como billar cudntico. E1 #8Ca es un niicleo con doble niimero mégico, por lo que es un niicleo estable.

Como se ha dicho, se busca integrar el modelo de capas con la imagen del nicleo como billar cuantico, para
esto, se tomo como referencia el trabajo de Prosen y Casati [4], donde los autores simulan numéricamente el
experimento de la doble rendija utilizando un billar cuantico con dos configuraciones. Una configuracién con
dindmica regular, y otra con una dindmica cadtica, obteniendo como resultado interferencia para el caso del
billar regular lo cual concuerda con lo observado en el experimento de la doble rendija, y para el caso del billar
cadtico el patrén de interferencia desaparece. Por ello, se buscé identificar el caos cudntico en el nicleo *8Ca
identificando la dindmica de los niveles de energia del sistema para compararla con lo observado en billares
cuanticos.

Los espectros de energia estan dados por un Hamiltoniano nuclear que considera una parte monopolar y una
parte multipolar. Dentro de la parte monopolar se toman en cuenta los términos de energia cinética y potencial
del oscilador arménico, asi como la parte monopolar de la interaccién de campo medio KB3 [7](interaccién Kuo-
Brown modificado) [8], y en la parte multipolar, se considera el término de interaccién cuadrupolar Hgy =
ﬁmmwpolm + ﬁmultipolar para el nicleo de *8Ca en la capa fp.

Con el Hamiltoniano mencionado anteriormente, se obtuvieron los espectros de energia modificando un
pardmetro de interacciéon cuadrupolo-cuadrupolo. Teniendo los espectros de energia, se realizo el primer método
de an4lisis, el cual consistié en obtener el espectro de potencias de los niveles de energia.

Para realizar cualquier tipo de analisis estadistico de las fluctuaciones del espectro de energias de un sistema
cuantico es necesario efectuar una transformacion del espectro. Esta operacion se denomina rectificacion. Sin
ella es imposible una comparacién directa entre sistemas que tienen energias caracteristicas y comportamientos
muy diferentes. Como resultado de la rectificacion del espectro de energias, se obtiene una nueva secuencia de
energias, que se puede interpretar como una serie de tiempo.

A estas series de tiempo se les realizo el espectro de potencias de Fourier y de acuerdo con la teoria del
ruido 1/f, se obtuvieron transiciones en las fluctuaciones estadisticas del ruido 1/f2 y 1/f que corresponden de
acuerdo a la literatura con las estadisticas GOE (Gaussian Orthogonal Ensamble) y GDE (Gaussian Diagonal
Ensamble) respectivamente.

El segundo método tuvo como base el analisis de niveles de energia a primeros vecinos. Con esté método se
obtuvieron las estadisticas de los niveles energéticos para cada una de las variaciones del parametro de interaccién
cuadrupolar x; obteniendo como resultado que los niveles de energia para y = 0,005y x = 0,01 pueden ajustarse
con una distribucién de Poisson correspondiente a la estadistica GDE, y para 0,0235 < x < 0,25, la distribucién
de estados se ajusta con una distribucién de Wigner correspondiente a una estadistica GOE.

El tercer método se basé en obtener la visibilidad de la interferencia de los estados nucleares en funcién de
la interaccién cuadrupolar. Se observa que si el factor de interacciéon cuadrupolar es pequeno, se tiene un patrén



de interferencia en los estados nucleares y por tanto una visibilidad cercana a 1, y mientras y va creciendo la
interferencia desaparece y la visibilidad tiende a cero.

En particular esta tesis se enfocé en encontrar evidencia suficiente de las transiciones estadisticas entre
dindmicas regulares y cadticas en los niveles de energias dentro de la capa fp, para el **Ca quién tiene un
nimero par de nucleones de valencia y cuenta con deformaciones cuadrupolares del nicleo.

En los resultados de cada uno de los métodos utilizados se observan comportamientos cuantitativos consis-
tentes entre si:i

» Transiciones estadisticas de una dindmica regular a una cadtica correspondientes al ruido 1/f2? y 1/f
respectivamente.

= Los ajustes estadisticos realizados concuerdan con los asociados a sistemas regulares GDE y GOE dentro
de la RMT (Random Matrix Theory por sus siglas en inglés).

= Interferencia en el espectro de energia debida al cambio en la dinamica de los estados.

Por lo que, se concluye que existe un cambio en la dindmica de los estados de energia que va de un com-
portamiento regular a uno caético, consistente y observado mediante tres métodos de andlisis distintos y lo
encontrado por Casati y Prosen en [4]. Los resultados obtenidos llevan a la conclusién de que el niicleo de 8Ca
se comporta como un billar cudntico, en donde la complejidad en la dindmica de los estados estd determinada
por la deformacién del nicleo debida a la interaccién cuadrupolar.



Capitulo 1

Introduccion

El estudio de sistemas complejos es reconocido en los ultimos anos como una nueva disciplina cientifica, lo
dltimo en campos multidisciplinarios. Su desarrollo estd comprendido por los avances que se han hecho en
diversos campos del conocimiento que van desde la Fisica hasta la Antropologia. Muchos de los sistemas en
nuestro entorno son complejos.

La palabra complejo proviene del latin complexus que significa entrelazar, trenzar o bien plexus que refiere
a entretejido. De la misma forma, funciona la naturaleza de un sistema complejo, debido a la relacién intrinseca
de sus partes, que se conectan y se entretejen; sin embargo, los sistemas simples también se conforman por
partes.

Por su propia naturaleza, la nocién de complejidad, es fundamental para la fisica contemporanea, sin embar-
go, todavia carece de una definicién precisa. El reciente concepto de redes complejas libres de escala ofrece una
direccién prometedora para formalizar la complejidad, aunque muchas cuestiones relacionadas siguen abiertas.

En términos cualitativos la nocién de complejidad se refiere a la diversidad de formas, a la aparicién de
patrones coherentes de aleatoriedad y también a la capacidad de conmutacién entre tales patrones, presentes
en sistemas fisicos. Esto implica normalmente muchas componentes diferentes al igual que escalas de tiempo
y espacio; por lo tanto se da una gran variedad de fenémenos; siendo algunos de ellos el caos, el ruido y la
coherencia. De hecho, estos fenémenos van en paralelo, debido a que estan conectados con la existencia de
muchos grados de libertad, y a menudo, interacciones al azar entre ellos.

La teorfa de matrices aleatorias (RMT) [9] concepto originado de consideraciones de fisica nuclear, ha
demostrado ser un buen camino para acercarse a los sistemas cudnticos complejos y en el tratamiento de la
cuestién, de cémo el caos se manifiesta a nivel cudntico.

El caos es esencialmente una propiedad presente en los sistemas complejos, tales como; por ejemplo ntcleos
atémicos, donde se ha encontrado evidencia de una amplia aplicabilidad de RMT para describir las fluctuaciones
de niveles de energia. La teoria de la complejidad rama de la ciencia que se encuentra en reciente crecimiento,
encuentra sus bases en la teoria del caos. La relacion entre estas dos teorias estd dada por los planteamientos
sobre los procesos causales y no lineales y sus comportamientos no deterministas. Por lo que, se tienen puntos
en comun, siendo éstos, un poco diferentes. Es decir, por un lado plantea un comportamiento cadtico y por otro
un orden complejo.

En la presente investigacién se hace un estudio de los estados nucleares del “8Ca mediante herramientas
propias del caos cudntico. El modo mds habitual de discernir entre un sistema cudntico integrable (o regular) y
un sistema cuantico cadtico consiste en analizar las fluctuaciones del espectro de energia. La comparacién de estas
fluctuaciones con las de una secuencia completamente aleatoria y con las de espectros procedentes de la Teoria de
Matrices Aleatorias permiten construir sistemas cudnticos integrables, cuyas fluctuaciones espectrales coinciden
con RMT [10]. Asi que el trabajo se centra en la aplicacién de técnicas para el andlisis de estas fluctuaciones
espectrales para la identificacién del comportamiento cadtico en sistemas cudnticos. Dichas técnicas permiten
la comparacién de estas fluctuaciones con las que aparecen en otros ambitos de la naturaleza.

En el capitulo 2 se presenta un resumen de la formulacién y la fenomenologia del caos en la mecénica clasica,
teniendo en cuenta los conceptos fundamentales relacionados con el caos partiendo del caos cldsico y el caos
Hamiltoniano mediante a integrabilidad y no integrabilidad de dichos sistemas.

En el capitulo 3 se aborda el caos cudntico tomando como punto de partida el principio de equivalencia en



Mecénica Cuéntica y la conjetura BGS (Bohigas, Giannoni y Schmit). Ademas se introduce la teoria de matrices
aleatorias como primera aproximacion estadistica del caos cuantico mediante la explicacién de la distribucion
de Wigner como cuantificacion de dicho comportamiento para sistemas nucleares.

En el capitulo 4 se abordan los conceptos relacionados con el modelo de capas donde se explica el caos cuantico
dentro de sistemas de muchos cuerpos debido a que el Hamiltoniano nuclear del 8Ca es un Hamiltoniano formado
por una interaccién monopolar y una multipolar.

Posteriormente en el capitulo 5, se introducen los métodos de cuantificacién del caos cudntico, se aborda el
método de espectros de potencias en base al andlisis de series de tiempo. En la siguiente seccion se describe el
analisis de los niveles de energias nucleares mediante las fluctuaciones del espectro de energias y su distribucién
de probabilidad. Por 1dltimo se explica la visibilidad de los estados de interferencia en el espectro de energias.

En el capitulo 6 se exponen los resultados obtenidos teniendo los espectros de energia nucleares correspondien-
tes al ntcleo del 8Ca, ademds de los espectros de potencias asociados a los espectros de energia anteriormente
mencionados y las distribuciones de probabilidad, asi como también los patrones de interferencia de estados
nucleares como andalogo de la visibilidad éptica.



Capitulo 2

Caos

2.1. Caos determinista

Uno de los puntos centrales dentro de la fisica, es el estudio del movimiento; este concepto estd presente en
todas y cada una de sus areas. Dentro de la Mecanica Clésica, la dindmica de un sistema, es fundamental para
el anélisis de los fenémenos naturales a gran escala. De acuerdo con la Mecéanica Clasica, el movimiento de un
sistema esta caracterizado por una trayectoria. Este desplazamiento reconoce la informacién de la localizacion del
sistema para cada tiempo la obtencion de estas trayectorias es fundamental para el entendimiento del fenémeno
en cuestion. Si bien, muchos sistemas fisicos a gran escala pueden ser descritos por la mecédnica clasica, no en
todos estos se puede obtener una descripcién sencilla de su evolucién temporal en términos de su trayectoria;
de hecho, gran parte de los fenémenos naturales no tienen un comportamiento lineal. Debido a esto, algunos
de los sistemas que cuentan con una dindmica no lineal suelen ser denominados como cadticos. Sin embrago,
existen sistemas que son lineales por segmentos y presentan un comportamiento caético.

La palabra caos usualmente se utiliza para hacer referencia a lo impredecible, asi como también para hacer
alusion al desorden. Sin embargo, es dificil encontrar una definicién concreta de dicho término. En la Grecia an-
tigua el caos era considerado como el estado amorfo e indefinido anterior a la ordenacién del cosmos; aquello que
existio antes del resto de los dioses y fuerzas elementales. Actualmente, se usa para senalar un comportamiento
erratico e impredecible de algunos sistemas dinamicos.

Un sistema dindmico es un sistema que evoluciona en el tiempo. Dicho sistema debe incluir una descripcién
del estado del mismo y una regla para seguir su evolucién. Los sistemas dindmicos regularmente se representan
por medio de un espacio fase, donde las trayectorias contenidas en éste dan la descripcién dinamica del sistema,
y debido a que la los sistemas dindmicos cuentan con una trayectoria para seguir su evoluciéon temporal, suele
decirse que el sistema es determinista [11]. Asi, un sistema determinista hace referencia a sistemas cuyo estado
inicial determina el estado futuro, es decir, sistemas que estan definidos por sus condiciones iniciales. El deter-
minismo plantea que el desarrollo de los fenémenos naturales esta definido por la dindmica del sistema y por sus
condiciones iniciales. Entonces, en teoria, es posible saber la evolucién temporal de un sistema determinista si se
conocen las condiciones iniciales. En términos generales, el caos hace alusion a sistemas dindmicos no lineales,
que presentan movimientos irregulares y cuya evolucién temporal estd determinada de forma tnica a partir de
las condiciones iniciales [12].

El descubrimiento del caos y sus aplicaciones a gran variedad de sistemas fisicos representan uno de los
grandes avances de la fisica. La mayoria de los sistemas dindmicos no lineales son cadticos, esto ha permitido el
estudio de muchos sistemas complejos que antes no podrian ser tratados.

a) Se presenta un comportamiento aperiédico.

b) Alta sensibilidad a las condiciones iniciales. El pardmetro que mide este efecto es el exponente de Lyapunov
del sistema:

Y 1 d(l’o,t)



donde d(zo,t) es la separacién entre dos trayectorias a tiempo t y con condiciones iniciales cercanas a
y el resultado se debe promediar sobre las trayectorias cercanas a xg.

c) El sistema estd confinado. Se debe cumplir con la propiedad matemética de mezclado!, es decir, que las
trayectorias que se separan se vuelvan a encontrar una y otra vez. Las trayectorias cercanas se sepa-
ran localmente pero la dinamica estd confinada globalmente a una regiéon finita del espacio de fases vy,
necesariamente, las trayectorias se reaproximan arbitrariamente cerca unas a otras infinitas veces [13].

2.1.1. Exponentes de Lyapunov

Un comportamiento impredecible estd presente en sistemas dindmicos cadticos; dicho comportamiento se
origina por inestabilidades dindmicas, éstas pueden llegar a ser exponenciales dentro de un intervalo de tiempo;
si un sistema es lineal, pequenas imprecisiones en las condiciones iniciales no crecen exponencialmente y entonces
es posible un comportamiento predecible. En el caso en que las imprecisiones en las condiciones iniciales crecen
de forma exponencial, se tiene como resultado un comportamiento cadtico en la dindmica del sistema. Una
forma de cuantificar ésta inestabilidad exponencial es mediante los exponentes de Lyapunov.

La inestabilidad es determinista e intrinseca a la dindmica; por lo que, el caos no puede ser explicado
por ruido externo. Por ejemplo sistemas con tres cuerpos pueden dar origen a un comportamiento complicado e
impredecible, pero un comportamiento impredecible no es extrano en un sistema con muchos grados de libertad.
Sin embargo, el caos también puede presentarse en sistemas con pocos grados de libertad.

Considerando un sistema lineal:

d
dt
Si = es una solucién del sistema de ecuaciones, entonces la ecuaciéon de movimiento para las variaciones dx
de una trayectoria cercana estard dada por la matriz Jacobiana para dz pequeno:

21 = 5 (@1, s ). (2.2)

dy N~
dt ! =1 8xj

(S.Z’j (23)

dado que el Jacobiano no depende de x por que 2.2 es lineal. Por lo tanto, el Jacobiano es una matriz de
coeficientes constantes (independientes de x):

d n
j=1
con M = % Entonces se puede escribir la solucién en términos de la exponencial de la matriz.

dx; (t) = Zexp (Mt),; 0z (0) (2.5)

Jj=1

que estd definida para cualquier matriz. Ahora si M tiene eigenvalores A;, la matriz exponencial también
tiene eigenvalores exp ()\jt), por lo que se pueden esperar divergencias exponenciales. Regularmente, la parte
real de los eigenvalores es la de mayor importancia, ya que la parte real da la divergencia de las trayectorias
(la parte imaginaria, las rotaciones de las trayectorias en una distancia constante). Por lo tanto, la parte real
de estos eigenvalores son los exponentes de Lyapunov en el caso lineal. Como la solucién anterior es la solucién
explicita para un sistema lineal, cabe mencionar que un sistema lineal nunca es cadtico, y para obtener un
comportamiento cadtico los exponentes de Lyapunov tendrian que ser negativos.

Asi, en el caso no lineal el Jacobiano M depende de x entonces los eigenvalores también dependen de x. Por
ello, los exponentes de Lyapunov en el caso general estan definidos como los eigenvalores promediados, donde
el promedio es tomado respecto a la evolucién a largo plazo de una trayectoria. Debido al comportamiento

IMateméticamente dados dos subconjuntos A y B € M, y t— oo se tiene que (qbl (AN B)) =pu(A)p(B)



exponencial, el exponente de Lyapunov méas grande \; domina la divergencia, entonces la distancia entre las
trayectorias pueden escribirse como:

|6z ~= eM! (2.6)

para pequenas separaciones, la interpretacion del conjunto completo de exponentes lo podemos visualizar
como una esfera muy pequena con condicién inicial y tiempo después ésta evoluciona en un elipsoide, donde
el eje principal mide la evolucién de exp (\;t). Entonces, para un comportamiento cadtico, es necesario por
lo menos un exponente de Lyapunov positivo (notando que el movimiento acortado requiere por lo menos un
exponente negativo en el sistema caético).

2.2. Sistemas Hamiltonianos

En la seccién anterior se dio una breve introduccién a los sistemas dinamicos y las caracteristicas que deben
cumplir para presentar un comportamiento cadtico. Dichos sistemas como se mencioné deben contar con una
dindmica no lineal. Este tipo de sistemas suelen ser encontrados en la literatura como sistemas disipativos, su
principal caracteristica es que existe un colapso en la evolucién del volumen de condiciones iniciales en el espacio
fase del sistema, por lo cual, en la mayoria de los casos se pone atencion a los atractores. Es por ello, que para
entender la dindmica de un sistema a largo tiempo es necesario considerar los atractores.

Por otra parte existen sistemas dindmicos conservativos, a los que también conocemos como sistemas Ha-
miltonianos, los cuales se llaman conservativos debido a que satisfacen el teorema de Liouville.

Al igual que los sistemas disipativos, este tipo de sistemas dindamicos siguen un conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden que describen el comportamiento del sistema. Mientras que en el caso de sistemas
conservativos, se requiere sélo cumplir la no linealidad de las ecuaciones. Al conservar las propiedades fisicas del
sistema (energia mecdnica, momento angular, etc.) [14], y de acuerdo con el Teorema de Liouville? , no existen
atractores, por lo tanto la falta de éstos se considera una de las principales diferencias de este tipo de sistemas.

En un sistema Hamiltoniano, la evoluciéon temporal del sistema estd descrita en términos de las variables
q; coordenadas y p; los momentos. Si el sistema consiste de N particulas puntuales, cada una cuenta con tres
componentes para su vector de posicién y tres componentes para su vector de momento, donde el subindice 4
toma los valores de 1 a 3N. Cada par ¢;, p; corresponde a un grado de libertad para el sistema Hamiltoniano.

Una vez conocidas las ¢; coordenadas y p; los momentos para todo tiempo t y para cada i, entonces se
conoce todo sobre el comportamiento en el tiempo del sistema. La dependencia temporal de las ¢; y p; esta
dada por las soluciones de las ecuaciones de Hamilton, que estdn en términos de la funcién Hamiltoniana
H (p1,p2, -y Pn, 1542, -, qn), donde en los casos simples el Hamiltoniano es simplemente la energia mecédnica
total del sistema H = T 4 V escrita en términos de las ¢; v p;. Las ecuaciones de Hamilton son un conjunto de
2N ecuaciones diferenciales acopladas. Para un sistema con N grados de libertad, las ecuaciones de Hamilton
estan dadas por:

dp; 0H (q,p)

pT B (2.7)
% - aHa(p‘i’p). (2.8)
El Hamiltoniano para una particula es la suma de la energia cinética y la energia potencial,
»?
H (z,p,t) = am +V(x,t). (2.9)

y las ecuaciones de Hamilton en este caso son:

2El teorema de Liouville establece que: El volumen de una regién arbitraria del espacio fase se conserva si los puntos de la
frontera se mueven de acuerdo a las ecuaciones candnicas. Ademés la densidad de puntos en el espacio fase en la vecindad de un
punto que se mueve con el fluido es constante, en términos del corchete de Poisson el teorema de Liouville puede reescribirse como:

dN
i —{D,H} con D = rra siendo D el volumen del espacio fase [15].



dp ov

= o (2.10)
dr _p
== (2.11)

que son las ecuaciones usuales de movimiento para una particula en un potencial.

Al igual que en los sistemas disipativos los sistemas Hamiltonianos tienen una descripcién geométrica dada
por un espacio fase, que tiene como ejes los valores de las ¢'s y p’s. Asi, si se tienen N grados de libertad, se
tienen N pares de q; y p; y el espacio fase tiene una dimensién de 2N, por lo cual en los sistemas Hamiltonianos,
el espacio fase siempre tiene un ntimero par de dimensiones. Como el valor del Hamiltoniano (energfa) no
depende del tiempo explicitamente las trayectorias para el sistema Hamiltoniano no pueden estar en cualquier
lugar del espacio fase, es decir, sélo pueden estar en las regiones donde se tiene el mismo valor de la energia como
punto inicial de la trayectoria; las trayectorias en el espacio fase estdn confinadas en una superficie constante
de energia 2N — 1 dimensional. Por lo que se puede demostrar que un volumen de condiciones iniciales en el
espacio fase permanece constante atn cuando el sistema Hamiltoniano evolucione en el tiempo.

De acuerdo con esto, el caos puede dividirse en dos clases y delimitar sus caracteristicas Por una parte en
sistemas disipativos el volumen ocupado por las trayectorias en el espacio fase va disminuyendo mientras el
sistema evoluciona, De ésta forma, mientras el tiempo tiende a infinito y dependiendo de los parametros del
sistema, el conjunto de trayectorias del sistema se puede convertir en un atractor extraiio® donde la dimensién
de éstos es menor a la dimension del espacio fase original, siendo un fractal, o en un ciclo limite donde el
movimiento es periédico. Y para los sistemas conservativos, al contrario que en los sistemas disipativos, el area
ocupada por el conjunto de trayectorias en el espacio fase no cambia en el tiempo, por lo que se impide el colapso
de movimiento del sistema y no existen atractores en este tipo de sistemas. Por lo tanto, una vez teniendo claras
las diferencias entre los tipos de sistemas que pueden presentar caos dentro de la mecdnica clésica, es importante
notar que al igual que en los sistemas disipativos introducidos en la seccién 2.1, una medida del caos estd dada
por los exponentes de Lyapunov.

2.2.1. Sistemas integrables

Los sistemas integrables son un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales que pueden resolverse analiti-
camente, sin embargo, pueden no tener solucién analitica. Es decir, las soluciones pueden reducirse a un nimero
finito de operaciones algebraicas e integraciones. Tales sistemas son muy raros, la mayoria de los sistema dinami-
cos tienen regiones de movimiento ordenado y otras con movimiento cadtico; de hecho, los sistemas puramente
cadticos no son muy comunes y ademas no presentan soluciones explicitas, los sistemas integrables por el con-
trario nunca admiten un comportamiento cadtico.

En mecanica clésica suelen tratarse dos tipos de sistemas los sistemas integrables y los caéticos. Los sistemas
integrables en general presentan un comportamiento sencillo y predecible. Por otra parte, los sistemas cadticos
se comportan de forma muy complicada. Considerando un sistema Hamiltoniano H (g1, ..., gn, P1, ..., PN) qu€ no
depende explicitamente del tiempo, se dice que el sistema es integrable si existen N funciones independientes
Fy, ..., Fx que son constantes de movimiento dF;/dt = 0y que estén en involucién*. De acuerdo con el teorema de
integrabilidad de Liouville se garantiza que bajo esas condiciones las ecuaciones de movimiento tienen solucién;
cuando esto ocurre, la trayectoria del sistema estd confinada en un toro N-dimensional en el espacio fase 2N
dimensional, y el movimiento es equivalente a N movimientos periddicos en una dimensiéon cada uno con su
propia frecuencia. Como el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, dicho sistema se vuelve una de
las constantes de movimiento que suele tomarse por convenciéon como F; = H.

En general, cada una de las N constantes de movimiento F; puede considerarse una coordenada con coorde-
nada conjugada f;; asi, entonces las ecuaciones de evolucion del sistema se reducen a:

dF;
dt

3Un atractor es un conjunto de valores numéricos hacia los cuales tiende a evolucionar un sistema, en una amplia variedad de
condiciones iniciales del sistema. A diferencia de los atractores clasicos, los atractores extrafos tienen estructura fractal.

4Dos funciones F y G estdn en involucién si su corchete de Poisson es igual a cero {F,G} = 0. con
OF 0G  OF 0G
(RO} =%, 5ol - ==
T

=0 (2.12)




% =W, (Fi,...., Fx) (2.13)
t

siendo estas ecuaciones un ejemplo factible de lo inteligible de los sistemas integrables. Sin embargo, en pocas
ocasiones es posible obtener este sistema de coordenadas a través de una transformacion candnica a partir del
sistema de coordenadas de posiciones y momentos (g1, ..., gn;P1, -, pn ). Debido a que existen N constantes de
movimiento, existen por consecuencia N funciones Iy, ...,In,I; = I; (F1, ..., Fn) para todo j que cumplen:

1. I; es constante de movimiento
2. Cada I; es una coordenada con coordenada conjugada ¢;

3. El conjunto de coordenadas (I1, ..., In, @1, ..., on) puede obtenerse mediante una transformacién canénica
a partir de (q1, ..., gn, P1, --., PN ), de forma que el Hamiltoniano puede escribirse H = H (I, ..., Iy). Siendo
este conjunto de coordenadas las variables accién-angulo y constituyen la forma candnica de describir los
sistemas integrables; asi las ecuaciones de movimiento se reducen a:

dI
it R 2.14
a =0 (2.14)
d .
% =w; (I, ... Iy) (2.15)

Una vez que se ha escrito el Hamiltoniano en funcién de las variables accién-angulo, la integracién de las
ecuaciones de movimiento es sencilla. De esta manera se puede notar la autonomia de sistemas Hamiltonianos
con 1-grado de libertad, los cuales son siempre integrables, debido a que la energia es una cantidad conservada.
Por lo tanto no existe un comportamiento cadtico en este tipo de sistemas. Asi, entonces, es necesario como
minimo dos grados de libertad o de una dependencia del tiempo explicita para producir el comportamiento
cadtico. Es por ello, que los sistemas integrables son muy escasos en la naturaleza. La mayoria de los sistemas
no poseen el alto grado de simetria requerida para la condicién de integrabilidad.

Una pequena perturbacién en un sistema Hamiltoniano integrable, hace que se pierda la integrabilidad.
El teorema de KAM muestra que si una perturbacién es suficientemente pequena, y si las frecuencias son
suficientemente irracionales, entonces el movimiento cuasi-periddico se preserva.



Capitulo 3

Caos cuantico

En la seccién anterior se introdujeron las caracteristicas principales del comportamiento cadtico en sistemas
clasicos, notando que tanto para los sistemas disipativos y conservativos se tienen definiciones consistentes de
dicho comportamiento. El caos en la mecédnica clasica estd bien definido, sin embargo las nociones de caos no
se pueden transportar facilmente a sistemas cuanticos, aunque podria esperarse un comportamiento similar en
sistemas cudnticos. Pero debido a la naturaleza propia de la mecdnica cudntica no puede hablarse de forma
consistente de una dindmica cadtica en el contexto de la mecdnica cuantica. Debido a esto el caos cuantico no
tiene como tal una definicién universalmente establecida [16]. Asi, el caos cuantico se refiere a las manifestaciones
cuanticas de sistemas cuyo andlogo clasico es cadtico.

Los conceptos y definiciones desarrollados en mecénica clasica no son facilmente aplicables a la mecanica
cuantica. Mientras que en la mecédnica cuantica, se pierde la nocién de trayectoria, y por tanto la propia
definicién del exponente de Lyapunov, ademds de que la ecuacién de Schrodinger es lineal. El principo de
correspondencia indica que la mecénica clasica debe aparecer como limite de la mecénica cuantica para escalas
grandes comparadas con la longitud de De Broglie.

Como la ecuacién de evolucién en mecénica cuantica es siempre lineal, esta linealidad inherente a la mecénica
cudntica permite describir el estado de un sistema como superposicién de estados (denominados autoestados)
relacionados con el espectro de un operador lineal. En mecénica cudntica, pequenas perturbaciones del esta-
do inicial conducen generalmente a pequenas perturbaciones en estados posteriores, y no a una divergencia
exponencial.

Ademés, debido al principio de incertidumbre de Heisenberg (ApAz < fi/2), el concepto de trayectoria en
el espacio fase no tiene sentido ya que la precision con la que se fijan posiciones y velocidades tiene un limite
dictado por la constante de Planck. La mecénica cudntica difumina las trayectorias clasicamente bien definidas
y evita por tanto la complejidad dindmica de esas trayectorias.

Asi entonces, no parece posible una definicién del caos cudntico en base a los conceptos de la mecénica
clasica. Sin embargo, el caos deberia manifestarse en sistemas cuanticos de alguna manera, ya que la mecénica
clasica emerge como un limite de la mecanica cudntica en la regién semiclasica.

Considerando un sistema cuantico cuyo analogo cldsico es no integrable, la evolucién temporal de dicho
sistema estard determinada por su correspondiente funcién de onda ¢ (¢), dada por la ecuacién de Schrodinger

d N
zh@\}' (t)=H (t) ¥ (t) (3.1)
donde el Hamiltoniano H (t) puede depender explicitamente del tiempo. En el caso en que éste no dependa del

tiempo, el sistema se llama conservativo y su evolucion temporal estd determinada por:

—iH (t —to)

U (t) = exp o

U (tg) (3.2)
en donde ty es el tiempo inicial y v (¢o) el estado del sistema en el tiempo correspondiente; la informacién
de la trayectoria z (t) estd contenida en la funcién de onda % (¢).
Ademas, otra caracteristica principal de un comportamiento cadtico estd basada en la inestabilidad del
sistema bajo pequenas perturbaciones. La sensibilidad exponencial a las condiciones iniciales esta cuantificada
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por los exponentes de Lyapunov. En mecanica cudntica no se puede hablar de trayectorias del sistema por lo
que no se puede medir la inestabilidad del sistema mediante un método similar; es por eso que en vez de ocupar
el término trayectoria como en mecanica clasica se sustituye por la funcién de onda cuéntica y buscar una
separacion de dos funciones de onda préximas producidas por la evolucién del sistema. Debido a que la ecuacién
de Schrédinger es lineal la evolucién es unitaria, por lo que si se tienen dos funciones de onda distintas con
condiciones iniciales |® (0)) y |¥ (0)), la evolucién unitaria conserva el producto escalar en el espacio de Hilbert,

(& (1) [ () = (¢ (0) [4 (0))? (3:3)

siendo independiente del Hamiltoniano del sistema. Debido a esto, es dificil poder definir rigurosamente el
caos cuantico utilizando la sensibilidad a pequenos condiciones iniciales del Hamiltoniano. En la literatura,
solamente existen algunos ejemplos de sistemas concretos pero no una teoria general sobre las inestabilidades
del Hamiltoniano ante pequenas perturbaciones. Otra caracteristica importante dentro del caos Hamiltoniano
son las propiedades del espacio fase del sistema que cumple con el teorema de KAM.

(Comentario Luis Benet) Desde los 90s, pero en particular durante la primer década de los 2000, se estudié
el caso de perturbar el Hamiltnoniano y comparar el resultado de la evolucién de un estado concreto con la
evolucién de ese mismo estado bajo el Hamiltoniano no perturbado. *Muchos* resultados interesantes se han
obtenido. El concepto se llama fidelidad, o eco de Lochschmidt, y existe en mecdanica clasica.

3.0.1. Conjetura BGS

Una vez destacadas las caracteristicas principales de los sistemas cldsicos que presentan un comportamiento
cadtico, y buscando por otra parte una definicién para este tipo de comportamiento pero en sistemas cudnticos,
en este trabajo se toma como referencia la conjetura BGS para el estudio del caos cuantico. En 1984 Bohigas,
Giannoni y Schmit (BGS) propusieron su famosa conjetura: Las fluctuaciones del espectro de sistemas cudnticos

invariantes bajo inversion temporal cuyos andlogos cldsicos son sistemas K son iguales a las predichas por el
GOEF [6].

3.1. Teoria de matrices aleatorias.

Las matrices aleatorias aparecieron primero en la matemética estadistica alrededor de los afios 30, [9] sin
llamar mucho la atencién. Posteriormente en los afios 50 y 60 fue desarrollada por Wigner, Dyson Mehta y
otros con la finalidad de sistematizar el estudio de los espectros de los nucleos complejos, esto mediante las
estadisticas de los eigenvalores y eigenfunciones de dichos sistemas.
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Figura 3.1: Resonancia de neutrones lentos, tomado de [1]

Los primeros estudios sobre matrices aleatorias en fisica fueron realizados para entender el comportamiento
de las resonancias de neutrones lentos en fisica nuclear. En la figura 3.1 se pueden observar los niveles de energia
del uranio y el torio (Rosen et al., 1960; Camarda et al., 1973; Liou et al., 1972b), donde el estado base y los
estados excitados de niveles bajos fueron explicados en términos de un modelo de una particula independiente
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donde los nucleones se supone que deben moverse libremente en un pozo de potencial promedio (Mayer and
Jensen, 1955; Kisslinger and Sorenson, 1960). A medida que la energfa de excitacién aumenta, cada vez més
nucleones son expulsados del cuerpo principal del niicleo, y la aproximacién de la sustitucién de las interacciones
complicadas con un potencial medio se vuelve inexacta.

En excitaciones aun mas altas los estados nucleares son tan densos y el entremezclado es tan fuerte que es
una tarea imposible tratar de explicar los estados individuales; pero cuando las complicaciones aumentan més
alla de cierto punto la situacién se revierte de nuevo, y ya es necesario explicar las caracteristicas de cada estado
individual, sino sélo sus propiedades medias, lo cual es mucho mas simple. El comportamiento estadistico de los
distintos niveles de energia es muy importante en el estudio de las reacciones nucleares.

La idea principal en el desarrollo de la teoria de matrices aleatorias (RMT) es, dado que se desconocen los
detalles de la interaccién nuclear, prescindir de los mismos y realizar una descripcion estadistica del sistema, es
decir, hacer a un lado el estudio de un nicleo concreto y encontrar propiedades que caractericen el conjunto de
espectros nucleares en general. Esto se llevé a cabo sustituyendo el Hamiltoniano del sistema por un ensamble
de matrices aleatorias con las mismas propiedades de simetria. Dependiendo de la simetria del sistema se
debe considerar un ensamble de matrices aleatorias distinta, el ensamble de matrices ortogonales gaussianas
(Gaussian Orthogonal Ensemble o GOE), el ensamble de matrices unitarias gaussianas (Gaussian Unitary
Ensemble o GUE) o el ensamble de matrices simplécticas gaussianas (Gaussian Symplectic Ensemble o GSE).
Este problema es similar al de los sistemas complejos con muchos grados de libertad que surgieron después
del desarrollo de la mecanica estadistica. La principal diferencia es que en mecanica estadistica se consideran
ensambles de condiciones iniciales para un sélo Hamiltoniano que es conocido, y en este caso se consideran
ensambles de Hamiltonianos para un sistema.

Si bien la formulaciéon de la RMT no se hizo con el objetivo de describir el caos cudntico, los trabajos
sobre esta tema formulados a principio de los anos ochenta, en particular los trabajos de Bohigas, Giannoni y
Schmit [6], vincularon ambas teorfas, aunque no fueron los tnicos que escribieron sobre esta conexién con los
resultados de RMT, tal fue el caso de Berry, Casati, Chirkov, entre otros. Por otra parte, aun se desconoce
cémo es que la RMT, formulada para describir un sistema tan complejo como el niicleo atémico, sirve para
caracterizar sistemas sencillos como los billares cuanticos. Lo que es un hecho, es que la vinculacién mencionada
anteriormente realizada por la conjetura BGS funciona, por lo que el conocimiento de la RMT es fundamental
para entender el caos cudntico.

3.1.1. Formulacion

La RMT esta compuesta por tres tipos de Hamiltonianos o clase de universalidad, que dan lugar a la
definicién de otros ensambles y dependiendo de la simetria del sistema [9]:

» Ensamble GUE (Gaussian Unitary Ensamble), estd compuesta por matrices aleatorias y hermiticas. Sus
elementos diagonales H;; y las partes reales e imaginaria de sus elementos no diagonales Hj; con j >
k son estadisticamente independientes, y su distribucién de probabilidad es invariante bajo todas las
transformaciones unitarias de H. Es aplicable a sistemas que no son invariantes bajo inversiéon temporal.

» Ensamble GOE (Gaussian Orthogonal Ensamble), estd compuesta por matrices aleatorias, hermiticas
y simétricas. Los elementos de matriz Hjj, tales que j > k son independientes estadisticamente, y su
distribucién de probabilidad P (H) es invariante bajo todas las transformaciones reales y ortogonales de
H. Es aplicable a sistemas invariantes bajo inversién temporal y simetria bajo rotaciones, y a sistemas
invariantes bajo inversién temporal que no verifican la simetria bajo rotaciones pero tienen espin entero.

» Ensamble GSE (Gaussian Symplectic Ensemble), estd compuesta por matrices aleatorias, hermiticas y
auto-duales. Sus elementos diagonales H;; y los cuatro componentes cuaterniénicos de los elementos
diagonales Hjj con j > k son estadisticamente independientes, y su distribucién de probabilidad es
invariante bajo todas las transformaciones simplécticas de H. Es aplicable a sistemas de espin semientero
e invarianza bajo inversion temporal.

Como se ha mencionado anteriormente, la RMT supone que los detalles de la interacciéon de un sistema
no son importantes para las propiedades de las fluctuaciones de su espectro y que basta con conocer sus
propiedades de simetria. Por este motivo se reemplaza el Hamiltoniano por una matriz cuyos elementos se
eligen aleatoriamente. Los elementos de matriz no se pueden fijar con completa libertad. Se debe obedecer
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la clase de universalidad del Hamiltoniano que se quiere representar. Para la clase ortogonal el Hamiltoniano
puede ser representado por una matriz real simétrica. Por tanto, tenemos N(N + 1)/2 elementos de matriz
independientes. En un sistema completamente aleatorio cualquier conjunto de funciones de la base es a priori
tan bueno como cualquier otro, excepto por la hermiticidad del Hamiltoniano. La funcién de probabilidad de
los elementos de matriz p (Hi1, ..., Hyn) no debe depender de la base a la que se aplica. Esto nos lleva a la
propiedad de invarianza.

p(Hll,...,HNN):p(Hil,...,H]/VN). (34)

H' se obtiene de H por una transformacién ortogonal H' = OHOT con OOT = 1. Las funciones de H,,,
invariantes bajo transformaciones ortogonales sélo pueden depender de trazas de potencias de H. Como las
propiedades matematicas de estos ensambles son muy parecidas entre de ellas. En general, para que se cumplan
las invarianzas y las simetrias es necesario que la distribucién de probabilidad de los elementos de las matrices
que las representan verifique lo siguiente:

p(Hyy, ., Hyn) = Cexp [—BTr (H) — ATr (HQ)] . (3.5)

Ademas se supone que los elementos de matriz no estén correlacionados p (Hy1,...Hyn) =p (H11) p (Hi2) .0 (HyN)
donde la constante B puede tomarse cero sin perdida de generalidad, y la constante C' queda determinada por
la normalizacion.

/p(HH,...,HNN)dHll...dHNN:1. (36)
De este modo, las expresiones de la distribucién de probabilidad quedan para el caso ortogonal como:
N N(N-1)
A\ 2 (24 2 2
Hyy,...H =|(— — —A H . 3.7
p(Hii, ..., HNN) (ﬂ) (W) exp ;ﬂ nm (3.7)

El conjunto de todas las matrices aleatorias con elementos de matriz que obedecen la funcién de distribucién
3.7 define la ensamble gaussiano ortogonal, Gaussian Orthogonal Ensemble, (GOE). De forma andloga podemos
obtener la ensamble unitario gaussiano (GUE) y la ensamble simpléctico gaussiana (GSE). A saber:

N N (N -1)
p(Hit, ... Hyn) = (i) 2 (QA> 2 exp —AZ {(HR)im + (Hf)im:| (3.8)

™

donde Hp es la parte real y Hy es la parte imaginaria del hamiltoniano, para el GUE y

N N(N-1)
pline i) = (2)2 (2) 2 o [-AX [+ 0102, + (00, + (01, | 39

™
n,m

donde Hy, H1, Hy, H3 son las componentes cuaterniénicas, para el GSE. Por otra parte para el GDE se aplica
la distribucién de probabilidad 3.7 s6lo para los elementos de la diagonal y el resto son nulos [17], [18].

3.2. Billares

La teoria matemaética de los billares cadticos nace alrededor de los anos 30 con los trabajos de George Birkhoff.
Durante los tltimos anos se ha convertido en un area muy bien establecida dentro de la teoria moderna de los
sistemas dindmicos y mecanica estadistica.

Los billares son modelos mateméticos para diversos fenémenos fisicos donde una o més particulas se mueven
en un contenedor compacto de un espacio d-dimensional y colisionan con las paredes y entre si. Las propiedades
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dindmicas de cada modelo quedan determinadas por la forma de las paredes que contienen las particulas, y
pueden variar de un comportamiento completamente regular (integrable) a uno completamente cadtico.[2]

Es por eso que el estudio de los billares cudnticos ha sido fundamental para alcanzar el nivel de comprensién
actual del caos cuantico. Asi, los billares pueden tener una dindmica regular, mezclada o caética, para un valor
d = 2 se tiene que la dindmica no es trivial, el circulo y la elipse son dos de los principales ejemplos de billares
integrables. Por otra parte dos casos de billares cadticos muy estudiados son el billar de Sinai! y el estadio de
Bunimovich?.

El andlogo cuantico de un billar clasico esta definido por la ecuacién de Schrédinger estacionaria con con-
diciones de frontera de Dirichlet, es decir, la funcién de onda se anula en la frontera. El Hamiltoniano de la
particula estd compuesto por el Lapalaciano multiplicado por algunas constantes, por lo cual el problema se
asemeja al de las vibraciones de una membrana.

Por tanto, es evidente que la estructura de la mecanica cudntica no deja lugar a un comportamiento cadtico
similar al de la mecdnica clasica. Sin embargo, puesto que la mecédnica clasica debe emerger de la mecénica
cuantica cuando el tamano del sistema es suficientemente grande, o equivalentemente, cuando i — 0, puede
haber algunas caracteristicas del comportamiento cadtico en el espectro y la funcién onda.

Hay evidencia de que ciertas propiedades de los espectros y funciones de ondas de los sistemas cuanticos
estan determinadas por el comportamiento a gran escala de tiempo de sus andlogos clésicos. Los billares son
necesarios aqui: cémo definir una contraparte clasica de un sistema cudntico particular, sélo es clara y directa
para sistemas con pocos grados de libertad, y por lo tanto la mayoria de los resultados se refieren a este tipo
de sistemas. A finales de los anos setenta y principios de los ochenta, muchos autores comenzaron a estudiar
sistemas cudnticos simples como el billar cudntico o pequenias moléculas, tratando de relacionar sus propiedades
con el caracter integrable o caético de la dindmica de sus analogos clasicos. Desde el principio, estos estudios
sugirieron que el espectro de un sistema cuantico genérico deberia ser una superposicién de topologias que
reflejen la existencia de regiones regulares y cadticas en su espacio de fase.

/

Y

Figura 3.3: Billar de Bunimovich. Tomada de Ullmo y
Figura 3.2: Billar circular. Tomada de Chernov [2] Tomsovic [3]

Este hecho enlaza directamente con la teoria de matrices aleatorias. El paradigma del caos cuantico son los
billares cudnticos: particula confinada en un potencial de paredes infinitas. Para ello se suelen hacer analogias
entre los billares clasicos y cudnticos. Por ejemplo, una particula cldsica confinada en un billar rectangular
sigue trayectorias bien definidas; su movimiento es totalmente determinista e integrable. Una particula cudntica
en un potencial rectangular de paredes infinitas es el andlogo cuantico del sistema anterior. Si se estudian las
fluctuaciones del espectro energético, se puede observar que se sigue una estadistica de Poisson. Por otra parte
para el caso de un billar como el de Bunimovich o de Sinai las fluctuaciones estadisticas de su espectro siguen
una distribucién de Wigner.

Un ejemplo de las distribuciones ajustadas para un billar regular y un billar no regular (cadtico) pueden

verse en las Figuras 3.4 y 3.5 donde por un lado se muestran las distribuciones de referencia siendo éstas la
distribucién de Wigner (GOE).

LE] billar de Sinai consiste en un cuadrado al cual se le ha quitado un circulo concéntrico
2El estadio de Bunimovich consiste en dos rectas paralelas de la misma longitud que estdn unidas por dos semicirculos

14



px) o T g B K] PAIp Stadium
f GO : L

1
(4
1

semi-circle 05 <
I Poisson ~~.t b

—

05

4
-

]
ta e Vi aa i b aal i s Bugay

0 1 2 X

Figura 3.5: Distribucién correspondiente a un billar de
Bunimovich (estadio). Tomado de O. Bohigas, M. J.
Giannoni, and C. Schmit, J. Physique Lett. 45 pp 1015-
1022 (1984)

Figura 3.4: Distribucién correspondiente a un billar se-
micircular. Tomado de O. Bohigas, M. J. Giannoni, and
C. Schmit, J. Physique Lett. 45 pp 1015-1022 (1984)

3.2.1. Caos cuantico y el experimento de la doble rendija

Como se ha mencionado en la seccién anterior, la RMT puede aplicarse para el estudio de los billares regulares
y no regulares. En este sentido, debido a la aplicacién de RMT en ese tipo de sistemas en esta seccién se toma
como referencia el articulo [4] en el cual toman el estudio de un billar cudntico para simular numéricamente el
experimento de la doble rendija. El propésito de esto es ver la relaciéon que existe entre el comportamiento del
billar regular (y no regular) en términos de la interferencia producida en la simulacién del experimento de la
doble rendija.

screen

absorber

Figura 3.6: Geometria de la simulaciéon numérica expe-
rimento de la doble rendija. Tomada de Casatiy Prosen.
(4]

El articulo [4] lleva por titulo ”Quantum chaos and the double-slit experiment”, en donde Giulio Casati y
Tomas Prosen llevaron a cabo una simulacién numérica del experimento de la doble rendija, tomando como
geometria del experimento la Figura 3.6. En base a esa geometria dividen ésta en dos regiones, llamando a la
parte superior de la figura dominio del billar y a la parte inferior regién radiante.

La regién del dominio del billar estd conformada por un billar triangular con dos rendijas en la base de dicho
tridngulo, el estado inicial del sistema ¢ = 0 es un paquete de ondas Gaussiano centrado en la parte sombreada
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de la Figura 3.6 con una velocidad v en direccién al punto medio entre las dos rendijas.

Por otra parte la region radiante estd compuesta por una pantalla que se encuentra posicionada a una
distancia ! de la doble rendija y una capa absorbente que rodea esta regién. Asf entonces, la simulacién consiste
en dejar evolucionar temporalmente la funcién de onda y una pequena parte del flujo de probabilidad escapard del
billar y ésta se irradiara por las rendijas. La probabilidad radiada es registrada en la pantalla, y el experimento
llega a su fin cuando la probabilidad de que la particula permanezca en el billar es muy pequena.

2 —_——
l1,1o(regular) — 25t I(regular) — 1
I4,l5(chaotic) ---- I(chaotic) ----
15+ 7 o |
g 1 3 1.5
1 L
05t
0.5
0 ! 0
-0.8 -04 0.4 0.8

Figura 3.7: Intensidad obtenida para la simulacién del  Figura 3.8: Intensidad obtenida para la simulacién del
experimento de la doble rendija (Caso una rendija). To- experimento de la doble rendija. Tomada de Casati y
mada de Casati y Prosen [4]. Prosen [4].

De acuerdo con lo anterior, los resultados de la simulacién arrojan las curvas de las figuras 3.7 y 3.8, donde
en el primer caso representa el experimento de una rendija en el cual como se puede notar obtienen dos curvas.
La curva roja representa el caso de un billar regular es decir el billar triangular mostrado en la figura 3.6 y
la curva azul corresponde a un billar no regular (cadtico) que es el mismo billar triangular pero cambiando la
hipotenusa por un arco circular (lineas punteadas) figura 3.6.

Por otra parte, la figura 3.8 muestra los resultados obtenidos para el experimento de la doble rendija donde
de igual manera se tomaron dos geometrias correspondientes a un billar regular y un billar caético. La curva roja
representa la intensidad total después de el experimento de la doble rendija para el billar regular y la curva azul
corresponde al billar cadtico. Ademds se tiene una tercer curva correspondiente al promedio de las intensidades
que obtuvieron para la simulacién del experimento de una solo rendija. Como se puede notar, el promedio de
las intensidades del experimento de la primer rendija es la misma que para el experimento de la doble rendija.

La conclusién de Casati y Prosen es que para la simulacién del experimento de una rendija se obtiene una
distribucién unimodal simple para las dos geometrias del billar utilizadas. Por otra parte, para el experimento
de la doble rendija se obtienen franjas de interferencia que estan de acuerdo con el experimento habitual de
la doble rendija con ondas planas. Entonces, si el billar cudntico es cldsicamente integrable se pueden observar
franjas de interferencia en concordancia con el experimento de la doble rendija realizado con ondas planas.
Sin embargo, para el caso en que el billar cadtico, las franjas de interferencia desaparecen completamente y la
intensidad observada es la suma de las intensidades obtenidas para una sola rendija. Los resultados obtenidos
por Casati y Prosen muestran la manifestacién del caos cldsico en mecanica cuantica.
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Capitulo 4

Modelo de Capas

El modelo de capas fue propuesto por primera vez por Dimitri Ivanenko [19] en 1932. Afios después daria
un premio nobel a los fisicos Eugene Wigner, Hans Jensen y Maria Geoppert-Mayer [20] en 1963 por sus
contribuciones en los términos espin-érbita.

El modelo de capas considera un Hamiltoniano de la forma:

f - I 1 242 2
HSM—;<2mZ + 5 miw’ +CL; - S +DL> (4.1)
donde el primer término corresponde a la energia cinética, el segundo término al potencial del oscilador armoéni-
co y los ultimos dos términos corresponden al acoplamiento espin-Orbita. A este Hamiltoniano se le llama
Hamiltoniano de Nilsson.

El Hamiltoniano utilizado tiene dos partes, una parte monopolar que estd compuesta por el potencial del
oscilador arménico debido a que la interaccién que se ejerce sobre cada uno de los nucleones alrededor de un
punto de equilibrio, debido a los demés. Ademé&s cuenta con una parte multipolar que describe la interaccién a
dos cuerpos dada por la interaccion cuadrupolar. Podemos notar que el Hamiltoniano de Nilsson representa el
Hamiltoniano de campo medio del modelo de capas.

El Hamiltoniano de Nilsson puede ser descrito en segunda cuantizacién como un término de un cuerpo:

Hsy =Y (k| Hon | K )afa (4.2)
kK’

donde la idea principal de este modelo es que los nicleos que cumplen con un nimero de nucleones igual a un
nimero magico poseen caracteristicas especiales. Una de ellas es que su energia de amarre es mas fuerte, y en
caso de no ser un ntcleo con capa cerrada, las caracteristicas principales del nticleo estdn determinadas por los
nucleones de valencia.

Por otra parte, debido a que la descripcion tedrica del comportamiento del nicleo no estd completa tomando
como base el Hamiltoniano de Nilsson es decir una parte monopolar con un término de oscilador arménico y de
acoplamiento espin 6rbita se necesita tomar en cuenta interacciones residuales. El modelo de capas resulta ser
insuficiente debido a que desprecia correlaciones de dos cuerpos entre los nucleones, dos términos que toman
en cuenta correlaciones de largo y corto alcance son el término cuadrupolar y el término de apareamiento, los
espectros de energla analizados en este trabajo solo cuentan con el termino cuadrupolar .

Dicho término Q Q es una interaccién de largo alcance y es muy 1til para predecir las deformaciones del
nucleo, como si todos sus elementos estuvieran moviéndose como parte de uno solo. Al ser parte del Hamiltoniano,
el término cuadrupolar (cuadrupolo-cuadrupolo) Q . Q, toma la siguiente froma:

fio=-3Q-Q= -5 (-1 Qu- Qe (43)
nw

Cada uno de los @ son funciones que involucran una dependencia del radio del nicleo y los arménicos
esféricos. Cabe mencionar que el término cuadrupolar no es como tal una interaccién eléctrica, sino que mas
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bien se escoge el término por conveniencia, equivalente al cuadrupolo eléctrico, con dependencia de r? para dar
simplicidad y permitir interactuar a todas partes como un todo a la vez.

En el modelo de capas nuclear la suposicién béasica es que, a primer orden, cada nucleén se mueve de manera
independiente en un campo promedio[21]. Esto no es asi, a priori, ya que el nicleo constituye un problema A-
cuerpos que interactian a través de la fuerza nucleén-nucleén en el medio nuclear. Esta claro desde el principio
que esta fuerza nucleén-nucleén serd diferente de la interaccién libre nucleén-nucleén. La forma no relativista
de la interaccién nucleén-nucleén se comporta como se muestra en la figura 4.1. En general la separacién
r=r;, —r; = 1,5 — 2fm, la fuerza se comporta de acuerdo a un potencial de cambio de un pién (OPEP) [5],
que tiene una dependencia analitica en r = r; — r; de

e Hr 3 3
V(r)=— 14 —4 — 4.4
(n=-=" ( o (m2> (4.4)
Vil
) 1 . 2 ~ (fm)
el |
BN
OPEP region

Figura 4.1: Ilustracién esquematica de la interaccién nucleén-nucleén V; ;, como funcién de la separacién entre
nucelones r =|r; — r;|. Tomada de [5].

Para pequenas distancias la parte atractiva da la vuelta y se vuelve repulsiva a distancias r < 0,5 fm; siendo
este el potencial de nticleo duro.

En el caso atémico, N, Bohr demostré que existe una estructura de capas. Iniciando con un campo promedio
de Coulomb V (r) = —Ze?/r, la correspondiente ecuacién de Schrodinger de un electrén puede resolverse y las
orbitas atomicas pueden resolverse a detalle. De acuerdo con el principio de Pauli, s6lo un fermién puede estar
en un estado cudntico especifico definido por el nimero cudntico radial (n), y el momento angular orbital (1),
total (j) y magnético (m). Para cada j, los 2j + 1 subestados magnéticos con —j < m < j son degenerados y
forman una estructura de capas dada. Un niimero de subcapas ahora forma una capa mayor. Atomos con una
mayor configuracién de capas cerradas de configuraciones que son particularmente estables contra la pérdida
del ultimo electrén.

Una descripcién similar es posible en el nicleo. Sin embargo, existen algunas diferencias respecto al caso
atémico:

= El campo medio nuclear es muy diferente que el potencial de Coulomb. Mas atin, en el nicleo existe un
acoplamiento fuerte espin-érbita.

= En el nicleo estan presentes protones cercanos y neutrones.

= No hay un punto central preferencial, u otro que no sea el centro de masa del niicleo en contraste con el
campo atémico generado por el nicleo atémico.
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Debido a las condiciones anteriores, la estructura de capas en el nicleo atéomico serd muy diferente de la
correspondiente estructura de capas en el &tomo. A continuacién se enuncian una serie de propiedades nucleares
que senalan inequivocamente hacia una estructura de capas nuclear y el aumento de la estabilidad nuclear
cuando el nimero de protones Z y el nimero de neutrones N tiene un cierto valor "magico”.

1 Existen desviaciones de la masa nuclear (energfa de enlace) del valor medio de la gota liquida.

2 Dado que los nucleones se acoplan en J™ = 0 pares acoplado, la forma de excitar nticleos (la energia de
excitacién del primer estado excitado que es a menudo el estado J™ = 27) como funcién del niimero de
neutrones de nuevo se correlacionan muy bien con capas cerradas.

3 Resultados de pruebas especificas cuando, en reacciones de transferencia de un nucleén (recogiendo o
creando una banda), un nucleén se saca o agregao a un niicleo compuesto por la composicién de nucleones
A(Z,N).En el caso de afiadir un protén a 29° Pbyag via una reaccién (3 He, d), se puede observar claramente
que el protén extra es colocado en una capa especifica del modelo nuclear orbital.

Las configuraciones estables de nucleones son determinadas por N(oZ) = 2,8, 20, 28, 50,82, 126, (...). Estos

nimeros pueden ser explicados tomando inicialmente una ecuaciéon de Schrédinger de un cuerpo usando un
campo central promedio (atractivo) U (r) a la que se le anade un término de interaccién espin-6rbita fuerte

Cl-s.
Suponiendo que ¥ (r) (a = ng,la, ja, Ma, --)son soluciones a la ecuacién de Schrédinger para un cuerpo
(donde 7 es la notacién para todas las coordenadas, r = r, g, ...), entonces

H=[T+U(r)]ta = €atha (7). (4.5)

donde T describe la energia cinética, U (r) el campo promedio y €, la energia de una particula. Las condiciones
de ortogonalidad requieren que.

/ G () () dr = Bup, (4.6)

El modelo Hamiltoniano para A nucleones (considerados particulas independientes) se puede escribir de la
siguiente manera:

H® = Z (T: + U () . (4.7)

y sus eigenfunciones son:

A
®a11a27-“7aA (17 27 33 ceey A) = H d)ai (T’ (Z)) . (48)
=1

con valores propios

A
Ey=) €a, (4.9)
i=1
Para un sistema de particulas idénticas, la funcién de onda anterior no estd bien estructurada. Para ello se

necesita considerar que las particulas son indistinguibles, es decir la funcién de onda es antisimétrica ante el
cambio de particulas. La funcién de onda para dos particulas considerando lo anterior es la siguiente:

1
éal’az (T17T2) = 7= (¢a1 (Tl) Ga2 (TQ) - (bal (TQ) Ga2 (T1>) : (410)
V2
y en su forma de determinante de Slater

_ i d)al (7“1) ¢a1 (TQ)
(I)al,GQ (TlaTQ) - \/§ ¢a2 (rl) ¢a2 (7“2) . (411)
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donde el campo promedio expresado por el potencial U (r) no estd dado explicitamente. Por lo que se puede
iniciar con el Hamiltoniano de A-nucleones

A A
H:ZTH—% > Vi (4.12)
=1

i,j=1

restringido sélo a interacciones entre dos cuerpos. Para escribir el Hamiltoniano podemos expresarlo como
A 1A A A

H=Y [T+ U@)]+ |5 > Vig =D U(ra) | = Hot Heew =D o (i) + Hyes. (4.13)
i i=1 i=1

i=1 ij=1

donde Hj describe el movimiento de A nucleones, independientes entre si en el mismo campo promedio.

La interaccion residual entre dos cuerpos es la responsable de la estructura del nicleo; a esta interaccién
residual suele llamarse correlacién. Dicha correlacién puede inducir coherencia (movimientos colectivos). El
movimiento colectivo de particulas independientes, se genera a las correlaciones de dos cuerpos.

El modelo de capas es la teoria més completa que se tiene para describir el nicleo atémico y sus excitaciones
a baja energia. La investigacion de los efectos que el caos cudntico tiene en los eigenvalores y eigenvectores de
las matrices del modelo de capas es fundamental para entender qué efectos tiene el caos en la fisica nuclear. Al
ser el modelo de capas una teoria realista sobre un sistema de muchos cuerpos que interaccionan fuertemente
es un sistema ideal para el estudio el caos cudntico.

Se supone al nicleo atémico compuesto de Z protones y N neutrones que interaccionan mediante fuerzas
a dos cuerpos y obedecen la ecuacién de Schrodinger. La energia, el momento angular total y la paridad se
conservan en el nicleo atémico. Un autoestado viene caracterizado por los tres nimeros cuanticos E,, J7,
donde J es el momento angular total y m = +— es la paridad

A A
HO (1., A)= Y TR+ > Wk)| T, ., A)=Ed(1,..,A) (4.14)
k=1 1=k<l

siendo A = N + Z el ntmero total de nucleones.

En una primera aproximacién se considera que cada nucleén se mueve independientemente en un potencial
que representa la interaccién media del resto de nucleones.

A A A
H=3 [Tk +U®]+| > WkD)=> Uk)| =H+HD. (4.15)
=1 1=k<l k=1

H©) representa el movimiento de particulas independientes y H( la interaccién residual debido a que las
particulas no se mueven de manera completamente independiente.

En el nicleo atémico esta interaccién residual es muy fuerte, de intensidad comparable al campo medio. La
imagen del modelo de capas en el nicleo parece incompatible con la intensidad de la interaccién residual. Sin
embargo, existe gran cantidad de informacién experimental indicando la existencia de un comportamiento de
este tipo, por ejemplo, los nimeros magicos y los momentos magnéticos.

4.1. Espacio de Fock

La aproximacion de orden cero para el problema nuclear viene dada por el campo medio esférico. Sus orbitas
se utilizan como base para el espacio de niimeros de ocupacién, el espacio de Fock. Se tienen estados de particu-
las independientes ¢, j,... con energias €;,€;,.... Cada estado tiene asociado un momento angular que ademas
indica su degeneracién. Los estados de la base del espacio de Fock son los determinantes de Slater, funciones de
onda de A particulas normalizadas y antisimetrizadas. Cualquier estado del espacio de Hilbert se puede expresar
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como combinacion de determinantes de Slater.

4.2. Carozo inerte y espacio de valencia

En el modelo de capas la base que se utiliza para diagonalizar el problema del ntcleo atéomico es el de campo
medio. Para realizar los cédlculos del modelo de capas se dividen las infinitas érbitas del campo medio en tres
conjuntos:

= El carozo inerte: Se compone de las érbitas mas bajas en energia que se suponen siempre llenas en
el modelo. Los nucleones que ocupan estas érbitas no se tienen en cuenta en el cdlculo excepto para
renormalizar la interaccion efectiva.

= El espacio de valencia: Lo constituyen las orbitas en las que se pueden mover los nucleones de valencia,
que son los que no estan en el carozo. Los nucleones de valencia se mueven de acuerdo con la interaccion
efectiva ocupando parcialmente las érbitas en este espacio.

= El espacio externo: Compuesto por las érbitas mas altas en energia que suponemos que estin siempre
vacias en el problema que deseamos estudiar.

Se debe encontrar el espacio de valencia apropiado para resolver el nticleo en cuestién. Los espacios de
valencia suelen estar comprendidos entre dos nimeros magicos. Las 6rbitas en esos casos tienen una separacién
muy grande en energia y se pueden considerar para energias de excitacién bajas.

4.3. Interacciones efectivas en el espacio de valencia

Cuando resolvemos nuestro problema en un espacio de valencia reducido, debemos regularizar la interaccion
para que tenga en cuenta de forma apropiada las configuraciones que hemos omitido,

Hep®.5 = HO. (4.16)

El principal problema que representan las interacciones efectivas encontradas con este método son su mala
propiedad de saturacion.

Una vez que tenemos la interaccion efectiva, el problema del modelo de capas se reduce a la diagonalizacién
del Hamiltoniano en el espacio de valencia. Para construir la matriz Hamiltoniana utilizamos la base del espacio
de Fock. Para que el modelo de capas tenga sentido, su estructura no debe ser completamente borrada al
introducir la interaccién residual.

Si utilizamos el acoplamiento jj, la interaccién efectiva se puede escribir como,

St S Wh [af ] oval” 417)

ijkl
donde I' representa el par de nimeros cuanticos J,T correspondiente al momento angular y al isoespin y

W};kl = (ij (JT) |Vesslkl (JT)). Las funciones de onda deben tener los nimeros cudnticos apropiados a las

simetrias del Hamiltoniano.
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Capitulo 5

Métodos de cuantificacion de la
complejidad

5.1. Espectro de potencias

5.1.1. Rectificacién del espectro de energias

Para llevar a cabo el andlisis estadistico de las fluctuaciones es necesario llevar a cabo un procedimiento de
rectificacion. La rectificacién permite comparar las fluctuaciones de espectros de distintos sistemas o de distintas
partes de un espectro. La densidad de estados de un sistema cuédntico se puede dividir en una parte suave p (E)
y una parte fluctuante p (E). El estudio de las fluctuaciones estadisticas como indices del caos en mecdnica
cuantica se basa en que la parte fluctuante de la densidad presenta propiedades universales, que dependen
solamente de si el sistema es cadtico o integrable. Esto se debe a que en la cuantizacion, la parte suave de la
densidad de niveles contiene bédsicamente informacion clasica, de modo que no puede servir para caracterizar la
universalidad del caos en la mecanica cudntica. Para llevar a cabo el andlisis de las fluctuaciones es necesario
remover la contribucién de N (E) del espectro de energias; esto se logra rectificando el espectro globalmente de
manera que N (E) = 1. Entonces, renombrando las energias para enfatizar el mapeo.

Ei—e=N(E),i=1,..,N. (5.1)

donde N (E;) es una funcién de ajuste suave de la funcién de densidad N (E;). El espaciamiento es calculado
como §; = €;41 —€; parat = 1,2, ..., N —1. Ademass las fluctuaciones del espectro pueden definirse de la siguiente
manera:

n
On =Y (si—(5)) = [ens1 — &] — n(s). (5.2)
i=1
La funcién §,, contiene las desviaciones de la distancia entre el primer estado y el n + 1 estado reescalado,
relacionando la distancia correspondiente en una secuencia uniforme teniendo una unidad de distancia por nivel
(s) =1.

Asi, la secuencia presentada en la ecuacién 5.2 se puede interpretar como una serie discreta de tiempo.

Las fluctuaciones en la densidad de niveles N (E) = N (E) — N (E) se pueden caracterizar con diferentes
métodos estadisticos. Las correlaciones de corto alcance se pueden estudiar con la distribucién de probabilidad
a primeros vecinos P (s). Por otro lado las correlaciones de largo alcance se pueden caracterizar con otras
estadisticas como ¥y y As. Por otra parte se pueden interpretar las fluctuaciones rescaladas N (E) [22] como
una serie de tiempo generalizada, la cual puede ser analizada con métodos especializados para el estudio de
senales temporales. Dentro de estos métodos se encuentran el andlisis tipo Fourier [23][24], wavelets [25] y
Detrended Fluctuation Analysis (DFA) [26]. Se ha demostrado que fluctuaciones de niveles que obedecen la
estadistica GOE se comportan como ruido 1/f, mientras que fluctuaciones que siguen la estadistica GDE se
comportan como ruido Browniano 1/f2. Y para casos intermedios se comporta como ruido 1/f# con 1 < 3 < 2
[27].
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5.1.2. Ruido %

Las series temporales de una determinada magnitud suelen utilizarse para estudiar diversos fenémenos. Una
de las técnicas mas habituales en el andlisis de series temporales es la transformada de Fourier, con la cual se
obtiene la representacién temporal en el espacio de frecuencias:

Fwr=5 [ raea (5.3)

siendo f (w) la senal transformada y f (¢) es la senal original, que puede obtenerse de nueva cuenta a partir de
la transformada mediante:

Ft) = /_ T () et dw. (5.4)

En lugar de analizar directamente la transformada de Fourier, se define el espectro de potencias como el modulo
al cuadrado de éste:

-2
Pw)=|f{w)| - (5.5)
Cuando una senal cumple que su espectro de potencias sigue:
(P(w) xw™ (5.6)
se dice que la senal es invariante bajo cambios de escala:
(P (\w)) oc w™P. (5.7)

También se dice que la sefial presenta un ruido 1/f5.

A partir de la secuencia de espaciamientos 5.2 y considerando entonces la §,, como una senal temporal se
puede calcular su serie de Fourier y su espectro de potencias. En este caso al tener una serie de tiempo discreta,
la transformada de Fourier para una serie de este tipo estd dada por la siguiente expresion:

S = % ;an exp (_277;’“”) (5.8)

cuyo espectro de potencias seria:

.2
Py =] (5.9)
y la evidencia de un ruido 1/ se expresa como:
1
(Pr) o< - (5.10)

El caos cudntico y el ruido 1/f, conceptos y métodos de procesos estocasticos y fisica estadistica fuera
de equilibrio juegan un rol importante en RMT. La caracteristica principal del espectro de energia cadtico
en sistemas cudnticos es la existencia de repulsién y correlaciones entre niveles de energia. Las funciones de
correlacion y otras estadisticas relacionadas, comtinmente utilizadas en RMT, se toman de esta disciplina para
estudiar esta caracteristica [28].

De acuerdo con 1/ f5 los ruidos mas encontrados en la naturaleza, son 3 = 2 correspondiente a ruido térmico
(o también llamado ruido Browniano), 8 = 1 que corresponde a ruido cadtico y el ruido de Poisson 8 = 0. En
[22] se muestra una propuesta para el estudio del caos cudntico mediante los andlisis de series temporales y se
propone la siguiente conjetura: El espectro de energia de los sistemas cudnticos cadticos estd caracterizado por
un ruido 1/ f.

El ruido 1/f es universal para cualquier sistema cudntico cadtico independientemente de sus simetrias Por
otra parte, los espectros de sistemas cudnticos integrables vienen caracterizados por un ruido 1/f2. En contraste
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con la conjetura BGS ésta no requiere mas informacién que el espectro de energia del sistema, por lo que no se
hace referencia a las propiedades de otros sistemas como al GOE en la conjetura BGS. [29].

5.1.3. Leyes de potencias

Una de las principales caracteristicas del caos en sistemas Hamiltonianos es la complejidad de las trayectorias
en el espacio fase, que no constituyen necesariamente un movimiento periédico ni multiperiédico, dependiendo
claro de las condiciones iniciales. A pesar de ello, no todo es desorden debido a que hay algunas estructuras
simples que emergen del comportamiento complejo. Ademads de los sistemas Hamiltonianos, en la naturaleza
existen una gran cantidad de fenémenos muy complejos en los que de una manera u otra, se manifiesta el caos
tales como los sistemas bioldgicos, sistemas sociales entre otros, donde una caracteristica principal entre ellos
es su trayectoria.

La autosimilaridad es una de las propiedades presentes en todos los fendémenos relacionados con el caos. Este
fenémeno consiste en la invarianza frente al cambio de escala. Debido a que los sistemas presentan un compor-
tamiento similar a escalas grandes y pequenas, el grado y tipo de orden es el mismo, es decir la autosimilaridad
significa que un objeto en unidades, sub-unidades y sub-sub-unidades en varios niveles, que estadisticamente
tienen una estructura similar a la del objeto completo. En realidad, ningiin objeto fisico presenta autosimilari-
dad matematica, debido a que aparece una escala limite por ejemplo, la constante de Planck, la velocidad de la
luz, entre otras; aun asi se puede definir y estudiar la autosimilardiad en un rango finito de escalas.

La autosimiliaridad se expresa mateméticamente mediante las leyes de potencias. Considérese un sistema
descrito por la siguiente ley:

f(x) = cx™. (5.11)

donde c¢,a niimeros reales y constantes, y x es una variable dentro de los niimeros reales. Si se estudia el mismo
sistema en una escala diferente y = Az, la ley que describe el sistema sigue siendo la misma, excepto por una
constante:

fx) =A% = X\*f (x). (5.12)

con A cualquier constante numérica distinta de cero. Por lo que se puede decir que las leyes de potencias son
invariantes de escala. Si se toma el logaritmo de ambos lados de la ecuacién anterior, se tiene lo siguiente:

log f () =logc+ alogx. (5.13)

La ley de potencia f () decrece lentamente a cero cuando z crece hacia infinito, por lo que tiene la propiedad
de ser observada por igual, sin importar la escala escogida. Las leyes de potencias aparecen en la fisica desde
leyes sencillas como la gravedad newtoniana o en fenémenos complejos como transiciones de fase.

5.2. Analisis de niveles de energia a primeros vecinos

La RMT se enfoca en estudiar las fluctuaciones espectrales para dar resultados universales. El nivel de
dichas fluctuaciones estd dado por las funciones de correlacién. Para comparar los resultados obtenidos con los
resultados generales de la RMT se debe realizar el proceso de reescalado anteriormente tratado en la seccién 5.1.1.
Las fluctuaciones del espectro se miden mediante estadisticos; segiin Mehta, se define un estadistico espectral
como un niamero W que puede calcularse utilizando solamente una secuencia de niveles sin mas informacién.

Dada una secuencia de niveles €;—1, .. n—_1, ordenada en orden creciente de energia, los espaciamientos a
primeros vecinos se definen como:

S = €41 — Ei,i = 1, ...,N —1 (514)

donde los espaciamientos son siempre positivos, debido a que la secuencia de niveles estd siempre ordenada
i < j = € < €. La distribucién de probabilidad de estos espaciamientos es una estadistica que sirve para
caracterizar la repulsién entre niveles, es decir si en un espectro de energias existe repulsion la probabilidad de que
existan espaciamientos nulos (la probabilidad de que dos niveles de energia tengan el mismo valor) es cero; por
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otra parte si no existe repulsion en el espectro, los niveles estan descorrelacionados y la probabilidad de encontrar
dos estados con la misma energia no es cero, esto es, hay una probabilidad de que existan espaciamientos nulos.

Berry[30] utilizé este tipo de estadistica para demostrar que en los sistema integrables los niveles estdn
descorrelacionados. Asi consiguié demostrar que la distribucién de espaciamientos a primeros vecinos en este
tipo de sistemas seguia una distribucién de Poisson:

P(s)=e"". (5.15)

Esta distribuciéon proviene de una secuencia de variables aleatorias independientes. Y se puede notar que
P (0) # 0. La P (s) correspondiente a las colectividades gaussianas puede calcularse a partir de las distribuciones
de eigenvalores correspondientes; Cabe mencionar que este cdlculo es muy complicado. En lugar de considerar
matrices de dimensién arbitraria Wigner([31] lo realizé para matrices de dimensién 2 y obtuvo las siguientes
expresiones:

gs exp (152> , GOFE
32 1,
P(s) = 35 eXp (—ﬂs ) , GUE (5.16)
38, 64
367T38 exp (_97TS > , GSE

siendo éstas muy buenas aproximaciones para matrices de dimensién arbitraria, donde se puede observar
que si existe repulsion (P(O)) = 0. Estas son las distribuciones de espaciamiento a primeros vecinos propias de
los sistemas cadticos, segin la conjetura BGS [6].

En la figura 5.1 se muestran distintas secuencias de espaciamiento de niveles; dependiendo de cémo se van
desarrollando las secuencias de niveles se tiene una estadistica diferente. Como se puede observar en la figura
hay distintas secuencias en donde se puede destacar la secuencia correspondiente a niveles sin correlaciéon entre
otras, con el andlisis de espaciamientos a primeros vecinos se pueden analizar los espaciamientos una secuencia
dada, que en el caso de esta tesis se tiene una secuencia de niveles de energia.
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Figura 5.1: Secuencias de espaciamiento tipicas tomado de Bohigas and Giannoni
[6]. a) Niveles aleatorios sin correlacién, series de Poisson. b) Secuencia de niimeros
primos. ¢) Resonancia de niveles de neutrones lentos del nicleo de 166 Erbio. d)
Posibles niveles de energia de una particula libre moviéndose dentro de un &area
delimitada por 1/8 de un cuadrado y un arco circular cuyo centro es el punto
medio del cuadrado; y con area especificada por las desigualdades, y > 0, = > v,
r <1yaz?+y?>r. (Billar de Sinai). e) Los ceros de la funcién zeta de Riemman
en la linea Re( = 1/2. f) Secuencia de niveles espaciados de forma uniforme.
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5.3. Interferencia de estados nucleares

El concepto de coherencia es relacionado muchas veces de manera inmediata en el campo de la 6éptica, en
donde se estudian los patrones de interferencia obtenidos por fuentes de luz. En este trabajo se busca hacer
un andlogo en cuanto a la interferencia de estados nucleares y la visibilidad en éstos haciendo un énfasis en la
pérdida de coherencia en términos de la visibilidad.

La coherencia en éptica expresa una idea principal, la naturaleza estadistica de las ondas de luz que existen
en la naturaleza. Las ondas de luz en mayor o menor manera son fluctuantes por su propia naturaleza. Esto
debido a que la luz se genera mediante los electrones libres o ligados en dtomos y la dindmica hasta cierto punto
aleatoria presente en los dtomos e iones en gases y de los electrones en sélidos que se traslada en consecuencia
a la luz que éstos generan.

Dicha aleatoriedad tiene consecuencias en todos los campos de la 6ptica siendo algunos casos la polarizacion
e interferencia. La polarizacion es la coherencia entre dos ondas de luz que vibran perpendicularmente y ésta se
mide mediante el grado de polarizacion. Por otra parte la interferencia es la coherencia entre dos ondas que vibran
en direcciones no ortogonales (regularmente en la misma direccién) y ésta se mide mediante la visibilidad o el
grado de coherencia. De hecho, el grado de coherencia, polarizacion y visibilidad estan mutuamente relacionados,
va que el grado de polarizacién entre dos componentes F; y Fo es el maximo grado de coherencia y la maxima
visibilidad que se pueda conseguir entre dos ondas que se obtengan de E; y Fs conservando la energia total.

Hay distintas formas de interpretar la coherencia. Una de ellas es identificar la coherencia con correlaciones
entre campos eléctricos, de hecho el grado de coherencia usual es el grado de correlacion entre dos campos
eléctricos (E1 E3) siendo ésta la representacién compleja donde se expresa el promedio sobre conjuntos o reali-
zaciones del experimento. Por otra parte una segunda interpretacién entiende la coherencia como la visibilidad
de la interferencia donde las dos ondas en cuestién se superponen.

La diferencia entre un estado coherente y un estado no coherente puede expresarse en términos de la anchura
espectral, donde la anchura espectral es inversamente proporcional a la medida de coherencia y por otra parte
una mayor coherencia implica un mayor grado de interferencia y mayor pureza en los estados. En el modelo
nuclear, la coherencia de los estados sigue una regla parecida al caso 6ptico, donde una menor configuraciéon de
mezclado (mayor pureza en los estados) implica una gran coherencia. Asi entonces podemos definir la visibilidad
de la distribucién de energia como:

y = Imee = Tmin. (5.17)
Imaz + Imzn

donde I,z € Ipin hacen referencia a las intensidades (o nimeros de cuentas) de un pico consecutivo a un
valle en la distribucién. La interferencia en los estados nucleares estd determinada por la simetria presente en el
Hamiltoniano ocupado para obtener el espectro de energias, es decir, con este método se pretende establecer la
relacién existente entre un patrén de interferencia de los estados nucleares y la presencia de un comportamiento
regular o cadtico en los niveles de energia. Asi, un comportamiento regular en los estados nucleares estaria
determinado por la maxima visibilidad debido a que si la visibilidad es méxima, en base a las consideraciones
hechas de acuerdo a la ecuacién 5.17, los estados de energia estdn méas puros debido a que la parte que de
interaccion cuadrupolar es la que deforma el ntcleo y hace que los niveles de energia se empiecen a mezclar
teniendo en ese caso una visibilidad menor.
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Capitulo 6

Caos cuantico, espectro nuclear del
48Ca

En este trabajo se analizaron los espectros de energfa correspondientes al niicleo de “8Ca. Dichos espectros
se obtuvieron utilizando el modelo de capas nuclear (en el Apéndice A se muestra de manera esquemdtica
cémo se obtuvieron los espectros de energfa), para poder aproximar de esta manera la dindmica del nicleo. El
modelo utilizado estd compuesto por un Hamiltoniano esquematico, que es una versién simplificada del modelo
de capas con una parte de interaccién monopolar y una parte multipolar, que son lo suficientemente adecuadas
para una descripcién aproximada pero realista del comportamiento del niicleo. En este sentido seleccionando
un Hamiltoniano de interaccién adecuado Hg M, y un método computacional confiable [32], se puede estudiar
el comportamiento de algunas observables en funciéon de un conjunto de condiciones iniciales con el cual se
puede dar seguimiento a la transiciéon de diferentes regimenes. En este sentido, el proposito es estudiar como
evolucionan los distintos pardmetros de cuantificacién del caos cudntico mencionados en el capitulo 5 (espectro
de potencias, las correlaciones de corto alcance P(s) y la visibilidad), poniendo atencién en aquellas regiones
donde existan transiciones:

IA{SM = ﬁmonopolar + ﬁmultipolar = HO - XQ : Q (61)

La parte monopolar esta basada en el potencial del oscilador arménico haciendo una aproximacion de
un campo medio donde los nucleones interactian independientemente; por otra parte la parte multipolar es
aproximada por dos términos de interaccién entre dos cuerpos y sin tomar en cuenta interacciones de orden
superior, donde el Hamiltoniano Hy es el Hamiltoniano de particula independiente no perturbado y describe a los
fermiones sin interaccién en el campo promedio de un ntcleo esférico, correspondiente a un sistema integrable.
El segundo término XQ - Q describe una interaccién residual de dos cuerpos cuadrupolo cuadrupolo, que en el
caso del nicleo estudiado *®Ca, actiia sobre ocho neutrones de valencia en la capa fp, siendo esta parte por si
misma también integrable. Los estados nucleares analizados fueron para el subespacio J™ = 3T. El coeficiente x
modula la intensidad de la interaccién cuadrupolo-cuadrupolo, y es la que da lugar a la repulsion de los niveles
del espectro de energias nuclear.

Asfi entonces los espectros analizados, fueron obtenidos aumentando la magnitud de la interaccién x =0.005,
0.01, 0.04, 0.07, 0.11, 0.15, 0.18, 0.21, 0.25, teniendo un total de 9 interacciones es decir 9 espectros de energias
con un total de 1627 estados.

La figura 7?7 muestra la gréafica de las energias obtenidas para cada una de las interacciones x mencionadas
anteriormente. El eje y corresponde a las energias en MeV, y en el eje = se tienen el nimero de estados n.

De acuerdo con la Figura 77, lo primero que se puede destacar es que mientras la interaccién es pequena,
se presentan pequenos saltos en las energias. Sin embargo, mientras la interaccién se va haciendo més grande
estos saltos en las energias dejan de estar presentes. Ademads de presentar los saltos en los valores de la energia
para interacciones bajas, también se puede destacar que la pendiente de las curvas del espectro de energias va
creciendo conforme a la interaccion.

Los saltos presentes en las energias se suavizan desde la interacciéon y = 0,07 en adelante, lo cual se puede
observar més claramente en las Figuras 6.1- 6.10 mostrando asi que una interaccién débil cambia la estadistica
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Figura 6.1: Espectro de energia para y = 0,005.
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Figura 6.2: Espectro de energfa para y = 0,01.
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Figura 6.3: Espectro de energfa para y = 0,0235. Figura 6.4: Espectro de energia para x = 0,04.

Con las gréficas mostradas anteriormente ademds de por una parte notar el comportamiento de las energias
bajo el cambio en aumento del valor de interaccién en el Hamiltoniano del modelo ocupado se obtuvieron las
pendientes correspondientes a cada espectro de energias, obteniendo en este sentido un valor correspondiente
al cambio en el espectro para cada valor de interaccién. Las pendientes se evaluaron en la parte central del
espectro, considerando la parte lineal de cada uno de los espectros.

Si bien las curvas obtenidas para las energias no muestran en todos los casos un comportamiento suave tanto
por las regiones en donde se presentan los saltos en la energia como en la parte inicial y final de la curva, el
ajuste lineal obtenido se realizé considerando la parte central de la curva descartando asi las partes iniciales y
finales de la curva. El conjunto de pendientes obtenidas se pueden observar en la Figura 6.11, donde el eje y
corresponde a las pendientes obtenidas y el eje x corresponde a el valor de la interaccién.

Debido a que el término Q . Q es util para predecir las deformaciones del niicleo, los valores esperados de
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Figura 6.7: Espectro de energia para x = 0,15. Figura 6.8: Espectro de energia para x = 0,18.

cada una de las componentes de dicho operador proporcionan informacién acerca de la deformacién del nicleo.
Existen 4 tipos de deformacién cuadrupolar: oblata, prolata, triaxial y esférica [33]. Cada una de ellas se presenta
mediante cierta condiciones especificas que se deben cumplir.

En este trabajo no se hace un estudio de la geometria del nicleo como tal, es por eso que en base al
Hamiltoniano esquematico utilizado en el cual se encuentra presente la interacciéon cuadrupolar, podemos decir
que el ntcleo tratado en este caso *8Ca es un ntcleo deformado, cuya deformacién estéd dada por el término
cuadrupolar y como se ha mencionado anteriormente, el pardmetro que nos da indicios del nivel de deformacién
es x. Aun mas, debido a que la parte monopolar del Hamiltoniano estd compuesta por términos del oscilador
armoénico y acoplamiento espin-6rbita, sabemos que si el Hamiltoniano sélo estuviera constituido por la parte
monopolar la geometria del nicleo seria esférica y sus niveles de energia estarian degenerados. Sin embargo,
en el modelo utilizado no sélo se tiene la parte monopolar sino que cuenta también con la parte cuadrupolar.
Los espectros de energia obtenidos cuando el pardmetro x es pequenio presentan degeneraciones las cuales estan
presentes por ejemplo en el oscilador arménico; en este caso los saltos que se pueden observar en las graficas
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Figura 6.9: Espectro de energia para x = 0,21. Figura 6.10: Espectro de energia para x = 0,25.
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de los espectros de energia muestran eso, estados de energia degenerados lo cual concuerda con el hecho de que
éstos solo estan presentes para valores de interaccién cuadrupolar pequenos. Por lo que retomando lo establecido
por el modelo de Nilsson al considerar un potencial distinto o una interaccién extra en el Hamiltoniano, tal
como la interaccién cuadrupolar, dichas degeneraciones hacen que los niveles de energia aumenten de manera
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que la dindmica de los niveles de energia se hace compleja. Por lo que regresando a los resultados obtenidos,
podemos notar que cuando el valor de x es mas grande, dichos niveles de energia degenerados desaparecen. Por
lo cual la complejidad en los estados nucleares del *Ca est4d dada por el término de interaccién cuadrupolar,
y sus implicaciones han sido observadas en los espectros de energia obtenidos, ademéas de dar un indicio de la
geometria del nicleo dado por la naturaleza misma del modelo utilizado.
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6.1. Espectro de potencias

Una vez teniendo las energias correspondientes a cada interaccién se analizaron las series de tiempo. Dichas
series de tiempo se trataron utilizando el andlisis del ruido en las fluctuaciones de las series de tiempo. Para
ello se obtuvo la transformada de Fourier de las series de tiempo, obteniendo asi las frecuencias caracteristicas,
y después se graficarén las amplitudes de frecuencias contra las frecuencias caracteristicas para asi obtener el
factor de correlacién. El procedimiento anteriormente realizado se llevo para cada una de los espectros de energia
[34].

En las Figuras 6.12- 6.21, se muestran los espectros de potencias obtenidos donde el eje y corresponde
al log P (f) siendo las intensidades de las frecuencias caracteristicas y el eje x corresponde a las frecuencias
caracteristicas log f.

Del espectro de potencias se obtuvo el factor de correlacién 3 siendo éste el ajuste lineal en cada una de las
graficas.
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Al variar la intensidad del pardmetro de interaccién cuadrupolar-cuadrupolar en el rango mencionado en la
seccién anterior 0,005 < y < 0,25, se encuentra en primer lugar que la serie de tiempo ¢, se comporta como
una ley de potencias de la forma P(f) o 1/f” (capitulo 5).

Asi, con los valores del coeficiente de correlaciéon S obtenidos, se graficarén en funcién de la interaccion,
como se puede ver en la Figura 6.22, notando que en este caso el valor del coeficiente de correlacion tiende a
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disminuir en términos de la interaccién. Con algunas zonas particulares para la interacciéon xy = 0,005 el factor de
correlacion es mayor en comparaciéon del coeficiente de correlacién de la interaccién y = 0,01. De igual manera
dicho coeficiente disminuye al pasar de la interacciéon xy = 0,10 a x = 0,15 y en la zona donde la interaccién
sube de x = 0,18 a x = 0,21 el coeficiente de correlaciéon disminuye.

21

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 6.22: Factor de correlacion en funcién de la interaccion y .

Debido a que se considero el espectro de energias como una serie de tiempo, los métodos estadisticos de
andlisis de series de tiempo nos dan informacién para el estudio del caos cudntico, en este caso la teoria del
ruido 1/f#, es una buena herramienta. Ademds se corroboré lo encontrado en la literatura que dice que las
fluctuaciones espectrales de los sistemas cudnticos caéticos presentan ruido 1/ f, en donde, cabe aclarar que para
valores de interaccion cuadrupolar 0,11 < x < 0,25, el pardmetro de correlacion [ se encuentra muy cercano a 1,
ver grafica 6.22, donde la mejor aproximacién a un valor de correlacién correspondiente a ruido 1/f se da para
x = 0,18 teniendo 8 = 1,10. Ademds también se encuentra en la literatura que las fluctuaciones espectrales de
los sistemas cuanticos regulares constituyen un ruido 1/f2, que en el caso de los espectros analizados se obtuvo
un valor de correlacién 8 cercano a 2 para valores de interaccién cuadrupolar entre 0,005 < x < 0,04 en donde
la mejor aproximacién a ruido 1/f2 se da para x = 0,01 teniendo un valor correspondiente de 3 = 1,88.

De lo anterior podemos decir que si bien los espectros de energia analizados para interacciones pequenas
presentan estados mas puros, los cuales pueden observarse como saltos en las graficas de los espectros de energia,
estos términos corresponden a la parte monopolar de la interaccién la cual es una parte integrable y por lo cual
muestra fluctuaciones correspondientes a sistemas regulares; y de igual manera mientras la interacciéon cuadru-
polar va aumentando, los estados en los espectros de energia van mezclandose. Por una parte se pierden estos
saltos presentes en los espectros de energfa lo cual se muestran el espectro de potencias como un ruido 1/f
lo cual corresponde segin la literatura a fluctuaciones espectrales de sistemas cudnticos caéticos, lo cual esta
de acuerdo con la ganancia de complejidad en la dindmica de los estados energéticos debida a la interaccién
cuadrupolar del Hamiltoniano. Teniendo asi por medio de este andlisis indicadores de la presencia del comporta-
miento cadtico en el niicleo de #8Ca lo cual concuerda con lo esperado al analizar los espectros de energia y con
la teorfa del ruido 1/f, obteniendo como una de las principales conclusiones una transicién entre un comporta-
miento de fluctuaciones estadisticas pertenecientes a sistemas cuanticos regulares hacia un comportamiento de
las fluctuaciones caracteristico de sistemas cudnticos cadticos
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6.2.

P(s) y correlaciones de corto alcance

Por otra parte, una vez realizada la rectificacién de los espectros se obtuvo su distribucién de probabilidad.
Para ello, tomando los espectros de energia rectificados, mediante un programa hecho en Fortran. El programa
subdivide los estados en n subestados para asi obtener el niimero de estados con los cuales se contaron cuantos

estados tienen cierto intervalo de energia.

El programa inicialmente lee el archivo que contiene las energias y posteriormente pide un intervalo de
probabilidad y los limites minimo y maximo sobre el intervalo de probabilidad, ademas del niimero de estados.
En el caso de las figuras que se muestran a continuacion, el intervalo de probabilidad fue de 0,2 y los limites
minimo y maximo fueron respectivamente 0 y 6, ademés el nimero de estados fue de 1627.

Como se puede observar en las figuras 6.23 y 6.24 los datos pueden ajustarse con una distribucién de
Poisson, donde dichas distribuciones corresponden a los estados cuyo valor de interaccién x es pequeno, en este

caso x = 0,005 y x = 0,01.
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energias a primeros vecinos para xy = 0,01.

Por otra parte, en las figuras 6.26-6.32 se puede notar que para valores de interaccién a partir de x = 0,04
y hasta x = 0,25 las distribuciones obtenidas se pueden ajustar perfectamente con las distribuciones P(s) de

acuerdo con la conjetura de Wigner.
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Figura 6.25: Distribucién de probabilidad para de

energias a primeros vecinos para x = 0,0235.

36

0.3

0.25

02

0.05

T
eeeee 4 cai8 3deneqq 0p0d4 n
Po.

s

Figura 6.26: Distribucién de probabilidad para de

energias a primeros vecinos para xy = 0,04.




03 ‘ ‘ 03 ‘ ‘
Tiiie cats  doncas 007 n.dis = oTii0 cats  3aonens 0p011_ndis s
Wigner Hianer
0.25 1 0.25 1
02 — 02 —
@ L ] 1l = L g ]
2 o5 'C\K 2 o5 C\x
01 | 1 01 f 1
0.05 - 1 0.05 - 1
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
s s

Figura 6.27: Distribucién de probabilidad para de Figura 6.28: Distribucion de probabilidad para de

energias a primeros vecinos para x = 0,07. energias a primeros vecinos para xy = 0,11.
s = =
0.25 q 0.25 q
02 q 02 B
g o) 7x¥ {2 o N\ —
0.1 B 0.1 q
0.05 q 0.05 | B
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
s s
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energias a primeros vecinos para x = 0,15. energias a primeros vecinos para xy = 0,18.

Al obtener las distribuciones de energia a primeros vecinos lo que se quiere hacer notar es que, por una
parte se tiene una transicién de alguna manera esperada, obtener una distribuciéon de Poisson correspondiente a
espectros caracteristicos de GDE para interacciones cuadrupolares pequenas, y por otro lado, las distribuciones
que concuerdan con el caso de GOE. Es decir cuando se tiene una distribucién de Poisson, las fluctuaciones
estadisticas del espectro se dicen que pertenecen a sistemas integrables teniendo como ejemplos los mencionados
en la seccién 3.2. Por otro lado, una distribucién de Wigner indica la presencia de un comportamiento caético
en las fluctuaciones lo cual esta de acuerdo con lo observado en billares con comportamiento cadtico; un ejemplo
claro es lo reportado por Casati y Prosen el cual ha sido tratado en la seccién 3.2.1. Por lo que los resultados
obtenidos mediante este andlisis estan de acuerdo con la literatura. Lo siguiente es contrastar este resultado con
lo encontrado en los espectros de potencias y en las graficas de niveles de energia.

En las gréaficas de niveles de energias, hemos concluido que la dindmica y la presencia del comportamien-
to complejo en los estados nucleares se debe a la interaccién cuadrupolar, ademds de que la estructura del
Hamiltoniano ocupado da implicaciones sobre la deformacién del nticleo. En este sentido, sabemos que las dege-
neraciones presentes en los espectros de energia para interacciones cuadrupolares pequenas se deben a que gana,
por decirlo de alguna manera, la parte monopolar que esta formada por términos del oscilador arménico cuyos
estados estdn degenerados e implican una geometria esférica en el nicleo. Con el andlisis a primeros vecinos
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podemos respaldar esto debido a que las fluctuaciones estadisticas son caracteristicas de sistemas integrables
(distribucién de Poisson) y la parte monopolar del Hamiltoniano también es integrable. Por otra parte debido a
que existe un cambio en la geometria del nicleo dada por la interaccién cuadrupolar, y tomando los resultados
de la simulacién numérica hecha por Casati y Prosen podemos decir que el ntcleo del *®Ca se comporta como
un billar cuantico. Para valores de interacciéon cuadrupolar pequenos con una geometria esférica en el nicleo,
se comporta como un billar regular con una estadistica propia de este comportamiento y tiene una transicién a
un comportamiento cadtico con fluctuaciones estadisticas propias de éste, cuando dicho valor aumenta con una
geometria deformada.

Ahora bien, hasta el momento se ha encontrado la relacién entre los espectros de energia y las distribuciones
a primeros vecinos obtenidas. En los espectros de potencias se analizan las energias como una serie de tiempo
encontrando un factor de correlaciéon que da informacion acerca de la estadistica de las energias mediante
la teoria del ruido. De acuerdo con la literatura, se puede encontrar que los resultados de la RMT para GDE
presentan ruido del tipo 1/ f2 y para GOE con ruido 1/ f. Asf entonces, debido a que se encontraron distribuciones
que concuerdan con los resultados de la RMT para x pequenas, notando que los estados nucleares presentan
una estadistica dada por una distribucién de Wigner (GDE) y para interacciones més grandes presentan una
estadistica caracteristica de (GOE), la relacién entre las transiciones del ruido 1/ f? y 1/ f estdn bien establecidas.
El espectro de potencias inicialmente muestra un ruido cercano a 1/f2 donde los valores de 3 obtenidos estdn
cercanos a 3 = 2 y mientras y crece los valores de § estdn cercanos a 1 indicando la presencia de ruido 1/f.

Por lo tanto, el andlisis de energias a primeros vecinos en conjunto con el anélisis de los espectros de energias
establecen la conexion entre el modelo utilizado y la presencia de partes integrables y no integrables en el
Hamiltoniano esquemético. Ademds, también estdn de acuerdo con los resultados de los espectros de potencias,
y estableciendo una relacion entre los billares cudnticos, el espectro de potencias y la dinamica de los niveles de
energia.
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6.3. Interferencia de estados nucleares

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos al realizar el andlisis de interferencia de los estados
nucleares. El andlisis se llevd a cabo mediante un programa en Fortran llamado visibilidad.f el cual toma el
archivo correspondiente al espectro de energias de cada uno de los valores de la interaccién cuadrupolar. Dicho
programa pide un valor de densidad de probabilidad, y dos limites uno minimo y uno méaximo correspondientes
al intervalo de energias que se tienen en el espectro. En este caso se tomé un valor de densidad de probabilidad
de 0.5 MeV y los limites anteriormente mencionados fueron de 0 a 50 MeV. Una vez teniendo estos parametros,
el programa empieza a contar de 0.5 en 0.5 MeV los estados con dicha energia en el intervalo de 0 a 50 MeV al
numero de cuentas se le llamé I (counts). Posteriormente, el programa genera un archivo con los datos obtenidos
siendo éstos las cuentas o intensidad y el barrido de energias.

Dichos resultados se muestran a continuacién, donde el eje y corresponde al niimero de cuentas, es decir el
nimero de estados contados, y el eje x representa las energias. Los 1627 estados estan delimitados por zonas
espectrales, es decir zonas donde el espectro presenta una estructura definida en forma de organizacién.

Asi, las energias organizadas en diferentes sub-ensambles comparten una propiedad en la que se puede notar
que para interacciones débiles, los estados pertenecientes a un sub-ensamble no se mezclan con los del ensamble
subsecuente. En este sentido dicho comportamiento puede interpretarse como interferencia.
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Por otra parte sabemos que en el modelo de capas el parametro de interaccién es el que dicta el mezclado o
interaccion en los niveles de energia. Es decir, el mezclado de los niveles de energia esta en funcién del pardmetro
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de interaccién. Se puede observar en las distribuciones de conteos de estados, que como se ha mencionado,si el
valor de interaccién es pequeno se tiene un patrén de interferencia perceptible con una visibilidad de 1, lo cual
corrobora que los estados en el régimen de interacciones cuadrupolares pequenas 0,005 < x < 0,04 presenta
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un patrén de interferencia distinguible con valores de visibilidad en decremento mientras y aumenta. Por otra
parte para 0,07 < x < 0,25 el patrén de interferencia desaparece y de igual manera el valor de la visibilidad V'
disminuye y es cercano a 0.

En la seccién 6.1 y 6.2 se observé en el primer caso cémo es que el parametro de correlaciéon en el espectro de
frecuencias va cambiando respecto al parametro de interacciéon cuadruplicar notando de acuerdo con la teoria
del ruido 1/f y la conjetura BGS transiciones en el espectro de potencias del tipo 1/f? donde 3 se encuentra
acotado por 1 < 3 < 2 mostrando las transiciones anteriormente sefialadas entre el ruido 1/f y 1/f2. Lo anterior
corrobora la literatura debido a que en ella se puede encontrar que los espectros de potencias asociados a GDE
de acuerdo con la teoria de matrices aleatorias tienen un pardmetro de correlacién correspondiente a ruido
Browniano es decir § = 2 y en los resultados obtenidos en esta tesis se observa que para 0,005 < chi < 0,01
el parametro de correlacion es 8 = 2, por otra parte también se sabe que el espectro de potencias asociado a
GOE se tiene 8 =1 es decir ruido 1/f que en nuestros resultados obtenemos para 0,07 < x < 0,25 el valor de
B tiende a 1 es decir § = 1 corroborando lo que se encuentra en la literatura tanto para GDE Y GOE.

En la seccién 6.2 se estudiaron las distribuciones de probabilidad de corto alcance (distribucién de la se-
paracién de energfas a primeros vecinos) en donde se obtuvieron las distribuciones de probabilidad para cada
valor de la interaccién cuadrupolar, para ello se toma lo establecido por la RMT donde se sabe que para GDE
la distribucién de probabilidad asociada es una distribuciéon de Poisson mientras que para GOE se tiene una
distribucién de Wigner, ademés de que la presencia de una distribucién de Poisson es caracteristica de sistemas
integrables. Por otra parte la distribuciéon de Wigner ésta asociada con sistemas no integrables asi con base en
lo anterior se sabe que por una parte el ruido encontrado para GDE es ruido del tipo 1/f? donde 3 = 2 y para
GOE se tiene ruido 1/f donde 8 = 1.

Por lo que se pudo verificar que existe una transicién estadistica en el nticleo del 8Ca que podemos caracte-
rizar por las transiciones entre el ruido 1/f2 y 1/f y por las distribuciones asociadas Poisson y Wigner estando
estas dos partes en acuerdo debido a que para 0,005 < x < 0,01 se pueden ajustar distribuciones de Poisson a
los estados nucleares correspondientes mostrando asi evidencia de un comportamiento integrable por otra parte
para 0,04 < x < 0,25 se pueden ajustar distribuciones de Wigner lo cual nos da evidencia de un comportamien-
to no integrable (cadtico), atin més, en la seccién 3.2 se aborda el tema de los billares cldsicos y cudnticos en
donde se muestran algunos resultados de la literatura que dicen que las distribuciones de probabilidad asociada
a billares regulares siguen una distribucién de Poisson y los billares con un comportamiento caético siguen una
distribucién de Wigner lo cual la respalda de otra forma lo obtenido en los casos anteriores que para el nicleo

41



de “8Ca los niveles de energia tienen una transicién entre un comportamiento estadistico cldsico a uno caético
siendo este un sistema cudntico

En la seccién 3.2.1 se toma como evidencia el articulo de Cassati Prosen donde mediante un billar cuantico
con una geometria en principio con comportamiento regular y posteriormente un comportamiento caético (no
regular) simulan numéricamente el experimento de la doble rendija donde observan que para el caso en que
cambian la geometria del billar, es decir, hacen que su comportamiento sea cadtico el patrén de interferencia
obtenido desaparece mientras que para el billar triangular el patrén de interferencia estd presente por lo cual
por una parte dan evidencia de un comportamiento cadtico en un sistema cuantico mostrando como evidencia
de un comportamiento cadtico la desaparicion del patrén de interferencia. En el caso de esta tesis se estudia el
ntcleo atémico, el cual esté compuesto por nucleones que interactiian entre si siguiendo lo establecido por el
modelo de capas, en este caso, en la presente seccion se llevd acabo un anélisis de la visibilidad en los estados
nucleares de acuerdo a lo dicho en el inicio del presente capitulo obteniendo para 0,005 < x < 0,04 los estados
nucleares presentan un patrén de interferencia por otra parte para 0,07 < x < 0,25 el patron de interferencia
desaparece notando por una parte la pérdida de coherencia es decir mientras que para valores pequenos de x
se tiene una visibilidad cercana a 1 para valores mas grandes la visibilidad tiende a 0, lo cual muestra que
los estados nucleares se encuentran mas puros mientras que x es pequeno y mientras este crece los estados se
empiezan a mezclar.
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Capitulo 7

Conclusiones

Se utilizarén tres métodos de analisis para la identificacion de caos cudntico en los estados nucleares de
48(Ca. De acuerdo con el andlisis de los espectros de potencias obtenidos para los diversos espectros de energias,
muestran que las fluctuaciones de la energia siguen un ruido Browniano para interacciones pequenas, y un
ruido cadtico para valores mas grandes de la interacciéon cuadrupolar, notando asi que existe una transicién
cuantificable asociada a las fluctuaciones en la energia del presente nicleo.

Los espectros de energia analizados cuentan con una geometria, que da informacién acerca de la presencia de
alguna interaccion entre los estados. La geometria obtenida en forma de s invertida es la misma para cada uno
de los espectros analizados, pero presenta pequenas variaciones observadas para pequenos valores de x. Dichas
variaciones se pueden notar como pequenos bloques a lo largo de todas las energias del espectro, donde dichos
bloques corresponden a pequenos subconjuntos de niveles energéticos agrupados, y cuando x aumenta dichos
bloques desaparecen del espectro de energias.

Por otra parte mediante el andlisis de las distribuciones de probabilidad de los espectros, se estudiarén
las propiedades estadisticas de las fluctuaciones espectrales, en particular la distribucién del espaciamiento de
energfas entre primeros vecinos P(s). Se observo que para espectros cuya interaccién cuadrupolar x es pequena
(cercana a 0,005), las distribuciones asociadas a cada espectro de energias se pueden ajustar con una distribucién
de Poisson; indicando de acuerdo con la teorfa de matrices aleatorias (RMT) que para dichos valores de x se
tiene una estadistica equivalente a la de un sistema integrable GDE. Por otra parte, al aumentar el valor de x las
distribuciones de probabilidad de los espectros a primeros vecinos se ajustan con una distribucién de Wigner la
cual establece que las fluctuaciones de espaciamientos estan de acuerdo con lo establecido por GOE verificando
la presencia de un comportamiento cadtico (no integrable).

Por ltimo, con el andlisis de visibilidad se observé que para valores de x pequenos se obtiene un patrén
de interferencia en los estados del ntcleo, y de manera contraria, mientras la interaccién cuadrupolar x va
aumentando se pierde el patrén de interferencia en los estados nucleares, es decir, mientras se varia el pardmetro
de interaccion cuadrupolar, en un inicio los estados se aglomeran y bajo el aumento de la interaccién x éstos
pierden coherencia. Lo cual se pudo observar de manera clara debido a que la visibilidad es de cierta medida un
parametro para cuantificar la coherencia. Con base en los resultados para los valores de interaccién pequenos, los
estados nucleares que presentan interferencia cuentan con una visibilidad cercana a 1, mientras que al aumentar
x la interferencia desaparece y por consecuencia la visibilidad tiende a cero. Y se sabe que cuando la visibilidad
es cercana a 1 se cuenta con el maximo de coherencia mientras, que cuando la visibilidad es cero se tiene el
minimo de coherencia. Por lo cual se puede decir que los estados nucleares van perdiendo coherencia, o dicho
de otra manera, éstos se mezclan mientras la interaccion cuadrupolar aumenta.

Podemos concluir que se obtuvé un comportamiento cadtico en el sistema estudiado. Por una parte se
confirma la presencia del caos cuantico en los estados nucleares del 8Ca a través de los valores de correlacién j3
obtenidos, (valores cercanos a 2 para interacciones cuadrupolares pequefias y cercano a 3 = 1 cuando se aumenté
el valor de x), corroborando lo encontrado en la literatura que establece que las fluctuaciones espectrales de
sistemas cuanticos regulares presentan ruido 1/f? y las fluctuaciones de sistemas cudnticos cadticos constituyen
ruido 1/f. Esto que a su vez estd de acuerdo con el anélisis de las distribuciones de probabilidad obtenidas, en
las que se observé que para interacciones débiles en el Hamiltoniano nuclear esquematico, la estadistica de los
estados pasa de una estadistica tipo Poisson a una estadistica correspondiente al caso de GOE de la conjetura
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de Wigner para las interacciones a partir de xy = 0,04 en adelante se ajustan distribuciones de probabilidad de
Wigner. Segun la conjetura BGS, los sistemas que presentan caos cuantico siguen una estadistica tipo GOE es
decir se ajustan con una distribucién de Wigner. Por lo que se respalda lo obtenido en la visibilidad de estados
nucleares teniendo en primera instancia un patrén de interferencia para una interacciéon cuadrupolar débil que
indica la presencia de estados més puros, y por consecuencia, una estadistica cldsica de acuerdo con el anélisis
a primeros vecinos. Por otra parte, la desaparicion del patrén de interferencia en los estados nucleares debida
al aumento del pardmetro de interaccién cuadrupolar x da origen a la presencia de la dindmica cadtica en los
niveles energéticos, es decir en términos de la visibilidad de los estados, éstos se van mezclando concluyendo asi
que la dindmica de los estados es compleja.

Asi entonces, podemos decir que los métodos de anédlisis de estados nucleares son adecuados para la identi-
ficacion de transiciones entre un sistema cudntico regular a uno caético. Debido a que la idea principal de este
trabajo es mostrar que el niicleo de *3Ca se comporta como un billar cudntico, es primordial obtener transiciones
estadisticas que sustenten el comportamiento regular y caédtico en el niucleo, lo cual pudo observarse de manera
clara con los métodos de identificacion de caos cuantico que muestran resultados consistentes. Esto en el sentido
de que al considerar la interaccién cuadrupolar en el Hamiltoniano de modelo de capas el niicleo cambia de una
forma esférica a una forma prolata teniendo de esta manera una transicién a un comportamiento caético en su
dindmica.

El estudio de las fluctuaciones en el espectro de energias mediante el la rectificacién del espectro de energias
v la obtencion del espectro de potencias estd en concordancia con el analisis a primeros vecinos realizado para
la identificacion estadistica del caos cuantico. Por otra parte, el andlogo de interferencia de estados nucleares
respalda la mezcla de estados o pérdida de coherencias con un comportamiento cadtico en los estados nucleares.
Ademds de obtener un resultado que estd de acuerdo con lo que obtuvieron Casati y Prosen [4] ver seccién 3.2.1,
la interferencia en el experimento de la doble rendija desaparece al realizar la simulacién con un billar caético.
En el caso de los estados nucleares la interferencia desparecé cuando la interaccion cuadrupolar aumenta, y
esta respaldada por el hecho de que las distribuciones de energias a primeros vecinos para el mismo intervalo
del pardmetro de interaccién estdn de acuerdo a la RMT con GOE (distribuciones de Wigner), y los valores
obtenidos para el espectro de potencias, por lo que podemos concluir que la presencia de una dindmica cadtica
hace que desaparezca el patrén de interferencia. Mostrando asi que el niicleo de *®Ca se comporta como un
billar cuantico, debido a que presenta una transiciéon en las fluctuaciones espectrales que va de una estadistica
regular a una cadtica y sus efectos observados estan de acuerdo con lo mostrado en [4].
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Apéndice A
Espectro de energias

Los espectros de energia se obtuvieron mediante el cédigo ANTOINE, que es un cédigo escrito en FORTRAN
77 el cual trabaja con las funciones de onda del modelo de capas. La diagonalizacién de matrices se lleva a cabo
mediante el método Lanczos.

A.1. Método Lanczos

El método de Lanczos consiste en la construccién de una base ortonormal, por la ortogonalizacién de los es-
tados H™|1), obtenida por la accién repetida del Hamiltoniano sobre un estado pivote |1). De este procedimiento
resulta una matriz tridiagonal.

En el primer paso:

H[1) = En[1) + Er2[2), (A1)

con Ej; el valor esperado de H en el estado |1) y Ej2 se obtiene por normalizacién

E12|2) = H|1) — E11|1) = (H — Eq11) |1). (A.2)
En el segundo paso
H(2) = E51[1) + E2|2) + En3]3) (A.3)
y como H es Hermitiano
Es = Eqs. (A.4)

De igual manera FEs3 es obtenida por normalizacién

Ea3)3) = (H — E22) [2) — Ea1|1). (A.5)

Y asi sucesivamente hasta el paso nimero N

H|N> :ENN,1|N—1>+ENN‘N>+ENN+1|N+1> (A6)
En_in = En—in, Enn = (N|H|N). (A.7)
Ennt+1|N+1)=(H — Exn)|N) — Enn-1|N = 1). (A.8)

Asi, se obtiene la matriz tridiagonal

(I|H|J) = (JIH|I) =0 (A.9)
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si|l—J|>1.

Eis Ep Exz 0 0
0 FE3» FEzz Ezy O
0 0 Eij3 Eu Eys

o O o o

(A.10)
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