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Introduccion

En el presente trabajo introducimos una nueva clase de digraficas nunca antes
estudiada; se trata de las digraficas 2-coloreadas por flechas con la propiedad de que
si existe una trayectoria monocromaética de longitud 2, que empieza en un vértice u
y acaba en un vértice v, entonces existe la flecha de u a v del otro color. A estas
digraficas les dimos el nombre de digréaficas bi-transitivas.

Este concepto tiene una gran similitud con el concepto de digrafica transitiva; las
digraficas transitivas se definen de la siguiente manera: Una digrafica transitiva
es una digréfica tal que, si hay flecha de u a v y hay flecha de v a w entonces existe
flecha de u a w, para tres vértices distintos u,v y w (véase [1]), por lo cual resulta
natural preguntarse qué propiedades de las digraficas transitivas se pueden encontrar
en estas nuevas digraficas.

Por qué nos interesa estudiar a las digraficas bi-transitivas? Tenemos dos ex-
tremos de estudio; por un lado, las digraficas transitivas de las cuales ya se sabe
mucho, las propiedades mas importantes sobre éstas se conocen bien, y por el otro
lado tenemos la unién de dos digraficas transitivas, éste por el contrario es un mundo
obscuro, casi no se sabe nada y es muy complicado, lo iinico que se conoce es que la
unién de dos digraficas transitivas tiene nicleo (consultar [2]), como consecuencia
del teorema de Sands-Sauer-Woodrow (ver [13] ) el cual dice que toda digrafica 2-
coloreada por flechas tiene nicleo por trayectorias monocromaticas. Sin embargo la
prueba es muy larga y muy complicada. Las digraficas bi-transitivas son un mundo
intermedio entre las digraficas transitivas y la uniéon de dos digraficas transitivas, las
percibimos como digraficas que se parten en dos subdigraficas, las cuales estan tran-
sitivamente enlazadas, ya que se cierra la transitividad con el otro color. Este tipo de
digraficas se porta muy bonito y surgen propiedades interesantes, podemos obtener
muchos mas resultados sobre estas digraficas que sobre la unién de dos transitivas.

A continuacion, hablaremos de las digraficas transitivas, algunos resultados co-
nocidos sobre éstas y aplicaciones. Las definiciones pertinentes que utilizaremos en

esta seccion se pueden encontrar en el |[Capitulo 1}

Recordamos que un orden parcial consiste de un conjunto X y una relacién
binaria <’ la cual es reflexiva (r < x), antisimétrica (si z < y y y < x entonces
x =y) y transitiva (si z < y y y < z entonces x < z). Podemos observar que una
aplicacion de gran importancia de las digraficas transitivas son los érdenes parciales
(revisar[l]), pues al hacer corresponder a los elementos de un conjunto X con los
vértices de una digrafica D y hacer que haya una flecha del vértice u al vértice v,
si el elemento correspondiente u esta relacionado con el elemento correspondiente
v (u < v), entonces la digréfica asociada a un orden parcial serd transitiva. De
hecho si una digréafica es transitiva, asimétrica y con un lazo en cada vértice, ésta
corresponde a un orden parcial. Asi, los 6rdenes parciales son una clase particular de
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digraficas transitivas y por lo tanto podemos estudiar a los érdenes parciales a través
de las digraficas transitivas. Los érdenes parciales son muy estudiados e importantes
dentro de las matematicas, ya sélo con este hecho vale la pena estudiar a fondo esta
clase de digraficas.

Un torneo es una digrafica tal que para cualquier par de vértices u y v, se tiene
que existe una flecha de u a v o existe una flecha de v a u, pero no ambas. Un
torneo transitivo es un torneo el cual a la vez es una digréfica transitiva (ver [5]).
Se conocen ya varios resultados en la rama de digraficas transitivas, varios de ellos
en torneos transitivos.

Recordamos que un orden total es un orden parcial en el que cualquier par
de elementos se relacionan entre si, por lo que los 6rdenes totales son una clase
particular de los torneos transitivos. Para saber méas acerca del papel que juegan las
graficas en la teoria de 6rdenes, consultar [L1].

En [10],[7],[3],[12],[4],18],[6] v [9], se encuentran los articulos més relevantes sobre
6rdenes de los tltimos 10 anos segun la revista Order: “A Journal on the Theory of
Ordered Sets and its Applications ”.

Es facil mostrar que un torneo 7' es transitivo si y sélo si es aciclico (véase [3]),
también sabemos que toda digrafica aciclica tiene al menos un pozo. Se sigue que si
T es transitivo entonces tiene al menos un pozo, de hecho, un torneo 1" es transitivo
si y s6lo si tiene exactamente un pozo. Otro resultado que conocemos sobre torneos
transitivos dentro de la rama de ntcleos en digraficas, es que un torneo 7" es nicleo-
perfecto si y s6lo si T es transitivo.

Entrados en el tema de ntcleos en digraficas, se sabe que toda digrafica transitiva
tiene nucleo (revisar [2]), el resultado se sigue directo del hecho de que cualquier
digrafica tiene cuasintcleo.

Otro resultado importante es que una digrafica fuertemente conexa es transitiva
si y s6lo si es completa (ver [I]).

Las digraficas transitivas son una clase de digraficas que tienen propiedades simi-
lares a las de los torneos. Debido a su definicion, tienen una estructura muy impor-
tante, y muchas propiedades que se cumplen para los torneos también se cumplen
para las transitivas. Por ejemplo, se sabe que un torneo fuertemente conexo es hamil-
toniano (ver [1]) y también se sabe que una digrafica transitiva fuertemente conexa es
hamiltoniana (pues es completa). Se sabe que todo torneo es unilateralmente conexo
y ademads contiene una trayectoria hamiltoniana, y también una digrafica transitiva
unilateralmente conexa tiene una trayectoria hamiltoniana (consultar [2]).

En [1], se da una caracterizacién de las digréficas transitivas, la cual es equiva-
lente a:

Teorema 1. Sea D una digrdfica con un ordenamiento aciclico de sus componentes
fuertemente conexas Hy, Hy, ..., H,. La digrdfica D es transitiva si y solo si cada H;
es completa, la digrifica de condensacion H = H*(D) es una digrdfica transitiva, y
D es la composicion H[Hy, Ho, ..., H,)].

(Para conocer la definicién de composicién, consulte [I]).

El resultado principal de esta tesis es la caracterizacion de digraficas bi-transitivas
con al menos una clase de color fuertemente conexa:



Toda digréafica bi-transitiva con al menos una clase de color fuertemente co-
nexa es bi-completa o ciclicamente 3-partita bi-completa.

Seria interesante poder estudiar a las digraficas bi-transitivas tal que ninguna
clase de color es fuertemente conexa, jcémo serian estas digraficas?, ;jcomo serian
sus componentes fuertemente conexas por color 7, jse podrd obtener un resultado

similar al Todavia queda mucho trabajo por hacer.

La estructura de este escrito sera la siguiente: empezaremos con definiciones,
tanto de conceptos generales de digraficas como definiciones que tienen que ver
directamente con digraficas bi-transitivas, introduciremos notacién y probaremos
algunos resultados ttiles relacionados con digraficas. Es importante tener en cuenta
que todos los caminos, trayectorias y ciclos con los que estaremos trabajando son
dirigidos por lo que no cargaremos con la palabra “dirigido”. En el segundo y tercer
capitulo, estudiaremos trayectorias y ciclos, respectivamente, tanto monocromaticos
como alternantes, dentro de digraficas bi-transitivas. En el iltimo capitulo analizare-
mos las digraficas bi-generadas por ciclos monocromaticos, para finalmente concluir
con la caracterizacion de las digraficas bi-transitivas con al menos una clase de color
fuertemente conexa. Todas las proposiciones enunciadas son probadas dentro de éste
mismo escrito.



Capitulo 1

Terminologia basica, notacion y
resultados previos

En este capitulo, introduciremos ciertos conceptos basicos de digréficas, asi como
las demostraciones de algunos resultados importantes. Comenzaremos estudiando
aquellos relacionados con digraficas sin color en sus flechas (o equivalentemente
de un solo color), y posteriormente introduciremos los conceptos pertinentes para
digraficas a cuyas flechas se les asigna uno de dos colores disponibles. Por ltimo,
daremos las definiciones relacionadas con digraficas bi-transitivas que utilizaremos
en este trabajo. Con el fin de facilitar la comprensién de las definiciones introducidas
en este capitulo, incluiremos dibujos.

1.1. Digraficas

Una digrafica D consiste de un conjunto finito no vacio V(D) de objetos llama-
dos vértices, junto con una colecciéon F(D) de pares ordenados de vértices llamados
flechas. Para una flecha f = (u,v), diremos que u y v son adyacentes; que u inci-
de hacia v y que v incide desde u; u es el vértice inicial de f y v es el vértice
final de f. Una flecha con el mismo vértice inicial y final, es decir, una flecha de
la forma (u,u) es llamada un lazo en u. Denotaremos por u — v si (u,v) € F(D).
Decimos que existe una flecha simétrica entre dos vértices distintos v y v si u — v
y v — u. Decimos que una digrafica es asimétrica si no contiene flechas simétricas.

Las digréaficas tienen una representacién geométrica en el plano, los vértices sue-
len ser representados con puntos, y una flecha (u,v) es representada con una flecha
que sale desde el punto u y llega al punto v. Por ejemplo, en la|Figura 1.1} se muestra
una digrafica D, con V(D) = {v1,ve,v3, 04,05} ¥ F(D) = {(v1,v2), (v2,v1), (v2, v3),
(v2,v4), (v3,v4), (Vg,vs5), (vs,v5)}. Observamos que hay un lazo en vs y existe flecha
simétrica entre vy y vs.

Una subdigrafica D’ de D, es una digrafica tal que V/(D') C V(D) y F(D') C
F(D), en este caso diremos que D’ estd contenida en D. Si cada vez que {u,v} C
V(D) y (u,v) € F(D) implica que (u,v) € F(D’), decimos que D’ es una sub-
digrafica inducida por X = V(D) y lo denotamos por D' = D(X). Decimos que
D' es una subdigréfica inducida por flechas si existe F” C F'(D) tal que F'(D') =
F'y V(D') = {v € V(D) |v es vértice inicial o vértice final de f para alguna f en
F'}, en este caso decimos que D’ es inducida por F” y lo denotamos por D' = D(F").
Si V(D) = V(D), entonces decimos que D’ es una subdigrafica generadora de
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1.1. DIGRAFICAS

D.

En la [Figura 1.2 se muestra la subdigrafica inducida por X = {vy, vg,v4,v5} de
la digrafica en la [Figura 1.1

®Us

s

Vy® — @y

v

V3@

Figura 1.1: Ejemplo de una digréfica.

A

o5

e

Vy® ——> @y

Figura 1.2: Subdigrafica inducida.

El exgrado de un vértice v, es el numero de flechas con vértice inicial v, ex-
ceptuando lazos. Un vértice de exgrado cero es llamado pozo. Por ejemplo, en la
digrafica de la|Figura 1.1] el vértice vy tiene exgrado tres y el vértice v tiene exgrado
cero.

Una digrafica D es completa si para cualesquiera {u,v} C V(D) se tiene que
u— vy v— u. Un torneo es una digrafica asimétrica T' tal que para cualesquiera
{u,v} CV(T) se tiene que u — v 6 v — u.

Un camino W en una digrafica D es una sucesién alternada de vértices y flechas
W = (v1, f1,02, f2, -, Un, fn,s Uns1), tal que el vértice inicial de f; es v; y el vértice
final de f; es v;41 para cadai en {1,...,n}. Diremos que W es un v;v,,41-camino, y W
es cerrado si v; = v,41. Si W no repite vértices, entonces W es una trayectoria,
y similarmente diremos que W es una vjv,,1-trayectoria. Si los vértices vy, v, ..., v,
son distintos dos a dos y v; = v,11, entonces W es un ciclo, no consideraremos a
los lazos como ciclos, es decir, un ciclo tiene al menos dos vértices. En este caso, los
subindices son considerados médulo n, es decir, v; = v; y fi = fj sii = j (mddn). La
longitud de W, denotada por (W), se define como n, es decir, [(W) = n. Decimos
que dos flechas f y f’ son consecutivas en W si, f = f; v f' = fii1, con i en
{1,...,n}. Decimos que una digréfica D es aciclica, si no existen ciclos en D.

Un hecho que vale la pena mencionar, es que generalmente los caminos suelen
definirse como sucesiones de vértices adyacentes W = (vq, Vg, ..., U, Un11), €s decir,
las flechas se omiten de la notacion. Cuando la digréfica no tiene flechas multiples
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CAPITULO 1. TERMINOLOGIA BASICA, NOTACION Y RESULTADOS
PREVIOS

no hay ambigiliedad y W denota un tnico camino, de lo contrario W denota uno de
varios posibles caminos. Sin embargo en algunos casos nos es util incluir las flechas
en la notacién para definir algunos conceptos. Dicho esto, nos permitiremos usar la
notacién sin flechas cuando asi nos convenga.

En la|Figura 1.3 se muestra una vyvy-trayectoria de longitud 6 y en la|Figura 1.4
se muestra un ciclo de longitud 6.

o!1 e!2 o3 o4 o5 o6 ol7

1 f2 I3 Ja fs fe

Figura 1.3: Ejemplo de una vyv7-trayectoria.

V1@
N

U6. ’U2.
fsT lfz
(VL V3@

Vy®

Figura 1.4: Ejemplo de un ciclo.

Sea D una digrafica, un ciclo hamiltoniano es un ciclo contenido en D que
pasa por cada vértice de D. Si D contiene un ciclo hamiltoniano se dice que D es
hamiltoniana.

La distancia de u hacia v en D, denotada por d(u,v), se define como si-
gue: d(u,v) = min{l(T)| T es una uv-trayectoria} cuando existe al menos una
uv-trayectoria, en otro caso d(u,v) = oo. Notemos que d(u,v) no necesariamen-
te es igual a d(v,u), por ejemplo en la digrdfica de la [Figura 1.1} d(vi,vs) = 3 y
d(vs,v1) = oo. El didmetro de D, denotado por diam(D), se define como sigue:
diam(D) = maz{d(u,v) |{u,v} CV(D)}.

SeaT = (v1, f1,v2, f2, -y fu_1, Vn) un camino. El camino (la trayectoria) (v;, fi, ...,
Jr—1,vg) con {i,k} C {1,...,n} y i < k, es llamado un v;vx-subcamino (una v;vy-
subtrayectoria) de 7"y se denota por (v;,T,vy). Para definir un v;vx-subcamino
(una v;vg-subtrayectoria) con {v;, v} € V(T) y i > k, en caso de que el camino
sea cerrado, reetiquetamos los vértices y las flechas de T de tal forma que v; = vy,
v = v y i < K,y hacemos (v;, T, v) = (vir, firy ooy frm1r, Upr)-

Sean C un ciclo y {u,v} C V(C), definimos la distancia de u a v en C como;
de(u,v) = 1((u,C,v)). Si de(u,v) = k, diremos que una flecha (u,v) es un salto de

longitud k. Por ejemplo, en la|Figura 1.4 de(vy,v3) =2y de(vs,v1) = 4.
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1.1. DIGRAFICAS

, :
Sean T' = (U17flav2af27"'7fn—lavn) Yy T = (Un7fn+lavn+17"'7fl—1avl) caminos,
denotaremos por 7' e T" a la concatenacién de Ty T”, esto es:

T oT" = (v, f1,V2, .o fae1, Uny fat1, Ungts ooy fi1,01).

Teorema 2. Sean D una digrifica y {u,v} C V (D), con u # v, todo uv-camino en
D contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Sea W un uv-camino y consideremos un wv-camino 7' = (u =
v1, f1,V2, fay ey fuo1,Vn = v) contenido en W con:

UT) = min{l(W')| W' es un uv-camino contenido en W}.

Si existen {v;,v;} € V(T'), conwv; = v yi < j, entonces el camino (u, T, v;)®(v;, T, v)
es un wv-camino contenido en W de longitud menor que [(7'), contradiciendo la
minimalidad de [(T"). Por lo tanto, T no repite vértices, lo que implica que T es una
uv-trayectoria. O

Lema 1. Sean D una digrdfica, W un camino cerrado en D con (W) > 1 yv €
V(W), entonces existe un ciclo C contenido en W tal que v € V(C).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre [(W).

Base de induccién. Si [(W) = 2 entonces W = (v, u,v) para algin u € V(D).
Por lo tanto, C = W.

Hipétesis de induccién. Supongamos que para cada camino cerrado W’ con
[(W') < n, se tiene que existe un ciclo C contenido en W’ tal que v € V(C).

Paso inductivo. Sean W un camino cerrado y v € V(). Como W es un camino
cerrado, podemos iniciar en v, es decir, W = (v = vg, vy, ..., Uy_1,v). Podemos supo-
ner que W no es un ciclo por lo que existen {i,j} C {0,...,n — 1}, con i < j, tales
que v; = v;. Entonces W' = (v, W, v;) ® (v;, W,v) es un camino cerrado de longitud
menor que [(W), con v € V(W’), y por hipdtesis de induccién se tiene que existe un
ciclo C contenido en W’ tal que v € V(C).

Por lo tanto, W contiene un ciclo C tal que v € V(C). O

Teorema 3. Toda digrdfica aciclica D tiene al menos un pozo, mas aun para todo
u € V(D), existe un pozo v tal que existe una uv-trayectoria.

Demostracion. Sea u € V(D), podemos suponer que u no es un pozo. Sea T' = (u =
U1, Ve, ..., V) una trayectoria de longitud maxima entre todas las uz-trayectorias
con z € V(D). Probaremos que v, es un pozo. Procediendo por contradiccion,
supongamos que v, tiene exgrado mayor que cero, por lo tanto existe w € V(D) —
{v,} tal que f = (v,,w) € F(D).

Siw € V(T), entonces w = v; para algin i € {1,...,n — 1}, por lo tanto (w =
Vi, Vitl, -y Up, W) €s un ciclo en D, contradiciendo que D es aciclica.

En otro caso, si w € V(D) — V(T), entonces T' o f es una uw-trayectoria de
longitud mayor que I(7T), lo cual contradice la maximalidad de {(7T"). Por lo tanto,
Uy, €S UN POZo. ]

Una digréfica D es fuertemente conexa, si para cualesquiera {u,v} C V(D)
existe un uv-camino y un vu-camino. Por ejemplo, la digrafica en la|Figura 1.1/ no es
fuertemente conexa, pues no existe un vsv;-camino, pero la digréfica en la|Figura 1.5
st lo es.
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CAPITULO 1. TERMINOLOGIA BASICA, NOTACION Y RESULTADOS
PREVIOS

.’Ul -~ .’U5

vl

’1}2. _— .’04 .’U7

v

V3@ —> @
Figura 1.5: Ejemplo de una digréafica fuertemente conexa.

Teorema 4. Una digrafica D es fuertemente conexa si y solo si D contiene un
camino cerrado que pasa por todos los vértices de D.

Demostracion. Supongamos que D es fuertemente conexa. Sea W = (vg, v1, ..., Un, ¥g)
un camino cerrado en D que contiene la méaxima cantidad de vértices de D. Proce-
diendo por contradiccién, supongamos que existe v € V(D) — V(W). Como D es
fuertemente conexa, se tiene que existen W’ un vgv-camino y W” un vvy-camino.
Entonces el camino W e W' ¢ W es un camino cerrado que pasa por mas vértices
que W, contradiciendo la maximalidad de W.

Ahora supongamos que D contiene un camino cerrado W = (vg, vy, ..., Uy, Up)
que pasa por todos los vértices de D. Sean {u,v} C V(D) arbitrarios, tenemos que
(u, W, v) es un uv-camino y (v, W, u) es un vu-camino. Por lo tanto D es fuertemenete
conexa.

]

Corolario 1. Si D es una digrdfica fuertemente conexa y v € V(D), entonces D
contiene un ciclo C tal que v € V(C).

Demostracion. Se sigue del [Teorema 4]y del [Lema 1] m

Corolario 2. Una digrdfica D es fuertemente conexa si y solo si para cualesquiera
{u,v} CV(D), existe un uv-camino que pasa por todos los vértices de D.

Demostracion. Supongamos que D es fuertemente conexa. Por el[Teorema 4] tenemos
que D contiene un camino cerrado W = (vy,...,v, = v1) que pasa por todos los
vértices de D. Entonces (u, W, vy) e (vy, W, u) e (u, W, v;) @ (vy, W, v) es un uv-camino
que pasa por todos los vértices de D.

Ahora supongamos que para cualesquiera {u,v} C V(D), existe un uv-camino
que pasa por todos los vértices de D. En particular, existe un uu-camino que pasa
por todos los vértices de D, es decir, un camino cerrado que pasa por todos los

vértices de D, por el [Teorema 4] tenemos que D es fuertemente conexa. O

Sea D una digrafica, decimos que H es una componente fuertemente conexa,
si H es una subdigrafica inducida de D y H es maxima con la propiedad de ser
fuertemente conexa. En la|Figura 1.6/se muestra una digrafica D y sus componentes
fuertemente conexas Hy, Hy, H3 y Hy.

11



1.1. DIGRAFICAS

/\ /\

Vg® — ®Ug

-

V7@ <—— @

(a) Digrafica D.

Vo® ’UG‘ —_— .US

N -

v1® o3 V7@ <—— @9
Vy® V5 ®

(b) H; (c) Ha (d) Hj (e) Hy

Figura 1.6: Digrafica D con componentes fuertemente conexas H,,Hy,Hs y Hy.

Definimos a la digrafica de condensacién de D, denotada por H*(D), como
sigue:

V(H*(D)) = {H | H es una componente fuertemente conexa de D},

F(H*(D)) = {(Hy, Hy) | existe (u,v) € F(D) conu € Hy yv € Hy}.

De tal forma que en H*(D) no haya multiflechas ni lazos.

A la componente fuertemente conexa H, tal que H es un pozo en H*(D), se le
conoce como componente terminal de D.

En la|Figura 1.7 se muestra la digrafica de condensacion de la digréfica D de la

Figura 1.6,

Hg.

N

Hie Hse oH,

Figura 1.7: Digrafica de condensacion de D.

Teorema 5. H*(D) es aciclica para toda digrdfica D.

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que existe una digrafica
D tal que H*(D) tiene un ciclo C = (V4, Vs, ..., V,,, Vi1 = Vi), Entonces para cada
i € {1,...,n} existe f; = (z;,y;) € F(D) con z; € V; y y; € Viy1. Como V; es
fuertemente conexa en D, se sigue del que existe un y;_;x;-camino W;
que pasa por todos los vértices de V;. Entonces (y,, Wi, z1) e f1 @ (y1, Wa,x5) @ fr @

® (Yp_1, Wy, z,) ® f, es un camino cerrado que pasa por todos los vértices de
V*:=ViUVRU...UV, en D, se sigue del [Teorema 4] que la subdigréfica inducida por

12



CAPITULO 1. TERMINOLOGIA BASICA, NOTACION Y RESULTADOS
PREVIOS

V*en D es una componente fuertemente conexa o esta contenida en una componente
fuertemente conexa de D, contradiciendo que cada V; es una componente fuertemente
conexa en D. 0

Corolario 3. Para toda digrdfica D, H*(D) tiene al menos un pozo.

Demostracion. Se sigue del [Teorema 3|y del [Teorema 5| O

Corolario 4. Toda digrafica tiene al menos una componente terminal.

Demostracion. Sea D una digrafica, se sigue del que H*(D) tiene al
menos un pozo H, lo que implica que H es una componente terminal de D. O

Corolario 5. Para toda digrdfica D y para cada u € V(D), existe una componente
terminal H tal que hay una uv-trayectoria para cada v € H.

Demostracion. Sea u € V(D) y H' la componente fuertemente conexa tal que u €

H'| ya que H*(D) es aciclica, tenemos por el que existe un pozo H en
H*(D) tal que existe una H' H-trayectoria en H*(D). Como H' y H son fuertemente

conexas, tenemos que existe uv-trayectoria para cada v € H con H componente
terminal de D. OJ

Un nicleo por trayectorias en una digrafica D, es un conjunto K C V(D) tal
que:
» Para cualesquiera {u,v} C K con u # v, no existe una uv-trayectoria ni una
vu-trayectoria.

» Para cualquier u € V(D) — K, existe v € K tal que hay una uv-trayectoria.

En la se muestra un ejemplo de una digrafica con nicleo por trayec-

torias, a saber {vs, vg}.

.’U5

v

’U2. —_— .’U4

e

V3@ —> @4
Figura 1.8: Digrafica con nicleo por trayectorias {vs, vg}.

Teorema 6. Toda digrdfica tiene nicleo por trayectorias.

Demostracion. Sean una digrafica D y Hi,...,H, las componentes terminales de D,
cuya existencia se sigue del [Corolario 4] Para cada i € {1,...,n}, tomemos v; €
V(H;) y consideremos el conjunto K = {vy,...,v,}. Sea u € V(D) — K, se sigue del
que existe v € K tal que existe una wv-trayectoria. Ademds, como para
cada i € {1,...,n} se tiene que H; es una componente terminal, entonces tenemos
que para cualesquiera {vj, vy} C K con v; # v, no existe una v,v,-trayectoria ni
una vv;-trayectoria. Por lo tanto, K es un ntcleo por trayectorias. O

13



1.1. DIGRAFICAS

Una digrafica D es bipartita si existe una particién (A4, B) de V(D) tal que
no existe flecha con vértice inicial y vértice final en el mismo conjunto, en este caso
llamamos a (A, B) una biparticién de V(D).

Lema 2. Todo camino cerrado de contiene un ciclo de longitud impar o un lazo.

Demostracion. Sea W un camino cerrado de longitud impar. Procederemos por in-
duccion sobre ().

Base de induccion. Si l[(W) = 1, entonces el resultado es inmediato, pues la tinica
flecha en W es un lazo.

Hipotesis de induccion. Supongamos que para cada camino cerrado de longitud
impar W’ con [(W') <n—1yn > 2, se tiene que W' contiene un ciclo de longitud
impar o un lazo.

Paso inductivo. Sea W = (vg,v1,...,0, = v9) un camino cerrado de longitud
impar. Si W no repite vértices, salvo el primero y el ultimo, entonces W es un ciclo
de longitud impar. En otro caso, sea j € {1,...,n—1} tal que v; = v con j < k < n.
Consideremos los caminos cerrados W' = (vg, W, v;) e (v, W, v9) y W = (vj, W, v, =
v;), entonces (W) = {(W') + {(W") y como W tiene longitud impar entonces W’
o W” tiene longitud impar. Supongamos sin pérdida de generalidad que W' tiene
longitud impar, por hipdtesis de induccién se tiene que W' contiene un ciclo de
longitud impar o un lazo y por lo tanto W contiene un ciclo de longitud impar o un
lazo. O]

Teorema 7. Toda digrafica fuertemente conexa sin ciclos de longitud impar, sin
lazos y con al menos dos vértices es bipartita.

Demostracion. Sean D una digrafica fuertemente conexa sin ciclos de longitud im-
par, v € V(D), B = {y € V(D)| existe vy-camino de longitud par} y C' = {y €
V(D) | existe vy-camino de longitud impar}. Probaremos que (B, (') es una bipar-
ticién de V(D).

Notemos que B # () pues v € B y como D es fuertemente conexa y |V (D)| > 2,
C#0yBUC=V(D).

Ahora veamos que B N C = (). Procediendo por contradiccién, supongamos que
existe w € BN C. Sean W un vw-camino de longitud par y W’ un vw-camino de
longitud impar. Como D es fuertemente conexa, existe un wwv-camino W*.

Tenemos dos opciones:

» Si W* es par, entonces W' e W* es un camino dirigido cerrado de longitud
impar y se sigue del que W’ o W* contiene un ciclo de longitud impar
o un lazo, lo cual es una contradiccion.

= En otro caso, W* es impar y W eW* es un camino dirigido cerrado de longitud
impar y se sigue del que W e W* contiene un ciclo de longitud impar
o un lazo, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, BNC = .

Asi, (B, C) es una particién de V(D).

Por ltimo, si existe f = (z,y) € F(D) con z y y en el mismo conjunto, digamos
{z,y} C B, entonces existe un va-camino W; de longitud par, se sigue que W; e f
es un vy-camino de longitud impar, por lo tanto y € C'. Entonces y € BN C, lo cual
es una contradiccion. Si {x,y} C C, el argumento es analogo.

Por lo tanto D es bipartita. O
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CAPITULO 1. TERMINOLOGIA BASICA, NOTACION Y RESULTADOS
PREVIOS

1.2. Digraficas 2-coloreadas

Estaremos trabajando con digraficas tales que a cada flecha se le asigna uno de k
posibles colores, y seran llamadas k-coloreadas, en particular estudiaremos digrafi-
cas 2-coloreadas, y podrén existir flechas distintas f; = (u,v) y fo = (u,v) siempre
y cuando estas flechas sean de distinto color, como se muestra en la [Figura 1.9] y
seran llamadas multiflechas. Para propoésitos de ilustrar las digraficas 2-coloreadas,
usaremos en cada dibujo, al color rojo como el color ¢; y al color azul como el color
Co.

/A,

[ ] [ ]
~——7

Figura 1.9: Multiflecha.

Denotaremos por u — v si existe la flecha (u,v) de color ¢, c(f) al color de una
flecha f, es decir, si f es una flecha de color ¢ entonces c(f) = c.

Decimos que una flecha (u,v) es simétrica c-monocromética si u = vy
v = u. En la , se muestra una flecha c;-monocromatica. Asi mismo,
diremos que una flecha (u,v) es simétrica bi-color si u = v y v < u con ¢ # c,
como se muestra en la figura [Figura 1.11

—=\0

[ ] [ ]
~—

Figura 1.10: Flecha simétrica c;-monocromatica.

=\

[ ] [ ]
~——

Figura 1.11: Flecha simétrica bi-color.

Una trayectoria alternante es una trayectoria T' = (v1, f1,v2, fo, oy fu—1, Un)
tal que c(f;) # c(fi+1) paracadai € {1,...,n—2}. Una trayectoria monocromati-
ca es una trayectoria T' = (vy, f1, va, fo, ..., fn_1, Un) tal que, c(f;) = c(fi+1) para cada
i € {l,...,n—2}, y decimos que T es c-monocromatica si, c(f;) = c(fiz1) = ¢
para cada i € {1,...,n —2}. En las Figuras y , se muestran una trayectoria
alternante y una trayectoria co-monocromatica, respectivamente.

Figura 1.12: Trayectoria alternante.

Figura 1.13: Trayectoria co-monocromatica.

15



1.2. DIGRAFICAS 2-COLOREADAS

Un nucleo por trayectorias alternantes en una digrafica D, es un conjunto
K C V(D) tal que:

» Para cualesquiera {u,v} C K con u # v, no existe una uv-trayectoria alter-
nante ni una vu-trayectoria alternante.

» Para cualquier u € V(D) — K, existe v € K tal que existe una uv-trayectoria
alternante.

Sea D una digrafica k-coloreada, y sea ¢ uno de los k posibles colores, definimos
a la clase de color C', correspondiente al color ¢, de la siguiente manera: C' =
{f € F(D)|c(f) = c}. Decimos que la clase de color C es c-fuertemente conexa,
si la subdigrafica inducida por C, D(C), es fuertemente conexa y ademas D(C)
es generadora. En este caso, decimos que la clase es fuertemente conexa. Decimos
que C es c-unilateralmente conexa si D(C) es unilateralmente conexa y ademés
D(C) es generadora. En este caso, decimos que la clase es unilateralmente conexa.

En la|Figura 1.14] se muestra un ejemplo de una digrafica D y las subdigréficas
inducidas por ambas clases de color, respectivamente. Observamos que la clase de
color 'y es cj-unilateralmente conexa, pues D(C}) es unilateralmente conexa y la
clase de color C3 no es co-unilateralmente conexa, pues D(C5) no es unilateralmente

conexa.

.’Ul .’05

Vy® —> @O

\s

V3@

(a) Digrafica D, cuya clase de color C; es ¢j-unilateralmente conexa.

L
A

V3@ V3@

A

.Ul .’U5

(b) D(C1) (c) D(Cz)

Figura 1.14
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CAPITULO 1. TERMINOLOGIA BASICA, NOTACION Y RESULTADOS
PREVIOS

Un ciclo alternante es un ciclo C = (v, f1, V2, f2, .-, fu—1, Un, fn, V1) tal que
c(fi) # c(fiz1) (médn) para cada i € {1,...,n}. Un ciclo monocromatico es un

ciclo C = (v, f1,v2, f2, -, fa—1,Vn, [n, v1) tal que c(f;) = c(fit1) para cada i €
{1,...,n — 1}. Decimos que C es c-monocromadtico si, c(f;) = ¢ para cada i €

{1,...,n}. En las figuras y se muestran un ciclo alternante y un ciclo

Co-monocromatico, respectivamente.

N
L
.

Figura 1.15: Ciclo alternante.

([ ]
/ \
o ([
| |
o ([
\ /
([ ]
Figura 1.16: Ciclo co-monocromatico.

Para indicar el color de una flecha f dentro de una trayectoria T' o dentro de un
ciclo C, usaremos cr(f) o ce(f), respectivamente.

A partir de ahora, omitiremos las flechas en la notacién de trayectoria y ciclo,
y solamente usaremos T = (vy, vy, ...,v,) ¥ C = (v1, V2, ..., Uy, v1) para denotar una
v1U,-trayectoria y un ciclo respectivamente, y explicaremos aparte de qué color son
las flechas correspondientes.
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1.3. DIGRAFICAS BI-TRANSITIVAS

1.3. Digraficas Bi-transitivas

A continuacion, daremos a conocer la definicion mas importante del presente
trabajo, presentaremos a las digraficas bi-transitivas.

Definicién 1. Sea D una digrdfica 2-coloreada con colores ¢1 y co. Decimos que
D es bi-transitiva siempre que, para cualesquiera vértices {u,v,w} C V(D), con
al menos dos de ellos distintos, se cumple que si u —» v y v = w con i € {1,2}

entonces u —» w, con j #1i, j € {1,2} (ver|Figura 1.17).

ve

RN N

ue oW

Figura 1.17

Las siguientes observaciones se siguen inmediatamente de la [Definicion 1}

. C; C; . . ., Cj
» Siu=w, entonces u — vy v = u y se sigue de la [Definicién 1| que v - u,
es decir, existe un lazo en u de color ¢; (ver [Figura 1.18)).

)y

ue LA
~

Figura 1.18

. i i . « o4 Cj
. Slu:ventoncesuc—>uyuC—>wyse$guedelaqueu—g>w

(ver [Figura 1.195]) y si v = w entonces u —» wy w — w y se sigue de la

Definicién 1| que u S w (ver [Figura 1.19b)).
). _.0)

Ue oW Ue oW
~— ~—

(a) (b)
Figura 1.19

Definicion 2. Sea D una digrdfica 2-coloreada. La digrdfica bi-generada por D
es la digrdfica D' obtenida desde D al unir recursivamente pares de vértices u y v,
tales que existe una uv-trayectoria c-monocromadtica de longitud 2, con una flecha
(u,v) de color ¢, con ¢ # ¢, hasta que no exista tal par de vértices. En este caso
diremos que D bi-genera a D'.

18



CAPITULO 1. TERMINOLOGIA BASICA, NOTACION Y RESULTADOS
PREVIOS

Observamos que toda digréfica bi-generada es bi-transitiva.
En la|Figura 1.20| tenemos un ejemplo de una digrafica D y la digrafica que ésta
bi-genera, D'.

“—
V1@ —— 03 ——> 0y V1® —> 03 ——> @0y
U@ Vo ®

(a) Digréfica D. (b) Digrafica D'.

Figura 1.20: Ejemplo de digréfica bi-generada.

De lo observado anteriormente, obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3. Sea D una digrdfica bi-transitiva. Una flecha simétrica c-monocro-
matica (u,v), con ¢ € {c1,c2}, bi-genera lazos de color ¢, con ¢ # ¢, ¢ € {c1,¢a},
en cada uno de los extremos u y v. Mas ain, si existe w € V(D) — {u,v} tal que

wW—vVow—Uu entoncesw&uywcévpamcadaie L2y ysiu—wov—w
entonces u <% w y v —» w para cada i € {1,2} (ver|Figura 1.21)).
Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ = ¢, entonces por la
M tenemos que u —» u y v — v, es decir, existe un lazo de color ¢y en u
y en v.

Supongamos que existe w € V(D) — {u,v} tal que, v - w o u — w. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que v — w.

Siv L w, entonces como u L v, por la [Definicién 1L tenemos que u 25 w.

C . « e, [ B C
Como u % u, se sigue de la |Deﬁn1010n 1| que u — w. Finalemente, como v = u,

« ., C
de nuevo por la |Definicién 1| tenemos que v — w.

. C C « ., C
Si v - w, entonces como v —» v, p‘or la [Definicién 1| tenemos que v —+ w.

Como u - v, se sigue de la [Definicién 1|, que u <> w. Finalemente, como u = u,
de nuevo por la |Definicién 1, tenemos que u — w.

En cualquier caso, tenemos que u — w y v — w para cada i € {1,2}.

De manera andloga, se prueba que si existe w € V(D) — {u, v} tal que w — u o
w — v, entonces w —% u y w —» v para cada i € {1,2}. H

e —

N\

oW

Figura 1.21
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1.3. DIGRAFICAS BI-TRANSITIVAS

Definicién 3. Sea D una digrafica bi-transitiva. Diremos que D es bi-completa
si para cualesquiera {u,v} C V(D), (incluyendo el caso donde v = u), se tiene que
u 25 v para cada i € {1,2}.

En la tenemos un ejemplo de una digréafica bi-completa con 3 vértices.

/\

ovo

Figura 1.22: Ejemplo de una digrafica bi-completa.
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Capitulo 2

Trayectorias en digraficas
bi-transitivas

A continuacién, veremos algunas propiedades que tienen las trayectorias en una
digrafica bi-transitiva.

Varios resultados importantes de esta tesis se deducen de la congruencia médulo
3 que tenga la longitud de una trayectoria monocromatica, en este capitulo estu-
diaremos el comportamiento de las trayectorias monocromaéticas y encontraremos
varias caracteristicas interesantes. También podremos observar que las digraficas
bi-transitivas tienen ntcleo por trayectorias alternantes, y que si una digréafica bi-
transitiva tiene al menos una clase de color fuertemente conexa entonces el didmetro
es a lo mas 2.

2.1. Trayectorias en digraficas bi-transitivas

Lema 4. Sean D una digrdfica bi-transitiva, {u,v} C V(D) y supongamos que eriste
una uv-trayectoria alternante T = (u = vg, vy, ...,v, =v) en D yw € V(D) -V (T).
Siv S wyc=cp((vo_1,v)), entonces para cada i € {0,1,...,n — 1}, se tiene que

v; = w con ¢ # cp((vi,vizr)) (ver|Figura 2.1)).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre [(T').

Base de induccion. Si [(T") = 1, entonces supongamos sin pérdida de generalidad
que cp((u,v)) = ¢;. Por hipétesis tenemos que v =% w y se sigue de la
que u =5 w.

Hipétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada trayec-
toria alternante 7" con I(T") =n — 1, n > 2.

Paso inductivo. Sean T' = (u = v, vy, ..., v, = v) una trayectoria alternante en D,
w e V(D) —V(T) y supongamos sin pérdida de generalidad que cr((vy_1,v)) = ¢;.
Por hipétesis v <% w. Asf que v,_1 = v y v = w. Ahora, por la
Un—1 C—2> w.

Sea T" = (u, T, v,_1), notemos que cy/((v,_2,v,-1)) = c2, pues T es alternante.
Se sigue de la hipétesis de induccién que para cada i € {0,1,...,n — 2}, v; = w

con ¢ # cpv((vi,vig1)). Por lo tanto, para cada i € {0,1,...n — 1}, v; = w con
¢ # cr((vi, vit1))- [
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2.1. TRAYECTORIAS EN DIGRAFICAS BI-TRANSITIVAS

Figura 2.1

Teorema 8. Sean D una digrdfica bi-transitiva y {u,v} C V(D). Si existe una
uv-trayectoria en D, entonces existe una uv-trayectoria alternante.

Demostracion. Sea T' una uv-trayectoria en D. Procederemos por induccién sobre
I(T).

Base de induccion. Si I(T') = 1, entonces T' = (u,v), y se sigue que 7' es una
uv-trayectoria alternante.

Hipdétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada tra-
yectoria 7" con [(T") =n—1,n > 2.

Paso inductivo. Sean T" = (u = vy, vy, ...,v, = v) una uv-trayectoria y 7" =
(u,T,v,_1). Se sigue de la hipdtesis de induccién que existe una wwv,_;-trayectoria
alternante, digamos T = (u, ..., w,v,_1). Siv € V(T™), entonces (u, T*,v) es una uv-
trayectoria alternante. Supongamos que v ¢ V(T™*). Si cp«((w, vp—1)) # cr((vp—1,0))
entonces T e (v,_1,v) es una uv-trayectoria alternante. De lo contrario, se sigue del
que existe una flecha de u hacia v, la cual es una uv-trayectoria alternante.

O

Corolario 6. Toda digrafica bi-transitiva tiene nicleo por trayectorias alternantes,
mas aun un conjunto de vértices es niucleo por trayectorias si y solo si es nicleo por
trayectorias alternantes.

Demostracion. Sean D una digrafica bi-transitiva y K C V(D). Supongamos que
K es un ntcleo por trayectorias. Sean {u,v} C K, con u # v, entonces por la
definicién de nicleo por trayectorias tenemos que no existe una wv-trayectoria ni
una vu-trayectoria, esto implica que no existe una uv-trayectoria alternante ni una
vu-trayectoria alternante. Ahora, sea u € V(D) — K, se sigue por la definicién de
nicleo por trayectorias que existe v € K tal que hay una uv-trayectoria y por el
[Teorema 8 tenemos que existe una uv-trayectoria alternante. Por lo tanto, K es un
nicleo por trayectorias alternantes.

Se sigue del que D tiene niicleo por trayectorias y por lo tanto D
tiene nucleo por trayectorias alternantes.

Ahora supongamos que K es un nucleo por trayectorias alternantes, sea u €
V(D) — K, se sigue por la definiciéon de nicleo por trayectorias alternantes que
existe v € K tal que hay una uwv-trayectoria alternante y por la tanto existe una uo-
trayectoria. Ahora, sean {u,v} C K, con u # v, entonces por la definicién de nicleo
por trayectorias alternantes tenemos que no existe una uv-trayectoria alternante ni
una vu-trayectoria alternante. Si existiera una uv-trayectoria o una vu-trayectoria,
entonces se sigue del que existirfa una wv-trayectoria alternante o una
vu-trayectoria alternante, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto K es un nicleo

por trayectorias.
O]
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CAPITULO 2. TRAYECTORIAS EN DIGRAFICAS BI-TRANSITIVAS

Observemos que la hipétesis de ser digrafica bi-transitiva es indispensable, en la
se muestra un ejemplo de una digrafica que no es bi-transitiva y tiene
nicleo por trayectorias alternantes {vs, vg}, sin embargo el conjunto {vs,vs} no es
un nucleo por trayectorias, pues existe una vgus-trayectoria.

vl

7

V3@ — @

Figura 2.2: Digrafica con nicleo por trayectorias alternantes = {vs, vg}.

Teorema 9. Sean D una digrdfica bi-transitiva y {u,v} C V(D). Si existe una
wv-trayectoria ¢i-monocromdatica T en D, entonces d(u,v) < 2.
Mas atin,

» Sil(T) =0(mdd3), entonces existe una uv-trayectoria alternante de longitud
2 tal que, la primera flecha es de color ¢y y la sequnda flecha es de color cs, y
existe una uv-trayectoria alternante de longitud 2 tal que, la primera flecha es
de color ¢ y la sequnda flecha es de color c.

= Sil(T) =1(méd3), entonces u — v.
= Sil(T) =2(méd3), entonces u = v,

(ver [Figura 2.9).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre (7).

Base de induccién. Si [(T) = 1, entonces claramente u = v y d(u,v) = 1 < 2.
Si [(T) = 2, se sigue de 1a que u = v y ademés d(u,v) = 1 < 2. Si
I(T) =3, sea T = (u,w, z,v), entonces por la tenemos que u = z y
w 2 v. Sean T1 = (u, T, w) & (w,v) con c((w,v)) =cy y Tp = (u,2) ® (2,T,v) con
c((u, z)) = c9, entonces Ty y Ty son uv-trayectorias alternantes de longitud 2 con las
propiedades requeridas en el [Teorema 9|

Hipétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada tra-
yectoria 1" ¢;-monocromética con ((T") =n —1, n > 2.

Paso inductivo. Sea T' = (u = vy, vg, ..., Up1 = v) una uv-trayectoria ¢;-monocro-
matica.

Caso (1) Sin =0(mdd3), entonces n—1 = 2 (mdd 3), y por hipétesis de induccion
sobre las trayectorias (u,T,v,) y (v2,T,v) se tiene que u = v, y vy — v.
Sean Ty = (u,T,vy) ® (v9,v) con c((vg,v)) = co vy 1o = (u,v,) ® (v, T,v) con
c((u,v,)) = ¢, entonces T y Ty son uv-trayectorias alternantes de longitud 2
con las propiedades requeridas en el

23



2.1. TRAYECTORIAS EN DIGRAFICAS BI-TRANSITIVAS

Caso (2) Sin = 1(mdd3), entonces n—1 = 0 (mdd 3), y por hipétesis de induccién
sobre la trayectoria (u, T, v,,) tenemos que existe una uv,-trayectoria alternante
de longitud 2 tal que, la primera flecha es de color ¢y y la segunda flecha es

de color ¢, digamos (u, z,v,). Entonces, ya que cr((vy,v)) = ¢, tenemos por
la que z = v y de esto se sigue, también por la , que
u = 0.

Caso (3) Sin =2(mdd3), entonces n—1 = 1(mdd 3), y por hipétesis de induccién

sobre la trayectoria (u,T,v,) tenemos que u — v,, y como cr((v,,v)) = c1,
se sigue de la que u =5 0.

En cualquiera de los tres casos, tenemos que existe una uv-trayectoria de longitud

1 02,y por lo tanto d(u,v) < 2. ]
Caso(1)
U ——— .U2 H...\— .'U?’L Y3
Caso(2)
U5 B —
T p—— °’" ov
L4
Caso(3)
— al2 =
U‘H.UQH... L—;OU
Figura 2.3

Corolario 7. Toda digrdfica bi-transitiva con al menos una clase de color fuerte-
mente conexa, tiene diametro a lo mas 2.

Demostracion. Sean D una digrafica bi-transitiva con la clase de color C' c-fuertemen-
te conexa y {u,v} C V(D). Entonces existe una uv-trayectroria c-monocromética

y una vu-trayectroria c-monocromaética. Se sigue del que d(u,v) < 2y
d(v,u) < 2. Por lo tanto diam(D) < 2. O

Teorema 10. Sean D wuna digrdfica bi-transitiva y {u,v} C V(D). Si eziste una
uv-trayectoria c-monocromdtica T, con I(T) > 6 y I(T') = 0(mdd 3) en D, entonces
existe una uv-trayectoria c;-monocromdtica de longitud 3 para cada i € {1,2} (ver

Figura 2.4]).
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Demostracion. Procederemos por induccién sobre (7).

Base de induccién. Si [(T) = 6, entonces sean T' = (u = vy, Vg, U3, Uy, Vs, Vg, U7 =
v), Ty = (u,T,v4) y To = (v4, T, v). Como (1) = I(T») = 3, se sigue del [Teorema 9|
que existe una uwvy-trayectoria alternante de longitud 2 tal que, la primera flecha es
de color ¢; y la segunda flecha es de color ¢y, digamos T" = (u,v;,v4), y existe una
vgv-trayectoria alternante de longitud 2 tal que, la primera flecha es de color ¢ y
la segunda flecha es de color ¢, digamos T = (v4, v, v). Ahora, ya que v; By
Vg = v;, por la se tiene que v; — v;. La trayectoria (u, 7", v;) ® (vi, v;) ®
(vj, T*,v) con c((v;,v;)) = ¢ es una uv-trayectoria c;-monocromadtica de longitud
3. De manera andloga se prueba que existe una uwv-trayectoria co-monocromaética de
longitud 3.

Hipétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada
trayectoria c-monocromatica 7" con 6 < [(T") < n, n > 6y I[(T") = 0 (madd 3).

Paso inductivo. Sean T' = (u = vy, vy, ..., Up1 = v) Una uv-trayectoria c-monocro-
mética con [(T) = 0(mdéd3) y T" = (u,T,v,_2). Se sigue de la hipdtesis de in-
duccién que existe una uwv,_o-trayectoria ¢;-monocromatica de longitud 3, digamos
(w,v;, v, v—2) y se sigue del que existe una v,,_sv-trayectoria alternante
de longitud 2 tal que, la primera flecha es de color ¢; v la segunda flecha es de
color ¢y, digamos T* = (v,,_2, vk, v). Ahora, por la , U vy v; = v
La trayectoria (u,v;) ® (vj,vg) ® (v, T*,v) con c((u,v;)) = c((vj,vr)) = c2 es una
uv-trayectoria co-monocromatica de longitud 3. De manera andloga se prueba que

existe una uv-trayectoria c;-monocromatica de longitud 3. O]
U —— . vn S .vn 1/’
Figura 2.4

Teorema 11. Sean D una digrdfica bi-transitiva y {u,v} C V(D). Si existe una
uv-trayectoria c-monocromdatica T, con [(T) > 4 y I(T) = 1 (mdéd 3) en D, entonces
existe una uv-trayectoria c-monocromdtica de longitud 2 con ¢ # c.

Demostracion. Si l(T) = 4, entonces sea T' = (u = vy, v, U3, vy, V5 = v). Se sigue de
la [Definicién 1] que existen las flechas f = (u,v3) y f' = (vs,v) de color ¢. Entonces
f @ f es una uv-trayectoria ¢-monocromatica de longitud 2.

En otro caso, [(T') > 7. Sean T' = (u = vy, v, ..., v, = v) una uv-trayectoria c-
monocromatica con [(T') =1 (méd3) y T" = (u, T, v,—1). Entonces [(T") = 0 (mdd 3)
y I[(T") > 6, se sigue del que existe una uw,_i-trayectoria c-monocromaéti-
ca de longitud 3, digamos T*. Entonces T* o (v,_1,T,v) es una uv-trayectoria c-
monocromatica de longitud 4 y procediendo como al principio de esta demostracion,

obtenemos que existe una uwv-trayectoria ¢-monocromatica de longitud 2.
]
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Teorema 12. Sean D wuna digrdfica bi-transitiva y {u,v} C V(D). Si eziste una
wv-trayectoria c-monocromdtica T, con [(T) = 2 (madd3) en D, entonces erxiste una
uv-trayectoria c-monocromdtica de longitud 2.

Demostracion. Sean T = (u = vy, v, ..., v, = v) una uv-trayectoria c-monocromati-
cacon [(T) =2(méd3) y T" = (u,T,v,_1). Entonces [(T") = 1 (mdd3) y se sigue
del que existe la flecha f = (u,v,_1) de color c. Entonces f o (v,_1,T,v)

es una uv-trayectoria c-monocromatica de longitud 2. O

Como consecuencia de los teoremas anteriores tenemos el siguiente corolario, el
cual describe la longitud minima de una trayectoria monocromatica, dependiendo si
queremos un color especifico o no.

Corolario 8. Sean D una digrdfica bi-transitiva y {u,v} C V(D) tales que existe
una uv-trayectoria c-monocromdtica. Entonces,

» min{l(T)| T es una uv-trayectoria monocromdtica} € {1,3}
» min{l(T)| T es una uv-trayectoria c-monocromdtica} € {1,2,3}.

Demostracion. Sean a = min{l(T)| T es una uv-trayectoria monocromatica} y b =
min{l(T) | T es una uv-trayectoria c-monocroméatica}.

Sea T una uv-trayectoria c-monocromatica con [(T") = b. Procediendo por con-
tradiccion, supongamos que b > 4.

Si b = 0(mod3), entonces b > 6 y se sigue del que existe una
uv-trayectoria c-monocromatica de longitud 3, contradiciendo la minimialidad de b.

Si b= 1(mod3), tenemos por el m que u — v, contradiciendo la mini-
malidad de b.

Si b = 2(mod3), tenemos por el que existe una wv-trayectoria c-
monocromatica de longitud 2, de nuevo contradiciendo la minimalidad de b.

Por lo tanto b € {1, 2, 3}.

Ahora, sea T" una uv-trayectoria monocromética con [(T) = a. Procediendo por
contradiccién, supongamos que a ¢ {1,3}.

Si a = 2, tenemos por la que u — v, contradiciendo la minimalidad
de a.

Sia > 4, la demostracién es andloga al caso donde la trayectoria es c-monocromati-
ca.

Por lo tanto a € {1, 3}.

O

Lema 5. Sean D wuna digrdfica bi-transitiva y T = (u = v, V1, ..., 0, = V) una

uv-trayectoria monocromdtica de longitud al menos 2. Si existe una flecha simétrica
sy . . . C

monocromatica entre u y vy, entonces para cada i € {2,3,...,n}, se tiene que u — v;

para cada ¢ € {c1,co} (ver|Figura 2.5).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre [(T).

Base de induccién. Si {(T') = 2, entonces el resultado se sigue del [Lema 3|

Hipétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada trayec-
toria monocromatica 7" con 2 < [(T") < n, n > 2.

Paso inductivo. Sea T' = (u = vy, vy, ..., v, = v) una uv-trayectoria monocromati-
ca. Por hip6tesis de induccién sobre la trayectoria (u, T', v,_1) tenemos que, para cada
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i €{2,3,...,n—1}, se tiene que u = v; para cada c € {cy, c}. Entonces tenemos que
u = v, para cada ¢ € {c1, ¢} y vn1 — v para algin ¢ € {c|, ¢, }, se sigue de la
que u — v. Se sigue del [Lema 3| que u < v para cada ¢ € {c|,cy}. Por

lo tanto, para cada i € {2,3,...,n}, se tiene que u — v; para cada ¢ € {c;,c;}. O

=/ , T

) oVl — — | eUn-1 — - oy

v

Figura 2.5

Sean D una digréficay f = (u,v) € F(D), al invertir la flecha f nos referimos
a que reemplazamos la flecha (u, v) por la flecha (v, u). La digrafica inversa de D es
la digréfica obtenida al invertir todas las flechas de D. En el contexto de digraficas
2-coloreadas, la inversion de las flechas preserva colores, es decir, al invertir una
flecha (u,v) de color ¢, obtenemos la flecha (v, u) de color c.

Teorema 13. La digrafica inversa de una digrdfica bi-transitiva es bi-transitiva.

Demostracion. Sean D una digrafica bi-transitiva, D’ su digrafica inversay {u, v, w} C
V(D') tales que u = vy v — w en D'. Entonces por la definicién de digrafica inversa

(& c . o . . (&
tenemos que v — u y w — v en D, como D es bi-transitiva se sigue que w — u, con

¢ # ¢, en D. Entonces se sigue de la definicién de digrafica inversa que u — w en
D'. Por lo tanto, D’ es bi-transitiva. O

Lema 6. Sean D una digrdfica bi-transitiva y T = (u = vg,v1, ..., 0, = V) una
uv-trayectoria monocromdatica de longitud al menos 2. Si existe una flecha simétrica
monocromdtica entre v,_1 y v, entonces para cada i € {0,1,2,....n — 2}, se tiene
que v; = v para cada ¢ € {cy, co}.

Demostracion. Consideremos la digréfica inversa D' de D. Reetiquetemos los vérti-
ces de T en D' de la siguiente forma: vy/ = v,_;, ' = v y v = wu. Entonces
T = (v =wv,v,...,uv, =) es una v'v'-trayectoria monocromética en D’ y hay fle-
cha simétrica monocromética entre v’ y v1’ en D’. Como D’ también es bi-transitiva,
se sigue del que para cada i € {2,3,...,n}, se tiene que v/ = v;’ para cada
¢ € {c1,c}, en D'. Por la definicién de digréfica inversa tenemos que para cada
i €{2,3,...,n}, se tiene que v;’ = v/ para cada ¢ € {c,c;} en D, es decir, para cada
i€{0,1,2,...,n — 2}, se tiene que v; — v para cada ¢ € {c1, ¢}, en D. ]
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Capitulo 3

Ciclos en digraficas bi-transitivas

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades interesantes de los ciclos en
digraficas bi-transitivas, particularmente en digraficas bi-transitivas asimétricas. Ve-
remos que todo ciclo en una digrafica de este tipo tiene longitud par y es alternante,
ademas si ésta no tiene lazos es bipartita, por otro lado si ambas clases de color son
unilateralmente conexas entonces la digrafica es aciclica.

3.1. Ciclos en digraficas bi-transitivas

Teorema 14. Sea D una digrafica bi-transitiva asimétrica. Todo ciclo de longitud
par en D es alternante (ver|Figura 3.1)).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre {(C), donde C es un ciclo de lon-
gitud par.

Claramente [(C) > 2, pues no existen flechas simétricas en D.

Base de induccién. Si ((C) = 4, entonces sea C = (vq, v, V3, Vg, v1). Procediendo
por contradiccion, supongamos que C no es alternante, entonces al menos dos flechas
consecutivas en C son del mismo color, supongamos sin pérdida de generalidad que
ce((v1,v2)) = ce((va, v3)) = c1. Se sigue de la [Definicién 1| que v; = vs.

Si ce((vs,v4)) = c2, entonces por la [Definicion 1| se tiene que v; — vy, y por lo
tanto, existe una flecha simétrica entre v y vy4, contradiciendo que D es asimétrica.

En otro caso, c¢((vs,v4)) = ¢1. Si ce((v4,v1)) = ca, entonces por la [Definicion 1]
se tiene que vy — w3, y por lo tanto existe una flecha simétrica entre vy y vy,
contradiciendo que D es asimétrica. De lo contrario, c¢((vy,v1)) = ¢1 y, de nuevo
por la se tiene que vy — vy, por lo tanto existe una flecha simétrica
entre vs y vy, lo cual contradice que D es asimétrica. Podemos concluir que C es
alternante.

Hipdétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada ciclo
de longitud par C’, con 4 < [(C') < n, n > 4.

Paso inductivo. Sea C = (v, vs, ..., vy, v1) un ciclo de longitud par. Procediendo
por contradiccion, supongamos que C no es alternante. Sea T una trayectoria mo-
nocromatica de longitud maxima en C. Supongamos sin pérdida de generalidad que
T es c;-monocromatica.

Si l(T) > 4 entonces sea (vl,vz+1,vl+2,vz+3,vz+4) una subtrayectoria de T, se
sigue de la que v; = Vit2 V Vito 2, Vitd-

Sea C' = (viy4,C,v;) ®(v;, Viro)®(Via, Viva) con c((vi, viva)) = c((Viz2, Viza)) = Co.
Se sigue de la hipétesis de induccién que C' debe ser alternante, sin embargo C’ tiene
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dos flechas consecutivas del mismo color, a saber ce: ((v;, vir2)) = cor((Vig2, Viga)) =
Cs, lo cual es una contradiccion.

Si l(T) = 3, entonces sea T' = (v;, V11, Vita, Vir3), se sigue de la maximalidad de
I(T), que ce((vi—1,v;)) = ce((viys, Viga)) = co. Ahora, por la [Definicién 1], tenemos
que v; = v, v de esto se sigue, también por la [Definicion 1|, que v;—; = v;49.

SeaC' = (viy2,C,v;_1)®(v;_1,vi12) con c((v;_1,v;12)) = 1. Se sigue de la hipdtesis
de induccién que C’ debe ser alternante, sin embargo C’ tiene dos flechas consecutivas
del mismo color, a saber ce/((v;_1,v42)) = cor((Viz2,vir3)) = c¢1, lo cual es una
contradiccion.

Finalmente si [(T') = 2, sea T = (v;, V41, Vit2). Se sigue de la maximalidad de
I(T), que ce((vi—1,v;)) = ce((viga, Vigs)) = co. Ahora, por la [Definicién 1], tenemos
que v; = v;40 y de esto se sigue, también por la [Definicién 1| que v;_1 =5 V9.
Consideremos el ciclo C' = (v;42,C,v;_1) ® (v;_1,v;12) con c((v;_1,v;12)) = ¢;. Por
hipétesis de induccién tenemos que C’ es alternante, por lo que c¢((v;_2,v;-1)) = ca.
Se sigue de la que vi_s — v;.

Ahora consideremos el ciclo C” = (v;12,C,v;_2)e(v;_2,v;)®(v;, V;i12) con c((v;_2, v;))
=1y c((v5,v42)) = c2. Se sigue de la hipédtesis de induccién que C” debe ser al-
ternante, sin embargo C” tiene dos flechas consecutivas del mismo color, a saber
cer (Vi viv2)) = cer((viz2,viv3)) = o, lo cual es una contradiccién. Podemos con-
cluir que C es alternante.

O

A continuacién, veremos que no puede haber ciclos de longitud impar en una
digrafica bi-transitiva asimétrica.

Teorema 15. Todo ciclo en una digrdfica bi-transitiva asimétrica tiene longitud par

(ver|Figura 3.9).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre [(C), donde C es un ciclo en D.

Claramente [(C) > 2, pues no existen flechas simétricas en D.

Base de induccién. Procediendo por contradiccién, supongamos que [(C) = 3, sea
C = (vy,v9,v3,v1), entonces al menos dos flechas consecutivas en C son del mismo
color, supongamos sin pérdida de generalidad que cc((vy,v2)) = ce((va, v3)) = 1. Se
sigue de la que 11 = vs. Por lo tanto existe una flecha simétrica entre
v1 y v3, lo cual contradice que D es asimétrica.

Hipétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada ciclo
C',con 3 <I(C') <n,n>3.

Paso inductivo. Sea C = (vy, va, ..., Uy, v1) un ciclo en D. Procediendo por con-
tradiccién, supongamos que [(C) es impar. Entonces al menos dos flechas conse-
cutivas en C son del mismo color, supongamos sin pérdida de generalidad que
ce((vie1,v3)) = ce((vi,vip1)) = ¢1. Se sigue de la que v — V1.

Consideremos el ciclo C" = (vi41,C,v—1) ® (vi—1,vi41), con c((vi—1,viq1)) = Co.
Como [(C") es par, se sigue del que C” es alternante. Por lo tanto
ce((viea,vi1)) = ce((vig1, viga)) = c1. Se sigue de la que vi_g — v; ¥
v; = V9. El ciclo C' = (vi19,C,v;_2) ® (v;_2,v;) ® (v;,v;42) tiene longitud impar,
contradiciendo la hipétesis de induccién. Podemos concluir que I(C) es par. [

Corolario 9. Todo ciclo en una digrdfica bi-transitiva asimétrica tiene longitud par
y es alternante.
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olVi+1
.’Ui+2 / \
/ \ Ve o,
- T
T l v;_,® ®V;\ s
v;® V14 ¥,
2 < “ OV, 14
(o) U(T) > 4 (b) UT) = 3
oV
UV ,® Vi yo
V13
(c) (T) =2
Figura 3.1
Demostracidn. Se sigue de los Teoremas [14] y [15 O

Corolario 10. Toda digrdafica bi-transitiva asimétrica sin lazos y fuertemente conexa
es bipartita.

Demostracién. Se sigue del y del [Teorema 7} O

Teorema 16. St D es una digrdfica bi-transitiva asimétrica con ambas clases de
color Cy y Cy, unilateralmente conezas, entonces D es aciclica (ver|Figura 3.5).

Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que existe un ciclo C =
(v1, V2, ..., v, v1) en D. Sean {v;,v;} C V(C) con v; # vj. Como la clase de color
C es ci-unilateralmente conexa, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
existe una v;v;-trayectoria c;-monocromatica.

Se sigue del que existe una v;v;-trayectoria ¢;-monocromatica 7" tal
que I(T') € {1,2,3}.

Primero supongamos que [(T) # 1.

Observemos que existe un vértice v € V(T') — {v;,v;} tal que v € (v;,C,v;), de
lo contrario el ciclo T" e (v;,C, v;) es un ciclo que no es alternante, contradiciendo al
[Corolario 91
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AN
T l

Vi—2® o).

Figura 3.2

Si [(T) = 2, se sigue de la que v; = v;. Sea T = (v;,z,v;). Por lo
observado anteriormente tenemos que = € (v;,C,v;). Se sigue del [Corolario 9| que
los ciclos (z,T,v;) e (v;,C,x) y (v;, T,z) e (z,C,v;) tienen longitud par, y de esto se
sigue que las trayectorias (v;,C,x) y (z,C,v;) tienen longitud impar. Por lo tanto la
trayectoria (v;, C,v;) tiene longitud par. El ciclo (v;,C, v;) e (v;, v;) con c((vs, v;)) = ¢2
es un ciclo de longitud impar, contradiciendo al [Corolario 9| (ver [Figura 3.3a)).

Si I(T) = 3, entonces sea T = (v;, 7,9, v;), se sigue de la[Definicién 1| que v; = y

v 2 v;. Tenemos las siguientes posibilidades:

(¢) Siz € (v;,C,v) yy ¢ (vj,C,v;), entonces el ciclo (z,T,v;) ® (v;,C,z) es un
ciclo que no es alternante, contradiciendo al De manera andloga,
podemos ver que si ¢ ¢ (v;,C,v;) y y € (v;,C,v;), entonces se obtiene una

contradiccién (ver [Figura 3.3bj).
(43) Si{z,y} C (v;,C,v;), entonces se sigue del que los ciclos (x,C,v;) ®

(v;, T,z) y (y,C,x) ® (x,T,y) tienen longitud par, y de esto se sigue que las
trayectorias (y,C,z) y (z,C,v;) tienen longitud impar. Por lo tanto la trayec-
toria (y,C,v;) tiene longitud par. El ciclo (y,C,v;) e (v;,y) con c((v;,y)) = 2
es un ciclo de longitud impar, contradiciendo al |Corolario 9| (ver [Figura 3.3c]).

Por lo tanto, podemos concluir que [(T) = 1, es decir, v; < v;.

Se sigue del que el ciclo (v;,C,v;) @ T es alternante, por lo que
ce((vj,vj41)) = ca.

Como la clase de color ¢y es cp-unilateralmente conexa, entonces de manera
similar se prueba que v; = v 0 V; 25 v;. Pero D es asimétrica y ya sabemos que
v; = v;, por lo tanto v; = v;.

El ciclo (vj, C,v;) ® (v, v;) con c((v;,vj)) = ¢z no es alternante, lo que contradice
al [Corolario 9| (ver [Figura 3.3d)).

Por lo tanto, no existe tal ciclo C. O]
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Figura 3.3
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Capitulo 4

Digraficas bi-generadas por ciclos
monocromaticos

En este capitulo nos centraremos en ciclos monocrométicos dentro de digrafi-
cas bi-transitivas y las digraficas que éstos bi-generan. Veremos que la congruencia
(mdd 3) de la longitud de los ciclos monocromaticos es fundamental para la teoria
de digraficas bi-transitivas.

Comenzaremos observando a los ciclos monocromaticos de longitud 2, es decir,
flechas simétricas monocromaticas. Mas adelante probaremos que los ciclos de lon-
gitud # 0 (mdd 3) bi-generan digraficas con todas las flechas posibles de cada color,
es decir, digraficas bi-completas. También veremos que las subdigraficas de cada co-
lor son totalmente simétricas una con respecto a la otra. Demostraremos que basta
con que exista una flecha simétrica monocromatica en un ciclo monocromatico para
que se bi-genere una digrafica bi-completa y que toda digrafica bi-transitiva, con al
menos una clase de color fuertemente conexa y con al menos un ciclo de longitud
# 0 (madd 3) o un lazo, es bi-completa.

Por tltimo, introduciremos el concepto de digrafica ciclicamente k-partita y cicli-
camente k-partita bi-completa, veremos algunas propiedades sobre éstas y proba-
remos que toda digrafica bi-transitiva sin lazos y con al menos una clase de color
fuertemente conexa tal que todo ciclo tiene longitud = 0(mdd3) es ciclicamente
3-partita bi-completa.

Concluiremos que toda digrafica bi-transitiva con al menos una clase de color
fuertemente conexa es bi-completa o ciclicamente 3-partita bi-completa.

4.1. Comportamiento de los ciclos monocromati-
cos

Lema 7. Sea D una digrdfica bi-transitiva. Un ciclo c-monocromdtico C, con l(C) =
2, bi-genera lazos de color ¢, con ¢ # ¢, en cada uno de los vértices de C (ver

Figura 1.18).
Demostracidn. Se sigue del [Lema 3| O

Lema 8. Si D es la digrdfica bi-generada por un ciclo c-monocromdtico C con l(C) >
4, entonces existen todos los saltos de longitud 4 de color ¢ en D.
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Demostracion. Sean {u,v} C V(C) tales que de(u,v) = 4. SeaT = (u,C,v). Como T’
es una trayectoria c-monocromatica y [(T') =4 = 1 (mdd 3), se sigue del m
que u < v, es decir, existe el salto de longitud 4 (u, v) de color ¢ en D.

Lema9. Si D es la digrifica bi-generada por un ciclo c-monocromdtico C = (vy, vg, ...,

v, = v1) con l(C) > 5 yv; € V(C), entonces existe el ciclo c-monocromdtico
C' = (v, Vix4) ® (Vi34,C,05) con cer((vi,vi14)) = ¢ y I(C") = 1(C) (Mdd 3).
Demostracion. Se sigue del y de que [(C") = {(C) — 3. O

Teorema 17. Un ciclo monocromdtico C con I(C) >4 yI(C) # 0(mdd 3), bi-genera
una digrdfica bi-completa.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre [(C).

Base de induccién. Si l(C) = 4, entonces sea C = (vq, U2, U3, U4, ¥1). Supongamos
sin pérdida de generalidad que C es c;-monocromatico. Se sigue de la
que vy SN V3, Uy 2 Vg4, U3 2 V1, ¥ U4 2 V9, es decir, existen flechas simétricas cy-
monocromaticas entre vy y vz y entre vy y vy4, respectivamente. Se sigue del |Lema 3] -
que existen los lazos de color ¢; en cada uno de los cuatro vértices del ciclo y que
v; REN Vig1 Y Uiyl “, v; para cada ¢ € {1,2,3,4} y para cada j € {1,2}. Por
lo tanto, tenemos flechas simétricas ¢;-monocromaéticas entre v; y v;11 para cada
i€{1,2,3,4}, por el tenemos que existen los lazos de color ¢y en cada uno
de los cuatro vértices del ciclo y que v; =% vito ¥ Viys — v; para cada i € {1,2}.
Con esto concluimos que la digrafica bi-generada por C es bi-completa.

Sil(C) = 5, sea C = (v1, 9,03, vy, V5,v1). Supongamos sin pérdida de genera-
lidad que C es c¢;-monocromético. Se sigue de la que existe el ciclo
co-monocromatico (vy,vs, vs, Ve, Vg, v1). De esto y de la tenemos que
que existe el ciclo ¢;-monocromético (vq, vs, vy, v3, V9, v1). Ahora, por la 7

tenemos que existe el ciclo co-monocromético (vq, vy, v9, vs, v3,v1). Por el y
la existencia de las flechas simétricas c;-monocromaticas entre v; y v;11, tenemos
que existen los lazos de color ¢y en cada uno de los cinco vértices del ciclo y que
existen los ciclos ¢j-monocromaticos (vy, vs, vs, Vg, g, v1) v (V1, Vs, Vo, U5, V3, V7). Fi-
nalmente, por el y la existencia de las flechas simétricas cy-monocrométicas
entre v; y v;40, tenemos que existen los lazos de color ¢; en cada uno de los cin-
co vértices del ciclo y que existen los ciclos co-monocromaticos (vy, v, vs, vy, Us, V1)
y (v1, 5,04, v3,09,v1). Con esto concluimos que la digrafica bi-generada por C es
bi-completa.

Hipétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada ciclo
monocromatico C' con 7 < [(C') < n y I(C) # 0 (madd 3).

Paso inductivo. Sea C = (vy,va, ..., Uy, v1) un ciclo c-monocromético con {(C) =
[ (maod3), 1 € {1,2}.

Se sigue delque existe el ciclo c-monocromatico C' = (v;, v;44)®(vi14,C, v;)
con cor((vi,vi44)) = ¢y U(C") = I(C) (mdd3). Por hipétesis de induccién tene-
mos que C' bi-genera una digrafica bi-completa. Por lo tanto v;;4 — v;. El ciclo
C" = (Viza,v;) ® (v;, C,v;44) con cer((vigg,v;)) = ¢, es un ciclo monocromatico de
longitud 5, y por la base de induccion se tiene que C” es bi-completa.

Esto se puede para hacer, para cualesquiera {u,v} C V(C) tales que d¢(u,v) = 4,
por lo que podemos concluir, que la digrafica bi-generada por C es bi-completa.

]
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MONOCROMATICOS

El caso de las digraficas bi-generadas por ciclos de longitud congruente con 0
moédulo 3 es especial, pues éstas no son bi-completas, pero si podemos asegurar
la existencia de algunas de sus flechas. A continuaciéon veremos que todo salto de
longitud no congruente con 0 médulo 3 existe.

Teorema 18. SiC es un ciclo c-monocromdtico y {u,v} C V(C) tales que de(u,v) =
k (maod3) con k € {1,2}, entonces u — v. Mds ain,

» Si k=1 entonces u — v.

» Sik =2 entonces u — v con ¢ # c,

(ver|Figura 4.1]).
Demostracidn. Se sigue del [Teorema 9]

Figura 4.1

En el caso en que la longitud del ciclo C sea congruente con 0 médulo 3, la
subdigrafica de color ¢; de la digrafica bi-generada por el ciclo C, serd la misma que
la subdigrafica de color ¢y, pero en sentido contrario. Esto es una observacion del
siguiente teorema.

Un ciclo monocromatico de color ¢; bi-genera el ciclo monocromatico de color
co que consiste de los mismos vértices que el ciclo original pero recorrido en sentido
contrario.

Lema 10. SiC = (v, v, ..., Uy, v1) €s un ciclo c-monocromdtico conn > 3, entonces
el ciclo é-monocromdtico C' = (vy, vy, Up_1, ..., U2, 1), con ¢ # ¢, existe en la digrdfica

bi-generada por C (ver .

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ = ¢; y ¢ = ¢s.

Si la longitud de C es congruente con 1 o 2 mddulo 3, el resultado se sigue de
inmediato del [Teorema 171

En otro caso, si [(C) = k = 0(mdd3), entonces sea v; € V(C) arbitrario. La
trayectoria c¢;-monocromatica (v;,C,v;—1) tiene longitud k — 1 = 2 (mad 3). Se sigue
del M que v; = v;_1. Por lo tanto, v; = v;_; para cada i € {1,...,n}, delo
que se sigue el resultado. O
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Figura 4.2

Teorema 19. Sean D una digrifica bi-transitiva, C un ciclo monocromadtico en D
con l(C) > 3, D' la digrdfica bi-generada por C y {u,v} C V(C). Si fi = (u,v) €
F(D") con c(f1) = ¢, entonces fo = (v,u) € F(D') con c(fs) =¢ y ¢ # c. Es decir,
toda flecha en la digrdfica bi-generada por C, es simétrica bi-color.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre [(C).

Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ = c¢; y ¢ = c¢s.

Base de induccién. Si (C) = 3, el resultado se sigue del [Lema 10]

Hipdétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada ciclo
monocromético C’' con {(C') < n.

Paso inductivo. Sean C = (vy, vg, ..., Uy, v1) un ciclo monocromatico, D’ la digrafi-
ca bi-generada por C y {u,v} C V(C) tales que f; = (u,v) € F(D’) con c(f;) = ¢;.

Si C es ¢;-monocromético y f; € F(C), entonces por el [Lema 10, tenemos que
fo = (v,u) € F(D') con c(fs) = ¢y. De lo contrario, f; ¢ F(C) y el ciclo C" =
f1e(v,C,u) es un ciclo monocromatico de longitud menor que n y por hipdtesis de
induccion tenemos que fo = (v,u) € F(D') con c(f2) = ca.

Si C es co-monocromadtico, entonces por el[Lema 10]existe el ciclo ¢;-monocrométi-
co C* = (v1, U, Up_1, ..., 2,01). Si f1 € F(C*) habremos acabado, de lo contrario, el
ciclo C' = f; @ (v,C*,u) es un ciclo monocromético de longitud menor que n y por
hipétesis de induccion tenemos que fo = (v,u) € F(D') con c(f2) = cq. Por lo tanto,
toda flecha en la digrafica bi-generada por C, es simétrica bi-color. m

A continuacién veremos que toda trayectoria monocromatica de longitud 2 en la
digrafica bi-generada por un ciclo monocromatico bi-genera un ciclo de longitud 3
monocromatico.

Corolario 11. Sean D una digrdfica bi-transitiva, C un ciclo monocromdtico en D
conl(C) > 3, D' la digrdfica bi-generada por C y{x,y,z} CC. Si fi = (z,y) € F(D')
y fo = (y,2) € F(D') con c(f1) = c(f2) = ¢, entonces f3 = (z,x2) € F(D') con
c(fs3) = ¢ (ver[Figura 4.3).

Demostracion. Se sigue de la |Definiciéon 1| que fy = (x,2) € F(D') con c(fy) = ¢

y
¢ # ¢, entonces por el [Teorema 19| tenemos que f3 = (z,x) € F(D’) con c(f3) = ¢,
formando el ciclo e-monocromatico (z,y, z, x). ]
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/\

Z

Figura 4.3

Corolario 12. Si D es una digrdfica bi-transitiva, C = (v1,va, ..., Uy, v1) un ciclo
c-monocromdtico en D, con n > 3 y D' la digrdfica bi-generada por C, entonces
fi = (vi,v5) € F(D') con c(f1) = c siy solo si fo = (vj41,v;) € F(D') conc(fz) =c
fver g £.9).

Demostracidn. Se sigue del [Corolario 11} O

.Ui

%.\
N

*Uj+1
Figura 4.4

Corolario 13. Si D es una digrdfica bi-transitiva, C un ciclo c-monocromdtico en
D con I(C) = 0(mdd3), entonces C bi-genera ciclos c-monocromdticos de longitud

k = 0(mdd3) para toda k < 1(C).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre [(C).

Base de induccién. Si I(C) = 3, entonces el resultado es inmediato.

Hipétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada
ciclo e-monocromatico C' con [(C') = 0 (madd3) y I(C') < n.

Paso inductivo. Sea C = (v, vg, ..., vy, v1) un ciclo c-monocromaético, el resultado
se sigue del y de la hipétesis de induccién. O
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4.2. DIGRAFICAS BI-COMPLETAS

En la se muestran por separado las subdigraficas inducidas por las
clases de color C y (5, de la digrafica bi-generada por un ciclo monocromatico
de longitud 12, y en la se muestran las subdigraficas inducidas por C
de las digréaficas bi-generadas por los ciclos monocromaticos de longitud 6, 9 y 12,
respectivamente.

Figura 4.5: Subdigraficas inducidas por C y Cs de la digrafica bi-generada por un
ciclo de longitud 12.

4.2. Digraficas bi-completas

Teorema 20. Sean D una digrdafica bi-transitiva, C un ciclo monocromatico en D
con I(C) > 3 y D' la digrdfica bi-generada por C. Si existe una flecha simétrica
monocromdtica en D' entonces D’ es bi-completa.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre [(C).

Base de induccién. Si I(C) = 3, entonces sea C = (v, v, v3,v1) ¥ Supongamos sin
pérdida de generalidad que existe una flecha simétrica c;-monocromatica entre vy y
vy en D',

Se sigue del[Lema 10]que C es ¢;-monocromadtico o existe el ciclo ¢;-monocrométi-
co (v, v3, vg,v1). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que C es ¢;-monocro-
matico. Entonces por el tenemos que existe el ciclo cp-monocromadtico
(U17U37U2,U1)-

Por el tenemos que existen los lazos de color ¢ en v; y vy y ademés
v; % vy para cada i € {1,2} y para cada j € {1,2} y v3 s v; para cada i € {1,2}
y para cada j € {1,2}. El ciclo ¢;-monocromdtico (vy,vs, ve,v;) implica, por el
[Lema 10] la existencia del ciclo ca-monocromadtico (v1,v2,v3,v1). Entonces tenemos
flechas simétricas monocromaticas de cada color entre cada par de vértices y esto
bi-genera lazos de cada color en cada uno de los tres vértices. Por lo tanto D’ es
bi-completa.
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Figura 4.6: Subdigraficas inducidas por C; de las digraficas bi-generadas por los
ciclos de longitud 6, 9 y 12, respectivamente.

Hipétesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada ciclo
monocromético C' con {(C") < n.

Paso inductivo. Sean C = (vq,va, ..., U, v1) un ciclo c-monocromatico, D’ la
digrafica bi-generada por C, {u,v} C V(C) y supongamos que existe una flecha
simétrica monocromética f = (u,v) en D'. Sea u = v; para algin i € {1,...,n}.

Supongamos primero que % y v no son consecutivos en C. Si f es c-monocromati-
ca, entonces el ciclo C' = f e (v,C, u) es monocromaético, tiene longitud menor que n
y contiene la flecha simétrica monocromatica f, por hipétesis de induccién tenemos
que C’ bi-genera una digrafica bi-completa. Tenemos que el ciclo C” = (v, u)e(u,C,v)
con c((v,u)) = ¢ es monocromatico, tiene longitud menor que n y contiene la flecha
simétrica monocromética (v, u), por hipétesis de induccién tenemos que C” bi-genera
una digrafica bi-completa.

En particular existe la flecha simétrica c-monocromética f' = (u,v;49), enton-
ces el ciclo C* = f’ @ (v;42,C,u) es monocromatico, tiene longitud menor que n y
contiene la flecha simétrica monocromética f’, por hipétesis de induccion tenemos
que C* bi-genera una digrafica bi-completa. La existencia de las flechas simétricas
monocromaticas entre v, 11 v v;1o y entre v;1o v v;13, respectivamente, implica la
existencia de la flecha simétrica c-monocromatica f” = (v;11,v;43) v por hipétesis
de induccién el ciclo f” e (v;43,C,v;11) bi-genera una digrafica bi-completa. Por lo
tanto D’ es bi-completa.

En otro caso, si f es ¢-monocromética con ¢ # ¢, se sigue del [Lema 10| que existe
el ciclo ¢-monocromético (vy, vy, ...v2, v1) y podemos argumentar de manera andloga.

En caso de que u y v sean consecutivos en el ciclo, con v = v;41, si l[(C) # 0(mdd 3)
entonces del se sigue el resultado. De lo contrario, por la [Definicién 1]
tenemos que v — ;43 con ¢ # ¢ y ademds tenemos por el |Lema 3| que v = Viys,
el ciclo C; = (v,vi43) ® (v;43,C,v) con c((v,v;43)) = ¢ es monocromatico, tiene
longitud menor que n y contiene la flecha simétrica monocromatica f, por hipdtesis
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4.2. DIGRAFICAS BI-COMPLETAS

de induccion tenemos que C; bi-genera una digrafica bi-completa. Podemos continuar
la prueba como hemos hecho anteriormente. O

Teorema 21. Sean D una digrdfica bi-transitiva tal que la clase de color C es c-
fuertemente conexa y v un ciclo monocromdtico en D con l(y) > 3 tal que la digrdfica
bi-generada por «y es bi-completa. StV (y) G V(D), entonces existe v € V(D) —V ()

tal que la digrdfica bi-generada por V(v) U {v} es bi-completa (ver[Figura 4.7).

Demostracion. Sea vy = (v, v, ..., Uy, v1). Como V(y) & V(D) y la clase de color C'
es c-fuertemente conexa, existe v € V(D) con v ¢ V() tal que v — v; para algin
v; € 7, sea fi = (v,v;) con c(f;) = c¢. Como la clase de color C' es c-fuertemente
conexa entonces existe una v;_jv-trayectoria c-monocroméatica y por
tenemos que existe una v;_jv-trayectoria monocromatica de longitud 1 o existe una
v;_1v-trayectoria monocromatica de longitud 3. Probaremos que en cualquier caso
Vi—1 i> V.

Si existe v;_jv-trayectoria monocromética de longitud 1, se sigue del que
Vi—1 i> V.

De lo contrario, supongamos que existe una v;_jv-trayectoria monocromaética de
longitud 3, digamos T' = (v;_1, u, w,v). Si u,w ¢ {v;} y T es c-monocromatica en-
tonces el cicloy = T'e f; e (v;, v;_1) con c((v;,v;—1)) = ¢ es un ciclo c-monocromético
de longitud 5 y el implica que 7' bi-genera una digréfica bi-completa,
en particular v;_; — v. Si T' es é-monocromatica, se sigue de la [Definicién 1]y del
m que v;_1 — v. En otro caso, si v = v; 0 w = v; por el |[Lema 5| tenemos que
vi_1 — v. En cualquier caso tenemos que v;_; — v.

Ya que 7 bi-genera una digrafica bi-completa, tenemos que existe el ciclo v, =
(vl, V9, oevy Up, vl) c-monocromatico. Entonces tenemos que (v,;, Y1, vi,l) ° (vi,l, v) ofi,
con ¢((v;_1,v)) = ¢, es un ciclo c-monocromético con flecha simétrica monocromética
y por el tenemos que la digrafica bi-generada por V(v) U {v} es bi-
completa.

]

Teorema 22. Sea D una digrdfica bi-transitiva con al menos 8 vértices, tal que la
clase de color C' es c-fuertemente conexa, si D contiene un ciclo monocromdtico de
longitud n con n # 0(mdd3) o D contiene un lazo entonces D es bi-completa.

Demostracion. Supongamos primero que existe un ciclo monocromatico v de longi-
tud n con n # 0 (madd 3).

Supongamos primero que n = 2, sea v = (u,v,u). Como V(D) > 3y D es
fuertemente conexa, existe z € V(D) — {u, v} tal que £ — u o © — v. Se sigue del
Lema 3[que z <% uy x <% v para cadai € {1,2}. La clase de color C' es c-fuertemente
conexa y el nos dice que existe una uz-trayectoria c-monocromética T
tal que ((T") € {1, 2,3}. Supongamos que [(T") = 3, si 7y es c-monocromatico tenemos
por el que v — z. Si 7y es ¢-monocromdtico con ¢ # ¢, tenemos por el
que existe una ua-trayectoria de longitud 2 tal que la primera flecha es
de color ¢ y la segunda es de color ¢, y a partir de esto se obtiene facilmente que
v — x. Ahora, si [(T) = 2 entonces por la [Definicién 1] tenemos que v — z. En
cualqulera de los tres casos tenemos que v — x 0 u — x. Por el [Lema 3|tenemos que
u o vy O o para cada i € {1,2}. Por lo tanto existe un ciclo monocromético
v = (u,v,z,u) con una flecha simétrica entre u y vy se sigue del [T que
éste bi-genera una digrafica bi-completa.
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Ahora, si n > 4, se sigue del que v bi-genera una digrafica bi-

completa.

A continuacién veremos que si D contiene un lazo, entonces también obtenemos
una digrafica bi-completa. Sean v € V(D) y f € F(D) un lazo en v. Como C es c-
fuertemente conexa, tenemos por el que existe un ciclo c-monocromatico,
digamos 7" = (v = vg, V1, ..., Up_1, V). Se sigue del que existe el ciclo ¢

monocromatico (v = vg, Uy_1, ..., V1, Vp)-

Ya sea que c(f) = ¢ o c(f) = ¢, se sigue de la que v < vy 0

v < v,_1, respectivamente. En cualquier caso se tiene un ciclo monocromético que
contiene una flecha simétrica monocromatica, por el tenemos que "
bi-genera una digrafica bi-completa.

Por lo tanto, D contiene una digrafica bi-completa. Sea D’ la digrafica bi-
completa con el maximo nimero de vértices contenida en D.

Supongamos que V' (D') # V(D), se sigue del que existe v € V(D) —
V(D) tal que V(D) U {v} bi-genera una digrafica bi-completa, contradiciendo la
maximalidad de D’.

Por lo tanto V(D') = V(D), y se sigue que D es bi-completa.

4.3. Digraficas ciclicamente k-partitas

Definicién 4. Una digrifica D es ciclicamente k-partita (k > 2), si existe una
particion ¥V = {Vy, V1, ..., Vk_1} de V(D) tal que si una flecha f tiene vértice inicial
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en V; entonces [ tiene vértice final en Viyy (médk). AV la llamamos k-particién
ciclica de V(D). Decimos que D es ciclicamente k-partita completa si D es
ciclicamente k-partita y para cada i € {0,...,k — 1}, si v € V; entonces v — x para

cada x € Viiq (ver|Figura 4.8).

Vo Vi Va
e=— o ®
o
o—— o o

Figura 4.8: Ejemplo de una digréfica ciclicamente 3-partita completa.

Definicién 5. Sea D una digrdfica 2-coloreada. Decimos que D es ciclicamente
k-partita bi-completa (k > 2), si la subdigrdfica de color ¢ es ciclicamente k-
partita completa con k-particion ciclica V = {Vo, Vi, ..., Vi_1} y la subdigrdfica de
color ¢ con ¢ # c es ciclicamente k-partita completa con k-particion ciclica V' =

{Vk—17 ‘//1:—27 (S ‘/17 ‘/0} (U@'F.

Vo Vi Va

Figura 4.9: Ejemplo de una digrafica ciclicamente 3-partita bi-completa.

A continuacién veremos una generalizacion del [Lema 2|y del [Teorema 7], respec-

tivamente.

Lema 11. Sea k > 2, todo camino cerrado de longitud no congruente con 0 modulo
k contiene un ciclo de longitud no congruente con 0 modulo k o un lazo.

Demostracion. Sea W un camino cerrado de longitud no congruente con 0 moédulo
k. Procederemos por induccién sobre [(W).

Base de induccidn. Si (W) = 1, el resultado es inmediato.

Hipdtesis de induccién. Supongamos que el se cumple para cada camino
cerrado de longitud no congruente con 0 (médk) W' con [(W') <n—1,n > 2.

Paso inductivo. Sea W = (vg, v1, ..., v, = vg) un camino cerrado de longitud no
congruente con 0 (médk). Si W no repite vértices, salvo el primero y el dltimo,
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entonces W es un ciclo de longitud no congruente con 0 (mdd k). En otro caso, sea
j€e{l,..,n—1} tal que v; = v; con j < i < n. Consideremos los caminos cerrados
W' = (vo, W, v;) ® (v;, W,vg) y W" = (v;, W,v;), entonces [(W) = [(W') + 1{(W")
y como W tiene longitud no congruente con 0 (mdd k), entonces W' o W” tiene
longitud no congruente con 0 (mdd k). Supongamos sin pérdida de generalidad que
W’ tiene longitud no congruente con 0 (mdd k), por hipé6tesis de induccién se tiene
que W’ contiene un ciclo de longitud no congruente con 0 (mdd k) o un lazo y por lo
tanto W contiene un ciclo de longitud no congruente con 0 (méd k) o un lazo. [

Teorema 23. Toda digrifica fuertemente conexa tal que todo ciclo tiene longitud
congruente con 0 (méd k), sin lazos y con al menos dos vértices es ciclicamente
k-partita.

Demostracion. Sean D una digrafica fuertemente conexa tal que todo ciclo tiene
longitud congruente con 0 (mdd k), sin lazos y v € V(D). Para cada i € {0, 1, ...k —
1} sea A; = {y € V(D) | existe vy-camino de longitud congruente con i (méd k) }.
Probaremos que V = {Ag, A1, ..., Ax_1} es una k-particién ciclica de V(D).

Primero veamos que si {j,j'} € {0,...,k — 1} y j # j/, entonces A; N Ay = 0.
Procediendo por contradiccién, supongamos que existen {7, 7'} C {0,...,k — 1} con
J #Jj', tales que existe w € A; N A% Sean W un vw-camino de longitud congruente
con j (médk)y W’ un vw-camino de longitud congruente con j' (méd k). Como D
es fuertemente conexa, existe un wwv-camino W*.

Tenemos que (W o W*) £ [(W' e W*) (mdd k), de lo contrario [(W) + [(W*) =
(W) + 1L(W*) (méd k) lo que implicaria que (W) = (W) (méd k), es decir, j =
J' (méd k), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto W eW™* o W' e WW* es un camino
dirigido cerrado de longitud no congruente con 0 (mdd k) y se sigue del |Lema 11| que
W eW* o W' eW*, segiin sea el caso, contiene un ciclo de longitud no congruente
con 0 (mdd k) o un lazo, lo cual contradice nuestra hipdtesis.

Por lo tanto A; N A; = 0.

Ademds, Ag # () pues v € Ag y como D es fuertemente conexa, A; # () para cada
ie{0,1,..k—1} y ApUA; U...UA,_; = V(D). Por lo tanto, V es una particién
de V(D).

Ahora veamos que toda flecha f con vértice inicial en A;, tiene vértice final en
Aijy1 (méd k). Si existiera f = (z,y) € F(D) conx € A; yy € Ay con ¢’ # i+ 1
entonces y € A; N Aj con j # j', lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto D es ciclicamente k-partita. O

Lema 12. Sean D wuna digrdfica ciclicamente k-partita con k-particion ciclica V,
{Vi,V;} CV, u eV, yv e V. Todo uv-camino en D tiene longitud congruente con
7 — i modulo k.

Demostracion. Sea W = (u = vp, v1, ..., v, = v) un wv-camino en D. Tenemos que
u = vy € V;, se sigue de la[Definicién 4 que v, € Vi1, lo que a su vez implica que vy €
V;19, continuando con este razonamiento tenemos que v, = v € V;,,. Por lo tanto,
Vien =V} v se sigue que i +n = j (mdd k), concluyendo que n = j —i(mdéd k). O

Teorema 24. Sea D una digrdfica bi-transitiva tal que la clase de color C' es c-
fuertemente conexa y tal que D no tiene lazos. Si todo ciclo monocromdtico en D
tiene longitud = 0 (mdd 3), entonces D es ciclicamente 3-partita bi-completa.
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Demostracion. Se sigue del que la subdigréfica D. de color ¢ es ciclica-
mente 3-partita, sea V = {Vp, V4, Vo } una 3-particién ciclica de D,.. Sean {V;, V;41} C
V,u €V, yv € Vi, como la clase de color C es c-fuertemente conexa tenemos
que existe una uv-trayectoria c-monocromaética, se sigue del que ésta tiene
longitud = 1 (mdd 3), entonces por el m tenemos que u — v. Por lo tanto
la subdigrafica de color ¢ es ciclicamente 3-partita completa con 3-particion ciclica

V. De esto se sigue que toda flecha de D, estd en algin ciclo c-monocromaético y
tenemos, por el m que si u < v entonces v — u con ¢ # c¢. Ademads, todo
ciclo é&-monocromadtico tiene longitud = 0 (mdd 3) y se sigue del que la
subdigrafica D; de color ¢ es ciclicamente 3-partita. Por lo tanto D; es ciclicamente

3-partita completa con 3-particién ciclica V' = {V,, V4, Vy}. Podemos concluir que
D es ciclicamente 3-partita bi-completa. O

A continuacion daremos el resultado principal de esta tesis.

Teorema 25. 5@ D es una digrdfica bi-transitiva con al menos una clase de color
fuertemente conexa entonces D es bi-completa o D es ciclicamente 3-partita bi-
completa.

Demostracidn. Se sigue de los Teoremas [22] y [24] O
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Conclusion

Comenzamos el trabajo definiendo el concepto de digrafica bi-transitiva, en el
cual radica la idea central de esta tesis; nuestro objetivo era descubrir qué propie-
dades tenia esta clase de digraficas. Nuestra intuicién nos decia que con cierto tipo
de conexidad las digraficas bi-transitivas serian hamiltonianas, pero descubrimos
mucho mas que eso.

Algunos conceptos nuevos relacionados con digraficas bi-transitivas, que introdu-
jimos en este escrito son los siguientes: el concepto de digrafica bi-generada (equiva-
lentemente bi-generar una digrafica), digréafica bi-completa y digréfica ciclicamente
k-partita bi-completa.

Empezamos analizando diferentes tipos de trayectorias en digraficas bi-transitivas,
nos dimos cuenta que muchos resultados importantes se deducen de la congruencia
moédulo 3 que tenga la longitud de una trayectoria monocromaética. También pudimos
observar que toda digrafica bi-transitiva tiene niicleo por trayectorias alternantes,
y que si una digrafica bi-transitiva tiene al menos una clase de color fuertemente
conexa entonces el didmetro es a lo mas 2.

Posteriormente estudiamos a los ciclos en las digraficas bi-transitivas asimétricas.
Descubrimos que todo ciclo en una digrafica de este tipo tiene longitud par y es
alternante, ademas si ésta no tiene lazos es bipartita, también vimos que si ambas
clases de color son unilateralmente conexas entonces la digréafica es aciclica.

Mas adelante, examinamos a los ciclos monocromaticos dentro de digraficas bi-
transitivas y las digraficas que éstos bi-generan. Pudimos observar que, al igual que
en el caso de las trayectorias, la congruencia médulo 3 de la longitud de los ci-
clos monocromaticos es fundamental para el desarrollo de la teoria de digraficas
bi-transitivas. Probamos que los ciclos de longitud no congruente con 0 moédulo 3,
bi-generan digraficas con todas las flechas posibles de cada color, es decir, digrafi-
cas bi-completas. También notamos que se presenta una completa simetria entre
las subdigraficas de cada color. Demostramos que basta con que exista una fle-
cha simétrica monocromatica en un ciclo monocromatico para que se bi-genere una
digrafica bi-completa, y que toda digrafica bi-transitiva con al menos una clase de
color fuertemente conexa y con al menos un ciclo de longitud no congruente con 0
(mod 3) o un lazo, es bi-completa.

Por 1ltimo, descubrimos que toda digrafica bi-transitiva sin lazos y con al menos
una clase de color fuertemente conexa tal que todo ciclo tiene longitud congruente
con 0 (mod 3) es ciclicamente 3-partita bi-completa.

Lo que nos lleva a la caracterizacion de digraficas bi-transitivas con al menos una
clase de color fuertemente conexa:

Toda digréafica bi-transitiva con al menos una clase de color fuertemente conexa
es bi-completa o ciclicamente 3-partita bi-completa.
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Fue interesante trabajar con esta clase de digraficas, pues para empezar no
sabiamos nada acerca de ellas, de su comportamiento y caracteristicas, nos plan-
teabamos algo y tratabamos de llegar a aquello, pero estdbamos en la incertidumbre
total, entre tratar de probar que se cumplia una propiedad, quitar o agregar hipétesis
o encontrar contraejemplos. Al principio fue dificil, pero poco a poco fuimos viendo
la luz, iban saliendo cosas que no imagindbamos y era muy emocionante. Primero
no teniamos mas que la pura definicién y logramos caracterizar totalmente a las
digraficas bi-transitivas con al menos una clase de color fuertemente conexa. Quedo
satisfecha, me encantaria que se pudieran seguir estudiando, pues atin queda mucho
por descubrir.
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