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Introduccion

El prop6ésito de este trabajo es estudiar, siguiendo a Reinhold Baer, los grupos finitos no nilpoten-
tes con todos sus subgrupos propios nilpotentes. Para ello primero se recuerdan algunas propiedades
de los p-grupos finitos y de los grupos abelianos finitos que son ejemplos de grupos nilpotentes. Se
define grupo nilpotente finito, se caracterizan los grupos de esta clase y se estudian algunas de sus
propiedades elementales.

Después se estudia la clase de los grupos finitos solubles no nilpotentes con todos sus subgrupos
normales propios nilpotentes, se prueba que los grupos finitos con todos sus subgrupos propios nil-
potentes son solubles. También se prueba un caso especial del célebre teorema de Maschke que nos
serd de utilidad.

Por udltimo se presenta una caracterizacién de grupos finitos no nilpotentes con todos sus subgru-
pos propios nilpotentes que es el objetivo principal de este trabajo.

En el primer apartado de este trabajo se enuncian definiciones y resultados que se utilizan a lo
largo de este estudio. La notacién y convenciones que se usan en esta tesis coinciden, en general, con
las usados por J.J. Rotman en [4]. Se consider6 pertinente agregar las demostraciones de algunos de
los resultados enunciados en este apartado.



Definiciones y resultados preliminares:

En este trabajo los grupos considerados son finitos, a menos que se especifique lo contrario.

Definicion. Si X es un subconjunto de un grupo G, el subgrupo generado por X, denotado como
(X), es lainterseccion de todos los subgrupos de G que contienen a X.
Si X es un conjunto finito {xy, ..., x,}, en lugar de ({x1, ..., x,}) escribimos (x, ..., Xp,).

Teorema. Si X es un subconjunto no vacio de un grupo G, el subgrupo generado por X es el sub-
conjunto formado por todos los productos de la forma xf“ ..Xy", con n = 1, todas las x; elementos de

Xy a; = +1 para cualquier i.

Definicion. Un grupo G es ciclico si es generado por un solo elemento, es decir, si existe g en G,
tal que (g) = G.

Definicion. Un grupo G es abeliano si para cualquier par de elementos ay b de G, ab = ba.

Definicion. Si H y K son subconjuntos de un grupo G, su producto HK es {hklh € H,k € K}, y
H'={h"'he H}.
Si H = {h} en lugar de {h}K se escribe simplemente i K.

Definicion. Si H es un subgrupo de G, una clase izquierda de H es el subconjunto g H para algin
elemento g de G. De igual forma una clase derecha de H es el subconjunto Hg para algin elemento

gdeG.

Teorema. Sea G un grupo, H un subgrupo de Gy ay b elementos de G. aH = bH siysélosia™'b
es un elemento de H, de igual forma Ha = Hb siy s6lo si ba™! es un elemento de H.

Teorema. Si G es un grupo y H un subgrupo de G, el conjunto de las clases izquierdas (o derechas)
forman una particion de G y cada elemento de la particion tiene | H| elementos.

Teorema. Si G es un grupo y H es subgrupo de G, existe una biyeccion entre las clases izquierdas
y las clases derechas de H en G.

Definicion. Si G es un grupo y H es un subgrupo de G, el indice de H en G es el nimero de clases
izquierdas de H en Gy se denota como [G: H].

Definicion. Si X es un subconjunto de un grupo G, el orden de X, denotado como |X], es el nu-
mero de elementos de X.

Definicién. Si g es un elemento de un grupo G, el orden de g es [{g)|.

Definicién. Un grupo G de orden 27 es llamado diédrico si es generado por dos elementos sy ¢ de
6rdenes n y dos respectivamente que cumplen que st = s~!. Dicho grupo se denota como Dy .

Teorema (Lagrange). Si G es un grupo y H es un subgrupo de G, |G| = |H|[G : H].



Teorema. G es un grupo ciclico siy s6lo si para cada ntimero natural 7, divisor de su orden, G tiene
un Unico subgrupo de orden n.

Teorema. Si G es un grupo abeliano y el entero positivo m divide el orden de G, G tiene un sub-
grupo de orden m.

observacion. El grupo de permutaciones pares de un conjunto de cuatro elementos denotado co-
mo Ay, tiene orden doce y no tiene subgrupos de orden seis.

Teorema. Si G es un grupo no trivial que no tiene subgrupos no triviales, G es de orden primo.
Demostracion. Si g es un elemento de G diferente del idéntico, el subgrupo generado por g tiene
que ser todo G por lo que G es ciclico, y al ser ciclico tiene un subgrupo por cada divisor de su orden,

pero como no tiene subgrupos no triviales entonces G tiene orden primo.

Definicion. Un subgrupo M de un grupo G es méaximo si estd contenido propiamente en G y no
existen subgrupos propios de G que contengan propiamente a M.

Teorema. Si G es un grupo que tiene un tinico subgrupo maximo, G es ciclico.
Demostracion. Sea M el tinico subgrupo maximo de G y tomemos g un elemento de G que no sea
elemento de M. Si g no generara a todo G, el subgrupo generado por g estaria contenido en el tinico

subgrupo méximo M lo cual seria una contradiccién. Por lo tanto g genera a todo Gy G es ciclico.

Observacion. En el teorema anterior la hipétesis de que G sea finito es necesaria. Z5 x Q tiene co-
mo Unico subgrupo méximo a Q, sin embargo no es ciclico.

Teorema. Si G esun grupoy K < H < G, entonces [(G: K] =[H : K][G: H].

Demostracion.
[G:K]|IK|=|G|=[G: Hl|H|=[G: H][H :K]IK]|, porlo que [G: K] =[G: H][H : K].

Teorema. Si G es un grupo, un subconjunto H de G es un subgrupo siysolosi HH = H= H!.

Teorema. Si G es un grupo y H y K son subgrupos de G, el producto HK es un subgrupo de G siy
solosi HK = KH.

Demostracién. Primero supongamos que HK es un subgrupo de G, por lo tanto HK = (HK)™! =
K 'H™! = KH.Inversamente, si suponemos que HK = K H, se tiene (HK)(HK) = H(KH)K = H(HK)K =
HKy(HK) '=KH)'=H'K!=HK.

Teorema. Si H y K son subgrupos de G, se tiene que |H||K|=|HK||H N K]|.

Demostraciéon. Consideremos la funciéon F : H x K — HK; F(h, k) = hk. Se puede dar una rela-
cién de equivalencia en H x K en donde dos elementos estdn relacionados si tienen la misma imagen,
y como F es suprayectiva el nimero de clases de equivalencia es | HK|y dado que |H x K| = | H||K], so-
lo faltaria probar que la cardinalidad de cada clase de equivalencia es | H N K|. Para esto supongamos



que hy k son elementos de H y K respectivamente, entonces si g es un elemento de la interseccién
de Hy K ocurre que hk = hgg'kyasi (hg, g~ ' k) estd en la clase de equivalencia de (h, k), por lo que
cada clase de equivalencia tiene al menos | H N K| elementos.

Ahora supongamos que la pareja (h/, k') esta en la clase de equivalencia de (h, k), eso significa que
hk = W'k’ por lo que W'"'h = k'k™! y de ahi se tiene que kK'k™! es un elemento de H N K. Ademés
h' = hkk'™1). Por lo tanto (h, k) = (h(kk'"!, (k'k™1)k) y eso prueba que cada clase de equivalencia tie-
ne |H N K| elementos.

Definicion. Se dice que un subgrupo N de G es normal, y se denota como N <G, si para cualquier
elemento g de G se tiene que gNg~ ! = N.

Teorema. N es un subgrupo normal de un grupo G si y s6lo si para cualquier g elemento de G se
tiene que gN = Ng.

Teorema. Si G es un grupo abeliano, cualquier subgrupo de G es normal.

Observacion. El hecho de que H<JN<G no implica que H<G. Por ejemplo consideremos al grupo
de permutaciones de un conjunto de cuatro elementos denotado como S4, que tiene como subgrupo
normal al grupo de Klein V = {1, (12)(34), (13)(24), (14) (23)}. El grupo H = {1, (12)(34)} es normalen V,

sin embargo H no es normal en Sy.

Observacion. Para todo namero natural n = 2, n # 4, A, es el tnico subgrupo normal propio no
trivial de S,. Para n = 4 los tnicos subgrupos normales propios no triviales de S5 son V'y Ay.

Definicion. Un subgrupo N de G es un subgrupo normal méximo si N es un subgrupo normal
propio de G, y no existen subgrupos normales propios de G que contengan propiamente a N.

Definicién. Un subgrupo N de G es un subgrupo normal minimo si N es un subgrupo normal de G
diferente de la identidad, y no existen subgrupos normales no triviales de G contenidos propiamente

en N.

Definicion. Decimos que un subgrupo A de G es subnormal en G si existen Ay, ..., A subgrupos
de G tales que:

A=A1dA <. JA;=G
Cuando un subgrupo A de G es subnormal en G escribimos A < G.

Ejemplo. El grupo H = {1, (12)(34)} es un subgrupo normal de V, que es un subgrupo normal de
S4, porlo que H<<4S, pero H A4 S4.

Por otro lado observemos que los subgrupos de orden dos de S3 no son normales en S3 y por mo-
tivos de orden tampoco pueden ser subnormales.

Teorema. Si G es un grupoy A, BY C son subgrupos de G tales que A<I<B<<C, entonces A<JI<C.



Teorema. Si N es un subgrupo de Gy [G: N] =2, se tiene que N es un subgrupo normal de G.

Definicion. Al conjunto formado por las clases izquierdas (o derechas) de N se le denota como
G/N.

Teorema. Si N es un subgrupo normal de un grupo G, G/ N es un grupo con la operacion aNbN =
abN.

Definicion. Un grupo no trivial G es simple si no tiene subgrupos normales no triviales.
Observacion. Si un grupo G es simple, cualquier subgrupo propio no trivial no es subnormal.

Ejemplo. Cualquier grupo de orden primo es simple; A, con n = es simple. Evariste Galois cono-
ciala simplicidad de As.

Teorema. Si G es un grupo, N un subgrupo normal de G y H un subgrupo de G que cumple que
(IH|, [G: H]) =1, entonces también |(HN N|,[N: Hn N]) =1.

Demostracion.

|H||IN| | H|
[HN:N]=|HN|/|N|= = =[H:HnN].
|[HNNI|IN| [|HnN]|

También, [HN: H][H: HNN]=[HN: HNN]=[HN:N][N: HnN],porloque [HN: H] = [N: HNN].
Esta ultima igualdad se usard més adelante.

Por la hipo6tesis sabemos que (|H|, [G: H]) = 1.

Debido a que [HN : H] esundivisor de [G : H], entonces (|H|,[HN: H]) =1,yasi (|H|,[N: HNN]) = 1.
Como |H n N| es un divisor de |H|, concluimos que (HNN|,[N: HNN]))=1.1

A un subgrupo H de G que cumple que (|H|, [G: H]) =1 se le llama subgrupo de Hall de G. Lo que
se acaba de probar es que si NV es un subgrupo normal de G y H un subgrupo de Hall de G entonces
HnN N es un subgrupo de Hall de N.

Con las hipotesis del teorema anterior, también es cierto que HN/N es un subgrupo de Hall
de G/N. En efecto, como |HN/N| = |H|/|H n N|, se tiene que |HN/N| divide a |H|, ademas [G/N :
HN/N]=[G:HN],ycomo [G: H] = [HN: H][G: HN], entonces [G/N : HN/N] divide a [G: H] y asi,
como por hipétesis (|H|, [G: H]) = 1, entonces también (|HN/N|,[G/N: HN/N]) = 1.

Observacion. Si N no es un subgrupo normal de G, puede ocurrir que Hn N no sea un sub-
grupo de Hall de N aunque H lo sea de G. Por ejemplo, consideremos el grupo Ss, y el subgrupo
H=({(1,2),(1,2,3,5)}), que es isomorfo a D), que es un subgrupo de Hall de S5 pues es de orden 8,
pero si consideramos a N el subgrupo de permutaciones de S5 que deja fijo al 5, su interseccion con
H es no trivial pues contiene al menos a (1,2) pero no contiene a todo H, por lo que la interseccion
no puede ser un subgrupo de Hall de N.

Definicién. Una funcién F de un grupo G a un grupo H, es un homomorfismo, si para cualesquie-
ra ay b elementos de G, F(ab) = F(a)F(b).



Definicién. Una funcién F de un grupo G a un grupo H, es un isomorfismo, si F es un homomor-
fismo y es biyectiva. Decimos que dos grupos son isomorfos si existe un isomorfismo de un grupo en
el otro.

Definicién. Un automorfismo de un grupo G, es un isomorfismo de G en G.

Teorema. Los automorfismos de un grupo forman un grupo con la operacién de composicion de
funciones.

Definicion. Si F : G — H es un homomorfismo, el nucleo de F es el subgrupo de todos los ele-
mentos g en G tales que F(g) = 1.

Teorema fundamental del homomorfismo. Si F: G — H es un homomorfismo de grupos cuyo
nucleo es K, K es un subgrupo normal de Gy G/K es isomorfo a la imagen de G bajo F.

Se tienen los siguientes dos teoremas importantes de isomorfismos.

Teorema. Si Ny H son subgrupos del grupo Gy N es normal, ocurre que NN H esnormalen Hy
los grupos H/Nn Hy NH/N son isomorfos.

Teorema. Si Hy K son subgrupos normales del grupo Gy K < H, entonces H/K esnormal en G/K
yademas (G/K)/(H/K) = G/ H.

Teorema de la correspondencia. Si K es un subgrupo normal del grupo G,y ¢ : G — G/K el ho-
momorfismo canénico dado por ¢(g) = gk, se tiene que la funcién ¥ entre los subgrupos de G que
contienen a K y los subgrupos de G/K dada por ¥Y(H) = ¢(H) es una biyeccion. Ademas, si N; y N»
son subgrupos de G que contienen a K, se tiene que N} < N, siy s6lo si ¢(IN7) < @(N2), y en este caso
[N : N1l = [@(N2) : @(IN7)], ademds Ny < N, siy s6lo si @(IN7) <@ (No).

Teorema (ley de Dedekind). Si K y L son subgrupos de G y H es un subgrupo de L, entonces
HKnL=H(KnL).

Demostracion. Sea [ € HK N L, [ = hk con h elemento de H y k elemento de K, observemos que
k=h"'1esun elemnto de L por lo que [ es un elemento de H(K N L).
Inversamente, si hx es un elemento de H(K N L) con h un elemento de Hy x un elementode KnL, H
es un elemento de HK y x es un elemento de L por lo que hx es un elemento de HK N L.

Observemos que en particular si HK = G se tiene que L= H(KN L).

Definicion. El centro de un grupo G denotado como Z(G) es el subconjunto de los elementos g
de G tales que ga = ag para cualquier a elemento de G.

Teorema. El centro de un grupo G es un subgrupo normal.

Teorema. Si G es un grupo, H un subgrupo de G, K un subgrupo de Z(G)n Hy H/K es ciclico,
entonces H es abeliano.
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Demostracion. Sean ay b elementos de H, y sea hK un elemento que genera a todo H/K, se tiene
que a = h"k; y b = h"k,, como K es un subgrupo del centro de G y las potencias de un elemento
conmutan entre si, ab = h""k1h™k, = h"h™k,k; = h"k,h" k; = ba.

Definicion. Si H y K son grupos, su producto directo H x K es el grupo de las parejas ordenadas
(h,k) con he Hy k € K con la operacion (h, k) (W', k") = (hl', kk').

Teorema. Si H y K son subgrupos normales de G, con HN K = 1, se tiene que HK y H x K son
isomorfos.

Teorema. Si un grupo G es el producto directo de los subgrupos H; y H>, cuyos 6rdenes son pri-
mos relativos, cualquier subgrupo K es el producto directo de KN H; y KN H.

Demostracion. K N H; <K pues si tomamos k € Ky h € Kn Hj, entonces khk™' e H; (ya que
H; <G) yademds es claro que khk™! € K pues estamos multiplicando elementos de K. Andlogamente
KnH,<dK.
Luego, como H; n H, = 1, entonces el producto de K n H; con KN Hy es un producto directo en K.
Sabemos que todo elemento k € K es el producto k = hyhy con h; € H;, hy y hy conmutan, pues por
la normalidad de H; y H» en G el producto hy hy hl_lhz_1 € Hy n H, = 1.Por otro lado los 6rdenes de h;
y hy son primos relativos, entonces el orden de k es el orden de &, por el orden de hy, y el producto
directo de (h;)(hy) es (k) pues (k) < (h;)(hy) y el orden de k es igual a la cardinalidad de (h;){hy). Por
lo que hy, hy € Ky asi K es el producto directo de KN Hy y KN Hy.

Corolario. Si G es el producto directo de n subgrupos Hj, ..., H, < G cuyos 6rdenes son primos
relativos, entonces cualquier subgrupo K < G es el producto directo de Kn Hy, KN Hy, ..., KN Hy,.

Teorema. Si G es un grupo abeliano y g € G tiene orden méximo, existe H un subgrupo de G tal
que(g) x H=0G.

Definicion. Si G es un grupo y p un primo, se dice que G es un p-grupo abeliano elemental si G es
abeliano y todos los elementos de G son de orden p.

Teorema. Si G es un p-grupo abeliano elemental, entonces G es un espacio vectorial sobre el cam-
po de Galois de p elementos GF(p), y su grupo de automorfismos coincide con el grupo general lineal
de G visto como espacio vectorial sobre GF(p).

Definicién. Si G es un grupo y X un conjunto no vacio, una accién de G sobre X es una funcién
a: G x X — X que cumple las siguientes dos propiedades:
(1) a(1, x) = x para cualquier x.
(2) a(gh,x) =a(g,alh,x)).
En adelante se denotard a a(g, x) como gx.

Definicion. Si G es un grupo que actta sobre un conjunto X, la 6rbita de un elemento x € X es el
subconjunto O(x) = {gx|g € G}.

Teorema. El conjunto formado por las 6rbitas de los diferentes elementos de X forman una parti-
ciéon de X.
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Una 6rbita de X es alguna 6rbita O(x) para algtin elemento x de X.

Teorema. Si un grupo G actta sobre un conjunto X y C es el conjunto que de todas las d6rbitas de
X, entonces | X| = Zpec|O|.

Definicion. Si G es un grupo que acttia sobre un conjunto X, y x es un elemento de X, el estabili-
zador x denotado como Gy es el conjunto {g € G|gx = x}.

Teorema. El estabilizador de cualquier elemento x € X es un subgrupo de G.

Ejemplo. Si G es un grupo, a : G x G — G definida como a(x, y) = yxy~! es una accién de G sobre
si mismo, llamada conjugacioén. Las 6rbitas de G bajo esta accién son llamadas clases de conjugacion.
El estabilizador G¢ de un elemento g resulta ser el conjunto de todos los elementos en G que conmu-
tan con él y se le llama el centralizador de g en G denotado como Cg(g).

También G actia por conjugacion sobre el conjunto de todos los subgrupos de G. Si H es un sub-
grupo de G, Al estabilizador Gy bajo esta accidn se le llama el normalizador de H en G, y se denota
como Ng(H).

Teorema. Si un grupo G acttia sobre un conjunto X, la cardinalidad de una 6rbita es igual al indice
en G del estabilizador de cualquier elemento x en la 6rbita.

Observacion. El resultado anterior implica que el nimero de conjugados de cualquier elemento
g € Ges el indice en G de su centralizador, y que el numero de conjugados de cualquier subgrupo H
de Ges [G: Ng(H)].

Definicién. Si G es un grupo y H es un subgrupo de G, definimos H® como el subgrupo de G ge-
nerado por {ghg!|g € G; h € H}. Tambien para un ntimero natural 7 definimos H" como el subgrupo
de G generado por {h"|h € H}.

Teorema (Cauchy). Si G es un grupo y p un primo que divide al orden de G, entonces G contiene
un elemento de orden p.

Demostracion. Probaremos primero el caso en el que G es abeliano.
Si pllGl, |G| = pm. La prueba se hara por induccioén sobre m, y la base inductiva es clara ya que si
m = 1 tenemos que G es un grupo ciclico de orden primo y el elemento generador resulta ser el ele-
mento de orden p buscado.
Para el paso inductivo consideremos un elemento x € G cuyo orden n es mayor que 1, si p|n tenemos
que el orden de x™? es p y asi x’/” es el elemento buscado, pero si pn, al ser G abeliano, {(x) < G por
lo que G/(x) es un grupo que tiene como orden pm/ n. Es claro que n} p porlo que m/n es un entero
menor que m. Asi por la hipoétesis de induccion, tenemos que existe un elemento y € G/{x) que tiene
orden p.
Consideremos ahora el homomorfismo canénico de G en G/({x) que envia a cada elemento g € G asu
clase izquierda g(x). Tiene que existir un elemento y’ en G tal que su imagen sea y, esto implica que
el orden de y' es pk, por lo que y'* es un elemento de G que tiene orden p.
Ahora consideremos el caso en el que G no es abeliano. Tomemos a 1 # x € G, el nimero de elementos
conjugados de x es [G : Cg(x)]. Si x no es un elemento de Z(G) entonces |Cg(x)| < |G|, y si pl|Cg(x)|
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entonces esta prueba se podria terminas con un razonamiento inductivo, por lo que ahora supondre-
mos que p }1Cc(x)]. Como |G| = [G : C;(x)]|Cg(x)| entonces tiene que ocurrir que pl|[G: Cg(x)]. y si
ahora tomamos un elemento x; en cada clase de conjugacién de G que no estd formada por un solo
elemento. Tenemos la siguiente cuenta:

|Gl =1Z(G)| + Z;[G : Cg(x;)].

Y sabemos por lo anterior que para toda i, p|[G : Cg(x;)], por lo que pl||Z(G)|, sin embargo Z(G) es
abeliano y por el resultado anterior tenemos que Z(G) tiene un elemento de orden p, y asi tambien G
tiene un elemento de orden p, que es lo que se queria probar.l

La tltima igualdad dada en la demostracién anterior es conocida como la ecuacién de clases.
A continuacion se da otra demostracion del teorema de Cauchy, realizada por J.H. McKay, que no uti-
liza esa ecuacion y que ilustra los diferentes conceptos de accién de grupos que hemos introducido.

Demostracion (Teorema de Cauchy). Sea C,, un grupo ciclico de orden primo C,, = {a, a,...,aP}

Definamos X = {(g4, ..., §a») € G X ... x G|g4842..-8a» = 1}. Notemos que la cardinalidad de X es |G|P~!
pues las primeras p — 1 entradas de los elementos de X se pueden elegir con libertad, sin embargo la
p-ésima entrada tiene que ser (g,8,2...8,0-1) . Podemos hacer actuar al grupo ciclico de orden primo
Cp sobre X de manera que si a® es un elemento de Cp entonces la accion de ak sobre los elementos
de X sea ak(g,....gar) = (8akar - 8akar) = (8gk+1, -y 8aPs 8ar - 8 4k)- El producto (g k+1...8ar) (8a---8 4k)
es 1 pues el producto (g4...8,) (g k+1...8ar) €5 1.
Bajo esta accion las orbitas de X tienen 1 o p elementos, las 6rbitas de un solo elemento son las de
p-adas que tienen todas las entradas iguales, de la forma (g, ..., g) con g un elemento de G que cum-
ple que g” = 1. Claramente (1,...,1) es uno de esos elementos cuya 6rbita tiene solo un elemento,
pero si suponemos que es el tinico elemento de X cuya 6rbita es de un solo elemento tendriamos que
IX|=|G|P 1=1+ np para n = 0 algin entero, pero eso significaria que |IGIP~1 = 1(modp), lo cual es
una contradiccién pues habiamos supuesto que p||G|. Asi G debe tener un elemento de orden p.

Definicién. Si G es un grupo y a y b son elementos de G, el conmutador de a y b denotado co-
mo [a, b], es el elemento aba 'b~'. Si H y K son subgrupos de G se define el interderivado de H
con K como el subgrupo de G generado por el conjunto {[h, k]|h € H; k € K} y se denota como [H, K].
Alinterderivado [G, G] lo llamaremos el subgrupo conmutador o derivado de Gy se denotard como G'.

Teorema. Un subgrupo N de un grupo G es normal si y s6lo si [IV,G] < N.

Demostracion. Si N es un subgrupo normal de G, para cualquier 7 elemento de N y g elemento
de G, se tiene que [n, g] es un elemento de N. Por lo que [N,G] < N.
Reciprocamente, si g es un elemento de G, y n un elemento de N, como ngn~'g~! es un elemento de
N, gn~'g™! también lo es, por lo que N es un subgrupo normal de G.

Teorema. Sean H y K grupos, J < Hy L< K, entonces J x L es un subgrupo normal de H x K.

Teorema. Si H; y H, son subgrupos de H'y Kj y K> son subgrupos de K, entonces [H; x K}, Hy x
K] = [Hy, Hy] % [Ky, K3].
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Demostracion. Sean H 'y K grupos, h; y hy elementos de Hy k; y k, elementos de K, entonces se
tiene que [(h1, k1), (hp, k)] = (hhohy R ki ko ki ) = ([ha, hal, [, k).

Teorema. Sea G es un grupo y H es un subgrupo de G. H<{Gy G/ H es abeliano siy sélo si G' < H.

Demostracion. Supongamos que HJGy que G/ H es abeliano, entonces para cualesquiera a, b € G
tenemos que:

Hab= HaHb=HbHa= Hba—= ab(ba) '€ H= aba 'b™'e H

Por lo tanto G’ < H.

Reciprocamente, si ahora suponemos que G’ < H, para cualquier h € Hy g € Gtenemos que ghg 'h™! e
Hy como h™' € H ocurre que ghg™! € H, por lo que H <G.

Ahora observemos G/ H, tenemos que para cualesquiera a, b € G, ocurre que aba~'b~! € H porlo que
abH = baH y asi G/ H resulta ser un grupo abeliano.

Definicion. Si G es un grupo, y p un namero primo, se dice que P es un p-subgrupo de Sylow de
G si | P| es la potencia mas grande de p que divide a |G]|.

Definicién. Un subgrupo H de G es un subgrupo de Sylow si es un p-subgrupo de Sylow para al-
gun primo p.

Definicién. Un grupo primario es un p-grupo para algin primo p.

Definicién. Si p es un primo, y G un grupo, se dice que G es un p’-grupo si su orden no es divisible
por p.

Teorema (Sylow).Si G es un grupo y p un primo que divide al orden de G se tiene que:
(1)Existe al menos un p-subgrupo de Sylow de G.

(2)Si P es un p-subgrupo de Sylow de Gy H es algun p-subgrupo de G, existe g € G tal que H es
un subgrupo de gPg~!. En particular, dos p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

(3)Si n es el nimero de p-subgrupos de Sylow de G, n =[G : Ng(P)] donde P es algtin p-subgrupo
de Sylow de G.

Teorema. Si G es un grupo, P un p-subgrupo de Sylow de Gy N un subgrupo normal, Pn N resulta
ser un p-subgrupo de Sylow de N (notemos que un subgrupo de Sylow de G es un subgrupo de Hall
de G, por lo que este resultado es un caso particular de un teorema anterior, sin embargo daremos
una demostracién donde usamos los teoremas de Sylow).

Demostracion. Tenemos que PN N es un subgupo de algin p-subgrupo de Sylow de N, nom-
bremos P* a dicho subgrupo de Sylow, queremos probar que PN N es P*. Para ello observemos que
P* < gPg ' n N para algin g, por lo que tenemos lo siguiente:
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P*<gPg 'nN=gPg lngNgl=g(PnN)g™

Asi P* y Pn N tienen la misma cardinalidad, por lo que Pn N = P* es un p-subgrupo de Sylow de
N.

Observacion. El teorema anterior no necesariamente es cierto si el subgrupo N no es normal en
G. Por ejemplo si consideramos al grupo de permutaciones Ss, tiene como un 3-subgrupo de Sylow
((125)) pero la interseccién con el subgrupo de S5 que deja invariante al 5 es el subgrupo trivial, que
no es un 3-subgrupo de Sylow de dicho subgrupo.

Teorema. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G, y H un subgrupo de G tal que Ng(P) < H, enton-
ces H coincide con su normalizador en G.

Demostracion. Como Ng(P) < H, setiene que P < H. Sea x un elemento del normalizador de H en
G, eso significa que xHx '=Hporloque xPx ' <H y como tanto P como xPx~! son p-subgrupos
de Sylow de H, existe h un elemento de H tal que hxPx 'h~! = P, lo que significa que hx € Ng(P)
pero como Ng(P) < H, eso significa que hx = h* € H por lo que x = h"'h* € H lo que nos dice que
Ng(H) < Hy por lo tanto Ng(H) = H.

Definicion. Si G es un grupo, el subgrupo de Frattini de G denotado como ¢(G) es la interseccién
de todos los subgrupos maximos de G.

Definicion. Si G es un grupo se dice que g € G es no generador si al generar X U {g} a G, también
el conjunto X generaa G.

Teorema. El conjunto de todos los elementos no generadores de un grupo G coincide con el sub-
grupo de Frattini de G.

Demostracion. Si g es un elemento no generador de G, M un subgrupo méximo y suponemos

que g no es un elemento de M, entonces el subgrupo (M U {g}) es todo G sin embargo al ser M un
subgrupo méaximo no genera a G lo cual es una contradiccion pues habiamos supuesto que g era un
elemento no generador. Por lo tanto g es un elemento de M y como M era un subgrupo maximo ar-
bitrario de G entonces g es un elemento del subgrupo de Frattini de G.
Reciprocamente, si g es un elemento de ¢(G) y suponemos que X U {g} genera a G entonces si (X) no
fuera todo G estaria contenido en un subgrupo maximo M de G, sin embargo por hipétesis g también
es un elemento de dicho subgrupo méaximo por lo que G = X U{g} < M, lo cual es una contradiccién
pues habiamos supuesto que X U {g} generaba a G. Por lo tanto g debe ser un elemento no generador
de G.

Teorema. Si G es un grupo y H un subgrupo de G tal que G = ¢(G) H, entonces G = H.

Demostracion. Si H # G, H esta contenido en algin subgrupo méaximo M de G por lo que G =
¢(G)H < M, lo cual es una contradicciéon que viene de suponer que H es diferente de G.

Teorema. Si G es un grupo y S un subgrupo de Sylow del subgrupo de Frattini ¢»(G), se tiene que S
es un subgrupo normal de G.
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Demostracién. Para cualquier g € G se tiene que gSg~! < ¢(G), por que ®(G) es un subgrupo ca-
racteristico de G, por lo que existe h € ¢(G) tal que gSg~! = hSh™!, lo que implica que h~'g € Ng(S)
y podemos ver a g como el producto hh~'g € ¢(G)Ng(S), entonces el grupo G es igual al producto
¢(G)Ng(S) y asi Ng(S) = Gy Sresulta ser un subgrupo normal de G.

Definicion. Se dice que un subgrupo H de G es caracteristico, si para cada automorfismo a de G,
ocurre que a(H) < H.

Teorema. Un subgrupo H de G es caracteristico en G siy solo si para cada automorfismo a de G
seiene que a(H) = H.

Ejemplo. ¢(G) es un subgrupo caracteristico de G, ya que si M;, M, ..., M, son todos los subgrupos
maximos de G y @ un automorfismo de G, por ser a inyectiva se tiene que a(¢(G)) = a(M;N...NM,) =
a(Mp)N...na(My) pero laimagen de cualquier subgrupo méaximo de G bajo un automorfismo también
es un subgrupo maximo de G y por ser ¢ un automorfismo las imagenes de dos subgrupos maximos
diferentes son diferentes, por lo que a(¢(G)) = ¢(G).

Otros ejemplos de subgrupos caracteristicos de un grupo son su centro y su derivado o conmuta-
dor.

Teorema. Si H es un subgrupo caracteristico de K, y K es un subgrupo caracteristico de G, ocurre
que H es un subgrupo caracteristico de G.

Teorema. Si H es un subgrupo caracteristico de G entonces es normal en G.

Demostracion. Si g es un elemento de G, conjugar a los elementos de G por g es un automorfis-
mo, y como H es un subgrupo caracteristico de G entonces se tiene que gHg ' = H.

Teorema. Si H es un subgrupo caracteristico de un subgrupo normal de G, entonces H es un sub-
grupo normal de G.

Teorema. Si H < K < G, H es caracteristico en Gy K/ H es caracteristico en G/ H, se tiene que K es
caracteristico en G.

Demortracion. Sea F un automorfismo de G, por demostrar que F(K) < K.
Como H es caracteristico en G, induce un automorfismo F* en G/ H de la siguiente manera: F*(gH) =
F(g)H.
SikeK, F(k)e F(k)\H=F*(kH) = k'H con k' € K por que K/H es caracteristico en G/ H, lo que im-
plica que K'F(k) e Hyporlo tanto F(k) € K.

Teorema (Argumento de Frattini). Sean G un grupo, N un subgrupo normal de g, y P un p-
subgrupo de Sylow de N, entonces G = Ng(P)N.

Demostracion. Sea G un elemento de G. Como N es un subgrupo normal de G se tiene que
gPg < gNg™'=N,porloque gpg™! también es un p-subgrupo de Sylow de N. Por el teorema de
Sylow existe h elemento de N tal que gPg~! = hPh~! porlo que h™'gP(h~'g)~! = P, 1o que nos dice
que h_lg es un elemento de Ng(P) por lo que G es un elemento de HNg(P) y entonces G = HNg(P).
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Definicién. El n-ésimo subgrupo derivado de G denotado como G se define inductivamente

Definicién. Decimos que un grupo G es soluble si existe un ntimero natural 7 para el cual G/ = 1.

Definicion. Si G es un grupo, una serie normal de G es una serie G = Gy = G; = G = ... tal que G;
es un subgrupo normal de G para cualquier i.

Definicion. Si G es un grupo, una serie subnormal de G es una serie G = Gy = G; = G, = ... tal que
Gi+1 es un subgrupo normal de G; para cualquier i.

Teorema. Las siguientes condiciones para un grupo G son equivalentes:

(1) El grupo G es soluble.

(2) Existe una serie normal G = Gy = G; = ... = G, = 1 tal que G;/Gj; es abeliano para cualquier i.

(3) Existe una serie subnormal G = Gg = G; = ... = G, = 1 tal que G;/Gj4; es abeliano para cualquier i.
Ejemplos. Todo grupo abeliano es soluble.

El grupo S3 es soluble, tiene la serie S3 = A3 = 1 que cumple con (2).

El grupo D»(, es soluble ya que es generado por dos elementos a y b de 6rdenes 2 y n respectiva-
mente por lo que la serie Dy, = (b) = 1 cumple con (2).

Si n =5, S, no es soluble porque A, es el tnico subgrupo normal propio no trivial de S, y no es
abeliano.

Teorema. Si G es soluble, cualquier subgrupo y cualquier cociente de G tambien son solubles.

Teorema. Si N es un subgrupo normal de G y tanto N como G/ N son solubles, G también es solu-
ble.

Teorema. El producto directo finito de grupos solubles es soluble.

Teorema. Si G es un grupo no trivial simple y soluble, G es de orden primo.

Demostracion. Como G es simple no tiene subgrupos normales no triviales, pero por ser soluble
tiene una serie normal 1 = Gy < G; = G cuyo unico cociente G/1 = G es abeliano, asi cualquier sub-
grupo de G es normal en G, por lo que G no tiene ningin subgrupo no trivial y por lo tanto G es de

orden primo.

Teorema. G es un grupo soluble si y sélo si existe una serie G = Gy = G; = ... = G, = 1 tal que
Gi+1 9G; y G;/Gj4+ tiene orden primo para cualquier i.

Corolario.Si G es un grupo soluble entonces al menos uno de sus subgrupos maximos es normal.
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Demostracion. Existe una serie G = Gy = G; > ... = G, = 1 tal que G;;; < G; y G;/ G4 tiene orden
primo para cualquier i, en dicha serie G; es el subgrupo méximo normal buscado.

Teorema. Si G es un grupo soluble y M un subgrupo normal maximo de G entonces el indice en G
de M es primo.

Demostracion. Como G es soluble, G/ M es soluble, y como M es un subgrupo normal maximo de
G, G/ M es simple, asi G/ M es de orden primo, por lo tanto [G: M] es primo.

Observacion. En el teorema anterior, la hipotesis de que el grupo sea soluble es necesaria. As es
un grupo simple, por lo que el tinico subgrupo normal méaximo que tiene es el subgrupo trivial.

Teorema. Todo grupo de orden menor que 60 es soluble.
Teorema. As no es soluble.
Demostracion. A5 es simple no abeliano.

Definicién. El grupo especial lineal denotado como SL(n, F), es el grupo de matrices invertibles
de n x n con elementos en el campo F, cuyo determinante es uno.

Teorema. Cualquier subgrupo normal N de SL(n, F), con n =2y |F| > 3, estd contenido en el cen-
trode SL(n, F).

Teorema. Si n = 2 y F es un campo de orden mayor que tres, se tiene que el grupo PSL(n, F) =
SL(n,F)/ Z(SL(n, F)), llamado grupo proyectivo lineal especial, es simple no abeliano.
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Capitulo 1.

En este capitulo veremos algunas propiedades de p-grupos y de grupos nilpotentes. También carac-
terizaremos esta segunda clase de grupos.

Recordemos que si p es un nimero primo, un p-grupo es un grupo en el cual todos los elementos
tienen como orden una potencia de p.

Teorema.
Un grupo G es un p-grupo siy sélo si |G| = p” para algtin n € N.

Demostracion.
Supongamos que G es un p-grupo, si existiera un primo g # p que divide al orden de G, en virtud del
teorema de Cauchy G tendria un elemento de orden g, lo cual seria una contradiccién.
Reciprocamente, si |G| = p”, por el teorema Lagrange el orden de cada elemento de G es un divisor de
p".a

Ahora recordaremos algunas propiedades de los p-grupos.

Teorema. Si G es un p-grupo no trivial y N un subgrupo normal no trivial de G, se tiene que la
interseccion de Ny Z(G) es no trivial.

Demostracion.
Podemos suponer que G no es abeliano (por lo que |G| = p” con n > 2).
Cada clase de conjugacion de G tiene p® elementos para algina s, y las clases de conjugacion forman
una particion de G.
Para cualquier elemento x del centro de G su clase de conjugaciéon es {x} de solo un elemento, y
por ser N un subgrupo normal de G, N es unién de clases de conjugacion de G, asi si N interseca
al centro de G trivialmente, la tnica clase de conjugacion de un elemento contenida en N es {1},
y IN| =1+ p* +...+ p¥ con s; > 0 para toda i. Como N es un p-grupo no trivial p||N|, ademads
plp* + ...+ p° por lo que p|1 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto N interseca al centro de g
de manera no trivial.l

Si tomamos N = G, la propiedad anterior nos dice que el centro de un p-grupo no trivial nunca es
trivial.

Corolario. Si p es un primo y G es un grupo de orden p?, G es abeliano.

Demostracion. Si suponemos que G no es abeliano, el centro de G es de orden p, por lo que
G/ Z(G) es un grupo ciclico de orden primo y entonces G es abeliano, lo cual es una contradiccion.

Corolario. Si G es un p-grupo no trivial y N un subgrupo normal minimo de G, N est4 contenido
en el centro de G.

Demostracién. N es un subgrupo normal no trivial de G, por lo que Nn Z(G) = N’ es no trivial,
pero N’ es un subgrupo normal de G, y N’ < N. Como N es un subgrupo normal minimo de G, se
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tiene que N = N’ y por lo tanto N < Z(G).l

Teorema Si G es un p-grupo de orden p’ existe una serie normal 1 = Hy< H; <...< H,, = G tal que
|H;| = p' para toda i.

Demostracion. Podemos suponer que el grupo no es abeliano. La prueba se hara por induccién
sobre n.
Sea G un grupo de orden p” y H; un subgrupo de orden p del centro de G. G/ H; es un p-grupo de
orden p”_l, por hipétesis de induccion existe 1 = Hy/ Hy < H»/ Hy <...< H,/ Hy = G/ Hy, una serie nor-
mal de G/ Hy, tal que |H;/ Hy| = pi_1 para cualquier i.
Asil = Hy< H; <..<H, =G esunaserie normal de G con H; de orden p’ para toda i.

Teorema. En la serie normal del teorema anterior se cumple que paratoda0<i<n-1, H;j;;/H; <
Z(G/ H;).

Demostracion. G/ H; es un p-grupo no trivial, y como |H;+1/H;| = p, H;+1/ H; es un subgrupo
normal minimo de G/ H;, por lo tanto H;+,/H; < Z(G/H;).1

Teorema. Si G es un p-grupo, cualquier subgrupo propio de G es un subgrupo propio de su nor-
malizador.

Demostracion.

Supongamos que H es un subgrupo propio de G y no es normal en G, sea X el conjunto de todos los
subgrupos de G conjugados de H, tenemos que | X| =[G : Ng(H)] # 1, ademds sabemos que H actua
en X por conjugacion y eso implica que la 6rbita de cada conjugado de H tiene cardinalidad una po-
tencia de p debido a que H que es un p-grupo. Es claro que {H} es una 6rbita de cardinalidad 1 bajo
la accion de H y como todas las drbitas tienen como cardinalidad una potencia de p, y forman una
particién de X, tienen que existir al menos p — 1 6rbitas més diferentes de H cuya cardinalidad sea 1.
Tenemos que existe al menos un conjugado g Hg ! de H con g un elemento no trivial de G que cum-
ple que su 6rbita es de cardinalidad 1. Entonces agHg 'a™! = gHg ! para toda a € H, lo cual signi-
fica que g 'ag € Ng(H) pero como tenemos que gHg ™! # H tiene que existir al menos una a € H tal
que gag ! no esté en H, por lo cual ya tenemos que H < Ng(H).

Teorema. Si G es un p-grupo y M es un subgrupo maximo de G, entonces M <G, y ademads
[G: M] =p.

Demostracion.
Como M < G entonces M < Ng(M) pero como M es un subgrupo maximo de G entonces debe ocurrir
que Ng(M) = G, lo cual implica que M <G. Ademas, si G/ M tuviera un subgrupo propio no trivial,
por el teorema de la correspondencia tendria que existir un subgrupo propio de G que contiene a M,
lo cual es una contradiccién debido a que M es un subgrupo méximo de G. Como G/M no puede
tener subgrupos propios no triviales debe ser un grupo ciclico de orden primo, lo cual nos dice que
(G:M]=p.1R

Teorema. Si G es un grupo abeliano o un p-grupo, todos los subgrupos de Sylow de G son norma-
les.
Es claro que esta propiedad es cierta para G un p-grupo ya que el tinico subgrupo de Sylow que tiene
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es el mismo, y también es clara si G es un grupo abeliano ya que todos sus subgrupos son normales, y
asi los de Sylow deben serlo.

Teorema. Si x y y son elemenotos de G con (O(x), O(y)) = 1 entonces xy = yx.

Si G es un p-grupo y tiene dos elementos cuyos 6rdenes son primos relativos al menos uno de
ellos debe ser la identidad, por lo que conmutan.®

Algunas de las propiedades anteriores de los p-grupos caracterizan a la clase de los grupon nilpo-
tentes finitos que estudiaremos posteriormente.

Teorema.
Si G es un p-grupo, entonces G/¢(G) es un p-grupo abeliano elemental.

Demostracion.
Primero probaremos que G/¢(G) es abeliano, y para eso probaremos que G’ < ¢(G).
Sea M un subgrupo méximo de G. Por la propiedad (3) G/M tiene cardinalidad p por lo que es abe-
liano, y asi G’ < M. Como M era un subgrupo méximo arbitrario de G entonces G' < ¢(G) y G/p(G) es
abeliano.
Ahora queremos probar que cualquier elemento no trivial de G/¢(G) tiene orden p, para ello supon-
gamos que g es un elemento de G y no es elemento de ¢(G), queremos ver que g” pertenece a todos
los subgrupos maximos de G.
Tomemos M un subgrupo maximo de G, por la propiedad (3) gM es un elemento de orden p de G/ M
por lo que gPM = (gM)? = My gP € M, como M es un subgrupo méximo arbitrario de G entonces
g" € ¢(G) y G/ ¢(G) resulta ser abeliano elemental.

Teorema.
Si G esun p-grupo, N<Gy G/N es un grupo abeliano elemental, entonces ®(G) < N.

Demostracion.

Supongamos que N <G tal que G/ N es un grupo abeliano elemental. Supongamos también que exis-
te un elemento x € ®(G) tal que x no estd en N, sabemos que xN € G/N y que el orden de xN es p.
Ademads (xN) es un sumando directo de G/ N pues G/ N es un p-grupo abeliano elemental, porlo que
G/N =(xN) x H/ N para algan H < G, y por otro lado sabemos que [G: H] = [G/N: H/N] = p, lo que
significa que H es un subgrupo maximo de G y x no es elemento de H. Tenemos una contradiccion
pues habiamos supuesto que x € ®(G).

Por lo tanto ®(G) < N.1A

A continuacién definiremos los grupos nilpotentes, veremos algunas propiedades elementales de
tales grupos y presentaremos una caracterizacion de ellos.

Definicion. Un grupo G es nilpotente si tiene una serie central, esto es una serie normal 1 = Gy <
G <..<Gp=Gtalque Gij+1/G; < Z(G/G;) para toda i.

Lema. Si 1 = Gy < G) < ... < G, = G es una serie normal de un grupo G, para cualquier i se tiene
que la serie es central si y solo si [G;+1, G] < G; para cualquier i.
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Demostracion. [G;.1, G] < G; siy solo si para cualesquiera h € G;;+1y g € G se tiene que [k, g]G; =
G; y esto ocurre siy solo si hG;gG;h™1G;g7'G; = G; que pasasiysolosi G;;1/G; < Z(G/G;).1

Es inmediato de la definicién que los grupos abelianos son nilpotentes y que cada grupo no trivial
nilpotente tiene centro no trivial, por lo que tanto el grupo simétrico S,, con n = 3, como el grupo
alternante A,, con n =4, no son nilpotentes.

También es inmediato de la definicién que cada grupo nilpotente es soluble.

Teorema. Los p-grupos finitos son nilpotentes.

Demostracion. Anteriormente se prob6 que los p-grupos finitos tiene una serie normal cuyos co-
cientes consecutivos son de orden primo, y que dicha serie normal es una serie central.ll

Observacion. En el teorema anterior, la hipé6tesis de que los p-grupos sean finitos es necesaria.
Existen ejemplos de p-grupos infinitos cuyo centro es trivial, por lo que no son nilpotentes.

Veamos algunas propiedades elementales de los grupos nilpotentes.

Teorema. Los subgrupos y cocientes de un grupo nilpotente son nilpotentes, y el producto directo
de dos grupos nilpotentes es nilpotente.

Demostracion. Sea K un subgrupo de G un grupo nilpotente, haremos ver que K es nilpotente.
Como G es nilpotente existe una serie central 1 = Gy < ... < G,, = G por lo que debe de existir una i tal
que K < G;.

Consideremos la serie normal de K dada por 1 = Go N K < ... < G; N K = K. Para cualquier j se tiene
que [Gjnk,K] < [Gj,G] < Gj-1,ademds [Gjnk, K] < K porlo que [Gjnk, K] < Gj_1NK. Asi existe una
serie central para K por lo que K es nilpotente.

Si N es un subgrupo normal de G, la serie normal de G/N dada por 1 = GyN/N <...< G,N/N =
G/ N es una serie central de G/ N pues para cualquier i ocurre que [G;N/N,GN/N] = [G;,GIN/N <
G;-1N/N.

Solo falta probar que el producto G x H con Gy H grupos nilpotentes es nilpotente. Como H es nil-
potente existe una serie central 1 = Hy < ... < H,;, = H. Se pueden insertar los términos repetidos que
sean necesarios para que las series centrales de G y de H tengan la misma longitud, es decir n = m.
Asila serie normal de G x H dada por 1 = Gy x Hy <...< G, x H,, = G x H es una serie central de G x H
pues para cualquier i tenemos que [G; x H;, G x H] = [G;,G] x [H;, H < Gj_1 x H;_;.

Teorema. Si G es un grupo, M y N subgrupos de G tales que G/ My G/ N son nilpotentes, G/(MNN)
es nilpotente.

Demostracion. G/M x G/ N es nilpotente, y el homomorfismo F : G — G/M x G/ N dado por
F(g) = (gM, gN) tiene como imagen un subgrupo nilpotente pues es un subgrupo de G/ M x G/ N, sin
embargo la imagen de F es isomorfa a G/(M n N), lo cual concluye la prueba.m.

El teorema anterior es cierto para todas las clases de grupos que sean cerradas bajo productos di-
rectos y formacion de subgrupos, por ejemplo la clase de los grupos abelianos, o la clase de los grupos
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solubles.

En general no es cierto que si G tiene un subgrupo normal N, tal que N y G/N son nilpotentes,
también G es nilpotente. Un ejemplo es S3 que no es nilpotente pues su centro es trivial pero A3 < Ss
y tanto A3z como S3/ A3 son nilpotentes. Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Teorema.Si G es un grupo con centro no trivial, y H es un subgrupo del centro de G tal que G/ H
es nilpotente, entonces G es nilpotente.

Demostracion. Supongamos que 1 = Gy/ H < ... < G,/ H = G/ H es una serie central de G/ H. Hare-
mos ver que 1 < Gy <... < G, = G es una serie central de G.
Para cualquier i se tiene que [G;/ H,G/ H] = [G;, G1H/ H y ademas [G;/ H,G/ H] < G;_1/ H, por lo tanto
[G;,Gl <G .1

Teorema. Si G es un grupo nilpotente y S es un subgrupo propio de G, entonces S es un subgrupo
propio de su normalizador en G.

Demostracion. Como G es nilpotente, existe una serie central 1 = Gy < G; <... < G, = G, y como
S es un subgrupo propio de G, existe una j para la cual G; ya no estd contenido en S, pero G;_; silo
esta.
Tomemos x un elemento de G; que no esté en S, [x,G] < [G},G]l < Gj-1 < S, y como [x,S] < [x,G], se
tiene que xsx~'s~! es un elemento de S para cualquier s € S, por lo que x € Ng(S). Asi S est4 conteni-
do propiamente en su normalizador en G.

Corolario. Cualquier subgrupo maximo de un grupo nilpotente es normal.

Teorema. Si N es un subgrupo normal no trivial de un grupo nilpotente G, N interseca al centro
de manera no trivial.

Demostracion. Como G es nilpotente, existe una serie central 1 = Go < G; <... < G, = G, como N
es no trivial, existe una j tal que N N G;; es no trivial pero NN G; es trivial.
Tomemos un elemento a # 1 en NN Gj1, como la serie es central se tiene que [G;+1, Gl < G;j y como
N es un subgrupo normal de G, [N, G] < N, por lo que [a,G] < Gjn N = 1. Asi para cualquier g ele-
mento de G se tiene que [a, g] = 1 por lo que a € Z(G). Por lo tanto existe un elemento no trivial en la
interseccion de N con el centro de G.

Corolario. si N es un subgrupo normal minimo de un grupo nilpotente G, N estd contenido en el
centro de G.

A continuacién definiremos la serie central descendente y la serie central ascendente de un grupo
G.

Definicion.
Si G es un grupo, no necesariamente finito, sean C; = G; y paracada i =1, C;4; = [C;, G].

Probaremos por induccién que para cualquier i ocurre que C; es un subgrupo de C;_;, y C; es
caracteristico en G.
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Para i = 1 es claro que G es un subgrupo caracteristico de G. Supongamos para alguna i que C;
es un subgrupo caracteristico de G y sea F un automorfismo de G, entonces F(C;;1) = F([C;,G]) =
[F(C)),F(G)] =[C;,G] = Cj41, por lo que C;; también es un subgrupo caracteristico de G.

Ademas C; < Cj_;, porque C; = [C;_1,G] < C;_1 pues C;_ es caracteristico en G.
Definicion. A la serie G = C; = C, = C3 = ... se le llama la serie central descendente de G.
Ahora definamos la serie central ascendente.

Definicion. Para un grupo no necesariamente finito G, sean Z = {1}, Z; = Z(G). Z, el subgrupo
de G que cumple que Z(G/Z,) = Z,/ Z;. Inductivamente definimos Z;; como el subgrupo de G que
cumple que Z(G/ Z;) = Zj+11 Z;.

Por construccion Z; < Z; ;.

Probaremos por induccién que para cualquier i, Z; es un subgrupo caracteristico de G.

Para i = 0 se tiene que Zy = {1} es caracteristico en G, ahora supongamos que para alguna i se tiene
que Z; es un subgrupo caracteristico de G, como Z;1/Z; = Z(G/ Z;), Z;+1/ Z; es un subgrupo carac-
teristico de G/ Z; y por lo tanto Z;;, es un subgrupo caracteristico de G.

Definiciéon. Alaserie 1 < Z; < Z, < Z3 <...del grupo G, se le llama la serie central ascendente de G.
Teorema.

Si G es un grupo, las siguientes tres condiciones son equivalentes:
(0) G es nilpotente.
(1) La serie central ascendente de G llega hasta G.
(2) La serie central descendente de G llega hasta 1.

Demostracion.

(0) implica (1):

Sea G = G; = G2 = ... 2 Gu4+1 = 1 una serie central de G. Se probara por induccion sobre j que
Gn+1_]' < Zj.
Para el caso base, si j =0 entonces G,4+1 =1 = %.
Ahora supongamos que para alguna j ocurre que G,+1-j < Z;. Tenemos que Gpy1-(j+1)/Gnr1-j <
Z(G/Gpy1-j). Ahora considérese h € G,11-(j+1) y cualquier elemento g € G sabemos que hGpy1-j8Gpy1-j =
gGn+1-jhGpi1-j, porlo que hgh™'g™! € Gp41-, pero por hipétesis de induccion G41-j < Zj, por lo
que hgh™'g7le Zj, pero entonces hZ;jgZ; = gZjhZj, lo que significa que hZ; € Z(G/ Z;) y por lo
tanto h € Zj+1y entonces tenemos que Gn+1_(]~+1) <Zjs1-

(1) implica (2):

Se probara por induccién sobre i que C;4; < Z,,—; (n6tese que para i = n ocurre que C,4+1 < Zp =1
lo que nos diria que la serie central descendente llega a 1).
Para el caso base, si i =0 entonces C; = Z,, = G.
Ahora supongamos que para alguna i ocure que C;;; < Z,,_;, entonces ocurre lo siguiente:
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Civ2=1Ci+1,Gl < [Z-;,Gl < Zp— i

(2) implica (0):

Si suponemos que la serie central descendente de G llega hasta 1, haremos ver que la serie G =
Co = ... = C, = 1 es una serie central de G. Es claro que es una serie normal pues los subgrupos C;
son caracteristicos en G y ademads por como esté contruida la serie central descendente tenemos que
[C;,G] = Ci;+1 de donde se tiene que C;/Cj 41 < Z(G/Cit1).

Teorema.

Si G es un grupo finito, las siguientes cinco condiciones son equivalentes:
(0) G es nilpotente.
(3) Cualquier subgrupo méaximo de G es normal en G.
(4) Los subgrupos de Sylow de G son normales en G.
(5) G es producto directo de sus subgrupos de Sylow.
(6) Si S es un subgrupo propio de G, entonces S < Ng(S).

Observacion. Existen ejemplos de p-grupos infinitos cuyo centro no es trivial, y en los cuales cada
subgrupo propio estd contenido propiamente en su normalizador, pero no son nilpotentes.

Demostracion.

(3) implica (4):

Supongamos que existe un subgrupo de Sylow P de G que no es normal. Tenemos que P < Ng(P) <
G, y asi tiene que existir un subgrupo M méximo de G que contenga al normalizador en G de P
(P < Ng(P) < M). Entonces tenemos que P es un subgrupo de Sylow de M. Por hipétesis M <G por
lo que si tomamos cualquier elemento g € G ocurre que gPg~! es un subgrupo de Sylow de M, y asi
tiene que existir m € M tal que mPm™' = gPg™!, por lo que P = m~'gPg 'm y eso nos dice que
m_lg € Ng(P) y entonces tenemos que g = m(m_lg) como un producto en M Ng(P) de donde ob-
tenemos la siguiente contradiccién, G = M Ng(P) < M y asi debe ocurrir que todos los subgrupos de
Sylow de G sean normales en G.

(4) implica (5):

Si|G| = p;“ ...p?s con los p; primos diferentes que dividen el orden de G, sea {P;, ..., Ps} un conjun-
to de subgrupos de Sylow de G con P; un p;-subgrupo de Sylow de G paracadal <i<s.
Como el producto de dos subgrupos normales de G resulta ser un subgrupo normal de G tenemos
que P;...P; es un subgrupo de G. Ademads, por motivos de orden, paracadal<i<s, P;nP;..P;i_1 =1,
y por motivos de orden G = P; x... x P, lo cual nos dice que G es el producto directo de sus subgrupos
de Sylow.

(5) implica (0)

Ya probamos que los p-grupos finitos son nilpotentes, y que los productos directos de grupos nil-
potentes son nilpotentes, entonces al ser G producto directo de sus subgrupos de Sylow resulta ser
nilpotente.

(0) implica (6):
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Probaremos que si H < G entonces el normalizador de H en G crece (H < Ng(H)).
Esto se debe a que tiene que existir una i para la cual C;;; < H y ademads C; £ H, entonces [C;, H] <
[C;,G] = Ci+1 < H, porlo que C; < Ng(H) y eso nos dice que H < Ng(H) por lo que G cumple la equi-
valencia (6) de ser nilpotente.

(6) implica (3):
Si tomamos M < G un subgrupo maximo, tenemos que M tiene que ser un subgrupo propio de
Ng(M), pero al ser M méaximo tiene que ocurrir que Ng(M) = Gy eso nos dice que M <G.l

A continuacién daremos otras dos caracterizaciones importantes de grupos finitos nilpotentes.
Teorema. Un grupo G es nilpotente si y solo si G’ < ®(G).

Demostracién.Si M es un subgrupo méximo de G, G’ estd contenido en M por lo que M es un
subgrupo normal de G.
Reciprocamente, si todos los subgrupos maximos de G son normales en G y M es un subgrupo maxi-
mo cualquiera, G/ M no tiene subgrupos no triviales, por lo que es un grupo ciclico de orden primo y
asi G’ estd contenido en M, pero M era un subgrupo maximo cualquiera, lo que implica que G’ esté
contenido en ®(G).

Teorema. Sea G un grupo, G es nilpotente siy solo si G/®(G) es nilpotente.

Demostracion. Si P un p-subgrupo de Sylow de G, P®(G)/®P(G) es un p-subgrupo de Sylow de
G/®(G) que es nilpotente, por lo que P®(G)/P(G) I G/D(G), y asi por el teorema de la corresponden-
cia P®(G) < G, entonces por el corolario del argumento de Frattini tenemos lo siguiente:

G = Ng(P)P®(G) = Ng(P)D(G)

Por la ultima igualdad tiene que ocurrir que Ng(P) = G pues de lo contrario estaria contenido en
un subgrupo méximo M al igual que ®(G) y llegariamos a la contradiccion G = M.
Asi tenemos que P <Gy G es nilpotente.
Reciprocamente, si G es nilpotente también lo es cualquier cociente de G, por lo que G/®(G) es
nilpotente.l

Daremos otras dos caracterizaciones de grupo finito nilpotente.
Teorema. Un grupo finito G es nilpotente si y s6lo si cualquier subgrupo es subnormal en G.

Demostracion. Supongamos que cualquier subgrupo de G es subnormal, si tomamos un subgru-
po propio H de G se tiene que H < <G, entonces en la serie subnormal de H en algin momento
contiene un subgrupo K de G tal que H es un subgrupo propio de K y ademds H <K lo que implica
que K < Ng(H) y asi H es un subgrupo propio de su normalizador.

Reciprocamente, si tomamos H un subgrupo de G, podemos construir una serie subnormal para H
dada por H < Ng(H) < Ng(Ng(H)) <...<Gyesonosdice que H 44 G.
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Teorema. Un grupo G es nilpotente si y solo si para cualesquiera dos elementos x y y de G tales
que (O(x),0(y)) =1 se tiene que xy = yx.

Demostracion. Supongamos que G es nilpotente, sean Py, ..., Ps los subgrupos de Sylow de G,
G = Py x,...,xPg, sean x y y dos elementos de G cuyos 6rdenes son primos relativos. x = x;...xs; con
X; € p;paratoda i, y=y;...ys con y; € p; para toda i.
O(x) = O(x1)...0(x5), y O(y) = O(y1)...0(ys), asi si para alguna i, x; # 1, entonces y; = 1, y si para algu-
nai, y; # 1, entonces x; = 1.
Por lo tanto xy = (x1y1)...(x5¥s) = (y1X1)...(VsXs) = yX.
Reciprocamente, sea{py,..., ps} el conjunto de todos los primos diferentes que dividen el orden de
G y sea {Pj,..., P} un conjunto de subgrupos de Sylow de G, con |P;| = p?". Por motivos de orden
P n P, =1lo que significa que todos los elementos de P; conmutan con todos los elementos de Py,
asi P, P, es un subgrupo de G. Para cualquier i = 2 si P; P,...P; es un subgrupo de G, por motivos de
orden Py P,...P;n P;;; =1 por lo que Py P,...P; P;;; es un subgrupo de G, lo que implica que P, P;...P;
es un subgrupo de G.
Para probar que G es isomorfo al producto directo de sus subgrupos de Sylow solo hace falta ver que
P; es normal para cualquier i, pero esto ocurre ya que para cualquier j, se tiene que P; < Ng(P;), por
loque G Ng(P;) yP;<G.1R

Otras propiedades y resultados de grupos nilpotentes son los siguientes.
Teorema. Si A, B <G son nilpotentes entonces el producto AB también es nilpotente.

Demostracion.
Supongamos que py, ..., pr son todos los primos diferentes que dividen el orden de AB, como |A|,|B| |
|AB| entonces podemos decir que |A| = p;”... p¥ y también que |B| = pfl... pf’ donde puede ocurrir
que algunas a; o b; sean cero. Entonces por ser Ay B nilpotentes A= A} x...x A, yB=B; x...x B,
donde paracadal<i<r, A;y B; sonel p;-subgrupo de Sylow de Ay B respectivamente, o el subgru-
po trivial en caso de que a; =00 B; =0.
Como todos los subgrupos A; y B; son caracteristicos en Ay B entonces son normales en G, por lo
que para toda i A;B; es un subgrupo normal de G. sea H = (A By,..., A;B;), como cada A;B; < AB
entonces H < AB, ademas es claro que A= (Ay, ..., A;) < H y andlogamente B < H de donde tenemos
que AB < Hyporlo cual AB = H.
Por motivos de orden A;B; N AjB; = 1 siempre que i # j, y debido a su normalidad tenemos que los
probuctos A; B; A;jB; son productos directos, por lo tanto:

AB=H=A1By x...x A;B;.

Y es claro que A;B; es p; -subgrupo de Sylow de AB, por lo que AB es producto directo de sus sub-
grupos de Sylow y por lo tanto es nilpotente.

Teorema. Para cualquier grupo G su subgrupo de Frattini ®(G) es nilpotente.
Demostracion. Ya se prob6 que los subgrupos de Sylow de ®(G) son normales.

Teorema. Si G es un grupo nilpotente y n es un divisor del orden de G, entonces G tiene un sub-
grupo H de orden n.
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Demostracién. Sea p{"...p;" la factorizacién de n en producto de primos distintos. G es producto
directo de sus subgrupos de Sylow y para cualquier i el p;-subgrupo de Sylow de G tiene un subgrupo
P; de orden p?i.Asi H = Py x ... x P, esun subgrupo de G de orden n.

Corolario. Si G es un grupo abeliano y z es un divisor del orden de G, entonces G tiene un sub-
grupo H de orden n.
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Capitulo 2

En este capitulo, se caracteriza la clase de los grupos que no son nilpotentes pero cuyos subgrupos
propios silo son, que es el objetivo principal de este trabajo. Para ello, primero caracterizamos los gru-
pos no nilpotentes cuyos subgrupos normales propios son nilpotentes y se prueban tres resultados
que son necesarios para la caracterizacion mencionada. El primero de ellos es un resultado ttil sobre
los conceptos de solubilidad y nilpotencia, y el segundo es importante porque es un caso particular
del teorema de Maschke, que es uno de los pilares de la teoria de representaciones de grupos.

Comencemos observando los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.
El grupo de las permutaciones de 3 elementos S3 tiene més de un 2-subgrupo de Sylow, por lo que no
es nilpotente, sin embargo cualquier subgrupo propio es abeliano, por lo que es nilpotente.

Ejemplo 2.
El grupo diédrico D,(15 de orden 30 es generado por dos de sus elementos a y b de 6rdenes dos y
quince respectivamente con aba™! = b1,
El subgrupo H = (b) es el tinico subgrupo de D;(;5 de orden 15, por lo que es un subgrupo caracteris-
tico. H por ser ciclico tiene un tinico subgrupo Q de orden tres y un iinico subgrupo P de orden 5 por
lo que P y Q también son caracteristicos en D ;5.
Veamos que H, Qy P son los tinicos subgrupos normales propios no triviales de Dyis).
Como Dy(15)/ H es de orden 2 entonces D/2(15) < H. Como aba™! = b~! se tiene que [a, b] = b2 y como
b2 tiene orden quince {[a, b]) = H < D,2(15)’ por lo tanto H = D§(15).
D, (15 tiene quince subgrupos de orden dos por lo que los subgrupos de ese orden no son normales y
Dy(15) no es nilpotente.
Los subgrupos X de orden seis y diez no son normales en D5y pues silo fueran el cociente D15/ X
seria abeliano y por lo tanto D§(15) < X lo que seria una contradiccion.
Los subgrupos {(a, b%) y {a, b°) son isomorfos a D) y D23, que son grupos no nilpotentes de ordenes
diez, y seis respectivamente.
Hemos visto que D;(;5) no es nilpotente, que todos sus subgrupos normales propios son nilpotentes

y que tiene subgrupos propios no nilpotentes.

Comenzaremos caracterizando a todos los grupos que como D-(;5) son solubles, no nilpotentes
pero con todos sus subgrupos normales propios nilpotentes.

Teorema.
Sea G un grupo soluble. Las siguientes propiedades son equivalentes.

(1) G no es nilpotente pero todos sus subgrupos normales propios son nilpotentes.

(2) (a) G es el producto de un g-grupo ciclico no trivial Q y un ¢g’-grupo nilpotente no trivial que
coincide con G’ (g un primo ).

(b) M = G’ x Q1 es el tinico subgrupo normal maximo de G.
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Demostracion.
(1) implica (2):
Sea M el producto de todos los subgrupos normales de G, M es nilpotente, y como G no lo es, M debe
ser un subgrupo propio de G que contiene a todos los subgrupos normales de G, por lo que M es el
unico subgrupo normal méximo de G. Ademas como G es soluble [G : M] = g con g un primo.
Como G no es nilpotente existe un primo p diferente de g que divide al orden de G, y M contiene a
todos los subgrupos primarios de G que no son g-grupos. Ademds como M es nilpotente estos sub-
grupos de Sylow de G son tnicos y caracteristicos en G.
Llamemos N al producto de todos los subgrupos de Sylow de G que no son g-grupos.
Si Q es un g-subgrupo de Sylow de G entonces G= NQy Qn M es el g-subgrupo de Sylow de M, por
loque M =N x (QN M).
Ahora demostraremos que N = G'.
Como G/ N es un g-grupo con un tnico subgrupo normal méximo M/N, entonces G/ N tiene un tini-
co subgrupo méximo, por lo que es ciclico, lo que implica que G' < N, y como G/N = Q, Q es ciclico.
Ademés, [G: G'] = [G: N][N: G'], por lo que g divide al orden de G/G’. Como G/G' es un grupo abe-
liano, tiene subgrupos para cada divisor de su orden, por lo que si p es un primo que divide al orden
de G/G, este tiene un subgrupo normal L/ G’ cuyo indice es p por lo que L seria un subgrupo normal
méaximo de Gyentonces L=Myp=gq,asi[N:G1=1yN=G.
Se prob6 que G = G'Q con G’ un ¢’-grupo nilpotente, y que el inico subgrupo maximo M de G es el
producto directo G'y Q9 =MnQ.
Ahora hagamos notar que (2) implica (1). Observemos que si G fuera nilpotente entonces cualquier
subgrupo maximo seria normal, pero como G tiene un tinico subgrupo normal méximo, G solo podria
tener un subgrupo méximo, por lo que seria ciclico y G’ seria trivial, lo que contradice a (2)(a).Por lo
tanto G no es nilpotente.
Ademis cualquier subgrupo normal de G esta contenido en G’ x Q9 que es nilpotente pues es produc-
to de grupos nilpotentes.li

Lema 1 (Iwasawa-Schmidt).
Si todo subgrupo propio de un grupo G es nilpotente, se tiene que el grupo G es soluble.
Demostracion:
Supongamos que el lema es falso.
Sea G un contraejemplo de orden minimo, es decir que G es un grupo no soluble con todos sus sub-
grupos propios nilpotentes de orden minimo. Probaremos que G es simple.
Si G tuviera un subgrupo N normal no trivial, N seria nilpotente y por lo tanto soluble. Ademds si S/ N
es un subgrupo propio de G/N, se tiene que S es un subgrupo propio de Gy por lo tanto S es nilpo-
tente y S/ N es nilpotente, asi cada subgrupo de G/N es nilpotente y como el orden de G/ N es menor
que el orden de G, G/ N es soluble, lo que implica que G es soluble y tenemos una contradiccion.
Por otro lado como G no es ciclico, tiene cuando menos dos subgrupos maximos, cada uno con al
menos dos elementos. Probaremos que cualquier par de subgrupos méximos diferentes de G tiene
interseccion trivial.
Supongamos que M; y M- es la pareja de subgrupos maximos diferentes de G cuya interseccion es de
orden maximo y nombremos a dicha interseccién S. La interseccion es un subgrupo propio de M,
pues si fuera igual M; estaria contenido en M, y eso contracide la suposicion de que M; y M, eran
dos subgrupos maximos diferentes de G. De igual manera la interseccién S es un subgrupo propio de
M.
Como M; esnilpotente S < Ny, (S) = M1NNg(S),y como G es simple, si S fuera un subgrupo no trivial
se tendria que Ng(S) < G, por lo que existe un subgrupo méximo L de G que contiene a Ng(S), y asi
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S < M; N Ng(S) < Mj n Llo cual es una contradiccién pues habiamos supuesto que S era la intersec-
ciéon de orden méaximo entre pares de subgrupos maximos diferentes de G.Hemos probado que cada
pareja de subgrupos méximos de G se intersecan trivialmente.

Por otro lado si M es un subgrupo maximo de G entonces es igual a su normalizador pues G es simple.
Siel orden de G es nyel orden de M es m, [G: M] = n/m. Sean M = My, My, ..., My, todos los sub-
grupos conjugados de M. Cada subgrupo conjugado de M es un subgrupo maximo de G de orden
m, entonces (m —1)n/m = n— n/m es la cantidad de elementos en M; U...U M,,/,,, diferentes de la
identidad.

Como G es simple 2 < n/m =[G : M], por lo que n.n/m < n—-2 < n—-1lo que implica que G tiene
subgrupos maximos que no son conjugados de M. Ademds como 2 < m entonces 1/m < 1/2 y asi
ni2=n-n/2<n-n/mycomon/2-1/2<n/2ocurreque (n—1)/2<n—-n/m.

Si tomamos a H otro subgrupo maximo de G que no es conjugado de M y el orden de H es h, el nt-
mero de elementos no triviales de todos los subgrupos conjugados de H es n— n/hy de igual forma
(n—1)/2 < n—n/hy asilos elementos diferentes de la identidad que se encuentran en algiin subgru-
po conjugado de M o algtin subgrupo conjugado de H son (n—n/m)+ (n—n/h) < n—1, y ademas
2((n-1)/2)<(n—n/m)+ (n—n/h) < n-1porlo que llegamos a la contradicciéon n—1 < n—1, por lo
tanto G es soluble. B

Lema 2 (Maschke).
Si G es un grupo de automorfismos de un p-grupo abeliano elemental A, p no divide al orden de G, y
S es un subgrupo de A invariante bajo G, existe un subgrupo T, invariante bajo G talque A=Sx T.

Demostracion.
Como A es un p-grupo abeliano elemental, es un espacio vectorial sobre el campo de Galois de p
elementos GF(p).
La idea de la demostracién consiste en encontrar un operador lineal f de A que tenga como imagen
a S, y que conmute con todos los elementos de G. Esto implicard que su nticleo T es invariante bajo
G,yque A=SxT.
Sea 0 una proyeccion de A sobre S, se tiene que S es la imagen de 6. Ademds para cualquier automor-
fismo g, elemento de G, la composicién g~'0g es un operador de A cuya imagen est4 contenida en S,
pues g(S) = Sy 0 es una proyeccion sobre S.
Sea f3 el operador Zgc;(g '0g). Siy es la restriccion de § a S entonces y es un endomorfismo de
S, ademads para cualquier elemento s = 0 de S, y(s) = B(s) = (deg(g_lﬁg))(s) = ngg(g_lﬁg)(s) =
ngcg_IH(g(s)) = ngGg_l(g(s)) =Ilgegs = sl 21 ya que p no divide al orden de G, por lo cual y es
un automorfismo de S. Asi tenemos que la imagen de A bajo f es S.
Faltaria ver es que § conmuta con todos los elementos de G, sin embargo para cualquier elemento x
de G ocurre que x ! fx = x 71 (Zge(87108))x = Zgec((8%)10(gX)) = Zge(g~108) = B. Hemos proba-
do que f conmuta con todos los elementos de G.

Sea T el ntcleo de B, paraver que A es el producto directo de Sy T basta ver que su interseccion es
trivial, yaque dim(ST) = dim(S)+dim(T)-dim(SnT), pero si x es un elemento de SN T significa que
B(x) =1 pero como x es un elemento de Sy § es una funcion biyectivaen S, x = 1 ylaintersecciéon de S
con T es trivial. Tenemos que dim(ST) = dim(S)+dim(T) =dim(im(B))+dim(ker(f)) =dim(V).R

Lema 3. Si G es un grupo soluble no nilpotente y tiene un tinico subgrupo normal propio no tri-
vial, todos sus subgrupos propios son abelianos.
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Demostracién. G es soluble y no es abeliano porque no es nilpotente, por lo que G’ es el tinico
subgrupo normal no trivial de G. Asi el indice en G de G’ es primo.
Basta probar que cualquier subgrupo méaximo de G es abeliano pues cualquier subgrupo de G estd
contenido en algin subgrupo méaximo.
Sea M un subgrupo maximo de G, si M = G’ entonces M’ = G” =1 porlo que M es abeliano. Si M fuera
diferente de G, por ser un subgrupo maximo, MG’ = Gy como G’ es abeliano se tiene que MNG' <G’
y ademds M N G' <M por lo que M NG’ es un subgrupo normal de Gy asi M n G’ debe ser G’ o 1. Si
la interseccion es G', entonces G’ es un subgrupo de M, por lo que M <Gy M resulta ser G/, si es 1
entonces G/G' = MG'/G' = M/1= M por lo que M es abeliano.

Observacion. Si n = 5 el grupo S, tiene s6lo un subgrupo normal propio no trivial, pero tiene sub-
grupos propios no abelianos, por lo que la hipotesis de que G sea soluble es necesaria en el lema 3.

Observacion. La hip6tesis de que G no sea nilpotente no es necesaria en el lema 3, si G es nilpo-
tente, G tiene solo un subgrupo maximo, pues cualquier subgrupo méaximo es normal, por lo que G es
un p-grupo pues para cada primo g que divide el orden de G, existe un subgrupo H de indice q en G,
por lo que H es méximo y normal en G. Por lo tanto G es ciclico y todos sus subgrupos son abelianos.
La hipétesis de que G no sea nilpotente se agrega en el lema 3 para no considerar el caso en el que G
es abeliano en la demostracion, y para que las hipdtesis coincidan con las condiciones del teorema
que se prueba a continuacion.
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Ahora caracterizaremos a los grupos que como S3 no son nilpotentes pero todos sus subgrupos
propios si lo son.

Teorema:
Si G es un grupo las siguientes tres condiciones son equivalentes.

(1) G no esnilpotente pero todos sus subgrupos propios son nilpotentes.

(2) (a) Existen py g primos diferentes tales que G = PQ con P un subgrupo de G de orden p"* que
coincide con G’ y Q un g-subgrupo ciclico de G de orden g” (m, n = 1). Ademds G tiene un
tnico subgrupo normal méximo My M = P x Q9.

(b) Z(G)=®(G) = PP x Q1.

(c) M=PZ(G),y M/ Z(G) es el tinico subgrupo normal de G/ Z(G).
3) (@ Z(G)=0(G).

(b) G/Z(G) no es nilpotente pero todos sus subgrupos propios son abelianos.

Demostracion:

Se probara que (1) implica (2).

En virtud del teorema que se enuncia al principio de este capitulo, para probar que se cumple (2)(a)
lo tnico que falta hacer ver es que el g’-subgrupo nilpotente N que coincide con G’ es un p-grupo.
Como N contiene a todos los subgrupos de Sylow de G que no son g-grupos, N = Py x ... x P;. con P;
un p;-subgrupo de Sylow de G. Si suponemos que k = 2 entonces P;Q es un subgrupo propio de G
por lo que es nilpotente, y todos los elementos de Q conmutan con todos los elementos de P; para
cualquier j, por lo que todos los elementos de Q conmutan con todos los elementos de N, ademas
como Q es ciclico todos sus elementos conmutan entre si, y como G = NQ entonces Q esta contenido
en el centro de G y es un subgrupo normal de G, por lo que todos los subgrupos de Sylow de G son
normales y G es nilpotente, lo cual es una conradiccién. Por lo tanto K =1y N es un p-grupo con

p=*dq.

Para probar (2)(b) se observara primero que Z(G) < ®(G), para ello supongamos que existe un
subgrupo méaximo M de G que no contiene al centro, entonces el producto M Z(G) es todo G, por lo
que G/ Z(G) = M/M n Z(G) que es nilpotente pues M es nilpotente, asi G seria nilpotente, lo que es
una contradiccién y por lo tanto Z(G) < ®(G).

Ahora probaremos que ®(G) < Z(G).

Observemos que Q no es un subgrupo normal de G pues si lo fuera G seria nilpotente. El subgrupo
normal generado por Q, y denotado Q¢ coincide G pues de no ser asi tendria que ser un subgrupo
de el tnico subgrupo normal maximo M y entonces también Q seria un subgrupo de M lo cual es
una contradiccion pues el [G: M] = gy Q es un g-subgrupo de Sylow de G. Ademdas como QY es el
g-subgrupo de Sylow de M y M es nilpotente Q7 conmuta con todos los elementos de P y también
con todos los elementos de Q pues Q es ciclico, por lo que Q7 es un subgrupo del centro de G.

Por otro lado si Q es un g-subgrupo de Sylow de G, Q, estd contenido en algtin subgrupo méximo L
de Gy como ®(G) también es un subgrupo de L, Q®(G) es un subgrupo propio de G y por lo tanto
es nilpotente. Como PN ®(G) < G entonces Q(P N ®(G)) es un subgrupo de QP(G) y es nilpotente. Asi
todos los elementos de Q conmutan con todos los elementos de P n ®(G) y como esto ocurre para
cualquier g-subgrupo de Sylow de G, entonces todos los elementos de Q° = G conmutan con todos
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los elementos de P N ®(G), porlo que PN ®(G) < Z(G).

Tenemos que Q9 < Z(G) < ®(G), ademas como PQY es un subgrupo maximo de G, ®(G) = (PQY) n
®(G). Asi por laley de Dedekind ®(G) = (PQY) Nn®(G) = (PN ®(G)Q7< Z(G).

Por lo tanto ®(G) = Z(G).

Ahora probaremos que Z(G) = PP x Q4.
Si ocurriera que P n Z(G) = PP, por la ley de Dedekind tendriamos que Z(G) = ®(G) = M Nn®(G) =
(PxQNNZ(G)=(PnZ(G)QT=PPQI.
Probaremos entonces que PN Z(G) = PP. Primero observemos que se cumplen las siguientes dos pro-
piedades.
i) PnZ(G)<P.
(ii) Si X es un subgrupo normal de G y un subgrupo propio de P, X estéd contenido en el centro de G.

Demostracién de (i). Si Pn Z(G) = P entonces G’ = P < Z(G) por lo que G/ Z(G) seria abeliano y
G seria nilpotente, lo cual seria una contradiccion.

Demostracion de (ii). | XQ| = | X]|Q| < |P||Q| = |G|, por lo que XQ es nilpotente y todos los ele-
mentos de Q conmutan con todos los elementos de X y como esto pasa para cualquier g-subgrupo
de Sylow de G entonces todos los elementos de G = Q° conmutan con todos los elementos de X y asi
X< Z(G).

Demostremos que PN Z(G) = PP. Observemos que P es un subgrupo caracteristico de P y por lo
tanto un subgrupo normal de G. Nombremos a G* = G/P” y P* = P/PP. Por el teorema de la corres-
pondencia P* < G*.

Consideremos ahora la funcién ¢ : G* — aut(P*) tal que para gP? € G* y xPP € P*, p(gPP)(xPP) =
(gxg !)PP. ¢ es un homomorfismo, nombremos como I' a la imagen de ¢. probaremos que I es un
g-grupo viendo que todos los elementos de I tiene como orden una potencia de g.

G*/P* = G/P = Q, eso significa que si tomamos un elemento gP? = g* en G* va a existir una potencia
de g que sea el orden de g* P* es decir que (g*)9" € P* para algin n, por lo que g7" es un elemento
de P y como P/ PP es abeliano, para cualquier elemento xP” de P/PP ocurre

(g N?" (xPP) = ((g*)7")(xPP) = (g9" xg~9") PP = xPP.
Por lo tanto I es un g-grupo.

Como PP es un subgrupo normal de G y estd contenido propiamente en P, en virtud de (ii) P”
es un subgrupo del centro de G y entonces P” estd contenido en P n Z(G). Consideremos al grupo
T = (PN Z(G))/PP, si tPP es un elemento de T entonces @(gPP)(tPP) = gtg PP = tP” porlo que T
es invariante bajo cualquier elemento de I'.

Como P* es un p-grupo abeliano elemental, I" es un grupo de automorfismos de P* y T un sub-
grupo de P* invariante bajo I'; en virtud del teorema de Maschke existe U = W/PP subgrupo de
P* invariante bajo todo automorfismo de I, por lo que W es un subgrupo normal de G. Si W fue-
ra un subgrupo propio de P entonces por (ii) W estaria contenido en el centro de G y ocurriria que
W=PNnW=Pn(Z(GnNW)=(PnZ(G)NW =PP,yP/PP=(PnZ(R)/PPxPP/PP =(PNZ(G)IPP
lo que implica que PN Z(G) = Py eso es una contradicciéon. Por lo tanto W = Py (PN Z(G))/PP =11o
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que implica que PP = Pn Z(G), y hemos probado que se cumple (2)(b).

Para terminar la demostracion de que (1) implica (2) solo falta probar que se cumple (2)(c).
Sabemos que M = P x QY es el unico subgrupo normal méaximo de G, como P y el centro de G son
subgrupos de M y Q7 es un subgrupo del centro de G se tiene que M = PQ? < PZ(G) < M y de ahi
que M =PZ(G).

Solo falta probar que M/ Z(G) es el inico subgrupo normal de G/ Z(G).

Primero probaremos que M/ Z(G) es un subgrupo normal minimo de G/ Z(G). Supongamos que X es
un subgrupo normal de G que contiene al centro de G y esta contenido en M, entonces X = Z(G) X =
Z(G)(XNM) = Z(G)(XnPZ(G)) pero por la ley de Dedekind X n PZ(G) = Z(G)(X n P) por lo que
X=Z(G)(XnP).

Supongamos que X es un subgrupo propio de M, entonces tiene que ocurrir que X N P sea un sub-
grupo propio de P pues si la interseccion fuera igual a P, P estaria contenido en X y como el centro de
G también es un subgrupo propio de X ocurriria que M = PZ(G) < X lo que seria una contradiccion.
Como XN P<Gy XnP esun subgrupo propio de P entonces X N P es un subgrupo del centro de G,
por lo que X coincide con el centro de G y asi M/ Z(G) es un subgrupo normal minimo de G/ Z(G).

Supongamos que L/ Z(G) es un subgrupo normal minimo de G/ Z(G), eso significa que L contie-
ne al centro de G y estd contenido en M pues M es el tinico subgrupo normal méximo de G, por lo
que L/ Z(G) es un subgrupo de M/ Z(G) pero como M/ Z(G) es normal minimo entonces L = M y asi
M/ Z(G) es el tinico subgrupo normal minimo de G/ Z(G).

Como M/Z(G) es el inico subgrupo normal minimo y el Gnico subgrupo normal méximo de
G/ Z(G) es el inico subgrupo normal de G/ Z(G) por lo que se ha probado (2)(c).

Ahora probaremos que (2) implica (3).

Solo hace falta probar (3)(b).

Supongamos que G/ Z(G) es nilpotente. como Q es un grupo ciclico generado por un elemento x, Q7
esta generado por x7 por lo que Q7 es un subgrupo propio de Q. Por otro lado Si tomamos un subgru-
po méaximo M de P, entonces M esnormalen Py [P : M] = p por lo que x” estd en M para cualquier x
en Py PP estd contenido en M que es un subgrupo propio de P, asi tanto p como g dividen al orden
de G/ Z(G) por lo que tiene al menos dos subgrupos de Sylow diferentes y por lo tanto dos subgrupos
normales diferentes, lo cual contradice (2)(c), entonces G/ Z(G) no puede ser nilpotente.

Por otro lado como G’ coincide con P es soluble, y G/G’ también es soluble pues es isomorfo a Q, asi
G es soluble y también G/Z(G) es un grupo soluble, y no es nilpotente. Ademads tiene un unico sub-
grupo normal no trivial, por lo tanto por el lema anterior todos sus subgrupos propios son abelianos.

Se probara que (3) implica (1).
G no es nilpotente por que G/ Z(G) no es nilpotente.
Basta probar que cualquier subgrupo maximo de G es nilpotente. supongamos que M es un sub-
grupo maximo de G, entonces contiene a ®(G) = Z(G), y ademés M/Z(G) es abeliano por lo que
M = Z(G) =1 es una serie central de M y M es nilpotente.

Para terminar el trabajo haremos notar que existen grupos no solubles, con todos sus subgrupos
normales propios nilpotentes, y que tienen subgrupos propios no nilpotentes.

Ejemplo 3.
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Consideremos el grupo SL(n,F) conn=2y|F|> 3.

Sabemos que el grupo PSL(n,F) = SL(n,F)/ Z(SL(n, F)) es simple y no abeliano por lo que no es so-
luble. Entonces SL(n, F) no es soluble, pues de serlo PSL(n, F) lo seria.

También sabemos que si N ISL(n, F), entonces N < Z(SL(n, F)) por lo que todos los subgrupos nor-
males de SL(n, F) son abelianos y por lo tanto nilpotentes, sin embargo si todos los subgrupos propios
de SL(n, F) fueran nilpotentes entonces en virtud del teorema de Iwasawa-Schmidt SL(n, F) seria so-
luble y eso seria una contradiccion. Por lo tanto SL(n, F) tiene un subgrupo propio no nilpotente.
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Notacion.

z Numeros enteros.

Zy Numeros enteros modulo p.

(a,b) Maéaximo comun divisor de a y b.

x=y(mbédn) ndivideax-y.

My, (F) Matrices de n x n con coeficientes en el campo F.

Bc A B es un subconjunto de A.

BcA B es un subconjunto propio de A.

ANB Intersecciéon de Ay B.

AUB Unién de Ay B.

AxB Producto cartesiano de los conjuntos Ay B.

1 Elemento identidad del grupo G.

H<G H es un subgrupo del grupo G.

H<G H es un subgrupo propio del grupo G.

H<G H es un subgrupo normal del grupo G.

H<H H es un subgrupo normal propio del grupo G.

H#G H no es un subgrupo normal del grupo G.

G=H Los grupos G y H son isomorfos.

|G| Orden de G.

(G: H] Indice de H en G.

xH Clese lateral izquierda de H.

G/H Grupo cociente de G en H.

H=G H esisomorfo a G.

(X) Subgrupo generado por X.

(X1y .y Xp) Subgrupo generado por {xy, ..., X}

H<.qr G H es un subgrupo caracteristico de G.

(X, y] Conmutador de x con y ([x.y] = xyx~'y™1).

[A, B] Subgrupo generado por {[a, blla€ A, b € B}.

G Subgrupo derivado de G ([G, G)).

GU+D Subgrupo derivado de GX.

Z(G) Centro de G.

Gy Estabilizador de x bajo la accién de G.

Cg(x) Centralizador de x en G.

Ng(H) Normalizador en G de H.

G x...x Gy, Producto directo de los grupos Gy, ..., Gj,.

¢(G) Imagen de G bajo ¢.

Aut(G) Grupo de automorfismos de G.

Sn Grupo de permutaciones de un conjunto de n elementos.
Ay Grupo de permutaciones pares de un conjunto de n elementos.
Dy Grupo dihedrico de orden 2n.

GL(n,F) Grupo de matrices invertibles de tamafio n x n con coeficientes en el campo F.
SL(n, F) Grupo de matrices con determinante 1, tamafo 7 x n y coeficientes en el campo F.
PSL(n,F) Grupo proyectivo lineal especial (SL(n, F)/ Z(SL(n, F))).

I Matrix identidad.

id Funcién identidad.

GL(V) Grupo de transformaciones lineales invertibles sobre el F-espacio vectorial V.
Car(F) Caracteristica del campo F.

d(G) Subgrupo de Frattini de un grupo G.

GF(p) Campo de Galois de p elementos.
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