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Introducción

El propósito de este trabajo es estudiar, siguiendo a Reinhold Baer, los grupos finitos no nilpoten-
tes con todos sus subgrupos propios nilpotentes. Para ello primero se recuerdan algunas propiedades
de los p-grupos finitos y de los grupos abelianos finitos que son ejemplos de grupos nilpotentes. Se
define grupo nilpotente finito, se caracterizan los grupos de esta clase y se estudian algunas de sus
propiedades elementales.

Después se estudia la clase de los grupos finitos solubles no nilpotentes con todos sus subgrupos
normales propios nilpotentes, se prueba que los grupos finitos con todos sus subgrupos propios nil-
potentes son solubles. También se prueba un caso especial del célebre teorema de Maschke que nos
será de utilidad.

Por último se presenta una caracterización de grupos finitos no nilpotentes con todos sus subgru-
pos propios nilpotentes que es el objetivo principal de este trabajo.

En el primer apartado de este trabajo se enuncian definiciones y resultados que se utilizan a lo
largo de este estudio. La notación y convenciones que se usan en esta tesis coinciden, en general, con
las usados por J.J. Rotman en [4]. Se consideró pertinente agregar las demostraciones de algunos de
los resultados enunciados en este apartado.
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Definiciones y resultados preliminares:

En este trabajo los grupos considerados son finitos, a menos que se especifique lo contrario.

Definición. Si X es un subconjunto de un grupo G , el subgrupo generado por X , denotado como
〈X 〉, es la intersección de todos los subgrupos de G que contienen a X .
Si X es un conjunto finito {x1, ..., xn}, en lugar de 〈{x1, ..., xn}〉 escribimos 〈x1, ..., xn〉.

Teorema. Si X es un subconjunto no vacío de un grupo G , el subgrupo generado por X es el sub-
conjunto formado por todos los productos de la forma xα1

1 ...xαn
n , con n Ê 1, todas las xi elementos de

X y αi =±1 para cualquier i .

Definición. Un grupo G es cíclico si es generado por un solo elemento, es decir, si existe g en G ,
tal que 〈g 〉 =G .

Definición. Un grupo G es abeliano si para cualquier par de elementos a y b de G , ab = ba.

Definición. Si H y K son subconjuntos de un grupo G , su producto HK es {hk|h ∈ H ,k ∈ K }, y
H−1 = {h−1|h ∈ H }.
Si H = {h} en lugar de {h}K se escribe simplemente hK .

Definición. Si H es un subgrupo de G , una clase izquierda de H es el subconjunto g H para algún
elemento g de G . De igual forma una clase derecha de H es el subconjunto H g para algún elemento
g de G .

Teorema. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y a y b elementos de G . aH = bH si y sólo si a−1b
es un elemento de H , de igual forma H a = Hb si y sólo si ba−1 es un elemento de H .

Teorema. Si G es un grupo y H un subgrupo de G , el conjunto de las clases izquierdas (o derechas)
forman una partición de G y cada elemento de la partición tiene |H | elementos.

Teorema. Si G es un grupo y H es subgrupo de G , existe una biyección entre las clases izquierdas
y las clases derechas de H en G .

Definición. Si G es un grupo y H es un subgrupo de G , el índice de H en G es el número de clases
izquierdas de H en G y se denota como [G : H ].

Definición. Si X es un subconjunto de un grupo G , el orden de X , denotado como |X |, es el nú-
mero de elementos de X .

Definición. Si g es un elemento de un grupo G , el orden de g es |〈g 〉|.

Definición. Un grupo G de orden 2n es llamado diédrico si es generado por dos elementos s y t de
órdenes n y dos respectivamente que cumplen que t st = s−1. Dicho grupo se denota como D2(n).

Teorema (Lagrange). Si G es un grupo y H es un subgrupo de G , |G| = |H |[G : H ].
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Teorema. G es un grupo cíclico si y sólo si para cada número natural n, divisor de su orden, G tiene
un único subgrupo de orden n.

Teorema. Si G es un grupo abeliano y el entero positivo m divide el orden de G , G tiene un sub-
grupo de orden m.

observación. El grupo de permutaciones pares de un conjunto de cuatro elementos denotado co-
mo A4, tiene orden doce y no tiene subgrupos de orden seis.

Teorema. Si G es un grupo no trivial que no tiene subgrupos no triviales, G es de orden primo.

Demostración. Si g es un elemento de G diferente del idéntico, el subgrupo generado por g tiene
que ser todo G por lo que G es cíclico, y al ser cíclico tiene un subgrupo por cada divisor de su orden,
pero como no tiene subgrupos no triviales entonces G tiene orden primo.

Definición. Un subgrupo M de un grupo G es máximo si está contenido propiamente en G y no
existen subgrupos propios de G que contengan propiamente a M .

Teorema. Si G es un grupo que tiene un único subgrupo máximo, G es cíclico.

Demostración. Sea M el único subgrupo máximo de G y tomemos g un elemento de G que no sea
elemento de M . Si g no generara a todo G , el subgrupo generado por g estaría contenido en el único
subgrupo máximo M lo cual sería una contradicción. Por lo tanto g genera a todo G y G es cíclico.

Observación. En el teorema anterior la hipótesis de que G sea finito es necesaria. Z5 ×Q tiene co-
mo único subgrupo máximo aQ, sin embargo no es cíclico.

Teorema. Si G es un grupo y K ≤ H ≤G , entonces [G : K ] = [H : K ][G : H ].

Demostración.
[G : K ]|K | = |G| = [G : H ]|H | = [G : H ][H : K ]|K |, por lo que [G : K ] = [G : H ][H : K ].

Teorema. Si G es un grupo, un subconjunto H de G es un subgrupo si y solo si H H = H = H−1.

Teorema. Si G es un grupo y H y K son subgrupos de G , el producto HK es un subgrupo de G si y
solo si HK = K H .

Demostración. Primero supongamos que HK es un subgrupo de G , por lo tanto HK = (HK )−1 =
K −1H−1 = K H . Inversamente, si suponemos que HK = K H , se tiene (HK )(HK ) = H(K H)K = H(HK )K =
HK y (HK )−1 = (K H)−1 = H−1K −1 = HK .

Teorema. Si H y K son subgrupos de G , se tiene que |H ||K | = |HK ||H ∩K |.

Demostración. Consideremos la función F : H ×K −→ HK ; F (h,k) = hk. Se puede dar una rela-
ción de equivalencia en H×K en donde dos elementos están relacionados si tienen la misma imagen,
y como F es suprayectiva el número de clases de equivalencia es |HK | y dado que |H×K | = |H ||K |, so-
lo faltaría probar que la cardinalidad de cada clase de equivalencia es |H ∩K |. Para esto supongamos
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que h y k son elementos de H y K respectivamente, entonces si g es un elemento de la intersección
de H y K ocurre que hk = hg g−1k y así (hg , g−1k) está en la clase de equivalencia de (h,k), por lo que
cada clase de equivalencia tiene al menos |H ∩K | elementos.
Ahora supongamos que la pareja (h′,k ′) está en la clase de equivalencia de (h,k), eso significa que
hk = h′k ′ por lo que h′−1h = k ′k−1 y de ahí se tiene que k ′k−1 es un elemento de H ∩K . Además
h′ = hkk ′−1). Por lo tanto (h,k) = (h(kk ′−1, (k ′k−1)k) y eso prueba que cada clase de equivalencia tie-
ne |H ∩K | elementos.

Definición. Se dice que un subgrupo N de G es normal, y se denota como N EG , si para cualquier
elemento g de G se tiene que g N g−1 = N .

Teorema. N es un subgrupo normal de un grupo G si y sólo si para cualquier g elemento de G se
tiene que g N = N g .

Teorema. Si G es un grupo abeliano, cualquier subgrupo de G es normal.

Observación. El hecho de que HENEG no implica que HEG . Por ejemplo consideremos al grupo
de permutaciones de un conjunto de cuatro elementos denotado como S4, que tiene como subgrupo
normal al grupo de Klein V = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. El grupo H = {1, (12)(34)} es normal en V ,
sin embargo H no es normal en S4.

Observación. Para todo número natural n Ê 2, n , 4, An es el único subgrupo normal propio no
trivial de Sn . Para n = 4 los únicos subgrupos normales propios no triviales de S4 son V y A4.

Definición. Un subgrupo N de G es un subgrupo normal máximo si N es un subgrupo normal
propio de G , y no existen subgrupos normales propios de G que contengan propiamente a N .

Definición. Un subgrupo N de G es un subgrupo normal mínimo si N es un subgrupo normal de G
diferente de la identidad, y no existen subgrupos normales no triviales de G contenidos propiamente
en N .

Definición. Decimos que un subgrupo A de G es subnormal en G si existen A1, ..., Ad subgrupos
de G tales que:

A = A1 E A2 E ...E Ad =G

Cuando un subgrupo A de G es subnormal en G escribimos A EEG .

Ejemplo. El grupo H = {1, (12)(34)} es un subgrupo normal de V , que es un subgrupo normal de
S4, por lo que H EES4 pero H 5 S4.

Por otro lado observemos que los subgrupos de orden dos de S3 no son normales en S3 y por mo-
tivos de orden tampoco pueden ser subnormales.

Teorema. Si G es un grupo y A, B Y C son subgrupos de G tales que AEEBEEC , entonces AEEC .
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Teorema. Si N es un subgrupo de G y [G : N ] = 2, se tiene que N es un subgrupo normal de G .

Definición. Al conjunto formado por las clases izquierdas (o derechas) de N se le denota como
G/N .

Teorema. Si N es un subgrupo normal de un grupo G , G/N es un grupo con la operación aN bN =
abN .

Definición. Un grupo no trivial G es simple si no tiene subgrupos normales no triviales.

Observación. Si un grupo G es simple, cualquier subgrupo propio no trivial no es subnormal.

Ejemplo. Cualquier grupo de orden primo es simple; An con n Ê es simple. Évariste Galois cono-
cía la simplicidad de A5.

Teorema. Si G es un grupo, N un subgrupo normal de G y H un subgrupo de G que cumple que
(|H |, [G : H ]) = 1, entonces también (|H ∩N |, [N : H ∩N ]) = 1.

Demostración.

[H N : N ] = |H N |/|N | = |H ||N |
|H ∩N ||N | =

|H |
|H ∩N | = [H : H ∩N ].

También, [H N : H ][H : H∩N ] = [H N : H∩N ] = [H N : N ][N : H∩N ], por lo que [H N : H ] = [N : H∩N ].
Esta última igualdad se usará más adelante.
Por la hipótesis sabemos que (|H |, [G : H ]) = 1.
Debido a que [H N : H ] es un divisor de [G : H ], entonces (|H |, [H N : H ]) = 1, y así (|H |, [N : H∩N ]) = 1.
Como |H ∩N | es un divisor de |H |, concluimos que (|H ∩N |, [N : H ∩N ]) = 1. ■

A un subgrupo H de G que cumple que (|H |, [G : H ]) = 1 se le llama subgrupo de Hall de G . Lo que
se acaba de probar es que si N es un subgrupo normal de G y H un subgrupo de Hall de G entonces
H ∩N es un subgrupo de Hall de N .

Con las hipótesis del teorema anterior, también es cierto que H N /N es un subgrupo de Hall
de G/N . En efecto, como |H N /N | = |H |/|H ∩ N |, se tiene que |H N /N | divide a |H |, además [G/N :
H N /N ] = [G : H N ], y como [G : H ] = [H N : H ][G : H N ], entonces [G/N : H N /N ] divide a [G : H ] y así,
como por hipótesis (|H |, [G : H ]) = 1, entonces también (|H N /N |, [G/N : H N /N ]) = 1.

Observación. Si N no es un subgrupo normal de G , puede ocurrir que H ∩ N no sea un sub-
grupo de Hall de N aunque H lo sea de G . Por ejemplo, consideremos el grupo S5, y el subgrupo
H = 〈{(1,2), (1,2,3,5)}〉, que es isomorfo a D2(4), que es un subgrupo de Hall de S5 pues es de orden 8,
pero si consideramos a N el subgrupo de permutaciones de S5 que deja fijo al 5, su intersección con
H es no trivial pues contiene al menos a (1,2) pero no contiene a todo H , por lo que la intersección
no puede ser un subgrupo de Hall de N .

Definición. Una función F de un grupo G a un grupo H , es un homomorfismo, si para cualesquie-
ra a y b elementos de G , F (ab) = F (a)F (b).
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Definición. Una función F de un grupo G a un grupo H , es un isomorfismo, si F es un homomor-
fismo y es biyectiva. Decimos que dos grupos son isomorfos si existe un isomorfismo de un grupo en
el otro.

Definición. Un automorfismo de un grupo G , es un isomorfismo de G en G .

Teorema. Los automorfismos de un grupo forman un grupo con la operación de composición de
funciones.

Definición. Si F : G −→ H es un homomorfismo, el nucleo de F es el subgrupo de todos los ele-
mentos g en G tales que F (g ) = 1.

Teorema fundamental del homomorfismo. Si F : G −→ H es un homomorfismo de grupos cuyo
núcleo es K , K es un subgrupo normal de G y G/K es isomorfo a la imagen de G bajo F .

Se tienen los siguientes dos teoremas importantes de isomorfismos.

Teorema. Si N y H son subgrupos del grupo G y N es normal, ocurre que N ∩H es normal en H y
los grupos H/N ∩H y N H/N son isomorfos.

Teorema. Si H y K son subgrupos normales del grupo G y K É H , entonces H/K es normal en G/K
y además (G/K )/(H/K )�G/H .

Teorema de la correspondencia. Si K es un subgrupo normal del grupo G , y ϕ : G −→G/K el ho-
momorfismo canónico dado por ϕ(g ) = g K , se tiene que la función Ψ entre los subgrupos de G que
contienen a K y los subgrupos de G/K dada por Ψ(H) = ϕ(H) es una biyección. Además, si N1 y N2

son subgrupos de G que contienen a K , se tiene que N1 É N2 si y sólo si ϕ(N1) Éϕ(N2), y en este caso
[N2 : N1] = [ϕ(N2) :ϕ(N1)], además N1EN2 si y sólo si ϕ(N1)Eϕ(N2).

Teorema (ley de Dedekind). Si K y L son subgrupos de G y H es un subgrupo de L, entonces
HK ∩L = H(K ∩L).

Demostración. Sea l ∈ HK ∩L, l = hk con h elemento de H y k elemento de K , observemos que
k = h−1l es un elemnto de L por lo que l es un elemento de H(K ∩L).
Inversamente, si hx es un elemento de H(K ∩L) con h un elemento de H y x un elemento de K ∩L, H
es un elemento de HK y x es un elemento de L por lo que hx es un elemento de HK ∩L.

Observemos que en particular si HK =G se tiene que L = H(K ∩L).

Definición. El centro de un grupo G denotado como Z (G) es el subconjunto de los elementos g
de G tales que g a = ag para cualquier a elemento de G .

Teorema. El centro de un grupo G es un subgrupo normal.

Teorema. Si G es un grupo, H un subgrupo de G , K un subgrupo de Z (G)∩ H y H/K es cíclico,
entonces H es abeliano.
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Demostración. Sean a y b elementos de H , y sea hK un elemento que genera a todo H/K , se tiene
que a = hnk1 y b = hmk2, como K es un subgrupo del centro de G y las potencias de un elemento
conmutan entre si, ab = hnk1hmk2 = hnhmk2k1 = hmk2hnk1 = ba.

Definición. Si H y K son grupos, su producto directo H ×K es el grupo de las parejas ordenadas
(h,k) con h ∈ H y k ∈ K con la operación (h,k)(h′,k ′) = (hh′,kk ′).

Teorema. Si H y K son subgrupos normales de G , con H ∩K = 1, se tiene que HK y H ×K son
isomorfos.

Teorema. Si un grupo G es el producto directo de los subgrupos H1 y H2, cuyos órdenes son pri-
mos relativos, cualquier subgrupo K es el producto directo de K ∩H1 y K ∩H2.

Demostración. K ∩ H1 EK pues si tomamos k ∈ K y h ∈ K ∩ H1, entonces khk−1 ∈ H1 (ya que
H1EG) y además es claro que khk−1 ∈ K pues estamos multiplicando elementos de K . Análogamente
K ∩H2EK .
Luego, como H1 ∩ H2 = 1, entonces el producto de K ∩ H1 con K ∩ H2 es un producto directo en K .
Sabemos que todo elemento k ∈ K es el producto k = h1h2 con hi ∈ Hi , h1 y h2 conmutan, pues por
la normalidad de H1 y H2 en G el producto h1h2h−1

1 h−1
2 ∈ H1 ∩H2 = 1.Por otro lado los órdenes de h1

y h2 son primos relativos, entonces el orden de k es el orden de h1 por el orden de h2, y el producto
directo de 〈h1〉〈h2〉 es 〈k〉 pues 〈k〉 É 〈h1〉〈h2〉 y el orden de k es igual a la cardinalidad de 〈h1〉〈h2〉. Por
lo que h1,h2 ∈ K y así K es el producto directo de K ∩H1 y K ∩H2.

Corolario. Si G es el producto directo de n subgrupos H1, ..., Hn ≤ G cuyos órdenes son primos
relativos, entonces cualquier subgrupo K ≤G es el producto directo de K ∩H1,K ∩H2, ...,K ∩Hn .

Teorema. Si G es un grupo abeliano y g ∈ G tiene orden máximo, existe H un subgrupo de G tal
que 〈g 〉×H =G .

Definición. Si G es un grupo y p un primo, se dice que G es un p-grupo abeliano elemental si G es
abeliano y todos los elementos de G son de orden p.

Teorema. Si G es un p-grupo abeliano elemental, entonces G es un espacio vectorial sobre el cam-
po de Galois de p elementos GF (p), y su grupo de automorfismos coincide con el grupo general lineal
de G visto como espacio vectorial sobre GF (p).

Definición. Si G es un grupo y X un conjunto no vacío, una acción de G sobre X es una función
α : G ×X −→ X que cumple las siguientes dos propiedades:
(1) α(1, x) = x para cualquier x.
(2) α(g h, x) =α(g ,α(h, x)).
En adelante se denotará a α(g , x) como g x.

Definición. Si G es un grupo que actúa sobre un conjunto X , la órbita de un elemento x ∈ X es el
subconjunto O(x) = {g x|g ∈G}.

Teorema. El conjunto formado por las órbitas de los diferentes elementos de X forman una parti-
ción de X .



11

Una órbita de X es alguna órbita O(x) para algún elemento x de X .

Teorema. Si un grupo G actúa sobre un conjunto X y C es el conjunto que de todas las órbitas de
X , entonces |X | =ΣO∈C |O|.

Definición. Si G es un grupo que actúa sobre un conjunto X , y x es un elemento de X , el estabili-
zador x denotado como Gx es el conjunto {g ∈G|g x = x}.

Teorema. El estabilizador de cualquier elemento x ∈ X es un subgrupo de G .

Ejemplo. Si G es un grupo,α : G×G −→G definida comoα(x, y) = y x y−1 es una acción de G sobre
si mismo, llamada conjugación. Las órbitas de G bajo esta acción son llamadas clases de conjugación.
El estabilizador Gg de un elemento g resulta ser el conjunto de todos los elementos en G que conmu-
tan con él y se le llama el centralizador de g en G denotado como CG (g ).

También G actúa por conjugación sobre el conjunto de todos los subgrupos de G . Si H es un sub-
grupo de G , Al estabilizador GH bajo esta acción se le llama el normalizador de H en G , y se denota
como NG (H).

Teorema. Si un grupo G actúa sobre un conjunto X , la cardinalidad de una órbita es igual al índice
en G del estabilizador de cualquier elemento x en la órbita.

Observación. El resultado anterior implica que el número de conjugados de cualquier elemento
g ∈G es el índice en G de su centralizador, y que el número de conjugados de cualquier subgrupo H
de G es [G : NG (H)].

Definición. Si G es un grupo y H es un subgrupo de G , definimos HG como el subgrupo de G ge-
nerado por {g hg−1|g ∈G ;h ∈ H }. Tambien para un número natural n definimos H n como el subgrupo
de G generado por {hn |h ∈ H }.

Teorema (Cauchy). Si G es un grupo y p un primo que divide al orden de G , entonces G contiene
un elemento de orden p.

Demostración. Probaremos primero el caso en el que G es abeliano.
Si p||G|, |G| = pm. La prueba se hará por inducción sobre m, y la base inductiva es clara ya que si
m = 1 tenemos que G es un grupo cíclico de orden primo y el elemento generador resulta ser el ele-
mento de orden p buscado.
Para el paso inductivo consideremos un elemento x ∈G cuyo orden n es mayor que 1, si p|n tenemos
que el orden de xn/p es p y así xn/p es el elemento buscado, pero si p - n, al ser G abeliano, 〈x〉EG por
lo que G/〈x〉 es un grupo que tiene como orden pm/n. Es claro que n - p por lo que m/n es un entero
menor que m. Así por la hipótesis de inducción, tenemos que existe un elemento y ∈G/〈x〉 que tiene
orden p.
Consideremos ahora el homomorfismo canónico de G en G/〈x〉 que envia a cada elemento g ∈G a su
clase izquierda g 〈x〉. Tiene que existir un elemento y ′ en G tal que su imagen sea y , esto implica que
el orden de y ′ es pk, por lo que y ′k es un elemento de G que tiene orden p.
Ahora consideremos el caso en el que G no es abeliano. Tomemos a 1, x ∈G , el número de elementos
conjugados de x es [G : CG (x)]. Si x no es un elemento de Z (G) entonces |CG (x)| < |G|, y si p||CG (x)|
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entonces esta prueba se podría terminas con un razonamiento inductivo, por lo que ahora supondre-
mos que p - |CG (x)|. Como |G| = [G : CG (x)]|CG (x)| entonces tiene que ocurrir que p|[G : CG (x)]. y si
ahora tomamos un elemento xi en cada clase de conjugación de G que no está formada por un solo
elemento. Tenemos la siguiente cuenta:

|G| = |Z (G)|+Σi [G : CG (xi )].

Y sabemos por lo anterior que para toda i , p|[G : CG (xi )], por lo que p||Z (G)|, sin embargo Z (G) es
abeliano y por el resultado anterior tenemos que Z (G) tiene un elemento de orden p, y así tambien G
tiene un elemento de orden p, que es lo que se quería probar.■

La última igualdad dada en la demostración anterior es conocida como la ecuación de clases.
A continuación se da otra demostración del teorema de Cauchy, realizada por J.H. McKay, que no uti-
liza esa ecuación y que ilustra los diferentes conceptos de acción de grupos que hemos introducido.

Demostración (Teorema de Cauchy). Sea Cp un grupo cíclico de orden primo Cp = {a, a2, ..., ap }
Definamos X = {(ga , ..., gap ) ∈G × ...×G|ga ga2 ...gap = 1}. Notemos que la cardinalidad de X es |G|p−1

pues las primeras p −1 entradas de los elementos de X se pueden elegir con libertad, sin embargo la
p-ésima entrada tiene que ser (ga ga2 ...gap−1 )−1. Podemos hacer actuar al grupo cíclico de orden primo
Cp sobre X de manera que si ak es un elemento de Cp entonces la acción de ak sobre los elementos
de X sea ak (ga1 , ..., gap ) = (gak a , ..., gak ap ) = (gak+1 , ..., gap , ga , ..., gak ). El producto (gak+1 ...gap )(ga ...gak )
es 1 pues el producto (ga ...gak )(gak+1 ...gap ) es 1.
Bajo esta acción las órbitas de X tienen 1 o p elementos, las órbitas de un solo elemento son las de
p-adas que tienen todas las entradas iguales, de la forma (g , ..., g ) con g un elemento de G que cum-
ple que g p = 1. Claramente (1, ...,1) es uno de esos elementos cuya órbita tiene solo un elemento,
pero si suponemos que es el único elemento de X cuya órbita es de un solo elemento tendríamos que
|X | = |G|p−1 = 1+np para n Ê 0 algún entero, pero eso significaría que |G|p−1 ≡ 1(mod p), lo cual es
una contradicción pues habíamos supuesto que p||G|. Así G debe tener un elemento de orden p.

Definición. Si G es un grupo y a y b son elementos de G , el conmutador de a y b denotado co-
mo [a,b], es el elemento aba−1b−1. Si H y K son subgrupos de G se define el interderivado de H
con K como el subgrupo de G generado por el conjunto {[h,k]|h ∈ H ;k ∈ K } y se denota como [H ,K ].
Al interderivado [G ,G] lo llamaremos el subgrupo conmutador o derivado de G y se denotará como G ′.

Teorema. Un subgrupo N de un grupo G es normal si y sólo si [N ,G] É N .

Demostración. Si N es un subgrupo normal de G , para cualquier n elemento de N y g elemento
de G , se tiene que [n, g ] es un elemento de N . Por lo que [N ,G] É N .
Recíprocamente, si g es un elemento de G , y n un elemento de N , como ng n−1g−1 es un elemento de
N , g n−1g−1 también lo es, por lo que N es un subgrupo normal de G .

Teorema. Sean H y K grupos, J EH y LEK , entonces J ×L es un subgrupo normal de H ×K .

Teorema. Si H1 y H2 son subgrupos de H y K1 y K2 son subgrupos de K , entonces [H1 ×K1, H2 ×
K2] = [H1, H2]× [K1,K2].
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Demostración. Sean H y K grupos, h1 y h2 elementos de H y k1 y k2 elementos de K , entonces se
tiene que [(h1,k1), (h2,k2)] = (h1h2h−1

1 h−1
2 ,k1k2k−1

1 k−1
2 ) = ([h1,h2], [k1,k2]).

Teorema. Sea G es un grupo y H es un subgrupo de G . H EG y G/H es abeliano si y sólo si G ′ ≤ H .

Demostración. Supongamos que HEG y que G/H es abeliano, entonces para cualesquiera a,b ∈G
tenemos que:

H ab = H aHb = HbH a = Hba =⇒ ab(ba)−1 ∈ H =⇒ aba−1b−1 ∈ H

Por lo tanto G ′ É H .
Recíprocamente, si ahora suponemos que G ′ É H , para cualquier h ∈ H y g ∈G tenemos que g hg−1h−1 ∈
H y como h−1 ∈ H ocurre que g hg−1 ∈ H , por lo que H EG .
Ahora observemos G/H , tenemos que para cualesquiera a,b ∈G , ocurre que aba−1b−1 ∈ H por lo que
abH = baH y así G/H resulta ser un grupo abeliano.

Definición. Si G es un grupo, y p un número primo, se dice que P es un p-subgrupo de Sylow de
G si |P | es la potencia mas grande de p que divide a |G|.

Definición. Un subgrupo H de G es un subgrupo de Sylow si es un p-subgrupo de Sylow para al-
gún primo p.

Definición. Un grupo primario es un p-grupo para algún primo p.

Definición. Si p es un primo, y G un grupo, se dice que G es un p ′-grupo si su orden no es divisible
por p.

Teorema (Sylow).Si G es un grupo y p un primo que divide al orden de G se tiene que:

(1)Existe al menos un p-subgrupo de Sylow de G .

(2)Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y H es algún p-subgrupo de G , existe g ∈ G tal que H es
un subgrupo de g P g−1. En particular, dos p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

(3)Si n es el número de p-subgrupos de Sylow de G , n = [G : NG (P )] donde P es algún p-subgrupo
de Sylow de G .

Teorema. Si G es un grupo, P un p-subgrupo de Sylow de G y N un subgrupo normal, P∩N resulta
ser un p-subgrupo de Sylow de N (notemos que un subgrupo de Sylow de G es un subgrupo de Hall
de G , por lo que este resultado es un caso particular de un teorema anterior, sin embargo daremos
una demostración donde usamos los teoremas de Sylow).

Demostración. Tenemos que P ∩ N es un subgupo de algún p-subgrupo de Sylow de N , nom-
bremos P∗ a dicho subgrupo de Sylow, queremos probar que P ∩N es P∗. Para ello observemos que
P∗ É g P g−1 ∩N para algún g , por lo que tenemos lo siguiente:
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P∗ É g P g−1 ∩N = g P g−1 ∩ g N g−1 = g (P ∩N )g−1.

Así P∗ y P ∩N tienen la misma cardinalidad, por lo que P ∩N = P∗ es un p-subgrupo de Sylow de
N .

Observación. El teorema anterior no necesariamente es cierto si el subgrupo N no es normal en
G . Por ejemplo si consideramos al grupo de permutaciones S5, tiene como un 3-subgrupo de Sylow
〈(125)〉 pero la intersección con el subgrupo de S5 que deja invariante al 5 es el subgrupo trivial, que
no es un 3-subgrupo de Sylow de dicho subgrupo.

Teorema. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G , y H un subgrupo de G tal que NG (P ) É H , enton-
ces H coincide con su normalizador en G .

Demostración. Como NG (P ) É H , se tiene que P É H . Sea x un elemento del normalizador de H en
G , eso significa que xH x−1 = H por lo que xP x−1 É H y como tanto P como xP x−1 son p-subgrupos
de Sylow de H , existe h un elemento de H tal que hxP x−1h−1 = P , lo que significa que hx ∈ NG (P )
pero como NG (P ) É H , eso significa que hx = h∗ ∈ H por lo que x = h−1h∗ ∈ H lo que nos dice que
NG (H) É H y por lo tanto NG (H) = H .

Definición. Si G es un grupo, el subgrupo de Frattini de G denotado como φ(G) es la intersección
de todos los subgrupos máximos de G .

Definición. Si G es un grupo se dice que g ∈G es no generador si al generar X ∪ {g } a G , también
el conjunto X genera a G .

Teorema. El conjunto de todos los elementos no generadores de un grupo G coincide con el sub-
grupo de Frattini de G .

Demostración. Si g es un elemento no generador de G , M un subgrupo máximo y suponemos
que g no es un elemento de M , entonces el subgrupo 〈M ∪ {g }〉 es todo G sin embargo al ser M un
subgrupo máximo no genera a G lo cual es una contradicción pues habíamos supuesto que g era un
elemento no generador. Por lo tanto g es un elemento de M y como M era un subgrupo máximo ar-
bitrario de G entonces g es un elemento del subgrupo de Frattini de G .
Recíprocamente, si g es un elemento de φ(G) y suponemos que X ∪ {g } genera a G entonces si 〈X 〉 no
fuera todo G estaría contenido en un subgrupo máximo M de G , sin embargo por hipótesis g también
es un elemento de dicho subgrupo máximo por lo que G = X ∪ {g } É M , lo cual es una contradicción
pues habíamos supuesto que X ∪ {g } generaba a G . Por lo tanto g debe ser un elemento no generador
de G .

Teorema. Si G es un grupo y H un subgrupo de G tal que G =φ(G)H , entonces G = H .

Demostración. Si H , G , H está contenido en algún subgrupo máximo M de G por lo que G =
φ(G)H < M , lo cual es una contradicción que viene de suponer que H es diferente de G .

Teorema. Si G es un grupo y S un subgrupo de Sylow del subgrupo de Frattini φ(G), se tiene que S
es un subgrupo normal de G .
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Demostración. Para cualquier g ∈G se tiene que g Sg−1 <φ(G), por que Φ(G) es un subgrupo ca-
racterístico de G , por lo que existe h ∈ φ(G) tal que g Sg−1 = hSh−1, lo que implica que h−1g ∈ NG (S)
y podemos ver a g como el producto hh−1g ∈ φ(G)NG (S), entonces el grupo G es igual al producto
φ(G)NG (S) y así NG (S) =G y S resulta ser un subgrupo normal de G .

Definición. Se dice que un subgrupo H de G es característico, si para cada automorfismo α de G ,
ocurre que α(H) É H .

Teorema. Un subgrupo H de G es característico en G si y solo si para cada automorfismo α de G
se iene que α(H) = H .

Ejemplo.φ(G) es un subgrupo característico de G , ya que si M1, M2, ..., Mn son todos los subgrupos
máximos de G yα un automorfismo de G , por serα inyectiva se tiene queα(φ(G)) =α(M1∩...∩Mn) =
α(M1)∩...∩α(Mn) pero la imagen de cualquier subgrupo máximo de G bajo un automorfismo también
es un subgrupo máximo de G y por ser α un automorfismo las imagenes de dos subgrupos máximos
diferentes son diferentes, por lo que α(φ(G)) =φ(G).

Otros ejemplos de subgrupos característicos de un grupo son su centro y su derivado o conmuta-
dor.

Teorema. Si H es un subgrupo característico de K , y K es un subgrupo característico de G , ocurre
que H es un subgrupo característico de G .

Teorema. Si H es un subgrupo característico de G entonces es normal en G .

Demostración. Si g es un elemento de G , conjugar a los elementos de G por g es un automorfis-
mo, y como H es un subgrupo característico de G entonces se tiene que g H g−1 = H .

Teorema. Si H es un subgrupo característico de un subgrupo normal de G , entonces H es un sub-
grupo normal de G .

Teorema. Si H É K ÉG , H es característico en G y K /H es característico en G/H , se tiene que K es
característico en G .

Demortración. Sea F un automorfismo de G , por demostrar que F (K ) ≤ K .
Como H es característico en G , induce un automorfismo F∗ en G/H de la siguiente manera: F∗(g H) =
F (g )H .
Si k ∈ K , F (k) ∈ F (k)H = F∗(kH) = k ′H con k ′ ∈ K por que K /H es característico en G/H , lo que im-
plica que k ′−1F (k) ∈ H y por lo tanto F (k) ∈ K .

Teorema (Argumento de Frattini). Sean G un grupo, N un subgrupo normal de g , y P un p-
subgrupo de Sylow de N , entonces G = NG (P )N .

Demostración. Sea G un elemento de G . Como N es un subgrupo normal de G se tiene que
g P g−1 É g N g−1 = N , por lo que g pg−1 también es un p-subgrupo de Sylow de N . Por el teorema de
Sylow existe h elemento de N tal que g P g−1 = hPh−1 por lo que h−1g P (h−1g )−1 = P , lo que nos dice
que h−1g es un elemento de NG (P ) por lo que G es un elemento de H NG (P ) y entonces G = H NG (P ).
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Definición. El n-ésimo subgrupo derivado de G denotado como G (n) se define inductivamente
como G (0) =G ; G (n) = (G (n−1))′.

Definición. Decimos que un grupo G es soluble si existe un número natural n para el cual G (n) = 1.

Definición. Si G es un grupo, una serie normal de G es una serie G =G0 ÊG1 ÊG2 Ê ... tal que Gi

es un subgrupo normal de G para cualquier i .

Definición. Si G es un grupo, una serie subnormal de G es una serie G =G0 ÊG1 ÊG2 Ê ... tal que
Gi+1 es un subgrupo normal de Gi para cualquier i .

Teorema. Las siguientes condiciones para un grupo G son equivalentes:
(1) El grupo G es soluble.
(2) Existe una serie normal G =G0 ÊG1 Ê ... ÊGn = 1 tal que Gi /Gi+1 es abeliano para cualquier i .
(3) Existe una serie subnormal G =G0 ÊG1 Ê ... ÊGn = 1 tal que Gi /Gi+1 es abeliano para cualquier i .

Ejemplos. Todo grupo abeliano es soluble.

El grupo S3 es soluble, tiene la serie S3 Ê A3 Ê 1 que cumple con (2).

El grupo D2(n) es soluble ya que es generado por dos elementos a y b de órdenes 2 y n respectiva-
mente por lo que la serie D2(n) Ê 〈b〉 Ê 1 cumple con (2).

Si n Ê 5, Sn no es soluble porque An es el único subgrupo normal propio no trivial de Sn y no es
abeliano.

Teorema. Si G es soluble, cualquier subgrupo y cualquier cociente de G tambien son solubles.

Teorema. Si N es un subgrupo normal de G y tanto N como G/N son solubles, G también es solu-
ble.

Teorema. El producto directo finito de grupos solubles es soluble.

Teorema. Si G es un grupo no trivial simple y soluble, G es de orden primo.

Demostración. Como G es simple no tiene subgrupos normales no triviales, pero por ser soluble
tiene una serie normal 1 = G0 < G1 = G cuyo único cociente G/1 �G es abeliano, así cualquier sub-
grupo de G es normal en G , por lo que G no tiene ningún subgrupo no trivial y por lo tanto G es de
orden primo.

Teorema. G es un grupo soluble si y sólo si existe una serie G = G0 Ê G1 Ê ... Ê Gn = 1 tal que
Gi+1EGi y Gi /Gi+1 tiene orden primo para cualquier i .

Corolario.Si G es un grupo soluble entonces al menos uno de sus subgrupos máximos es normal.
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Demostración. Existe una serie G =G0 ÊG1 > ... ÊGn = 1 tal que Gi+1EGi y Gi /Gi+1 tiene orden
primo para cualquier i , en dicha serie G1 es el subgrupo máximo normal buscado.

Teorema. Si G es un grupo soluble y M un subgrupo normal máximo de G entonces el índice en G
de M es primo.

Demostración. Como G es soluble, G/M es soluble, y como M es un subgrupo normal máximo de
G , G/M es simple, así G/M es de orden primo, por lo tanto [G : M ] es primo.

Observación. En el teorema anterior, la hipótesis de que el grupo sea soluble es necesaria. A5 es
un grupo simple, por lo que el único subgrupo normal máximo que tiene es el subgrupo trivial.

Teorema. Todo grupo de orden menor que 60 es soluble.

Teorema. A5 no es soluble.

Demostración. A5 es simple no abeliano.

Definición. El grupo especial lineal denotado como SL(n,F ), es el grupo de matrices invertibles
de n ×n con elementos en el campo F , cuyo determinante es uno.

Teorema. Cualquier subgrupo normal N de SL(n,F ), con n Ê 2 y |F | > 3, está contenido en el cen-
tro de SL(n,F ).

Teorema. Si n Ê 2 y F es un campo de orden mayor que tres, se tiene que el grupo PSL(n,F ) =
SL(n,F )/Z (SL(n,F )), llamado grupo proyectivo lineal especial, es simple no abeliano.
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Capítulo 1.

En este capítulo veremos algunas propiedades de p-grupos y de grupos nilpotentes. También carac-
terizaremos esta segunda clase de grupos.

Recordemos que si p es un número primo, un p-grupo es un grupo en el cual todos los elementos
tienen como orden una potencia de p.

Teorema.
Un grupo G es un p-grupo si y sólo si |G| = pn para algún n ∈ N.

Demostración.
Supongamos que G es un p-grupo, si existiera un primo q , p que divide al orden de G , en virtud del
teorema de Cauchy G tendría un elemento de orden q , lo cual sería una contradicción.
Recíprocamente, si |G| = pn , por el teorema Lagrange el orden de cada elemento de G es un divisor de
pn .■

Ahora recordaremos algunas propiedades de los p-grupos.

Teorema. Si G es un p-grupo no trivial y N un subgrupo normal no trivial de G , se tiene que la
intersección de N y Z (G) es no trivial.

Demostración.
Podemos suponer que G no es abeliano (por lo que |G| = pn con n > 2).
Cada clase de conjugación de G tiene p s elementos para algúna s, y las clases de conjugación forman
una partición de G .
Para cualquier elemento x del centro de G su clase de conjugación es {x} de solo un elemento, y
por ser N un subgrupo normal de G , N es unión de clases de conjugación de G , así si N interseca
al centro de G trivialmente, la única clase de conjugación de un elemento contenida en N es {1},
y |N | = 1 + p s1 + ... + p sr con si > 0 para toda i . Como N es un p-grupo no trivial p||N |, además
p|p s1 + ...+ p sr por lo que p|1 lo cual es una contradicción. Por lo tanto N interseca al centro de g
de manera no trivial.■

Si tomamos N =G , la propiedad anterior nos dice que el centro de un p-grupo no trivial nunca es
trivial.

Corolario. Si p es un primo y G es un grupo de orden p2, G es abeliano.

Demostración. Si suponemos que G no es abeliano, el centro de G es de orden p, por lo que
G/Z (G) es un grupo cíclico de orden primo y entonces G es abeliano, lo cual es una contradicción.

Corolario. Si G es un p-grupo no trivial y N un subgrupo normal mínimo de G , N está contenido
en el centro de G .

Demostración. N es un subgrupo normal no trivial de G , por lo que N ∩ Z (G) = N ′ es no trivial,
pero N ′ es un subgrupo normal de G , y N ′ É N . Como N es un subgrupo normal mínimo de G , se
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tiene que N = N ′ y por lo tanto N É Z (G).■

Teorema Si G es un p-grupo de orden pn existe una serie normal 1 = H0CH1E ...EHn =G tal que
|Hi | = p i para toda i .

Demostración. Podemos suponer que el grupo no es abeliano. La prueba se hará por inducción
sobre n.
Sea G un grupo de orden pn y H1 un subgrupo de orden p del centro de G . G/H1 es un p-grupo de
orden pn−1, por hipótesis de inducción existe 1 = H1/H1CH2/H1E ...EHn/H1 =G/H1, una serie nor-
mal de G/H1, tal que |Hi /H1| = p i−1 para cualquier i .
Así 1 = H0CH1E ...EHn =G es una serie normal de G con Hi de orden p i para toda i .

Teorema. En la serie normal del teorema anterior se cumple que para toda 0 É i É n−1, Hi+1/Hi É
Z (G/Hi ).

Demostración. G/Hi es un p-grupo no trivial, y como |Hi+1/Hi | = p, Hi+1/Hi es un subgrupo
normal mínimo de G/Hi , por lo tanto Hi+1/Hi É Z (G/Hi ).■

Teorema. Si G es un p-grupo, cualquier subgrupo propio de G es un subgrupo propio de su nor-
malizador.

Demostración.
Supongamos que H es un subgrupo propio de G y no es normal en G , sea X el conjunto de todos los
subgrupos de G conjugados de H , tenemos que |X | = [G : NG (H)] , 1, además sabemos que H actua
en X por conjugación y eso implica que la órbita de cada conjugado de H tiene cardinalidad una po-
tencia de p debido a que H que es un p-grupo. Es claro que {H } es una órbita de cardinalidad 1 bajo
la acción de H y como todas las órbitas tienen como cardinalidad una potencia de p, y forman una
partición de X , tienen que existir al menos p −1 órbitas más diferentes de H cuya cardinalidad sea 1.
Tenemos que existe al menos un conjugado g H g−1 de H con g un elemento no trivial de G que cum-
ple que su órbita es de cardinalidad 1. Entonces ag H g−1a−1 = g H g−1 para toda a ∈ H , lo cual signi-
fica que g−1ag ∈ NG (H) pero como tenemos que g H g−1 ,H tiene que existir al menos una a ∈ H tal
que g ag−1 no esté en H , por lo cual ya tenemos que H < NG (H).

Teorema. Si G es un p-grupo y M es un subgrupo máximo de G , entonces M /G , y además
[G : M ] = p.

Demostración.
Como M <G entonces M < NG (M) pero como M es un subgrupo máximo de G entonces debe ocurrir
que NG (M) = G , lo cual implica que M /G . Además, si G/M tuviera un subgrupo propio no trivial,
por el teorema de la correspondencia tendría que existir un subgrupo propio de G que contiene a M ,
lo cual es una contradicción debido a que M es un subgrupo máximo de G . Como G/M no puede
tener subgrupos propios no triviales debe ser un grupo cíclico de orden primo, lo cual nos dice que
[G : M ] = p.■

Teorema. Si G es un grupo abeliano o un p-grupo, todos los subgrupos de Sylow de G son norma-
les.
Es claro que esta propiedad es cierta para G un p-grupo ya que el único subgrupo de Sylow que tiene
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es el mismo, y también es clara si G es un grupo abeliano ya que todos sus subgrupos son normales, y
así los de Sylow deben serlo.

Teorema. Si x y y son elemenotos de G con (O(x),O(y)) = 1 entonces x y = y x.

Si G es un p-grupo y tiene dos elementos cuyos órdenes son primos relativos al menos uno de
ellos debe ser la identidad, por lo que conmutan.■

Algunas de las propiedades anteriores de los p-grupos caracterizan a la clase de los grupon nilpo-
tentes finitos que estudiaremos posteriormente.

Teorema.
Si G es un p-grupo, entonces G/φ(G) es un p-grupo abeliano elemental.

Demostración.
Primero probaremos que G/φ(G) es abeliano, y para eso probaremos que G ′ Éφ(G).
Sea M un subgrupo máximo de G . Por la propiedad (3) G/M tiene cardinalidad p por lo que es abe-
liano, y así G ′ É M . Como M era un subgrupo máximo arbitrario de G entonces G ′ Éφ(G) y G/φ(G) es
abeliano.
Ahora queremos probar que cualquier elemento no trivial de G/φ(G) tiene orden p, para ello supon-
gamos que g es un elemento de G y no es elemento de φ(G), queremos ver que g p pertenece a todos
los subgrupos máximos de G .
Tomemos M un subgrupo máximo de G , por la propiedad (3) g M es un elemento de orden p de G/M
por lo que g p M = (g M)p = M y g p ∈ M , como M es un subgrupo máximo arbitrario de G entonces
g p ∈φ(G) y G/φ(G) resulta ser abeliano elemental.

Teorema.
Si G es un p-grupo, N /G y G/N es un grupo abeliano elemental, entoncesΦ(G) É N .

Demostración.
Supongamos que N EG tal que G/N es un grupo abeliano elemental. Supongamos también que exis-
te un elemento x ∈ Φ(G) tal que x no está en N , sabemos que xN ∈ G/N y que el orden de xN es p.
Además 〈xN〉 es un sumando directo de G/N pues G/N es un p-grupo abeliano elemental, por lo que
G/N = 〈xN〉×H/N para algún H <G , y por otro lado sabemos que [G : H ] = [G/N : H/N ] = p, lo que
significa que H es un subgrupo máximo de G y x no es elemento de H . Tenemos una contradicción
pues habíamos supuesto que x ∈Φ(G).
Por lo tanto Φ(G) É N .■

A continuación definiremos los grupos nilpotentes, veremos algunas propiedades elementales de
tales grupos y presentaremos una caracterización de ellos.

Definición. Un grupo G es nilpotente si tiene una serie central, esto es una serie normal 1 =G0 É
G1 É ... ÉGn =G tal que Gi+1/Gi É Z (G/Gi ) para toda i .

Lema. Si 1 = G0 É G1 É ... É Gn = G es una serie normal de un grupo G , para cualquier i se tiene
que la serie es central si y solo si [Gi+1,G] ÉGi para cualquier i .
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Demostración. [Gi+1,G] ÉGi si y solo si para cualesquiera h ∈Gi+1 y g ∈G se tiene que [h, g ]Gi =
Gi y esto ocurre si y solo si hGi gGi h−1Gi g−1Gi =Gi que pasa si y solo si Gi+1/Gi É Z (G/Gi ).■

Es inmediato de la definición que los grupos abelianos son nilpotentes y que cada grupo no trivial
nilpotente tiene centro no trivial, por lo que tanto el grupo simétrico Sn , con n Ê 3, como el grupo
alternante An , con n Ê 4, no son nilpotentes.
También es inmediato de la definición que cada grupo nilpotente es soluble.

Teorema. Los p-grupos finitos son nilpotentes.

Demostración. Anteriormente se probó que los p-grupos finitos tiene una serie normal cuyos co-
cientes consecutivos son de orden primo, y que dicha serie normal es una serie central.■

Observación. En el teorema anterior, la hipótesis de que los p-grupos sean finitos es necesaria.
Existen ejemplos de p-grupos infinitos cuyo centro es trivial, por lo que no son nilpotentes.

Veamos algunas propiedades elementales de los grupos nilpotentes.

Teorema. Los subgrupos y cocientes de un grupo nilpotente son nilpotentes, y el producto directo
de dos grupos nilpotentes es nilpotente.

Demostración. Sea K un subgrupo de G un grupo nilpotente, haremos ver que K es nilpotente.
Como G es nilpotente existe una serie central 1 =G0 É ... ÉGn =G por lo que debe de existir una i tal
que K ÉGi .
Consideremos la serie normal de K dada por 1 = G0 ∩K É ... É Gi ∩K = K . Para cualquier j se tiene
que [G j ∩k,K ] É [G j ,G] ÉG j−1, además [G j ∩k,K ] É K por lo que [G j ∩k,K ] ÉG j−1∩K . Así existe una
serie central para K por lo que K es nilpotente.

Si N es un subgrupo normal de G , la serie normal de G/N dada por 1 = G0N /N É ... É Gn N /N =
G/N es una serie central de G/N pues para cualquier i ocurre que [Gi N /N ,GN /N ] = [Gi ,G]N /N É
Gi−1N /N .

Solo falta probar que el producto G×H con G y H grupos nilpotentes es nilpotente. Como H es nil-
potente existe una serie central 1 = H0 É ... É Hm = H . Se pueden insertar los términos repetidos que
sean necesarios para que las series centrales de G y de H tengan la misma longitud, es decir n = m.
Así la serie normal de G ×H dada por 1 =G0×H0 É ... ÉGn ×Hn =G ×H es una serie central de G ×H
pues para cualquier i tenemos que [Gi ×Hi ,G ×H ] = [Gi ,G]× [Hi , H ] ÉGi−1 ×Hi−1.

Teorema. Si G es un grupo, M y N subgrupos de G tales que G/M y G/N son nilpotentes, G/(M∩N )
es nilpotente.

Demostración. G/M ×G/N es nilpotente, y el homomorfismo F : G −→ G/M ×G/N dado por
F (g ) = (g M , g N ) tiene como imagen un subgrupo nilpotente pues es un subgrupo de G/M ×G/N , sin
embargo la imagen de F es isomorfa a G/(M ∩N ), lo cual concluye la prueba.■.

El teorema anterior es cierto para todas las clases de grupos que sean cerradas bajo productos di-
rectos y formación de subgrupos, por ejemplo la clase de los grupos abelianos, o la clase de los grupos
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solubles.

En general no es cierto que si G tiene un subgrupo normal N , tal que N y G/N son nilpotentes,
también G es nilpotente. Un ejemplo es S3 que no es nilpotente pues su centro es trivial pero A3CS3

y tanto A3 como S3/A3 son nilpotentes. Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Teorema.Si G es un grupo con centro no trivial, y H es un subgrupo del centro de G tal que G/H
es nilpotente, entonces G es nilpotente.

Demostración. Supongamos que 1 =G0/H É ... ÉGn/H =G/H es una serie central de G/H . Hare-
mos ver que 1 ÉG0 É ... ÉGn =G es una serie central de G .
Para cualquier i se tiene que [Gi /H ,G/H ] = [Gi ,G]H/H y además [Gi /H ,G/H ] ÉGi−1/H , por lo tanto
[Gi ,G] ÉGi−1.■

Teorema. Si G es un grupo nilpotente y S es un subgrupo propio de G , entonces S es un subgrupo
propio de su normalizador en G .

Demostración. Como G es nilpotente, existe una serie central 1 = G0 É G1 É ... É Gn = G , y como
S es un subgrupo propio de G , existe una j para la cual G j ya no está contenido en S, pero G j−1 si lo
está.
Tomemos x un elemento de G j que no esté en S, [x,G] É [G j ,G] É G j−1 É S, y como [x,S] É [x,G], se
tiene que xsx−1s−1 es un elemento de S para cualquier s ∈ S, por lo que x ∈ NG (S). Así S está conteni-
do propiamente en su normalizador en G .

Corolario. Cualquier subgrupo máximo de un grupo nilpotente es normal.

Teorema. Si N es un subgrupo normal no trivial de un grupo nilpotente G , N interseca al centro
de manera no trivial.

Demostración. Como G es nilpotente, existe una serie central 1 =G0 ÉG1 É ... ÉGn =G , como N
es no trivial, existe una j tal que N ∩G j+1 es no trivial pero N ∩G j es trivial.
Tomemos un elemento a , 1 en N ∩G j+1, como la serie es central se tiene que [G j+1,G] ÉG j y como
N es un subgrupo normal de G , [N ,G] É N , por lo que [a,G] É G j ∩N = 1. Así para cualquier g ele-
mento de G se tiene que [a, g ] = 1 por lo que a ∈ Z (G). Por lo tanto existe un elemento no trivial en la
intersección de N con el centro de G .

Corolario. si N es un subgrupo normal mínimo de un grupo nilpotente G , N está contenido en el
centro de G .

A continuación definiremos la serie central descendente y la serie central ascendente de un grupo
G .

Definición.
Si G es un grupo, no necesariamente finito, sean C1 =G ; y para cada i Ê 1, Ci+1 = [Ci ,G].

Probaremos por inducción que para cualquier i ocurre que Ci es un subgrupo de Ci−1, y Ci es
característico en G .
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Para i = 1 es claro que G es un subgrupo característico de G . Supongamos para alguna i que Ci

es un subgrupo característico de G y sea F un automorfismo de G , entonces F (Ci+1) = F ([Ci ,G]) =
[F (Ci ),F (G)] = [Ci ,G] =Ci+1, por lo que Ci+1 también es un subgrupo característico de G .

Además Ci ÉCi−1, porque Ci = [Ci−1,G] ÉCi−1 pues Ci−1 es caracteristico en G .

Definición. A la serie G =C1 ÊC2 ÊC3 Ê ... se le llama la serie central descendente de G .

Ahora definamos la serie central ascendente.

Definición. Para un grupo no necesariamente finito G , sean Z0 = {1}, Z1 = Z (G). Z2 el subgrupo
de G que cumple que Z (G/Z1) = Z2/Z1. Inductivamente definimos Zi+1 como el subgrupo de G que
cumple que Z (G/Zi ) = Zi+1/Zi .
Por construcción Zi É Zi+1.
Probaremos por inducción que para cualquier i , Zi es un subgrupo característico de G .
Para i = 0 se tiene que Z0 = {1} es característico en G , ahora supongamos que para alguna i se tiene
que Zi es un subgrupo característico de G , como Zi+1/Zi = Z (G/Zi ), Zi+1/Zi es un subgrupo carac-
terístico de G/Zi y por lo tanto Zi+1 es un subgrupo característico de G .

Definición. A la serie 1 É Z1 É Z2 É Z3 É ... del grupo G , se le llama la serie central ascendente de G .

Teorema.

Si G es un grupo, las siguientes tres condiciones son equivalentes:
(0) G es nilpotente.
(1) La serie central ascendente de G llega hasta G .
(2) La serie central descendente de G llega hasta 1.

Demostración.

(0) implica (1):

Sea G = G1 Ê G2 Ê ... Ê Gn+1 = 1 una serie central de G . Se probará por inducción sobre j que
Gn+1− j É Z j .
Para el caso base, si j = 0 entonces Gn+1 = 1 = Z0.
Ahora supongamos que para alguna j ocurre que Gn+1− j É Z j . Tenemos que Gn+1−( j+1)/Gn+1− j É
Z (G/Gn+1− j ). Ahora considérese h ∈Gn+1−( j+1) y cualquier elemento g ∈G sabemos que hGn+1− j gGn+1− j =
gGn+1− j hGn+1− j , por lo que hg h−1g−1 ∈Gn+1− j , pero por hipótesis de inducción Gn+1− j É Z j , por lo
que hg h−1g−1 ∈ Z j , pero entonces hZ j g Z j = g Z j hZ j , lo que significa que hZ j ∈ Z (G/Z j ) y por lo
tanto h ∈ Z j+1 y entonces tenemos que Gn+1−( j+1) É Z j+1.

(1) implica (2):

Se probará por inducción sobre i que Ci+1 É Zn−i (nótese que para i = n ocurre que Cn+1 É Z0 = 1
lo que nos diría que la serie central descendente llega a 1).
Para el caso base, si i = 0 entonces C1 = Zn =G .
Ahora supongamos que para alguna i ocure que Ci+1 É Zn−i , entonces ocurre lo siguiente:
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Ci+2 = [Ci+1,G] É [Zn−i ,G] É Zn−i−1

.
(2) implica (0):
Si suponemos que la serie central descendente de G llega hasta 1, haremos ver que la serie G =

C0 Ê ... Ê Cn = 1 es una serie central de G . Es claro que es una serie normal pues los subgrupos Ci

son característicos en G y además por como está contruida la serie central descendente tenemos que
[Ci ,G] =Ci+1 de donde se tiene que Ci /Ci+1 É Z (G/Ci+1).

Teorema.

Si G es un grupo finito, las siguientes cinco condiciones son equivalentes:
(0) G es nilpotente.
(3) Cualquier subgrupo máximo de G es normal en G .
(4) Los subgrupos de Sylow de G son normales en G .
(5) G es producto directo de sus subgrupos de Sylow.
(6) Si S es un subgrupo propio de G , entonces S < NG (S).

Observación. Existen ejemplos de p-grupos infinitos cuyo centro no es trivial, y en los cuales cada
subgrupo propio está contenido propiamente en su normalizador, pero no son nilpotentes.

Demostración.

(3) implica (4):
Supongamos que existe un subgrupo de Sylow P de G que no es normal. Tenemos que P É NG (P ) <

G , y así tiene que existir un subgrupo M máximo de G que contenga al normalizador en G de P
(P É NG (P ) É M). Entonces tenemos que P es un subgrupo de Sylow de M . Por hipótesis M /G por
lo que si tomamos cualquier elemento g ∈ G ocurre que g P g−1 es un subgrupo de Sylow de M , y así
tiene que existir m ∈ M tal que mPm−1 = g P g−1, por lo que P = m−1g P g−1m y eso nos dice que
m−1g ∈ NG (P ) y entonces tenemos que g = m(m−1g ) como un producto en M NG (P ) de donde ob-
tenemos la siguiente contradicción, G = M NG (P ) É M y así debe ocurrir que todos los subgrupos de
Sylow de G sean normales en G .

(4) implica (5):
Si |G| = pn1

1 ...pns
s con los pi primos diferentes que dividen el orden de G , sea {P1, ...,Ps} un conjun-

to de subgrupos de Sylow de G con Pi un pi -subgrupo de Sylow de G para cada 1 É i É s.
Como el producto de dos subgrupos normales de G resulta ser un subgrupo normal de G tenemos
que P1...Ps es un subgrupo de G . Además, por motivos de orden, para cada 1 < i É s, Pi ∩P1...Pi−1 = 1,
y por motivos de orden G = P1× ...×Ps , lo cual nos dice que G es el producto directo de sus subgrupos
de Sylow.

(5) implica (0)
Ya probamos que los p-grupos finitos son nilpotentes, y que los productos directos de grupos nil-

potentes son nilpotentes, entonces al ser G producto directo de sus subgrupos de Sylow resulta ser
nilpotente.

(0) implica (6):
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Probaremos que si H <G entonces el normalizador de H en G crece (H < NG (H)).
Esto se debe a que tiene que existir una i para la cual Ci+1 ≤ H y además Ci � H , entonces [Ci , H ] É
[Ci ,G] =Ci+1 É H , por lo que Ci É NG (H) y eso nos dice que H < NG (H) por lo que G cumple la equi-
valencia (6) de ser nilpotente.

(6) implica (3):
Si tomamos M < G un subgrupo máximo, tenemos que M tiene que ser un subgrupo propio de

NG (M), pero al ser M máximo tiene que ocurrir que NG (M) =G y eso nos dice que M /G .■

A continuación daremos otras dos caracterizaciones importantes de grupos finitos nilpotentes.

Teorema. Un grupo G es nilpotente si y solo si G ′ ÉΦ(G).

Demostración.Si M es un subgrupo máximo de G , G ′ está contenido en M por lo que M es un
subgrupo normal de G .
Recíprocamente, si todos los subgrupos máximos de G son normales en G y M es un subgrupo máxi-
mo cualquiera, G/M no tiene subgrupos no triviales, por lo que es un grupo cíclico de orden primo y
así G ′ está contenido en M , pero M era un subgrupo máximo cualquiera, lo que implica que G ′ está
contenido enΦ(G).

Teorema. Sea G un grupo, G es nilpotente si y solo si G/Φ(G) es nilpotente.

Demostración. Si P un p-subgrupo de Sylow de G , PΦ(G)/Φ(G) es un p-subgrupo de Sylow de
G/Φ(G) que es nilpotente, por lo que PΦ(G)/Φ(G)EG/Φ(G), y así por el teorema de la corresponden-
cia PΦ(G)EG , entonces por el corolario del argumento de Frattini tenemos lo siguiente:

G = NG (P )PΦ(G) = NG (P )Φ(G)

Por la ultima igualdad tiene que ocurrir que NG (P ) =G pues de lo contrario estaría contenido en
un subgrupo máximo M al igual que Φ(G) y llegaríamos a la contradicción G = M .
Así tenemos que P EG y G es nilpotente.
Recíprocamente, si G es nilpotente también lo es cualquier cociente de G , por lo que G/Φ(G) es
nilpotente.■

Daremos otras dos caracterizaciones de grupo finito nilpotente.

Teorema. Un grupo finito G es nilpotente si y sólo si cualquier subgrupo es subnormal en G .

Demostración. Supongamos que cualquier subgrupo de G es subnormal, si tomamos un subgru-
po propio H de G se tiene que H EEG , entonces en la serie subnormal de H en algún momento
contiene un subgrupo K de G tal que H es un subgrupo propio de K y además H /K lo que implica
que K É NG (H) y así H es un subgrupo propio de su normalizador.
Recíprocamente, si tomamos H un subgrupo de G , podemos construir una serie subnormal para H
dada por H < NG (H) < NG (NG (H)) < ... <G y eso nos dice que H EEG .
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Teorema. Un grupo G es nilpotente si y sólo si para cualesquiera dos elementos x y y de G tales
que (O(x),O(y)) = 1 se tiene que x y = y x.

Demostración. Supongamos que G es nilpotente, sean P1, ...,Ps los subgrupos de Sylow de G ,
G = P1×, ...,×Ps , sean x y y dos elementos de G cuyos órdenes son primos relativos. x = x1...xs con
xi ∈ pi para toda i , y = y1...ys con yi ∈ pi para toda i .
O(x) =O(x1)...O(xs), y O(y) =O(y1)...O(ys), así si para alguna i , xi , 1, entonces yi = 1, y si para algu-
na i , yi , 1, entonces xi = 1.
Por lo tanto x y = (x1 y1)...(xs ys) = (y1x1)...(ys xs) = y x.
Recíprocamente, sea{p1, ..., ps} el conjunto de todos los primos diferentes que dividen el orden de
G y sea {P1, ...,Ps} un conjunto de subgrupos de Sylow de G , con |Pi | = pni

i . Por motivos de orden
P1 ∩P2 = 1 lo que significa que todos los elementos de P1 conmutan con todos los elementos de P2,
así P1P2 es un subgrupo de G . Para cualquier i Ê 2 si P1P2...Pi es un subgrupo de G , por motivos de
orden P1P2...Pi ∩Pi+1 = 1 por lo que P1P2...Pi Pi+1 es un subgrupo de G , lo que implica que P1P2...Ps

es un subgrupo de G .
Para probar que G es isomorfo al producto directo de sus subgrupos de Sylow solo hace falta ver que
Pi es normal para cualquier i , pero esto ocurre ya que para cualquier j , se tiene que P j É NG (Pi ), por
lo que G É NG (Pi ) y Pi EG .■

Otras propiedades y resultados de grupos nilpotentes son los siguientes.

Teorema. Si A,B EG son nilpotentes entonces el producto AB también es nilpotente.

Demostración.
Supongamos que p1, ..., pr son todos los primos diferentes que dividen el orden de AB , como |A|, |B | |
|AB | entonces podemos decir que |A| = pa1

1 ...par
r y también que |B | = pb1

1 ...pbr
r donde puede ocurrir

que algunas ai o bi sean cero. Entonces por ser A y B nilpotentes A = A1 × ...× Ar y B = B1 × ...×Br

donde para cada 1 É i É r , Ai y Bi son el pi -subgrupo de Sylow de A y B respectivamente, o el subgru-
po trivial en caso de que ai = 0 o Bi = 0.
Como todos los subgrupos Ai y Bi son característicos en A y B entonces son normales en G , por lo
que para toda i Ai Bi es un subgrupo normal de G . sea H = 〈A1B1, ..., Ar Br 〉, como cada Ai Bi É AB
entonces H É AB , además es claro que A = 〈A1, ..., Ar 〉 É H y análogamente B É H de donde tenemos
que AB É H y por lo cual AB = H .
Por motivos de orden Ai Bi ∩ A j B j = 1 siempre que i , j , y debido a su normalidad tenemos que los
probuctos Ai Bi A j B j son productos directos, por lo tanto:

AB = H = A1B1 × ...× Ar Br .

Y es claro que Ai Bi es pi -subgrupo de Sylow de AB , por lo que AB es producto directo de sus sub-
grupos de Sylow y por lo tanto es nilpotente.

Teorema. Para cualquier grupo G su subgrupo de Frattini Φ(G) es nilpotente.

Demostración. Ya se probó que los subgrupos de Sylow de Φ(G) son normales.

Teorema. Si G es un grupo nilpotente y n es un divisor del orden de G , entonces G tiene un sub-
grupo H de orden n.
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Demostración. Sea pa1
1 ...par

r la factorización de n en producto de primos distintos. G es producto
directo de sus subgrupos de Sylow y para cualquier i el pi -subgrupo de Sylow de G tiene un subgrupo
Pi de orden pai

i . Así H = P1 × ...×Pr es un subgrupo de G de orden n.

Corolario. Si G es un grupo abeliano y n es un divisor del orden de G , entonces G tiene un sub-
grupo H de orden n.
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Capítulo 2

En este capítulo, se caracteriza la clase de los grupos que no son nilpotentes pero cuyos subgrupos
propios sí lo son, que es el objetivo principal de este trabajo. Para ello, primero caracterizamos los gru-
pos no nilpotentes cuyos subgrupos normales propios son nilpotentes y se prueban tres resultados
que son necesarios para la caracterización mencionada. El primero de ellos es un resultado útil sobre
los conceptos de solubilidad y nilpotencia, y el segundo es importante porque es un caso particular
del teorema de Maschke, que es uno de los pilares de la teoría de representaciones de grupos.

Comencemos observando los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.
El grupo de las permutaciones de 3 elementos S3 tiene más de un 2-subgrupo de Sylow, por lo que no
es nilpotente, sin embargo cualquier subgrupo propio es abeliano, por lo que es nilpotente.

Ejemplo 2.
El grupo diédrico D2(15) de orden 30 es generado por dos de sus elementos a y b de órdenes dos y
quince respectivamente con aba−1 = b−1.
El subgrupo H = 〈b〉 es el único subgrupo de D2(15) de orden 15, por lo que es un subgrupo caracterís-
tico. H por ser cíclico tiene un único subgrupo Q de orden tres y un único subgrupo P de orden 5 por
lo que P y Q también son característicos en D2(15).
Veamos que H , Q y P son los únicos subgrupos normales propios no triviales de D2(15).
Como D2(15)/H es de orden 2 entonces D ′

2(15) É H . Como aba−1 = b−1 se tiene que [a,b] = b−2 y como

b−2 tiene orden quince 〈[a,b]〉 = H É D ′
2(15), por lo tanto H = D ′

2(15).
D2(15) tiene quince subgrupos de orden dos por lo que los subgrupos de ese orden no son normales y
D2(15) no es nilpotente.
Los subgrupos X de orden seis y diez no son normales en D2(15) pues si lo fueran el cociente D2(15)/X
sería abeliano y por lo tanto D ′

2(15) É X lo que sería una contradicción.

Los subgrupos 〈a,b3〉 y 〈a,b5〉 son isomorfos a D2(5) y D2(3) que son grupos no nilpotentes de ordenes
diez, y seis respectivamente.
Hemos visto que D2(15) no es nilpotente, que todos sus subgrupos normales propios son nilpotentes
y que tiene subgrupos propios no nilpotentes.

Comenzaremos caracterizando a todos los grupos que como D2(15) son solubles, no nilpotentes
pero con todos sus subgrupos normales propios nilpotentes.

Teorema.
Sea G un grupo soluble. Las siguientes propiedades son equivalentes.

(1) G no es nilpotente pero todos sus subgrupos normales propios son nilpotentes.

(2) (a) G es el producto de un q-grupo cíclico no trivial Q y un q ′-grupo nilpotente no trivial que
coincide con G ′ (q un primo ).

(b) M =G ′×Qq es el único subgrupo normal máximo de G .
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Demostración.
(1) implica (2):
Sea M el producto de todos los subgrupos normales de G , M es nilpotente, y como G no lo es, M debe
ser un subgrupo propio de G que contiene a todos los subgrupos normales de G , por lo que M es el
único subgrupo normal máximo de G . Además como G es soluble [G : M ] = q con q un primo.
Como G no es nilpotente existe un primo p diferente de q que divide al orden de G , y M contiene a
todos los subgrupos primarios de G que no son q-grupos. Además como M es nilpotente estos sub-
grupos de Sylow de G son únicos y característicos en G .
Llamemos N al producto de todos los subgrupos de Sylow de G que no son q-grupos.
Si Q es un q-subgrupo de Sylow de G entonces G = NQ y Q ∩M es el q-subgrupo de Sylow de M , por
lo que M = N × (Q ∩M).
Ahora demostraremos que N =G ′.
Como G/N es un q-grupo con un único subgrupo normal máximo M/N , entonces G/N tiene un úni-
co subgrupo máximo, por lo que es cíclico, lo que implica que G ′ É N , y como G/N �Q, Q es cíclico.
Además, [G : G ′] = [G : N ][N : G ′], por lo que q divide al orden de G/G ′. Como G/G ′ es un grupo abe-
liano, tiene subgrupos para cada divisor de su orden, por lo que si p es un primo que divide al orden
de G/G ′, este tiene un subgrupo normal L/G ′ cuyo índice es p por lo que L sería un subgrupo normal
máximo de G y entonces L = M y p = q , así [N : G ′] = 1 y N =G ′.
Se probó que G = G ′Q con G ′ un q ′-grupo nilpotente, y que el único subgrupo máximo M de G es el
producto directo G ′ y Qq = M ∩Q.
Ahora hagamos notar que (2) implica (1). Observemos que si G fuera nilpotente entonces cualquier
subgrupo máximo sería normal, pero como G tiene un único subgrupo normal máximo, G solo podría
tener un subgrupo máximo, por lo que sería cíclico y G ′ sería trivial, lo que contradice a (2)(a).Por lo
tanto G no es nilpotente.
Además cualquier subgrupo normal de G está contenido en G ′×Qq que es nilpotente pues es produc-
to de grupos nilpotentes.■

Lema 1 (Iwasawa-Schmidt).
Si todo subgrupo propio de un grupo G es nilpotente, se tiene que el grupo G es soluble.
Demostración:
Supongamos que el lema es falso.
Sea G un contraejemplo de orden mínimo, es decir que G es un grupo no soluble con todos sus sub-
grupos propios nilpotentes de orden mínimo. Probaremos que G es simple.
Si G tuviera un subgrupo N normal no trivial, N sería nilpotente y por lo tanto soluble. Además si S/N
es un subgrupo propio de G/N , se tiene que S es un subgrupo propio de G y por lo tanto S es nilpo-
tente y S/N es nilpotente, así cada subgrupo de G/N es nilpotente y como el orden de G/N es menor
que el orden de G , G/N es soluble, lo que implica que G es soluble y tenemos una contradicción.
Por otro lado como G no es cíclico, tiene cuando menos dos subgrupos máximos, cada uno con al
menos dos elementos. Probaremos que cualquier par de subgrupos máximos diferentes de G tiene
intersección trivial.
Supongamos que M1 y M2 es la pareja de subgrupos máximos diferentes de G cuya intersección es de
orden máximo y nombremos a dicha intersección S. La intersección es un subgrupo propio de M1,
pues si fuera igual M1 estaría contenido en M2, y eso contracide la suposición de que M1 y M2 eran
dos subgrupos máximos diferentes de G . De igual manera la intersección S es un subgrupo propio de
M2.
Como M1 es nilpotente S < NM1 (S) = M1∩NG (S), y como G es simple, si S fuera un subgrupo no trivial
se tendría que NG (S) < G , por lo que existe un subgrupo máximo L de G que contiene a NG (S), y así
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S < M1 ∩NG (S) É M1 ∩L lo cual es una contradicción pues habíamos supuesto que S era la intersec-
ción de orden máximo entre pares de subgrupos máximos diferentes de G .Hemos probado que cada
pareja de subgrupos máximos de G se intersecan trivialmente.
Por otro lado si M es un subgrupo máximo de G entonces es igual a su normalizador pues G es simple.
Si el orden de G es n y el orden de M es m, [G : M ] = n/m. Sean M = M1, M2, ..., Mn/m todos los sub-
grupos conjugados de M . Cada subgrupo conjugado de M es un subgrupo máximo de G de orden
m, entonces (m − 1)n/m = n −n/m es la cantidad de elementos en M1 ∪ ...∪ Mn/m diferentes de la
identidad.
Como G es simple 2 < n/m = [G : M ], por lo que n.n/m < n − 2 < n − 1 lo que implica que G tiene
subgrupos máximos que no son conjugados de M . Además como 2 É m entonces 1/m É 1/2 y así
n/2 = n −n/2 É n −n/m y como n/2−1/2 < n/2 ocurre que (n −1)/2 < n −n/m.
Si tomamos a H otro subgrupo máximo de G que no es conjugado de M y el orden de H es h, el nú-
mero de elementos no triviales de todos los subgrupos conjugados de H es n −n/h y de igual forma
(n −1)/2 < n −n/h y así los elementos diferentes de la identidad que se encuentran en algún subgru-
po conjugado de M o algún subgrupo conjugado de H son (n −n/m)+ (n −n/h) É n −1, y además
2((n −1)/2) < (n −n/m)+ (n −n/h) É n −1 por lo que llegamos a la contradicción n −1 < n −1, por lo
tanto G es soluble. ■

Lema 2 (Maschke).
Si G es un grupo de automorfismos de un p-grupo abeliano elemental A, p no divide al orden de G , y
S es un subgrupo de A invariante bajo G , existe un subgrupo T , invariante bajo G tal que A = S ×T .

Demostración.
Como A es un p-grupo abeliano elemental, es un espacio vectorial sobre el campo de Galois de p
elementos GF (p).
La idea de la demostración consiste en encontrar un operador lineal β de A que tenga como imagen
a S, y que conmute con todos los elementos de G . Esto implicará que su núcleo T es invariante bajo
G , y que A = S ×T .
Sea θ una proyección de A sobre S, se tiene que S es la imagen de θ. Además para cualquier automor-
fismo g , elemento de G , la composición g−1θg es un operador de A cuya imagen está contenida en S,
pues g (S) = S y θ es una proyección sobre S.
Sea β el operador Σg∈G (g−1θg ). Si γ es la restricción de β a S entonces γ es un endomorfismo de
S, además para cualquier elemento s , 0 de S, γ(s) = β(s) = (Σg∈G (g−1θg ))(s) = Πg∈G (g−1θg )(s) =
Πg∈G g−1θ(g (s)) =Πg∈G g−1(g (s)) =Πg∈G s = s|G| , 1 ya que p no divide al orden de G , por lo cual γ es
un automorfismo de S. Así tenemos que la imagen de A bajo β es S.
Faltaría ver es que β conmuta con todos los elementos de G , sin embargo para cualquier elemento x
de G ocurre que x−1βx = x−1(Σg∈G (g−1θg ))x =Σg∈G ((g x)−1θ(g x)) =Σg∈G (g−1θg ) =β. Hemos proba-
do que β conmuta con todos los elementos de G .

Sea T el núcleo deβ, para ver que A es el producto directo de S y T basta ver que su intersección es
trivial, ya que di m(ST ) = di m(S)+di m(T )−di m(S∩T ), pero si x es un elemento de S∩T significa que
β(x) = 1 pero como x es un elemento de S yβ es una función biyectiva en S, x = 1 y la intersección de S
con T es trivial. Tenemos que di m(ST ) = di m(S)+di m(T ) = di m(i m(β))+di m(ker (β)) = di m(V ).■

Lema 3. Si G es un grupo soluble no nilpotente y tiene un único subgrupo normal propio no tri-
vial, todos sus subgrupos propios son abelianos.
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Demostración. G es soluble y no es abeliano porque no es nilpotente, por lo que G ′ es el único
subgrupo normal no trivial de G . Así el índice en G de G ′ es primo.
Basta probar que cualquier subgrupo máximo de G es abeliano pues cualquier subgrupo de G está
contenido en algún subgrupo máximo.
Sea M un subgrupo máximo de G , si M =G ′ entonces M ′ =G ′′ = 1 por lo que M es abeliano. Si M fuera
diferente de G ′, por ser un subgrupo máximo, MG ′ =G y como G ′ es abeliano se tiene que M ∩G ′EG ′

y además M ∩G ′EM por lo que M ∩G ′ es un subgrupo normal de G y así M ∩G ′ debe ser G ′ o 1. Si
la intersección es G ′, entonces G ′ es un subgrupo de M , por lo que M CG y M resulta ser G ′, si es 1
entonces G/G ′ = MG ′/G ′ �M/1�M por lo que M es abeliano.

Observación. Si n Ê 5 el grupo Sn tiene sólo un subgrupo normal propio no trivial, pero tiene sub-
grupos propios no abelianos, por lo que la hipótesis de que G sea soluble es necesaria en el lema 3.

Observación. La hipótesis de que G no sea nilpotente no es necesaria en el lema 3, si G es nilpo-
tente, G tiene solo un subgrupo máximo, pues cualquier subgrupo máximo es normal, por lo que G es
un p-grupo pues para cada primo q que divide el orden de G , existe un subgrupo H de índice q en G ,
por lo que H es máximo y normal en G . Por lo tanto G es cíclico y todos sus subgrupos son abelianos.
La hipótesis de que G no sea nilpotente se agrega en el lema 3 para no considerar el caso en el que G
es abeliano en la demostración, y para que las hipótesis coincidan con las condiciones del teorema
que se prueba a continuación.
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Ahora caracterizaremos a los grupos que como S3 no son nilpotentes pero todos sus subgrupos
propios si lo son.

Teorema:
Si G es un grupo las siguientes tres condiciones son equivalentes.

(1) G no es nilpotente pero todos sus subgrupos propios son nilpotentes.

(2) (a) Existen p y q primos diferentes tales que G = PQ con P un subgrupo de G de orden pm que
coincide con G ′ y Q un q-subgrupo cíclico de G de orden qn (m,n ≥ 1). Además G tiene un
único subgrupo normal máximo M y M = P ×Qq .

(b) Z (G) =Φ(G) = P p ×Qq .

(c) M = P Z (G), y M/Z (G) es el único subgrupo normal de G/Z (G).

(3) (a) Z (G) =Φ(G).

(b) G/Z (G) no es nilpotente pero todos sus subgrupos propios son abelianos.

Demostración:
Se probará que (1) implica (2).
En virtud del teorema que se enuncia al principio de este capítulo, para probar que se cumple (2)(a)
lo único que falta hacer ver es que el q ′-subgrupo nilpotente N que coincide con G ′ es un p-grupo.
Como N contiene a todos los subgrupos de Sylow de G que no son q-grupos, N = P1 × ...×Pk con Pi

un pi -subgrupo de Sylow de G . Si suponemos que k Ê 2 entonces Pi Q es un subgrupo propio de G
por lo que es nilpotente, y todos los elementos de Q conmutan con todos los elementos de P j para
cualquier j , por lo que todos los elementos de Q conmutan con todos los elementos de N , además
como Q es cíclico todos sus elementos conmutan entre si, y como G = NQ entonces Q esta contenido
en el centro de G y es un subgrupo normal de G , por lo que todos los subgrupos de Sylow de G son
normales y G es nilpotente, lo cual es una conradicción. Por lo tanto K = 1 y N es un p-grupo con
p , q .

Para probar (2)(b) se observará primero que Z (G) É Φ(G), para ello supongamos que existe un
subgrupo máximo M de G que no contiene al centro, entonces el producto M Z (G) es todo G , por lo
que G/Z (G) � M/M ∩ Z (G) que es nilpotente pues M es nilpotente, así G sería nilpotente, lo que es
una contradicción y por lo tanto Z (G) ÉΦ(G).

Ahora probaremos que Φ(G) É Z (G).
Observemos que Q no es un subgrupo normal de G pues si lo fuera G sería nilpotente. El subgrupo
normal generado por Q, y denotado QG coincide G pues de no ser así tendría que ser un subgrupo
de el único subgrupo normal máximo M y entonces también Q sería un subgrupo de M lo cual es
una contradicción pues el [G : M ] = q y Q es un q-subgrupo de Sylow de G . Además como Qq es el
q-subgrupo de Sylow de M y M es nilpotente Qq conmuta con todos los elementos de P y también
con todos los elementos de Q pues Q es cíclico, por lo que Qq es un subgrupo del centro de G .
Por otro lado si Q es un q-subgrupo de Sylow de G , Q, está contenido en algún subgrupo máximo L
de G y como Φ(G) también es un subgrupo de L, QΦ(G) es un subgrupo propio de G y por lo tanto
es nilpotente. Como P ∩Φ(G)CG entonces Q(P ∩Φ(G)) es un subgrupo de QΦ(G) y es nilpotente. Así
todos los elementos de Q conmutan con todos los elementos de P ∩Φ(G) y como esto ocurre para
cualquier q-subgrupo de Sylow de G , entonces todos los elementos de QG = G conmutan con todos
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los elementos de P ∩Φ(G), por lo que P ∩Φ(G) É Z (G).
Tenemos que Qq É Z (G) É Φ(G), además como PQq es un subgrupo máximo de G , Φ(G) = (PQq )∩
Φ(G). Así por la ley de DedekindΦ(G) = (PQq )∩Φ(G) = (P ∩Φ(G))Qq É Z (G).
Por lo tanto Φ(G) = Z (G).

Ahora probaremos que Z (G) = P p ×Qq .
Si ocurriera que P ∩ Z (G) = P p , por la ley de Dedekind tendríamos que Z (G) = Φ(G) = M ∩Φ(G) =
(P ×Qq )∩Z (G) = (P ∩Z (G))Qq = P pQq .
Probaremos entonces que P∩Z (G) = P p . Primero observemos que se cumplen las siguientes dos pro-
piedades.
(i) P ∩Z (G) < P .
(ii) Si X es un subgrupo normal de G y un subgrupo propio de P , X está contenido en el centro de G .

Demostración de (i). Si P ∩ Z (G) = P entonces G ′ = P É Z (G) por lo que G/Z (G) sería abeliano y
G sería nilpotente, lo cual sería una contradicción.

Demostración de (ii). |XQ| = |X ||Q| < |P ||Q| = |G|, por lo que XQ es nilpotente y todos los ele-
mentos de Q conmutan con todos los elementos de X y como esto pasa para cualquier q-subgrupo
de Sylow de G entonces todos los elementos de G =QG conmutan con todos los elementos de X y así
X É Z (G).

Demostremos que P ∩Z (G) = P p . Observemos que P p es un subgrupo característico de P y por lo
tanto un subgrupo normal de G . Nombremos a G∗ =G/P p y P∗ = P/P p . Por el teorema de la corres-
pondencia P∗CG∗.
Consideremos ahora la función ϕ : G∗ −→ aut (P∗) tal que para g P p ∈G∗ y xP p ∈ P∗, ϕ(g P p )(xP p ) =
(g xg−1)P p . ϕ es un homomorfismo, nombremos como Γ a la imagen de ϕ. probaremos que Γ es un
q-grupo viendo que todos los elementos de Γ tiene como orden una potencia de q .
G∗/P∗ �G/P �Q, eso significa que si tomamos un elemento g P p = g∗ en G∗ va a existir una potencia
de q que sea el orden de g∗P∗ es decir que (g∗)qn ∈ P∗ para algún n, por lo que g qn

es un elemento
de P y como P/P p es abeliano, para cualquier elemento xP p de P/P p ocurre

(ϕ(g∗))qn
(xP p ) =ϕ((g∗)qn

)(xP p ) = (g qn
xg−qn

)P p = xP p .

Por lo tanto Γ es un q-grupo.

Como P p es un subgrupo normal de G y está contenido propiamente en P , en virtud de (ii) P p

es un subgrupo del centro de G y entonces P p está contenido en P ∩ Z (G). Consideremos al grupo
T = (P ∩ Z (G))/P p , si tP p es un elemento de T entonces ϕ(g P p )(tP p ) = g t g−1P p = tP p por lo que T
es invariante bajo cualquier elemento de Γ.

Como P∗ es un p-grupo abeliano elemental, Γ es un grupo de automorfismos de P∗ y T un sub-
grupo de P∗ invariante bajo Γ; en virtud del teorema de Maschke existe U = W /P p subgrupo de
P∗ invariante bajo todo automorfismo de Γ, por lo que W es un subgrupo normal de G . Si W fue-
ra un subgrupo propio de P entonces por (ii) W estaría contenido en el centro de G y ocurriría que
W = P ∩W = P ∩ (Z (G)∩W ) = (P ∩Z (G))∩W = P p , y P/P p = (P ∩Z (G))/P p ×P p /P p = (P ∩Z (G))/P p

lo que implica que P ∩Z (G) = P y eso es una contradicción. Por lo tanto W = P y (P ∩Z (G))/P p = 1 lo
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que implica que P p = P ∩Z (G), y hemos probado que se cumple (2)(b).

Para terminar la demostración de que (1) implica (2) solo falta probar que se cumple (2)(c).
Sabemos que M = P ×Qq es el unico subgrupo normal máximo de G , como P y el centro de G son
subgrupos de M y Qq es un subgrupo del centro de G se tiene que M = PQq É P Z (G) É M y de ahí
que M = P Z (G).
Solo falta probar que M/Z (G) es el único subgrupo normal de G/Z (G).
Primero probaremos que M/Z (G) es un subgrupo normal mínimo de G/Z (G). Supongamos que X es
un subgrupo normal de G que contiene al centro de G y esta contenido en M , entonces X = Z (G)X =
Z (G)(X ∩ M) = Z (G)(X ∩P Z (G)) pero por la ley de Dedekind X ∩P Z (G) = Z (G)(X ∩P ) por lo que
X = Z (G)(X ∩P ).
Supongamos que X es un subgrupo propio de M , entonces tiene que ocurrir que X ∩P sea un sub-
grupo propio de P pues si la interseccion fuera igual a P , P estaría contenido en X y como el centro de
G también es un subgrupo propio de X ocurriría que M = P Z (G) É X lo que seria una contradicción.
Como X ∩P CG y X ∩P es un subgrupo propio de P entonces X ∩P es un subgrupo del centro de G ,
por lo que X coincide con el centro de G y así M/Z (G) es un subgrupo normal mínimo de G/Z (G).

Supongamos que L/Z (G) es un subgrupo normal mínimo de G/Z (G), eso significa que L contie-
ne al centro de G y está contenido en M pues M es el único subgrupo normal máximo de G , por lo
que L/Z (G) es un subgrupo de M/Z (G) pero como M/Z (G) es normal mínimo entonces L = M y así
M/Z (G) es el único subgrupo normal mínimo de G/Z (G).

Como M/Z (G) es el único subgrupo normal mínimo y el único subgrupo normal máximo de
G/Z (G) es el único subgrupo normal de G/Z (G) por lo que se ha probado (2)(c).

Ahora probaremos que (2) implica (3).
Solo hace falta probar (3)(b).
Supongamos que G/Z (G) es nilpotente. como Q es un grupo cíclico generado por un elemento x, Qq

está generado por xq por lo que Qq es un subgrupo propio de Q. Por otro lado Si tomamos un subgru-
po máximo M de P , entonces M es normal en P y [P : M ] = p por lo que xp está en M para cualquier x
en P y P p está contenido en M que es un subgrupo propio de P , así tanto p como q dividen al orden
de G/Z (G) por lo que tiene al menos dos subgrupos de Sylow diferentes y por lo tanto dos subgrupos
normales diferentes, lo cual contradice (2)(c), entonces G/Z (G) no puede ser nilpotente.
Por otro lado como G ′ coincide con P es soluble, y G/G ′ también es soluble pues es isomorfo a Q, así
G es soluble y también G/Z (G) es un grupo soluble, y no es nilpotente. Además tiene un único sub-
grupo normal no trivial, por lo tanto por el lema anterior todos sus subgrupos propios son abelianos.

Se probará que (3) implica (1).
G no es nilpotente por que G/Z (G) no es nilpotente.
Basta probar que cualquier subgrupo máximo de G es nilpotente. supongamos que M es un sub-
grupo máximo de G , entonces contiene a Φ(G) = Z (G), y además M/Z (G) es abeliano por lo que
M Ê Z (G) Ê 1 es una serie central de M y M es nilpotente.

Para terminar el trabajo haremos notar que existen grupos no solubles, con todos sus subgrupos
normales propios nilpotentes, y que tienen subgrupos propios no nilpotentes.

Ejemplo 3.
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Consideremos el grupo SL(n,F ) con n Ê 2 y |F | > 3.
Sabemos que el grupo PSL(n,F ) = SL(n,F )/Z (SL(n,F )) es simple y no abeliano por lo que no es so-
luble. Entonces SL(n,F ) no es soluble, pues de serlo PSL(n,F ) lo sería.
También sabemos que si N ESL(n,F ), entonces N ⊆ Z (SL(n,F )) por lo que todos los subgrupos nor-
males de SL(n,F ) son abelianos y por lo tanto nilpotentes, sin embargo si todos los subgrupos propios
de SL(n,F ) fueran nilpotentes entonces en virtud del teorema de Iwasawa-Schmidt SL(n,F ) sería so-
luble y eso sería una contradicción. Por lo tanto SL(n,F ) tiene un subgrupo propio no nilpotente.
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Notación.
Z Números enteros.
Zp Números enteros modulo p.
(a,b) Máximo común divisor de a y b.
x ≡ y(módn) n divide a x − y .
Mn(F ) Matrices de n ×n con coeficientes en el campo F .
B ⊆ A B es un subconjunto de A.
B ⊂ A B es un subconjunto propio de A.
A∩B Intersección de A y B .
A∪B Unión de A y B .
A×B Producto cartesiano de los conjuntos A y B .
1 Elemento identidad del grupo G .
H ÉG H es un subgrupo del grupo G .
H <G H es un subgrupo propio del grupo G .
H EG H es un subgrupo normal del grupo G .
H CH H es un subgrupo normal propio del grupo G .
H 5G H no es un subgrupo normal del grupo G .
G �H Los grupos G y H son isomorfos.
|G| Orden de G .
[G : H ] Índice de H en G .
xH Clese lateral izquierda de H .
G/H Grupo cociente de G en H .
H �G H es isomorfo a G .
〈X 〉 Subgrupo generado por X .
〈x1, ..., xn〉 Subgrupo generado por {x1, ..., xn}.
H Écar G H es un subgrupo característico de G .
[x, y] Conmutador de x con y ([x.y] = x y x−1 y−1).
[A,B ] Subgrupo generado por {[a,b]|a ∈ A,b ∈ B}.
G ′ Subgrupo derivado de G ([G ,G]).
G (k+1) Subgrupo derivado de GK .
Z (G) Centro de G .
Gx Estabilizador de x bajo la acción de G .
CG (x) Centralizador de x en G .
NG (H) Normalizador en G de H .
G1 × ...×Gn Producto directo de los grupos G1, ...,Gn .
ϕ(G) Imagen de G bajo ϕ.
Aut (G) Grupo de automorfismos de G .
Sn Grupo de permutaciones de un conjunto de n elementos.
An Grupo de permutaciones pares de un conjunto de n elementos.
D2(n) Grupo dihedrico de orden 2n.
GL(n,F ) Grupo de matrices invertibles de tamaño n ×n con coeficientes en el campo F .
SL(n,F ) Grupo de matrices con determinante 1, tamaño n ×n y coeficientes en el campo F .
PSL(n,F ) Grupo proyectivo lineal especial (SL(n,F )/Z (SL(n,F ))).
I Matrix identidad.
i d Función identidad.
GL(V ) Grupo de transformaciones lineales invertibles sobre el F -espacio vectorial V .
C ar (F ) Característica del campo F .
φ(G) Subgrupo de Frattini de un grupo G .
GF (p) Campo de Galois de p elementos.
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