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Notacion

En las teorias de gravitacion existentes la notacién empleada es diversa, por lo que no
existe una convencién universal de la misma. Por lo tanto, a continuacién se describe la
notacién que se utilizara a lo largo de este texto.

El tensor métrico 4-dimensional del espacio-tiempo se denotara como g, con signatura
(+,—,—,—) vy el espacio de Minkowski como 7.

Indices que toman valores de 0 a 3 se denotaran con letras griegas e indices que vayan
de 1 a 3 se denotaran con letras latinas.

En el caso de tener objetos matematicos tridimensionales en un plano, no habré distin-
cion entre subindices y supraindices, i.e., ¥ = xy.

El elemento de volumen tridimensional en coordenadas cartesianas es d®z = dzdydz.

Los operadores gradiente y divergencia en el espacio tridimensional serdn V y V- res-

pectivamente.






Resumen

Este trabajo se da una introduccion breve sobre la relatividad general, sus postulados,
sus ecuaciones mas emblematicas y su formalismo matematico, asi como algunas de sus
implicaciones astronémicas mas conocidas, tales como la precesion del perihelio de érbitas
y la deflexion de la luz por efecto de campos gravitacionales.

Se introduce el formalismo de Parametrizacion Post-Newtoniana (PPN), el cual describe
una pequena correccion relativista a cualquier teoria gravitacional que satisfaga el princi-
pio de equivalencia de Einstein. Dicho formalismo requiere de un sistema coordenado en
particular y potenciales escalares y vectoriales generando asi un tensor métrico para dicho
formalismo.

Utilizando el principio de Fermat se encontr6é una ecuacioén general para la deflexiéon de
un rayo de luz aplicable a cualquier teoria métrica de gravitacion estacionaria, en funcién
solo de las componentes espaciales del tensor métrico del espacio-tiempo sin ninguna apro-
ximaciéon de campo débil o PPN. Se aplic este resultado para dos casos particulares: 1)
un tensor métrico simétricamente esférico y 2) un tensor métrico en el espacio-tiempo de
Kerr. También se analizé dicha ecuacion general de deflexion de la luz para una métrica

PPN esféricamente simétrica, con dos perfiles de densidad distintos.






Capitulo 1

Introducciéon

Una de las teorias mas importantes dentro de la fisica actual es la relatividad general
de Finstein. En el area de la astronomia es esencial para entender un gran ntmero de las
observaciones que se hacen. En este capitulo se introducird un breve resumen histoérico
sobre su origen, asi como las observaciones que dieron pie a su aceptacién por toda la
comunidad cientifica. Posteriormente se mencionara lo que es la ecuacién geodésica, las
ecuaciones de campo de Einstein-Hilbert asi como una opcién alterna a las mismas y algunas
otras definiciones necesarias con respecto a la métrica tridimensional en el espacio-tiempo.
También se introducird el concepto de materia oscura, las implicaciones que llevan a la
suposicion de su existencia y algunas de sus implicaciones, para finalemente mencionar una

teoria alterna a esta tltima, conocida como MOdified Newtonian Dynamics (MOND).

§1.1. Relatividad general y el perihelio de mercurio.

Desde la época de Newton la gravedad como fenémeno fisico era regida por su ley de
gravitacion universal publicada en 1687 (Newton, 1969), en la cuél se entendia a la fuerza de
gravedad entre dos cuerpos masivos en el espacio como un efecto instantaneo de atraccién
entre ellos, directamente proporcional al producto de las masas My, M> e inversamente

proporcional al cuadrado de la distancia d que los separa:

My My
dz

F,=-G

donde G = 6.6738 x 10N m? kg2 la constante de gravitacion universal, la cual es calibrada
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mediante mediciones terrestres y del sistema solar. Bajo esta ley se entendié la influencia
gravitacional sobre masas de prueba en la tierra y sobre la interaccion de ésta sobre la luna,
del sol con los planetas y de los planetas entre ellos mismos.

Una aplicacién astronémica de esta ley, fue el descubrimiento del planeta Neptuno con
base las observaciones en la trayectoria de la 6rbita de Urano. Dicha érbita publicada por
Alexis Bouvard en 1821 no era la predicha teéricamente tomando en cuenta sus interacciones
gravitacionales con el sol y el resto del sistema solar, sino que tenia grandes perturbaciones
que no se lograban explicar. En 1843 John Couch Adams propuso y calculé la trayectoria
de un octavo planeta méas lejano que Urano, el cual causarfa dichas perturbaciones. Inde-
pendientemente en 1846 Urbain Le Verrier hizo los mismos célculos, para que finalmente
Neptuno fuera descubierto el 23 de septiembre de 1846.

En términos generales, hasta finales del siglo XIX las leyes de Newton fueron consi-
deradas absolutas y estaban basadas en el principio de relatividad de Galileo. Fue enton-
ces cuando de manera matemética la teoria del electromagnetismo representada por las
ecuaciones de Maxwell resulté no respetar las transformaciones de Galileo entre sistemas
de referencia, sino que satisfacia las después conocidas como transformaciones de Lorentz
(Schutz, 2009). En estas ultimas se considera a la velocidad de la luz como una constante
fundamental que tiene que aparecer dentro de la representacién matematica de las mismas,
dando como resultado el caracter no absoluto del tiempo.

Ademas, durante varios afios se creyé que la luz se desplazaba a través de un “fAuido”
invisible e indetectable denominado aether, hecho que en términos generales contradice
los resultados experimentales de 1887 de Michelson & Morley (Freire, 1994), en el cual se
mostré que la velocidad de la luz es invariante bajo el movimiento relativo de la tierra con
el supuesto aether.

Este hecho motivé en 1905 a Albert Einstein a formar su teoria de la relatividad especial,
el cual es el principio de relatividad especial de Galileo mas la suposicién de que la velocidad
de la luz es la méxima velocidad de transmisién de informacién de interacciones fisicas. De
aqui se sigue entonces que la velocidad de la luz (¢ =299 792 458 m/s) es la misma en
cualquier sistema de referencia inercial en el que se mida, en completo acuerdo con las
mediciones realizadas por Michelson & Morley.

La existencia de la velocidad de la luz como una cota méaxima de rapidez contradecia
el hecho de que la gravedad, desde el punto de vista Newtoniano, fuera una fuerza de
interaccion instantanea. Esto llevo a Einstein en 1915 a formular una teoria relativista de

la gravedad, conocida como relatividad general, cuyos principios y ecuaciones se discutiran
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Figura 1.1: Descripcion grafica de la precesion 0 del perihelio de Mercurio. La imagen
fué obtenida de: http://www.physicsoftheuniverse.com/topics relativity general.html

més adelante.

Una de las predicciones hechas por la teoria de la relatividad general es la explicacion de
la precesion en el perihelio de la érbita eliptica de mercurio, Figura 1.1. Todos los planetas
interaccionan entre si gravitacionalmente, cuando esta interaccién se elimina se observa
que sus Obitas tienen una precesion en su orbita casi nula, excepto en el caso de mercurio.
Anteriormente ya habia sido observado algo similar en el caso de la orbita de urano, fué
asf como se descubrié neptuno. Asi que se tratd de explicar de una forma similar el caso de
mercurio, suponiendo que habia un planeta entre el sol y mercurio para que afectara solo a
este ultimo de forma significativa, dicho planeta (vulcano) nunca se observo.

Por otro lado, en base a la nueva teoria de Einstein esto era efecto de que el sol curva
el espacio-tiempo a su alrededor, mayormente a distancias més cercanas, similar a la forma
en la que un mantel estirado (inicialmente plano), se deforman cuando un cuerpo masivo
se coloca sobre él.

Gracias a esto Einstein encontr6 que la precesion 6 para la orbita de mercurio es de 43”

por siglo (Roseveare, 1979).

§1.2. Eddington y la deflexion de la luz.

Como ya se menciond, la teoria de la relatividad general nos dice que el sol curva el
espacio-tiempo a su alrededor, pero no es un efecto exclusivo del sol, sino que todos los

objetos masivos provocan una deformacién o curvatura en el espacio-tiempo, a mayor masa
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mayor curvatura.

Figura 1.2: Animacién que muestra la deflexion de trayectorias de luz
que pasan cerca del sol, observadas desde la tierra. Imagen tomada de:
http://www.physicsoftheuniverse.com/topics _relativity general.html/

Asi pues, una distribucion de materia lo suficientemente grande genera una curvatura
tal que, los rayos de luz que pasen suficientemente cerca de la distribucién de materia
modifiquan su trayectoria dejando de ser rectas, Figura 1.2. Este efecto de ‘curvar’ las
trayectorias de los rayos de luz se denomina deflexion de la luz por campos gravitacionales,
y fue predicho por la teoria de la relatividad general de Einstein en 1915 (Poisson & Will,
2014).

Figura 1.3: Fotografia tomada por Eddington del eclipse solar de 1919 superpues-
ta a una imagen de la misma zona del cielo 6 meses después. Se ve como la posi-
cion de las estrellas ‘cercanas’ al sol es diferente en ambos casos. Imagen tomada de:
https://briankoberlein.com/2014/05/19/einsteineddington/

En 1919, Arthur Eddington, viajé a la Isla de Principe en Africa para fotografiar un

eclipse total de sol, con el cual pudo ver la posicion de las estrellas cercanas a la corona solar
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sin el problema de tener sobreexposicién debida normalmente al mismo sol. La luz de estas
estrellas segufa una trayectoria que pasaba muy cerca del sol para poder ser observada
desde la tierra en el momento del eclipse. Al comparar la posicion de estas estrellas en
el cielo con la posicion de las mismas 6 meses después (para poder verlas de noche sin
interferencia del Sol), Eddington se di6 cuenta de que habia discrepancia, Figura 1.3. Esta
fue considerada la prueba definitiva de que la teoria de Einstein era valida. Aunque las
mediciones de Eddington tenfan mucha incertidumbre de por medio, con el paso de los afios
se hicieron mejores experimentos con mayor precision, para probar de manera mas certera
la veracidad de sus observaciones.

El 4ngulo al que los rayos de luz son desviados de su trayectoria inicial es llamado dngulo
de deflexion y bajo las aproximaciones de que la luz pasa cerca de una masa puntual M,

este angulo es conocido como el dngulo de Einstein:

4G M
b’

Donde b es el parametro de impacto (Poisson & Will, 2014).

(1.1)

afp =

§1.3. Hipétesis y postulados de relatividad general

A lo largo de la historia no solo han evolucionado las teorias de la fisica. También lo
han tenido que hacer las teorias matemaéticas, el ejemplo més claro es el céalculo, sobre el
cudl se sostiene toda la teoria de Newton.

El formalismo matemaético utilizado en el presente trabajo es el propuesto por Robert

H. Dicke (Will, 1993), en el cudl se formulan cuatro puntos importantes:

i) El espacio-tiempo es una variedad diferenciable 4-dimensional, donde cada evento fisi-
co corresponde a un punto dentro de la variedad. La variedad no necesita a priori una
conexion métrica o afin. Se espera que los experimentos y/u observaciones obliguen
a concluir que tiene ambos. Particularmente en este trabajo se supondra que existe

una conexién afin.

i1) Todas las ecuaciones deben estar escritas de forma covariante, i.e., deben ser inde-

pendientes del sistema de coordenadas.

iii) La gravedad esta asociada con uno o mas campos de caracter tensorial de cualquier

rango.



1. INTRODUCCION

v) Las ecuaciones dindmicas que gobiernan la gravedad deben ser derivables de un prin-

cipio de minima accién invariante.

Estos puntos restringen fuertemente las teorias de gravitacion, muchas de ellas solo

cumplen los primeras 3 o incluso solo los primeras 2. Por esta razén se ha formulado un

conjunto de 4 criterios fundamentales a, b, ¢ y d, que en conjunto con los puntos i e

(excluyendo i y iv), cualquier teoria de la gravedad deberia satisfacer para que sea viable

(Will, 1993):

a)

ser completa, es decir, debe ser capaz de analizar desde los “primeros principios” el
resultado de cualquier experimento de interés. No es suficiente que la teoria postule
que cuerpos de distintas composiciones caen con la misma aceleracién. La teoria debe
incorporar un conjunto completo de leyes electrodindmicas y mecénicas cuanticas, que
se pueden usar para calcular el comportamiento detallado de los cuerpos en campos
gravitacionales. Sin embargo, esta demanda no debe extenderse demasiado a areas tales
como la teoria de la interaccion débil y fuerte, la gravedad cuéntica, las teorias de campo
unificado, las singularidades del espacio-tiempo y las condiciones iniciales césmicas. In-
cluso la relatividad especial y general no se consideran como completas o completamente

desarrolladas.

ser auto consistente en su predicciéon para el resultado de cada experimento, es decir,
debe ser tnica cuando se calculan las predicciones por dos métodos diferentes pero

equivalentes y asi obtener los mismos resultados.

ser relativista en el limite cuando la gravedad es “mucho menor” en comparacién con
otras interacciones fisicas. Justo en este limite las leyes de la fisica no gravitacionales

deben reducirse a las leyes de la relatividad especial.

tener un correcto limite newtoniano. En otras palabras, en el limite de campos
gravitacionales débiles y movimientos lentos con velocidades v << ¢, debe reproducir

las leyes de la mecanica de Newton.

El primer postulado de la relatividad general es el Principio de Equivalencia de Einstein

(PEE). Esta es la base de todas las teorias métricas de gravitacion.

Para poder enunciar el PEE correctamente hace falta enunciar primero el Principio de

Equivalencia Débil (PED), el cual establece que si un cuerpo de prueba lo suficientemente
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pequeiio, como para que se pueda ignorar su acoplamiento a las inhomogeneidades en cam-
pos externos y electricamente neutro se coloca en un evento inicial en el espacio-tiempo y se
le da una velocidad inicial distinta de cero, entonces su trayectoria posterior seré indepen-
diente de su estructura interna y composicién. También es util definir un ‘experimento de
prueba local no gravitacional’ mediante las siguientes proposiciones: i) es un experimento
realizado en un laboratorio que cae libremente y que es lo suficientemente pequeno como
para ignorar las inhomogeneidades en los campos externos en todo su volumen y i) en este
experimento los efectos autogravitacionales son insignificantes.

Por lo que el PEE finalmente se postula como:

1. PED es vélido.

2. El resultado de cualquier experimento de prueba local no gravitacional (o que cae

libremente) es independiente de la velocidad del aparato de medicion.

3. El resultado de cualquier experimento de prueba local no gravitacional es indepen-

diente de dénde y cuando se realiza en el universo.

La teorfa de gravitaciéon relativista de Einstein estd basada en el PEE y supone que el

principio de relatividad de Einstein es vélido.

§1.4. Ecuacién geodésica.

Una trayetoria geodésica en el espacio-tiempo de 4 dimensiones es la linea de menor
‘longitud’ sobre una hipersuperficie que une dos puntos o eventos fisicos, y esta contenida
en la hipersuperficie. Su equivalente en un espacio tridimensional euclidiano es una linea
recta. La distancia mas corta entre dos puntos sobre la superficie Terrestre es una curva,
que corresponde a un segmento de circulo maximo entre dichos puntos.

Para poder encontrar la ecuaciéon correspondiente a un movimiento geodésico hace falta
paramétrizar las coordenadas x¥ bajo un parametro A, para poder asi minimizar el valor

del intervalo ds, dado por:

ds*(\) := g da(N)dz” (N), (1.2)

asi pues, la condiciéon de minima ‘longitud’ es:
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0=10s= 5/ VG TH VAN, (1.3)

donde [ ] =d/dA.

Haciendo la variacion sobre todas las coordenadas se obtiene que (Landau, 2013):

A2t dx? da¥
+ Tt — =
d)2 Y dx dA

donde I'4,, representa la conexiéon del tensor métrico, también conocido como los simbolos

0, (1.4)

de Christoffel, y que se relacionan con la métrica g,,, de la siguiente forma (Landau, 2013):

1 pa <8gaa 99av . 8gau> .

It — =
v 29 ox? + 0x° oz

(1.5)

La ecuacion geodésica (1.4) es la que obedece cualquier particula de prueba que se mueve
en un espacio-tiempo y depende completamente de la métrica misma. Su interpretaciéon
geometrodindmica puede interpretarse como que es “la curvatura del espacio-tiempo le dice

a las particulas de prueba masivas y no masivas como moverse”.

§1.5. Ecuaciones de campo de Hilbert-Einstein

Las ecuaciones de campo de la relatividad general fueron encontradas primeramente
por David Hilbert, quien ley6 el trabajo de Einstein y utilizando sus conocimientos mate-
maéticos en mecénica lagrangiana y hamiltoniana encontré funciones que fueron invariantes
bajo transformaciones de Lorentz y produjeron dichas ecuaciones de campo. Mientras que
Einstein las encontré poco después e independientemente por ‘fuerza bruta’.

El punto de partida fue buscar una ecuacién tensorial que en la aproximaciéon de campo

debil y bajas velocidades respetara la ecuaciéon de Poisson:

V20 = 4nGp. (1.6)

Utilizando el principio variacional de minima accién se puede construir una acciéon de
tal manera que al anular la variaciéon de la misma, y bajo la aproximacién de campo débil,
se obtenga la ecuacion (1.6). Dicha accion se puede construir como la suma de otras dos:
Sy, que contiene informacién del campo gravitacional a través de la curvatura del espacio

V Smat, que es una descripciéon sobre la materia y la energia de los objetos que curvan al
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espacio.

Por lo tanto la variacién nula de la accion total Sy + Sy,q¢ esta dada por:

58, + 6Smar = 0, (1.7)

y por lo tanto la ecuacion de campo resultante 5, = —S5,,4¢ €s interpretada justo como
Einstein lo imagind geometridinamicamente hablando: "la presencia de las masas y energia
le dice al espacio como curvarse".

Para obtener un término tensorial equivalente a V2® hace falta recordar que G ~ P/ e,
por lo que la accion Sy debe tener términos con primeras derivadas de g, para que al hacer
la variacion se obtengan términos con segundas derivadas de gy, .

Lo primero que pensé Hilbert fue en tomar a los simbolos de Christoffel, pero estos al no
ser tensores existe un sistema de referencia donde se pueden anular, asi que no funcionan
como accién. Su siguiente opcion fué una funcién escalar del tensor de Riemann, de tal

manera que:

S,= [ 1(5,) v=g.as. (1)

donde /—g df2 es el elemento de hipervolumen 4-dimensional, con g := det(g;x) y dQ2 =
da%datdz?dz?. Solo que hay una infinidad de posibles funciones f, por lo que tomé una con
la cual el mismo Riemann ya habia trabajado, el escalar de curvatura de Ricci, obteniendo

que:

S, = /zwfg a0, (1.9)

Con esto es algo complicado pero se puede demostrar que (Landau, 2013):

3 1
— _ yu g _
559 =16 G/ <RW qul,R) 0gtv\/—g dQQ, (1.10)

55, = 21/TW S /=g dQ, (L.11)
C

donde T}, es el tensor de energia-momento, describe el flujo de energia y momento lineal
del sistema, y en su limite newtoniano va como ~ pc?.
Aplicando esto a la ecuacion (1.7) se obtienen finalmente las ecuaciones de campo gra-

vitacionales de Hilbert-Einstein:
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1 8rG

Ryy = 59wl = —

5 Ty (1.12)

La cual en su aproximacién de campo débil y bajas velocidades coincide con la ecuaciéon
(1.6) (Landau, 2013).

Un punto importante es ver que pasa cuando tomamos una f(RgW) distinta de R.
Existe una teorfa en la cual se supone que f(Rg,,) = f(R) (Capozziello & Faraoni, 2010),

lo cual matemética y fisicamente tiene sentido y da como resultado las ecuaciones de campo:

G = L VLV (R) — guDf (R) + ng(R)_Qf(R)R

y ) (1.13)

Las ecuaciones de campo de Hilbert-Einstein (1.12) son un caso particular de esta teoria

mas amplia de gravitaciéon. En esta tesis no se profundizaréd mas al respecto en el tema.

§1.6. La métrica tridimensional y otras definiciones utiles

Hasta este momento se ha mencionado mucho a la métrica g,,, 4-dimensional, pero las
mediciones fisicas se realizan en el espacio de 3 dimensiones a un tiempo dado. Por lo
tanto es ttil escribir las ecuaciones de la métrica dependientes del intervalo de distancia

tridimensional dl. Para esto escribamos el intervalo ds de la siguiente forma:
ds® = gudatda” = gog(dx0)2 + 2¢0idz’dz’ + gipda’dz®,

2
— [ aos da® + 9oi di> +<i_90i90k>didk’
< 900 & Vv 900 ! gk 900 v (1.14)

2
goi i 2
= \ﬁd$0+dx> —d?,
< goo G0

donde la longitud de arco Euclidiana es (Landau, 2013):

di? = <_gik + g(ZéJOOk> dz'da® = ~;pda’dat, (1.15)

con ;x el tensor métrico 3-espacial dado por:

Vi = <_gz‘k + gmgo’“) : (1.16)
goo
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Aprovechando dicha definicién mencionaremos que al analizar trayectorias de luz re-

quieren ser nulas, i.e. ds? = 0, por lo que de la ecuacién (1.14) se obtiene:

o 1 1 dz?
dz® = — 9% g0 4 &:[iif]d 1.17
goo V900 900 9041 g00 (1.17)

Definiendo el vector tangente a la trayectoria del haz de luz e! = dz’/dl y el indice de

refraccion efectivo:

c 1 :
= = — | —4g0; ? s 1].
n A/~ go0 [—g0i€" + v/900) (1.18)

tomando el signo positivo de la ecuacion (1.17), i.e., intervalos en el tiempo hacia el ‘futuro’,
entonces la ecuacion (1.17) toma la forma:
dz® = n dl. (1.19)
Por tltimo, notemos que e; = y;xe”, por lo que:

i i dok dz? yydakda?
ee’ = ypefel = %’kﬁ - a - 1, (1.20)

de tal forma que el vector e’ es unitario.

§1.7. Materia oscura y lentes gravitacionales

La materia oscura no-barioénica se define como materia que existe en el universo y que
interacciona con la materia barionica unicamente de forma gravitacional. En especifico no lo
hace electromagnéticamente, por lo que no emite radiacion. A la fecha esta materia oscura
ha sido indetectable (Mayet et al., 2016) y por lo tanto solo puede ser considerada como una
hipétesis de trabajo independientemente de sus logros para explicar diversas fenomenologias
astrofisicas y cosmologicas (Arun et al., 2017) (Sanders, 2010).

El origen del concepto de materia oscura como la conocemos hoy en dia en el contexto
de astronomia se origin6 cuando Zwicky (1933), observd que la velocidad radial de varias
galaxias individuales en el cimulo de Coma parecian moverse demasiado rapido para la
cantidad de materia visible (Sanders, 2010). Sumando la masa en el cimulo asumiendo que
cada galaxia tiene una relacién masa-luminosidad de alrededor de uno en unidades solares,

entonces las galaxias individuales se mueven tan rapido que deberian escapar rapidamente,
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en otras palabras, el conjunto de galaxias en el cimulo debié haberse dispersado desde hace
mucho tiempo.

Otro hecho importante que le di6 fuerza a la idea de materia oscura fueron las curvas
de rotacion de las galaxias. La curva de rotacion de una galaxia es la velocidad de rotaciéon

alrededor del centro de la misma, trazada como una funcién del radio, la cual por el teorema

del virial deberia ser:

v? = G]\f(r) (1.21)

con M(r) la masa al radio r. Al comparar la curva de rotacion teorica con la obtenida
por las observaciones, a mayor distancia al centro galactico la diferencia entre ambas es
mayor, como puede verse en la Figura 1.4. Este hecho se solucioné suponiendo que todas
las galaxias tienen un halo de materia oscura en el cual esta inmersa toda la materia

barionica que nosotros vemos, asi, se explica esa masa faltante en los resultados teoricos.

observado

—_
o

E 100 |

o,

1

E

% 50 Espectativa tedrica
2 i sin materia oscura
(%]

=

I 1
5 10
Radio (kPc)

Figura 1.4: Comparacion entre una curva de rotacion galdctica tedrica que deberia res-
petar la ecuaciéon (1.21) y una obtenida mediante observaciones astronémicas, para una

galaxia espiral genérica.

Cuando un conjunto de rayos de luz pasa cerca de una cantidad de materia suficiente-
mente concentrada es posible que el observador vea anillos o fragmentos de luz enfocados en
el plano del cielo. A esto se le conoce como lente gravitacional y se debe a la deflexion de los
rayos de luz en conjunto provocada por el campo gravitacional de la materia concentrada.

Este efecto se observa en una galaxia aislada o un grupo de galaxias produciendo ima-
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genes multiples o alargadas como en la Figura 1.5. En 1979 Dennis Walsh, Bob Carswell
v Ray Weymann, descubrieron el primer ejemplo de lente gravitacional, dos imagenes del
mismo cuasar debido a los espectros idénticos y el patréon de lineas espectrales, separadas
por 5.7 arcsec. Este efecto sucede ya que el cudsar estaba practicamente detras de una
galaxia intermedia, la cual produjo dos imégenes del mismo. Anos después en 1986 dos
grupos, uno en Arizona y otro en Toulouse, descubrieron que en varios ciimulos de galaxias
parecia haber arcos luminosos alargados en un patréon aproximadamente circular sobre el
centro del grupo. Este efecto se debe a lentes gravitacionales ya que los espectros de los
arcos estaban en un corrimiento al rojo mucho mayor que los cimulos, i.e., son en realidad
imégenes de galaxias distantes de fondo que son fragmentos de anillos de Einstein formados

por el campo gravitatorio de un grupo intermedio de galaxias.

Figura 1.5: Grupo de galaxias distantes denominado el ‘gato de Cheshire’ cuya luz ha sido
estirada y doblada por las grandes cantidades de masa contenidas en las galaxias de primer
plano. La imagen fue tomada de: http://chandra.harvard.edu/photo/2015/cheshirecat/

Gracias al patron de distorsion en las imagenes de las galaxias de fondo, es posible
reconstruir la distribucién de densidad superficial de masa en el sistema que provoca el
lente. Al hacerlo, y suponiendo que la teoria de la relatividad general de Einstein es la
teoria correcta de la gravedad a estas escalas, dicha masa resulta ser mucho mayor que la
masa observada por radiacion, i.e., mayor a la masa baridnica y fotones. La explicacion
mas aceptada de este hecho es que hay grandes cantidades de materia oscura no-bariénica
distribuida a lo largo de galaxias individuales, grupos y ctimulos de las mismas, lo cual
sumado a la masa que vemos por radiacién resulta ser la masa necesaria para generar los

lentes gravitacionales observados.
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Por otro lado, el modelo cosmologico més aceptado es el A — CDM ‘Cold Dark Matter’,
en el cual la materia barionica en el universo constituye solo un ~ 3.5 %, mientras que
la materia oscura ocupa ~ 26 %, y méas aun el ~ 70% restante se le asocia a algo mas

desconocido, la ‘energia oscura’.

§1.8. Dinamica newtoniana modificada (MOND)

Esta teorfa tuvo sus inicios en la década de los 80’s (Sanders, 2010), cuando Mordehai
Milgrom propuso que en las curvas de rotaciéon de las galaxias, la ley de gravitaciéon de
Newton debia ser modificada cuando las aceleraciones que acttian sobre masas orbitantes
son suficientemente grandes (cf. Mendoza, 2003), i.e., si la aceleracion a satisface que |a|] =

a<<ayg=12x 10_10111/82 deberia cumplirse que:

a=-—Y""2070 (1.22)

con ag la constante de Milgrom. Este resultado no tiene claros sus fundamentos fisicos pero
empiricamente da buenos resultados. Uno de ellos es la curva de rotacién de galaxias, las
cuales se explican sin necesidad de tomar en cuenta a la materia oscura.

Esta es solo una de las teorias que busca tener explicaciones a distintos fenémenos astro-
némicos sin necesidad de utilizar la materia oscura, ya que esta misma no se ha detectado
aun, y hasta que eso suceda bien puede no existir aunque sea un complemento perfecto
para practicamente toda la astronomia galactica, extragalactica y cosmologia.

Cabe mencionar que MOND se puede obtener en el limite de campo débil de la teoria de
gravitacion f(x) = x%/2, la cual es una de las teorias f (R) mencionadas en la Seccion §1.5,
una explicacion alterna a los lentes gravitacionales (Mendoza et al., 2013). Esta teoria
tiene una expresién para la componente ggg a segundo orden de aproximaciéon que se puede
posteriormente utilizar en una formula de deflexion de la luz en simetria esférica (Keeton
& Petters, 2005), y encontrar la expresion de g1 a segundo orden. Mas adelantes veremos

por que son importantes dichos componentes de la métrica a ese orden.



Capitulo 2

Parametrizacion Post-Newtoniana
(PPN)

Como se mencion6 en la seccién §1.5, a partir del camino seguido para obtener las
ecuaciones de campo de Einstein-Hilbert se menciond que estas no tendrian por que ser
la tinica propuesta relativista de la gravitacién newtoniana, podrian existir en principio
otras teorias métricas capaces de recuperar la teoria de la gravedad de Newton en el limite
de campo débil. En este capitulo se construird un formalismo el cual permite de manera
experimental validar o no a diferentes teorias de gravitacion. Esto consiste en tomar como
base la teoria de gravitacion de Newton y el principio de equivalencia, para poder incluir
pequenias correcciones relativistas a esta descripcion y asi calibrar los resultados obtenidos
con mediciones precisas de por ejemplo el sistema solar. Se introducird brevemente la defi-
nicién del espacio-tiempo en el que se trabaja y sus coordenadas, asi como lo que son los
potenciales y los parametros post-newtonianos, para terminar con la expresion explicita del

tensor métrico resultante general de esta parametrizacion.

§2.1. Aproximaciones post-newtonianas

Se conoce como aproximacion post-newtoniana a un analisis de los fenémenos fisicos
donde se hace uso de la teorfa de la relatividad general, en su aproximaciéon de campo débil
y bajas velocidades, lo cual es un paso mas alla de la gravitacion newtoniana que considera
a la fuerza de gravedad como una interaccion instantanea (Will, 1993). Esta aproximacion

es suficientemente precisa para abarcar pruebas dentro del sistema solar u otro sistema
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astrofisico que posea un potencial gravitacional débil (®/c?> << 1) particulas de prueba

que experimenten bajas velocidades (v << c¢).

Para comprender mejor este concepto veremos cuales son las escalas de las magnitudes
fisicas, para entender en que punto empezamos a hablar de un limite post-newtoniano. A

escala del sistema solar se cumple que:

e v . n, 0(2), (2.1)

donde @ es el potencial newtoniano del sistema (sol para el solar), v la velocidad de las
particulas de prueba, IT densidad de energia especifica (densidad de energia/densidad de
materia en reposo) del sistema y el O(n) hace referencia a cantidades que tienen terminos

"™ con n un numero entero. Todas estas cantidades estan asociadas con un orden de

en ¢~
‘pequeniez’ (Will, 1993). De hecho, la mecanica newtoniana es la aproximacion a segundo
orden de la métrica g,,,. Para empezar a hablar de una mecanica post-newtoniana debemos

tomar términos de orden mayor en la métrica.

Tomemos la expresion del lagrangiano de una particula aislada dentro de un campo

gravitatorio con métrica g, (Will, 1993):

da da , .
L= —QW%% = (—900 — 29007 /e — gl‘j’Ul'U]/CQ)l/2 , (2.2)

su limite newtoniano es

L=(1-20/2-v2/)"*, (2.3)
y sabemos que gog ~ —1 + 2®/c?, por lo que podemos decir que la fisica newtoniana
toma términos en el lagrangiano hasta O(2), por lo que la fisica post-newtoniana involucra

términos mas elevados, de O(4).

Es importante mencionar que la conservacién de la masa en reposo y la conservaciéon
de la energia en el limite newtoniano provoca que los términos de orden O(1) y O(3) no
aparezcan. Mientras que los términos de orden mayor seran o no tomados en cuenta segun
cada teoria métrica (Will, 1993).

Lo que nos lleva a que el lagrangiano post-newtoniano debe considerar todos los términos
de O(4) en la métrica, por lo que apoyandonos en las ecuaciones (2.2) y (2.3), el lagrangiano

queda:
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L= (1-20/c - v*/c* - goo[O(4)] — 200, [0@)0 /e — gis[0@)vin7 /)2, (2.4)

concluyendo asi que para la aproximaciéon post-newtoniana de particulas masivas, las com-

ponentes del tensor métrico deben estar escritas de la siguiente forma:

goo a O(4),
goj a O(3), (2.5)
gjr a O(2).

En el caso de una trayectoria de un haz de luz dr = 0, el lagrangiano newtoniano a

primer orden es:

L=(1- v2/02)1/2, (2.6)

con v = ¢, por lo que su aproximacion post-newtoniana es (Will, 1993):

L= (1-22/c* —v*/c* — g;; [O(2)]Uivj/62)1/2 , (2.7)

donde se ve que para la propagaciéon de rayos de luz basta con tener:

goo a O(2),

2.8
gik a O(2). 28)

§2.2. Sistema coordenado

Para analizar el limite post-newtoniano correctamente, debemos especificar el sistema
de coordenadas, el cual se llama “coordenadas locales cuasi-cartesianas” (Will, 1993).

Imaginamos un universo isotrépico y homogéneo en el que reside un sistema post-
newtoniano aislado. Elegimos un sistema de coordenadas cuyas regiones exteriores lejos del
sistema aislado estan en caida libre con respecto al modelo cosmolégico circundante, y estan
en reposo con respecto a un marco en el que el universo parece isétropo. En estas regiones
externas, se espera que la métrica fisica sea de tipo Friedmann—Lemaitre-Robertson—Walker

mas una pequefia perturbacion h,, debida al sistema local (Will, 1993):
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ds? = —c2dt? + a(t)? (1- k:rQ)_Q Sijdz'da? + hydatda”, (2.9)

donde 7 es la distancia medida desde el sistema aislado.

La métrica post-newtoniana general se encuentra anotando términos métricos compues-
tos de los funcionales post-newtonianos posibles de las variables de la materia, cada uno
multiplicado por un coeficiente que depende de las condiciones de frontera cosmolbgicas y
otras constantes (Will, 1993). Estos términos se agregan a la métrica de Minkowski para
obtener la métrica fisica. Desafortunadamente, el ntmero de estos funcionales en princi-
pio es infinito, por lo que se deben imponer algunas restricciones sobre dichos términos a
considerar, tomando en cuenta principalmente un sentido de ‘racionalidad’ obtenida por la

evidencia de las teorias de la gravitacion conocidas, entre las cuales estan (Will, 1993):

i) Los términos del tensor métrico deben ser solamente de orden newtoniano o post-

newtoniano.

ii) Los términos “post-newtonianos” del tensor métrico deben tender a cero entre mas

lejos se esté de la distribuciéon de masa.
iii) La métrica debe ser adimensional.

iv) El cero del sistema coordenado cuasi-cartesiano, i.e., el origen espacial y el momen-
to inicial de tiempo, son completamente arbitrarios por lo que la métrica no debe

contener ninguna referencia explicita a estas cantidades.

v) Las correcciones métricas hoo, ho; y hij deben construirse a partir de cantidades
apropiadas al sistema fisico en cuestion. Se pueden tomar variables asociadas con la
distribucién de materia pero para variables asociadas con la estructura de las ecuacio-
nes de campo o con las condiciones cosmolégicas, solo hay dos cantidades disponibles:
parametros escalares de compatibilidad cosmolbgica o coeficientes numéricos; y el

tensor d;;.

vi) Los funcionales del tensor métrico deben generarse por la masa en reposo, la energia,

la presion y la velocidad, y no por sus gradientes.

vii) Los funcionales deben ser simples.
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§2.3. Potenciales post-newtonianos

Tomando en cuenta las condiciones post-newtonianas mencionadas en la seccidén anterior
y el hecho de que queremos un tensor métrico que cumpla las ecuaciones (2.5), asi como los
funcionales construidos sean ‘simples’, podemos entonces construir los llamados “ Potenciales

post-newtonianos”:

e Para g;; necesitamos términos hasta O(2) ademas de que deben ser tensores 3-3, por

lo que todos los términos posibles (Will, 1993) son 6;;® y x;; donde:

_ p(r',t) 3./
) = G/|r_r,’d , (2.10)

es el potencial Newtoniano ‘clasico’ y:

Xij = 5”(1) — <I>ija (211)

con

lat i {L —
(I),Lj = —G/ p(r )(T ’ )(xj x])d3$l, (212)

I‘—I’"3

y el super potencial x definido por:

t) = —G/p (r',t) [r — r'|d%2’. (2.13)

e Para go; necesitamos términos hasta O(3) y deben ser vectores de 3 entradas, por lo
que tenemos dos opciones (Will, 1993), V; y W; donde:

V_G/ zd3 /7
Ir—r’\

G/ I' t r—r)(x x;)d?)x/.

Ir — /|3

(2.14)

e Finalmente, para goo necesitamos componentes hasta O(4) y que sean escalares, asi

que las opciones son muchas mas:
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, / " r
. / " r—r r—-r r-r 323 ”
@W _G/p(r7t)p(r ,t) ’r_r/‘3 ( —I‘”’ - ’I‘l //‘)d d’x

|r
G/ 30 —G/ ', t) U’ 7
|r—r’] |r—r’]
O (2.15)
_G/ ]r—r’| B 3y, Dy ::G/|r—r’\d3x/’
r',t) I'—I')] 3.1 . /,o(r’,t) n AV g
A= G/ r—r’|3 d’z’, B:=G \r—r’|(r r') dtd:c.

§2.4. Tensor métrico post-newtoniano

Una vez teniendo los potenciales falta ver como introducirlos en el tensor métrico, para
esto se hace una restricciéon y calibracion bajo varias versiones propuestas del marco PPN,
ademés de tomar en cuenta las propiedades de los mismos potenciales (Will, 1993).

Esto nos lleva a que se necesitan 10 Pardmetros PPN: v, B3, &, a1, ag, as, (1, (2, 3y

(4 para construir un tensor métrico general, el cual esta dado por (Will, 1993):

o
goop =1 =2 +25 +2§——(2’y+2+a3+C1—2§)—21

O3 o
—2<3v—2ﬁ+1+<2+5>72—2<1+<3>07—2<37+3<4—25>;§

A W2 P Wi P, w'V;
_|_(C1 _QE)C—2+(()41 —042—043) A + Qo = 2] _(2043—0(1) 46317
1 v W (2.16)
Goj :5(47+3+041—a2+C1—25)67+§(1+02_C1+2£)CT
wi<I> qu)z’j
+ 5 (061 — 2052) 03 + (6% C3 )

27
9ij = <1 ~ 2 ) dij

con w la velocidad del sistema coordenado con respecto al original en caso de estar en uno,
sino w = 0.

Todos estos parametros y potenciales PPN se pueden o no tomar en cuenta en diferentes
teoria meétricas, pero especificamente para analizar movimientos de rayos de luz por la

condicion (2.8), el tensor métrico solo toma en cuenta un parametro PPN (Will, 1993):
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20
goo =1— ER
2y (2.17)
gij = | 1— 2 dij,

donde por distintas observaciones en el sistema solar v ~ 1 (Will, 1993).






Capitulo 3

Deflexion de rayos de luz en el

espacio-tiempo curvo

En este capitulo se introduce el principio de Fermat, bajo el cual se traza la trayectoria
de un rayo de luz. Después se hace menciéon de dos formas distintas en las que se ha
abordado el tema de la deflexion de rayos de luz con una métrica conforme y con una
métrica simétricamente esférica. Posteriormente se propone una forma de encontrar una
ecuacion general para la deflexion de haces de luz, se encuentra y se compara con resultados
previos. Inmediatamente se hacen anélisis de esta formula general para dos casos de tensores
métricos generados por un espacio tiempo esféricamente simétrico general y por el espacio
tiempo de Kerr. Finalmente, se utiliza una métrica PPN para encontrar trayectorias de
haces de luz para dos perfiles de densidad conocidos: el perfil de Navarro—Frenk—White
(NFW) y el de un halo isotermo.

§3.1. Principio de Fermat

El principio de Fermat se puede expresar de manera simple como ‘El minimo tiempo
posible que tarda la luz en recorrer una trayectoria entre dos puntos en el espacio’. Esto
se interpreta entonces como un principio relativista extremal en el tiempo de la siguiente

manera:

Principio §3.1.1. Consideremos un evento A donde se emite la radiacion y una linea de

universo | como-tiempo para la cual ds> > 0. Un rayo de luz es una curva suave vy y nula
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que se propaga de A hacia | si y solo si el tiempo de llegada t sobre | es estacionario bajo
variaciones de primer orden de v dentro del conjunto de curvas nulas suaves de A hacia l
(Schneider et al., 2012).

En otras palabras la variacion:

5t = 0. (3.1)

Utilizando entonces la ecuacion (1.19) la relacion anterior es equivalente a la nulidad de

la siguiente variaciéon:

5 / ndl = 0. (3.2)

La relaciéon anterior expresa de manera matemaética el principio de Fermat y la curva que

se obtiene de dicha variacién representa la trayectoria de un rayo de luz.

§3.1.1. Principio de Fermat en un espacio-tiempo conforme y estaciona-
rio
Un espacio-tiempo con métrica fisica ds? conforme a una métrica estacionaria (indepen-

diente del tiempo) ds? se ve de la siguiente forma:

ds®> = Q%ds?, Q >0, (3.3)

ds® = &2V (dt — wid:ci)2 —e a2, (3.4)

donde U, w; son funciones dependientes solamente de las coordenadas espaciales z¢, dl es la
longitud de arco euclidiana (1.15) y el factor conforme 2 depende de las cuatro coordenadas

x# (Schneider et al., 2012).

Los rayos de luz se mueven en trayectorias nulas ds> = 0, por lo que en este caso:

t= / (widz' + eV dl) = / <“idd$z +e 2 > dl, (3.5)

y por el principio de Fermat (3.2) se deduce que:

_ da?
n=eY 4w,

i (3.6)
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§3.2. Resultados previos para la deflexion de la luz

Como se mencion6 en el la seccion §1.2; la deflexiéon de la luz es un fenémeno fisico
bien conocido, existen diversos formalismos para su escritura matemaética, cada uno con sus

suposiciones y aproximaciones en la teoria de gravitacion.

Figura 3.1: Esquema de la deflexiéon de un haz de luz generado por una fuente en el infinito
y que pasa cerca de una distribuciéon de masa p. Dicho haz experimenta una desviacion
con respecto de su trayectoria inicial de un dngulo 8. Su trayectoria se supone simétrica
antes y después de la distancia minima a la distribucién de masa, r = rg.

Un resultado interesante es el obtenido por Keeton & Petters (2005) para el angulo de

deflexion de la luz en un espacio-tiempo simétricamente esférico como se ve en la Figura

p— 2 —_—
2 /7“0 ’ dr

donde 7 es la distancia minima de aproximacién del haz de luz al centro de la distribucién

3.1, el cual es:

dr —m, (3.7)

de masa.
Este resultado se obtiene con un formalismo Lagrangiano aprovechando la simetria en

la trayectoria del haz de luz, obteniendo finalmente:

=2 / :O [ZOO(T)QH(T)WQ pdr . (3.8)
r [<;> goo(r0) —900(7“)]

Otro formalismo es le propuesto por Schneider et al. (2012), el cual se detallara a
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o

Figura 3.2: Esquema de la trayectoria de un haz de luz deflectado por una distribucion de
masa p, mostrando los vectores tangentes a su trayectoria antes y después de ser deflectada.
Se puede observar la relacion vectorial que hay entre el vector o y el angulo 3

continuacion. Estos autores utilizan una métrica conforme de materia no compacta y aislada

2 V.d 2
ds? ~ (1 + cg) Adt? — 8edt 3 x_ <1 - CU> dx?, (3.9)

donde U y V son dos potenciales retardados (Schneider et al., 2012), asumiendo bajas
veocidades y |P| << pc?, por lo que el tensor de energia-momento de un fluido perfecto
T = (p02 + p) ubu? — pgh¥, con p la desndidad de masa, p la presion y u® := dz®/dr la

4-velocidad, toma la siguiente forma:

T ~ pc?, T = cpv?, TV ~ pv'v? + po¥, (3.10)

donde v* := dz'/dt (Schneider et al., 2012).

Utilizando lo obtenido en la ecuacion (3.6), se ve que el indice de refraccion es:

20 4
n=1-—5+3V-e (3.11)
c c

Haciendo uso del principio de Fermat (3.2) y definiendo el vector de deflexion como

o = — [de ~ €jnicial — €final cOMO se ve en la Figura 3.2, obtienen que:
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o 2 4 2 4
a:/o {—C2VU+C3V(V-6)+C2(VU‘e)e—Cg(V(V‘e)-e)e di. (3.12)

Ahora bien, por el Teorema §A.0.1 del apéndice, se obtiene:

V(V-e)—ele-(V(V-e)|=VA(VAe)+(V-V)et+teAN(VAV)+(e- V)V
—e{e- [VA(VAe)}—efe- [V -V)e]} (3.13)
—e{e-[en(VAV)]} —efe-[(e-V)V]},

y asi, utilizando los Teoremas §A.0.2 y §A.0.3, la identidad:
e-[eN(VAV)] =0,

y dado que los vectores e y e A (V A V) son ortogonales entre si entonces la relacion (3.12)

se simplifica como:

a:/[—;[VU—e(e-VU)]—i-;e/\(V/\V) di. (3.14)

Este es el resultado final para el d4ngulo de deflexion encontrado por (Schneider et al.,
2012). Sin embargo no es una férmula general.

Para aclarar notacion y evitar confusiones, veamos que relacion hay entre los angulos
a := |a] y B suponiendo que se cumplen las condiciones necesarias para que ambas formulas
puedan ser aplicables, por ejemplo bajo la aproximacién de simetria esférica. Para esto
recordemos las definiciones de e, a y que [ es el angulo de deflexion de la luz visto desde
el plano de la trayectoria del haz como se muestra en la Figura 3.2, en donde se puede ver

que:

\a!Q:a2:e?v—i—e?—Q\ef]-\ei]cosﬁ. (3.15)
Debido a la unitariedad del vector e, la relaciéon anterior toma la forma:

2

cosf=1-— %. (3.16)

En el caso en que 8 << 1 entonces cos 3 = 1 — 3%2/2 y por lo tanto a = 3. Sin embargo,
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para deflexiones grandes ambas formulaciones difieren y es necesaria la construcciéon de un

resultado general como haremos a continuacion.

§3.3. Formula general para la deflexion de la luz

Comencemos por poner la ecuacion (3.2) utilizando el indice de refraccion general pa-
ra cualquier tensor métrico, en este caso estacionario, dado por la ecuacion (1.18) de la

siguiente manera:

oz = / [gnmduna(dw]. (3.17)

La variacion ddl del segundo término del lado derecho de la ecuacién anterior es:

3(dl) = 6/ yipdzidak,
— ;W [5(fyik)d:ridxk + o (dz?)daz® + %ké(dx’“)dx’} ,
— 1 W;xidmk [8é¥f)6xjdxidxk + 2dwkd(6:ck)] : (3.18)
- [fé””“; ot Sraca,

[1 é i) iej] ox*dl + epd(9z"),

y por lo tanto, al integrar por partes y eliminar los términos frontera en la variacién, la

ecuacion (3.17) toma la siguiente forma:

_ [ on ¢k n&(yw) k31 on ; ﬂ k
520 / 0T dl—l—[2 830’“ ox”dl 8le€k+ndl didz”,

/ [f)xk * 2 azk ©F T 9zt kT dl diox

(3.19)

Al igualar a cero la variacion obtenemos:
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de, 1[0n Qa(%—j)ei - On

L I J [
A n|ozk T2 axk °F T fait k| (3.20)
_0n(n)]  19(vj) ; ; 0ln(n)] ; '
- Ok +§ ark ©° gri O
La relacion enterior es vectorial y dado que:
dep, d o D deP  Oygpda™ deP
ar = @ = T g = g ar @ T g (3.21)
Vkp eel + <
drm TheT g
entonces:
de?  [0ln(n) JOln(n) , L i 5 O m p
Ve = | ok T gt €k + 29.6€¢ ~gpmt |- (3.22)
Por lo tanto:
de? k de?
—5 =7 qukpia
dl dl (3.23)

dln(n)  Jln(n) , 10vij ; + O
kq _ i .9 kq | =21 i 5 P m_p
T T ok oz ¢ 7 2008 " g |

Con esta expresion podemos obtener el cambio del vector e entre dos puntos a lo largo
de la trayectoria de un haz de luz, como funcién de las componentes de la métrica solamente.
Un haz de luz que pasa por un campo gravitacional se deflecta y sale de él en una direccion
generalmente distinta de la direcciéon original. Siempre que la direccion inicial y final de los
vectores tridimensionales del haz de luz no sean paralelas, se puede definir un plano que los
contenga a ambos. Por consguiente, se pueden definir unas coordenadas esféricas donde el
plano generado por los vectores final e inicial se puede elegir como el plano ecuatorial con

origen en cualquier punto de este plano.

Con estas coordenadas esféricas r, 6, ¢ podemos utilizar la expresiéon encontrada para e,
donde solo nos interesa la componente e = ¢, ya que el angulo de deflexion en la ecuacion

(3.7), esta relacionado con el angulo ¢ de dichas coordenadas de la siguiente forma:
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/5::/000 </djdz>dzw,

dln(n)  Jln(n) , 10vij ; + O3
— 3q o i,q 3q | = J t.J P _m  p o
/0 </ { [fy 925 By eel| +~ 2 90 e'e —8$me e di | dl — .

(3.24)

Esta relacion es una formula completamente general para la defeccion de la luz, bajo
cualquier teoria métrica estacionaria de gravitacion y en coordenadas espaciales inicamente,
i.e. el tiempo ya no aparece como una coordenada gracias al principio de Fermat. El tinico
problema son las ecuaciones resultantes las cuales, en general de acuerdo a la ecuacién

(3.23), son 3 ecuaciones acopladas de hasta segundo orden en las coordenadas.

Como veremos a continuacién, para algunas aplicaciones con suficiente simetria, resulta-
dos analiticos son posibles de encontrar. La ecuacion (3.24) es el resultado mas importante
obtenido en este trabajo y representa una completa descripcién y generalizacion del angulo

de deflexion de la luz para cualquier teoria métrica estacionaria de gravitacion.

§3.4. Simetria esférica

Analicemos el resultado obtenido en la seccién anterior para una distribucién de masa

esféricamente simétrica dada por la siguiente métrica:

ds? = gooc?dt? + g,rdr? — r2dQ, (3.25)

Con ggo v grr dependientes solo de r. Escojamos la trayectoria del haz de luz sobre el

plano 6 = 7/2 para simplificar la relacion anterior como:

ds? = goocdt? + g,rdr® — r?de?,

(3.26)
= gooc*dt* — dI?,

en donde di? = — (gm~d7’2 — 7’2d<p2), por lo que v = —Grr Y VYop = r2 son las tnicas
componentes distintas de cero del tensor métrico en tres dimensiones 7;;, ademas de que
Y= _1/97’7’7 Ve = 1/7‘2 yn= 1/\/9070

De esta manera:
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de?  de? dln(n) 1 or? Oln(n) = Oln(r?)
T I _ele? — | = —¢€"e? 2
di dl e [ or 2 81“} e [ o or | (3:27)
y por lo tanto:
d[ln(e?)]  dr [ln(nr?)]  d[In(nr?)~7]
a  d or B di ' (3:28)

Integrando la ecuacién anterior desde la distancia minima ry de aproximacién del haz de

luz al centro de masa que produce el campo gravitatorio, hasta un valor r obtenemos:

de /900
e¥ ar r2
= = : 2
€ g de goo(T0) (3.29)
al, T2

Tomando en cuenta que en ro, dr = 0 podemos ver que [de/dl] = 1/rg, y dado que el

70

parametro de impacto b = r9/+/goo(r0) (Keeton & Petters, 2005) para este caso especifico,

resulta que:

de /900
¥ b o (3.30)
Ahora bien, usando la regla de la cadena:
a1 a4
dl 2dr’ (3.31)
d
o2 (%)
por lo que la relacion (3.30) es:
1 de /900
—= =¥V,
5 (dp\2 dr r (3.32)
—Grr + T (W)
y asi:
1/2
dﬁ _ j:i —9009rr ' (3.33)

dr "~ r2 |1 goo

2 g2
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Sustituyendo esto en la ecuacion (3.7) se obtiene la relacion (3.8) de Keeton & Petters
(2005).
§3.5. Espacio-tiempo de Kerr

Ahora, analicemos que sucede si rompemos una de las simetrias tomando como ejemplo

la métrica de Kerr en coordenadas de Boyer Lindquist:

2GM 4aGMrsin® 0
ds? =(1— ") 2ar? + $Cdtdgp
2% 3%
X9 2 5 a?  2a®2GMrsin 2 9 (3:34)
—Zdr — Xde° — <r +62+042>sm 0dy*,
Con:
5 a? 5 2GMr = a?
Yi=r"+4 —cos” 0, Aw=r———+ —, (3.35)
c c c
Donde a := J/M es la rapidez relativa de rotacion, con J el momento angular y M un
parametro que dentro de la relatividad general es la masa de un agujero negro.
Por lo que las componentes no-nulas de la métrica son:
2GMr by
goo =1— 2y 9rr = A 999 = —X,
_ 4aGMrsin? 6 B o a?  2a’°GMrsin?0\ | 2 (3.36)
Yo =gy See=\Mrat oy )il
Para analizar el angulo de deflexion nos centraremos en el plano 6 = 7/2 y asi:
r? 9
Yrr = —Grr = Za Y060 = —9gdoo =T, Yro = Vre = V0o = 0,
2
) 4aGM (3.37)
g T o a? N 2a°GM N Ar
oo = oot =T Tt T Y aar

c2r
Asi, y utilizando el hecho de que todas las componentes de la métrica son solo funciones de
la coordenada r, por lo tanto:
de¥ ~ _pdin(n)  din(n)

G ) A i s, @
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Se obtiene entonces para la componente k = ¢

de? din(m) , o o @ee » o
E R T R (3:39)

y por lo tanto:

dr dr

Ahora integramos esta expresion desde el punto de maximo acercamiento del haz de luz

dfn(e) [In (77 ’19090>] (3.40)

a la distribucién de masa ry hasta cualquier punto r para obtener

ln[ ¢ ] —In [W”)“O] . (3.41)

e¢|ro N Yop

Por otro lado, debido a que # = 7/2 entonces:

di? = 3y dr? + yppde?,

do\ 2 (3.42)
= <’Vr7" +7<P<P (df) > dT‘Q,

y ademas, como rg es un minimo en 7 entonces dr = 0 en dicho punto. Por lo tanto:

dop 1
Clpg = ——|pg = —. 4
€ |7”O dl ’7“0 \/m (3 3)

Sustituyendo esto ultimo en la ecuacion (3.41) obtenemos que:

o — (1/Tee) Iro (3.44)

e

Ahora toca analizar el indice de refracciéon 7, el cuél se define como:

1 )
n=— (—goi€’ +v/900) ;

goo

Recordando que solamente go, # 0:

~
N Yop = ﬁ (_904,06('0 + 4/ 900) s (3~45)

Por lo que:
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5
ﬁ (_g()ga (€9)* + /g0 6“0) — (1 V) lro =0

3.46)
Yoed0p  po\2 Yoo o _ (
= IE (V) — = ef + o =0,
900 (¢7) N (1 VAep) Iro
o Voo Veedo
oo 4 [ Lee 4 Teed0p 7o)
0 v/ 900 goo goo (77 fYW) o
e =
o JeeY0p
goo (3.47)
googo
V900 £ \/900 —4===% (p Nar I
_ Yo
290<p ’
Recordando la definicién de e® y lo que vale dl en este caso, obtenemos:
di \/ dy 2 dr
e (E)
7 \dr (3.48)
dp)? dp\?*\ h(r)?
=\ 5 rr 5
( dr > <7 t e < dr ) 4g§<p
Donde:
goog
h(T) = /900 = \/.900 - 4% (7] vV '7(,0(,0) |r07 (3.49)
o
Por lo que:
dr PP 4 (%90 rr 49&0 (3 50)
dp\* ( 495, |
d’l" h(T)Q fY<P<P 77‘7'7
Finalmente:
dp _ Yrr
dr (3.51)

e

Esto podemos sustituirlo en la ecuacion (3.7) para obtener el valor del angulo de defle-
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xién (.

(3.52)

§3.6. Aplicaciones con perfiles de densidades

Para las aplicaciones de deflexiéon de rayos de luz utilizaremos el formalismo PPN des-
crito anteriormente en la seccion 2, en el cual el tensor métrico en coordenadas esféricas,

cumpliendo con (2.17) es:

900:1+677 geo =717,

2P .
grr = —1+ ZT’ Jpp = r? 81112(9).

(3.53)

En donde el potencial newtoniano ® para el caso de una distribucién esféricamente simétrica
est4 dado por (Mendoza, 2003):

r

r R(=00)
O(r) = —4nG {1/0 dr’ p(r')r" +/ dr’p(r/)r’} . (3.54)

Los potenciales se sustituiran en las expresiones (3.53) para encontrar con ayuda de la
ecuacion (3.33) la expresion para dep/dr y posteriormente obtener la trayectoria del haz de
luz a lo largo del espacio. Para esto se hizo un c6digo en el lenguaje de programacion C, en el
cual con ayuda de unas rutinas de la biblioteca GSL (https://www.gnu.org/software/gsl), se
integroé la funcion de/dr en coordenadas esféricas haciendo el cambio de variable u = 1/r, a
lo largo de todo el espacio, suponiendo que las trayectorias de los haces de luz son simétricas
con respecto a rg. Amos resultados pueden verse en las Figuras 3.3 y 3.4, con los siguientes
perfiles de densidad para el caso newtoniano.

a) El perfil de densidad de Navarro-Frenk-White (Navarro et al., 1996):

A= (1 N ) ’ (3.55)

T'x

con pg y ry parametros de la distribucion.
b) Un perfil de halo isotermo (Binney & Tremaine, 2011):
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e
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X

Figura 3.3: Trayectorias de rayos de luz usando el perfil de densidad NFW con Py = —0.3.
La fuente del haz de luz esta localizada a un angulo ¢ = —m, r > 1 y el centro de
la distribucién en el origen. La figura muestra trayectorias de diferentes haces de luz
construidos de arriba hacia abajo utilizando valores para la distancia de aproximacion
mas cercana al origen de 10, 5, 10/3, 5/2, 2, 5/3, 10/7, 5/4 y 10/9.

p(r) o« S (3.56)

5
r

Ambas figuras se construyeron adimencionalizando las cantidades fisicas de tal manera

que /1. — 1, p/px — p y juntando las variables relevantes del problema en el parametro

adimensional Py := —47Gpor2/c? que es esencialmente el cuadrado de r, entre una longitud

de Jeans para la velocidad de la luz (en lugar de la velocidad del sonido) al cuadrado.
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—10 | 1

—10 -5 0 10

wt

Figura 3.4: Trayectorias de rayos de luz usando el perfil de densidad isotermo con Py =
—0.3. Suponiendo que la fuente del haz de luz esta localizada a un angulo ¢ = —7, 7 > 1
y el centro de la distribucion en el origen. La figura muestra trayectorias de diferentes
haces de luz construidos de arriba hacia abajo utilizando valores para la distancia de
aproximacion mas cercana al origen de 10, 5, 10/3, 5/2, 2, 5/3, 10/7, 5/4 y 10/9.






Capitulo 4
Conclusiones

Utilizando el principio de Fermat se encontré una ecuaciéon general para la deflexion
de un rayo de luz aplicable a cualquier teoria métrica de gravitacion estacionaria (3.24),
en funcién solo de las componentes espaciales del tensor métrico del espacio-tiempo sin
ninguna aproximacién de campo débil o PPN.

Se aplico este resultado para dos casos particulares: 1) un tensor métrico simétricamente
esférico (concidiendo con la formula anteriormente encontrada por Keeton & Petters (2005))
y 2) un tensor métrico en el espacio-tiempo de Kerr.

Se analizé dicha ecuacion general de deflexiéon de la luz para una métrica PPN esférica-
mente simétrica, con dos perfiles de densidad distintos. Encontrando que el comportamiento
del haz de luz es el ‘esperado’: a menor distancia del centro de la distribucién, mayor de-
fleccion.

Todos los resultados y aplicaciones obtenidos en esta tesis son aplicables a cualquier
teoria métrica de gravitacion, incluyendo la relatividad general y las recientes propuestas
de gravitacion extendida, como por ejemplo: se puede utilizar dicha férmula para encontrar
resultados 6ptimos en defecciéon de luz bajo un enfoque MONDiano, donde el potencial

gravitacional seria (Bernal et al., 2015):
o(r) = (GM(r)ag)*In <7”> . (4.1)
T

Esto también podria ayudar a un mejor entendimiento del fenémeno a grandes escalas, al

seguir buscando una alternativa gravitacional a la materia oscura.






Apéndice A

Apéndice

Teorema §A.0.1. Sean a = (ay,ay,a.) y b = (by,by,b;) dos vectores tridimensionales

entonces:

Via-b)=aA(VAb)+(a-V)b+bA(VAa)+(b-Va.

Demostracion. Debido a que el producto exterior aAb = eijkaibj ¢k donde é es un vector

unitario perpendicular a a y b, dada la identidad (cf. Mendoza, 2003):

eijre™™ = (676) — 6767

se sigue que:

0b; ob;
_ m ijk~"Y) ijk m
A (V AD) = €epnrnae Gpi = Cmnke a (91:"’
. - 0b; ; Ob; ;Ob
NPV YY) m ") —a n
(5@% Ondin) a oz’ = azn " oxi’
=a; a@bn —(a-V)b.

Por otro lado:

0 (ab') _ .o Lyl abl aal

Via-b) = — =gtV o =% t

y por lo tanto:

Via-b)=aA(VAb)+(a-V)b+bA(VAa)+(b-Va.

(A1)
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O

Teorema §A.0.2. Sean v = (vy,vy,v;) y € cualquier vector unitario, ambos vectores tri-

dimensionales, entonces:

vA(VAe)=ele- (VvA(VAe)).
Demostracion. Dado que:

k aaek k aaea b aaeb b aaea

oz~ gk = g O g

entonces multiplicando esta relaciéon por e, se obtiene:

a aek b aeb o b 861) a b aeb

_ ' a

v v = epe’vt— — epe®v
Ozl oxk 0zl oz’

y por lo tanto:

i 86[7
ox®

Asi, utilizando la ecuacion (A.1) se obtiene:

(5;.15,’; - 5;;55) i (5353 - 5;53) ekepvqg;’;.

; ; 8eb 6eb
eijkv’eab]—a = ekepeq,«pvqeabr—a.
ox Oz
El lado izquierdo de esta ecuacion es:
i O gk _ iy p ek — v A (VA
eijpv'e™ 5 e = €ijkV"( e)eé" =vA( e),

y el derecho:

ekepeqrpvqe“brgzl;ék = ee" [Peyrpv!(V A e)'] = exé® [P (v A (VA e))p] =ele- (VvA(V Ae)).

En otras palabras

vA(VAe)=ele: (VvA(VAe)).
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Teorema §A.0.3. Dos wvectores tridimensionales cualesquiera a = (agz,ay,a;) y b =

(bs, by, b) satisfacen:

(a-V)b=e{e-[(a-V)b]},
para cualquier vector unitario e.

Demostracion. Dado que:

, OV q OV
era”" — = epal—
R g T P g
entonces la multiplicacién de esta ecuacion por eF es:

n

ot OV
El lado derecho de esta ecuacion es:

ekepaqgl;z = cPey((a-V)b)P =e{e-[(a- V)b]}.

Con lo cual se obtiene:

(a-V)b=-e{e-[(a-V)b]}
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