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4 Indice general

Resumen

La emergencia de estructuras biologicas y sus cambios son un proce-
so sumamente complejo que a nivel bioquimico esta basado en Redes de
Regulacion Genética (RRG). Estas redes modelan las interacciones en-
tre los genes responsables de la diferenciacion celular y estan acopladas
a una escala mayor con factores externos. En este trabajo partimos de
un modelo matemaético construido previamente, basado en informaciéon
biologica detallada, que modela la RRG y recupera la configuraciéon
espacial de las plantas con flores (angiosperms) durante la determina-
cion del destino celular. Consideramos en particular la flor de la planta
Arabidopsis thaliana. E1 modelo consta de un sistema de ecuaciones de
reaccion-difusion cuya dindmica estd gobernada por un campo poten-
cial. Las propiedades cualitativas que se observan experimentalmente,
estan dadas por las caracteristicas de las soluciones estacionarias del
sistema de ecuaciones. Como primer paso, verificamos que nuestro mo-
delo recupere también la configuracion espacial de las flores mutantes,
cuya RRG es diferente. Posteriormente, observando que el sistema de
ecuaciones tiene estructura variacional, buscamos sus soluciones calcu-
lando los puntos criticos del funcional correspondiente. Esto es tratado
como un problema no estandar de optimizaciéon, que resolvemos uti-
lizando algoritmos genéticos, los cuales resultan apropiados para este

tipo de problemas.



Introduccion

Gracias al desarrollo de técnicas experimentales en la biologia de
los tltimos afios, se pueden ahora establecer conexiones detalladas en-
tre los procesos de regulacion genética y el surgimiento de formas y
patrones en los organismos vivos. Asi, utilizando informacién experi-
mental detallada proporcionada por un equipo de investigadores del
Instituto de Ecologia de la UNAM, entre otros, construimos un mode-
lo matemético para estudiar la configuracién espacial de las flores en
las angiosperms, en particular la de la Arabidopsis thaliana, durante la
determinacion del destino celular.

A partir de un sistema dindmico discreto cuyas reglas de transicion
son obtenidas experimentalmente, extraemos informacion que es utili-
zada para construir el modelo que consta de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de reaccion-difusion tipo Turing. Esto nos per-
mite no sélo investigar las propiedades de un ensamble de células, sino
también explorar la dindmica espacial de una colecciéon de células que
se supone estan conectadas por difusién. Buscamos entonces las solu-
ciones estacionarias del sistema. Anteriormente se abordé el problema
utilizando Teoria de Sturm Liouville para la flor silvestre, con lo que lo-
gramos reproducir la configuracion espacial observada, mostrando asi,

que el modelo funciona adecuadamente. En este trabajo se verifica que
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lo haga también para los mutantes homeoticos (obtenidos modificando
el estado de los genes homeoticos, aquéllos responsables del desarrollo
de estructuras especificas en plantas y animales).

Posteriormente, observando que las ecuaciones tienen estructura va-
riacional, reducimos el problema a uno de optimizacién no estandar. Es
posible entonces utilizar el Teorema de Paso de Montana, un teorema
de tipo Minimax, para demostrar que las soluciones de minima energia
son precisamente las que reproducen adecuadamente la configuraciéon
espacial de las flores. Los problemas de tipo Minimax, caracterizan un
valor critico, ¢, de un funcional, I, como un minimax sobre una cla-
se adecuada de funciones S: ¢ = Inf ycg méx,c4 I(7). La eleccion de S
debe de reflejar algiin cambio cualitativo en la naturaleza topologica
de los conjuntos de nivel de I, es decir, los conjuntos I~'(s) para s
cerca de c. Verificamos que los pasos de montafa corresponden con los
datos experimentales utilizando los puntos de tangencia de las cuencas
del funcional y finalmente llevamos a cabo una implementacion nu-
mérica del Teorema de Paso de Montana haciendo uso de algoritmos
genéticos. Hemos encontrado que las implementaciones numéricas del
TPM y de técnicas minimax en general es muy escaso. Esto debido en
gran parte a que las soluciones obtenidas por el teorema del paso de
montana son inestables, lo cual, aunque resulta benéfico en problemas
cuyas soluciones son inestables por naturaleza, hace que este resulta-
do sea dificil de implementar numéricamente. Los algoritmos genéticos
son eficientes incluso con este tipo de complicaciones y sin embargo

hemos encontrado una tnica referencia ([35]) en la aplicacion de éstos



INTRODUCCION 7
a métodos minimax. El objetivo entonces es por un lado implementar
una herramienta numérica ttil para este tipo de problemas y por otro
avanzar en el entendimiento del problema biolégico con el que estamos
trabajando.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma:

En el Capitulo 1 se presentan los antecedentes tedricos necesarios pa-
ra entender el problema biologico que estamos tratando y su solucién
analitica (Calculo de Variaciones) y numérica (Algoritmos Genéticos).
En la primera secciéon presentamos antecedentes bioldgicos, incluimos
informacion sobre la forma general de la estructura de las flores y la ma-
nera en la que se desarrollan sus 6rganos; el modelo ABC, que analiza
las bases moleculares y genéticas de la formacion de érganos florales y
los mutantes homeoticos que se pueden obtener en laboratorio activan-
do o desactivando genes homedticos especificos (los genes homedticos
son los responsables del desarrollo de estructuras); el proceso de di-
ferenciacion celular, mediante el cual las células se especializan y los
paisajes epigenéticos de Waddington que lo modelan; las Redes de Re-
gulacién Genética que rigen el desarrollo de un organismo y finalmente
el concepto de morfogénesis, el proceso biologico que construye la for-
ma y estructura de los organismos vivos y el sistema de ecuaciones
de reaccion-difusion de Turing que lo modela. En la segunda seccién
se habla sobre las herramientas analiticas y numéricas que utilizare-
mos. Mostramos como se obtienen las ecuaciones de FKuler Lagrange

asociadas a un funcional y presentamos los Algoritmos Genéticos: su
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estructura, los operadores que los conforman y su utilidad.

En el Capitulo 2 explicamos como fue construido el modelo matema-
tico con el que trabajamos y las etapas que lo conforman, empezando
por un sistema dinamico discreto regido por datos experimentales [36],
la construccion del paisaje epigenético y la presentacion del sistema de
ecuaciones de reaccion-difusion tipo Turing, nuestro modelo. El sistema
dindmico discreto es una grafica dirigida donde cada nodo representa
un gen y las aristas son las interacciones entre ellos. Cada nodo tiene
dos posibles estados y las reglas que rigen al sistema son obtenidas de
datos experimentales detallados. El paisaje epigenético, modelado me-
diante un campo potencial, se construye recuperando la informaciéon
esencial del sistema biologico (obtenida del Sistema Dinamico Discre-
to) y seré el que gobierne la dinamica del sistema de las ecuaciones
diferenciales parciales con el que trabajaremos. Buscamos entonces las
soluciones estacionarias al sistema de ecuaciones. Utilizando un cono-
cido teorema de simetria, debido a Gidas, Ni y Nirenberg (|20], pag.
518-522) concluimos que las soluciones a nuestro sistema seran radial-

mente simétricas.

En el Capitulo 3 presentamos la solucién del sistema de ecuaciones
mediante la Teoria de Sturm Liouville (con los detalles en un apéndi-
ce). Esto fue realizado en un trabajo previo con la flor silvestre, en el
cual calculamos las soluciones estacionarias obteniendo ecuaciones in-

tegrales que se aproximan numéricamente. Se aplica ahora esta misma
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técnica a los mutantes homedticos de la flor estudiada. Cada mutante
tiene un paisaje epigenético particular y contamos con los datos expe-
rimentales de cada uno de ellos. Mostramos los resultados obtenidos

que permiten validar nuestro modelo.

En el Capitulo 4 mostramos que las ecuaciones estacionarias de nues-
tro sistema son justamente las ecuaciones de Euler-Lagrange de un
funcional. Asi, los puntos criticos del funcional serdn precisamente las
soluciones estacionarias del sistema de ecuaciones de reaccién-difusion
con lo cual nuestro problema se reduce a uno de optimizacién no es-
tandar. Encontrando los puntos de tangencia entre parejas de cuen-
cas, encontramos los pasos de montana verificando de esta forma que
la construccion del funcional es la adecuada. El Teorema de Paso de
Montafia (TPM) es una técnica minimax que utiliza la condicién de
Palais-Smale que ocurre muy frecuentemente en la teoria de puntos

criticos.

En el Capitulo 5 presentamos el diseno del Algoritmo (Genético que
implementamos, que busca las soluciones a nuestro sistema utilizando
su estructura variacional y minimizando el valor del funcional asociado
al problema. El resolver el sistema de ecuaciones se reduce entonces a
encontrar las funciones que minimicen el valor del funcional correspon-
diente. Puesto que las soluciones son radialmente simétricas llegamos

a una ecuacion diferencial parcial, que resolviendo mediante el método
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de caracteristicas nos da informacion sobre la forma que deben de te-
ner las soluciones. El algoritmo genético busca entonces en el espacio
de funciones adecuadas, aquella que minimice el valor del funcional.

Mostramos los resultados obtenidos por el algoritmo.

Por tltimo en el Capitulo 6 presentamos las conclusiones y el trabajo
que se hard en el futuro.

Incluimos en un apéndice el coédigo que conforma el Algoritmo Ge-
nético y el desarrollo analitico que resuelve las ecuaciones de nuestro
modelo mediante la teoria de Sturm-Liouville.

A continuacion se presentan los antecedentes: Exponemos el proble-
ma biolégico y describimos las bases de las herramientas matematicas

y computacionales que utilizaremos.



Capitulo 1

Antecedentes

1. Motivacién biolbgica

Hay tres eventos importantes que ocurren durante el desarrollo de
un organismo vivo:

- El desarrollo y division de las células, mediante el cual se incre-
menta la poblacion celular.

- La diferenciacion celular a través de la cual las células pluripoten-
tes, capaces de transformarse en cualquier tipo celular del organismo,
adquieren sus destinos finales. Durante este proceso, las células su-
fren modificaciones, transformando dramaticamente su tamano, forma
y actividad metabolica. La diferenciacion ocurre durante el desarrollo
embrionario cuando un organismo pasa de ser un cigoto a un sistema
complejo de tejidos y tipos celulares; y en organismos adultos cuando
hay reparacion de tejidos y renovacion celular normal. En las plantas
este proceso contintia durante todo el ciclo de vida en los meristemos
(cimulos de células no diferenciadas).

- La morfogénesis que determina la forma de los tejidos, 6rganos y
organismos enteros y la ubicacion final que tendran los tipos celulares
especificos, es decir, controla el surgimiento de estructuras formadas por

tejidos organizados, con una distribuciéon espacio-temporal especifica.

11



12 1. ANTECEDENTES
En las plantas la morfogénesis ocurre en los meristemos durante toda
la vida del organismo.

Cada uno de estos procesos involucra senales que se mandan de un
tejido a otro. Estas senales son el resultado de la interaccion de la infor-
macion genética contenida en el ADN con diversas senales ambientales
(131, [58]).

Los mecanismos que conllevan al desarrollo de un organismo, en
particular aquellos responsables de la diferenciacion celular y la mor-
fogénesis, atin no se han entendido bien, por lo que resulta de sumo
interés estudiarlos y analizarlos mediante herramientas matemaéticas y
computacionales que permitan seguir la accién concertada de muchos
componentes moleculares. En esta seccidon se exponen las bases nece-

sarias para entender el problema biologico que se trata en esta tesis.

1.1. La flor. Las angiosperms, son plantas que producen flores,
se dividen en dos grandes grupos: monocotiledéneas y dicotiledoneas.
Las angiosperms estan conformadas por el conjunto més diverso de
plantas terrestres. Estas se diferencian del resto de las espermatofitas
(plantas vasculares que producen semillas) en que poseen verticilos o
espirales ordenadas. El verticilo exterior se llama caliz, el siguiente
corola, el tercero androceo y el central gineceo, éstos estan conformadas
respectivamente por los 6rganos: sépalos, pétalos, estambres y carpelos

(ver figura 2).
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A pesar de que la flor es la caracteristica esencial de las angiosperms
(véase figura 1), atin no se entiende como emerge la disposicion espacio-
temporal de sus 6rganos que, se conserva en las aproximadamente 250

mil especies.

F1GURA 1. Nueve especies de angiosperms

carpelos

4 verticilo

3% verticilo

estambres

2% verticilo

pétalos

sépalos

Ficura 2. Verticilos
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La tnica excepcién conocida se da en la flor de una planta micohe-
terotrofa (depende de un hongo para vivir) que habita en el estado
mexicano de Chiapas, llamada Lacandonia schismdtica (ver figura 3),
en la cual la posicion espacial de los estambres y carpelos esta inter-

cambiada.

FI1GURA 3. Lacandonia schismdtica

Trabajamos con la flor de la planta Arabidopsis thaliana (fig.4),
la primera flor cuyo genoma completo fue secuenciado y que ha sido
estudiada extensamente. Esta planta es pariente cercano del brocoli y
de la coliflor y pertenece a las cruciferas, una familia de la division de
angiosperms dicotiledoneas.

En las plantas, las células no diferenciadas se encuentran en los me-
ristemos. Las células meristematicas se dividen y diferencian, formando
asi, los diversos 6rganos de las plantas y manteniéndola en crecimiento.

Hay dos meristemos principales en las plantas: uno en el apice del tallo
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carpelos
estambres

sépalos

FIGURA 4. Arabidopsis thaliana

que da lugar a hojas, flores y tallos y otro en la parte de la raiz que da
lugar a todas las estructuras subterraneas.

Cuando una planta angiosperma madura sexualmente inicia la fase
de floracion, el inicio de esta fase es provocado por un estimulo ex-
terno. En este momento, el meristemo apical del tallo (un meristemo
vegetativo) se transforma en un meristemo de inflorescencia, en cuyos
flancos aparecen posteriormente los meristemos florales. Las células del
meristemo floral, se subdividen en cuatro anillos concéntricos de células
primordias que daran lugar a cada uno de los 6rganos florales: sépalos,
pétalos, estambres y carpelos.

Referencias: [27],[6].

1.2. Modelo ABC. El ADN, estd compuesto de un cierto ni-
mero de genes, la unidad bésica de la herencia. Cada gen es un trozo
de informacion que puede estar activo o no (prendido o apagado). Al
estar activo, la célula lo utiliza para sintetizar una proteina especifica.

Los genes ademéas pueden modificar su estado (prenderse o apagarse),



16 1. ANTECEDENTES

lo cual es fundamental para la forma en la que se desarrolla un or-
ganismo. La flor Arabidopsis tiene alrededor de 25,000 genes, por lo
que tiene informacion suficiente para sintetizar al menos 25,000 pro-
teinas diferentes. Estas proteinas llevan a cabo diversas funciones. Es
interesante conocer y entender los mecanismos genéticos colectivos que
establecen la identidad de cada 6rgano.

El modelo ABC, propuesto en 1991 por Enrico Coen y Elliot Me-
yerowitz [17], logra describir las bases biologicas de la formacion floral
desde una perspectiva molecular y del desarrollo genético, ha sido la
base para diversos estudios en angiosperms y ha permitido desarrollar
nuevas hipotesis evolutivas. El modelo ABC inicialmente fue basado
puramente en datos genéticos, pero desde que fue propuesto ha sido
corroborado y afinado mediante técnicas de biologia molecular. Es-
te modelo ha sido 1til no solo para llevar a cabo estudios en las dos
especies de plantas en las cuales fue basado (Arabidopsis thaliana y
Antirrhinum majus), sino que también ha sugerido estudios en nume-
rosas especies de plantas, demostrando que es aplicable a casi todas las
especies de plantas angiosperms [6].

El modelo ABC se basa en tres tipos de genes homeoéticos: A, B, C
y analiza su actividad e interaccion, que determina la identidad de los
cuatro 6rganos florales. Cada uno de los tipos genéticos incluye a los

siguientes genes:

A. Apetalal y Apetala2
B. Apetala3 y Pistilata

C. Agamus



1. MOTIVACION BIOLOGICA 17
Al inicio del desarrollo floral, las células del meristemo floral se
encuentran ya divididas en cuatro anillos concéntricos (verticilos). En
los dos verticilos exteriores estan activos los genes A; los genes B estan
activos en el segundo y tercer verticilo y el gen C estd activo en el
tercero y cuarto (central).
El modelo ABC muestra que los genes A, B y C, son necesarios
para la determinacién de los 6rganos florales en las siguientes combi-

naciones:

(A) Sépalos
(A+B
(B+C

(C) Carpelos

)
) Pétalos

) Estambres

)

Asi, se observa que los genes A y C se requieren para diferenciar la
identidad de los dos verticilos exteriores (sépalos y pétalos) o tépalos
(si los sépalos y pétalos no estan diferenciados) de la de los verticilos
reproductivos (estambres y carpelos). Estos genes son excluyentes, por
lo que si uno de ellos se muta, el otro se expresa en su sitio. Los genes
B son los encargados de diferenciar pétalos de sépalos y estambres
de carpelos. En el esquema (5) se muestra el funcionamiento de este
modelo y en la figura (6) se ve como estan activados los tres tipos de
genes (A,B y C) en cada uno de los cuatro verticilos.

Los genes ABC son necesarios pero no suficientes para explicar la
diferenciacion celular y la morfogénesis durante el desarrollo floral. Re-

cientemente [36], [37], [19],[7], se descubrié el modulo regulatorio de
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Tipo de genes homedticos Organo Verticilo |

I H Androceo

—_ sépalos

FIGURA 5. Modelo ABC ([48])

Carpelos

7
"~ Estambres —

T~ pétalos —

T sépalos —

FIGURA 6. Modelo ABC

interacciones genéticas suficientes para recuperar las configuraciones
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genéticas caracteristicas de células primordiales de sépalos, pétalos, es-
tambres y carpelos; y se encontré el mecanismo mediante el cual se
diferencian estos cuatro tipos celulares en tiempo y espacio [10].

Queda entonces por desentranar la cascada de actividades genéticas,
que ademés depende de factores externos (no solo genéticos) y que
da lugar a la diferenciacion de las células individuales dentro de los
organos. En este sentido, el identificar las metas directas de los genes
responsables de la identidad de los 6rganos sera un paso esencial en la

tarea de entender este complejo proceso.

1.3. Redes de regulacién genética. Las interacciones entre
los multiples componentes de una célula, en particular entre genes y
proteinas, es lo que da lugar a la regulacion de los procesos celulares
fundamentales. Cada proteina desempena una funcién que puede pro-
mover cambios en otras moléculas de la célula. Estas moléculas pueden
representarse como los nodos de una red y las interacciones como sus
enlaces, con lo que podemos definir complejas redes de regulacion gené-
tica que subyacen tras la diferenciacion celular. Estas redes regulatorias
son el objeto de estudio de este capitulo.

Las células son las unidades estructurales y funcionales bésicas de
los seres vivos. Todas las células en un organismo, salvo unas cuantas
excepciones, contienen el mismo material genético. Esto implica que,
para poder entender la forma en que los genes estan involucrados en el

control de procesos intracelulares e intercelulares, se tienen que estudiar
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los sistemas regulatorios, es decir, los sistemas encargados de determi-
nar la ubicacion y el momento preciso en el que se expresa (activa)
cada gen en el organismo.

Los genes proporcionan a la célula la informacién necesaria para
la sintesis de proteinas. Las proteinas son parte fundamental de los
organismos vivos pues construyen y mantienen a las células y partici-
pan en casi todos los procesos que ocurren dentro de éstas. Entre las
funciones principales que cumplen las proteinas estan las enzimaticas
que catalizan reacciones bioquimicas, las estructurales o mecanicas que
mantienen la forma de la célula, las encargadas de mandar senales y
respuestas inmunologicas y las responsables del ciclo celular. Las pro-
teinas se sintetizan dependiendo de cémo se encuentren regulados los
genes que las codifican, por lo que son susceptibles a senales o factores
externos.

De particular interés en este trabajo, son las proteinas llamadas fac-
tores de transcripcion, que se encuentran en todos los organismos vivos
y cuya funcion es la de participar, junto con otras proteinas, en la acti-
vacion o inhibiciéon de la regulacion de la transcripcion de genes blancos.
Estos, al controlar la expresion genética, regulan las tasas de produc-
cion de proteinas, las cuales a su vez, pueden actuar como factores de
transcripcion de otros genes o de ellos mismos en asas de retroalimen-
tacion. Los genes que sintetizan factores de transcripcion, son también
activados o desactivados selectivamente por proteinas. Estas redes de

regulacion genética (RRG) en donde los factores transcripcionales son
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los elementos claves, estan formadas por conjuntos de genes, protei-
nas y pequenas moléculas; y sus interacciones regulatorias mutuas. El
desarrollo y funcionamiento de los seres vivos, emerge de las interaccio-
nes en las RRG las cuales forman gradientes quimicos y campos fisicos
en dominios cuya geometria también restringe los efectos fenotipicos
de los genes. El adquirir un entendimiento de como emergen patrones,
que son sumamente complejos, a partir de las interacciones entre genes
en las RRG y otras fuentes de restricciones del desarrollo es un reto
enorme.

Gracias a proyectos de secuenciaciéon genética se conocen ahora
grandes cantidades de genes y sus sitios regulatorios. En algunos ca-
sos, las proteinas involucradas en el control de la expresiéon de estos
genes, asi como los mecanismos moleculares a través de los cuales se
logra la regulacion, han sido identificados. Sin embrago, queda atin por
entender de manera mas precisa, como interactian estos genes de for-
ma individual dentro sus sitios regualtorios. Puesto que los sistemas
regulatorios de interés involucran redes grandes y complejas un enten-
dimiento intuitivo o uno completo y formal, sobre su dindmica es dificil
de obtener, por lo que ademas de las herramientas experimentales, es
indispensable utilizar métodos formales para el modelado y la simula-
cion de las RRG. La modelacion matematica y computacional proveen
una descripcion clara y precisa acerca de las interacciones que ocurren
en las redes, ademés de una derivacion sistematica de predicciones en

el comportamiento [11], [19], [16].
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La forma més directa de modelar una RRG es mediante una red
booleana, que consta de una gréfica dirigida, donde los vértices son los
genes y las aristas corresponden a los factores de transcripcion. El es-
tado de un gen es descrito como una variable booleana que esta activa
(prendida) o inactiva (apagada) y que por lo tanto sus productos estan
presentes o ausentes. Las interacciones entre elementos son representa-
dos mediante funciones booleanas cuya salida depende de la activacion
de genes adyacentes. Dos genes son adyacentes, es decir, estan unidos
mediante una arista que va del primero al segundo cuando la proteina
producida por el primero acttia como factor de transcripcion del se-
gundo. En los casos en los que la proteina producida por un cierto gen
actiia como factor de transcripcion de si mismo, tendremos un lazo o
asa de retroalimentacion. Fl modelar redes regulatorias mediante redes
booleanas se volvié popular a partir del estudio de Kauffman [34]. Al
localizar atractores, trayectorias y cuencas de atraccion en el espacio
de estados, es posible investigar sisteméaticamente las implicaciones de
propiedades sistémicas de la dindmica de las redes. Las redes booleanas
permiten analizar redes regulatorias en una forma eficiente, haciendo
suposiciones adecuadas que simplifican la estructura y la dindmica de
sistemas regulatorios genéticos.

Ademaés de las redes booleanas existen otras herramientas que pue-
den ser utilizadas para describir sistemas de regulaciéon genética. En
particular se han utilizado modelos continuos, que echan mano de ecua-
ciones diferenciales [14], [53],|25], y que han resultado de suma utili-

dad. Los modelos mateméaticos y computacionales han contribuido de
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forma importante a descifrar la relacion entre la actividad coordenada
entre grupos de genes y las funciones celulares.

Las redes de regulacion genética (RRG) son las interacciones entre
los diferentes genes que controlan una funciéon especifica de una célula.
Son importantes en muchos aspectos de la vida, incluyendo por supues-
to, la diferenciaciéon celular. El estudiarlas ha sido de mucha utilidad.
Entre otras cosas, ha permitido entender mecanismos de enfermedades
que ocurren cuando estos procesos celulares fallan. Ademaés, la pre-
diccién adecuada del comportamiento de las RRG es mas efectiva y
costeable que la experimentacién. Los métodos computacionales pa-
ra analizarlas y llevar a cabo experimentaciéon numérica han resultado

sumamente eficientes.

1.4. Paisaje epigenético. Aunque la mayoria de las células en
los organismos multicelulares tienen la misma informacion genética, es
decir un genotipo idéntico, durante el desarrollo, los organismos gene-
ran una diversidad de tipos celulares, donde la expresion genética y
las funciones celulares son estables. La diferenciacion celular puede ser
considerada como un fenémeno que depende de procesos genéticos y
epigenéticos.

La palabra epigenético historicamente ha sido utilizada para des-
cribir principios no genéticos. Conrad Waddington en 1942 [55] utilizo
por primera vez el término y lo definié como la rama de la biologia que
estudia las interacciones entre genes y sus productos, dando lugar al
fenotipo, la expresion del genotipo en funcién de un determinado am-

biente. En 1957 Waddington propuso el concepto de paisaje epigenético,
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el cual representa el proceso de la toma de decisiones celulares durante
el desarrollo de un organismo. En esta metafora visual dindmica, la cé-
lula, representada por una pelota, se encuentra en una superficie en el
espacio, que tiene varios pozos o cuencas, correspondientes a destinos
celulares distintos, como se observa en la figura (7). De esta manera la
célula puede tomar trayectorias especificas permitidas, que conllevan
a diferentes destinos celulares. La diferenciacion celular es gobernada
por cambios en el paisaje epigenético que emerge como resultado de
las interacciones genéticas en redes complejas, y no por alteraciones
genéticas aisladas. Asi, la epigenética es un enlace entre el genotipo
y el fenotipo que estudia los cambios en la expresion genética o en el
fenotipo celular que pueden ser potencialmente estables y heredables,

y que no modifican el ADN.

FIGURA 7. Paisaje epigenético, figura tomada de [55]
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En este trabajo, construimos un paisaje epigenético que gobierna
la dindmica de las ecuaciones diferenciales del modelo, como veremos

mas adelante.

Referencias: [28]

1.5. Morfogenénesis. La morfogénesis es el proceso biolégico
que construye la forma y estructura espacio-temporal de un organismo
durante su crecimiento. Este proceso se lleva a cabo de manera simul-
tanea con las redes de regulacion que controlan la expresion genética.

D’Arcy Wentworth Thompson 52| y Alan Turing |54| fueron los
primeros que estudiaron el crecimiento de los seres vivos desde un pun-
to de vista fisico y matemaético. Ellos postularon la presencia de senales
quimicas y procesos fisicoquimicos como difusion, activacion e inhibi-
cion en el crecimiento celular y de los organismos.

En organismos multicelulares, cada vez que una célula se divide, da
lugar a dos células, que aunque contienen el mismo genoma, pueden
diferir en los genes que tiene activados y estan produciendo proteinas.
Una pregunta clave es como emerge la informacion posicional que da
lugar a la diferenciacion celular en un contexto espacio-temporal. Una
fuente de informacion posicional en organismos multicelulares proviene
de los de gradientes de morfogenos. Un morfégeno es una sustancia que
se extiende a partir de una fuente localizada y forma un gradiente de
concentracion en el tejido en desarrollo. Estos gobiernan los patrones
del desarrollo de tejidos y las posiciones de los varios tipos de célu-

las especializadas dentro de un tejido, mandando senales que acttan
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directamente sobre las células produciendo una respuesta especifica de-
pendiendo de la concentracion que alcancen. Asi, los morfégenos son
una fuente de posicionamiento que le indican a la célula en qué parte
del cuerpo se encuentra, y por lo tanto en qué clase de célula se debe
de convertir.

Durante el desarrollo inicial de un organismo multicelular, los gra-
dientes de morfogenos generan diferentes tipos de células en un orden
espacio-temporal dado. El morfégeno transmite informaciéon espacial,
al formar un gradiente de concentracién que subdivide grupos de célu-
las al introducir o mantener la expresion de ciertos genes especificos en
diferentes umbrales de concentracion. Diferentes tipos celulares surgi-
ran como consecuencia de las diferentes combinaciones de expresiones
genéticas. Las células dentro del grupo al que afecta el morfégeno son
subdivididas en diferentes tipos de acuerdo a su posicion relativa a la
fuente de morfogenos. Mediante este mecanismo ocurre la diversidad
celular dentro de un tejido.

En particular, Alan Turing, cuyas aportaciones en las Ciencias de
la Computacion son bien conocidas, tuvo ademés un gran impacto en
la Quimica y en la Biologfa. En uno de sus pocos articulos publicados
en biologia en 1951: Las bases bioquimicas de la morfogénesis (|54]),
propuso una teoria de formacion de patrones, la primera que ofrece una
explicacion sobre los mecanismos de este proceso mediante la quimica.
En su modelo, células idénticas se diferencian y cambian de forma me-
diante un proceso llamado reaccioén-difusion intracelular. Esto ocurre a

través de un sistema de quimicos que reaccionan entre ellos (llamados
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morfogenos por Turing) y se difunden a través del espacio (por ejemplo
entre las células de un embrion). Estas reacciones quimicas requieren
un agente inhibitorio para suprimir la reaccién y un agente excitatorio
para activarla. Dicho agente se difunde a través del embrién, crean-
do patrones de células quimicamente diferentes. El modelo de Turing
consta de un sistema de ecuaciones diferenciales de reaccion-difusion.

Basandonos en la teoria de Turing proponemos nuestro modelo,
que debe de reproducir la configuracion espacial de los 6rganos flora-
les, como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de reaccion-
difusion.

En las siguientes dos secciones se presentan las herramientas mate-

maticas y computacionales que utilizaremos.

2. Meétodos Variacionales

Los métodos variacionales y topologicos son herramientas suma-
mente poderosas que logran encontrar la solucion a problemas de valo-
res en la frontera, que no pueden calcularse por métodos tradicionales.

Los problemas variacionales, estan dados por una ecuacion diferen-

cial parcial de la forma

(1) Alw] =0,

donde A-] es un operador diferencial parcial posiblemente no lineal y

w es una funcion desconocida.
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Los problemas variacionales son aquellos donde el operador A[] es

la derivada de un funcional de energia correspondiente @[], es decir

y por lo tanto (1) queda como ®'[w] = 0. Asi, al encontrar los puntos
criticos de @[] habremos obtenido la solucion de la ecuacion diferencial,

lo cual en ocasiones puede resultar mas sencillo.

2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange. Supongamos que 2 C
R"™ es un conjunto abierto acotado con frontera suave 0f2. Sea x € R"
y w : R" — R una funcién suave que cumple con la condicion de

frontera:
(2) w(z) =g(z) en 0N,

Consideremos el Lagrangiano L, una funcién suave, L : R x Rx{) — R
donde
L:= L(Vw(z),w(z),z)

y con ® de la forma

(3) O w] ::LL(Vw(m),w(x),x)dx.

Supongamos ahora que una funciéon suave w(z) que satisface la condi-
cion de frontera (i.e. w(x) = g(x),Vx € 02) minimiza a ®[-] (conside-
randola entre todas las funciones w que satisfacen (2)). Demostraremos
que esta w(x) es la solucion de una ecuacion diferencial parcial no lineal

dada.
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Sea h € C2° una funcion (suave con soporte compacto en 2) arbi-

traria. Consideremos ahora la funcién real-valuada
(1) == Plw(z) + Th(z)],

con 7 € R. Dado que @ es un minimizador de ®[-] en 90 y ademas
w+7Th = w = g en 9N podemos ver que «(-) tiene un minimo en 7 = 0.

Por lo tanto

(4) /(0) = 0.

Calcularemos entonces esta derivada. Empezamos por reescribir
(1) = ®[w] en términos de w, 7y h. Notese que w(z) = w(z) + 7h(x),

entonces

o) = B[ + Th] = /Q L(V(z) + rVh(z), 0(z) + h(z), ¢)dz

/ a—de

Sea § = Vw = Vw + 7Vh. Denotaremos §; = % con j = 1...n
J

ahora

entonces, calculando usando la regla de la cadena, obtenemos

n

oL S 2Lk oLow

or - o¢; ot dw o1
=1

pero

9 _ o on] _ on ow _ D (- _
08 _ [axﬁL 8x:|_8_xi y S = (w+Th)="h
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por lo que
OL &
o = > Leha, + Luh,
i=1
0

donde L¢, = 8—;. Entonces

(5) d(r) = / Z L¢,hy, + Lyhdx
Q=1

Consideremos primero

o —/ZL&hzidx
=1

Integrando por partes (Green), llegamos a que

(6) o, = / hZLgiuidS—/hZ%dx
o0 i=1 )

i=1 Q
7 = [ hY (L)
& =
(donde v = (v',..., V") es un vector normal unitario). El primer tér-

mino del lado derecho de (6) se anula puesto que h tiene soporte com-

pacto, regresando a (5) obtenemos que
) = P+ / L,hdx
Q

_ /—hZ(L&)xi  Lyh de
Q i=1

= /Qh [— i([{)xi + Ly

i=1

dz.
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Evaluando /() en 7 = 0 por (4), llegamos a que

(8) /(0) = /Qh [— > (Le)a, + Lu

=1

dr =20

donde L := L(Vw,w, z).
Como (8) es valida para todas las funciones de prueba h, concluimos

que necesariamente
n
- Z(L§z)$z + Ly =0
i=1

Esta es una ecuaciéon diferencial parcial no lineal, y es la ecuacion de

Euler Lagrange asociada con el funcional de energia ®[-] definido en

(3).

Dos variables dependientes

Nuevamente sea 2 C R™ un conjunto abierto acotado con frontera
suave 0f). Consideremos ahora un Lagrangiano donde tenemos dos va-

riables dependientes, i.e.
L := L(Vu,u,Vv,v,x),

al igual que en el caso anterior x € R" y u,v : R — R son funciones

suaves, que cumplen con la condicion de frontera:

= en Of)
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Observamos que en este caso L : R* xR xR" xR x — R. Repetimos el

procedimiento utilizado en el caso anterior. Consideremos el funcional

(9) O[u, v —/QL(Vu,u,Vv,v,x)dx

Sean u, v dos funciones que cumplen con las condiciones de frontera
(i.e, parax € 00 : 4 = g1 y U = ¢2). Ademas supongamos que
(@, v) minimiza el funcional ®[-]. Observamos que cualquier (u,v) que
satisfaga las condiciones de frontera puede escribirse en términos de

(u,v), de la siguiente forma:

hl
h2

<
|

= +T

<
]

donde h';h? € C2° son dos funciones de prueba y 7 es un escalar.

Tenemos entonces que
L:=L(Va+7Vh',a+7h", Vo + 17Vh® 0 + 7h* ).

Sea ((1) = ®[u,v] = ®lu+7h', v+7h?]. Como 4 y v son minimizadores
de @[], éste alcanza su minimo cuando 7 = 0, lo que implica que

/'(0) = 0. Calculamos /(7).

J(r) = %CI)[G—FThl,’U—FThZ]

0L
=/ Edt.

Sean { = Vuy n= Vo (ie, { = u,, y 1; = vy,;), entonces
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n n
a_L_Za_L%+8_L@+Za_L%+8_L@
or - o&; Ot Ou Ot on; Ot Ov OT
i=1 i=1
al igual que en el caso anterior (considerando que u = @ + Th' y
v="0+Th?),
9 _ 0 |ou On' | _ 9hl u _ 0 (5 Iy _ pt
or ~ Ot |:8xi+7-8:r}ii| T Oz y 87_8T(u+7—h)_h
analogamente:
On; __ Oh> ov __ 1.2
or ~ Oz y or h
por lo que

8L n n
o = E :L&h;i + L,h' + § Ly hZ + Lyh?
i=1 =1

Integramos y obtenemos que

(10) /(1) = / > Lehy 4+ Luh' + ) Ly k2 + Lyh*de.
Q=1 i=1

Integramos el primer y tercer término utilizando integraciéon por partes.

Obtenemos para cada uno lo obtenido en (6):

n

/ zn:LELhalcldw = _/ h! Z(ng)xzdl‘
05 Q

=1

n

/i[;mhild:ﬂ: _/ hQZ(Lm)%dx
0 Q

=1

por lo que regresando a (10) y factorizando h' y h?

n

/(1) = /th [_ Z(L&)mi + Ly

=1

n

+h?

=1

- Z(Ln)zz + L,

dx
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Evaluamos /(1) en 7 = 0, y sabiendo que //(0) = 0 tenemos que
(11)

L/(O) = /th [_ Z(LEL)IL + Ly

=1

n

- Z(Lm)xb + LU

=1

+ h? dr =20

donde ahora L := L(Vu,u,Vv,v,z). Como (11) debe de satisfacerse
para todas las funciones de prueba h' y h?, entonces necesariamente
(12) - Z(sz)% + Ly, =0 y - Z(Lm)ﬂm + L, = 0.

i=1 i=1
Estas son las ecuaciones de Euler Lagrange para el funcional @[] defi-

nido en (9).

2.2. Teorema de paso de montana. Como vimos en la seccion
anterior, nos interesa encontrar los puntos criticos de un funcional,
para lo cual utilizaremos el teorema del paso de montana. Empezamos
por definir la condicién de Palais-Smale, el andlogo de compacidad en

calculo variacional.

DEFINICION 1. Sea X un espacio de Banach y & : X — R un
funcional C!. Decimos que ® satisface la condicion de Palais-Smale
(PS) si cualquier sucesion (u,) en X tal que ®(u,) estd acotado y
®'(u,) — 0 admite una subsucesion convergente. Cualquier sucesion

que satisface la condicién anterior es una sucesion de Palais-Smale.

DEFINICION 2. Sean X y ® como en la definicion anterior y ¢ €
R. El funcional & satisface la condicién de Palais-Smale local, en ¢,

denotado como (PS), si cualquier sucesion (u,) es tal que

O(u,) —c y 9'(u,) —0,
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admite una subsucesiéon convergente.

La condicion de Palais-Smale es una condiciéon de compacidad en
el funcional ® puesto que el conjunto K. de puntos criticos de ® en ¢
es K, ={ue X :®(u)=rc ®(u) =0} es compacto [32].

Los siguientes resultados sobre las medidas de los puntos criticos

son importantes:

TEOREMA 3. Teorema de Morse. St ® : U C R" — R™ es clase C"
y U un conjunto abierto, entonces el conjunto de puntos criticos de ®

tiene medida cero.

TEOREMA 4. Teorema de Sard. Si ® : U C R" — R™ es clase C"
en el conjunto abierto U C R", entonces el conjunto de puntos criticos

de ® tiene medida cero siempre que r >n —m + 1.

Finalmente, enunciamos el teorema de paso de montana.

TEOREMA 5. Ambrosetti, Rabinowitz. Sea X un espacio de Banach
y ® € CH(X — R) un funcional que satisface la condicién de Palais-
Smale, si se cumple que

1) ®[0]=0

2) Ezisten constantes p > 0, a > 0 tales que ®(u) > « si ||u|| = p,

3) Eziste e € X, con |le|| > p tal que ®(e) <0

entonces ® tiene un punto critico ¢ > « de la forma

— {nf max P (t
¢ = Inf max ()],
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donde

I'= {y € C((0,1],R) : 7(0) = 0,7(1) = e},

Cuando X = R? las condiciones (2) y (3) implican que el origen se

encuentra en un valle rodeado de montarnias.

3. Algoritmos genéticos para métodos minimax

La teoria clasica minimax es una teoria de existencia, por lo que
no hay algoritmos computacionales que utilicen estas herramientas. En
esta parte del proyecto, se hard uso de los algoritmos genéticos para
implementar el teorema del paso de montana.

Los algoritmos genéticos fueron desarrollados por John Holland y
sus colaboradores en la Universidad de Michigan [30],[31]. Las metas
de su investigacion eran, por un lado abstraer e intentar explicar rigu-
rosamente los procesos adaptativos de sistemas biologicos y por otro,
disenar sistemas computacionales artificiales, tomando como base los
principios de los procesos adaptativos de sistemas naturales. Ha sido
demostrado teéricamente y en la practica que los algoritmos genéticos
son un método robusto, capaz de funcionar en espacios de bisqueda
complicados.

Asi, los algoritmos genéticos llevan a cabo busquedas, basandose en
la mecénica de la seleccion natural y la genética. Combinan la super-
vivencia del mas apto con un intercambio de informaciéon estocastico
para formar un algoritmo de busqueda. En cada generacion un nuevo
conjunto de individuos artificiales es creado sin perder la informaciéon

de los individuos méas aptos de la generacion anterior [45].
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Aunque parte del funcionamiento de los algoritmos genéticos es
aleatorio, no son una simple caminata al azar. Los algoritmos genéti-
cos explotan informacion historica para especular en nuevos puntos de
buisqueda con un mejor desempeno esperado. A partir de una poblacion
inicial generada aleatoriamente, cada individuo es evaluado y se le asig-
na una medida de desempeno. De acuerdo a esto se hace una seleccion
de los mejores individuos, con los cuales se realizan operaciones de cru-
za y mutacion para crear la siguiente generacion. Este proceso se repite
hasta encontrar un individuo con un desemperno satisfactorio. Existen
diversas formas de implementar un algoritmo genético [12], uno simple
(que por lo general es suficiente y sera el que utilizaremos) consta de

los siguientes operadores:

3.1. Operadores.

a) Inicializacion: Una primera poblacion se inicializa de forma alea-
toria, dentro de ciertos parametros de manera tal que cada in-
dividuo representara una posible soluciéon del problema. El ta-
mano de la poblacién se decide en base a prueba y error.

b) Seleccion (con elitismo): La seleccion que llevaremos a cabo sera
mediante el Método de la Ruleta. Cada individuo de la pobla-
cion tendra una cierta probabilidad de ser elegido, proporcional
a su medida de desempeno (asignada de acuerdo a qué tanto se
acercan al minimo de una cierta funcion objetivo) de forma que
los individuos con un mejor desempeno tendran una mayor pro-
babilidad de ser elegidos, que los individuos con un desempeno

menor. Puede haber individuos que sean seleccionados méas de
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una vez e individuos que no sean seleccionados para la siguien-
te generacion. Para hacer el algoritmo mas eficiente se utiliza
elitismo en la seleccion, es decir, el mejor individuo de la gene-
racion anterior siempre pasara a la siguiente, de forma que se
garantiza que el mejor individuo de cada generacion es al menos
tan bueno como el mejor de la anterior.

Cruza: En el proceso de cruza se seleccionan dos individuos y
se elige un punto de cruza pc aleatoriamente. Se parten ambos
individuos en pc y se concatena el inicio del primero con el final
del segundo y viceversa. Este proceso se repite hasta que un
porcentaje predeterminado de la poblacion haya sido cruzado.
Mutacion: Este operador se utiliza para introducir nuevas so-
luciones. Para esto se selecciona un individuo de la poblacién
mediante el operador seleccion. El individuo serd modificado en
un punto de mutacion elegido aleatoriamente pm. El dato conte-
nido en pm seré sustituido por un valor proporcional al original.
Este proceso se repite hasta que un porcentaje predeterminado
de individuos haya sido mutado.

Evaluacion: Cada individuo de una generacion serd evaluado
(qué tan bueno es como solucion al problema en cuestion). Para
esto se calcula el error que produce el individuo como solucion y
en base a esto se le asignara una medida de desempertio (fitness).
En la primera iteracién los individuos generados aleatoriamente
deberédn de ser evaluados. Una vez evaluada toda la poblaciéon

se procede a aplicar los operadores de los algoritmos genéticos.
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Esto generara una nueva poblacion. Este conjunto de individuos
a su vez serd evaluado y el proceso se repite. El algoritmo se
detiene cuando se encuentra a un individuo cuyo desempeno es

suficientemente bueno.

En nuestro caso, cada individuo sera una pareja de funciones sua-
ves que cumplen con ciertas condiciones de frontera que definiremos
en la siguiente seccion. El algoritmo buscard aquellas soluciones que

minimicen el funcional con el que estamos trabajando (9).

4. Construccion del modelo

En este trabajo utilizamos la RRG de la planta Arabidopsis tha-
litana, generada a partir de datos obtenidos experimentalmente, para
construir un modelo matematico que logre reproducir correctamente
la configuracion espacial de los 6rganos florales. Nuestro modelo, cons-
truido en un trabajo previo, consta de un sistema de ecuaciones de
reaccion-difusion gobernados por el paisaje epigenético asociado a la
formacion de 6rganos florales, que simula la forma en la que diferentes
fuerzas ambientales y genéticas afectan la diferenciacion celular.

Al encontrar las soluciones estacionarias de este sistema de ecuacio-
nes de reaccion-difusion, observamos que el modelo reproduce correcta-
mente la configuracion espacial de la formacion de los 6rganos florales.
Para validar nuestro modelo repetimos el procedimiento con los mu-
tantes homeoticos de la flor, los cuales tienen cada uno diferentes redes
de regulacion genética y por lo tanto, una distinta configuracion espa-

cial e incluso 6rganos faltantes. Aprovechando la estructura variacional
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de nuestro sistema de ecuaciones, buscamos su soluciéon mediante un
proceso de optimizacion utilizando Algoritmos (GGenéticos.

El flujo de datos de nuestro modelo se muestra a continuacion (fi-

gura 8).
Sistema . Sistema de
Diitis e e Paisaje £
" = dinchilen — epigenético m=p| ccuaclonesde | mmp Solucitn
experimentales discreto i 1 reaccién difusién

Puntos de equilibrio Campo potencial

FicurA 8. Flujo de datos

4.1. Sistema dinadmico discreto. En trabajos anteriores del
grupo ([36], |37|, [19], [16], |7], [B], [10]), se construyé un sistema
dindmico discreto basado en informacion experimental, para explorar
la dindmica de la determinacion del destino celular durante las eta-
pas tempranas del desarrollo floral. El sistema es una red regulatoria
genética booleana que consta de trece nodos, cada uno de los cuales
representa a uno de los genes que participan en el desarrollo floral.
Estos nodos tienen dos posibles estados (0 6 1) y se actualizan siguien-
do un conjunto de reglas légicas obtenidas experimentalmente y que
corresponden a la interaccion entre los diferentes genes.

Los 13 genes que se consideran son los siguientes:
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FUL (Fruitfull) FT (Terminal flower)

AP1 (Apetala 1) EMF1 (Embrionic flower 1)
LEFY (Leafy) AP2 (Apetala 2)

WUS (Wuschel) AG (Agamous)

TFL1 (Terminal flower 1) | P1 (Piscilata 1)
SEP (Sepallata) AP3 (Apetala 3)

UFO (Unusal flower organ)
Nuestra red es entonces, una grafica dirigida compuesta por trece

nodos (figura 9).

FIGURA 9. Autdémata

Dado que cada nodo tiene dos posibles estados, se tienen 22 condi-
ciones iniciales. El sistema se itera, comenzando a partir de cada una de

estas condiciones iniciales y encontramos diez estados estables. Cada
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CUADRO 1. Puntos de equilibrio

Organo floral Atractor

Inflorescencia 1 ¢ =1[0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0]
Inflorescencia 2 ¢ =1[0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0, 1]
Inflorescencia 3 g3 =10,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0]
Inflorescencia 4 g4+ =1[0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0, 1]
Sepalos g = [0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0, 0]
Pétalos (sin UFO) ¢ =1[0,1,1,0,1,1,0,0,0,1,1,1, 0]
Pétalos (con UFO) ¢ =1[0,1,1,0,1,1,0,0,0,1,1,1, 1]
Estambres (sin UFO) | ¢s = [1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,0]
Estambres (con UFO) | ¢9 = [1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1]
Carpelos G0 =1[1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,0,0]

uno de estos estados corresponde a uno de los tipos celulares princi-

pales, observados durante las etapas tempranas del desarrollo de los

organos florales: las células meristeméaticas de la inflorescencia y las

células primordiales de los meristemos de la flor (sépalos, pétalos, es-

tambres y carpelos). Cada punto de equilibrio es una cadena de ceros

y unos con trece componentes (cuadro 1).

Para propositos de este trabajo nos interesan los cuatro puntos

de equilibrio que corresponden a los 6rganos florales: sépalos, pétalos,

estambres y carpelos (los otros corresponden a érganos vegetativos).

Contamos ademas, el niimero de condiciones iniciales que van a dar

a cada punto de equilibrio y obtenemos la siguiente informacion:

(13)

cs = 152, cp = 160, ¢ = 3744, cc = 3608,

donde S, P, E y C corresponden a sépalos, pétalos, estambres y carpelos,

respectivamente.
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Extrayendo de este modelo la informacién mas relevante, construi-
mos un sistema de ecuaciones de reaccion-difusion como se detalla en

la siguientes secciones.

4.2. Paisaje epigenético. Los paisajes epigenéticos, ideados por
Waddington en 1975 ([55]), son modelos de desarrollo que ilustran la
mecanica de la diferenciacion de destino celular: la célula no diferen-
ciada es vista como una masa que se encuentra en un campo poten-
cial(cuya grafica corresponde al paisaje epigenético) con un cierto ni-
mero de cuencas de atraccion (posibles estados finales de la célula) y
caminos que conducen a cada una de éstas.

Construimos el paisaje epigenético de nuestro problema, es decir
construimos un campo potencial con cuatro cuencas de atraccion, ca-
da una de las cuales corresponde a un érgano floral (sépalos, pétalos,
estambres y carpelos). Del sistema dindmico discreto obtendremos in-
formacion para ubicar los centros de las cuencas y su tamano, de forma
que correspondan con los datos experimentales de la flor. Para esto
procedemos como sigue:

Recordemos que los estados estables encontrados en la seccion (4.1)
son una cadena con 13 caracteres, donde cada uno de los cuales es un
gen especifico del 6rgano, que puede estar en dos diferentes estados: (0
ol).

Queremos colocar los cuatro estados estables en un plano bidimen-
sional, buscando que aquéllos que son similares (es decir los que tengan
varias componentes en el mismo estado (ambas 0 6 ambas 1)) queden

cercanos en el plano y analogamente, que estados estables diferentes
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queden separados. Esto es, buscamos que la distancia entre los puntos
en el plano sea proporcional a lo parecidas que son las componentes,
una a una, de los puntos de equilibrio. La distancia de Hamming (que
cuenta el nimero de componentes diferentes en cada pareja de cadenas)
es una forma de medir esto.

Considerando lo anterior, buscamos el plano bidimensional que mi-
nimice la distancia de cada estado estable a él, para posteriormente
proyectarlos en este plano. El procedimiento que llevamos a cabo es el
siguiente:

Sean e; y ey dos vectores ortonormales en R!3 y sea Il =< e, ey >
el plano que genera estos vectores. Queremos encontrar e; y e, tales que
la suma de las distancias de cada estado estable ¢, g2, g3, g4 al plano 11

sea el menor. Buscamos entonces minimizar la cantidad
(14) S=> " d*(g:10)

donde S := S(ey, es) y d*(g;, I0) es el cuadrado de la distancia del vector

¢; al plano II. Esto es,

(15) d*(q;, 1) = ||gi — Pl |,

donde Pg; es la proyeccion del vector ¢; en el plano II,
(16) Pg; = (¢i - e1)er + (¢i - €2)ea,

v (+) denota el producto escalar entre los vectores correspondientes. Pa-

ra minimizar S utilizamos descomposicion en valores singulares (DVS),
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una técnica excelente para trabajar con sistemas de ecuaciones de ma-
trices que son singulares o numéricamente casi singulares.

Empezamos por ajustar un plano al conjunto de vectores {q1, q2, g3, ¢4}
Sea @ la matriz de tamano m x n (m = 13,n = 4), formada por los

vectores columna ¢;, i.e.

(17) Q:(91|792|7~.’,Q4)~

Usando DVS podemos descomponer la matriz () en tres factores y en-
contrar sus valores singulares. Es decir, expresaremos la matriz ¢) como
el producto de tres matrices: U, una matriz ortogonal (por columnas)
de tamano m xn, D, una matriz diagonal de tamano n X n, cuyas entra-
das son mayores o iguales a cero, y finalmente V', una matriz traspuesta

a una ortogonal de tamano n x n. Esto es,
(18) Q=U-D-VT.

Tanto U como V tienen columnas ortogonales, por lo que UTU =

VIV =1y V. -VT =1y D sera la matriz diagonal dada por:

w1 0 0
D 0 Wao 0
0O 0 ... w,

donde w; seran los valores singulares de Q) y w; > 0 Vi.
Habiendo obtenido las matrices U, V' y D tomaremos e; y e; como

la primera y segunda columna de V7T respectivamente (las cuales son
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mutuamente ortogonales). El plano formado por estos vectores ortogo-
nales es el plano que minimiza la suma de las distancias de cada vector
¢; a él. Ahora podemos calcular la proyeccion Pg; de cada vector g; al

plano IT =11 < ey, e9 >,

Pg; = (¢; - e1)er + (¢ - e2)ea.

Tomando e; y es como los vectores que generan respectivamente los
ejes horizontal y vertical del sistema de coordenadas bidimensional,
podemos calcular ambas coordenadas de cada vector g; con respecto a

{e1, €2}, usando la siguiente ecuacion

xqi:PQi'ela yqi:PQi'€2

donde z y y denotan los ejes horizontal y vertical respectivamente.
Encontramos que una base que genera el plano requerido esta dada

por

er = [—0.2202,—0.4050, —0.1848, 0, —0.4050, —0.4050, 0,
—0.2202,0, —0.3291, —0.4050, —0.2286, —0.2286 |

e; = [—0.5118,0.1032,0.6150,0,0.1032,0.1032, 0,
—0.5118,0,—0.2273,0.1032,0.0422, 0.0422 |.
Proyectando nuestros vectores originales en este plano, obtenemos
los siguientes cuatro puntos en R?, cada uno de los cuales corresponde

a un organo floral (2).
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CUADRO 2. Puntos de equilibrio en el plano

Organo Puntos fijos
Sépalos | ps = (ug, vg) = (—1.8048,1.0278)
Pétalos | pp = (up, vp) = (—2.5911, 0.8850)
Estambres | pr = (ur, vr) = (—2.8466, —0.7537)
Carpelos | pc = (uc,ve) = (—2.3893, —0.8381)

La gréfica de los cuatro vectores en el plano e, e5 se observa en la

figura (10).

Atractores no vegetativos con UFO

10 o
o
0.51
o~
[}
oF
O  sépalos
05 O pétalos
estambres
le) O carpelos
= | 1 1 1 1 L 1
-3 -2.8 2.6 -2.4 2.2 2 -1.8 -1.6

F1GURA 10. Puntos fijos en el plano eq, es

Notese que si queremos permanecer en el cuadrante positivo, bas-
ta hacer una traslacion de forma que las cuatro condiciones iniciales
((us,vs), (up,vp), (ur,vr) and (uc,ve)) sean todas positivas.

De esta forma, cada cuenca estara centrada en un punto fijo ps, pp, pg
y pc v su tamano sera el reciproco del nimero de condiciones iniciales

que aterrizan en cada estado estable del sistema dindmico discreto, es
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decir: ag = 1/cg,ap = 1/cp,ag = 1/cg y cc = 1/ce (donde cg, cp, cp
y co estan definidos en (13).
El campo potencial F(u,v) determinado por el paisaje epigenético
se define entonces, de la siguiente manera:
(19)
F(u,v) =min{ ag[(u—ug)?+ (v—vs)?,ap[(u —up)®+ (v—vp)?,

ag((u—up)’ + (v —wve)’], ac((u —uc)® + (v —ve)’}

4.3. Sistema de ecuaciones de reaccion-difusion. Los siste-
mas de reaccion-difusion son modelos matematicos que describen co-
mo una o mas sustancias distribuidas en el espacio cambian bajo la
influencia de dos procesos: reacciones quimicas locales en las que las
sustancias se transforman las unas en las otras, y difusion, que provo-
ca que las sustancias se extiendan en el espacio. El resultado de este
proceso es una configuracion estable en la que la composicion quimica
es no uniforme en un dominio espacial. Desde que en 1952 Alan Tu-
ring los propuso como La base quimica de la morfogénesis, los sistemas
de reaccién-difusion se han utilizado para modelar diversos procesos
biologicos de formacion de patrones [38|.

Asi nuestro modelo constara de un sistema de dos ecuaciones de
reaccion-difusion tipo Turing, gobernadas por el potencial F'(u,v) de-

finido previamente (19):

(20) B = diAu+ f(u,v)

g—: = dyAv + g(u,v)
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donde (f,g) = =V F y di,ds son las constantes de difusion.
Las variables v y v representan una combinacion lineal de los esta-
dos de activacion de los genes, que resultan de elegir un sistema de ejes
coordenados en el plano bidimensional ajustado. El objetivo ahora es

encontrar soluciones estacionarias de (20), esto es

diAu+ f(u,v) = 0
(1) 1 f(u,v)
doAv + g(u,v) = 0

Las condiciones de frontera se definiran maéas adelante.






Capitulo 2

Validacion del modelo

Utilizamos mutantes homedéticos para validar nuestro modelo. Los
genes homeodticos son responsables del desarrollo de estructuras especi-
ficas en plantas y animales. Mutaciones en estos genes puede provocar
que un organo sea reemplazado por otro. Como mencionamos en la
introduccion, de acuerdo al modelo ABC, la identidad de los 6rganos
florales estd determinada por tres clases de genes: A, B y C. Estas
clases codifican los factores transcripcionales y al combinarse, causan
la especializacion de los tejidos en sus regiones especificas durante el
desarrollo.

Una serie de mutantes de la flor Arabidopsis thaliana han sido ca-
racterizados. Estos sirven como material experimental en estudios de
laboratorio. En particular nosotros trabajamos con los mutantes Ape-
tala (AP1), Pistillata (Pi) y Agamous(Ag). El mutante AP1 tiene car-
pelos en el primer verticilo, estambres en el segundo y tercero y carpelos
en el cuarto. Este mutante carece de actividad A, dando lugar a una
expansion de los genes C en toda la flor. El mutante Pi tiene sépalos
en el primer y segundo verticilo y carpelos en el tercero y cuarto. Este
mutante no tiene genes tipo B. Por tltimo el mutante Ag tiene sépalos
en el primer verticilo y pétalos en los siguientes dos. Este patron se

repite en el verticilo interno. El mutante Ag no cuenta con actividad

51
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C, lo que provoca una expansion de genes A (figura (1)). Estos mutan-
tes tienen cada uno una red de regulacién genética diferente y que se

utiliza en nuestro modelo.

Flor silvestre Apt1

se ‘ pe est‘ca ca est est se ‘pe ‘pe

FIGURA 1. Modelo ABC para la flor silvestre y 3 mu-
tantes: AP1, Pi, Ag (mostradas en ese orden)

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales (21) se resolvio en un
trabajo previo, utilizando Teoria de Sturm-Liouville, para verificar que
el modelo reproduce correctamente el orden espacial de la formacion
de organos florales en la flor silvestre. Aqui se repite el procedimiento,
ahora para los mutantes homeodticos, cada uno de los cuales tiene un
paisaje epigenético particular. Se muestran los pasos que se siguieron

para obtener la solucién y los detalles se encuentran en un apéndice.



1. SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES 53

1. Solucién del sistema de ecuaciones

Dada la geometria de la flor, consideramos un dominio cerrado anu-

lar Q, centrado en el origen:
(22) Q={z:r.<|z| <R}

donde r. << R. La perforacion evita singularidades en el origen y es
biol6gicamente coherente, pues el centro de las flores no es totalmente
solido ni cerrado.

Resulta entonces natural trabajar en coordenadas polares. El siste-

ma (22) queda como:

di (urr + 2w, + Sugg) + f(u,v) =0
s 1ty + 2y + &) + F,0)
d2 (UT‘T + %UT’ + ,%27}99) + g(u7 U) =0

Recordemos que el potencial F' esta definido como
(24) F(u,v) = min{a;[(u = u;)* + (v = v))°]}
con j = s,p,e,c. Dado que

(f,9) = =VF = (=2a(u — up), —2ax(v — 1)),

donde k es tal que en el punto (u,v), F(u,v) = ag[(u—uz)?+ (v—1v;)?],
las ecuaciones (23) resultan estar desacopladas.
Para continuar, requerimos del siguiente teorema de simetria radial

debido a Gidas, Ni y Niremberg.
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TEOREMA 6. Sea U = B%0,1) la bola abierta unitaria en R™.

Consideremos el problema de valores en la frontera

—Vu= f(u), enU
u=0 sobre OU.

conu >0 en U, donde f: R — R es Lipschitz continua. Supongamos

que u € C*(U) es la solucion. Entonces u tiene simetria radial, es decir,

con r = |z|, para alguna funcion estrictamente decreciente v : [0, 1] —

[0, 0.

La demostracion de este Teorema se puede encontrar en (|20], pag.
518-522).

Notese que las variables v y v dependen de x,y y t y que dado
que f y g son lineales, las ecuaciones (23) también lo son. Para que
nuestras soluciones cumplan con las hipotesis del teorema, empezamos

por hacer una traslacion de la forma
u(@,y,t) +a, v(zyt)+7,

donde u es una constante tal que ug+u, up+u,up+u,uc+u > 0. Por
el principio del maximo para ecuaciones lineales (|20], pag. 375-377)
sabemos que si u(x,y,0) > 0y u > 0 en la frontera del dominio (en

este caso el octante positivo) entonces

u(z,y,t) >0
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y analogamente

v(z,y,t) > 0.

En el caso general (i.e. sin considerar que las ecuaciones son li-
neales), podemos utilizar el principio del maximo para desigualdades
donde u; — dyAu > f(u) > 0 (y lo mismo para la segunda ecuacion
diferencial).

Habiendo hecho esto y utilizando el resultado anterior, concluimos
que las soluciones son radialmente simétricas, es decir, ug = 0, vg = 0
y por tanto las funciones u y v dependeran sélo de r. Las ecuaciones
diferenciales parciales (23) se simplifican y se reducen a las ecuaciones

diferenciales ordinarias siguientes:

(25) di [u" + '] + f(u) =0

(26) dy [v" + 10| + g(v) =0

donde u/,v" son derivadas con respecto a r de u y v, respectivamente.
Buscamos entonces soluciones a las ecuaciones (25) y (26) en el

dominio anular € (definido en (22)) centrado en el origen.

1.1. Problema de valores en la frontera. Resolveremos am-
bas ecuaciones (25) y (26) en el dominio anular © (definido en (22))
centrado en el origen. Resulta natural iniciar en un punto (ug,vg) que
se encuentre dentro de la cuenca de sépalos.

Para poder trabajar con condiciones de frontera homogéneas, hace-
mos una traslacion del domino de —r. en el eje r. Pedimos ademés que

la derivada de la solucion en r = 0 sea cero y para tener condiciones
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de frontera homogéneas, hacemos el cambio de variables @ = u — ug y

U = v — vg. Los problemas de valores en la frontera son los siguientes:

dy [@"(r) + L@/ (r)] — 2as(@ + up — ug) =0

(27)
a(R) = 0; @(0) =0
y
(28) dy [0"(r) 4+ 20'(r)] — 2as(0 + vy — vg) =0

3(R) =0; #(0) =0

donde r € (0, R — r|.

Cada una de estas ecuaciones (idénticas excepto por los parametros)
se puede reescribir en forma de Sturm-Liouville. Trabajaremos con la
primera. Renombrando en (27) @ como u para mantener la notacion

sencilla, tenemos que:

(29) [ru'] + erru = cor

donde ¢; = —2ag/dy y c3 = ¢1(ug — up).
Sea h(r) = cor. Definimos el operador diferencial £ de la siguiente

forma:

(30) L=— ri +ar
N dr !

por lo que (29) queda como

(31) Lu = h(r),
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donde h(r) < cor. Consideraremos el problema de valores propios

(32) Lo(r) = =Ag(r)o(r),

sujeto a las condiciones de frontera

donde A es el valor propio asociado a la funciéon propia ¢ y ¢ es una
funcion de peso por ajustar.
Suponemos que la solucion u(r) de (31), puede escribirse como una

expansion en funciones propias del problema (32), es decir

(33) U(T) = Z bngbn(r)

donde los b,, son los coeficientes de expansion. Tenemos entonces que

h(r) = Lu = [Z bndn(r ] = - Z b A (1) (7).

Multiplicando la tltima ecuacién por ¢,,, integrando de 0 a R =
R—r., utilizando la ortogonalidad de las funciones propias ¢ obtenemos

y resolviendo para b, obtenemos:

fiﬁ
BN ZTErEr
Ahora, sustituyendo el valor del operador £ (30) en (32), reorga-

nizando términos obtenemos y multiplicando ambos lados por r (para
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més adelante obtener la ecuacién de Bessel):
r2¢" +r¢ + (c1r? + Aor)g = 0.

Sea €2 = A\ (por la teorfa de Sturm-Liouville sabemos que todos
valores propios A son todos reales y simples). Haciendo ¢; = 1 tenemos
que d = —2ag, (recordemos que d es una constante de difusion que
queremos ajustar para que nuestro modelo funcione correctamente) y
que ¢o = (ug — up). Sea ¢ = —1/r, entonces la tltima ecuacion se
reduce a

¢’ 1! + (r* = )¢ =0,

la ecuacion de Bessel, cuya soluciéon general, obtenida utilizando el

método de Frobenius (como se muestra en el apéndice) esta dada por:

p(x) = Je(r),

donde J¢ es la funciéon de Bessel de primera especie de orden &:

o0 1" 7\ §+2n
(35) Je(r) = Z n!F(é i 31 1) (§> '

n=0
Ya que la ecuacion de Bessel no tiene puntos singulares (finitos), excep-
to por el origen, la serie converge para todos los valores de r siempre
que & > 0.

Utilizando las condiciones de frontera ¢(R) =0y ¢'(0) = 0 encon-
tramos que los valores propios A = £2 que forman una sucesion infinita

estrictamente moné6tona no acotada, estan dados por

E=n = )\zfzan
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conn = 2,3,4,.... Esto es, los valores propios del problema (32) seran
los cuadrados de los niimeros naturales mayores que uno y sus funciones

propias son:

n L (" ,
Pn(r) = Jg( )(7“) = —/ cos(rsin @ — nd)do
T Jo
donde n = 2,3,.... Los coeficientes b, en (33) se obtienen utilizando

(34).

La solucion al problema (27) queda como

o0 b T
(36) Z _”/ cos(rsinf — nd)df
n=2 T Jo
con
(37) b — (us — ug)m fORT (fo7r cos(rsinf — né))d@) dr
' n? fOR % (foﬂ cos(rsinf — nQ)dQ)Q dr
Anéalogamente
(38) Z o / cos(rsinf — nd)do
n=2 T Jo
donde
(39) Cn = (s — vo)m foR r(f; cos(rsin® — nd)do) dr

n? fR L (f5 cos(rsing — n9)d9)2 dr

Para ajustar el valor de R utilizamos la primera condiciéon de fron-
tera (u,v)(R) = (0,0), es decir, buscaremos el valor de R para el cual
la solucion (para u y v) en ese valor sea cero. Para esto, resolvemos
iterativamente las integrales que aparecen en las ecuaciones (36,37) y

(38,39), ajustando los valores de R hasta alcanzar el valor deseado
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(u,v)(R) = (0,0). Las sumas (36) y (38) se truncan y sumaremos tni-
camente M términos, buscaremos la minima M necesaria para la cual
la solucion haya convergido.

Las soluciones (u,v) fueron trasladadas una distancia (ug, vg) y un
valor —r. en el eje r. Las regresamos ahora a su lugar, para recuperar
asf la solucion a los problemas originales (27) y (28) en el dominio 2.

Obtenemos de esta forma que

(40) u(r) = uo + a(r +re),
y
(41) v(r) =wvo + 0(r +re),

donde se nombraron @ y ¥ a las soluciones (36) y (38), para conservar

la u y la v para las soluciones al problema original.

1.2. Problema de valores iniciales. Las soluciones de los pro-
blemas de valores en la frontera obtenidas la seccion anterior, seran vali-
das unicamente en un intervalo I; = [ry, R| donde r; € [r,, R) es tal que
F((ug,vs)(r)) = Ps para todo r € I; pero F((us,vs)(r1 — Ar)) # Ps
para un Ar dado (el potencial F(u,v) esta definido en (24)). En otras
palabras, estas soluciones seran validas mientras nos encontremos en la
cuenca de sépalos, pero al salir de esta cuenca, puesto que los pardme-
tros cambian, habra que calcular de nuevo la solucion (ver figura 2).

Llamaremos a esta primera pareja de soluciones (40,41) ug(r), vs(r).
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FIGURA 2. Cuencas de atraccion

Analizamos entonces las soluciones ug y vg, desde r = R, con un

salto de —Ar para encontrar el valor » = ry. Utilizamos el siguiente

algoritmo:

o

o

~— e S~ N

oW

Sean r = R, Ar = .01.

Evaluamos ug y vg en r, i.e. & = ug(ry) y v = vg(ry).
Calculamos F(u,v) = min{ps, pp, pe, pc}, donde

ps = as[(@ —us)® + (0 —vs)?], pp = ap[(@—up)®+ (0 —vp)?,
pe = ap((t—up)? + (0 —vg)?, po = ac[(i —uc)? + (0 —ve)?.
Si I' = pg aln nos encontramos en la cuenca de sépalos, redu-
cimos entonces el valor del radio r; < r, — Ar y regresamos al
inciso (b). En otro caso, hemos salido ya de la cuenca de sépalos

y el valor r; ha sido encontrado.
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Supongamos que 7 = r; + Ar es tal que F((ug,vs)(7)) = pk, para

alguna k = {P, E,C}, y sean @ = ug(r1), © = vg(rq) (figura 3). Ademas
calculamos

o d L d

= aus(rl) y o= %vs(rl).

Tenemos entonces, los siguientes problemas de valores iniciales:

di [ + '] + flu) =0

u(ri) = a; w'(r) = o

y
dy [v" + L] + g(v) =0
v(ry) =0; v'(r) =0
donde f(u) = —2ag(u —uy), g(v) = —2a,(u — ug) (recordemos que nos

encontramos en la cuenca k € {P, E,C}).

Ficura 3. Cuencas de atraccién
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Nuevamente, las soluciones u = ug(r) y v = vi(r) encontradas
para estos problemas de valores iniciales, seran validas mientras me
encuentre en la cuenca k. Repetimos entonces el algoritmo anterior,
buscando ahora el primer valor de r = ry, para el cual F((ug, vg)(res —
Ar)) # Py. Esta nueva solucion sera valida para r € [ry, 1), (r2 < 11).
Evaluando ahora el valor de las nuevas soluciones y las derivadas en 7o,
tendremos una nueva pareja de problemas de valores iniciales a resolver.
Continuaremos esto hasta que para alguna j (j—ésima iteracion), r; <
Te.

Tendremos asi, un conjunto de j soluciones, la primera seréa valida en
el intervalo [ry, R], la segunda en [ry,71), v asi sucesivamente. Pegando
el conjunto de soluciones obtendremos la solucion al problema, que sera
continua y diferenciable (por la forma en la que fue construida).

Notese que la soluciéon al problema de valores en la frontera que cal-
culamos en la seccién anterior, serd tan solo una aproximacién, puesto
que tenemos que truncar la suma infinita w(r) = Y 2 ¢(r),b,, (v lo
mismo para v(r)) conviene entonces, una vez obtenida esta primer solu-
cion, encontrar la derivada de u y v en r = R, y resolver como problema
de valores iniciales en r = R.

En la figura (4) se muestran los resultados obtenidos. Graficamos
(a) u y v con respecto al radio r, (b) el plano fase (u,v)(r) y finalmente
(¢) la porcion de radio que cada 6rgano ocupa en el dominio. Los colores
en las graficas muestran la cuenca en la cual se encuentra la solucion

para cada valor de 7.
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Flor silvestre

N
/f \\

() Seluciones (B) ulr) vsvir)
ulr) solucién (uwv)(r)
__________ vir) seeeennne fronterasde las cuencas

mm | Sépalos

mm | Pétalos

Estambres
\ mm | Carpelos

(c) Distribucion radial

FIGURA 4. Soluciones para la Flor Silvestre

Como podemos apreciar la solucion, que empieza en la cuenca de
sépalos, contintia a la cuenca de pétalos. Estas dos cuencas son muy
pequenas, por lo que el radio que abarcan es una porciéon pequena del
radio total. Al salir de la cuenca de pétalos pasa a la cuenca de estam-
bres y termina en carpelos. Estas tltimas dos cuencas son mucho mas
grandes por lo que se ve que el radio que abarcan es mayor. Repetimos

el procedimiento para los mutantes homeo6ticos en la siguiente seccion.

Referencias: [38], [20], [40], [24], [1] ¥ [56].
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CUADRO 1. Cuencas de atraccion

Mutante | Organo Numero de CI | Centro de la cuenca

Apl estambres | ¢ = 1792 (ur,vr) = (—2.9328,0.6315)
carpelos | co = 1744 (uc,ve) = (—2.5436, —0.7281)

Pi sépalos | cs = 80 (s, vs) = (—1.9580, —1.0798)
carpelos | cc = 1872 (uc,ve) = (—2.5078,0.8431)

Ag sépalos cs = 968 (ug,vs) = (—2.0436, —0.9076)
pétalos cp = 992 (up,vp) = (—2.7466,0.6753)

2. Mutantes homedticos

Para cada uno de los mutantes homeéticos (Apl, Pi, Ag) repetimos
exactamente el mismo procedimiento que el utilizado para la flor sil-
vestre: Proyectamos los estados estables del sistema dindmico discreto
(de cada mutante) al plano que mejor los aproxima, encontramos los
centros de las cuencas del paisaje epigenético en cada caso y contamos
el nimero de condiciones iniciales que van a dar a cada cuenca y que
definiran su tamano. En la tabla (1) se muestran los resultados:

Utilizando esta informacion, construimos el paisaje epigenético de
cada mutante. Ya que cada uno tiene inicamente dos érganos distintos,
los campos potenciales tendran dos cuencas. El sistema de ecuaciones
de reaccion-difusion de cada mutante no se modifica (20), pero el campo
potencial que gobierna al sistema de cada mutante (Apl, Pi, Ag) esta

basado en su paisaje epigenético particular y queda como sigue:

Fapi(u,v) = min{ap[(u—up)* + (v —vp)?]; ac[(u —uc)* + (v —ve)’]},

Fpi(u,v) = min{as[(u — ug)? + (v — vg)?], ac(u — uc)® + (v — ve)?]},

Fyg(u,v) = min{ag|(u — ug)? + (v —vs)?], ap[(u — up)* + (v —vp)3}.
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Encontramos que las soluciones del sistema de ecuaciones de reaccion-
difusion pasan por las cuencas de atraccion en el orden correcto. En las
figuras (5), (6) y (7), mostramos los resultados obtenidos, en cada una
de ellas graficamos (a) u (linea solida) y v (linea punteada) con respec-
to al radio r, (b) el plano fase (u,v)(r) y finalmente (c) la porcion de
radio que cada 6rgano ocupa en el dominino. Los colores en las graficas
muestran la cuenca en la cual se encuentra la solucién para cada valor
de 7.

Observamos que los tres casos, el modelo funciona correctamente,
recuperando la configuracion espacial de cada una de las flores mutan-
tes. Esto sugiere que los patrones espaciales emergen como resultado
de intereacciones entre los genes en la Red de Regulacion Genética y

la accion de un campo difusivo.
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FIGURA 5. Resultados para el mutante Apl. Se observa
que la solucion en la frontera exterior inicia en la cuenca
de carpelos, pasa por estambres para finalmente regre-
sar a la de carpelos. En (¢) podemos apreciar como esta

configurada la flor.
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FIGURA 6. Resultados para el mutante Pi. En este la
solucion inicia en sépalos (en la frontera exterior) y para
a carpelos. La porcién de radio que ocupa en la cuenca
de sépalos es muy pequena.
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F1GURA 7. Resultados para el mutante Ag. Este mutan-
te pasa de forma intercalada por la cuenca de sépalos y
pétalos dos veces y termina en la de sépalos.






Capitulo 3

Desarrollo analitico

En este capitulo verificamos que el sistema de ecuaciones de reaccion-
difusion se puede reducir a un problema de optimizacién no estandar
mediante métodos variacionales, resultado que utilizaremos en la imple-
mentacion del Algoritmo Genético. Mostramos ademas como se puede
encontrar la soluciéon de minima energia utilizando el Teorema de Paso
de Montafia. Esta solucion debera de visitar las cuencas del paisaje
epigenético, cada una de las cuales corresponde a un 6rgano floral, en

el orden observado en la naturaleza.

1. Estructura variacional

En esta seccién mostramos que el sistema de ecuaciones diferen-
ciales con el que estamos trabajando tiene estructura variacional, es
decir, mostramos que las soluciones estacionarias de nuestro modelo
corresponden a las ecuaciones de Euler Lagrange de un funcional que
definimos a continuacion.

Sea 2 C R? un dominio acotado y regular. Sean u,v : R? x Rt — R

funciones suaves que dependen de (x,y) € Q y t € RT. Consideremos

71
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nuevamente el sistema de ecuaciones diferenciales parciales de reaccion-

difusion
Uy = dlAu + f(uv U)u

(42) v = dyAv+ g(u,v), en Q
—a(gl;”) = 0, en 09

donde dq,ds son constantes de difusion, v es la normal exterior a la
frontera, (f,g) = —VF(u,v) y el potencial I esta definido como ante-

riormente:
(43) F(u,v) = min{a;[(u — ui)? + (v —v;)*]},

con j = s,p,e,cC.

Supongamos que el Lagrangiano es
L =3 (di|Vul]* + ds|Vv]?) 4+ F(u,v)
El funcional ®[u, v] esta dado entonces por
(44) Olu,v] = /Q (3 (di|Vul]* + do|VV[*) + F(u,v)) dady.

Para calcular las ecuaciones de Euler Lagrange usamos el resultado
(12) obtenido en la secciéon anterior. Recordando que { = Vuy n = Vo

tenemos que

0 oL 0 oL
(LEi)xi - 8:(:1 (au%> y (Lm)xz - 8_1’1 (avxl) :
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Notese que

L= % (Ch(uil +.. uin) + dg(uil + .l )) + F(u,v)

Tn

por lo que % = dyu,, y anilogamente % = dyv,, asi
d%u 0*v
L)y, = di— Ly)e, = do—.
( 51)1‘1 18.1'12 y ( m):r:l 283712

Por otro lado se observa que L, = F, y L, = F,. Asi usando (12)

obtenemos

0 =-— Z:'L:l([’&)xz‘ + Ly
= _Z:L:ldl%—i_Fu
=~ Y, 5+ R

= —dlAu — f

y andlogamente

0 =- Z?:l(Lm)mi + Ly

= —dyAv—g

Tenemos entonces que las ecuaciones de Euler Lagrange para (44)

son

diAu+ f(u,v) = 0
doAv + g(u,v) = 0,

(45)

justamente las ecuaciones estacionarias de nuestro problema.
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En las conclusiones mostramos como se pueden utilizar herramien-
tas variacionales, en particular el Teorema del Paso de Montana, para
encontrar soluciones al sistema (42). Mas precisamente, se propone lle-
var a cabo un procedimiento minimax sobre una clase de funciones
consistente de curvas con un extremo en la cuenca de sépalos y el otro
en la cuenca de carpelos para probar asi, que las soluciones no triviales
de energia minima tienen un arreglo bien definido en circulos concén-

tricos y en el orden adecuado.

2. Puntos de tangencia

En esta seccion calcularemos los puntos de tangencia de las curvas
de nivel de cada pareja de cuencas del potencial, estos puntos corres-
ponderan justamente al paso de montana entre cada pareja de cuencas.

Consideremos nuevamente el potencial con cuatro cuencas definido
en (19). Este potencial gobierna la dindmica del sistema (42), y lo
escribimos como

F(u,v) = rnkl’n{hk(u, v)}

donde hy(u,v) = ap[(u —up)? + (v —vp)?] y k € {s,p, e, c}.
Calcularemos los puntos de los pasos de montana para cada pareja
de cuencas. Estos ocurriran la primera vez que se intersecten las curvas

de nivel de cada pareja, para esto buscamos los valores de z tales que
hi(u,v) = z;; = hj(u,v), 1,7 =1,2,3,4, i # j.

Ademas, tenemos que cada pareja de cuencas i,j se intersectara

por primera vez en el punto (z;,v;;) donde sus curvas de nivel sean
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tangentes, es decir, cuando sus gradientes en el punto de interseccion z;;
sean linealmente dependientes. El punto (z;;,;;) lo podemos obtener
cuando el determinante de la matriz formada por los gradientes sea

Cero:

det(Vhi(z,y); Vh;(z,y)) = 0

Obtenemos asi, que el sistema de ecuaciones a resolver, para cada

pareja de cuencas i, con i # j, es

(46) hi(u,v) = Zija hj(u,v) = Zij7
— ) (v =) =0

(u = wi)(v = ;) = (u

a partir del cual obtenemos los puntos z; j, u; ; ¥ v; ;-

Los resultados numéricos para los puntos z; ; son los siguientes:

z Sépalos | Pétalos | Estambres | Carpelos
Sépalos 0.70962 | 0.84120 0.78025
Pétalos 0.70962 0.26881 | 0.30098
Estambres | 0.84120 | 0.26881 0.01473
Carpelos | 0.78025 | 0.30098 | 0.01473

En la grafica (1) se observa la curva de nivel para z = 0.7096 (las
letras S, P, E, C indican a qué o6rgano pertenece cada cuencas (sépa-
los, pétalos, estambres y carpelos respectivamente)). El primer punto
de tangencia de la cuenca de sépalos, es con pétalos. En la grafica (2)

z = 0.2688, se encuentra el primer punto de tangencia de la cuenca de
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pétalos (con estambres) y por ultimo en la grafica (3), z = 0.0147 y se
encuentra el primer punto de tangencia de la cuenca de estambres (con

carpelos).

z=0.7096 s

FIGURA 1. Paso de montana (sépalos/pétalos)

z=0.2688 [s

FIGURA 2. Paso de montana (pétalos/estambres)

Como podemos observar, si iniciamos en la cuenca de sépalos, la
primera interseccion de su frontera serd con la de pétalos. A partir
de pétalos el menor valor de z se da con la cuenca de estambres y
finalmente con carpelos. Esto nos da informacion sobre el orden en el
que una solucion de menor energia visitara las cuencas, el cual coincide

con el observado en la naturaleza.
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z=0.0147

T T T T T T T T T T
-27 -26 -25 -24 -23 -2 -21 -20 -19 -18

m

FIGURA 3. Paso de montana (estambres/carpelos)






Capitulo 4

Desarrollo numérico

En este diseniamos e implementamos un Algoritmo Genético, que
utilizando la estructura variacional del sistema con el que estamos tra-
bajando, como se mostré en el capitulo anterior, trata el problema
como uno de optimizaciéon y encuentra los minimos del funcional que

corresponderan justamente a las soluciones buscadas.

1. Algoritmo genético

Mediante el algoritmo genético (AG) que desarrollamos en esta sec-
cion encontraremos explicitamente la pareja de soluciones u(r), v(r) a

las ecuaciones expresadas en coordenadas polares (57), (58):

dy [u(r)” + Lu(r)] + f(u) =0

dy [o(r)" + Lo(rY] + g(v) = 0,
es decir, aquellas soluciones que minimicen el funcional

(47) Olu, v] :/QL(u,v)dxdy,

con

L =1 (di|Vu]* + ds|Vv]?) + F(u,v),
79
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donde v, v" son derivadas con respecto a r de u y v, respectivamente

y (f,9) =—=VF(u,v)y

(48) F(u,v) = min{a;[(u — u)* + (v — v;)°]},

J

con ] =$,p;¢C
Suponiendo que para un (u,v) dado k € {s,p,e,c} es tal que
F(u,v) = ag[(u — ug)? + (v — v3)?] el gradiente de F, (f,g) = —VF,

queda como

f=fw)==2a(u—u), g=g)=—2ar(v—ur).

Trabajaremos en el dominio 2 C R"

Q={z:0<|z| <R}

iniciando en algin punto dentro de la cuenca de sépalos:

{ (u,v)(r) = (u;, vy), r=R
donde (u;,v;) es un punto cualquiera dentro de la cuenca de sépalos
que puede ser el centro mismo. Este punto es elegido aleatoriamente,
pidiendo tnicamente que esté dentro de la cuenca de sépalos y cerca
del centro. Recordemos también que las funciones u, v son radialmente
simétricas. Esto implica que

Gu_av

o0 ~ a0 "
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Es decir:
B 0u@ Gu@ B ou ou

0=%:90 Tay00 = Yar Cay

De donde obtenemos la ecuacion diferencial parcial:

Ju  Ou
Resolviendo esta ecuacion diferencial parcial mediante el método de
caracteristicas, sabemos que sus ecuaciones caracteristicas son:

dx @_

%:y’ do

—X

es decir

d
—mz—géydy+xdx:0:>x2+y2:c
dy x

donde ¢ es una constante arbitraria. Asi, las curvas caracteristicas son

circulos con centro en el origen, lo cual implica que

d
£20:>u:f<:

k constante. Por lo tanto, u(z,y) = u(—z, —y) lo que implica que u es

una funcién par de x y también de y. Dado que u es constante en los

circulos 2% + 4% = ¢,
u =& +y*) =0,

donde £ € C!(R) es arbitraria y toda solucion tendra esta forma. Analo-

gamente v = (2% + y?) = n(r?), donde n € C*(R) arbitraria.
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Proponemos buscar soluciones polinomiales que minimicen el fun-
cional (47). Dado que las soluciones tienen que ser funciéon de 72, bus-

caremos soluciones de la forma:

4
_ § : 2i
U = Ug + T
i=1

4
_ 2i
v =g+ E Bir
i=1

2
ou Ou

Calcularemos |Vul? = |32, Ay

au _ 1(..2\ __ 1(..2

p 2x&'(r°) = 2r cos 0¢'(r)
y

—8u = 2y€'(r?) = 2rsin O¢' (r?)

5y = 20 =

De donde

Vul? = 472 [({'(r2))200826’—|—(f'(r2))25m20}1/2
— e

= 4 (20417" + dord 4+ 6asr® + 80447"7)2

Analogamente

Vol = 4r?(n/ (r?))? = 4r® (2B1r + 4621 + 6837° + 8547‘7)2
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De esta manera, obtenemos que

L= 2r?[d(2a17 + 4aor® + 6asr® + Sayr™)?+

do (2817 + 48213 + 6637° + 88477)] + F(u, v)

Asi, buscaremos soluciones polinomiales de la forma:
4
u(r) = ag + E ar?
i=1

4
o(r) = Bo + Z Bir®

que minimicen el funcional (47). El algoritmo entonces, determinara
a;, B, 1 =0,...,4 de las ecuaciones anteriores.

Utilizando la condicion inicial (u,v)(R) = (us,v;), (donde (u;,v;)
es un punto en la cuenca de sépalos elegida aleatoriamente en cada

corrida), tenemos que

4
U(R) = Qg + Z OéiRQi = U;
=1

de donde
4
_ } : 2i
Qg = U; — OéiR
i=1
anilogamente
4
oy ‘R2i
/80 - U’L /82
i=1
asi

4

u(r) = u; + Z ai(r* — R*)

=1
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4
v(r) =vi+ Y Bi(r* — R¥).
=1

Los pasos que sigue el algoritmo son los siguientes:

i)

i)

iii)

iv)

vi)

Se inicializa una poblacién de N individuos, cada uno de los
cuales es un conjunto de coeficientes o, B;, 1 = 1,...,4.

Se evalta cada uno de los N individuos utilizando el funcional
y asignandoles con éste una medida de desempeno (adecuacion
o0 fitness en inglés) que servird para la seleccion.

Se eligen, utilizando el método de la ruleta y la probabilidad de
cruza, parejas de individuos que seran combinados, para formar
nuevos individuos que se vuelven a evaluar.

Se eligen, utilizando el método de la ruleta y la probabilidad
de mutacion, individuos que serdn mutados para formar nuevos
individuos que nuevamente se evaltian.

Si el mejor individuo tiene un desempeno satisfactorio, es decir,
al ser evaluado en el funcional se acerca lo suficiente al minimo,
se detiene el programa y se reportan resultados. Si no, se vuelve
a iterar hasta encontrarlo o llegar al maximo nimero de gene-
raciones permitidas. El nimero de individuos por generacién se

mantendri constante.

Los operadores especificos para nuestro problema se disenan de la

siguiente forma:

Inicializacion

Como primer paso se inicializa una poblacion de N individuos. Cada
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individuo esta formado por los coeficientes «;, 5;, @ = 1,...,4 y definira
una pareja de funciones suaves u, v en ). Los coeficientes ag, 5y = 0
de las funciones u, v quedan determinados por la condicién inicial.

Una vez encontrados estos puntos, quedan definidas las funciones
u,v vy podemos evaluarlas en el funcional.
Cada individuo del algoritmo genético queda entonces codificado

como

S:{(0517...7054;ﬁ17-~'764)}7

Estos datos seran generados de forma aleatoria dentro de un rango

determinado experimentalmente con base en las ejecuciones.

Evaluacién y Seleccién
Una vez que se tiene la primera poblaciéon de N individuos se procedera

a su evaluacién, que consistird en calcular el funcional
(49) Olu,v] = / L(Vu,u, Vv, v,r)dr,
Q

con cada pareja de funciones (u,v) de cada individuo. A partir de es-
to, les asignaremos una medida de desempeno que serd mas alta para
aquellos individuos (u, v) cuyo valor ®[u, v] sea menor. Asi el mejor in-
dividuo, con medida de desempeno maés alta, serd aquél que minimice
el funcional. El algoritmo terminara una vez que el mejor individuo sea
encontrado (o cuando se excedan el ntimero de generaciones permiti-
das).

Para la seleccion se utiliza el método de la ruleta, con el cual, se eli-

gen los individuos que sobreviviran para formar la siguiente generacion.
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La probabilidad de cada individuo de ser elegido es proporcional a su
valor de desempeno. Cada individuo podra ser elegido mas de una vez o
ninguna. El nimero de individuos en cada generacién se mantiene cons-
tante. Utilizaremos elitismo de manera que los £ mejores individuos
siempre pasen a la siguiente generaciéon sin modificarse, garantizando
asi, que el mejor individuo en cada generacién sea al menos igual de

apto que el mejor de la generacién anterior.

Cruza y Mutacién

Para llevar a cabo la cruza se eligen dos individuos (punto anterior),
S1y S5. Se elige un punto de cruza pe, es decir uno de 8 coeficientes
a;, Byt =1...,4. A partir del pc se combinaran ambos individuos de
forma tal que el primer hijo esté compuesto por la primera parte de S
(hasta pc) y la segunda de Sy y el segundo hijo por la primera parte de

Sy y la segunda de S, como se muestra en la figura (1).

Padres Hijos
[Fapea | [ %] ces ¥ fafxe] x| .. pa|
vafya| |y | T vipe| |y P

T Punto de cruza

FiguraA 1. Cruza

Para la mutacion se elige un individuo (selecciéon) y un punto de mu-
tacion pm aleatoriamente, que serd uno de los ocho coeficientes «y, 5;.
La entrada pm sera sustituida por un valor proporcional al que tenia,
es decir serd el producto del valor original con un factor de mutacion

fm elegido aleatoriamente, dentro de un cierto rango (figura (2)).
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Individuo original Nuevo individuo

|'x1|'x2 I Ixfl . Ixnl lelxz | Ifmxj'l s 8 8 IxTJ

TComponente amutar

fm es el factor de mutacién

FicurA 2. Mutaciéon

Cada individuo tiene una cierta probabilidad de ser elegido para
cruza y otra para mutacion. Estas probabilidades se ajustan experi-
mentalmente. El algoritmo suele funcionar bien con una probabilidad

de cruza del 80 % y una de mutacion del 20 %.

Criterio de paro

Una vez encontrado un individuo con un desempeno satisfactorio el
programa se detiene. Si después de un cierto niimero méaximo de gene-
raciones permitidas, no se ha encontrado un individuo con el desem-
penio deseado, el programa también se detendrd y se deberan ajustar
parametros.

El codigo del algoritmo genético se incluye en el apéndice(B).

2. Resultados

Después de ejecutar el algoritmo genético, encuentra la solucién
Optima en 119 iteraciones (generaciones) y obtenemos los siguientes

resultados:
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Los coeficientes de las funciones polinomiales u y v,

—ul—l—Z&Z R2Z

=v; + Z Bi(r* — R*),
soluciones de (57), (58), encontradas por el algoritmo son los siguientes:

ar = —56096, as = 4.9254, a3 = 09185, a4 = 0.3502
B = 29635, By = —0.4699, B3 = —0.2144, B, = —0.4133

El valor del funcional evaluado en las funciones u, v encontradas es
de: & = 13.1317.
En la siguiente tabla se observa la porcion de radio (normalizado)

en el cual la solucidn visita a cada cuenta:

Cuenca r

Sépalos [1,0.93)
Pétalos [0.93,0.73)
Estambres | [0.73,0.45)
Carpelos | [0.45,0]

Y los parametros que se utilizaron fueron los siguientes:
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Nimero de individuos: 30
Nimero maximo de generaciones: | 200
Probabilidad de cruza: 80 %
Probabilidad de mutacion: 20 %
Elitismo: 2
Dominio: r e [0,1]
Salto en r: Ar =0.01

La grafica de la solucion u(r) y v(r) se muestra en (3) y (4) respecti-

vamente.

u(lr]

-15

25T

35T

0 0.1 02 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 09 1

radio

FiGUurA 3. Grafica de la funcién u con respecto a r.

Y en la grafica (5) encontramos la solucion (u,v)(r) en el plano
u — v, donde se observa c6mo se visita a cada una de las cuencas en el

orden esperado.
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v(r)

15

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
radio

FIGURA 4. Grafica de la funcion v con respecto a r.

u(r) vs V(r)
15 T T
1t
05}
=
of
(ufr)viry)
< sepalos
O pétalos
05 estambres | 1
' carpelos
-1 L
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5

FIGURA 5. Grafica de la solucion (u,v)(r) en el plano u — v.

Como podemos observar, las cuencas se visitan en el orden esperado.
En la figura (6) se muestra la porcion del dominio circular en la que la

solucién visita cada una de las cuencas:
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Solucion en la cuenca de :
sépalos M pétalos estambres carpelos

FIGURA 6. Porcién del dominio en la que la solucién
visita cada una de las cuencas.

La evolucion de valor del desempeno del mejor individuo y el valor
promedio de toda la poblacion, a través de las generaciones se muestra

en la siguientes graficas (7) y (8):

Evolucion del desempeiio del mejor individuo
1 T T T T

Desempefio
[=]
[%)]
T

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Generacion

F1GURA 7. Evolucion del desempeno del mejor individuo
de cada generacion.
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Evolucion del desempefio promedio por generacion
1 T T T T T T

Desempefio
=
(%]
T

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Generacion

F1GURA 8. Evolucion del desempeno promedio de la po-
blacion en cada generacion.



Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Este trabajo tiene un doble objetivo, por un lado, el de estudiar
problemas variacionales de tipo minimax, utilizando en paralelo técni-
cas analiticas y numéricas, verificando asi ambas y obteniendo métodos
confiables. Por otro lado, atacamos un problema de la biologia que he-
mos estado trabajando con anterioridad a este proyecto, que consiste en
un modelo de la red regulatoria genética de la flor Arabidopsis thalia-
na. Las técnicas analiticas y numéricas desarrolladas se ponen a prueba
utilizando este problema biologico, que ademas de ser adecuado, es de
gran interés en si mismo y tiene la cualidad de estar basado en datos
experimentales detallados.

El sistema numérico que implementamos, con el que estimamos el
minimo en el problema de optimizacién no estandar, result6 sumamente
adecuado. Encontramos que existen en la literatura muy pocas imple-
mentaciones numeéricas capaces de atacar problemas de tipo minimax
y en particular del Teorema de Paso de Montana. Las soluciones que
se obtienen por el Teorema de Paso de Montana son inestables, lo cual,
hace que este resultado sea dificil de implementar mediante métodos
tradicionales (descenso méas rapido y gradientes conjugados [39], [49]).

Los algoritmos genéticos han demostrado ser capaces de funcionar

bien, incluso con este tipo de complicaciones, como observamos en este

93
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trabajo. Los métodos minimax implican llevar a cabo una bisqueda
del 6ptimo sobre una clase de objetos infinito dimensionales (curvas,
superficies, etc.). Los métodos tradicionales descomponen el problema
y no se implementa el método minimax de forma literal, sin embar-
go, utilizando algoritmos genéticos, es posible explorar el espacio de
busqueda aprovechando la estructura minimax. Asi, estos algoritmos
resultan sumamente eficientes y ofrecen una perspectiva interesante
para problemas similares.

Buscaremos en un futuro aplicar nuestro enfoque numérico a otros
problemas de optimizacion no estandar. En particular hemos empezado
a analizar la posibilidad de utilizarlo en un problema de Coreografias en
el problema de n-cuerpos. Una coreografia es una solucion periddica del
problema Hamiltoniano de n-cuerpos, donde todos ellos se encuentran
en una misma curva y se siguen a intervalos iguales.

En cuanto al problema biologico, comprobamos que hemos cons-
truido un modelo confiable de la Red de Regulacion Genética de la
planta Arabidopsis thaliana, el cual nos sugiere que los patrones espa-
ciales emergen como resultado de interacciones entre los genes de dicha
red y la accién de un campo difusivo. Continuaremos trabajando con
el modelo y con el equipo de bidlogos para tener méas datos experimen-
tales, buscando de esta manera dar una posible explicacién de por qué
en las 250,000 plantas de la division de angiosperms, la organizacién en
verticilos se mantiene constante (sépalos, pétalos, estambres y carpe-

los) y en la Lacandonia schismdtica, 1a Gnica excepcion conocida a esta
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arquitectura estandar dentro de las angiosperms, los estambres y car-
pelos estan intercambiados. Esto a su vez, generaria nuevos escenarios
experimentales.

Por 1ltimo como continuacion natural de este proyecto, buscamos
demostrar, utilizando la estructura variacional de nuestro modelo y me-
diante técnicas Minimax (en particular el Teorema del Paso de Monta-
nia) que la solucion de minima energia del funcional con el que trabaja-
mos, es justamente aquélla que recorre las cuatro cuencas en el orden
correcto pasando entre cada pareja, por el paso de montana correspon-
diente. Se presenta a continuacién un boceto de la demostracion:

El sistema de ecuaciones de reaccion-difusion (42) se puede reescri-

bir en términos del funcional ® definido en (44) como

Uy
= —D®(u,v).
Ut
Definimos W (ug, vg) = V(t, ug, v9) como el flujo en el tiempo ¢ cuya
condicion inicial es (ug,vg), generado por menos el gradiente del flujo
del funcional ®[u,v], esto es, la solucion de (42) junto con la condicion
inicial (u,v)(ro) = (ug, vo).

Dado el potencial

(50) F(u,0) = minfa{(u = 0)* + (0 - 0"},

con j = s,p,ec, se tiene que F(u,v) > 0 para toda (u,v) € R* y

F(u,v) = 0 para (u,v) = pg, pp, PE, Pc- Sea 1 = 1y tal que u(rg) = uy
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y v(rg) = vk, con k = {s, p, e, c}. Puesto que los puntos py son minimos,

la derivada de las funciones u y v en esos puntos sera cero, por lo cual
&(u,v)(rr) =0

para k = {s,p, e, c}. Tenemos entonces que los minimos en el potencial
F' son los centros de las cuencas: p y estos puntos corresponden a los
minimos del potencial ®, es decir corresponden a puntos de equilibrio
del sistema (42). Ademaés, supondremos que F' es tal que F(u,v) >
Cl(u,v)|? si |(u,v)| > Ry y que menos el flujo gradiente de F apunta
hacia el interior de la bola Bpg,(0) siempre que Ry sea suficientemente
pequeno. Dado que el funcional ®(u, v) satisface la condiciéon de Palais-
Smale y se cumplen las condiciones del Teorema de Paso de Montana
(5), podemos obtener tres puntos criticos adicionales, cada uno entre
parejas de puntos de equilibrio: wsp, Upe, Ue. (sépalos y pétalos; pétalos y
estambres y estambres y carpelos respectivamente). Estos tres puntos
seran diferentes y suponemos que son no degenerados. Proponemos
entonces que se puede demostrar la existencia de dos orbitas del flujo
gradiente negativo, que conectan los puntos criticos us, con us y u,
respectivamente, y lo mismo para uy. y u... Estas afirmaciones pueden
demostrarse de forma rigurosa utilizando el indice de Conley.
Después, como consecuencia del lema que se enuncia a continuaciéon
(7), se puede mostrar que existen tres regiones rectangulares invariantes
que contienen los centros de dos cuencas en sus extremos y el paso de

montana correspondiente en el centro de la region.



5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 97
LEMA 7. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales par-

ciales:

)
8—7;’ = ¢Dwyy + Mw, + h(w, 1), (z.t) € Q x R.,

Junto con las condiciones iniciales: w(x,0) = wo(x), = € Q. Donde
e > 0, Q es un intervalo abierto en R, D = D(w,x) y M = M(w,x)
son funciones matriciales definidas en un subconjunto abierto W x X C
R"x Q, D >0, w= (wy,wy,...,w,), y h : W xR, — R" es una
funcion suave. Sean D y M matrices diagonales. Entonces cualquier

region de la forma

ZZﬁ{&iaz‘SaiSbi}
i=1

es invariante bajo la ecuacion diferencial anterior para todo € > 0

stempre que h apunte estrictamente hacia > en 0%.

Podemos demostrar que cada una de las regiones rectangulares R;;
son regiones invariantes para ¥, en X y por lo tanto se puede aplicar el

Teorema de Paso de Montana a cada una, utilizando el siguiente lema:

LEMA 8. Cualquier region convexa X en la que —V F apunte hacia

Y en 0% es invariante para la ecuacion diferencial (42).

Uniendo estas tres regiones invariantes rectangulares I?;;, obtendre-
mos a su vez una region invariante en el espacio de funciones, como se

muestra de forma esquematica en (1).
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.. Centro de la cuenca
O Paso de Montafia
D Regidn Invariante

F1GURA 1. Esquema de la unién de regiones invariantes
que contienen los centros de cada una de las cuencas y
los pasos de montana.

En el caso no degenerado, el indice de Morse del paso de montana
es 1. Esto nos da también la dimension de la variedad inestable. Supo-
nemos sin pérdida de generalidad que u, es el paso de montana con

energia méaxima, es decir

q)(uszv) > ¢(upe) > O(uee).

Puesto que la variedad inestable tiene dimension uno y por construc-

cion @ decrece a lo largo de las orbitas que unen a ug, con us y up,
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estas curvas determinarén la direccion inestable, lo cudl significa que
en cualquier otra direccion ® crecera.

Esto permite generalizar del Teorema de Paso de Montana como
sigue: Tomando todas las curvas que unen el centro de la cuenca de
sépalos (S) con la de carpelos (C) y que permanecen en la region inva-
riante. Procediendo por contradicciéon es posible demostrar que la curva
de menor energia es justamente la que pasa por los pasos de montana.

La variedad de problemas que se pueden resolver utilizando métodos
minimax es enorme, en los tltimos 40 anos se han adoptado estas téc-
nicas ampliamente, en particular para resolver ecuaciones diferenciales
elipticas y sistemas hamiltonianos (encontrando soluciones periddicas,
coreografias, soluciones homoclinicas y heteroclinicas, etc.). Utilizar Al-
goritmos genéticos para problemas minimax permite resolver este tipo
de problemas de forma natural. Como trabajo futuro quisiéramos ex-

tender nuestro enfoque a otros problemas del tipo.






Apéndice A

Solucion al sistema de ecuaciones

Consideremos el sistema de ecuaciones de reaccion-difusion
ou
b= diAu+ f(u,v)

D = dyAv+ g(u,v)

(51)

donde (f,g) = —VF,
(52) F(u,v) = min{a;[(u = u;)* + (v = v;)°]}

con j = s,p,e,cy di,ds son las constantes de difusion.

Encontraremos las soluciones estacionarias de (51), esto es

diAu+ f(u,v) = 0
doAv + g(u,v) = 0

(53)

Consideremos el dominio €2
(54) Q={z:r. <|z| <R}

Es més natural trabajar con coordenadas polares (r,6), donde r? =

1?2 +y* y 0 = arctan(y/x). Notemos que

Ty = T _ rcosf __ cos b

101
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y
h. = oy 1 .~y __ —senf
2= T \TeE) T FE T e
anilogamente
= — cosd
ry=senf, y 0,=°<
entonces
Uy = Upry + ugly = (cosO)u, — @u@
y
= — cosf
Uy = U, Ty + ugly = (sen O)u, + =“ug

por lo tanto

%:(COSQ)%— . % y %Z(Senﬁ)%—}-w%

obtenemos entonces que

2 2
Upy = COS2 gurr 4 sirgl Ugg — 2senfcos9u7ﬂ9 4 2senT02(:os€u9 + 5?21 U,
y analogamente
_ 2 cos? 2senf cos 2senfcosf cos?
Uyy = sen” Ou,, + 5-ugp + =2,y — SEFEEZug + 5w,

Sumando estas ultimas dos ecuaciones obtenemos
_ 1 1
AU = Upp + Uy + Z3Ugo,
de la misma manera obtenemos

1 1
Av = vy + U + S Ugg.
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Nuestro sistema (53) queda como

d U'rr"'lur—i_izu + J(u,v =0
55) 1 ( - ugg) + f(u,v)
dg (UN‘ + %’Ur + 7%2”60) + g(u, U) =0

Recordemos que el potencial F' esta definido como
(56) F(u,v) = min{a;[(u —u;)* + (v —v;)*]}
J

con j = s,p, e, c. Sisuponemos que para un (u,v) dado k € {S, P, E,C}
es tal que F(u,v) = ap[(u—ug)?*+ (v —vy)?] el gradiente de F, (f,g) =

—VF', queda como
f=2a(u—u), g=—2ar(v—ug)

Notese que f solo depende de u y ¢ solo depende de v por lo que las
dos ecuaciones en (55) estan desacopladas y podemos entonces resolver
cada una de forma independiente.

Para continuar, requerimos del siguiente teorema de simetria radial

debido a Gidas, Ni y Niremberg.

TEOREMA 9. Sea U = B%0,1) la bola abierta unitaria en R™.

Consideremos el problema de valores en la frontera

—Vu = f(u), enU
u=>0 sobre OU,

conu >0 en U, donde f: R — R es Lipschitz continua. Supongamos

u € C*(U) es la solucién. Entonces u tiene simetria radial, es decir
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con r = |z|, para alguna funcion estrictamente decreciente v : [0, 1] —

[0, 0.

La demostracion de este Teorema se puede encontrar en (|20], pag.
518-522).

Notese que las variables u y v dependen de z,y y t y que dado que
f v g son lineales, las ecuaciones (55) son lineales. Para que nuestras
soluciones cumplan con las hip6tesis del teorema, empezamos por hacer

una traslaciéon de la forma

u(x,y,t) +a, v(r,y,t)+0

donde u es una constante tal que ug+u, up+u,up+u,uc+u > 0. Por
el principio del maximo para ecuaciones lineales (|20], pag. 375-377)
sabemos que si u(x,y,0) > 0y u > 0 en la frontera del dominio (en

este caso el octante positivo) entonces
u(z,y,t) >0

y andlogamente

v(x,y,t) > 0.

En el caso general (i.e. sin considerar que las ecuaciones son li-
neales), podemos utilizar el principio del maximo para desigualdades
donde u; — diAu > f(u) > 0 (y lo mismo para la segunda ecuacion
diferencial).

Habiendo hecho esto, podemos utilizar el resultado anterior para

concluir que son radialmente simétricas, es decir, ug = 0, vy = 0 y
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por tanto las funciones u y v dependeran solo de r. Las ecuaciones
diferenciales parciales (55) se simplifican y se reducen a las ecuaciones

diferenciales ordinarias siguientes:

(57) di [u" + '] + f(u) =0

(58) dy [v" + 10| + g(v) =0

donde u’,v" son derivadas con respecto a r de u y v, respectivamente.

0.1. Problema de valores en la frontera. Resolveremos am-
bas ecuaciones (57) y (58) en el dominio anular © (definido en (54))
centrado en el origen. Resulta natural iniciar en un punto (ug,vg) que
se encuentre dentro de la cuenca de sépalos. Por otra parte, para poder
trabajar con condiciones de frontera homogéneas, hacemos una trasla-
cion del domino de —r, en el eje r. El nuevo dominio Q queda definido
€omo

Q={2:0<|z—7r| <R—7.}.

Pediremos ahora que la derivada de la soluciéon en r = 0 sea cero.

Asi tendremos las condiciones de frontera de Neumann siguientes:

(u,)(R) = (uo,v0) vy (u,v)'(0) = (0,0).

Resolveremos el problema de valores en la frontera desde r = R—r,
hasta r = 0. El calculo de la solucion de las ecuaciones cuando el punto
(u,v) se encuentre en cualquiera de las otras tres cuencas, se detallara

en la siguiente seccion.
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Los problemas de valores en la frontera a resolver, quedan como

sigue:

(59) di [+ '] + f(u) =0
u(R) = up; v'(0)=0

y

(60) dy [v" + 20| + g(v) =0

v(R) = wp; v (0) =0

donde f = —2as(u —ug) y g = —2as(v — vg).
Sustituyendo f y g en las ecuaciones diferenciales anteriores, quedan

" [u”(r) + %u’(r)] — 9ag(u — us) = 0.
0, {U”(T) + %v’(r)} ~ 9ag(v — vg) = 0.

Hacemos el cambio de variables « = u — ug y ©v = v — v, para

trabajar con condiciones de frontera homogéneas, obteniendo

(61) dy [@"(r) + L/ (r)] — 2as(@ + up — us) =0
a(R) = 0; @(0) =0

y

(62) d [0"(r) + 30 (r)] = 2a5(0 +vo — vs) =0

5(R) =0; #(0) =0
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Puesto que ambas ecuaciones son idénticas (excepto por los valores

de los parametros), basta presentar los detalles de una de ellas, elegi-
mos la primera. Empezamos por multiplicar cada término por r/d; y
la reescribimos en forma de Sturm-Liouville. Ademés, renombramos @

como u para mantener la notacién sencilla, asi obtenemos
(63) [ru']" + crru = eor

donde ¢; = —2ag/dy y co = ¢1(ug — up).
Sea h(r) = cor. Definimos el operador diferencial £ de la siguiente

forma:

por lo que (63) queda como

(64) Lu = h(r),

donde h(r) < cor. Consideraremos el problema de valores propios

(65) Lo(r) = =Ag(r)o(r),

sujeto a las condiciones de frontera

donde A es el valor propio asociado a la funcién propia ¢ y o es una
funcion de peso por ajustar. Supongamos que la solucion u(r) de (64),

puede escribirse como una expansion en funciones propias del problema
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(65), es decir

(66) U(T) = Z bngbn(T)

donde los b, son los coeficientes de expansion y se determinan a conti-
nuacion.
Sustituyendo la suma (66) en la ecuacion diferencial (64), obtene-

mos

h(r) = Lu =

men ] == b Ao (r)on(r)

Para encontrar los coeficientes de expansion b, multiplicamos la

tltima ecuacion por ¢, e integramos de 0 a R = R — r., obteniendo

/0 h(r)pm (r)dr = = " buAn /0 G ()P (r)o(r)dr

Debido a la ortogonalidad de las funciones propias ¢, obtenemos

/oéh(”‘bm(”d?" = b | .ot

resolviendo para b,, nos queda que

JEn <>¢m<>
o S 62 (n)o(r)dr

Nos interesa entonces encontrar la forma explicita de las funciones

(67) b =

propias y valores propios del problema (65).

0.2. Problema de Sturm-Liouville. Buscamos las soluciones

del problema de valores propios

Lo = —Aopo.
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Reorganizando términos, obtenemos

Lp(p,r) = —Aop &
L rdo] +ere = —A0¢ &
r¢" + ¢ + (c1r + Ao)o - 0 <

r2¢" +r¢ + (e1r® + Aor)p = 0

Sea &2 = )\ (sabemos que los valores propios A son todos reales y
simples). Para simplificar la ecuacion, hacemos ¢; = 1 lo cual implica
que d = —2ag, (recordemos que d es una constante de difusion que
queremos ajustar para que nuestro modelo funcione correctamente) y

que ¢ = (ug — ug). Haciendo o = —1/r, la tltima ecuacion se reduce a
r2¢/’+r¢’—|—(r2—$2)¢20,

la ecuacion de Bessel.
0.2.1. FEcuacion de Bessel. Resolveremos ahora la ecuacion de Bes-

sel. Definimos el operador diferencial £z como

d? d
2 2 2
(68) Lpi=r’as+ro+ (r* = &),

Supondremos que & > 0. Podemos observar que r = 0 es un punto
singular. Sea p(r) = 1/r, ¢(r) = 1—(£/r)?, entonces podemos reescribir

la ecuacion Lo = 0 como

¢" 4+ p(r)¢’ + q(r)p = 0.

Observamos que rp(r) = 1y 72q(r) = r* — &2 son ambas funciones

analiticas por lo que » = 0 es un punto regular singular.
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Buscamos entonces una solucién a la ecuacion de Bessel en series

de Frobenius, suponiendo que la solucién es de la forma

(69) ¢=J(r)=rt Z a,r" = Z a,r"
n=0 n=0

donde 4 es un valor por determinar y ag # 0. La primera y la segunda

derivada de (69) son

J'(r) =Y (n+ pagr
n=0
y [o.¢]
J'(r) =Y (n+ )+ i — Dayr™ 2,
n=0

respectivamente. Sustituyendo J(r) y sus derivadas en (68), obtenemos

LpJ(r) = Y, lorm(n+p)(n+p—1)+ (n+p) — )ap+
D @7
= Yoo+ p)(ntp— 1)+ (n+ p) = E)an+
D e An2]
= [u(p—1) +p—&ao+ [(1+ ppr + (L + p)r — Erla
+ L™ ()t p = 1) + (04 p) = E)an + aps]

Puesto que LgJ(r) = 0, notamos que cada uno de los tres términos
en la ultima ecuaciéon debe de ser igual a cero. Del primero obtenemos

lo siguiente:
[ = 1) + = E%ag = 0

puesto que ag # 0 entonces necesariamente

plp =1 +p—E=p*—&=0
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ésta ultima es la ecuacion indicial, e implica que los exponentes de la

singularidad son p = ££. Del segundo término tenemos que
(A4 pp+1+p—Eay = [(p+1)° = ar = 0

lo cual implica que a; = 0 (pues supusimos que & > 0). Del dltimo

término, obtenemos la férmula recursiva

S an((n+p)(n+p—1) 4+ (n+ p) — €2) + a, 9] =0 =

n=

an((n+p)n+p—1)+n+p) —&)+ap2=0=
—Qp—2
y = —————
(n+p)? = €2
para p = &, la ecuacion anterior queda como
—Qp—2 —Qp—2

an: =

(n+&)?—¢&  n*+2n

Ya que a; = 0, todos los coeficientes con indice impar seran iguales
a cero. Los de indice par, se pueden obtener a partir de la siguiente

formula recursivas

Qo — —U2n—2
"7 9n(2n + 2€)
que en términos de ay queda como:
(=1)"ao

(70) G T Pl E T D)(E+2)(E13)..- (E+n)

multiplicando el numerador y denominador en la ecuaciéon anterior por

la funcién gama I'(§ 4+ 1), obtenemos en el denominador

TE+DE+DE+2)(E+3) ... (E+n)=T(E+n+1)
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ademéas para simplificar los calculos mas adelante, multiplicamos el

numerador y denominador por 2. Asi la ecuacién (70) queda como

_ (=D"T(E + 1)2%ag
- 2T (E+n+ 1)

Q2n,

Ya que la constante ag es arbitraria, le asignamos el valor

1

T 2Tt )

la formula para los coeficientes queda entonces como

_y
220+ pll(E+n+ 1)

Q2p,

Una primera soluciéon puede escribirse entonces como

] (_1)n r\ §+2n
(71) Je(r) = go nD(E+n+1) <§>

ésta es la funcidén de Bessel de primera especie, de orden £. Ya que la
ecuacion de Bessel no tiene puntos singulares (finitos), excepto por el
origen, la serie converge para todos los valores de r siempre que £ > 0.

Para la segunda solucién, tenemos dos casos: Si £ no es entero la

segunda solucién estara dada por J_¢, para esto repetimos el procedi-

miento anterior para y = —& y obtenemos

S (2Dt e
72 T_e(r) = (5)
(72) e(r) nz%nlf‘(—ﬁ—l—n—l—l) 2

en este caso, lo solucion general de la ecuacion (68) quedard como

(73) O(r) = ki Je(r) + ko d _¢(7)
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donde kq y k9 son constantes por determinar.

Si € es entero, entonces el denominador en la soluciéon, J_¢ no es-
tard definido cuando —¢ +n + 1 < 0, es decir cuando n < £ — 1
(recordemos que la funcion gama I'(z) esta definida para todo nimero
complejo excepto los enteros no positivos), por lo que sera necesario
buscar una segunda soluciéon diferente. La siguiente funcion es solucion
de la ecuacién y es linealmente independiente de la primera

Je(r) cos(ém) — Je@)

(74) Velr) =

la ecuacion anterior es llamada funcion de Bessel de segunda especie,
de orden &. La solucion general del problema (68) quedara entonces

como

(75) ¢(r) = kyJe(r) + ko Ye(r).

0.2.2. Condiciones de Frontera. Necesitamos que nuestra solucion
cumpla con las condiciones de frontera: ¢(R) = 0y ¢'(0) = 0. Utili-
zando estas condiciones obtendremos informacion acerca de los valores
propios A = &2 que forman una sucesion infinita estrictamente mono-
tona no acotada.

Analizamos primero el caso en el que £ no es entero, es decir, donde
la solucion general esta dada por (73). Como primer paso, observamos
para qué valores de ¢ la derivada de la solucion evaluada en cero esta

bien definida. Derivando (71) término a término obtenemos

) > —1)" 1
T =2 n!F(é + 31 Tt 2)r T S

n=0
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Para que esta funcion esté bien definida en r = 0, necesitamos que,
por un lado el exponente de r sea mayor o igual a cero, es decir, £ +
2n—1>0 = ¢ >1—2nparan = 0,1,2,.... Sin embargo, si el
exponente de r es cero (i.e. { = 1 — 2n) entonces J{(0) # 0, por lo
que requerimos que se cumpla la desigualdad estricta £ > 1 — 2n para
todo n, lo cual implica que £ > 1. Ademas, ya que la funcion I'(z) es
meromorfa con polos simples en z = 0,—1,—2,..., es necesario que
E4+n+1>0 = ¢&>—(1+n)paran=0,1,..., ie. &> —1. Basta
entonces con que £ > 1 para que la ecuacidon anterior esté bien definida.
Por otro lado haciendo lo mismo con la segunda solucion (72) ob-

tenemos

1

/ - —1)" — n—
T =2 n!F(—(f +)n T

n=0
Nuevamente, para que esta ecuacion esté bien definida en r = 0, es
necesario que el exponente de r sea mayor o igual a cero y estrictamente
mayor para que J' (0) =0. Asi ={+2n—1>0 = &£ <2n—1 para
n=20,1,..., e £ < —1, lo cual es imposible pues £ > 0. Concluimos
entonces que la constante ky en (73) debe de ser igual a cero.

Ahora bien, si £ es un entero, entonces la segunda soluciéon estara
dada por (74). Al derivar esta expresion con respecto a r, obtenemos

i) = L omler) )

y al evaluar en r = 0, tenemos que

Y(0) = J¢(0) CO:SZW)_ J' ¢(0)
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como ya vimos en el caso anterior para que J_¢ esté bien definida, es
necesario que £ < —1, lo cual no es posible. Por lo tanto, en este caso
la constante ko en (75) también debe de ser igual a cero.

Podemos entonces concluir que sea £ entero o no, la soluciéon general

(haciendo k; = 1) queda como

o(x) = Je(r).

Expresamos ahora J¢(r) en su forma integral

7

Je(r) = l/ cos(rsinf — £6)db,
0

queremos que ¢'(0) = J{(0) = 0, derivando J con respecto a r obtene-
mos
T dr
= % foﬁ d% (cos(rsinf — £60)) do

= I [T —sin(rsing — £0)sin 6do
= 1 ) sin(€0 — rsin ) sin 0dO

o

Jir) = L& [Tcos(rsinf — £0)do

evaluando en r = 0 e integrando:

Jg(O) = %foﬂ sin(&0) sin 6dO
1 (sm(u_g)e) B sin((1+§)9)> "T
0

w2079 2(1+¢)
_ 1 (149 sin(1-Om) —(1-8) sin((1+&)m)
27 1-¢?)

al igualar J{(0) = 0, obtenemos

(14 & sin((1 = &)m) — (1 = &) sin((1 +&)m) = 0
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(con & # +1). Simplificando

0 = (1+&)sin((1 - &) — (1 — & sin((1 +&))
= [sin((1 = &) —sin((1 + &)m)] + E[sin((1 — E)7) + sin((1 + )7)]
= 2cos(m)sin(—m&) + 2¢ sin(7) cos(—n&)

= 2sin(wf).

Y esta ultima ecuacion es igual a cero cuando sin(w¢) = 0, lo que

implica que £ =n = \ = & = n?,

conn = 2,3,4,..., es decir, los
valores propios del problema (65) estan dados los por cuadrados de los

nimeros naturales mayores que uno y sus funciones propias son:

On(r) = Jén)(r) = l /W cos(rsin — nf)do
0

™

donde n =2,3,....

Hemos resuelto el problema de valores propios (65). Para obtener
la solucion del problema de valores en la frontera (64) nos resta unica-
mente calcular los coeficientes b,, en (66). Como ya vimos en (67) éstos

se obtienen a partir de la siguiente formula

G >¢n< )dr
O JE ()0 (r)dr
ug — U fo ¢, (1r)dr

o R iqfﬂ (r)d

(ug — uo) (f7r cos(rsin g — nb)dd) dr

L

by =

3

7TCos rsind — nd)do 2d7“
Js )do)

n2

ﬂl»—l
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donde sustituimos los valores ¢; = 1, por lo que h(r) = cor = ¢1(us —
ug)r = (ug — ug)r, o(r) = —1/r, y A\, =n* donde n =2,3,. ...

Queda entonces la solucion al problema (61) como

(76) u(r) = Z b—n/ cos(rsinf — nd)do
n=2 T Jo

con
b — (us — ug)T foér (fy cos(rsin@ — nf)d) dr

JEL([7 cos(rsin® — n)do) dr

La solucion para (62) cuya variable dependiente es v, se calcula de
forma idéntica, ya que las dos ecuaciones varian solo en el valor de sus

parametros. Asi, la solucién sera:

(78) v(r) = Z c—"/ cos(rsin @ — n#)do
n=2 T Jo

donde
(vs — vo)T foér (fy cos(rsin@ — nf)d) dr
>

R (™ cos(rsind — n0)do) dr
fO r 0

(79) Cp =

n

Queda por ajustar el valor de R. Para esto utilizamos la primera
condicion de frontera (u,v)(R) = (0,0), es decir, buscaremos el valor de
R para el cual la solucién (para u y v) en ese valor sea cero. Para esto,
resolvemos iterativamente las integrales que aparecen en las ecuaciones
(76,78) y (77,79), ajustando los valores de R hasta alcanzar el valor
deseado (u,v)(R) = (0,0). Las sumas (76) y (78) se truncan y sumare-

mos tnicamente M términos, buscaremos la minima M necesaria para

la cual la solucion haya convergido.
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Las soluciones (u,v) fueron trasladadas una distancia (ug,vo) y un
valor —r¢ en el eje r. Las regresamos ahora a su lugar, para recuperar
asf la solucion a los problemas originales (59) y (60) en el dominio §2.

Obtenemos de esta forma que

(80) u(r) = uo + a(r +re),
y
(81) v(r) = vy + 0(r + re),

donde se nombraron @ y ¥ a las soluciones (76) y (78), para conservar

la u y la v para las soluciones al problema original.



Apéndice B

Algoritmo Genético

En este apéndice se incluye el codigo del algoritmo genético, escrito

en Matlab:

%% ALGORITMO GENETICO
%% Implementacidén del Teorema del Paso de Montafia
%% Yuriria Cortés Poza

%% Ultima modificacidn: 01/10/2017

function TPMv2()

%PARAMETROS

I1=30; Y%Nimero de individuos
MaxG=200;

G=4; %Grado del polinomio
pc=.8;  JYProbabilidad de cruza
pm=.2;  JProbabilidad de mutacién

dr=0.01; %salto en r;

%CENTROS Y TAMANOS DE LAS CUENCAS

ui=[-1.8048;-2.5911;-2.8466;-2.3893]; YCentros de: Sépalos, pétalos,
119
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vi=[1.0278;.8850;-.7537;-.8381]; %hestambres, carpelos
a=1./[152;160;3744;3608] ; %Tamafios de las cuencas

color=[’g’ ,’r? ’Y’ , 7m7] >

G=G-1; %alfa 0 y beta 0 estan predeterminados

/**x*% Tipo de dato: Individuo
Crea un nuevo tipo de dato cuyos campos son: los componentes
del polinomio (alfa y beta), el desempefio del individuo, el
valor del funcional, el orden en el que visita las cuencas y

el tamafio de las porciones de radio por cada cuenca

*x k% /

fl=’alfa’; vi=zeros(G,1); Y%vector de tamafio G (alfa2,alfa3,alfad)
f2="beta’; v2=zeros(G,1); Yvector de tamafio G

f3="fit’; v3=0; hdesempefio (fitness)

f4="phi’; v4=0; %phi(u,v)=\int L

f5=’orden’; vb=zeros(4,1); Jorden en el que se visitan las cuencas
f6="radio’; v6=zeros(4,1); %valor de r para el cual cambia de cuenca

Ind = struct(fl,vl,f2,v2,f3,v3,f4,v4,f5,v5,f6,v6);

/*x* Inicializa datos ***/
Ind(I) .fit=0; %Una poblacidén es un arreglo de I individuos
Ind=inicializa(Ind,I,G);

Ind=evaluacion(Ind,I,R,ui,vi,a,dr);
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[Ind,fitAc]=ruleta(Ind,I);
dif=1;
MI=zeros (MaxG,1);
PI=zeros (MaxG,1);
gen=1;
while (dif>0.0005 && gen<MaxG)
Ind=cruza(Ind,I,E,G,pc,fitAc);
Ind=evaluacion(Ind,I,R,ui,vi,a,dr);
[Ind,fitAc]=ruleta(Ind,I);
Ind=mutacion(Ind,I,E,G,pm,fitAc);
Ind=evaluacion(Ind,I,R,ui,vi,a,dr);
[Ind,fitAc]=ruleta(Ind,I);
MI(gen)=Ind(1).fit;
PI(gen)=0;
for i=1:1
PI(gen)=PI(gen)+Ind(i).fit;
end
PI(gen)=PI(gen)/I; ‘%Promedio
if gen>3 Ysi van mds de 3 generaciones calcula diferencia de promedios
dif=abs (PI(gen)-PI(gen-1));
else %si no, continila iterando
dif=1;
end
gen=gen+1;

if mod(gen,10)==0
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disp(’generacién:’)
gen
end
end
Ind(1) .fit
Ind(1) .orden
Ind(1) .phi
gen

end

/*** Funcidén: Inicializa.
Inicializa una poblacién Ind de I individuos, cada individuo
corresponde a los coeficientes de un polinomio de grado G.
K%k /
function Ind=inicializa(Ind,I,G)
for i=1:1
Ind(i) .alfa=rand(G,1)*5; %Coeficientes alfa
Ind(i) .beta=-rand(G,1); %Coeficientes beta
end
%Ind(1) .alfa=[3;3;3;4];
%Ind(1) .beta=[-.1;-.1;-.1;-.1];

end

/**x*x Funcidén: Cruza.

Combina los datos de dos individuos elegidos mediante el método
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de la ruleta en la funcidn seleccidn.
*xk/
function IndN=cruza(Ind,I,E,G,pc,fitAc)
IndN=Ind;
for i=E+1:2:1 J1:E pasan tal cual (elitismo)
idxl=seleccion(fitAc);
idx2=seleccion(fitAc);
r=rand;
if r>pc JEl individuo pasa tal cual
IndN(i)=Ind(idx1);
IndN(i+1)=Ind(idx2);
else
corte=randi (2*xG,1) ; helige aleatoriamente punto de corte
if corte<=G %el punto de corte estad en el vector alfa
%hijo1
IndN(i) .alfa(l:corte)=Ind(idx1).alfa(l:corte);
IndN(i).alfa(corte+1:G)=Ind(idx2) .alfa(corte+1:G);
IndN(i) .beta=Ind(idx2) .beta;
%hijo2
IndN(i+1) .alfa(1l:corte)=Ind(idx2) .alfa(l:corte);
IndN(i+1) .alfa(corte+1:G)=Ind(idx1) .alfa(corte+1:G);
IndN(i+1) .beta=Ind(idx1) .beta;
else Y%punto de corte en el vector beta
corte=corte-G;

%hijo1
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IndN(i) .alfa=Ind(idx1) .alfa;
IndN(i) .beta(l:corte)=Ind(idx1) .beta(l:corte);
IndN(i) .beta(corte+1:G)=Ind(idx2) .beta(corte+1:G);
%hijo2
IndN(i).alfa=Ind(idx2) .alfa;
IndN(i) .beta(l:corte)=Ind(idx2) .beta(l:corte);
IndN(i) .beta(corte+1:G)=Ind(idx1l) .beta(corte+1:G);

end
end
end

end

/*** Funcidén: Mutacion.
Muta una componente elegida aleatoriamente de un individuo
seleccionado mediante el método de la ruleta.
*okk /
function IndN=mutacion(Ind,I,E,G,pm,fitAc)
IndN=Ind;
for i=E+1:2:1
idx=seleccion(fitAc);
r=rand;
if r<=pm %El individuo pasa tal cual
IndN(i)=Ind(idx);
else

corte=randi(2*G,1); Jelige aleatoriamente punto de corte
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fm=(2*rand())-1; Y%factor de mutacidn
if corte<=G %el punto de corte estd en el vector alfa
IndN(i).alfa(corte)=Ind(idx).alfa(corte)*fm; Y%nuevo ind
else %punto de corte en el vector beta
IndN(i) .beta(corte-G)=Ind(idx) .beta(corte-G)*fm; %nuevo ind
end
end
end

end

/*%x Funcién: Seleccidn.
Implementacidén del método de la ruleta para elegir individuos con una
probabilidad directamente proporcional a su medida de desempefio.
Ordena a los individuos en base a su medida de desempefio, otorgandoles
una probabilidad de ser elegidos de acuerdo a ésta.

Kk /

function [IndN,fitAc]=ruleta(Ind,I)

fitTot=0;

fitRel=zeros(I,1);

fitAc=zeros(I,1);

IndN=Ind;

for i=1:1 %Calcula el fitness total
fitTot=fitTot+Ind (i) .fit;

end



126 B. ALGORITMO GENETICO
for i=1:1 %Calcula el fitness relativo
fitRel(i)=Ind(i).fit/fitTot;
end
[F,Idx]=sort(fitRel, ’descend’); %Almacena arreglo ordenado e indices
for i=1:1I
fitAc(i)= sum(F(1:1));
IndN(i)=Ind(Idx(i)); %Guarda individuos en orden (fitmness)
end

end

/**x*% Funcidén: Seleccidn.
Elige al individuo en base a su probabilidad asignada en la funcidn
anterior.
*xk/
function k=seleccion(fitAc)
r = rand; %Genera numero aleatorio entre 0 y 1
F=find(fitAc<=r); %Busca individuos con fitAc<=r
1=length(F);
k=1+1; %#Se elige al indiviudo k

end

/*** Funcién: Evaluacién.
Evalta el funcional en cada polinomio propuesto por el algoritmo

(individuo) y asigna en base a esto, una medida de desempefio
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inversamente proporcional al valor encontrado, de forma que los
mejores individuos (medida de desempefio mds alta) sean aquellos
con los que se obtenga un valor mé&s pequefio en el funcional.

*kx/
function Ind=evaluacion(Ind,I,R,ui,vi,a,dr)

p=1%10"2; hconstante de proporcionalidad para fitness

for i=1:1 ¥Para cada individuo de la poblacidn
alfal=(ui(1)-ui(4)-Ind(i).alfa(1)*R"4-
Ind(i) .alfa(2)*R~6-Ind(i).alfa(3)*R~8)/R~2;
betal=(vi(1)-vi(4)-Ind(i) .beta(1)*R~4-

Ind(i) .beta(2)*R~6-Ind (i) .beta(3)*R"8)/R~2;

cont=1;

ri=R; Y%Iniciamos en la frontera (r=R)

rf=R;
Y%[u,v]l=s0ls(Ind(i),rf,ui(1) ,vi(1),R); %evalula u(xr),v(r)
%L ,k]=pot(a,u,v,ui,vi);

k=1;

Ind (i) .orden=0;

Ind(i) .orden(1)=1;

Ind(i) .radio=0;

phi=zeros(4,1); %valor del funcional en cada cuenca

while rf>0 %Mientras sigamos en el dominio

c=k;



128 B. ALGORITMO GENETICO
%Buscamos el valor de r para el que cambia de cuenca
while k==c && rf>0 YMientras continuemos en la cuenca k
[u,v]=s0ls(Ind(i),rf,ui,vi,R); Y%evalula u(r),v(r)
[*,k]=pot(a,u,v,ui,vi);

rf=rf-dr; Yobtiene el valor r donde sale de la cuenca actual

end

if rf<=0
rf=0;

else
rf=rf+dr; Jme regreso al valor anterior de r
Ind(i) .orden(cont+1)=k;

end

Ind(i) .radio(cont)=rf;

%Calculo el funcional en la cuenca actual

sSyms r
di=.01;
d2=.5;

phi(cont)=2%pi*int (2*r~2* (d1*(2*xalfal*r+4xInd(i).alfa(1)*r~3+
6*xInd(i) .alfa(2)*r~5+8*Ind (i) .alfa(3)*r~7) "2+
d2* (2*betal*r+4+Ind(i) .beta (1) *r~3+6xInd (i) .beta(2) *r-5+
8*Ind (i) .beta(3)*r~7)~2)+a(k)*((ui(1)+alfal*r-2+
Ind(i).alfa(1)*r~4+Ind(i) .alfa(2)*r~6+Ind(i).alfa(3)*
r~8-ui(k))"2+(vi(1)+betal*r~2+Ind(i) .beta(1l)*r~4+
Ind(i) .beta(2)*r~6+Ind(i) .beta(3)*r~8-vi(k))~2) ,rf,ri);

cont=cont+1l; %siguiente cuenca
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ri=rf; %limite inferior de integracidn
rf=rf-dr; Jsprimer valor de r en la siguiente cuenca
end
Ind(i) .phi=sum(phi); %suma los 4 valores de las integrales calculadas
Ind(i) .fit=p/Ind(i) .phi; %asigna fitness
if (length(Ind(i).orden)<4)
Ind(i) .fit=Ind (i) .fit*.2;
elseif (length(Ind(i).orden)>4)
Ind(i) .fit=Ind (i) .fit*.4;
end
if length(find(Ind(i).orden==4))>1
Ind(i) .fit=Ind(i) .fit*.5;
end
end

end

/*** Funcidn: Potencial.
Encuentra el valor del potencial F(u,v) en un punto determinado (u,v).
*xk /
function [F,idx]=pot(a,u,v,ui,vi)
h=a.*((u-ui) . 2+(v-vi)."2);
[F,idx]=min(h); Yencuentra el minimo de los cuatro términos

end
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/*** Funcién: Soluciones.
Encuentra los valores de las soluciones (u,v) para todo r
en el dominio y para cada individuo ind.
*kk /
function [u,v]=sols(ind,r,ui,vi,R)
%u0=us;v0=vs;
u0=ui(1); vO=vi(1);
uf=-2.4; vf=-.81;
alfal=(u0-uf-ind.alfa(1)*R~4-ind.alfa(2)*R~6-ind.alfa(3)*R~8)/R~2;
betal=(v0-vf-ind.beta(1)*R~4-ind.beta(2)*R"~6-ind.beta(3)*R~8)/R"2;
u=ulO+alfal*(r~2-R~2)+ind.alfa(1)*(r~4-R~4)+ind.alfa(2)*(r~6-R~6)+
ind.alfa(3)*(r~8-R"8);
v=vO+betal* (r~2-R~2)+ind.beta(1)*(r~4-R~4)+ind.beta(2) *(r~6-R"6)+
ind.beta(3)*(r~8-R"8);

end

/*x*% Funcién: Dibuja.
Grafica las soluciones.

*kk /

function dibuja(R,Ind,ui,vi)

U=zeros(R/dr,1);

V=zeros(R/dr,1);

cont=1;
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for rho=0:dr:R
[U(cont),V(cont)]=sols(Ind,rho,ui,vi,R);
cont=cont+1;
end
plot(U,V);
hold on;
plot(ui(1),vi(1),’go?);
plot(ui(2),vi(2),’ro’);
plot(ui(3),vi(3),’yo’);
plot(ui(4),vi(4),’mo’);

end
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