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Abstract
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MSc. Materials Science and Engineering

Structure and Properties of Complex Materials. The Au-Ag Alloy.

by Fís. David Hinojosa Romero

In this work we studied the structure and electronic properties of the disordered Gold-Silver alloy
AuxAg100−x, using an ab initio approach based on Density Functional Theory (DFT) with the DMol3

program included in BIOVIA Materials Studio. Specifically, we analized the electronic Density of
States (eDoS) for the substitutionally disordered crystalline alloy in the atomic concentrations x =

0, 4, 13, 20, 30, 40. We found a non-linear dependence of the Density of States at the Fermi level
(D(EF )) on concentration, this behaviour is qualitatively comparable to the experimental determi-
nation of the Electronic Specific Heat (cel) done by B. A. Green and A. A. Valladares for the same
atomic compositions. Also, by means of Molecular Dynamics (MD) and the computational process
known as undermelt-quench, we succeeded in generating amorphous structures for the AuxAg100−x
alloys with x = 25, 50 at %, both of them having a coordination number of 11.8. These structures were
caracterzed by their Pair Distribution Function (PDF) which shows the characteristic splitting of the
second peak for structurally disordered metallic materials.
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Resumen

Instituto de Investigaciones en Materiales

Posgrado en Ciencia e Ingeniería de Materiales

Maestro en Ciencia e Ingeniería de Materiales

Estructura y Propiedades de Materiales Complejos. La Aleación Au-Ag.

por Fís. David Hinojosa Romero

En la presente tesis se estudió, mediante métodos ab initio, la estructura y las propiedades electróni-
cas de la aleación desordenada Oro-Plata (AuxAg100−x) utilizando la Teoría de las Funcionales de la
Densidad (DFT, por sus siglas en inglés) implementada en el código DMol3 de la suite MATERIALS

STUDIO 2016. En concreto, se analizó la Densidad de Estados Electrónicos (eDoS) para el siste-
ma cristalino con desorden sustitucional para las concentraciones atómicas x = 0, 4, 13, 20, 30, 40,
encontrando que la densidad de estados en el nivel de Fermi (D(EF )) no varía linealmente con la
concentración, comportamiento cualitativamente comparable a las mediciones a bajas temperaturas
del Calor Específico Electrónico (cel) realizadas por B. A. Green y A. A. Valladares para las mismas
concentraciones. También, utilizando Dinámica Molecular (MD) y el proceso computacional llama-
do undermelt-quench, se lograron obtener estructuras amorfas para aleaciones x = 25, 50 at %, con
un número de coordinación de 11.8. Además, estas estructuras se caracterizaron por su Función de
Distribución de Pares (PDF) en las que se observa la bimodalidad en el segundo pico distintiva de los
sistemas metálicos amorfos.
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1

Capítulo 1

Introducción

La evolución del hombre está fuertemente relacionada a la capacidad que ha desarrollado a lo largo
de millones de años para aprovechar los elementos de su entorno, modificarlos y utilizarlos en su
beneficio. En los orígenes del hombre, hace más de dos millones de años, estas herramientas eran
objetos simples encontrados en la naturaleza a los que se les daba algún uso y el éxito en su aplicación
dependía, además de la habilidad que se tuviera en su manipulación, de las características físicas
propias del instrumento como su flexibilidad, dureza, o ligereza, por mencionar algunas.

Con el paso de los siglos, la inteligencia y necesidad del hombre lo llevaron a intentar desarrollar
herramientas más complejas en un mecanismo de creación basado en la prueba y el error. Y es muy
posible que en la mayoría de los casos se lograran más fallos que aciertos, ocasionando que el inci-
piente desarrollo tecnológico evolucionara lentamente, ya que sin un conocimiento más fundamental
de los mecanismos que dan origen a propiedades específicas de los materiales, es difícil avanzar en la
dirección correcta hacia la aplicación exitosa de nuevas herramientas.

Los avances en las ciencias, específicamente el de la física con el desarrollo de la mecánica cuántica
a principios del siglo XX, nos permitieron comprender algunos de los fenómenos que ocurren en la
escala atómica y de esta manera poder explicar algunas de las propiedades macroscópicas observa-
das en la materia. Sin embargo, el estudio detallado de sistemas complejos sólo fue posible hasta el
desarrollo de las computadoras y la creación de códigos basados en métodos empíricos y de primeros
principios (ab initio), de tal manera que fue posible utilizar la teoría cuántica para entender el origen
de las propiedades de prácticamente cualquier sistema.

Así, gracias a los experimentos computacionales, ahora es posible predecir las características que
tendría algún material en un gran número de situaciones, desde el cambio de su estructura o su com-
posición atómica hasta cuando es sometido a condiciones difíciles de lograr en un laboratorio como
altas presiones o muy bajas temperaturas. De esta forma, la simulación numérica puede considerarse
como un vínculo entre la descripción teórica y la medición experimental de los fenómenos naturales,
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en particular de las propiedades físicas de los materiales, logrando ser una herramienta fundamental y
poderosa en el estudio de los mismos.

En la presente investigación se utiliza la simulación numérica para estudiar el sistema binario Oro-
Plata (AuxAg100−x), específicamente: la estructura electrónica de aleaciones cristalinas desordenadas
para las concentraciones atómicas (at %) x = 0, 4, 13, 20, 30, 40, y la generación y caracterización de
estructuras amorfas para las concentraciones x = 25, 50 at %. La estructura de la presente tesis es la
siguiente: en el Capítulo 2 se describen las características de los sistemas ordenados y desordenados,
algunas propiedades electrónicas de los sólidos como la Densidad de Estados Electrónicos (eDoS, por
sus siglas en inglés) y el Calor Específico Electrónico (cel), así como la Función de Distribución de
Pares (PDF, por sus siglas en inglés) que es frecuentemente utilizada para describir la estructura de los
materiales amorfos. En el Capítulo 3 se detallan las herramientas teóricas utilizadas en este estudio: la
Teoría de las Funcionales de la Densidad (DFT, por sus siglas en inglés) y la Dinámica Molecular (MD,
por sus siglas en inglés), así como su implementación en el código empleado (DMol3). Finalmente, en
el Capítulo 4 se explica la metodología seguida en este estudio y se muestran los resultados obtenidos
con una detallada discusión de los mismos, seguida de las conclusiones en el Capítulo 5. Además,
en los Apéndices se encuentra el desarrollo para llegar a la ecuación que relaciona a la Densidad de
Estados en el Nivel de Fermi (D(EF )) con el cel (Apéndice A), y extractos de los archivos con los
parámetros usados en el programa (Apéndice B).

A continuación se describe un panorama general de la aleación Oro-Plata, así como el experimento
que realizaron B.A.Green y A.A.Valladares [1] midiendo el cel a bajas temperaturas y el cual motivó
la presente investigación. También se da una breve introducción a los sistemas desordenados y su
relación con este trabajo.

1.1. La aleación Oro-Plata (AuxAg1−x)

Como se mencionó anteriormente, la utilidad que el hombre le da a los materiales depende de sus
propiedades físicas, las cuales están determinadas por los tipos de átomos que los forman. Todos
los elementos conocidos en la naturaleza están clasificados en la Tabla Periódica (ver Figura 1.1),
dentro de la que se identifican 4 principales grupos: los elementos no metálicos, los gases nobles, los
semimetales y, el más numeroso, los metales. En estos últimos se ubican 4 tipos: alcalinos, alcalino-
térreos, tierras raras y metales de transición.

En general, los elementos que se encuentran en una misma columna de la Tabla Periódica comparten
características físicas y químicas entre ellos debido a la similitud de sus configuraciones electrónicas.
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FIGURA 1.1. Esquema de la Tabla Periódica. Se indican los 4 principales grupos.

Así, por ejemplo, el comportamiento de los gases nobles se explica por la configuración electrónica de
capa llena que los convierte en elementos poco reactivos. En el caso de los metales de transición, los
cambios estructurales y la aparición de magnetismo en algunos elementos es consecuencia del llenado
electrónico de la capa d [2].

Dentro del grupo de los metales de transición se encuentran los llamados metales nobles, los cuales
son el Cobre (Cu), la Plata (Ag) y el Oro (Au). Estos elementos, en analogía con los gases nobles,
son llamados así por su baja reactividad y alta resistencia a la corrosión comparada con los demás
metales. En cuanto a su configuración electrónica, éstos poseen un único electrón tipo s en la capa
más externa, lo que podría sugerir que para su descripción bastaría con analizarlos desde la teoría
de electrones libres [3-5]. Sin embargo, para el correcto análisis de la estructura electrónica de los
materiales formados por metales nobles es necesario incluir las complejas interacciones electrónicas
con los electrones de las capas llenas 3d (Cu), 4d (Ag) y 5d (Au) [6], de lo contrario se podrían obtener
resultados incorrectos.

Aprovechando las propiedades nobles de estos metales, el Oro, la Plata y el Cobre han sido utilizados
desde las civilizaciones antiguas como materiales para fabricar joyería y monedas de uso común. En
la actualidad el Cobre es utilizado en dispositivos electrónicos, alambres y tuberías, mientras que el
Oro y la Plata son considerados metales preciosos por lo que siguen siendo empleados en joyería fina,
sin embargo su uso en el ámbito económico está orientado hacia la inversión.

Además de los anteriores usos, las características distintivas de los metales nobles han sido estudiadas
en diversos campos de la ciencia: el efecto anti-microbiano de la Plata ha servido para purificar agua
y prevenir infecciones en heridas corporales, aleaciones con otros metales han sido utilizadas como
sustitutos de piezas dentales y recientemente se han realizado estudios con nanopartículas de estos
elementos para aplicaciones médicas [7-9].



4 Capítulo 1. Introducción

Específicamente, los elementos en los que se centra esta investigación son la Plata y el Oro. En la Tabla
1.1 se muestran datos relevantes para las simulaciones realizadas en estos materiales [10]. Como se
mencionó anteriormente, los metales nobles poseen características muy parecidas entre sí, ejemplo de
ello son los valores tan cercanos en sus radios atómicos y el parámetro de red de la estructura en la
que cristalizan ambos elementos puros: cúbica centrada en las caras (FCC, por sus siglas en inglés).
Por otro lado, la densidad y la temperatura de fusión son propiedades macroscópicas que dependen
principalmente de la masa de los átomos, resultando en valores no tan cercanos entre sí para los dos
metales.

TABLA 1.1. Algunas características de los elementos Ag y Au.
Fuente: Gersten y Smith [11]

Elemento Z
Configuración Radio Densidad Temperatura Estructura Parámetro

Electrónica Atómico [Å ] [g/cm3 ] de fusión [K] cristalina de red [Å ]

Ag 47 [Kr ] 4d105s1 1.75 10.5 1234.93 FCC 4.086

Au 79 [Xe ] 4f145d106s1 1.79 19.3 1337.33 FCC 4.078

Las similitudes entre el Oro y la Plata indicadas en la Tabla 1.1 tienen como consecuencia, de acuerdo
a las reglas de Hume-Rothery [11], que las aleaciones Oro-Plata puedan formar una solución sólida,
hecho que se da para todas las concentraciones como se indica en el diagrama de fases del sistema
[12] mostrado en la Figura 1.2.

FIGURA 1.2. Diagrama de fases de la aleación Oro-Plata.
Adaptado de Okamoto y Massalski [12].
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En el diagrama de fases se identifican las líneas solidus (por debajo de ella, el sistema es sólido) y
liquidus (la aleación es líquida a temperaturas por arriba de la línea), entre las cuales se encuentra una
región de coexistencia sólido-líquido que se extiende para todas las concentraciones. De la regla de
fases de Gibbs [11, 13], se sigue que de las 4 variables termodinámicas necesarias para especificar
completamente algún estado termodinámico (temperatura, presión, y número de moles de ambas es-
pecies), sólo 2 de ellas son independientes, reflejando una vez más las similitudes entre estos metales.

Debido a las anteriores características, la aleación Oro-Plata ha sido considerada como uno de los
sistemas más simples de analizar como punto de partida para entender los mecanismos más complejos
que suceden en otro tipo de aleaciones [1, 14, 15]. Sin embargo, como se verá más adelante, este
sistema presenta algunas propiedades que no han podido ser del todo explicadas y que surgen en el
estudio de los efectos cuánticos en este sistema, además de considerar las pequeñas pero importantes
diferencias entre estos metales nobles y de incluir el concepto de desorden en el tratamiento teórico
de las aleaciones.

Siguiendo esa línea, es importante mencionar las diferencias entre el Oro y la Plata en el estudio de
las aleaciones de estos metales ya que, por ejemplo, éstas hacen posible la fabricación de materiales
nanoporosos mediante el proceso químico conocido como desaleado. Éste consiste en utilizar solven-
tes que separan de la aleación al elemento más reactivo, Plata en este caso, dando como resultado Oro
nanoporoso [16, 17], material que puede ser usado como catalizador [18] o en sensores biológicos [19,
20] y cuya estructura y reactividad fueron investigadas por Santiago Cortés [21].

También existen otros fenómenos que ponen en evidencia las diferencias en las propiedades de ambos
elementos. Los efectos relativistas que afectan a los electrones más internos y se manifiestan en mayor
medida en el Oro que en la Plata, son comúnmente señalados como los responsables de estas diferen-
cias [22, 23]. Por este motivo es fundamental incluirlos en los cálculos de propiedades electrónicas
para tener un modelo acertado en la descripción de estos metales y sus aleaciones.

Para estudiar la aleación AuxAg100−x en diferentes concentraciones atómicas (x) es necesario conocer
la densidad de masa para cada una de ellas. Como consecuencia de las similitudes entre ambos ele-
mentos (ver Tabla 1.1), la densidad de la aleación sigue una relación casi lineal con la concentración,
como se refleja en el trabajo de Kraut y Stern [24] mostrado en la Figura 1.3. Siguiendo este trabajo,
en la presente investigación se considerará que la densidad D de la aleación está determinada por la
ecuación (1.1):

D = 0.193a+ 0.105b− 4× 10−4 exp (0.005a) ab (1.1)

con D en g/cm3, a y b son los porcentajes en peso (wt %) del Oro y Plata respectivamente.
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La relación de los porcentajes en peso (wt %)i y atómico (at %)i de cada especie i, está dado por:

(wt %)i = 100
(at %)iPi∑
i(at %)iPi

(1.2)

con Pi el peso atómico de la Plata (107.87 u) o el Oro (196.97 u), según corresponda.

FIGURA 1.3. Densidad (D) experimental de la aleación AuxAg100−x como función del
porcentaje en peso del Oro en la aleación. Adaptado de Kraut y Stern [24].

1.1.1. Calor Específico del sistema AuxAg100−x

En general, la mayoría de las propiedades de los materiales puros han sido estudiadas y entendidas a
través de las teorías de electrón libre, casi-libre, o el modelo de Friedel para los metales de transición
[2-6], sin embargo, el estudio de las aleaciones y el desorden presente en ellas introduce complicacio-
nes que aún no están del todo entendidas. Como se ha mencionado, uno de los sistemas ideales para
comenzar a estudiar estos fenómenos es la aleación Oro-Plata.

Con esto en mente, en 1966 Green y Valladares [1] realizaron mediciones del calor específico de estas
aleaciones a bajas temperaturas (entre 2 y 4 K). Debido a las características del Oro y la Plata (Tabla
1.1 y discusión posterior), se esperaría que el coeficiente (γ) de la contribución electrónica al calor
específico (cel = γT , ver Capítulo 2) tuviera una relación lineal con la concentración. Sin embar-
go, ellos encontraron una dependencia parabólica, mostrada en la Figura 1.4, resultado confirmado
posteriormente por Martin [25] en 1968 y por Davis y Rayne [26] en 1972.
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FIGURA 1.4. Coeficiente γ del Calor Específico Electrónico (cel) experimental para la
aleación AuxAg100−x. Tomado de Green y Valladares [1].

Con la motivación de tratar de explicar estos resultados, se realizó un estudio ab initio de la estructura
electrónica de la aleación para las mismas concentraciones investigadas por Green y Valladares. Es ne-
cesario señalar que en esta parte se considera que el sistema AuxAg100−x se encuentra en su estructura
correspondiente a un cristal tipo FCC, el cual presenta un tipo de desorden denominado sustitucional
que se definirá en el Capítulo 2. Los resultados de esta investigación se reportan en la primer parte del
Capítulo 4 de la presente tesis.

Motivados por estudiar otros tipos de desorden que pudieran estar presentes en el sistemaAuxAg100−x,
se decidió explorar el desorden de tipo topológico o estructural, propio de los materiales amorfos.
Estos materiales han tenido gran impacto en aplicaciones tecnológicas debido a las propiedades nove-
dosas que surgen de la falta de periodicidad espacial típica de los cristales.

1.2. Sistemas Desordenados

En general, se sabe que la materia favorece las configuraciones que minimicen la energía del siste-
ma respecto de las variables termodinámicas adecuadas. En el caso de los sólidos, la configuración
espacial de los átomos que forman a los materiales corresponde a estructuras totalmente ordenadas y
periódicas llamadas cristalinas. Sin embargo, es común encontrar, e incluso fabricar materiales con
diversas alteraciones a este estado de total orden, a ellos se les acostumbra etiquetar como sistemas
desordenados [27].
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El estudio teórico de cualquier sistema desordenado supera a los tratamientos matemáticos que se
han desarrollado tradicionalmente en el estado sólido, ya que éstos están basados en las simetrías
traslacionales de los materiales cristalinos. A pesar de aún no contar con una formulación completa
para la descripción de estos sistemas, los modelos que se han desarrollado en las últimas décadas y los
importantes resultados derivados de las simulaciones computacionales han ayudado al entendimiento
de la formación de estructuras desordenadas y así, poco a poco, explicar las características de estos
materiales.

Además de que es común referirse a la extensión espacial del orden como de corto o largo alcance,
el desorden es un concepto que carece de sentido si no se compara contra un estado ordenado de
referencia, por ello en el Capítulo 2 se profundiza en su definición y los tipos en los que se suele
clasificar. Basta por ahora mencionar que en esta investigación se consideran independientemente
dos tipos: el sustitucional y el estructural. A los materiales que presentan este último se les conoce
comúnmente como amorfos.

Las civilizaciones han fabricado materiales amorfos basados principalmente en silicio desde hace
cientos de años, sin embargo su estudio riguroso ha surgido sólo en las últimas décadas, cuando se
comenzó a querer aprovechar las novedosas propiedades físicas que presentan. Mas aún, en 1960,
Klement, Willens y Duwez [28] descubrieron que al enfriar rápidamente la aleación fundidaAu75Si25,
los átomos no tenían tiempo suficiente para acomodarse en una estructura cristalina, formándose así
la primera aleación con un metal en poseer una estructura amorfa.

Al no tener una estructura cristalina, los metales amorfos son más resistentes a las fracturas, duros
a bajas temperaturas y flexibles a altas temperaturas, propiedades que son muy atractivas en campos
desde la medicina hasta la ingeniería espacial y la nanotecnología [29, 30].

Históricamente, los materiales metálicos con desorden topológico han representado un gran reto para
su fabricación experimental ya que se requieren de tasas de enfriamiento muy altas (∼ 106 K/s), con
las que sólo era posible obtenerlos en forma de listones o láminas con un grosor del orden de micras
(10−6 m). Sin embargo, con el mejoramiento de las técnicas experimentales se han logrado obtener los
vidrios metálicos en bulto (BMG, por sus siglas en inglés) con los cuales se han alcanzado espesores
de varios centímetros.

De esta forma, con el paso de los años se avanzó en los métodos de fabricación de materiales amorfos
[11, 31], abriendo posibilidades para mezclar cada vez más elementos de la Tabla Periódica (Figura
1.1) a tal punto de suponer que, en principio, casi cualquier material podría fabricarse estructuralmente
desordenado, haciendo de éste un amplio campo de interés para la ciencia e ingeniería de materiales a
nivel académico e industrial.
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Esto se muestra en la Figura 1.5 en la que se indica el número creciente de publicaciones relacionadas
con materiales amorfos desde el año de 1968.

FIGURA 1.5. Número de publicaciones en el tema materiales amorfos desde el año 1968.
Fuente: Web of Science [32].

Respecto al sistema Oro-Plata del que trata esta investigación, hasta este momento no se ha reportado
la obtención experimental de este sistema con estructura amorfa. Sin embargo, en la segunda parte de
esta investigación se reporta la generación computacional de estructuras topológicamente desordena-
das de la aleación AuxAg100−x para las concentraciones atómicas x = 25 y 50. Éstas fueron caracte-
rizadas mediante su función de distribución de pares (PDF) teniendo varias similitudes con aquellas
obtenidas experimentalmente para los BMG de otros vidrios metálicos. El éxito en la obtención de
estructuras amorfas refleja, una vez más, el poder y la utilidad de las simulaciones computacionales
en el estudio de estos sistemas complejos.

Con esta breve introducción se ha dado un panorama general sobre esta investigación. A continua-
ción se profundizará en el complejo concepto de desorden y la forma en la que fue incluido en el
sistema AuxAg100−x. Además, se detallará la teoría en la que están fundamentados todos los cálculos
realizados en este trabajo.



Página intencionalmente en blanco.
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Capítulo 2

Desorden y propiedades de los sólidos

En este capítulo se introduce el concepto de desorden y algunas formas en las que se manifiesta en
los materiales. También se discute sobre la contribución de los electrones al Calor Específico de un
metal (cel) y su relación con la Densidad de Estados Electrónicos (eDoS). Por último, se introduce la
Función de Distribución de Pares (PDF) y su utilidad para caracterizar la estructura de los materiales
amorfos.

2.1. Orden y desorden

El desorden es un concepto intuitivo relacionado con los términos “arbitrario”, “aleatorio” o “estocás-
tico” que se manifiesta en los sistemas físicos de diversas formas. Para definirlo es necesario referirse
a las características que lo distinguen de un sistema ordenado, el cual en el caso de los sólidos es el
llamado cristal perfecto: un conjunto de átomos arreglados en un patrón que se extiende periódica-
mente por todo el espacio (ver Figura 2.1). Así, el ambiente atómico alrededor de un punto de la red,
es equivalente a cualquier otro al realizar una traslación rígida de la red. Matemáticamente, esto se
expresa de la siguiente forma:

A.A. (r + l) = A.A. (r) + l1a1 + l2a2 + l3a3 (2.1)

donde A.A. (r) representa el ambiente atómico en el punto r y los coeficientes li son enteros y los
vectores no coplanares ai son los que generan la red espacial.



12 Capítulo 2. Desorden y propiedades de los sólidos

FIGURA 2.1. Ejemplo de un cristal hipotético perfecto en dos dimensiones.
Tomado de Elliott [31].

Aprovechando las condiciones de periodicidad, la mayor parte del estudio del estado sólido se ha
concentrado en las propiedades de los materiales cristalinos. Debido a ello se han desarrollado herra-
mientas matemáticas basadas en simetrías de la red para describir estos sistemas de una manera más
sencilla y computacionalmente accesible para el cálculo numérico y predicción de sus propiedades
[3-5].

Sin embargo, por razones de equilibrio termodinámico [11, 13, 33, 34] en la naturaleza siempre se
encontrarán defectos como fronteras, vacancias, dislocaciones, o impurezas que ocasionan la desapa-
rición del ordenamiento de largo alcance característico del cristal perfecto (ecuación (2.1)). A estos
sistemas que presentan desviaciones respecto al sistema totalmente ordenado se les denomina común-
mente como materiales desordenados. De esta manera, al eliminar la condición de simetría traslacio-
nal, la mayoría de los modelos no describen apropiadamente estos materiales, haciendo de su estudio
un campo complejo tanto por la generación de nuevos modelos que reflejen la falta de simetría co-
mo en la eficiencia en la realización de cálculos numéricos para la determinación de sus propiedades
materiales.

A pesar de que el concepto de sólido perfecto es una idealización, es útil como punto de partida para
describir sistemas que no sean ordenados. Para el estudio de estos sistemas es necesario clasificar
los tipos de desorden presentes [27, 31, 35], los más representativos son: sustitucional, topológico o
estructural, magnético o de espín, y vibracional o térmico, los cuales se ilustran en la Figura 2.2.
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(a) Sustitucional (b) Topológico

(c) Magnético (d) Vibracional

FIGURA 2.2. Algunos tipos de desorden representados en dos dimensiones.
Tomado de Elliott [31]

Es importante señalar que la aleatoriedad total asociada al concepto de desorden en un sólido no se
cumple en los materiales reales, esto es debido a las correlaciones que existen entre los átomos en un
material, las cuales pueden tener diversos alcances dentro del mismo. Por este motivo es común hablar
de orden de corto y de largo alcance, conceptos que aumentan considerablemente la complejidad de
los modelos para los sistemas desordenados [27].

La diferenciación exacta entre tener orden de corto alcance varía dependiendo el autor que se consulte
[27, 31, 36], sin embargo la mayoría coincide en que el orden de largo alcance está asociado a la
estructura del cristal perfecto. En esta investigación, por lo tanto, se seguirá la convención de que el
orden de largo alcance se refiere a la periodicidad de alguna característica del material que puede ser
expresada matemáticamente mediante la ecuación (2.1). Mientras que el orden de corto alcance será
considerado como aquél que no se extiende más allá de los primeros vecinos.
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Retomando los tipos de desorden de la Figura 2.2, en el caso magnético se preserva el orden estructu-
ral de largo alcance de la red cristalina, sin embargo a cada punto de la red se le asocia un momento
magnético o espín en una dirección arbitraria. Al incluir en el modelo las interacciones entre espines
es posible modelar materiales ferromagnéticos y paramagnéticos, e incluso encontrar las condiciones
necesarias para que existan transiciones de fase entre estos dos estados magnéticos. Una de las apro-
ximaciones que se han hecho para poder obtener información de este modelo altamente complejo es
el llamado modelo de Ising, el cual únicamente considera una dirección de espín con dos sentidos
posibles (arriba y abajo) y para el cual sólo se han podido encontrar soluciones analíticas para una y
dos dimensiones [33, 34, 37].

En el caso del desorden vibracional, los átomos oscilan con frecuencias características alrededor de
su posición cristalina de equilibrio dependiendo de la temperatura a la que se encuentre el material
y de los tipos de átomos que lo conformen. Por lo tanto siempre está presente en los sólidos a cual-
quier temperatura y es útil cuando se trata de describir impurezas mediante el análisis de su espectro
vibracional.

Los casos anteriores pueden ser considerados particulares del desorden sustitucional, explicado a con-
tinuación, sin embargo se prefiere tratarlos por separado debido a la dificultad en modelar matemática-
mente cada uno de ellos. Por este motivo, en este trabajo se hará la diferencia entre ellos y únicamente
será considerado el desorden de tipo sustitucional en las aleaciones Oro-Plata estudiadas.

2.1.1. Desorden sustitucional

El desorden sustitucional comúnmente es considerado un defecto puntual de la red cristalina y es útil
en la descripción de varios sistemas físicos importantes. En general, en este modelo se considera que
alguna característica del sistema, como vacancias, espines o tipo de átomo, varía aleatoriamente en
cada punto de la red sin eliminar el orden estructural de largo alcance de la misma.

En adelante, el término aleación desordenada su utilizará para denominar a los sistemas con estructura
cristalina y desorden sustitucional. Así en el presente trabajo, la aleación desordenada AuxAg100−x es
aquella formada por átomos de Oro y Plata en el que algunos átomos del segundo tipo son sustituidos
estocásticamente por átomos del primero según la concentración atómica x requerida, ocupando los
mismos sitios en la red cristalina FCC.

Como se mencionó anteriormente, por lo general las interacciones entre átomos vecinos en los sis-
temas reales impiden que se dé una sustitución aleatoria total, lo cual propicia un ordenamiento de
corto alcance que en el caso de las aleaciones binarias se manifiestan en la tendencia de los átomos
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por rodearse de alguna especie atómica en particular. Los mecanismos que dan origen a este compor-
tamiento son objeto de un estudio más detallado que está fuera del alcance de esta investigación, sin
embargo, en el Capítulo 4 se discuten algunas consecuencias ocasionadas por el orden de corto alcan-
ce en las aleaciones desordenadas estudiadas, así como la metodología seguida para la simulación de
estos sistemas.

A manera de ilustración del desorden sustitucional, en la Figura 2.3(a) se tiene una estructura total-
mente ordenada correspondiente a Oro puro, mientras que en la Figura 2.3(b) se muestra una estructura
con este desorden en el que se alternan dos tipos de átomo en cada sitio de la red representando a un
cristal de Cloruro de Sodio. Se debe notar la preferencia de los átomos en este último por rodearse de
los del otro tipo, produciendo un orden de corto alcance.

(a) Estructura ordenada (b) Estructura sustitucionalmente desordenada

FIGURA 2.3. Desorden sustitucional. Comparación de estructuras.

2.1.2. Desorden topológico

Se dice que un sólido está topológicamente desordenado cuando no presenta un ordenamiento estructu-
ral de largo alcance y, debido a las interacciones entre vecinos cercanos, sí existe uno de corto alcance.
A estos materiales se les llama comúnmente como no cristalinos, dentro de los cuales se incluyen a los
materiales porosos (presentan densidades menores que el sólido en bulto) y los amorfos (casi la misma
densidad que su similar cristalino pero con diferente estructura atómica). En esta investigación sólo se
estudiará la aleación Oro-Plata amorfa, dejando los sistemas porosos para investigaciones posteriores.
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En concreto, la característica principal que distingue a un material estructuralmente ordenado de aque-
llos no cristalinos es el arreglo espacial en el que se encuentran los átomos que lo forman. Por esto, la
forma más común de caracterizar a estos sólidos desordenados es mediante la Función de Distribución
de Pares (PDF), la cual se define más adelante.

Los materiales amorfos se encuentran en estados termodinámicamente metaestables debido a que po-
seen mayor energía libre respecto de la fase cristalina a la misma temperatura y presión [11, 31]. Por
esta razón, aún no se ha desarrollado una teoría matemáticamente rigurosa que describa la mayoría
de las propiedades de los sistemas con desorden topológico. Sin embargo, al igual que en el desorden
sustitucional, las descripciones fenomenológicas han permitido comprender algunas características de
estos sólidos complejos y han dado lugar a la generación de modelos matemáticos como: el llama-
do Continous Random Network (CRN), utilizado con cierto grado de éxito para describir el arreglo
atómico de los semiconductores amorfos (como los formados por Carbono o Silicio), y el Dense Ran-

dom Packing (DRP), que describe aleaciones metálicas amorfas (como Cobre-Zirconio) mediante el
empaquetamiento de esferas rígidas en el espacio [27, 31, 36, 38].

Como referencia visual de este tipo de desorden, en la Figura 2.4, se muestran las diferencias estruc-
turales entre el sistema cristalino de átomos de carbono en estructura diamante (Figura 2.4(a)) y el
sistema de carbono amorfo poroso (Figura 2.4(b)). Estos aislantes han sido estudiados ampliamente
por Romero Rangel [39] y Mejía Mendoza [40], enfocándose en la generación computacional de estas
estructuras desordenadas.

(a) Carbono cristalino (b) Carbono amorfo poroso. Tomado de
Romero Rangel [39]

FIGURA 2.4. Desorden topológico. Comparación entre estrucutras para un mismo ele-
mento.
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Una vez definidos los tipos y características más relevantes de los tipos de desorden, se especifica
que en esta investigación se trabajará con la aleación desordenada AuxAg100−x para las mismas con-
centraciones atómicas a las reportadas por Green y Valladares [1] (x = 0, 4, 13, 20, 30, 40). En este
caso, el desorden sustitucional se incluye como una forma de obtener información sobre los efectos
del ordenamiento de corto alcance y su relación con las preferencias de agrupamiento de los átomos.

De igual forma, para la generación computacional de estructuras amorfas se decidió incluir el desorden
sustitucional con la finalidad de introducir aleatoriedad en el proceso determinista de generación de
las mismas, además de tener un mejor muestreo estadístico de las posibles configuraciones que se
podrían tener en el material real, cristalino desordenado y amorfo.

2.2. Propiedades y caracterización

La formulación de modelos teóricos que intentan explicar los fenómenos físicos y el desarrollo de
métodos numéricos para describirlos con gran precisión a través de las simulaciones computacionales,
han permitido comparar entre los resultados teóricos y experimentales para diversas características
materiales de interés. De esta manera, uno de los éxitos de las simulaciones es el poder de ofrecer
resultados con una alta precisión numérica y en concordancia con las mediciones experimentales,
incluso de predecir la existencia de nuevos materiales y propiedades igualmente novedosas si éstas
aún no se han realizado.

Sin embargo, a diferencia de los datos experimentales obtenidos mediante las mediciones directas (o
indirectas) de alguna propiedad específica en un material, en la mayoría de las simulaciones compu-
tacionales se obtienen valores numéricos que deben ser analizados e interpretados en el contexto de
una teoría científica y posteriormente inferir su relación con alguna propiedad en particular. En es-
te sentido, los cálculos teóricos requieren de un análisis profundo y muchas de las veces es posible
extraer más información de ellos que las que se podría observar en las primeras lecturas.

En esta sección se detallan las propiedades físicas de interés para la realización de esta investigación,
así como su relación con los datos obtenidos de las simulaciones. En el Capítulo 4 se detalla la meto-
dología seguida para estudiar las aleaciones Oro-Plata mencionadas con anterioridad y los resultados
obtenidos.
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2.2.1. Electrónicas

Es un hecho que las propiedades macroscópicas de los sólidos están determinadas por la estructura y el
tipo de enlace entre los átomos que los conforman. En estas escalas, las interacciones entre partículas
son descritas por fuerzas electrostáticas tipo Coulomb, en las que la participación de los electrones es
fundamental para la formación de la materia como la conocemos.

Una gran cantidad de propiedades relacionadas con la conductividad térmica y eléctrica en los ma-
teriales metálicos, fueron explicadas en 1900 con la teoría clásica del electrón libre en el modelo de
Drude [41]. Sin embargo, uno de los fallos más grandes de este modelo era su predicción sobre el
calor específico electrónico (cel): se aseguraba que debía ser 3kB/2 por electrón (con kB la constante
de Boltzmann), mientras que los valores experimentales son mucho menores [2, 3, 11].

La versión mejorada de esta descripción de los electrones que predice adecuadamente el cel es debida
a Sommerfeld [42]. En este modelo, publicado en 1928, se reconoce que los electrones son partículas
cuánticas que obedecen la estadística Fermi-Dirac debido al principio de exclusión de Pauli [2-4].
No obstante, para ciertos materiales, los valores predichos por el modelo de Sommerfeld continuaban
siendo incorrectos, lo cual se debía a la aproximación de electrón libre contenida en el modelo.

De esta forma, en la actualidad se sabe que para comprender y explicar correctamente las propiedades
físicas de los materiales, es necesario el estudio en detalle de las interacciones dentro del sólido,
lo cual sólo es posible mediante la descripción precisa de los electrones en el marco de la teoría
cuántica. Desafortunadamente, muy pocos sistemas tienen soluciones exactas dentro de esta teoría,
siendo necesarias las soluciones numéricas para la mayoría de los sistemas. Sin embargo, los cálculos
involucrados para materiales reales son altamente demandantes en términos computacionales, por lo
que aún es necesario recurrir a ciertas aproximaciones para hacer solubles estos problemas.

Además, las simulaciones numéricas para el estudio de los sistemas desordenados es claramente más
compleja debido a la falta de simetrías en el material. Por este motivo, la forma en que comúnmente
se obtiene información sobre la estructura electrónica de los materiales es mediante el cálculo de la
Densidad de Estados electrónicos (eDoS)D(E), la cual se define más adelante e incluso es válida para
todo tipo de material, cristalino o no. Así, en este trabajo se utilizará esta función para caracterizar las
aleaciones desordenadas Oro-Plata y con ella obtener una relación con el cel de la misma.

Es importante mencionar que la descripción termodinámica y mecánico-estadística de los materiales
desordenados asociada a conceptos como temperatura crítica, entropía de mezclado o parámetro de

orden, no se tratan en esta investigación, dejándose para estudios posteriores.
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Estructura de Bandas y Densidad de Estados Electrónicos

Un resultado conocido de la teoría cuántica es que los electrones en un átomo ocupan estados energé-
ticos discretos, es decir, que tienen energías permitidas y prohibidas para el sistema en que se encuen-
tren. Por su parte, para el estudio de los electrones en un sólido perfecto, formado por 1023 átomos
por mol, se tienen modelos basados en las simetrías traslacionales de los mismos y, debido a esto, el
tratamiento matemático se vuelve soluble usando la teoría de Fourier para funciones periódicas. Con
esta herramienta se introduce el concepto de espacio recíproco y de funciones de onda electrónicas de
Bloch, mediante las cuales se expresan las energías permitidas para los electrones en un sólido como
función de su vector de onda k [3-6].

Las aplicaciones de este modelo dan origen a la conocida teoría de bandas de los sólidos la cual ha
sido una de las herramientas básicas en el estudio de la estructura electrónica de los materiales. Como
ejemplo, en la Figura 2.5 se muestra la estructura de bandas reportada en la literatura para dos sólidos:
Cobre (Figura 2.5(a)) y Silicio (Figura 2.5(b)). Las bandas E(k), graficadas a lo largo de direcciones
que conectan puntos k de alta simetría en el espacio recíproco, representan los estados electrónicos
permitidos en el sólido, los cuales se van ocupando desde la energía más baja por todos los electrones
disponibles en el material. De esta forma, las regiones sombreadas en ambas gráficas de la Figura 2.5
indican los estados electrónicos ocupados.

(a) Metal (Cobre). (b) Semiconductor (Silicio).

FIGURA 2.5. Estructura de bandas para dos materiales: metal (a) y semiconductor (b).
En (a), las bandas con un sombreado más oscuro están asociadas a los orbitales d del

cobre; el sombreado más claro, a los s. Adaptado de Ashcroft y Mermin [3].
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Una vez que los niveles energéticos de más baja energía se han ocupado por todos los electrones, se
pueden presentar dos situaciones:

1. Un número de bandas pueden estar parcialmente llenas. Cuando esto ocurre, en el espacio recí-
proco se forma una superficie que separa los estados electrónicos ocupados de los desocupados,
a ésta se le llama superficie de Fermi. Consecuentemente, a la energía del nivel ocupado más al-
to se le conoce como Energía de Fermi (EF ). El cobre es un ejemplo que presenta estas bandas,
como se muestra en la Figura 2.5(a).

2. Un cierto número de bandas están completamente ocupadas y otras se mantienen vacías (Ejem-
plo en la Figura 2.5(b)). La diferencia energética entre el nivel ocupado más alto y el desocupado
más bajo es conocida como brecha de energía.

En el primer caso se tiene un material metálico ya que existen energías permitidas justo por arriba de
la energía de Fermi. Es posible acceder a estas energías mediante el cambio en el vector de onda k de
los electrones a través de, por ejemplo, la aplicación de un campo eléctrico externo mínimo, logrando
así movilidad en los electrones y la conductividad característica de un metal.

En el segundo caso, los estados energéticos por debajo de la brecha están todos ocupados, por lo que
la pura aplicación de un campo eléctrico débil no podrá mover a los electrones, para ello es necesaria
la promoción de algunos de ellos a estados por arriba de la brecha lo cual se logra, por ejemplo,
mediante energía térmica. De esta forma y por tradición, se dice que el material es un semiconductor
si el tamaño de la brecha es menor que 2 eV, de lo contrario, se trata de un aislante.

De esta forma, al analizar la estructura de bandas de un sólido se determina si se trata de un metal
o un semiconductor. Sin embargo, una de las suposiciones de la teoría de bandas es la invarianza
traslacional del material, situación que ya se ha mencionado no se cumple en los modelos de materiales
reales. Por este motivo, una herramienta increíblemente útil para el estudio de la estructura electrónica
de los sólidos, es la Densidad de Estados Electrónicos (eDoS).

La eDoS se define como el número de estados electrónicos disponibles por unidad de volumen V para
la energía En de cada estado n. Matemáticamente, esto se expresa en la ecuación (2.2). Y ejemplos de
eDoS para dos diferentes tipos de materiales, metal y semiconductor, se muestran en la Figura 2.6.

D(E) =
1

V

∑
En

δ(E − En) (2.2)
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(a) Metal (b) Semiconductor

FIGURA 2.6. Densidad de Estados Electrónicos. La región sombreada representa los
estados ocupados por electrones.

Como se observa en estos esquemas de la eDoS, la idea de las bandas se mantiene y, al ocupar estados
electrónicos de más baja energía, se siguen aplicando los dos casos anteriores. En el caso de un sistema
metálico (Figura 2.6(a)), una banda está parcialmente llena hasta llegar a la Energía de Fermi y se
tienen estados disponibles por arriba de ella los que permiten la conducción electrónica. En el caso
de un semiconductor (Figura 2.6(b)), una brecha energética separa a las dos bandas, de las cuales la
de más baja energía está totalmente ocupada y la superior está totalmente vacía, siguiendo el mismo
razonamiento de arriba para la posibilidad de movilidad electrónica en estos sistemas.

Implícitamente, en la discusión anterior se encuentra el hecho de que los electrones alrededor del nivel
de Fermi son los principales responsables de la mayoría de las propiedades electrónicas de los mate-
riales. Debido a este hecho, la Densidad de Estados en el Nivel de Fermi (D(EF )) tiene un importante
papel en los modelos para describir fenómenos electrónicos, desde la determinación del calor especí-
fico electrónico de un material hasta predecir la temperatura de transición al estado superconductor de
algún sólido.

En resumen, la eDoS es útil para caracterizar la estructura electrónica de cualquier tipo de material,
desde los cristales perfectos hasta los sólidos desordenados. Concretamente, en este trabajo se calcula-
rá la eDoS para la determinación de laD(EF ) para el sistema cristalino desordenado Oro-Plata para la
determinación del Calor Específico Electrónico de la aleación, concepto que se define a continuación.
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Calor Específico Electrónico (cel)

Desde el punto de vista termodinámico [13], las segundas derivadas de la ecuación fundamental de un
sistema describen las propiedades materiales del mismo, entre ellas se encuentran el Coeficiente de
Expansión Térmica (cambio de volumen en un material al cambiar la temperatura a presión constante)
y la Compresibilidad Isotérmica (cambio de volumen al cambiar la presión a temperatura constante).
Estas cantidades son comúnmente medidas en los experimentos y sus discontinuidades a lo largo de
diferentes procesos termodinámicos son descritas por las teorías de transiciones de fase.

La Capacidad Calorífica (C) de un material es una cantidad extensiva que se define como la cantidad
necesaria de calor δQ para cambiar la temperatura T del sistema: C = δQ/dT . En particular, para
procesos en los que permanecen constantes los parámetros externos como la presión o el volumen, se
encuentra que la Capacidad Calorífica relaciona el cambio en la energía interna del sistema (∆E) con
el cambio en su temperatura (∆T ). Así, matemáticamente, la Capacidad Calorífica está dada por la
ecuación (2.3):

C =
dE

dT
(2.3)

De la misma forma, la magnitud intensiva asociada a la Capacidad Calorífica es denominada Calor
Específico (c) y está relacionada a la primera mediante el número de partículas N que contiene el
sistema de la siguiente forma:

c =
C

N
=

1

N

dE

dT
(2.4)

Un resultado conocido en la teoría clásica de los sólidos es el valor constante a altas temperaturas para
el Calor Específico c, a saber 3kBT , lo que es conocido como la ley de Dulong-Petit (ver Figura 2.7).
Sin embargo, el análisis termodinámico y los datos experimentales indicaban que c debe aproximarse
a 0 cuando la temperatura también tiende a este valor [13].

FIGURA 2.7. Calor Específico de los Sólidos. Adaptado de Ashcroft y Mermin [3]
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Fue hasta la aplicación de la mecánica cuántica que este comportamiento fue entendido con base en
el tratamiento de los átomos en el sólido como osciladores cuánticos. En la Figura 2.7 se muestra un
esquema del Calor Específico como función de la temperatura, donde se observa la conocida Ley T 3

de Debye.

No obstante, a bajas temperaturas la descripción T 3 no se sigue, esto es debido a que la contribución
al calor específico por parte de las vibraciones atómicas es menos relevante que la electrónica. De esta
forma se encuentra que el Calor Específico c como función de la temperatura obedece la siguiente
relación:

c = γT + αT 3 (2.5)

donde los coeficientes γ y α representan las contribuciones electrónicas y vibracionales al Calor Es-
pecífico, respectivamente. En los cálculos de este trabajo se tratará únicamente la parte electrónica.

Al ser una propiedad termodinámica, se puede encontrar una expresión para el coeficiente (γ) del
Calor Específico Electrónico (cel) en términos de propiedades intrínsecas del material al conocer la
ecuación fundamental para los electrones del material. Así, en la derivación desarrollada en detalle
en el Apéndice A, se muestra que cel es proporcional a la Densidad de Estados en el Nivel de Fermi
D(EF ):

cel =
1

N

π2

3
k2BD(EF ) T = γ T (2.6)

El anterior resultado será asumido como válido para el caso de los metales nobles tratados en esta
investigación, así como sus aleaciones. Esto debido a la similitud entre ambos elementos explicada al
principio de este capítulo y a la configuración electrónica de los mismos, parecida a la de un gas de
electrones libres.

De esta manera, al determinar la eDoS desde los cálculos de primeros principios se caracteriza la
estructura electrónica de las aleaciones estudiadas. Además, mediante la D(EF ) y la ecuación (2.6),
es posible en principio determinar cel y compararlo con las mediciones experimentales, intentando así
explicar el comportamiento parabólico con la concentración de Oro observado en las aleaciones.
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2.2.2. Estructurales

Función de Distribución de Pares (PDF)

Además de caracterizar a un material mediante sus propiedades electrónicas a través de la estructura
de bandas o la eDoS, es necesario describirlo por su estructura topológica, entendida como la distribu-
ción espacial de los átomos que lo forman. Diversas técnicas experimentales, basadas en fenómenos de
difracción como los rayos X, proporcionan información sobre la estructura de un material, y mediante
ellas se determinan parámetros geométricos como el grupo de simetría espacial a la que pertenece,
el parámetro de red de su estructura y la distancia interatómica del material. Sin embargo, los mate-
riales topológicamente desordenados, al carecer de una estructura cristalina perfecta no tiene sentido
caracterizarlos estructuralmente de esta forma.

Por este motivo, han surgido diversas funciones de distribución atómicas, reportadas en la literatura
especializada en sistemas desordenados [27, 31, 35, 43], las cuales proporcionan conocimiento sobre
la distribución espacial atómica en estos materiales. En principio, todas ellas contienen la misma
información y, como se verá a continuación, es posible expresar algunas funciones en términos de
otras.

La llamada Función de Correlación de Pares Atómicos, ρ(r), alcanza valores máximos en los valores
r para los cuales se tienen las distancias más probables de encontrar otros átomos a partir de uno
escogido arbitrariamente. Más aún, para distancias interatómicas mucho mayores a las distancias de
la tercera esfera de coordinación, en un material estructuralmente desordenado la ρ(r) tiende al valor
de la densidad numérica del material ρ0 = N/V , con N el número de átomos dentro del volumen V .

Otra de las funciones más utilizadas para caracterizar las estructuras desordenadas es la Función de
Distribución de Pares, g(r), la cual se relaciona con ρ(r) de la siguiente forma:

g(r) =
ρ(r)

ρ0
(2.7)

de donde se cumple que:
ĺım
r→∞

g(r) = 1 (2.8)

Como referencia visual de la función g(r), en la Figura 2.8 se muestra la idea geométrica para un
material topológicamente desordenado, en la que se observan las esferas de coordinación alrededor de
un átomo dado que dan origen a las curvas típicas de una PDF [27, 31, 35, 43].
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FIGURA 2.8. Esquema de PDF para un material amorfo. Adaptado de Ziman [27].

Además de las anteriores funciones, en la literatura se acostumbra reportar la llamada Función de
Distribución Radial (RDF, por sus siglas en inglés) J(r), la cual está definida en términos de ρ(r) o
g(r) de la siguiente forma [43]:

J(r) = 4πr2ρ(r) = 4πρ0r
2g(r) (2.9)

la cual tiene un comportamiento parabólico en el límite de grandes distancias interatómicas:

J(r →∞) ≈ 4πρ0r
2 (2.10)

Mediante esta última es posible calcular el número de coordinación promedio para el material amorfo.
En la literatura [43], se encuentran reportadas diversas formas de calcular este número a partir de la
J(r). Estas formas dependen del tipo de sistema que se esté estudiando, y cada una tiene sus ventajas
y desventajas, en este trabajo se utilizará aquella en la que se integra la función J(r) sobre la primera
esfera de coordinación, es decir, hasta su primer mínimo.
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A manera de comparación, la g(r) para un sistema con ordenamiento perfecto se caracteriza por tener
picos muy pronunciados en las posiciones cristalinas como se muestra en la Figura 2.9. Los picos en
esta función poseen un ancho tal que al calcular la función J(r) se obtenga correctamente el número
de vecinos próximos.

FIGURA 2.9. PDF para un material cristalino.

Con esta breve introducción se concluye la explicación de los conceptos en los que está basado este
trabajo, así como las herramientas de caracterización electrónica y estructural para los materiales des-
ordenados. En el siguiente capítulo se tratarán las herramientas matemáticas necesarias para realizar
las simulaciones y su uso en el código empleado.
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Capítulo 3

La Teoría de Funcionales de la Densidad

En este capítulo se explican los conceptos básicos de la Teoría de Funcionales de la Densidad (DFT),
los fundamentos de la Dinámica Molecular (MD) y la implementación de ambos en el código utilizado
en esta investigación.

3.1. La ecuación de Schrödinger de muchos cuerpos

La teoría cuántica describe con gran precisión los fenómenos que ocurren en escalas atómicas, y
debido a ello es la herramienta necesaria para el estudio de las propiedades de los materiales desde un
enfoque de primeros principios o ab initio en el que idealmente no se recurra a parámetros obtenidos
experimentalmente.

La ecuación de Schrödinger es la relación fundamental de la mecánica cuántica que describe las pro-
piedades a estas escalas. Para una partícula, la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo se
expresa de la siguiente manera:

Ĥ ψ(r) = E ψ(r) (3.1)

donde ψ(r) es la función de onda de una partícula localizada en la posición r, y el operador Ĥ es el
operador Hamiltoniano, que para el caso de un electrón sujeto a un potencial V (r) está dado por:

Ĥ =
p̂2e

2me

+ V̂ (r) = − ~2

2me

∇2 + V (r) (3.2)

dondeme, pe son su masa y el operador de momento lineal del electrón. De esta manera, la densidad de
probabilidad de encontrar al electrón en la posición r está determinada por |ψ(r)|2, con la condición
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de que la función de onda se encuentre normalizada:∫
dr|ψ(r)|2 = 1 (3.3)

Sin embargo, para el estudio de sistemas formados por N electrones y M núcleos (cada uno de ma-
sa mI conteniendo ZI protones) es necesario que el Hamiltoniano de la ecuación (3.1) incluya los
términos de la energía cinética para todos ellos, además de las interacciones núcleo-núcleo (Vnn),
electrón-núcleo (Ven), y electrón-electrón (Vee). Así, la ecuación de Schrödinger de muchos cuerpos
es la siguiente: [

−
N∑
i=1

~2

2me

∇2
i −

M∑
I=1

~2

2mI

∇2
I + Vee + Vnn + Ven

]
Ψ = EtotalΨ (3.4)

donde:
Ψ = Ψ({r}) = Ψ(r1, r2, · · · , rN ;R1,R2, · · · ,RM) (3.5)

es la función de onda correspondiente a N electrones en las posiciones ri y M núcleos en las RI .
Además:

Vee =
1

2

∑
i6=j

e2

4πε0

1

|ri − rj|
(3.6)

Vnn =
1

2

∑
I 6=J

e2

4πε0

ZIZJ

|RI −RJ |
(3.7)

Ven = −
∑
i,I

e2

4πε0

ZI

|ri −RI |
(3.8)

donde los índices para electrones, i y j, corren desde 1 hasta N , y para los núcleos, I y J , hasta M .

En principio, el conocer todos los términos de la ecuación (3.4) es todo lo necesario para determinar
las propiedades electrónicas de cualquier sistema. Sin embargo, un material está formado por ∼ 1023

átomos y resolver esta ecuación en forma exacta es imposible, por este motivo es necesario realizar
aproximaciones para hacer más tratable este problema.

La primera es la comúnmente llamada aproximación de Born-Oppenheimer, que está fundamentada
en el hecho de que la masa de los núcleos (mI) es mucho mayor que la de los electrones (me), de
esta forma la energía cinética nuclear es un término pequeño comparado con los demás de la ecuación
(3.4). Además, es seguro asumir que los núcleos atómicos se encuentran en posiciones fijas que pueden
formar estructuras cristalinas o amorfas, implicando que el potencial Vnn (ecuación (3.7)) sea una
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constante (parametrizada por las posiciones nucleares conocidas RI y la carga de los núcleos ZI).

Con estas consideraciones y utilizando las ecuaciones (3.6) y (3.8), la ecuación (3.4) queda de la
siguiente forma: [

−
N∑
i=1

~2

2me

∇2
i +

N∑
i

Vext(ri) +
1

2

N∑
i6=j

e2

4πε0

1

|ri − rj|

]
Ψ = EΨ (3.9)

donde se definió:

E = (Etotal − Vnn) (3.10)

Vext(r) = −
M∑
I

e2

4πε0

ZI

|r −RI |
(3.11)

Aún con esta aproximación, la ecuación (3.9) todavía tiene 3N variables, y resolverla sigue siendo una
tarea difícil. La manera de reducir esta complicación es utilizar el concepto de densidad electrónica
y, como se verá en la siguiente sección, mediante los Teoremas de Hohenberg y Kohn se asegura que
esta nueva variable es todo lo que se necesita para determinar la energía y las propiedades del sistema
multielectrónico en su estado base.

3.2. Fundamentos de la DFT

3.2.1. La densidad electrónica

Ahora, como es sabido, |Ψ(r1, · · · , rN ;R1, · · · ,RM)|2 es la densidad de probabilidad de encontrar
simultáneamente al electrón 1 en la posición r1, al electrón 2 en la posición r2, y así sucesivamente.
Sin embargo, en general nos interesa la probabilidad P (r1 = r) de encontrar al electrón número 1 en
el punto r mientras que los demás N − 1 electrones y M núcleos pueden estar en cualquier lado. Esta
expresión está dada por:

P (r1 = r) =

∫
|Ψ(r, r2, · · · , rN ;R1, · · · ,RM)|2dr2 · · · drNdR1 · · · dRM (3.12)

De esta forma, se define que la densidad electrónica n(r) que indica la probabilidad de encontrar a
cualquier electrón en la posición r es:

n(r) = P (r1 = r) + P (r2 = r) + · · ·+ P (rN = r) (3.13)
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Debido a que los electrones son partículas indistinguibles, la ecuación anterior puede escribirse como:

n(r) = NP (r1 = r) = N

∫
|Ψ(r, r2, · · · , rN ;R1, · · · ,RM)|2dr2 · · · drNdR1 · · · dRM (3.14)

Además, al requerir que la función de onda de muchos cuerpos (3.5) esté normalizada:∫
Ψ(r1, r2, · · · , rN ;R1,R2, · · · ,RM)|2dr1 · · · drNdR1 · · · dRM = 1 (3.15)

se tiene que la integral de la densidad electrónica n(r) sobre todo el espacio es igual al número de
electrones N : ∫

n(r)dr = N (3.16)

Como se observa, la densidad electrónica (ecuación (3.14)) es una función definida en un espacio de
únicamente 3 dimensiones, a diferencia de la función de onda de muchos cuerpos (ecuación (3.5)) en
la que son necesarias 3(N +M) dimensiones para su completa definición. Esta es la gran ventaja que
ofrece trabajar con la densidad electrónica n(r), a diferencia de los métodos basados en la función de
onda como en la teoría de Hartree-Fock [44]

3.2.2. Los Teoremas de Hohenberg y Kohn

El principio de la Teoría de Funcionales de la Densidad es que cualquier propiedad de un sistema
de muchas partículas interactuantes es una funcional de la densidad electrónica del estado base del
sistema n0(r). De esta manera, la DFT está formulada como una teoría exacta para la solución de la
ecuación de Schrödinger multielectrónica (ec. (3.9)) en la que la variable fundamental es la densidad
electrónica n(r) (ec. (3.14)) y no las funciones de onda Ψ({r}) (ec. (3.5)).

La demostración de la existencia de las funcionales se debe a dos teoremas de Hohenberg y Kohn [45],
publicados en 1964, los cuales se enuncian a continuación [46]:

Teorema I. Para cualquier sistema de partículas interactuantes en un potencial externo Vext(r),
Vext(r) está determinado unívocamente, salvo una constante, por la densidad electrónica en el
estado base n0(r).

Teorema II. Es posible definir una funcional universal de la Energía E[n] válida para cualquier
potencial externo Vext(r) en términos de la densidad n(r). Para un Vext(r) particular, la energía
exacta del estado base del sistema es el mínimo global de esta funcional, y la densidad n(r) que
minimiza la funcional corresponde a la del estado base n0(r).
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En la Figura 3.1 se muestra la representación esquemática de los Teoremas de Hohenberg y Kohn.
Las flechas sencillas (⇒) denotan la solución usual a la ecuación de Schrödinger multielectrónica: a
partir del potencial externo Vext(r) se encuentran las eigenfunciones Ψi({r}) con las que se obtiene
en particular la función Ψ0({r}) del estado base del sistema con la que se construye la densidad
electrónica n0(r) correspondiente a este estado. Los teoremas de Hohenberg y Kohn ( H-K⇐==⇒ ) permiten
la relación entre Vext(r) y n0(r).

H-K⇐==⇒Vext(r)

⇓
Ψi({r}) ⇒

n0(r)

⇑
Ψ0({r})

FIGURA 3.1. Representación esquemática del Teorema de Hohenberg y Kohn.
Basado en Martin [46].

A continuación, se dan las demostraciones de ambos teoremas para el caso de que las funciones de
onda no sean degeneradas [46-48].

Demostración del Teorema I.
Consideremos que existen 2 potenciales V (1)

ext (r) y V (2)
ext (r) que son diferentes en más de una

constante y que dan origen a la misma densidad del estado base n0(r). Los dos potenciales ex-
ternos forman dos Hamiltonianos diferentes Ĥ(1) y Ĥ(2), los cuales tienen diferentes funciones
de onda para el estado base Ψ(1) y Ψ(2) (y que forman la misma densidad n0(r)). Como Ψ(2) no
es el estado base de Ĥ(1) y las funciones de onda son no degeneradas, se sigue que:

E(1) =
〈

Ψ(1)
∣∣∣Ĥ(1)

∣∣∣Ψ(1)
〉
<
〈

Ψ(2)
∣∣∣Ĥ(1)

∣∣∣Ψ(2)
〉

(3.17)

El último término de la ecuación (3.17) puede escribirse como:〈
Ψ(2)

∣∣∣Ĥ(1)
∣∣∣Ψ(2)

〉
=
〈

Ψ(2)
∣∣∣Ĥ(2)

∣∣∣Ψ(2)
〉

+
〈

Ψ(2)
∣∣∣Ĥ(1) − Ĥ(2)

∣∣∣Ψ(2)
〉

(3.18)

= E(2) +

∫
dr
[
V

(1)
ext (r)− V (2)

ext (r)
]
n0(r) (3.19)

juntado este resultado con la ecuación 3.17, se obtiene:

E(1) < E(2) +

∫
dr
[
V

(1)
ext (r)− V (2)

ext (r)
]
n0(r) (3.20)
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Por otro lado, al considerar de la misma forma a E(2) encontramos la misma ecuación (3.20)
pero con los índices (1) y (2) intercambiados:

E(2) < E(1) +

∫
dr
[
V

(2)
ext (r)− V (1)

ext (r)
]
n0(r) (3.21)

Al sumar las ecuaciones (3.20) y (3.21) se llega a la desigualdad contradictoria:

E(1) + E(2) < E(1) + E(2) (3.22)

Lo cual establece el resultado de que no pueden existir dos potenciales externos que difieran
por más de una constante que den origen a la misma densidad electrónica del estado base. De
esta forma se concluye que la densidad determina unívocamente el potencial externo salvo una
constante.

Demostración del Teorema II.
Debido a que todas las propiedades electrónicas pueden ser determinadas a través de la densidad
n(r), en el esquema de Hohenberg-Kohn, es posible expresar a la energía total del sistema EHK,
conformada por la energía cinética T , la energía de interacción entre las partículasEint (ec. (3.6))
y el potencial externo Vext (ec. (3.8)), todas como una funcional de n:

EHK[n] = T [n] + Eint[n] +

∫
drVext(r)n(r) (3.23)

= FHK[n] +

∫
drVext(r)n(r) (3.24)

donde
FHK[n] = T [n] + Eint[n] (3.25)

La funcional FHK[n] (ec (3.25)) es universal en el sentido de que es la misma para todos los
sistemas que involucren electrones, independientemente del potencial externo Vext.

Ahora, consideremos un sistema con un potencial externo V (1)
ext en el Hamiltoniano Ĥ(1) que da

origen a una densidad del estado base n(1)(r). Se tiene entonces que el valor esperado de la
energía para la función de onda del estado base Ψ(1) es:

E(1) = EHK[n(1)] =
〈

Ψ(1)
∣∣∣Ĥ(1)

∣∣∣Ψ(1)
〉

(3.26)
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Entonces, para una densidad diferente n(2)(r) (y el mismo potencial externo), se tiene una fun-
ción de onda Ψ(2)

(
6= Ψ(1)

)
con una energía E(2). Por lo que:

E(1) =
〈

Ψ(1)
∣∣∣Ĥ(1)

∣∣∣Ψ(1)
〉
<
〈

Ψ(2)
∣∣∣Ĥ(1)

∣∣∣Ψ(2)
〉

= E(2) (3.27)

De esta forma, el valor esperado de la energía en el esquema de Hohenberg-Kohn (ec. (3.24))
evaluada para la densidad del estado base correcta n0(r) es el valor mínimo entre todas las
densidades n(r) posibles.

De las demostraciones anteriores, se sigue que mediante el total conocimiento de la Funcional FHK[n]

(ec. (3.25)), quedaría resuelto el problema de encontrar las energías permitidas en un sistema multi-
electrónico inmerso en un potencial externo con tan solo describir la densidad electrónica n0(r), la
cual es una función de únicamente 3 variables. Desafortunadamente, la forma de la funcional Eint[n]

en la ecuación (3.25) no se conoce con exactitud por lo que es necesario recurrir a diversas aproxima-
ciones.

Además, los Teoremas de Hohenberg-Kohn sólo garantizan la existencia de la densidad electrónica
n(r) que minimiza la energía global del sistema y la cual determina cualquier propiedad del mismo,
pero no ofrecen forma alguna de encontrarla. De esta forma, la Teoría de Funcionales de la Densidad
no hubiera encontrado aplicaciones prácticas en el corto plazo de no ser por la contribución de Kohn
y Sham quienes ofrecieron una forma de encontrar la n0(r) correcta mediante un sistema auxiliar.

3.2.3. El sistema auxiliar de Kohn y Sham

En la actualidad, la DFT es el método más utilizado para los cálculos de estructura electrónica de
los materiales en varias escalas, desde las nanopartículas hasta los sólidos. Sin embargo, como se
mencionó antes, su aplicación en casos realistas no se hubiera dado sin el tratamiento de Kohn y Sham
[49, 50] en 1965, el cual ofrece una forma de encontrar la densidad del estado base n0(r) en un
esquema de partículas independientes.

El método de Kohn-Sham asume que n0(r) del sistema original de partículas interactuantes es igual a
la de algún sistema caracterizado por partículas no interactuantes. Esta suposición da origen a ecuacio-
nes de partículas independientes dentro de un potencial efectivo que, en principio, son más sencillas de
resolver. De esta manera, en la Figura 3.2 se muestra un esquema del sistema auxiliar de Kohn-Sham.
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K-S⇐==⇒H-K⇐==Vext(r)

⇓
Ψi({r}) ⇒ Ψ0({r})

n0(r)

⇑

H-K0===⇒n0(r)

⇑
ψi=1,N(r)⇐ ψi(r)

VKS(r)

⇓

FIGURA 3.2. Representación esquemática del sistema auxiliar de Kohn y Sham.
H-K0 indica el Teorema de Hohenberg-Kohn aplicado a las funciones de onda ψi para

partículas independientes. Adaptado de Martin [46].

En este esquema se observa el vínculo entre la teoría Hohenberg-Kohn de un sistema de partículas
interactuantes representadas por la función de onda del estado base Ψ0({r}) (izquierda de la flecha

K-S⇐==⇒ ), y la descripción de Kohn-Sham de partículas independientes representadas a través de la
función de onda ψi(r) (lado derecho de la flecha K-S⇐==⇒ ). Ambas descripciones dan como resultado la
misma densidad electrónica del estado base n0(r).

En concreto, en el esquema Kohn-Sham se trata de reescribir la expresión de la funcional de Hohenberg-
Kohn para la energía EHK[n] (ec. (3.23)) en la siguiente forma:

EKS[n] = T [n] + EH[n] + EXC[n] + Eext[n] (3.28)

donde la densidad electrónica n(r) está determinada por las funciones de onda de una partícula ψi(r)

de la siguiente forma:

n(r) =
N∑
i=1

|ψi(r)|2 (3.29)

y Eext[n] =
∫
drVext(r)n(r).

Además, la energía cinética en términos de ψi(r) está dada por:

T = − ~2

2me

N∑
i=1

〈
ψi

∣∣∇2
∣∣ψi

〉
=

~2

2me

∫
dr |∇ψi(r)|2 (3.30)

y EH[n], conocida como la Energía de Hartree, está definida como:

EH[n] =
e2

4πε0

∫
drdr′n(r)n(r′)

|r − r′|
(3.31)

que corresponde con la energía de interacción repulsiva de Coulomb entre la densidad electrónica
consigo misma, es decir, EH incluye una contribución de autointeracción que es necesario suprimir
debido a que claramente no representa a un sistema real.



3.2. Fundamentos de la DFT 35

Los efectos de correlación e intercambio debidos a la interacción de muchos cuerpos y la correc-
ción a la errónea autointeracción en la Energía de Hartree están agrupados en el término conocido
como funcional de intercambio-correlación EXC[n]. Se debe hacer notar que al comparar el esquema
de Hohenberg-Kohn con el de Kohn-Sham, las funcionales EH[n] y EXC[n] en la ecuación (3.28) re-
presentan dos contribuciones a la funcional exacta Eint[n] de la ecuación (3.23) y surgen debido a la
consideración de partículas independientes en el esquema Kohn-Sham.

Hasta este momento, aun no se encuentra una forma explícita y exacta para la funcional EXC[n], la
cual ha representado el mayor reto en la aplicabilidad de la DFT para sistemas reales. Sin embargo,
retomando lo mencionado al inicio de este capítulo, las diversas aproximaciones que se han desarrolla-
do para esta funcional han proporcionado resultados muy cercanos a los valores experimentales para
diversos sistemas, a tal punto que la DFT es uno de los métodos más difundidos para el cálculo de
estructura electrónica de los materiales.

Las ecuaciones variacionales de Kohn-Sham

La solución al sistema auxiliar de Kohn-Sham para el estado base involucra la minimización respecto
a las funciones de un solo átomo ψi(r) de la funcional de Kohn-Sham (ec. (3.28)):

δEKS

δψ∗i (r)
=

δT

δψ∗i (r)
+

[
δEH

δn(r)
+
δEXC

δn(r)
+
δEext

δn(r)

]
δn(r)

δψ∗i (r)
= 0 (3.32)

sujeto a las restricciones de ortonormalización de las funciones de onda ψ:

〈ψi|ψj〉 = δij (3.33)

De las expresiones para n(r) (3.29) y T (3.30), se tiene:

δn(r)

δψ∗i (r)
= ψi(r),

δT

δψ∗i (r)
= − ~2

2me

∇2ψi(r) (3.34)

y mediante el método de los multiplicadores de Lagrange con la restricción (3.33):

δ
[〈
ψi

∣∣∣Ĥ∣∣∣ψi

〉
− ε (〈ψi|ψi〉 − δii)

]
= 0 (3.35)

nos lleva a las ecuaciones de Kohn-Sham, las cuales son idénticas a la forma de la ecuación de Schrö-
dinger de una partícula (3.1):

(HKS − εi)ψi(r) = 0 (3.36)
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donde εi son los eigenvalores y HKS es el Hamiltoniano efectivo de Kohn-Sham:

HKS = − ~2

2me

∇2 + VKS (3.37)

con

VKS = Vext +
δEH

δn(r)
+
δEXC

δn(r)

= Vext + VH + VXC (3.38)

En resumen, las ecuaciones de Kohn-Sham están dadas en términos de funciones de onda de un elec-
trón ψi, los cuales sienten un potencial efectivo VKS que incluye las contribuciones debidas a los
núcleos Vext y a las interacciones internas entre electrones, separadas convenientemente en términos
conocidos VH y los que incluyen los términos de intercambio y correlación VXC.

Solución de las ecuaciones de Kohn-Sham

Una vez encontrada la forma de las ecuaciones de Kohn-Sham (ec (3.36)), es necesario definir EXC

para el sistema de interés, ya que es el único término que no se conoce exactamente y, como se ha
mencionado antes, se deben hacer aproximaciones para esta funcional. Cabe señalar que el construir
funcionales de intercambio-correlación más exactas es un área de investigación activa, y su estudio en
detalle está fuera del alcance de este trabajo de investigación.

La aproximación local de la densidad (LDA, por sus siglas en inglés) ha sido una de las más difundidas
para estudiar un gran número de sistemas. En ella, se supone que la densidad electrónica n corresponde
a un gas homogéneo de electrones, lo cual simplifica enormemente la realidad del ambiente electrónico
en diversos materiales. Sin embargo, se ha demostrado que la aproximación LDA genera resultados
correctos para un gran número de sistemas, desde metálicos hasta semiconductores.

El siguiente paso en la aplicación del esquema Kohn-Sham en los cálculos de sistemas reales es re-
solver las ecuaciones (3.36). Esto podría presentar un problema a primera vista debido al siguiente
argumento circular intrínseco en este esquema: se debe conocer la densidad electrónica para determi-
nar el potencial efectivo, el cual a su vez es necesario para encontrar la densidad electrónica adecuada.

La manera de resolver esto es mediante un ciclo autoconsistente, el cual se esquematiza en la Figura
3.3
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Suposición inicial

n(r)

Calcular el potencial efectivo (3.38)

VKS[n] = Vext[n] + VH[n] + VXC[n]

Resolver las ecuaciones K-S (3.36) y (3.37)(
− ~2

2me

∇2 + VKS

)
ψi(r) = εiψi(r)

Calcular n(r) (3.29)

n(r)=
N∑
i=1

|ψi(r)|2

¿Autoconsistencia?

Cálculo de propiedades del estado base n0(r)

Energía, Fuerzas, eDoS

no

sí

FIGURA 3.3. Esquema del ciclo autoconsistente para resolver las ecuaciones de Kohn-
Sham.

El diagrama anterior explica lo siguiente: se propone una densidad de inicio n(r) mediante la cual se
calcula el potencial efectivo VKS, con éste se resuelven las ecuaciones Kohn-Sham para obtener una
nueva densidad, con la cual se calcula un nuevo potencial efectivo y así sucesivamente. Este proceso
continúa hasta que la densidad final obtenida de la solución de las ecuaciones Kohn-Sham sea similar
a la calculada un paso anterior. En este momento se ha alcanzado la autoconsistencia y la densidad
electrónica obtenida de esta forma corresponde a la del estado base, con la que se determinan las
propiedades electrónicas de los materiales.

La forma en que se construye la densidad electrónica a partir de funciones de onda de una partícula,
depende de la implementación de la teoría en los diversos códigos ab initio disponibles. Entre las
formas más comunes se encuentran los basados en orbitales numéricos y en funciones analíticas co-
mo ondas planas o funciones gaussianas. Cada una es diferente y tienen sus respectivas ventajas y
desventajas; en este trabajo se utilizaron orbitales numéricos.
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Pseudopotenciales

Debido a que en el esquema Kohn-Sham es necesario construir una densidad de prueba inicial n(r)

mediante las funciones de onda de una partícula, es de esperar que para la correcta evaluación de
n para obtener la densidad exacta del estado base n0(r) se deben incluir todos los electrones en el
sistema. Esto eleva el cálculo computacional para la mayoría de los sistemas de interés de estudio por
la DFT.

Por este motivo, la formulación de pseudopotenciales es vital para el análisis de estos materiales. Este
esquema que se basa en la observación que los electrones más externos, llamados de valencia son los
responsables de los enlaces y las propiedades electrónicas de los materiales. Así, por lo general, los
cálculos para determinar las densidades en el sistema sólo involucran electrones de valencia, mientras
que los demás son considerados parte del llamado core.

En la práctica, la densidad electrónica construida por los electrones del core se determina una única
vez al inicio de los cálculos, con ella se construye un potencial efectivo para los electrones de valencia,
el cual es llamado pseudopotencial. Esto permite la aplicabilidad de la DFT para sistemas conteniendo
la mayoría de los elementos de la Tabla Periódica.

Además, dentro del pseudopotencial, es posible considerar efectos importantes para elementos pesa-
dos, específicamente los efectos relativistas son incluidos dentro de este esquema, optimizando los
cálculos en estos átomos y ofreciendo resultados precisos y confiables para los mismos.

Con esta discusión se finaliza la introducción a la DFT. Los criterios de convergencia para el ciclo
autoconsistente y demás datos que se han dejado afuera de esta sección y que son específicas para
cada sistema, se indican en la sección del método en el Capítulo 4.

3.3. Dinámica Molecular ab initio

La Dinámica Molecular es una técnica de simulación computacional en la que se encuentra el mo-
vimiento de partículas de masa MI a través de la solución numérica de ecuaciones de movimiento
Newtonianas (3.39):

MIR̈I = − ∂E

∂RI

= FI [{RI(t)}] (3.39)

usando generalmente el algoritmo de Verlet con un tiempo de paso discreto ∆t:

RI(t+ ∆t) = 2RI(t) + RI(t−∆t) +
(∆t)2

MI

FI [{RI(t)}] (3.40)
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La extensión a sistemas cuánticos se debió a Car y Parrinello [51]. En esta extensión a los métodos de
la DFT, las fuerzas sobre los núcleos son calculadas a partir del gradiente de la densidad electrónica
del estado base, y con ellas se calcula el movimiento de los átomos en un material, logrando de esta
manera ampliar la aplicación de la DFT a más sistemas y situaciones reales.

Por otro lado, en una simulación de Dinámica Molecular convencional, la energía total E, el volumen
del sistema V y el número de partículasN se mantienen constantes, lo que se conoce como el ensamble
microcanónico. De igual forma, es posible hacer simulaciones en el ensamble canónico en el que las
constantes en la dinámica son N , V y la Temperatura T , lo que representa de mejor manera algunos
de los experimentos sobre los sistemas reales [33, 34, 37, 46, 52].

Como es de esperar, diversas formulaciones para la Dinámica Molecular en el ensambleNV T han sido
desarrolladas a lo largo de los años, sin embargo la formulación de Nosé [53, 54] y Hoover [55], la cual
está basada en la construcción de una función Lagrangiana extendida (con más grados de libertad),
es actualmente la más usada. Esto es debido a que el promedio de las variables estáticas (como T , V
y N ) en la formulación extendida Nosé-Hoover es igual al promedio de las mismas variables en el
ensamble canónico, situación que no se presenta en otros esquemas. A la parte extendida de la función
Lagrangiana se le asocia el término termostato de la Dinámica Molecular.

En la práctica, la selección adecuada del tiempo de paso ∆t en el algoritmo de Verlet está determinada
por la masa de los átomos del sistema y de la parametrización del termostato en el esquema Nosé-
Hoover. Esta determinación es sumamente importante para el éxito de una simulación de este tipo, así
como para la solución numérica de las ecuaciones de movimiento. Ya que de ser muy pequeño, los
átomos no se alcanzarían a mover lo suficiente como para observar fenómenos físicos relevantes; y si
es muy grande, se corre el riesgo de obtener posiciones atómicas que alteren de forma significativa las
fuerzas interatómicas y éstas den lugar a movimientos no representativos de la realidad.

3.4. DFT en el código DMol3

Una vez definido el contexto teórico en que se fundamenta esta investigación, a continuación se explica
la implementación de la DFT en el código empleado DMol3 [56-59], el cual es un código para cálculos
ab initio desarrollado por Dassault Systèmes BIOVIA.

En el aspecto electrónico, en este código las funciones de onda independientes ψi están calculadas
numéricamente para cada orbital electrónico centrado en cada núcleo, y son utilizadas para construir
la densidad electrónica de prueba y seguir el esquema autoconsistente de Kohn-Sham. Además, otros
orbitales numéricos con un momento angular mayor pueden ser considerados dentro de la construcción
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de la densidad, estas funciones son llamadas de polarización y ofrecen libertades variacionales con
las que se puede mejorar la descripción de n0(r). También es posible hacer cálculos con espín no
restringido, en los que se utilizan diferentes orbitales espaciales para cada espín del electrón y son
necesarios para sistemas con un número impar de electrones de valencia.

Para las aproximaciones a la funcional de intercambio-correlación, el código incluye las aproxima-
ciones LDA (con la parametrización de Vosko, Wilk y Nusair [60] (VWN)) y la aproximación del

gradiente generalizado, GGA, por sus siglas en inglés (Perdew, Burke y Ernzerhof [61] y Perdew et

al. [62]). Los efectos relativistas escalares [63] son introducidos a través de los pseudopotenciales vpsr

[64] y dspp [65].

Todos los cálculos de esta tesis se basan en la aplicación de condiciones de frontera periódicas en una
celda unitaria, la cual contiene un número definido de átomos ocupando posiciones establecidas con
anterioridad. Para simular un sistema real, se debe realizar una optimización geométrica, la cual es un
proceso iterativo en el que las coordenadas de los átomos son ajustadas de tal forma que la estructura
se encuentre en un punto estacionario en el que la suma de fuerzas interatómicas sea nula. Por otro
lado, el código permite realizar Dinámica Molecular en los ensambles NVE y NVT en el esquema
Nosé-Hoover con diferentes tipos de termostatos [53-55, 66].

Con esta discusión se tienen todas las herramientas teóricas para el análisis de la estructura electrónica
de la aleación desordenada AuxAg100−x, así como el método para generar estructuras amorfas a través
del método undermelt-quench [67], explicado en el siguiente capítulo, utilizando Dinámica Molecular
de primeros principios y la Teoría de Funcionales de la Densidad. Así, a continuación se estudian los
métodos y presentan los resultados de esta investigación.
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Capítulo 4

Método y Resultados

Como ya se ha mencionado, el objetivo de esta investigación es el estudio del sistema desordena-
do AuxAg100−x. El trabajo consta de dos partes: la primera es el estudio de la Densidad de Esta-
dos Electrónicos (eDoS) de la aleación desordenada cristalina para las concentraciones atómicas:
x = 0, 4, 13, 20, 30, 40, y su relación con el Calor Específico Electrónico (cel) medido a bajas tem-
peraturas por Green y Valladares [1] para las mismas concentraciones. La segunda parte se enfoca en
la generación de una estructura amorfa para las concentraciones atómicas x = 25, 50, mediante Diná-
mica Molecular y el método undermelt-quench, así como la caracterización de las estructuras usando
la Función de Distribución de Pares (PDF).

En general, los métodos empleados en los cálculos de primeros principios involucran representar al
material por una celda primitiva, la cual contiene el número mínimo de átomos en posiciones determi-
nadas de tal forma que simulen adecuadamente la densidad real del material, y en el caso de sistemas
cristalinos, su grupo espacial de simetría. El enfoque utilizado en el presente trabajo se basa en el
esquema de las superceldas, definidas como la construcción de una celda de mayor tamaño que la pri-
mitiva con un número mayor de átomos. Esta elección ofrece diversidad en el estudio de estructuras y
materiales complejos, además de proporcionar más datos para una mejor estadística de los mismos.

A continuación se detallan la metodología, los parámetros utilizados en los cálculos, y los resultados
obtenidos para ambos sistemas desordenados. Los resultados computacionales fueron obtenidos utili-
zando programas contenidos en Dassault Systèmes BIOVIA. Los cálculos ab-initio fueron realizados
con el código DMol3 (2016) y las figuras fueron generadas mediante el programa BIOVIA Materials
Studio [58-60, 63-66, 68-71].



42 Capítulo 4. Método y Resultados

4.1. Celdas Cristalinas

4.1.1. Construcción

Para el sistema cristalino AuxAg100−x se estudiaron las concentraciones atómicas siguientes: x =

0, 4, 13, 20, 30, 40. Se partió de una celda primitiva con una estructura cúbica centrada en las caras
(FCC) de 4 átomos de Plata, la cual fue multiplicada 3 veces en cada dirección para obtener una
supercelda de 108 átomos de Plata. El parámetro de red de esta supercelda es de 12.2580 Å (3 veces
el indicado en la Tabla 1.1).

Utilizando un programa escrito por Rodríguez Aguirre [72], basado en el de Santiago Cortés [21],
se sustituyeron aleatoriamente átomos de Plata por átomos de Oro según la concentración atómica
requerida en la aleación. Con la finalidad de ajustar la densidad de cada supercelda a la reportada
experimentalmente (ec. (1.1)) [24], se modificaron los parámetros de red de la supercelda manteniendo
la estructura cúbica y las posiciones atómicas fraccionarias.

Este método de construcción fue repetido para generar 4 superceldas de cada concentración. En este
punto es necesario mencionar que una de las estructuras generadas para el sistema Au40Ag60 (Muestra
III) presentaba claramente un orden de corto alcance (ver Figura 4.1) en el que los átomos se rodearon
de su misma especie. Aunque el enfoque de la presente investigación es sobre materiales desordena-
dos, se decidió conservar esta muestra y analizar los efectos de este ordenamiento en las propiedades
electrónicas, los cuales se detallan más adelante.

(a) Vista desde el eje-X. (b) Vista desde el eje-Y. (c) Vista fuera de los ejes.

FIGURA 4.1. Au40Ag60 Muestra III. Supercelda con orden de corto alcance repetida 2
veces en cada dirección.
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Para todas las aleaciones construidas, se realizó una optimización de geometría en la que se fijaron los
parámetros de celda, aristas y ángulos, permitiendo que los átomos se acomodaran en su posición más
estable. En la Tabla 4.1 se reportan la densidad y el parámetro de red de la supercelda de cada aleación
estudiada, y en la Figura 4.2 se muestran algunas de las celdas ya optimizadas.

TABLA 4.1. Sistema cristalino. Parámetros de las superceldas construidas.

Sistema cristalino FCC Densidad Parámetro de red
AuxAg100−x [ x en % at ] [g/cm3 ] [Å ]

Au00Ag100 10.5052 12.2580

Au04Ag96 10.8237 12.2571

Au13Ag87 11.6330 12.2560

Au20Ag80 12.2839 12.2534

Au30Ag70 13.1034 12.2486

Au40Ag60 14.0110 12.2422

(a) Au04Ag96 (b) Au13Ag87

(c) Au20Ag80 (d) Au40Ag60

FIGURA 4.2. Superceldas cristalinas optimizadas repetidas 2 veces en cada dirección.
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4.1.2. Parámetros de la simulación

Como se mencionó en los Capítulos 1 y 3, los efectos relativistas afectan principalmente a los orbitales
electrónicos del core e indirectamente a los electrones de valencia en los átomos pesados, específica-
mente para el Oro y la Plata, éstos son más fuertes en el primero que en el segundo. La importancia de
incluirlos en los cálculos de primeros principios es el sistema Oro-Plata fue estudiada recientemente
por Jones, Piccinin y Stampfl [23]. Por este motivo, en nuestros cálculos se incluyeron correcciones
relativistas escalares [63] a través del pseudopotencial vpsr [64].

El tratamiento electrónico fue con espín no-restringido. Para lograr una mejor representación de la
densidad electrónica a un costo computacional razonable, se utilizó una base dnd en la que se con-
sideran dos orbitales numéricos extra para los orbitales de valencia (4d y 5s para la Plata, 5d y 6s

para el Oro) y una función de polarización (5p y 6p para la Plata y el Oro respectivamente). Se eligió
trabajar con la funcional LDA de Vosko, Wilk y Nusair (VWN) [60] debido al ambiente electrónico
quasi-homogéneo alrededor de los iones. Además, la funcional LDA ha sido reportada por Grabowski,
Hickel y Neugebauer [73] en dar buenos resultados para el cálculo de propiedades termodinámicas de
los metales puros, y para propiedades electrónicas en aleaciones de metales de transición por Galván
Colín [74].

La convergencia energética de los ciclos autoconsistentes fue de 1× 10−6 Ha y se consideró una ocu-
pación térmica de los electrones de 0.005 Ha. En el espacio recíproco se escogió una malla Monkhorst-
Pack de 2× 2× 2 correspondiente a una distancia de 0.04 Å

−1
de separación entre puntos k. El radio

de corte para la integración numérica de los orbitales de ambos elementos fue de 4.5 Å.

Para las optimizaciones geométricas, los criterios de convergencia fueron: 1× 10−5 Ha, 0.002 Ha Å
−1

y 0.005 Å para la energía, fuerza interatómica y desplazamiento máximo, respectivamente.

4.1.3. Resultados y discusión

En adelante, las aleaciones se escribirán únicamente indicando numéricamente la concentración pres-
cindiendo de la especie atómica, en la que el primer número indica la concentración atómica de Oro y
el segundo de la Plata. Así, por ejemplo, el sistema Au40Ag60 se expresará como 40-60.

Para estudiar la estructura electrónica de las aleaciones, se calculó la eDoS total y parcial por átomo
para todas las superceldas construidas, y las correspondientes a cada concentración fueron promedia-
das. Las eDoS totales obtenidas de este análisis se encuentran en la gráfica de la Figura 4.3, mientras
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que las parciales se encuentran en las Figuras 4.4 (orbital s), 4.5 (orbital p) y 4.6 (orbital d). Para todas
ellas, en el recuadro interior se muestra la variación de D(EF ).

FIGURA 4.3. Comparación de la eDoS total para las concentraciones estudiadas. Las
curvas mostradas en el recuadro para las concentraciones 20-80 y 30-70 están traslapadas

una sobre otra alrededor del nivel de Fermi.

En esta gráfica la línea negra corresponde a la eDoS de Plata pura, cuya forma es característica de
los metales de transición: una superposición de una banda asociada con orbitales d en el intervalo
desde−6 eV hasta−2 eV con otra banda que se extiende desde −8 eV hasta incluso después del nivel
de Fermi, generalmente identificada con orbitales sp [2, 3, 6]. Como se verá más adelante a través
de las eDoS parciales calculadas, las similitudes entre el Oro y la Plata ocasionan que la forma de
estas contribuciones no se modifiquen significativamente a lo largo de las concentraciones estudiadas,
manteniendo una banda d localizada y una sp extendida energéticamente.

Además, conforme aumenta la concentración de Oro en las aleaciones, es de esperarse que la eDoS
sea cada vez más parecida a la del metal puro. Esta afirmación se refleja en el ensanchamiento de la
banda asociada a los orbitales d y la consecuente disminución en la altura de la misma para mayores
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concentraciones de Oro, lo que se confirma con los parámetros calculados por otros métodos en el
modelo de Friedel para los metales de transición [6].

En este punto es necesario aclarar que, para el análisis del sistema 40-60, se incluyó la celda con orden
de corto alcance discutida al inicio de esta sección (ver Figura 4.1). Sin embargo, en la Figura 4.3
no es posible apreciar alguna variación significativa en la eDoS total para este sistema respecto a las
demás concentraciones.

Por otro lado, con la finalidad de estudiar las variación en D(EF ) en los orbitales s, p y d, se calcu-
laron las densidades de estado parciales por número total de átomos para cada especie atómica, esto
siguiendo la misma metodología para la eDoS total de promediar sobre todas las contribuciones. Estos
resultados se presentan en las Figuras 4.4 (orbital s), 4.5 (orbital p) y 4.6 (orbital d). En cada uno de
los recuadros se muestra un acercamiento al Nivel de Fermi indicado con la línea punteada.

FIGURA 4.4. eDoS parcial. Contribución de los orbitales s.
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FIGURA 4.5. eDoS parcial.
Contribución de los orbitales p.

FIGURA 4.6. eDoS parcial.
Contribución de los orbitales d.
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Para saber la contribución de cada orbital s, p, y d a la eDoS total de la Figura 4.3, en la Figura 4.7 se
muestran las gráficas de la eDoS total y parcial por átomo.

FIGURA 4.7. eDoS total y parcial por átomo para las concentraciones estudiadas. En los
recuadros correspondientes a las concentraciones 00-100 y 04-96 se traslapan las curvas

de los orbitales s y d; para la 40-60, los p y d.
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Al igual que en la eDoS total (Fig. 4.3), las eDoS parciales (Fig 4.4, 4.5 y 4.6) no cambian significati-
vamente de forma entre las diferentes aleaciones. En estas gráficas, se confirma que la mayor parte de
la banda d se mantiene localizada desde −7 eV a −2 eV para todas las concentraciones, mientras que
las bandas s y p se extienden desde −10 eV y −8 eV, respectivamente.

La única variación perceptible en la forma de las eDoS parciales se observa en las gráficas de la
contribución de los orbitales p para el sistema 40-60 (Fig. 4.5). En este caso, alrededor de 1 eV por
debajo del Nivel de Fermi se observa la tendencia a perder el pico el cual está presente en las demás
concentraciones. Esto se debe a la consideración de la estructura con orden de corto alcance de la
Figura 4.1 dentro de los promedios para el cálculo de las eDoS. Salvo este caso, las eDoS tienen la
misma forma para todas las concentraciones, y no es posible identificar algún otro efecto sobre las
eDoS debido al orden de corto alcance de este sistema.

Además, se debe recordar que los orbitales p provienen de la inclusión de funciones de polarización en
los cálculos (ver sección 4.1.2). De esta manera se encuentra una relación en las características de los
estados desocupados (correspondientes a las funciones de polarización) con el orden de corto alcance
en el que los átomos se rodean de su misma especie atómica. El análisis de este fenómeno se dejará
para futuras investigaciones ya que está fuera del enfoque principal de este trabajo.

Continuando con el análisis de las eDoS parciales, en las gráficas de la Figura 4.7 se observa que
la Densidad de Estados en el nivel de Fermi D(EF ) tiene contribuciones de los orbitales s, p y d.
Específicamente, en los recuadros internos de estas gráficas (Fig. 4.7) se observa que las variaciones
en la D(EF ) de los orbitales d son más notables que las de los otros orbitales, observación coherente
con los resultados mostrados en la Figura 4.6. Más aún, la contribución de los orbitales s a la D(EF )

(Fig. 4.4) tampoco es monótona con la concentración de oro, a diferencia de los orbitales p (Fig. 4.5)
para los que D(EF ) disminuye conforme la concentración de oro en la aleación aumenta.

Estas peculiaridades, nos llevan a analizar detalladamente la Densidad de Estados en el nivel de Fermi
(Fig. 4.3). Los resultados se muestran en la gráfica de la Figura 4.8, en donde se observa que la
D(EF ) no varía de una forma lineal con la concentración de Oro, lo cual es un comportamiento
diferente al esperado, ya que con las características similares entre ambos elementos y el hecho de que
la forma de las eDoS no cambie significativamente de forma entre sus aleaciones, podría suponerse
una dependencia lineal para la D(EF ) con la composición.
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FIGURA 4.8. D(EF ) como función de la concentración atómica del Oro en la aleación.

Más aún, basándose en la ecuación (2.6) expresada a continuación, este resultado sugiere que nuestros
datos pueden ser utilizados para explicar las mediciones del Calor Específico Electrónico de Green
y Valladares [1], quienes fueron los primeros en realizar estas mediciones para el sistema Oro-Plata
(Fig. 1.4), cuyos resultados se muestran de nuevo en la Figura 4.9. Cabe mencionar que éstos fue-
ron confirmados independientemente por Martin [25] que extendió el intervalo de concentraciones
estudiadas, y por Davis y Rayne [26] que incluyó mediciones de aleaciones ternarias con Cobre.

cel =
π2

3N
k2BD(EF ) T (2.6)
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FIGURA 4.9. Calor Específico experimental de la aleación AuxAg100−x.

Así, se decidió comparar las gráficas de los datos de Green y Valladares (Fig. 4.9) con los obtenidos
en este trabajo (Fig. 4.8), normalizando los datos al valor de la Plata pura. Esta gráfica se muestra en
la Figura 4.10.

FIGURA 4.10. Comparación entre los datos de Green y Valladares con los obtenidos en
el presente trabajo normalizados al valor de la Plata pura.
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Al comparar ambas gráficas se encuentra que nuestros resultados únicamente describen cualitativa-
mente los datos obtenidos por Green y Valladares, teniendo una gran discrepancia para las concentra-
ciones de Oro de 4, 13, y 40 at %, sin embargo no deja de ser sorprendente que el comportamiento de
la D(EF ) no sea lineal con la concentración. En este sentido, nuestros resultados contradicen la hipó-
tesis de linealidad en las teorías que dos autores propusieron para explicar los datos experimentales: la
teoría de Stern [75] basada en la descripción de estados electrónicos ocasionados por impurezas, y la
teoría de Haga [76] que considera a las interacciones electrón-fonón como las principales responsables
del comportamiento parabólico del cel.

A pesar de que los datos encontrados para D(EF ) no explican en su totalidad las mediciones del
cel de las aleaciones a bajas temperaturas, el comportamiento no lineal reportado en este trabajo y
su comparación cualtitativamente favorable con los datos experimentales, arrojan indicios de que la
suposición sobre las propiedades termodinámicas a bajas temperaturas de los metales nobles pueden
ser analizadas desde un esquema de primeros principios con resultados satisfactorios. Por otro lado,
aunque Green y Valladares determinaron también la temperatura de Debye, en este trabajo no se
incluyó el cálculo del espectro vibracional de las aleaciones. Esto es debido a que ese tipo de cálculos
demandan mayores recursos computacionales y por este motivo se dejarán para un trabajo futuro.

Como parte final de esta sección, a continuación se analizarán las consecuencias que tiene la configu-
ración espacial de los átomos en la energía de enlace Eb para los sistemas estudiados. Específicamente
se hará énfasis en el sistema con el orden a corto alcance referido en la Figura 4.1.

La energía de enlace Eb está definida como la diferencia entre la energía total del sistema para cierta
configuración de átomos que forman el sólido (Etotal) y una de referencia considerada como la energía
del sistema cuando los átomos se encuentran separados una distancia infinita entre ellos (Eaislado),
es decir, aislados [2, 47, 71]. Matemáticamente, para un sistema de M átomos, Eb se expresa de la
siguiente manera:

Eb = Etotal −MEaislado, (4.1)

y para un sistema estable, |Etotal| < M |Eaislado| por lo que Eb < 0 siempre.

Así, al considerar Eb para todas las muestras de cada concentración, es posible determinar la estabili-
dad relativa entre las configuraciones atómicas de cada supercelda. Siguiendo este razonamiento, en la
Tabla 4.2 se muestran las energías de enlace para los sistemas estudiados, así como la diferencia má-
xima entre ellas. Se debe resaltar que todas las Eb reportadas en la tabla corresponden a las estructuras
obtenidas después del proceso de optimización y son calculadas a T = 0 K.

De este análisis se observa que la diferencia máxima para los sistemas 04-96, 13-87, 20-80 y 30-70

es del orden de 10−2 eV, una variación muy pequeña comparada con la del sistema 40-60 que es
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TABLA 4.2. Energías de enlace que muestran la estabilidad relativa entre diferentes con-
figuraciones para cada concentración.

Sistema Au-Ag Energía de enlace Eb [eV] Diferencia máxima

[ % at ] Muestra I Muestra II Muestra III Muestra IV [eV]

04-96 −387.72314 −387.72569 −387.73977 −387.72982 0.01663

13-87 −403.43795 −403.48564 −403.48132 −403.47834 0.04769

20-80 −415.88600 −415.93556 −415.94441 −415.93205 0.05841

30-70 −431.41287 −431.45710 −431.39254 −431.41713 0.06456

40-60 −448.34699 −448.15613 −447.39540 −448.15263 0.95159

aproximadamente 14.7 veces mayor que la correspondiente al sistema 30-70. En detalle, la diferencia
máxima para el sistema 40-60 ocurre para la muestra III con una energía de enlace de−447.39540 eV,
y la I con −448.34699 eV. La muestra III corresponde a la celda con ordenamiento de corto alcance
reproducida en la Figura 4.1, mientras que la muestra I se presenta en la Figura 4.11.

(a) Vista desde el eje-X. (b) Vista desde el eje-Y. (c) Vista fuera de los ejes.

FIGURA 4.11. Au40Ag60 Muestra I. Supercelda con Eb mínima.
(Repetida 2 veces en cada dirección).

Es necesario un estudio más detallado de la contribución del orden de corto alcance en las aleaciones
[77-81], sin embargo este análisis se encuentra fuera del alcance de esta tesis, por lo que con estos
resultados se concluye la parte del desorden sustitucional en las aleaciones cristalinas. A continuación
se estudiarán los sistemas que incluyen el desorden topológico.
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4.2. Celdas amorfas

Esta sección está únicamente enfocada a la generación computacional y caracterización de estructuras
con desorden topológico. Para la generación de estructuras amorfas se siguió el método utilizado en
el grupo de trabajo, el cual ha demostrado dar excelentes resultados en generar estructuras amorfas
tanto de semiconductores [67, 82-86], como de materiales metálicos [21, 72, 74, 87, 88]. Para estos
últimos, el método consiste en partir de una estructura inestable y utilizar Dinámica Molecular en el
proceso denominado undermelt-quench, en el cual se calienta linealmente la muestra hasta llegar por
debajo de la temperatura de fusión Tf (o temperatura de solidus en el caso de aleaciones), para poste-
riormente enfriarla hasta llegar a temperaturas cercanas a 0 K. La estructura obtenida es optimizada y
caracterizada mediante su Función de Distribución de Pares (PDF).

4.2.1. Metodología para la generación de estructuras amorfas

En concreto, en el presente trabajo se generaron estructuras amorfas para las aleaciones Au25Ag75
y Au50Ag50, denotadas en lo que sigue como 25-75 y 50-50, respectivamente. Siguiendo el método
descrito arriba, se partió de una supercelda cúbica con estructura tipo diamante conteniendo un total de
216 átomos de plata, y al igual que en el caso cristalino, se sustituyeron algunos de éstos por átomos de
oro de manera aleatoria según la concentración requerida. Debido a la falta de datos experimentales
para las aleaciones amorfas Oro-Plata, los parámetros de red fueron modificados para obtener una
celda cúbica con estructura diamante que tuviera la misma densidad que su respectiva fase cristalina,
FCC, de acuerdo a la ecuación (1.1).

De esta forma, se construyeron 4 superceldas para el sistema 25-75 y 2 para el 50-50. En la Tabla
4.3 se indican la densidad y el parámetro de red, así como las temperaturas de solidus para ambas
aleaciones [12].

TABLA 4.3. Parámetros de las superceldas para generar las estructuras amorfas.

Sistema Densidad Parámetro de red Temperatura solidus
Au-Ag [g/cm3 ] [Å ] Tf [K]

25-75 12.6929 15.4355 1277

50-50 14.9227 15.4157 1308

Continuando con el método antes descrito, en 100 pasos se calentó de manera lineal cada muestra
desde 300 K hasta unos grados por debajo de la temperatura solidus correspondiente (ver Tabla 4.3),
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manteniéndola constante en un cierto número de pasos, continuando con un enfriamiento lineal hasta
llegar a una temperatura alrededor de 0 K. Este proceso es conocido como undermelt-quench [67], y
en la Figura 4.12 se muestra un esquema idealizado del mismo.

FIGURA 4.12. Esquema idealizado del proceso conocido como undermelt-quench.

Las celdas obtenidas después del proceso fueron optimizadas y de esta forma se encontraron las es-
tructuras amorfas reportadas y caracterizadas mediante su PDF en la sección de resultados. Se debe
enfatizar que este método de generación de materiales amorfos no intenta emular alguno de los pro-
cesos experimentales de fabricación [11, 31], sino producir estructuras comparables a las reales o
predecirlas en el caso que aún no exista esta información.

4.2.2. Parámetros de la simulación

Para la Dinámica Molecular (MD, por sus siglas en inglés) se utilizó el ensamble canónico denotado
como NVT, en el que se permite al sistema intercambiar energía con sus alrededores a una cierta
temperatura específica, así se mantienen constantes el número de átomos (N), el volumen (V), y la
Temperatura (T) de la supercelda. En este ensamble el control de la temperatura está determinado
mediante un termostato tipo Nosé-Hoover Simple (N-H) [53-55], el cual relaciona la energía cinética
de los átomos con la temperatura requerida para cierto paso de la DM.

Debido a que el termostato N-H genera una dinámica determinista [53-55, 71], para el paso inicial
de la MD fue utilizado un programa desarrollado por Rodríguez Aguirre [72] y Santiago Cortés [21]
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en el que a cada átomo de la supercelda se le asigna una velocidad aleatoria tomada de una distri-
bución Maxwell-Boltzmann a una temperatura de 300 K. La velocidad de los átomos en los pasos
subsecuentes es asignada mediante el termostato N-H a la temperatura deseada.

De esta manera, para las aleaciones 25-75 y 50-50, el proceso undermelt-quench se inició con una
temperatura de 300 K continuando con un calentamiento lineal de 100 pasos a una tasa de 9.7 K/paso

y 10 K/paso hasta llegar a una temperatura de 1260.3 K y 1290 K respectivamente y se mantuvieron
constantes por 20 y 100 pasos correspondientemente. En el enfriamiento se utilizó la misma variación
en la temperatura hasta alcanzar una temperatura final de 9 K y 10 K para los mismos sistemas.

Otro de los parámetros importantes en la Dinámica Molecular es el tiempo de paso. De manera ge-
neral, para su determinación se sugiere considerar las frecuencias de vibración del sistema a estudiar
[71], sin embargo, investigaciones previas [21, 67, 72, 74, 82-87] han demostrado que un tiempo igual
a: 3 (Mmín/5)1/2 fs, donde Mmín es la masa de la especie atómica más ligera (en unidades de ma-
sa atómica, u), genera buenas estructuras amorfas de materiales metálicos. Así, para las aleaciones
estudiadas,Mmín ≈ 107.9 u. corresponde a la Plata, con lo que se obtiene un tiempo de paso de 13.8 fs.

El tratamiento de los electrones fue con espín no-restringido, una base dnd, la funcional LDA-VWN,
y una ocupación térmica de los electrones equivalente a 0.005 Ha. El radio de corte de las funciones
atómicas de la base para ambos átomos fue de 4.5 Å, y la convergencia de los ciclos auto-consistentes
fue de 1× 10−5 Ha utilizando una malla Monkhorst-Pack de 2 × 2 × 2. Mientras que para las opti-
mizaciones, los valores de convergencia entre ciclos fueron los mismos que para el caso cristalino:
1× 10−5 Ha, 0.002 Ha Å

−1
y 0.005 Å para cambio de energía, fuerza y desplazamientos máximos,

respectivamente.

A diferencia de los cálculos realizados para las celdas cristalinas, en este caso no fue posible realizar
los cálculos mediante el pseudopotencial vpsr debido al número de átomos dentro de la supercelda.
En cambio, basándose en investigaciones previas sobre estructuras metálicas amorfas en el grupo
de trabajo [21, 74, 87], se utilizó un pseudopotencial que incluye correcciones relativistas llamado
dspp (Density Functional Semicore Pseudopotential) [65] que permite manejar una mayor cantidad de
átomos en los cálculos de MD. Este pseudopotencial tiene radios de corte de 1.56 Å y 1.70 Å para la
Plata y el Oro, respectivamente.

4.2.3. Resultados y discusión

La evolución de la temperatura en cada paso de la DM para el proceso undermelt-quench es muy
similar para todas las estructuras estudiadas, por lo que en la Figura 4.13 sólo se muestra una de
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ellas para cada concentración. Es importante destacar que, a pesar de que las fluctuaciones en la
temperatura a lo largo de la DM son comunes al usar el termostato N-H [53] (ver inicio de la DM
para el sistema 50-50 y la zona intermedia a temperatura constante de la Figura 4.13), se logró tener
un control preciso sobre la temperatura en las dinámicas realizadas (comparar con el esquema de la
Figura 4.12), facilitando llegar a temperaturas muy cercanas al solidus de la aleación y favorecer un
mayor movimiento de los átomos sin llegar a licuar el sistema.

(a) 25-75

(b) 50-50

FIGURA 4.13. Proceso undermelt-quench para 2 superceldas. La línea horizontal indica
la temperatura de solidus de la aleación.
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En el proceso de optimización geométrica posterior a la Dinámica Molecular, se requirió que los cam-
bios en energía, fuerzas y desplazamientos no superaran los valores indicados en la sección anterior,
resultando las gráficas de la Figura 4.14 en la que se muestra la variación de la energía de enlace
Eb como función del paso de optimización para cada una de las celdas generadas. Asimismo, en las
Figuras 4.15 y 4.16 se encuentran 2 superceldas seleccionadas con estructuras finales, las cuales se
muestran repetidas 2 veces en cada dirección.

(a) 25-75

(b) 50-50

FIGURA 4.14. Evolución de la energía de enlace Eb en la optimización geométrica.
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(a) Vista desde el eje-X (b) Vista desde el eje-Y (c) Vista desde el eje-Z

FIGURA 4.15. Estructura amorfa generada para la aleación Au25Ag75.
(Repetida 2 veces en cada dirección).

(a) Vista desde el eje-X (b) Vista desde el eje-Y (c) Vista desde el eje-Z

FIGURA 4.16. Estructura amorfa generada para la aleación Au50Ag50.
(Repetida 2 veces en cada dirección).

A diferencia del caso cristalino en que la variación de la Eb en las muestras estudiadas es de una
fracción de eV (ver Tabla 4.2), para las celdas construidas en esta sección es hasta de 4 eV, como
se aprecia en la Figura 4.14. Esto se debe a que la Dinámica Molecular se inicia con una estructura
inestable (diamante en el presente caso) y el proceso undermelt-quench evita que el sistema llegue a
su configuración de mínima energía global correspondiente al estado cristalino.

Como se mencionó anteriormente, este proceso de generación de estructuras amorfas no intenta emu-
lar a los realizados experimentalmente, sino ubicar al sistema correspondiente a un mínimo local de
energía que corresponda a una fase con desorden topológico. De esta manera, para descartar una po-
sible recristalización de las muestras es necesario caracterizar las estructuras mediante su Función de
Distribución de Pares total (PDF) g(r).
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En esta investigación se calculó la g(r) total para cada configuración, Esto se realizó con un ancho de
histograma de 0.05 Å y la curva resultante fue suavizada usando 3 puntos en la Transformada Rápida
de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés). Estos resultados se muestran en las Figuras 4.17 y 4.18 para
la aleación 25-75 y 50-50 respectivamente. La región sombreada representa el promedio de las curvas
asociadas a esa concentración. Dentro de cada Figura, en el recuadro superior se indica la altura del
primer pico; en el inferior izquierdo, la región alrededor del primer mínimo y el inferior derecho, la
bimodalidad asociada al segundo cascarón de coordinación.

FIGURA 4.17. PDF total Au25Ag75.

FIGURA 4.18. PDF total Au50Ag50.
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En estas gráficas (Fig. 4.17 y 4.18) es posible obtener la distancia más probable a la que se encuentran
los primeros vecinos, ésta corresponde al primer pico de la PDF. Este primer pico es muy agudo a
diferencia de los siguientes, lo cual es una consecuencia del orden estructural a primeros vecinos y
esta propiedad queda en evidencia al analizar los datos de la Tabla 4.4.

TABLA 4.4. Distancias a los primeros vecinos y número de coordinación de las estruc-
turas generadas.

Sistema Primer máximo Número de
Au-Ag [Å ] coordinacióna

25-75 2.825 11.8

50-50 2.825 11.8

a Obtenido al integrar hasta el primer mínimo de la

J(r) promedio, redondeado a una cifra decimal.

De esta Tabla, es necesario enfatizar que la distancia más probable a los primeros vecinos es la misma
para todas las superceldas, independientemente de la concentración de oro en el sistema. Una vez
más esto es reflejo de las similitudes en los radios atómicos del Oro y la Plata, más los efectos del
ordenamiento a corto alcance.

Además, en las Figuras 4.17 y 4.18, es necesario notar el traslape entre la primera y segunda esfera de
coordinación, lo que ocasiona que el primer mínimo de la PDF (después del primer pico) no sea nulo.
Esto es una de las características distintivas de los metales amorfos y es debida al tipo de enlace que
existe en el material; a manera de comparación, en los semiconductores amorfos en los que el tipo de
enlace es principalmente covalente, el primer mínimo es cero [67, 82, 84, 85].

Otra característica que debe observarse en las g(r) calculadas (Fig. 4.17 y 4.18), es la bimodalidad
correspondiente a la segunda esfera de coordinación, propia de los sistemas metálicos amorfos. Más
aún, el primer máximo de esta bimodalidad tiene una altura mayor relativa al segundo máximo. Esta
característica se compara favorablemente con las PDF experimentales de otros materiales metálicos
amorfos [21, 31, 36, 43, 74], con lo que las estructuras generadas con el método undermelt-quench

para aleaciones Oro-Plata pueden ser consideradas representativas de un sistema real.

Como se mencionó en el Capítulo 2, una cantidad importante a determinar en los sistemas amorfos es
el número de coordinación, definido como el número de átomos que se encuentran dentro de la primer
esfera de coordinación. En este trabajo, este número se calcula al integrar la Función de Distribución
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Radial (RDF) J(r) (ecuación (4.2)) hasta su primer mínimo [43].

J(r) = 4πρ0r
2g(r) (4.2)

donde ρ0 = N/V es la densidad de N átomos por unidad de volumen V en la supercelda. De esta
forma el número de coordinación para los sistemas estudiados se muestra en la última columna de la
Tabla 4.4. Debe notarse que el número de vecinos próximos, 11.8, es el mismo en promedio para ambas
concentraciones. Al igual que la distancia a los primeros vecinos (Tabla 4.4), esto es consecuencia de
la similitud atómica entre el Oro y la Plata.

Con esto finaliza la parte de generación de estructuras topológicamente desordenadas mediante el
proceso undermelt-quench. El cual, una vez más, ha demostrado generar estructuras amorfas muy
similares a las reportadas para otros sistemas metálicos.
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Capítulo 5

Conclusiones

El desarrollo de conceptos y la creación de nuevas teorías que expliquen los resultados experimentales
ha fomentado el avance de las ciencias, y las simulaciones numéricas han sido una de las principales
herramientas que han permitido el ritmo tan veloz con el que se ha llevado a cabo.

En los inicios del estudio del estado sólido, las teorías estaban enfocadas a materiales ideales, y éstas
explicaban una gran cantidad de fenómenos y propiedades de varios sistemas de interés académico
e industrial. El hecho de considerar efectos del desorden en los materiales, afecta la forma en que
se analizan las propiedades de los materiales. Más aún, aumentan las dificultades al estudiar estos
sistemas, a tal punto en que no se ha podido concretar una teoría general de materiales desordenados.

Específicamente, en el enfoque de este trabajo, se utilizó la simulación de primeros principios basa-
da en la Teoría de Funcionales de la Densidad (DFT) para determinar las propiedades físicas de la
aleación desordenada Oro-Plata. Ambos elementos presentan características muy similares entre si y
son considerados simples de estudio en su forma pura, sin embargo han demostrado tener propiedades
aún no entendidas totalmente cuando se forma su aleación, en las que el concepto de desorden y la
descripción precisa de los elementos en la escala atómica cobra relevancia.

De esta forma, la presente investigación fue motivada para tratar de explicar los resultados de Green
y Valladares sobre la contribución electrónica al Calor Específico en las aleaciones ricas en Plata.
Este estudio se llevó a cabo mediante el cálculo de la Densidad de Estados Electrónicos en el Nivel
de Fermi D(EF ) para las mismas concentraciones estudiadas por ellos, encontrando una dependen-
cia parabólica con la concentración de Oro, comportamiento cualitativamente similar al encontrado
experimentalmente por ellos y corroborado posteriormente en otras investigaciones.

Hasta donde sabemos, sólo han sido propuestas dos teorías desde enfoques diferentes para explicar
estos resultados: las reportadas por Stern (1966) y Haga (1967). En ellas se supone la linealidad de la
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D(EF ) con la composición de la aleación, y ambas obtienen resultados razonablemente comparables
con el experimento.

Por otro lado, a pesar de que en este trabajo no se verifica la hipótesis de linealidad, no se pone en
duda la validez de las teorías antes mencionadas. Los resultados de nuestras simulaciones pretenden
complementar la información y aportar conocimiento sobre estas aleaciones con el objetivo de, en
algún trabajo futuro, formular una teoría que incluya las ideas de Stern y Haga. Incluso, apoyados en
la idea de que el estudio detallado de la estructura electrónica aporta conocimiento fundamental sobre
las propiedades de los materiales, es posible considerar ambiciosamente la posibilidad de extender el
estudio a otras aleaciones.

En cuanto a los materiales topológicamente desordenados, se generaron satisfactoriamente estructuras
con este tipo de desorden mediante el método undermelt-quench. Mismas que presentan características
típicas de los metales amorfos, como la bimodalidad del segundo pico en la PDF y el traslape entre las
primeras dos esferas de coordinación. Debido a que son estructuras metaestables, es difícil discernir
cuál de ellas sería representativa en un material real, sin embargo, para este punto es de esperar que
el orden de corto alcance, siempre presente en los sistemas desordenados, favoreciera cierto tipo de
configuraciones en las que se minimice localmente la energía.

Al caracterizar a los materiales mediante su Función de Distribución de Pares, se encontró que aquellas
configuraciones en las que se tenía la mayor altura del pico asociado a la primera esfera de coordi-
nación y la primer joroba de la bimodalidad más alta que la segunda, correspondían a las estructuras
con una mayor energía de enlace. Esto indica que los átomos metálicos en los materiales amorfos,
minimizan la energía del sistema al estar entre una mayor cantidad de átomos dentro del material.

Queda para un análisis futuro el estudio de las propiedades vibracionales de las celdas cristalinas
desordenadas para complementar el trabajo de Green y Valladares, así como la estructura electrónica
y vibracional de los sistemas amorfos. También, el análisis del fenómeno conocido como clustering

en el que cierto tipo de átomos se aglomeran para disminuir la energía del sistema.

El estudio de los materiales amorfos y en general de todos aquellos en los que cualquier tipo de des-
orden influye de manera significativa en sus características físicas, representa un reto aun no superado
para las teorías convencionales del estado sólido. Por este motivo, las simulaciones numéricas son
necesarias para el estudio sistemático de estos materiales complejos y así contribuir al entendimiento
de los mecanismos responsables de las propiedades de los materiales en situaciones reales. De esta
forma, la ciencia continúa nutriéndose de la generación de teorías más completas, las cuales son pues-
tas a prueba experimentalmente e incluso es posible predecir propiedades novedosas que ayuden al
desarrollo de la humanidad.
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Apéndice A

El Calor Específico y la Densidad de Estados
Electrónicos

A continuación se muestra el desarrollo para obtener la expresión que relaciona al calor específico
electrónico cel con la densidad de estados en el nivel de Fermi D(EF ).

La energía total por átomo ET de un gas de electrones caracterizado por su Densidad de Estados
Electrónicos D(E) está dada por:

ET =
1

N

∫ ∞
0

ED(E)f(E, T )dE (A.1)

con f(E, T ) la Función de Fermi-Dirac:

f(E, T ) =

(
1 + e

E−EF
kBT

)−1
(A.2)

Ahora, el calor específico cel está relacionado con la energía total por átomo ET de la siguiente forma:

cel =
∂ET

∂T
=

∂

∂T

[
1

N

∫ ∞
0

ED(E)f(E, T )dE

]

=
1

N

∫ ∞
0

ED(E)
∂f

∂T
dE

⇒ cel =
1

N

∫ ∞
0

ED(E)
∂f

∂T
dE (A.3)
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Definimos x =
E − EF

2kBT
.

Así: f(E, T )→ f(x) = (1 + e2x)
−1.

Entonces:

∂f

∂T
=
∂x

∂T

∂f

∂x
=

2x

T

e2x

(1 + e2x)2
=

2x

T

(
1

(e−x) (1 + e2x)

)2

=
2x

T

(
1

ex + e−x

)2

=
2x

T

(
1

2 coshx

)2

=
2x

T

1

4 cosh2 x

⇒ ∂f

∂T
=

x

2T cosh2 x
(A.4)

Por otro lado, la D(E) en la ecuación (A.3) puede ser aproximada por su valor en el nivel de Fermi
D(EF ), obteniendo:

cel =
D(EF )

N

∫ ∞
0

E
∂f

∂T
dE

con el cambio de variable anterior x = (E − EF ) / 2kBT , tenemos:

cel =
D(EF )

N

∫ ∞
−EF /2kBT

(2kBTx+ EF )
∂f

∂T
2kBT dx (A.5)

Sustituyendo (A.4) en (A.5):

cel =
D(EF )

N

∫ ∞
−EF /2kBT

(2kBTx+ EF )
x

2T cosh2 x
2kBT dx

=
kBD(EF )

N

∫ ∞
−EF /2kBT

(2kBTx+ EF )
x

cosh2 x
dx (A.6)
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Es posible extender el límite inferior de integración en (A.6) hasta −∞ debido a que la función
(coshx)−2 tiende a cero en ese límite, por lo que obtenemos:

cel =
kBD(EF )

N

[
2kBT

∫ ∞
−∞

x2

cosh2 x
dx+ EF

∫ ∞
−∞

x

cosh2 x
dx

]
(A.7)

La segunda integral es cero debido a que el integrando es una función impar. Entonces:

cel =
2

N
k2BD(EF )T

∫ ∞
−∞

x2

cosh2 x
dx =

2

N
k2BD(EF )T

π2

6
(A.8)

Y, finalmente, obtenemos la expresión para el Calor Específico Electrónico en términos de la Densidad
de Estados electrónicos en el Nivel de Fermi:

cel =
1

N

π2

3
k2BD(EF ) T (A.9)
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Apéndice B

Inputs de DMol3

A continuación se muestran extractos del archivo de entrada utilizado en la presente investigación.

Celdas Cristalinas

Extracto de archivo de entrada para la optimización inical de las celdas con desorden sustitucional.

# Task parameters

Calculate optimize

Opt_energy_convergence 1.0000e-005

Opt_gradient_convergence 2.0000e-003 A

Opt_displacement_convergence 5.0000e-003 A

Opt_iterations 500

Opt_max_displacement 0.3000 A

Symmetry off

Scf_density_convergence 1.000000e-006

Scf_charge_mixing 2.000000e-001

Scf_spin_mixing 5.000000e-001

Scf_diis 9 pulay

Scf_iterations 500

# Electronic parameters

Spin_polarization unrestricted

Charge 0

Basis dnd

Pseudopotential vpsr

Functional vwn
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Aux_density octupole

Integration_grid fine

Occupation thermal 0.0050

Cutoff_Global 4.5000 angstrom

# Kpoint definition file (intervals/offset):

Kpoints file

Archivo de entrada para el cálculo de la Densidad de Estados Electrónicos.

Calculate energy

Scf_iterations 0

use_old_density_and_keep on

empty_bands 12

Symmetry off

# Electronic parameters

Spin_polarization unrestricted

Charge 0

Basis dnd

Pseudopotential vpsr

Functional vwn

Aux_density octupole

Integration_grid fine

Occupation thermal 0.0050

Cutoff_Global 4.5000 angstrom

# Kpoint definition file:

Kpoints file

plot_dos on

plot_pdos on
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Dinámica Molecular para el proceso undermelt-quench

Extracto del archivo de entrada utilizado en el proceso undermelt-quench para generar estructuras
amorfas.

# Task parameters

Calculate molecular_dynamics

MD_Velocity user_defined

1 1.000000 0.000397 -0.000588 -0.000812 # Ag

2 1.000000 0.001772 -0.002908 -0.003354 # Ag

3 1.000000 -0.003396 -0.002000 0.004240 # Ag

4 1.000000 -0.001931 0.002748 -0.002012 # Au

5 1.000000 0.006083 0.001121 -0.000155 # Ag

6 1.000000 0.004055 -0.001497 0.004513 # Ag

7 1.000000 -0.001599 0.002619 -0.001739 # Ag

8 1.000000 -0.000895 -0.000441 -0.004235 # Au

9 1.000000 -0.002370 0.001311 -0.000336 # Au

10 1.000000 0.001620 -0.000697 0.000602 # Au

...

210 1.000000 0.002964 0.000657 -0.002450 # Ag

211 1.000000 0.001129 0.003884 0.003724 # Au

212 1.000000 0.003202 -0.001188 -0.003277 # Ag

213 1.000000 -0.003708 -0.005394 -0.005358 # Ag

214 1.000000 -0.000756 -0.002016 -0.000077 # Au

215 1.000000 0.004606 -0.003391 0.001418 # Ag

216 1.000000 0.002283 0.005063 0.000487 # Ag

MD_Time_Step 13.8000

MD_Simann_panel

1 NVT_NH 300.00 0.500

1 NVT_NH 309.70 0.500

1 NVT_NH 319.40 0.500

1 NVT_NH 329.10 0.500

1 NVT_NH 338.80 0.500

1 NVT_NH 348.50 0.500

1 NVT_NH 358.20 0.500

1 NVT_NH 367.90 0.500
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1 NVT_NH 377.60 0.500

1 NVT_NH 387.30 0.500

1 NVT_NH 397.00 0.500

1 NVT_NH 406.70 0.500

...

1 NVT_NH 1192.40 0.500

1 NVT_NH 1202.10 0.500

1 NVT_NH 1211.80 0.500

1 NVT_NH 1221.50 0.500

1 NVT_NH 1231.20 0.500

1 NVT_NH 1240.90 0.500

1 NVT_NH 1250.60 0.500

1 NVT_NH 1260.30 0.500

20 NVT_NH 1260.30 0.500

1 NVT_NH 1250.60 0.500

1 NVT_NH 1240.90 0.500

1 NVT_NH 1231.20 0.500

1 NVT_NH 1221.50 0.500

1 NVT_NH 1211.80 0.500

1 NVT_NH 1202.10 0.500

1 NVT_NH 1192.40 0.500

1 NVT_NH 1182.70 0.500

1 NVT_NH 1173.00 0.500

...

1 NVT_NH 106.00 0.500

1 NVT_NH 96.30 0.500

1 NVT_NH 86.60 0.500

1 NVT_NH 76.90 0.500

1 NVT_NH 67.20 0.500

1 NVT_NH 57.50 0.500

1 NVT_NH 47.80 0.500

1 NVT_NH 38.10 0.500

1 NVT_NH 28.40 0.500

1 NVT_NH 18.70 0.500

1 NVT_NH 9.00 0.500
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#

Symmetry off

Scf_density_convergence 1.000000e-005

Scf_charge_mixing 2.000000e-001

Scf_spin_mixing 5.000000e-001

Scf_diis 9 pulay

Scf_iterations 500

# Electronic parameters

Spin_polarization unrestricted

Charge 0

Basis dnd

Pseudopotential dspp

Functional vwn

Aux_density octupole

Integration_grid fine

Occupation thermal 0.0050

Cutoff_Global 4.5000 angstrom

Kpoints off
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