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Hace 1.3 mil millones de afios dos agujeros negros orbitaban entre si.
Uno tenia una masa 29 veces mayor a la del Sol, el otro 36 veces.
De pronto, uno de los eventos mds violentos del universo sucedio...
...los dos agujeros chocaron casi a la mitad de la velocidad de la luz y en una fraccion
de segundo se convirtieron en uno solo mds masivo.
Parte de la masa se convirtio en energia.
Ondas gravitacionales con energia equivalente a tres veces la masa del sol fueron
emitidas a la velocidad de la Iuz.
Su potencia pico fue de unas 50 veces la de todo el Universo visible.

1.3 mil millones de afios después, el 14 de septiembre de 2015, fueron detectadas en
el planeta Tierra.

La colaboracion del Observatorio por Interferometria Laser de Ondas
Gravitacionales (LIGO), tenia encendidos dos detectores gemelos separados por casi
3 mil kilometros en el norte de América.

El detector en Livingston, Louisiana detecto la sefial 7 milisegundos antes que el
detector de Hanford, Washington.

Era la primera vez que la comunidad cientifica observaba directamente las
ondulaciones del tejido espacio-temporal, predichas 100 afios antes, en 1915, por
Albert Einstein en su teoria de la relatividad general.

El 11 de febrero de 2016, yo estaba en la Facultad de Ciencias. Sabia que la colaboracién LIGO
habfa programado una conferencia de prensa donde anunciarian “algo importante” para ese dia.
Muchos lo esperdbamos. Fui a la sala de computo a ver la transmisién en vivo. David Reitze,
director del proyecto LIGO, sin rodeos anunci6,

“Damas y caballeros, nosotros hemos detectado las ondas gravitacionales.”

Yo ya sabia que existian, las habia estudiado, las habia imaginado y sofiado pero oir esas
palabras me emocioné enormemente. Ciertamente, la ciencia y los descubrimientos, asi como el
arte y la compafifa, conmueven y alegran el corazén. Hoy estoy aqui, escribiendo una tesis sobre
las ondas gravitacionales y los agujeros negros; temas que, como a muchos, desde pequefia me
han intrigado.

Opino que todo ser humano es capaz de entender la fisica detrds de éste y muchos fenémenos
interesantes, solo es cuestion de hacerlo. Presento asi este trabajo con satisfaccion de poco a poco
ir respondiendo a mis preguntas infantiles con méas preguntas.
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RESUMEN

Se presenta la teoria de perturbaciones para la métrica de Schwarzchild con el ob-
jetivo de modelar la acrecién de polvo a un agujero negro de Schwarzschild y estudiar
la subsecuente generacién, en ciertas condiciones, de radiacién gravitacional. Es im-
portante tener claros los fundamentos, por ello la primera parte de esta tesis sintetiza
los resultados de la relatividad general [Cap. 1], la teorfa de las ondas gravitacionales
y sus propiedades [Cap. 2], haciendo enfésis en la teoria de perturbaciones. Posteri-
ormente se presenta el formalismo Newman-Penrose [Cap. 3] en donde se describe a
la onda gravitacional en términos de los escalares de Weyl mediante una ecuacién de
perturbacién que depende de la distribucién de materia-energia [Cap. 4].

Los tltimos dos capitulos de este trabajo presentan técnicas para resolver esa ecuacion,
resultados y una discusién sobre las implicaciones. Otra cuestién importante es que
en este trabajo se reescribe la ecuaciéon de perturbacién en unidades patrén con el
propésito de tener resultados cualitativos y cuantitavos de la radiacién gravitacional
para contrastar con las observaciones de LIGO. Finalmente se presentan algunas con-

clusiones y perspectivas de estudio.
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Introduccion

Se calcula que nuestro universo tiene una edad de 13, 800 millones de afios[1]. En ese tiempo,
la materia y la energfa se han reordenado y transformado una y otra vez. Los fenémenos que
acontecen en el Universo son tan variados, lejanos y complejos que para la humanidad es todo
un reto descubrir y predecir algo sobre la naturaleza de las cosas. A pasos lentos, salvo algunos
brincos enormes, se han acumulado conocimientos y teorias que describen distintas fracciones de
la realidad.

Este trabajo tiene como base una de las teorias mds famosas de la fisica contemporénea, la
relatividad general, presentada en 1915 por Albert Einstein. Se utiliza para estudiar sistemas en
campo gravitacional fuerte! y a velocidades cercanas a la de la luz, donde la teoria newtoniana
deja de ser vélida. La relatividad general tiene muchas consecuencias sorprendentes que tanto han
acelerado la comprensién del universo como abierto nuevas preguntas fundamentales. En este
trabajo solo nos centraremos en dos de sus predicciones: la existencia de las ondas gravitacionales
y de los agujeros negros. Ambas fueron deducidas meses después de que Einstein encontrara las
ecuaciones de campo. En las décadas posteriores, se mantuvo el debate sobre su existencia y la
posibilidad de detectarlas.

Las ondas gravitacionales transportan por el espaciotiempo energia liberada en los procesos
mas violentos del universo, como el choque de dos agujeros negros, el colapso gravitacional, el Big
Bang y los ntcleos activos de galaxia[2].

El proyecto LIGO comenzé en 1984 con el propésito de detectar las ondulaciones del tejido
espaciotemporal. El reto demanda la colaboracién interdisciplinaria e internacional para construir
detectores capaces de medir longitudes subatémicas y analizar los datos arrojados.

Ciertamente estamos en tiempos interesantes. El 15 de septiembre de 2015[3], cuando los de-
tectores estaban en fase de calibracién, fueron detectadas por primera vez en la historia las ondas
gravitacionales. Tal hecho es en si mismo impresionante, pero ademads, de las mediciones se pudo
saber que la sefial se habia generado luego de la coalescencia de dos agujeros negros, siendo tam-
bién la primera observaciéon directa de estos objetos compactos.

1Es decir, cuando el término % es del orden de 1, siendo M la masa caracteristica del sistema; G es la constante de la

Gravitacién universal; ¢ es la velocidad de la luz son constantes universales; r es distancia.



A dia de hoy (noviembre, 2017) LIGO ha anunciado oficialmente la deteccién de cuatro sefiales
gravitacionales mas de nombres GW150914, GW151126 [4], GW170104 [5] y GW170817 [6]. Las
tres primeras se generaron en sistemas binarios de agujeros negros de pocas decenas de masas
solares. La tiltima provino de la coalesencia de dos estrellas de neutrones y se observé también en
el espectro electromagnético, en particular en rayos gamma.

Se espera que en los proximos tiempos, conforme detectores mds precisos se pongan en marcha
y los recursos tedricos, computacionales y numéricos sigan desarrollandose, las ondas gravita-
cionales abrirdn una ventana enorme para la observacién de los fenémenos mds energéticos del
universo y al cosmos mismo. No solo seremos capaces de observar el cosmos mediante la luz,
los rayos gamma, rayos X, en ultravioleta, infrarrojo (es decir, radiacién electromagnética) sino
también con el espectro de la radiacién gravitacional.

Dicho esto, se entiende el contexto, la problemética y motivacién de esta tesis cuyo objetivo es
estudiar y modelar las propiedades de las ondas gravitacionales y los fendmenos astrofisicos que
las causan haciendo uso de la teorfa de perturbaciones en el formalismo Newman-Penrose.

El estudio de ondas gravitacionales involucra tres fases de estudio: generacién, propagacion y
deteccién que requieren. Este trabajo estd centrado en la fase de generacion.

Los primeros capitulos de esta tesis buscan dar una base tedrica de las ondas gravitacionales,
comenzando desde los fundamentos de relatividad general hasta el formalismo Newman-Penrose.
También se busca mantener una discusién vigente y presentar algunas de las técnicas que se uti-
lizan para estudiar ondas gravitacionales.

Muchas veces en relatividad se pierde de vista las escalas y los érdenes de magnitud de las
variables, por ello, otro objetivo de esta tesis es introducir unidades a la ecuacién de perturbacién
resultante, acorde a los sistemas fisicos de estudio, llamadas unidades patrén (tltimas secciones
del capitulo 4). Otro problema al resolver ecuaciones, no solo en astrofisica relativista, sino en
general, es que se pierde de vista la validez fisica del problema. Esto se intenta revertir incluyendo
una descripcion del fenémeno astrofisico modelado: acrecién de polvo a un agujero negro.

En las ultimas partes de esta tesis se detallan los métodos numéricos que se emplean en rela-
tividad general en regimenes de campo débil, lo cudl es relevante porque son las condiciones de lo
detectores en el planeta Tierra.

Antes de comenzar, quiero afiadir que més que resolver una pregunta, esta tesis presenta sis-
tematicamente un problema contemporaneo en astrofisica y un formalismo y técnicas capaces de
arrojar las formas de las ondas gravitacionales, como un inicio de partida a préximos proyectos de

investigacion.
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Capitulo 1

Fundamentos de Relatividad General

Todas las teorias son legitimas y ninguna tiene importancia. Lo que importa es lo

que se hace con ellas.

Jorge Luis Borges

La Relatividad General es una teoria sobre la gravitacion; parte de pocos postulados y con ello
construye un sistema légico de ideas que, a dia de hoy, han redefinido completamente no solo
el concepto de gravedad, sino también el de tiempo, espacio y su relacién con la materia y energia.
Fue presentada en 1916 por el fisico Albert Einstein en The Foundation of the General Theory of
Relativity[1], ver Fig. 1.1.

Uno de los principales problemas teéricos de la fisica de finales del siglo XIX era que las ecua-
ciones de la mecanica newtoniana y las del electromagnetismo de Maxwell no son invariantes al
mismo conjunto de transformaciones entre sistemas inerciales. Las primeras lo son ante transfor-
maciones de Galileo y las segundas ante tranformaciones de Lorentz, en las cuales la velocidad de
la luz es constante en el vacio y es un limite. La relatividad general, no solo resuelve ese problema,

sino que es, tal cual, una nueva teoria de la gravitacién.

11
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The Foundation of the Generalised
¥ Theory of Relativity

By A. Eixsters.
From Annalen der Physik 4.49.1916.

The theory which is sketched in the following pages
forms the most wide-going weneralization conceivable of
what is at present known as * the theory of Relativity ; ”
this latter theory I differentiate from the former
“Special Relativity theory,” and suppose it to be known.
The generalization of the Relativity theory has been made
much easier through the form given to the special Rela-
tivity theory by Miokowski, which mathematician was the
first to recognize clearly the formal equivalence of the space
like and time-like co-ordinates, and who made use of it in
the building up of the theory. The mathematieal apparatus
useful for the general relativity theory, lay already com-
plete in the “Absolute Differential Caleulus,” which were
hased on the researches of Gauss, Riemann and Christoffel
on ‘the non-Euclidean manifold, and which have been

Figura 1.1: Inicio en inglés del articulo de 1916 de Albert Einstein. Tomado de [4].

A continuacion se presenta de forma simplificada las matematicas basicas de la teoria, sus an-
tecedentes y fundamentos, asi como la notacién, definiciones y ecuaciones que en los siguientes
capitulos se utilizara.

Para una introduccién formal a la teoria de Einstein se pueden consultar las referencias [2] a [6],
mismas que fueron retomadas en la elaboracién de este capitulo.

En lo que sigue se utilizara la signatura (-,+,+,+), a menos que se especifique lo contrario. Para
los indices se utilizan los simbolos &, B, ..., mientras que i, j, k se reservan para coordenadas es-
paciales.

1.1 Notacion tensorial

La relatividad general estad escrita en lenguaje tensorial por una razén muy conveniente, facilita
formular una teoria covariante al representar las cantidades fisicas mediante tensores sobre var-
iedades diferenciables de cuatro dimensiones. Los tensores se definen? por la forma en que sus
componentes se transforman entre dos bases distintas {x*} — {x*'}.

Ay es un tensor de rango uno -llamado vector covariante- si y solo si, sus componentes se

transforman de forma lineal:

ax®

AGK — Aal - WAIM (1)

2Esta definicién no es formal, aunque s suficiente para nuestros fines y equivalente a su formulacién matematica. Para
una introduccién al célculo tensorial y las matematicas que se usan en RG ver [7] y [8].
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En cambio, un vector contravariante A* es aquel cuyas componentes se transforman entre bases

como,

A =

= oA @)

A partir de los vectores se generaliza el concepto de tensor de rango (1, m) como el producto
de n vectores covariantes y m vectores contravarientes. Es decir que, intuitivamente, el rango de
un tensor estd dado por el niimero de indices necesarios para especificar sus componentes. Por
ejemplo, un tensor T}, de rango (1,2), se transforma como

wp _ 0xt 0xf o
7 ox* 9x7 9xd "€’

®)

En relatividad, los tensores viven en un espacio de cuatro dimensiones, cuyos indices corren de

0 a 3. La convencién de suma de Einstein dice que indices repetidos arriba y abajo se suman:

A*B, = A"By + A'B; + A%B, + A®B;.

Un tensor con componentes T, 5 en alguna base, serd simétrico si Tyg = Tpy-

En cambio, si Taﬁ = —Tﬁ“, serd antisimétrico. Se puede simetrizar o antisimetrizar cualquier

tensor A, B haciendo

1 1
Ap) = 5(Aap + Apa)i A = 5(Aap — Apa),
donde A, es el tensor simétrizado y A, antisimetrizado.

Los tensores satisfacen una édlgebra multilineal. Dados U%, V"/é, Wy T"l‘g‘s, y los escalares a y b,
se define la combinacién lineal, el producto directo y la contraccién, respectivamente como

_ 5 _ 5 5 quapd
%:au‘;+bV“, T"l‘3 :U"BW, ™ :T[3 . 4

Los escalares son tensores de rango cero y se definen como aquellos objetos que no cambian su
magnitud bajo una transformacién de coordenadas,

!

P(x") = 9(x") = o(x") = ¢. (5)

Los escalares y los tensores representan cantidades fisicas con la ventaja de que no es necesario

especificar un sistema coordenado.

13



1.2 Estructura del espaciotiempo

En relatividad general se trabaja sobre un espacio de cuatro dimensiones, llamado espaciotiempo.
Maés adelante se verd que el espaciotiempo no solo es el escenario de la relatividad, sino un actor
principal. Todo punto del espaciotiempo recibe el nombre de evento y se denota x* = (x0, x1, x2x3)
con x¥ = ¢t la coordenada temporal y xi, i =1,2,3, las tres coordenadas espaciales. Para definirlo
matemadticamente, se considera una variedad diferencial, M, 4-dimensional conexa de clase C* y
una métrica de Lorentz, g, sobre M.

Dado un sistema coordenado, la distancia entre dos eventos ds, llamado elemento de linea, esta

dada por
ds® = gupdx“dxP. (6)
Puesto que la distancia entre dos eventos debe ser la misma para cualquier sistema de referen-
cia, se impone que el elemento de linea es un invariante:
ds? = ds'. )

Asi, g es un tensor covariante de rango dos simétrico cuyas componentes en dos sistemas coor-

denados distintos estan relacionados de acuerdo a la regla de transformacién,

ox7 9x°
8u'pl = gwwﬁ' 8)
La métrica tiene una gran importancia porque contiene toda la informacién de la geometria
del espaciotiempo.Para que tenga un significado fisico vélido, debe satisfacer que det(g,5) 7# 0
y § < 0. Més adelante se verd que para cada métrica existe un campo gravitacional asociado. g
determina el movimiento de las particulas en presencia de tal campo gravitacional.
En el caso de un sistema de referencia inercial cuyas coordenadas espaciales son cartesianas se

tiene que,

ds? = —c2dt? + dx* + dy? + dz?,

es decir que en estas coordenadas la métrica es

-1 0 0 O
0 1 00 )

Sap = Nap = 0 010 |7 diag(—1,1,1,1). )
0 0 01

Se observa que la parte espacial d¢> = dx? + dy? + dz?, es la distancia entre dos puntos en el

14



espacio euclidiano. La expresion ( 9) recibe el nombre de métrica de Minkowski.

1.2.1 Derivada covariante y la conexién

La dindmica de un sistema se describe mediante ecuaciones diferenciales que deben mantener su
forma bajo cualquier transformaciéon. La forma de derivar debe ser tal que en espacios curvos
mantenga la invarianza fisica.

Considérese un vector A* y

0A"
% = oxB’ (10)
que al reescribirlo en un sistema primado, por regla de la cadena resulta,
o_oa o o\ on () | e .
FoxP oxf' | 0xd x| 9x? 9xP'axd |’

es decir que T no se transforma como tensor. El primer término es la derivada parcial pero sobra

s 2,0 . < .
el término A° (aa ﬁf‘a 0.) que aparece porque las coordenadas también estdn cambiando. Entonces,
X X
se debe construir un operador de derivada que sea covariante.
La solucién resulta ser la conexién de Levi-Civita® que determina la forma de “conectar” re-

giones locales entre distintos puntos de la variedad y sus componentes estdn dadas por,

Alg =A% + Fﬁ(, (12)
donde DA = A% ' el primer término es la derivada parc1al = A" gy I‘g 5 son las componentes
dela conex1on,

Ix® 92x0

o

BT 98 oxPoxd

Efectivamente, sus componentes se transforman tensorialmente

(13)

o ax7 ox¥

B P 9xd
Los coeficientes Ty ; dependen de las coordenadas. No se transforman como tensor pero satisfacen
que I} g = =TIy Ba- S€ pueden subir y bajar indices con la métrica, por ejemplo, I'yp, = g,wl’m

La conexién se relaciona con el tensor métrico de la siguiente forma:

3Formalmente, la conexién de Levi-Civita es un mapeo que preserva la métrica y es libre de torsién. Dada una base
{é(s)]de la variedad, en el espacio tangente a un punto p en M: T,.M, la conexién estard dada por:
P — T 5
Vf(b)ﬂ’(ﬂ) = Fbcem.
dondel'j, son los componentes de la conexién.

15



l/(7'(

v 1
ap = Eg 8oa,p + 8o — gtxﬁ,(r)/ (14)

que resultan ser los simbolos de Christoffel. Son primeras derivadas de la métrica.

1.2.2 Geodésicas

El tiempo propio, 7, se define como,
ds? = 2dt?, (15)

y representa el tiempo medido por un observador localizado en un sistema en reposo, donde
d¢?> = 0. Es un invariante fundamental, es decir que desde cualquier marco de referencia se mide
el mismo valor del tiempo propio, por ello es un escalar muy ttil para construir magnitudes. Por
ejemplo, la cuadrivelocidad y el cuadrimomento de una particula* se definen, respectivamente,

dxt
u’ = T p' = mu", 17)
donde m es la masa en reposo de la particula.
La norma de la cuadrivelocidad es invariante u,u? = —c2.

Considérese una particula libre cuya accién se obtiene al integrar su funcién lagrangiana £ en
cierto intervalo de tiempo,

)
5= / ct, (18)
ty

Para la particula libre, implica que,

S = /ds :/,/gwdxvdxﬂ. (19)

La distancia mas corta entre dos eventos, se obtiene al extremizar la accion, es decir, calcular

0S = [ éds. Al reescribir dds = %ds se tiene que

5ds? = —(g,wdzx”‘ + Tyapdx"dxt )ox! + d(gudx“dx"),

con

1
rvrxu = E (gwx,y + Svua — gﬂc;m/)/

4En el caso del fotén (particula sin masa), el elemento de linea, el tiempo propio y la masa son cero. Por ello se utiliza
un parametro A para caracterizar su movimiento conocido como pardmetro afin tal que
o = 90
dA

(16)
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que son simbolos de Christoffel y coinciden con los componentes de la conexién de Levi-Civita
vistos en la seccién anterior. Se demuestra que para que 6S = 0, la condicién necesaria y suficiente
es que se satisfaga la siguiente ecuacién:

d?x” dx® dxt
—— t Iy ————=0. (20)
at Wdr dt
Esta es la ecuacién geodésica de movimiento de una particula. Cualquier trayectoria que
satisfaga la ecuacién geodésica, extremiza la distancia entre dos eventos en la geometria dada.

1.3 Transformaciones de Lorentz y relatividad especial

Una transformacion lineal entre {x*} — {x*'} de la forma

X = A%/x[3 + xg‘/, (21)

siendo XS‘/ constantes, A% matriz que satisface A”W‘Af Nap = Mo, Y ap = diag(—1,1,1,1) recibe

el nombre de transformacién de Lorentz. Las transformaciones de Lorentz fueron obtenidas en
primer lugar por Hendrik Lorentz. El buscaba el grupo de transformaciones que mantuviera in-
variantes las ecuaciones del electromagnetismo entre sistemas inerciales y cumpliera con la obser-
vacién de que la velocidad de la ondas electromagnéticas, como la luz, es constante en el vacio®.
Posteriormente Minkowski y Poincaré desarrollaron su formalismo matemadtico. Einstein las re-
tomo dotdndolas de significado fisico en la teorfa de la relatividad especial, presentada diez afios
antes que la relatividad general.

La relatividad especial surge de retomar el principio de relatividad galileano de que las leyes
de la fisica son invariantes en todos los marcos de referencia inerciales mas la suposicién de que
la velocidad de la luz en el vacio es la misma para todos los marcos de referencia inerciales. Estos
dos postulados son equivalentes a decir que

Las leyes de la naturaleza son invariantes ante transformaciones de Lorentz.

Einstein[9] estudi6 las implicaciones de tal afirmacién. Para empezar, si la velocidad de la luz es la
misma para todos los observadores inerciales, entonces el tiempo y el espacio debe acomodarse para
preservar la constancia de la velocidad de la luz. Esto significa que el espacio y el tiempo no son
absolutos. La dilatacién del tiempo, la contraccién de las longitudes y la no simultaneidad entre
eventos vistos por distintos observadores incerciales son deducciones de la relatividad especial ya
comprobadas.

Se dice que es relatividad especial o restringida porque sélo es valida entre sistemas inerciales,
donde una particula de prueba se mueve sin aceleracién. Su generalizacién requiere aceptar un
principio maés, a continuacién expuesto.

5Los aportes teéricos de Maxwell y los experimentos de Michelson y Morley en 1981 y 1988 corroboraban tal afirmacién.
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1.4 Principio de Equivalencia

En la ecuacién geodésica se observa que la geometria del espaciotiempo, a través de los com-
ponentes de la conexioén de Levi Civita, es la que determina las trayectorias geodésicas de una
particula libre sobre cierta variedad dotada de una métrica. Si una particula se mueve a través de
una geodésica se dice que estd en un sistema inercial. En caso contrario la particula se encuentra
en un sistema no inercial, esto es, esta acelerada.

La relatividad especial esta restringida a trabajar con sistemas inerciales. Adoptando el prin-
cipio de equivalencia es posible trabajar también con sistemas no inerciales. Este estipula que un
sistema no inercial es equivalente a tener un campo gravitacional®. En palabras de Einstein,

En cada punto del espaciotiempo en un campo gravitacional arbitrario, es posible
elegir un sistema coordenado localmente inercial tal que, dentro de una regién sufi-
cientemente pequefia alrededor de dicho punto, las leyes de la Naturaleza toman la
misma forma que un sistema de coordenadas cartesianas no acelerado en ausencia de

gravedad [1].

Es decir que una particula en presencia de un campo gravitacional es equivalente a estar en un
sistema no inercial, y éste puede ser descrito localmente con la métrica de Minkowski 77,5 =
diag(—1,1,1,1), entonces son validas los resultados de relatividad especial.

La razén de establecer una equivalencia entre un sistema no inercial y un campo gravitacional,
y no un campo de otra naturaleza fisica proviene de la equivalecia entre la masa inercial y la masa
gravitacional, también llamado principio de equivalecia débil. Este fue establecido por Galileo
Galilei, retomado por Isaac Newton y comprobado en el famoso experimento de Edtvos.

En otras palabras, el campo gravitacional tiene una naturaleza distinta a los otros campos fisicos
porque puede ser descrito como un sistema no inercial, donde las particulas se mueven acelerada-
mente siguiendo la geometria del espaciotiempo. Es decir que el campo gravitacional se puede
describir de forma puramente geométrica.

Imponiendo esto se vuelve vélido el principio de covarianza general que dice que las ecuaciones
mantienen su forma bajo cualquier transformacién x* — x'. Esto es, si una ecuacion es valida en

un sistema coordenado, lo serd en cualquier otro.

1.5 Ecuaciones de campo

Una vez admitido el principio de equivalencia, el principal problema es encontrar un objeto tenso-
rial que represente a la gravedad como curvatura’ de la variedad diferenciable. Por suerte, George

®La cantidad que describe de forma invariante a ese sistema curvado es el escalar de Riemman, definido en la siguiente
seccién
7El tensor curvatura esta definido para toda variedad dotada de una conexién como:

R(u,v)w = Vuvvw — Vvvuw - v[u,v]w'
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Friedrich Riemann, afios antes encontré una cantidad tensorial mientras trabajaba sobre hipersu-

perficies. En su honor, se nombra tensor de curvatura de Riemman:

Ruys = 8ya(Ths o — Ths g+ rg,?rg 5= Tp T (22)

El tensor de Riemman depende de los simbolos de Christoffel y sus primeras derivadas, es
decir, depende de las primeras y segundas derivadas de la métrica. Contrayendo el tensor de

Riemman consigo mismo se construye el escalar de Kretschmann

K = Ryp,sR*¥7, (23)

atil para conocer cantidades invariantes de los espacios. Por otro lado, al hacer una doble contrac-
cién sobre los indices que no se anulan se obtiene el tensor de Ricci, cuya traza recibe el nombre de

escalar de Ricci. Respectivamente son,

Rtxﬁ = gmsR,\rM;/g, R = g“ﬁRa/g. (24)

Este satisface las siguientes propiedades

Rtxﬁpo = Rpmxﬁ = _szﬁap = _R/Sucpa' (25)

Una observacién es pertinente. En un sistema localmente inercial, las coordenadas espaciales
son cartesianas, entonces la métrica que lo describe es la de Minkowski. En tal caso para todo
punto, I'],, = 0y se demuestra que la curvatura es nula (relatividad especial). En cualquier otro
sistema no inercial, la métrica no es Minkowski sino g, y I, # 0, 1o que implica una curvatura
no nula y por tanto la existencia de un campo gravitacional (relatividad general).

Por otro lado, una condicién importante que deben satisfacer las ecuaciones relativistas es que
en el limite newtoniano tiendan a las ecuaciones de mecdnica cldsica. La ecuacién de Poisson
relaciona el potencial gravitacional newtoniano ¢ con la distribucion de la densidad p de la fuente,

V2, = 4nGp. (26)

El lado derecho contiene la informacién de la fuente y su generalizacién en el espaciotiempo es

el tensor de energia-momento T, cuya forma depende de la distribucién de materia y energia y
debe satisfacer las leyes de conservacién,

Taf —0. 7)

Por lo tanto, el lado izquierdo de las ecuaciones relativistas debe satisfacer también que la

Esté relaciondo con el transporte paralelo, que mide el cambio de un vector al transportarlo de forma paralela en la
variedad Riemmaniana. Para la conexién de Levi-Civita empleada en relatividad general, se reduce a la ec. (22).
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derivada covariante respecto a un indice sea cero y debe estar relacionado con la métrica medi-
ante una combinacién de los tensores relacionados con la curvatura arriba definidos. Se puede

demostrar que el tnico tensor que lo sastisface es el tensor de Einstein-Ricci definido por 8:

1
GIX,B = Rtxﬁ — Egtx‘g. (28)
Por construccion satisface,
B _
Gaﬁ =0, (29)

de donde se deducen las identidades de Bianchi. Estas son:

Reigpo] =Rappr + Rapop + Racpp =0 (30)

Ruplpois) =Rapposs + Raposip + Rupsprr = 0. (31)

Finalmente, se obtienen las ecuaciones de campo de la relatividad general son,

Gup =~ Tup- (32)

Son efectivamente tensoriales, covariantes y elegantes.

Las ecuaciones de campo estdn representadas en lenguaje compacto pero si se les desarrolla,
resultan ser diez ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas.

Resolverlas significa encontrar una métrica que describa al espaciotiempo dada una distribu-
cién de materia y energia, lo cual, salvo casos altamente simétricos, es practicamente imposible de

hacer analiticamente.

Las leyes de conservacién de masa y momento, las ecuaciones de continuidad y de Euler asi
como la gravitacién newtoniana y el electromagnetismo de Maxwell se derivan correctamente de
las ec. (32)

Exitosamente las ecuaciones de campo recogen todas las leyes de la fisica en el limite donde la

velocidad es mucho menor que c. El factor Sf—f se aflade para que las ecuaiones tiendan correcta-

mente a la ecuacion de Poisson, como se verd a continuacion.

8Las ecuaciones de campo admiten incluir un componente proporcional a la métrica Agyy, asi la versién mds general del
tensor de Einstein es

1
Ga/S = Raﬁ — EgﬂﬁR + Agaﬁ

a A se le conoce como la constante cosmoldgica y ocupa un lugar fundamental en cosmologia. Por simplificacién, en este
trabajo se omite.
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1.5.1 Limite newtoniano

Considérese un potencial gravitatorio muy pequefio respecto a c?; la métrica para un campo grav-
itatorio débil se representa

htX,B(x)

Haciendo el limite v << ¢, la tinica componente no nula del tensor de Ricci es

1 azhoo 2
Rop ~ — = — = .
L T A E
Al sustituir en las ecuaciones de campo, con Tpg = —pc2
V2, = 4nGp (33)

que es la ecuacién de Poisson, coherente con la mecénica newtoniana. Comprobamos que las

ecuaciones de campo en el limite de campo débil se reducen a la ecuacién cldsica de Poisson.

1.5.2 Solucién de Schwarzschild

A pocos meses de que Einstein hiciera ptblicas las ecuaciones de la relatividad general, Karl
Schwarzchild encontré la primera solucién no trivial refugiado en las trincheras de una guerra en
1916. Consider6 un espaciotiempo estético (g,p = 0), simetria esférica y un campo gravitacional
isotrépico. En tal caso los componentes de la métrica no dependen de la coordenada temporal ¢.
La forma estdndar de esa métrica® en coordenadas esféricas es:

ds?> = —B(r)dt*> + A(r)dr? 4 r*d6* + 1* sin 0d¢?, (34)

Las componentes no nulas de la métrica son

Qi = B(r), S = A(]’), 80 = }’2, Spp = 1’2 Sil’l2 0.

Con esto se construyen los doce simbolos de Christoffel no nulos y el tensor de Ricci, el cual
tiene cuatro componentes no nulas y Ry, = 0 para a # . En el vacio las ecuaciones de campo se
reducen a

Rgs =0, (35

9La forma més general para una métrica isotrépica y estatica es dt> = F(r)dt? — 2E(r)dt(%-dx) —2D(r) (£-d%)? — C(r)dx2.
Al reescribir la métrica en coordenadas esféricas y definir un tiempo coordenado t' = t + Y (r) se elimina la componente g,
El radio se define r> = C(r)r? y se obtiene finalmente la expresi6n (10) conocida como forma estandar. [Weinberg, Capitulo
8]
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por lo tanto, se obtienen cuatro ecuaciones para B(r) y A(r):

/!

B” 1B Al B 1B

BH 1 B/ A/ B/ 1A,
Rn=2%—15(4+5%)-34=0

A/ B, 1

Rgg = sin” ORgg

donde A = A(r), B = B(r) y ' significa derivada respecto a r. De estas ecuaciones se encuentra
que B'/B = —A’/ A, entonces AB = constante. Ademas, se impone que cuando r — oo, la métrica
tiene que aproximarse a Minkowski en coordenadas esféricas. Por lo tanto,

lim A(r) = lim B(r) =1

r—0o0 r—0oo

Con esto encontramos que A(r) = %. La ecuacion diferencial para B resulta ser %(1’3) =

rB' 4+ B =1, cuya solucién es
rB(r) = r + constante.
—MG

c2r
lo tanto la constante de integracién es —2MG. Finalmente se tiene que

En el limite newtoniano gt = —B — —1 —2¢, donde ¢ = es el potencial newtoniano. Por

cer

B(r) = [1 - 24C]
Alr) = [1- 298]

Al remplazar en el tensor métrico, el elemento de linea resulta ser

-1
ds? = — (1 — 2MG> dt* + (1 — ZMG) dr? + r?d0Q>. (36)

c2r c2r

con d? = d6? + sin” 0d¢?.
La solucién dada por la ec. (36) es una solucién exacta y es de las mds importantes porque
modela a un agujero negro estatico. En el capitulo 4 serd retomada.

1.5.3 Soluciéon de Kerr

Se considera el caso anterior pero suponiendo una distribucién de masa con simetria axial en
rotacién con momento angular J. La métrica que describe a la geometria, en coordenadas de Boyer-
Lindquist, es
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.2
ds? = <1 _ ZMGV) 2ap 4 ACMrsin o p 4 %drz +r2d0?

2> 3x
2 2 ;2
5 a4  2a*Mrsin“0)\ 5, . 5
_<r —|—C—2—i-T sin” 0d¢~,

donde M es la masa del objeto rotante, 2 = |/ M es el momento angular especifico que relaciona el
momento angular y la masa. ¥ = r% + Z—; cos?0; A = r? — % + ‘C’—i La métrica de Kerr predice
la existencia de agujeros negros rotantes, llamados agujeros de Kerr. Es mds probable que exis-
tan agujeros de Kerr que de Schwarzschild, pues la mayoria de la materia en el universo estd en

movimiento.

Por dltimo, afiadir que la relatividad general ha sido una de las teorias que, junto con la
mecénica cudntica, mds desarrollo ha tenido. No solo explica satisfactoriamente fenémenos como
el corrimiento al rojo gravitacional de lineas espectrales, la deflexién de la luz por el sol y la prese-
cién del perihelio de las orbitas de los planetas interiores. También predijo la existencia de objetos
y fenémenos de importancia astrofisica, en particular la radiacién gravitacional, tema central del

siguiente capitulo.

23



24



Capitulo 2

Ondas Gravitacionales

Study one idealization after another. Build a catalog of idealizations, of their prop-
erties, of tecniques for analyzing them. This is the only way to come to grips with so
complicated a subject as general relativity!

Misner, Thorne & Wheeler

En el capitulo anterior se presento la teoria de la relatividad general. Como se dijo, es un teoria
geométrica de la gravedad a diferencia de la teoria de la gravitacion universal de Isaac Newton
que la interpreta como fuerza entre cuerpos con masa.

Una de las implicaciones més incémodas de la teorfa newtoniana es que la gravedad se propaga
instantdneamente. El mismo Isaac Newton reconocia estd vaguedad pero acepté presentar su ley
de la gravitacién universal [1] con la esperanza que después de él, alguien solucionara tal prob-
lema. Tuvieron que pasar mas de dos siglos para ello.

En 1916, Einstein comenz6 a estudiar las implicaciones de las ecuaciones de campo. Mediante
su linearizacioén, -presentada en la seccién 2.1- predijo que la gravedad se propaga en forma de
ondas a la velocidad de la luz. Las llam6 ondas gravitacionales y no son mds que perturbaciones
sobre el espaciotiempo cuya fuente es cualquier sistema de masas aceleradas. Por ejemplo, en la
Fig. 2.1 se representan las ondas gravitacionales generadas por la coalescencia de dos agujeros
negros.

Si tienen una amplitud mayor a 10~22m, pueden ser detectadas por los interferémetros de LIGO
[2], [3] colocados en nuestro planeta, especificamente en Livingston y Hanford, Estados Unidos,
es decir que LIGO detecta perturbaciones del orden jde una millonésima parte del tamafio del
protén!!? Existen otros proyectos, como VIRGO [4] que el primero de agosto de 2017 comenzé
operaciones para apoyar los resultados de LIGO en la basqueda de ondas gravitacionales. VIRGO
cuenta con un interferémetro localizado cerca de Pisa, Italia pero tiene menor sensibilidad que

10Medir el radio del protén no es posible, principio de incertidumbre, pero si se le han puedo cotas superiores de 10715 .
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LIGO, sin embargo, tener tres interferémetros buscando sefiales permite triangular y acotar mejor

la regién del espacio de donde provienen las sefiales.

Figura 2.1: Ondas gravitacionales producidas en la fusiéon de los dos agujeros negros de 14 y 8 masas solares. Corresponde

a la segunda deteccién de ondas gravitacionales hecha por LIGO el 26 de diciembre de 2015. Créditos: LIGO/T. Pyle

Puesto que las ondas gravitacionales transportan por el espaciotiempo energia e informacién
de los fenémenos que las producen, detectarlas aporta informacién de los fenémenos astrofisicos
mds interesantes y energéticos de nuestro universo. A partir de 1980, comenzaron los esfuerzos
sisteméticos para detectarlas!!. Por supuesto, antes de intentar detectarlas se requiere desarrollar
modelos tedricos capaces de modelar las fuentes de emision de radiacién gravitacional.

Sin embargo, los espaciotiempos que generan radiacién gravitacional son no simétricos y las
fuentes son sistemas de campo fuerte, altamente energéticos, como la colisién de dos objetos com-
pactos. Las aproximaciones de campo débil, homogeneidad y simetria dejan de ser validas, por
lo tanto se deben considerar las ecuaciones completas -no lineales y con cientos de términos- y
evolucionarlas directamente por métodos numéricos computacionales. De éstos, el mas usado es
el formalismo 3+1'2. Ver [5] y [6].

No obstante, lejos de las fuentes de emisién, las ondas gravitacionales pueden verse como una
perturbacién a una métrica de fondo y por tanto modelarse mediante métodos perturbativos, com-
putacionalmente menos costosos que las evoluciones completas porque las ecuaciones perturbadas
suelen ser de primer o segundo grado. De hecho, con teoria de perturbaciones -discutida en la
primera seccién de este capitulo- se deduce la existencia y algunas de la propiedades -descritas en
la segunda seccién- de las ondas gravitacionales.

En la tercera seccion se discuten las fuentes de las sefiales y en la tltima seccion su deteccién y

extraccion.

1E] antecedente de la construccién de detectores de ondas gravitacionales se remonta a los inicios de la década de 1960
cuando J. Webber construyé un par de cilindros masivos de aluminio. Por medio del fenémeno de resonancia, Webber
consideraba que podria detectar ondas con una sensibilidad de 10713 metros. A finales de 1960, Weber declaré haber
detectado una sefial, sin embargo su resultado no ha podido ser reproducido ni con barras detectoras més sensibles.

12A grosso modo el formalismo 3+1 consiste en reescribir las ecuaciones de campo en una forma canénica, llamada
ADM vy resolverlas como un problema de Cauchy. Para ello se hacen foliaciones sobre el espaciotiempo que separan las
dimensiones espaciales (3) de la temporal (1) en hipersuperficies espaciales que evolucionan para la coordenada temporal
[14].
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2.1 Teoria de perturbaciones

Las teorias de perturbaciones son utilizadas en distintas ramas de la fisica para encontrar solu-
ciones aproximadas a ecuaciones diferenciales. Los métodos perturbativos tienen restricciones
importantes porque solo pueden aplicarse en condiciones limite.

En relatividad general, los métodos perturbativos pueden utilizarse pero tomando en cuenta
que tanto la métrica como los campos fisicos se deben perturbar.

Si se conoce una solucién exacta a las ecuaciones de Einstein, en regimen de campo débil es
posible modelar las ondas gravitacionales como una perturbacién a esa solucién [7]. Se propone
un espaciotiempo de fondo bien definido gfﬁ mds una pequefa perturbacion /5. El sistema de
estudio queda descrito por la métrica

8up = 8hp + Nap, (37)

con [ltys] < |gBs-

Posteriormente, la idea es encontrar expresiones para h, sustituyendo la métrica en las ecua-
ciones de campo y las soluciones conocidas para la métrica de fondo gfﬁ.

La teoria perturbativa es muy ttil en variados casos. Por ejemplo, muy lejos de cualquier objeto
compacto, se propone que la métrica de fondo es la métrica del espacio plano 7,5 (Minkowki) mas
una perturbacién lineal h, p, €s decir que

Sup = Mup + hap, (38)

tal que |hyg| < 1y 145 = diag(—1,1,1,1). Inversamente, g*f = #*f — h*F, donde h*F = 5™ yP7hy,.
A esta situacién se le conoce como campo débil.

Un sistema binario puede ser descrito por la métrica del objeto central més una pequefia per-
turbacién de fondo, ocasionada por el objeto menos masivo, lo cual simplifica el problema de los
dos cuerpos.

Otro caso donde la teoria perturbativa se puede usar es un sistema binario conformado por un
objeto compacto que orbita un agujero negro de Schwarzschild. La métrica de fondo serd la de
Schwarzschild 32/65 y el objeto compacto se representard por una perturbacién, de tal forma que la
métrica del sistema binario es

8ap = gi/ca + hucﬁ~ (39)

Maés atn, un sistema de dos agujeros negros que estan a punto de colisionar puede estudiarse,
conforme se aproxima al estado final, como una solucién tipo Kerr (agujero negro rotante) mds una
perturbacion.

Otra cuestién importante a tener en cuenta es bajo que condiciones es vélida la aproximacién

27



perturbativa. Si R es el radio de curvatura del fondo ( gfﬁ), A la longitud de onda reducida (divi-
dida por 27) y A la amplitud de la perturbacién, entonces ee deben cumplir las siguientes condi-
ciones [9, cap 35]:

A<l y A/RKL

Como se observa, la teoria perturbativa puede ser una buena aproximacién en el estudio de sis-
temas astrofisicos. El siguiente paso para analizar el sistema es expandir las ecuaciones de Einstein
para una métrica de la forma (37) a primer orden en /,5. A este método se le conoce como teoria
linearizada en aproximacién de campo débil.

2.1.1 Teoria linearizada
Considérese la métrica de Minkowski 77,5 mds una pequefia perturbacién h,g, ec. (38). Al hacer
una transformacién de Lorentz x¥ = AY x%, se tiene que

8up = Sup = NaAFSr = ARAF (o + oo ).

La métrica de Minkowski es invariante ante transformaciones de Lorentz, por lo tanto

Sup = Nap + g (40)

con

= AﬁAghpg. (41)

Se observa que h,5 también es un tensor bajo transformaciones de Lorentz. Usando la expresiéon
(14), con la métrica se obtienen los simbolos de Christoffel:

1
Z,S = Eﬂvg(hzw,ﬁ + h(fﬁ,a - hzxﬁ,(r)- (42)
A primer orden en /, el tensor de Riemman no tendra términos con I'?, de tal forma que al bajar
un indice del tensor éste se expresa como
A A
Ryvp(f = 77p/\(rva,y - Fya,v)/
por tanto, el tensor de Riemman linearizado en funcién de las componentes de & es

1
Ryvpa = i(hya,vp + hvp,;m - hyp,va - hva,yp)-

Al contraer u y p el tensor de Ricci toma la forma,
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1
Ry = 5 (W 0+ g = s = Ohy), (43)

donde h = y#*'hy, y O = 19,0, = —c?0? + 9% + 8; + 2.

Y el escalar de Ricci es,

R = 3,3,k — Oh. (44)

Se sustituyen las expresiones (43) y (44) en el tensor de Einstein,

1
Ga‘g = R“/g - ElyaﬁR

1
= E(hz,m + 1y o — M — Ohyy — Mkl + 17,0 0h). (45)

Debe definirse una norma y dada la libertad de eleccién se elige aquella que que satisfaga:

_ 1
h = haﬁ - Eﬂaﬁhr (46)
9Phg, = 0. (47)

A esta condicién se le conoce como Norma de Lorentz'® y permite simplicar el tensor de Einstein, a
primer orden en /1 en

1 -
Galg - _EDha’B

Finalmente, al sustituir en las ecuaciones de campo,

- _ 161G

Dhap = — =1 Tup, (48)

BJustificacién de eleccion de Norma d,e Lorentz.
Sea una transformacion de la forma x* = x* 4 & (x#), con [05&*| < 1 (del mismo orden de magnitud que /,4). Reciben
el nombre de transformaciones de norma. Las componentes de la métrica en las nuevas coordenadas son:

! Bx’ﬁ
8;5 = ﬁagh = Map + hfxﬁ +0(hag, (92)%); hz/xﬁ = hyp — (9a8p + 9pCa)

con |h, ﬁ| < 1. De esta forma, E,Xﬁ = hyp + %qaﬁh, bajo una transformacién de norma se transformara en

Nyp = hap — 0ulp — Opla + Mapdul™
Ahora, elegiremos la transformacién de norma tal que 0, = aﬁl’w. Se sigue satisfaciendo que [9g8"| < 1y |Baﬁ‘ <1

Con esto, obtendremos que aﬁfz;ﬂ = 0. A esta eleccién de transformacién de norma que satisface la ec. (46) se le conoce

como norma de Lorentz y siempre es aplicable. Ademds, las transformaciones de norma tienen la propiedad de no cambiar
las componentes del tensor de Riemman a primer orden. Esto es ventajoso porque significa que en un espaciotiempo de
gravedad débil, la curvatura no cambia ante transformaciones de norma.
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que describe la perturbacion h en presencia de materia y energia contenida en T,g, dentro de
la teoria linearizada, vélida en situaciones de campo débil para bajas velocidades. El tensor de
energia-momento T,z debe ser calculado a orden cero en h,pg, pues se supone que las contribu-
ciones de T,z a ordenes mayores son despreciables.

La ec. (48) tiene por solucién [6]

Frp(x) = — 16;(3 [ @56 (x — ) Tup(x), (49)

donde G es la funcién de Green que satisface (G (x — x’) = §*(x — x’) , aunque hace falta poner
condiciones de borde adecuadas, lo cual representa un reto mas en la resolucién de la ecuacién de
onda.

Escrita de esta forma, /1, (x) se interpreta como radiacion gravitacional producida por la fuente
G(x — ") Top(x').

En general, la integral de la ec.(49) se resuelve numéricamente, aunque puede simplificarse un

poco en ciertas condiciones.

2.2 Propiedades de las ondas gravitacionales

En [8], [9], [10] se encuentran descripciones detalladas de las propiedades de las ondas.

2.2.1 Ondas planas

La expresion (48) en el vacio (T, = 0) se reduce a

Ol = VeVl = 0, (50)

que tiene por solucién ondas planas de la forma

Fuw = exp(Apyikex®) = Ayp cos(wet — kjx))

donde A,p es la amplitud y hemos definido kyx* = kox? + k]-xf ,conky = w, x° = ct. Se interpreta k
como el vector de onda, que apunta en la direccién de propagacién, w como la frecuencia angular,
f lafrecuencia y A la longitud de onda. Se relacionan de la siguiente manera:

f=—; Alk|=2m

La relacién de dispersion es,

w = c|k|,
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y significa que las velocidad de fase y de grupo son iguales a la velocidad de la luz. Al sustituir en
la ec. (50), se observa que debe satisfacer que

ﬂyykykv - O,
lo que significa que k¥ son las componentes de un vector nulo respecto a 17,,,. Ademas, al imponer
la condicién de norma, en un sistema coordenado, se tiene que

k*Aup =0,

es decir que el tensor de amplitud es ortogonal a la direccién de propagacion de la onda.

2.2.2 Polarizacién

La norma de Lorentz no determina de forma tinica a /1,4 pues se pueden aplicar transformaciones
infinitesimales que mantengan la condicién de norma. Con tal libertad, en lo que sigue se trabajard
dentro de la norma TT “transversa sin traza”, donde se satisface que,

il =o0, r'l*=o, (51)

mas las condiciones de la norma de Lorentz:

_ 1 _
b= Iy = Shuh, 9Phg, = 0.

En este marco, las componentes temporales y la traza son cero; los tinicos componentes no
nulos son espaciales.

Las ondas gravitacionales tienen asociados solo dos grados de polarizacién. Para mostrarlo, se
parte de un sistema de coordenadas donde u* = (c,0,0,0) es un vector tiempo normalizado tal
que

gﬂtﬁuauﬁ = _CZI

haguf =0, yp*Phyg = 0. (52)

Dadas las condiciones anteriores, quedan determinados ocho de los diez componentes inde-
pendientes de . Por tanto, & tiene unicamente dos grados de libertad, que corresponden a los
dos posibles estados de polarizacién de la radiacién gravitacional, lo que motiva definir los ten-
sores de polarizacién e:{ﬁ y e;ﬁ, y las amplitudes h, y hy. Asi, cualquier onda gravitacional puede
expresarse como,
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hag = hiels + hxegy. (53)

Por ejemplo, si la direccién de propagacion de la onda es el eje +z, k* = (5, 0,0,k), hys =0, los
tinicos componentes de los tensores no nulos son,

e =—ey =1 e =ej =1 (54)
La onda gravitacional se reduce a,
0 0 0 0
0 ho(t, hy (¢, 0
nIx (t,x) = +lx) (b , (55)
0 hy(t,x) —hy(t,x) O
0 0 0 0

como se muestra en la siguiente figura.

<+ Polarization X Polarization

y y

Figura 2.2: Polarizacién + y x de las ondas gravitacionales propagadas en la direccién z.

2.2.3 Efecto de la onda sobre un cuerpo

Una ventaja de la descripcion en la norma TT es que el tensor de Riemman se expresa en términos

de la métrica perturbada,

Ruopo = — % Cz%hzg (56)
donde los dos puntos indican segunda derivada temporal. Es importante notar que todo el ten-
sor de Einstein, que contiene la informacién del campo gravitacional, queda fijado por la métrica
perturbada.

Para detectar directamente ondas gravitacionales primeramente se debe saber como la onda

interacciona con la materia. El efecto no puede ser detectado para una sola particula, se requieren
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considerar al menos dos particulas de prueba cercanas entre si.
Considéresen sus trayectorias x*(7) y x*(7) + 6x*(T) para un tiempo propio Ty x*(7) el vector
de desplazamiento. Cada una seguird su propia trayectoria geodésica. La evolucién del vector

desplazamiento estd dada por la ecuaciéon de desviacion geodésica,

dox® T
2dr ~Rogo .

Integrando se encuentra que el vector de dezplazamiento cambia en funcién del tensor de la

onda gravitacional de acuerdo a

ha Tab. (57)

El efecto es més claro si se considera un circulo de particulas libres. Ante el paso de una onda
gravitacional, la distribucién de ondas se comprime o se achata en direcciones perpendiculares y

alternadas, como se muestra en la siguiente figura:

i,
n‘llrmg&% -‘:? wm‘-“““-'l'-'w% g\“\lllu% g‘&" @%ﬂ g»ﬂ,\\\'llll
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Figura 2.3: Polarizacién + y x de las ondas gravitacionales propagadas en la direccién z.

2.2.4 Energia de las ondas

Las ondas gravitacionales, como cualquier onda, transportan energia, momento lineal y angular.
Para estudiar estas propiedades se asocian los segundos términos de la expansién de las ecuaciones
de Einstein a la curvatura de fondo y se obtienen ecuaciones de segundo orden para /1,4 en el vacio.
Los términos de primer orden se consideran parte de la perturbacién gravitacional. Los términos
asociados a la fuente definen un tensor de energia-momento efectivo para la onda gravitacional

GW
nombrado T} B -
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En teoria linearizada para fondo tipo Minkowski se reduce a

TGW _ T TTij
TS 32G<ah dph > (58)

donde ( )denota un promedio sobre las longitudes de onda:

(3uhfTogn™™ i) = / duhTaghTT I d A.

T [dA
Con este tensor se define, por ejemplo, el flujo de energia en la direccién radial dado por los
componentes TS,
Por otro lado, por conservacién la luminosidad de la onda gravitacional debe ser igual al neg-
ativo del cambio de energia de la fuente. Asi, se define la luminosidad que pasa a través de una

superficie esférica centrada en la fuente como,

dE .
Low = T —}g&/ TﬁWerQ. (59)

y en términos de las amplitudes de la onda,
2

o 7272
Low = lim —— / <h+hx>d0. (60)

2.2.5 Momento cuadrupolar

En el apartado 2.1.1 se mostré que en campo débil y bajas velocidades, la sefial gravitacional se
obtiene de integrar el tensor de energia-momento. En [10] se muestra como, a distancias lejanas de
la fuente de emisién, haciendo uso de la funcién de Green, una expansion en potencias de Xi/r y
el teorema del virial'* se obtiene una importante relacién para una fuente newtoniana:

Fp(t,25) = %;B(t _1), 61)

donde I*} es el segundo momento de la distribucién de masa definido como,

1*f = /d3x’p0(t,x’7)x"‘xﬁ. (62)

El significado fisico es que la radiacién gravitacional es causada por una distribucién de masa
cuadrupolar. Aunque este resultado se obtiene para campo débil, en muchas fuentes fisicas de
campo fuerte, la aproximacién sigue siendo una ttil y valida suposicion.

14E] teorema del virial que se aplica, como consecuencia de las leyes de conservacion para el tensor de materia es,

fd3x'T‘*ﬂ' 1 ;2 B THx B,

con T = T,
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Asi, aunque la radiacién gravitacional comparte propiedades con la radiacién electromagnética,
un hecho que las diferencia es que la tiltima si puede ser causada por distribuciones dipolares, no

asf la gravitacional.

2.3 Fuentes

En las secciones anteriores se mostré que las ondas gravitacionales transportan energia y deforman
el espaciotiempo a su paso y por lo tanto interaccionan con la materia y esto, en principio debe ser
medible.

Cualquier sistema fisico compuesto por dos masas aceleradas entre si o que tiene un cambio
de momento angular, emitird ondas gravitacionales. Por ejemplo, el movimiento del brazo con
un dngulo de torsién emite ondas porque estd cambiando su momento angular, sin embargo la
amplitud de la onda es increiblemente pequefia: mucho menor que la distancia de Planck y por lo
tanto, es practicamente imposible detectarla. Por suerte, en el universo ocurren eventos altamente
energéticos cuyas amplitudes, se espera que sean ordenes de magnitud mucho mas grandes.

Las fuentes mas prometedoras de emisién gravitacional son sistemas binarios de dos objetos
compactos, como agujeros negros o estrellas de neutrones. De hecho, las tres primeras detecciones
de LIGO corresponden a tres parejas de agujeros negros colisionando, respectivamente.

Un sistema binario de dos masas m1y mjy orbitando en el plano xy se modela newtonianamente
desde el marco de la masa reducida y = mymy/(mj + my). Es relativamente sencillo encontrar los
componentes del momento cuadrupolar I,z en coordenadas esféricas (ver [11]), luego calcular sus
derivadas para obtener, usando la ec. (61):

2
hy =— ;QZyRZ(l + cos? 0) cos 2Q(t — r)
hy =— %szRz cos0sin2Q)(t —r),
de donde se obtiene que la magnitud / de la amplitud de la onda es del orden de

_4pOPR?  4uMG

h =
roor r ¢2R "’

(63)

donde M = my + my, y Q> = M/R® obtenida mediante las leyes de Kepler. / es llamado strain o
esfuerzo.
Resalta que la frecuencia de la onda es la mitad de la frecuencia de la érbita en la aproximacion
cuadrupolar.

Por ejemplo, para dos masas iguales M, la masa reducida es 4 = M/2 y el strain de la onda

gravitacional se estima como
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LABMG o (1Mpe) (M) (M
he SFoe 510 ( : wig ) (&) (64)

Asi, un sistema de agujeros negros estelares con M = 10M(,), localizados a 20 Mpc y una
separaciéon de R = 6?—2(3, tendra [20]

h~10"2m.

Otras fuentes que se espera puedan detectarse son el colapso estelar, fondos estocésticos, estrellas
de neutrones rotantes, agujeros negros supermasivos activos, sistemas binarios de estrellas de
neutrones y agujeros negros' y sucesos cosmolégicos como el big bang.

2.4 Deteccion y extraccién de la forma de la onda

La detecciéon de ondas impone enormes retos tecnolégicos y computacionales [11].

Los detectores de LIGO y Virgo constan de dos y un inteferémetro respectivamente, colocados
a grandes distancias entre si. Un interferémero estd compuesto por dos brazos en forma de L;
cuando la sefial interacciona, se comprime un brazo mientras se estira el otro.

Esto es porque, como se expus6 en secciones anteriores, las ondas gravitacionales cambian la
métrica del espaciotiempo y esos cambios ocurren con signos opuestos para las direcciones ortogo-
nales. Dentro de los interferémetros estan colocados espejos que permanecen locamente en reposo
y conforman el interferémetro tipo Michelson. Se envia una sefial laser y se divide en dos sefales
que llegan desfasadas a los espejos si una sefia gravitacional interfiri6 en el recorrido de la luz.
Aunque el principio experimental es simple, la dificultad radica en obtener la mayor sensibililidad

y la menor interferencia externa (ruido) posible.

Livingston Hanford

Figura 2.4: Fotografia de los interferémetros de LIGO localizados en Livingston y Hanford. Créditos: ligo Lab Caltech.

15Por ejemplo, un agujero negro supermasivo y uno estelar, conocido como extreme mass ratio inspirals.
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Como las fuentes estdn muy alejadas de los detectores (provenientes de otras galaxias o clus-
ters), las formas de la ondas bien pueden modelarse por métodos perturbativos. Por ello, la moti-
vacion principal en seguir desarrollando teoria de perturbaciones dentro de la relatividad general
es aportar al anélisis de datos recopilados por los detectores; pues éstos arrojan tanta informaciéon
diaria, siendo la mayor parte ruido, que encontrar la sefial es un arduo trabajo casi imposible si no
se tiene una forma de onda numeérica que buscar entre tanto ruido.

Entonces, el estudio de las ondas gravitacionales es una ciencia que requiere un trabajo cooper-
ativo entre observacién-teoria; los recursos computacionales en ambos casos son centrales, por un
lado para el andlisis de datos y por el otro para crear simulaciones numéricas y compararlas entre
si.

No obstante, atin con métodos perturbativos no es trivial extraer la forma de la sefial porque
muchas veces la onda depende de la eleccién de coordenadas y no es sencillo elegir la norma
mas apropiada. Existen distintas estrategias, (como el formalismo de Moncrief o el formalismo

Newman-Penrose) para extraer la forma de la onda, que bdsicamente se dividen en:

* Comenzar proponiendo una métrica de la forma: g,5 = gap(fondo) + hup(perturbacién) y
resolver las ecuaciones en campo débil.

* Construir escalares para el espaciotiempo y considerar la perturbacién como uno de esos
escalares.

En este trabajo se utiliza el segundo enfoque mediante el formalismo de Newman-Penrose, descrito
en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Formalismo Newman-Penrose

As we localize the position of a particle, its jumps essentially allong the null cone.

Roger Penrose, 1966.

Una vez expuestos los fundamentos de la relatividad general (Capitulo 1) y de las ondas gravita-
cionales (Capitulo 2), se presenta en este capitulo el formalimo de tétradas.

El formalismo tetradial fue desarrollado por Ezra Newman y Roger Penrose en 1962 [1] donde
se construye un conjunto de ecuaciones equivalentes a las ecuaciones de campo con un orden
reducido, lo cual simplifica altamente algunos problemas.

Su utilidad en este trabajo radica en que permite describir la radiacién gravitacional y sus
fuentes mediante una ecuacién de perturbacioén. Con este formalismo se han logrado importantes
aportes en relatividad general, por ejemplo en la biisqueda de soluciones exactas a las ecuaciones
de campo, estudio de congruencias nulas, el problema de la energia del campo gravitacional e
inmersién del espaciotiempo [2]. Teukolsky us6 este formalimo para derivar ecuaciones en dis-
tintos campos en un fondo de Kerr [3]. El formalismo es una poderosa herramienta para modelar
agujeros negros de Kerr y estudiar sus fuentes, como se puede ver en [4], donde Chandrasekhar
sistematiza y detalla los formalismos de la teoria matematica de los agujeros negros.

Penrose comenz6 estudiando geometria algebrdica y posteriormente retomé varios resultados
e hizo importantes aportes a la relatividad general, en en particular en el estudio de las singular-
idades. Penrose consideraba que la estructura del cono de luz debia explotarse, asi que formulé
junto con Ezra un tratamiento equivalente pero elegante para estudiar la radiacién gravitacional
describiéndola a través de una tétrada conformada por dos vectores sobre el cono de luz y dos en
el plano ortogonal.

A grosso modo, se introduce tal tétrada nula con la que se definen escalares, operadores y
espinores -primera seccién- y sobre ella se proyecta el tensor de Weyl para construir los escalares de
Weyl -segunda seccién-. La tétrada también se proyecta sobre el tensor de Riemman, las ecuaciones
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de Einstein y las identidades de Bianchi -cuarta seccién-. Las ecuaciones resultantes son llamadas

de Newman-Penrose y aunque son muchas, son lineales en los operadores.

Una desventaja de este formalismo es que que la eleccién de la tétrada no es tnica. Este prob-
lema se aborda en la segunda seccién. En la dltima seccién se aplica la teorfa de perturbaciones

para el escalar de Weyl asociado a la onda gravitacional.

3.1 Tétrada nula, operadores y espinores

c 14 lq. . . .
Considérese una base de cuatro vectores Z}, linealmente independientes que satisfacen

Zﬁbey = Nab, uv = Uabza(yzby), (65)
donde
0 n O 0
n 0 O 0
_ , 66
Mab 0 0 0 —y ( )
0 0 -y O

siendo # la constante de normalizacién. Cualquier evento del espaciotiempo puede expresarse en
términos de dicha base, a la que se le conoce como tétrada de vectores nulos.

Puesto que la radiacion gravitacional viaja a la velocidad de la luz, convendra usar como base
tetradial a dos vectores reales sobre el cono de luz orientados hacia el futuro denotados como
Zi’ =ty Zg = kMy dos vectores Zg’ =mhty ZZ = mx" localizados en el plano perpendicular al
cono, siendo Z}} = Z;", donde x significa complejo conjudado.

También se contruye Z* = 7% Z;, dondey® es tal que "5, = -

En la signatura del espaciotiempo (+, —, —, —), 7 = 1. En la signatura (—, +, +, +) adoptada
en este trabajo, # = —1. Para una discusion sobre como cambia la tétrada por la eleccién de la
signatura ver [5].

Entonces, con 7 = —1, la tétrada satisface las condiciones de ortonormalidad:
Wy = —mh'my, = -1, (67)

y todos los demés productos son cero.
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Tiempo

-

241” = m*H

Figura 3.1: Representacion de la tétrada sobre el cono de luz

Cualquier vector A y tensor T,;, podra expresarse en términos de la tétrada como

A= AZ, T = TwZh Z}, (68)

de esta forma se relacionan las componentes de un tensor en su base coordenada con la base tetra-
dial.

Por otro lado, se definen las derivadas direccionales de funciones escalares como

f,a = Z};ayf/

Explicitamente, los operadores de las derivadas direccionales se definen como

D =1"3y,; A=Kk'dy; 6=m'dy; §=m'y, (69)

donde~denota complejo conjugado.

La derivada covariante resulta ser una combinacién lineal de estos operadores:

Ve =8V =kaD +lu & +11140 — 1,3 (70)
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Y en esto radica la ventaja del formalismo Newman-Penrose: las derivadas covariantes en las
ecuaciones relativistas se remplazan por los operadorades de derivadas direccionales para conver-
tir las ecuaciones tensoriales en conjuntos de ecuaciones escalares haciendo algunas contracciones
con la tétrada nula, como més adelante se expondra.

En el caso de las derivadas sobre tensores se define
Tcd,a = Zél Tcd,y- (71)

Ahora bien, al proyectar la derivada covariante de un vector a lo largo de la tétrada se obtiene

Vap = ZEN W (Zhvy) = Z ZYvuy + Z} Zey 23, 0",

6

asi, se definen de forma natural los coeficientes de rotacién de Ricci 16como

Yabe = Zgzby;vzg' (72)

La proyeccién de las derivadas parciales a lo largo de cada vector nulo sera

Uap = Zl};zgvv;y + 'Ycubvc~ (73)

También, se define la derivada extrinseca como

Valp = Z} Zi Oy = Ugp — 1Y eabVa- (74)

Y su generalizacién a tensores como

nm(

Tubcd|e = Labede — 1 Ynae Tmbcd + Ynve Lamed + Ynee Tapma + '7ndeTuhcm)- (75)

Mediante los coeficientes de rotacién, las primeras y segundas derivadas covariantes de la té-
trada toman la forma
b b b b
ZIIM;V = 'Ybuczyzlcﬂ Zay;w\ = 'Ybuc;)\zyzlcx + ')’huc(zy;)\zlcx + Z;t 1C/;)\)' (76)

Puesto que los coeficientes de rotaciéon serdn de gran utilidad mds adelante, convendra definir-
los explicitamente. Al ser éstos antisimétricos en el primer par de indices 7,5 = —Vpac, habrd doce
coeficientes independientes [4]:

16 Algunos autores también los llaman coeficientes espinores
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K = y311 = mllylY
T = y312 = mll kY
0 = v313 = mblmY
P =314 = myly;vm*v
T = Yoa1 = kFm o 1Y
V= Youp = kfmox kY
U= Yoaz = kFmok yym?
A = youq = kFm ok gyymx”
%(7211 +7341) = %(kyly;v + mbm ok )1
3 (7212 + v342) = F (KL + mPm s
3(

77)

(95}
Il

7= kv
B=35(r03+ ')’343) = %(kﬂly;v + mtm x y;v)kv
&= 3 (yo1a + v3aa) = 3 (K + mbm sy )m x

A partir de estos, se contruyen sus conjugados, dando un total de 24 coeficientes.

Antes de seguir, es importante mencionar que este formalismo fue inicialmente desarrollado

por Penrose en términos de espinores que es equivalente al formalismo tetradial. Mucha de la
notacién proviene del lenguaje espinorial.

3.2 Tensor y escalares de Weyl

Una cuestion importante es caracterizar los campos gravitatorios de forma independiente a cualquier
sistema coordenado. Antes de ello, es 1itil formular las ecuaciones en términos del tensor de Weyl,

1 1
Cappv = Rapuy — Q(ga[uRv}ﬁ — 8aluRujp) + g Sau8vlak- (78)
Cupyuy tiene las mismas propiedades de simetria que el tensor de Riemman pero su traza es nula:

Chav = 0.
Satisface también que 7*FC,, Ap =0y,

Ctxﬂfy& = _Cﬂzx'y& = _sz‘BzS'y = C'y&xﬂr Ca[ﬁvé] =0, (79)
por lo que tiene diez componentes independientes.

Al proyectar las componentes de C,,1; sobre la tétrada nula se obtienen cinco cantidades com-
plejas:
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Yo =— CW/\Tl”m'/l’\mT

Y1 = — Cup MK 1 m"

¥y = — Cupclfm’m* k" (80)
Y3 = — Cuvacl "k m* k"

Yy =— CW,\TkP‘m*vk/\m*T

Estos reciben el nombre de escalares de Weyl. Al ser escalares, los¥,; son invariantes ante trans-
formaciones de Lorentz; nétese que esto no implica que no dependan de la eleccién de la tétrada'”.

Otra forma del tensor de Weyl que sera ttil es:

1 1
Cuvar = Ruvac + E(W;MRVT — HuARyr — e Ryp + UVTRW\) - g(ﬂyww — MuAtuc) R (81)
Por otro lado, si U, V y W se definen en términos de la tétrada

Uy = — lamy + Lymy,
Vab = kgmb — khma, (82)
Wﬂb = mamz - mbm;‘ — kalb — kglb - kbla.

El tensor de Weyl se puede expandir como [6]

Cabed =HoUapUeg + 1 (UgpWea + W, Uey) + P2 (VipUeg + Uy Veg + WapWea)

(83)
+ lFB(VabVVCﬂl + Wabvcd) + ?4Vahvcd‘

Escrita de esta forma, los escalares de Weyl tienen la siguiente interpretacién fisica, propuesta
por Szekeres en 1966 [7]:

¥, representa una onda transversa en la direccién k

‘Y3 representa la componente longitudinal de la onda

‘Yo representa la componente transversa en la direccion [

‘¥1su componente longitudinal

¥, el potencial coulombiano

3.3 Clasificacién de Petrov y teorema de Peeling

En el estudio de las soluciones de las ecuaciones de la relatividad general, es conveniente contar con
una caracterizacion invariante de los espaciotiempos, esto es, independiente de cualquier sistema

7Esta ambiguedad puede desaparecer en ciertos espacios métricos, como veremos en la siguiente seccién.
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de coordenadas. En esta tarea resulta muy ttil una clasificacion formulada en 1954 por A. Z. Petrov,
que se basa en las simetrias algebraicas del tensor de Weyl [8].

El tensor de Weyl puede describirse completamente en términos de cinco escalares, no obstante,
éstos dependen de la eleccién de la tétrada. A su vez, bajo una transformacién de Lorentz, la té-
trada nula en general cambiard de tres formas bésicas distintas: dos rotaciones y una transforma-
cién de espin. Algunos escalares se igualan a cero, dependiendo de la transformacién sobre la
tétradal®.

Asi, los espacios métricos se clasifican en funcién de los valores de los escalares de Weyl en
espacios algebraicamente generales y especiales:

Algebraicamente general

* TipoI(con ¥y = 0)
Algebraicamente especial

e TipoIl (Yo = ¥; = 0),

Tipo 11T (¥ = ¥; = ¥, = 0)

Tipo N (Yo = ¥; = ¥, = ¥3 = 0)

Tipo O (Yo = ¥1 = Y2 = ¥3 = ¥4 = 0). Ejemplos: Minkowski y Friedmann-Roberton-
Walker, donde no hay efectos gravitacionales.

Tipo D (¥ # 0). Ejemplos: Schwarzschild y Kerr en el vacio.

Se puede demostrar que para los espacios algebraicamente especiales siempre existe una tétrada
preferente que deja los escalares de Weyl sin cambios ante transformaciones en los vectores de la
tétrada.

En el siguiente capitulo se trabajard en el espaciotiempo de Schwarzschild, tipo D, donde los
coeficientes v, x, ¢ y A se anulan al igual que todos los escalares de Weyl, excepto ¥,. Estudiar la
dindmica de agujeros negros de Schwarszchild en el formalismo de tétradas es de gran utilidad
porque la descripcién del espaciotiempo queda en funcién de escalares invariantes ante transfor-
maciones de Lorentz y ante transformaciones sobre la tétrada elegida.

Por otro lado, una de las propiedades més importantes de los escalares de Weyl es su compor-
tamiento en regiones asintéticas. El teorema de Peeling aplicado para espacios generales plantea
que en una region asintética, los escalares de Weyl se comportan como

1

18Rotaciones tipo I que preservan [* y cambian las otras tres direcciones. Rotaciones tipo II que preservan k* y cambian
las otras tres direcciones. Transformaciones espin o tipo III que rotan en fases complementarias m* y m™ y reescalan I* y k#
manteniendo su direccién invariante. Formalmente, el problema se reduce a encontrar las raices complejas de una ecuacién
cudrtica para cierto pardmetro. Cuando alguna de las raices coinciden se dice que el espacio es algebraicamente especial.
Asi, la clasificacién de Petrov divide a los espacios en funcién del niimero de raices distintas. Para mas detalles ver [6]
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3.4 Ecuaciones de Newman-Penrose

Las ecuaciones de campo expresadas en términos de la tétrada nula para los escalares de Weyl
reciben el nombre de ecuaciones de Newman-Penrose. Aunque este formalismo arroja una enorme
cantidad de ecuaciones, usualmente existen simetrias que las reducen. Un grupo de las ecuaciones
de Newman-Penrose se obtienen al proyectar el tensor de Riemman expresado en términos de los
operadores, espinores y escalares de Weyl sobre la tétrada; la forma de obtenerlas se desarrolla en
la subseccién 3.4.1. Otro grupo de las ecuaciones se obtiene al utilizar las identidades de Bianchi
igualmente proyectadas en la tétrada; éstas se deducen en la subseccién 5.4.2.

En esta seccién no se derivan todas las ecuaciones Newman-Penrose, solo aquellas que seran
de utilidad para encontrar la ecuacién de perturbacion del escalar ¥4. La derivacién completa del

conjunto de las ecuaciones Newman-Penrose puede encontrarse en [4] y [6].

3.4.1 El tensor de Riemman

Al proyectar el tensor de Riemman sobre la tétrada se obtiene

Rapea = RayuAZszZZZgZé‘ = (Zuy;v)\ - Zuy;)w)zgzzzfi\/
donde

Zuy;v/\zgzgzél\ = ')/bac|d + Tlnm (7na67bmd + 7ban7cmd)r
Zay,-AvZf:ZgZé‘ = ')’bad|c + nnm (')’nad')’bmc + ')’ban')/dmc)'

Asi, el tensor de Riemman en términos de los coeficientes de rotacién se expresa como

Rapea = Ybac|d — Vbad|c + Unm (7ﬂﬂc’7bmd — YnadYbme + Yoan (’)/cmd - '7dmc)) . (85)

Ademas, la definicién de derivada extrinseca en la ec.(75), aplicada al tensor de Riemman es

nrrz(

Rubcd\e = Rabcd,e -7 YnaeRmbed + YnbeRamed + YnceRabma + ’)’ndeRabcm)- (86)

También el tensor de Riemman puede tomar la forma,

Rayw\zg = Zay;v)\ - Zay;/\v (87)

Con estas expresiones encontraremos un conjunto de ecuaciones que relacionan los escalares
de Weyl y los operadores actuando sobre los coeficientes espinores. Combinando la ec. (81) y (85)
obtenemos
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Cabed =Ybac|d — Vbad|c + Unm (r)/nﬂcr)/bmd = YnadYome + Yoan(Yemd — ')’dmc))
87T (88)
— 470 (Mac Tpa — NaaToe — Moc Tad + MpaTac) + 3 (Mactvd — Nad"ec) T-

Esta expresion ya relaciona los escalares con los operadores acttiando sobre los coeficientes
espinores. Por ejemplo, para la proyeccién Rpgp4 obtenemos

F+(A—p—p* =3y +r%) A= (0% Ba—px—m+1k)v=0, (89)

Para la proyeccién de Ryp41 — R3442 encontramos que

Bt (B s bye)a— (5% —pxTe) 7 — A(B+T)HT*+v (o +e) = 0. ©0)

3.4.2 Identidades de Bianchi

Ademas de las ecuaciones derivadas de la ec. (88) obtendremos un conjunto de ecuaciones para los
escalares de Weyl. Para ello partimos de las identidades de Bianchi. En su forma compacta éstas
son:

Rujpre) =0, Raplyse) = 0- 91)

Expresaremos el tensor de Riemman en términos del tensor de Weyl, haciendo uso dela ec. (81),

y posteriormente en términos del tensor de energia-momento mediante las ecuaciones de Einstein:

4G 8m,G
R;u//\T = C;u//\f - CT(g;l/\Tvr = &urTox — guaTur + ngm) + 37:4(gmgw - gyrgm)T, (92)

cuya derivada covariante es:

4G

R?\VMK;U :C)\WK;U - CT(g;MTw;U - ngm;a - gv)\Ty'r;a + gVTT;M;U)
(93)
8nG
- ﬁ(gmgw — 8ut8uan) To-
Al utilizar estos resultados en la identidad para Ryp[p;|4) = 0, obtenemos
Canja + Capaopy +47tnm12(Tagjs — Tagp) =0 (94)

Luego, proyectaremos estas ecuaciones en la tétrada nula y asi obtendremos un conjunto de
ecuaciones para los escalares de Weyl.
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(5* —2(0( —|—27‘[)) ¥ — (D — (p — 4€)) Yy + 3AY, =
471 ((6 % =20 + 27%) Tyse — (A — 1% =27 4+ 29%) Typsese + AT — 0 % T — 20T + AT ) -

95)
3.5 Ecuaciones de perturbacién para ¥y
Consideremos una perturbacién a la métrica (Secc. 2.1) de la forma
_ o0 h
8up = 8ap +hyp,
donde g%, p es la métrica de fondo. Los escalares de Weyl se perturbaran de acuerdo a
¥ - v+ ¥, (96)

donde ¥? es el escalar i-ésimo no perturbado.

Identificaremos al escalar pertrubado ‘F4(1) como la onda gravitacional por las siguientes ra-
zones [9], [10].

Las ondas gravitacionales son ondas transversas, no longitudinales. Si suponemos que éstas
viajan en la direccion k de acuerdo a la interpretacion de Szekeres, ésta corresponderd al escalar
Yy

Ademés, de acuerdo al teorema de Peeling ¥4 « 1 lo que significa que, en el espaciotiempo de
Schwarzschild, es el escalar que mads lento tiende a cero y, por lo tanto, domina a distancias lejanas
del agujero negro. En esos regimenes se comporta localmente como una onda plana, como vimos
en la Sec 5.3.

Por otro lado, ¥4 se relaciona con las componentes de h presentada en la sec. 2.1 de acuerdo a:

Y, = —hy +ihy. (97)
)

. - - 1 .
Dicho esto, se construye la ecuacién de perturbacion para ‘F4( . Se toman las ecuaciones Newman-
Penrose considerando los escalares perturbados para obtener un conjunto de ecuaciones que de-
scribirdn la dindmica de la perturbacién [11].

Por ejemplo, para Rypp1)4),

(6 —2(a +2m)) ¥V — (D — p — 4e) ) + 30V,
=47, ((5 *x —20 + 2T*)T(1) —(A—p* =27+ 27*)T(]112) .

kmx

(98)

Para R42[13|2}
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(A —4pr—29)EY — - 4p+ 1)) + 300,
— 4, <(A — ok —29)TY

kmx

— (6% =20 — 2B % —O—T*)T(lbz) . ©9)

Para Rp4p4 en espacios no perturbados, la ecuacion se reduce a,

D (A —dp—apt = 3y 4 y0)AD = (65 —3a— B — + eV = 0. (100)

Finalmente se obtiene que

[(A+n(4n+p*+3y — %) (D —n(p — 4e)) — 32

— (3% +1(3a + B+ 47 — %)) (6 + (48 — 1)) ¥ Y = %Tf) (on
donde todos los términos de la fuente estdn contenidos en Til) dada por:
Ty = T T+ T9 T+ T Ty (102)
Los términos 7 son operadores definidos por
TR = — (5% +5(Ba+ B+ 41 —T)) (6% +5(2n +2B — T)),
THM™ = (A +y(dp+p* 43y — %)) (6 % —2p(w — %) (103)

+ (6% 4+nBa—px—4mr—1)) (A+2n(p*+7)),
T — (A4 (dp + p 43y — %)) (A + 7 (u* + 29 — 29%)) .
)

La ec. (101) sera la ecuacién central del siguiente capitulo. ‘1’4(1 es la radiacién gravitacional

cuyo comportamiento puede hallarse al resolver tal ecuacién para una métrica de fondo gfﬁ y una

fuente Til) dada.
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Capitulo 4

Ecuacion de perturbacion para un agu-

jero de Schwarzschild

A luminous star, of the same density as the Earth, and whose diameter should be
two hundred and fifty times larger than that of the Sun, would not, in consequence of
its attraction, allow any of its rays to arrive at us; it is therefore possible that the largest

luminous bodies in the universe may, through this cause, be invisible.

P Laplace, 1798.

En este capitulo se aplicard el formalismo Newman-Penrose para encontrar las ecuaciones diferen-
ciales que debe satisfacer ¥4 perturbada considerando como métrica de fondo la de Schwarzschild,
y como fuente, Ty, un fluido perfecto y simple: polvo.

Antes de ello, es importante comprender el fendmeno astrofisico que modelaremos: la acrecién
de materia y gases sobre un objeto compacto y la subsecuente emision de energia en forma de ra-
diacién. Con este objetivo, en las primeras dos secciones introduciré y calcularé algunos conceptos
y propiedades de utilidad.

En la primera seccién se muestra que existe una singularidad asociada a la métrica de Schwarzshild
y, mediante la obtencién de los escalares asociados al tensor de curvatura, mostraré que se trata de
una singularidad fisica, llamada agujero negro. La primera referencia a un agujero negro fue hecha
por Laplace, como se muestra en la cita que introduce este capitulo.

En la segunda seccién se introduce el concepto de acrecién y las propiedades de un fluido tipo
polvo.

En la tercera seccién se utiliza la ecuacién de perturbacion 101) en el caso de interés. Se mostrara
que la ecuacién puede descomponerse en una parte radial-temporal y otra angular, de tal forma
que la ecuacién de perturbacién se debe resolver solo para las componentes radial y temporal
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pues la parte angular tiene por solucion arménicos esféricos. Se interpretan los resultado y sus
implicaciones en la perturbacién gravitacional.

En la dltima seccién se definen las unidades patrén y con ellas se reescribe la ecuacién de per-
turbacién.

4.1 Agujero negros

Una singularidad es un punto de un espaciotiempo donde la solucién de las ecuaciones de campo
diverge, es decir, el tensor métrico no estd definido. En algunos casos la singularidad puede ser
removida con una transformacién de coordenadas; entonces se tiene una singularidad matematica
o de coordenadas. En otros casos sucede que la singularidad se preserva en cualquier sistema
coordenado y recibe el nombre de singularidad fisica [1].

Es decir que la geometria del espacio-tiempo esta rofa en ciertos puntos, sea cual sea el sistema
de coordenadas; la curvatura diverge. En tal caso, las ecuaciones de campo no se pueden aplicar.

En el caso de la métrica de Schwarzschild en su forma estandar,

-1
ds?> = — (1 - 2MG> cAde? + (1 — 2MG> ar® + r2d?,

c2r c2r

existe una singularidad fisica. Para mostrarlo, obtenemos del tensor métrico el tensor de Riemann:

GM GM .
Rirtr = —Zm, Rogop = ZC—Z;’ sinZ 0
GM 2GM .
Rigrg = 2 (1 - 62r> , Ripte = Rigto sin® 0
GM 2GM\ ! _
Ryorg = T 2r <1 i ) , Rrgre = Ryoro sin” 6.

Con ello calculamos el escalar de Kretschmann

48G2M?2

R Rabcd _
abed A6

(104)

El escalar diverge en r = 0 y precisamente por ser un escalar, sabemos que en cualquier sistema
de referencia divergerd; por lo tanto se trata de una singularidad fisica. r = 0 es un punto que no
pertenece a la variedad M pero es justamente en este punto donde se encuentra el objeto puntual
de masa M que curva el espacio tiempo, al que se conoce como agujero negro de Schwarzschild.

Por otro lado, la métrica en su forma estandar presenta una singularidad coordenada en

_2GM
==
pues g, diverge y g tiende a cero. Ar = 2?—21\4 se le llama radio de Schwarzschild (Ry;,) porque de-
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limita dos regiones, la interna en la que la luz incidente no puede salir y la externa asintéticamente

plana. No obstante, la singularidad es removible:

Al redefinir la coordenada radial y temporal como

-1
dr* = (1 —ZGZM) dr,
c2r

cdt’ = cdt + (dr* — dr)

2r
= cdt + <1—2GM - 1) dr,

sustituir en la ec. (36) dt en funcion dedr*y dt'y redefinir las variables obtenemos

ds? = — (1 - ZMZG> 2t + M iy 4 (1 + ZMZG) dr? + 120 (105)
re re re

que ya no diverge en el radio de Schwarzchild. La expresion anterior es llamada métrica en coor-

denadas penetrantes o de Eddington-Finkelstein y tienen la ventaja de diverger solo en el origen,

por lo tanto son dtiles para estudiar la dindmica de las particulas en las vecindades del agujero,

aun en el radio de Schwarzschild.

La métrica de Schwarzschild, solucién simétrica de las ecuaciones de Einstein en el vacio, rep-
resenta el espaciotiempo de un agujero negro; éste consiste en una singularidad fisica en el origen
y un horizonte de eventos en el radio de Schwarzschild.

Después de que Karl Schwarzschild encontrara su solucién en 1915, el debate sobre la existencia
de los agujeros negros, se convirtié en un importante campo de desarrollo teérico. Ahora se sabe
que muchos de los agujeros negros se forman en condiciones especificas en un proceso de colapso
gravitacional, como parte de la evolucién estelar. El agujero de Schwarszchild no es el tnico,
pero si es el agujero negro més sencillo porque estd descrito solamente por su masa. De forma
mas general, los agujeros pueden tener carga eléctrica y momento angular (que implicaria que el
agujero estd rotando).

Un agujero sin carga ni rotacién se describe con la métrica de Schwarzschild. Aunque es el caso
mads simple, sirve modelarlo para ganar intuicién de la fisica del sistema.

Un agujero sin carga y con rotacién se describe con la métrica de Kerr. Este modelo es mds
realista porque en el universo casi todo esta rotando y, por conservacién de momento angular, si el
sistema que origina al agujero estaba rotando, el agujero también tendrd momento angular.

Un agujero negro con carga y sin rotacién se describe con la métrica de Reissner-Nordstrom.
Tiene simetria esférica, es estatico y estd rodeado por dos horizontes de eventos. No es muy uti-
lizada en astrofisica porque la mayoria de los objetos del universo son neutros. Carecen de una
carga eléctrica neta.

Un agujero negro con carga y rotacién se describe con la métrica de Kerr-Newman. Es la de-

53



19

scripcién més general y fue encontrada Ezra Newman™, como generalizacién de la solucién de

Kerr.

4.1.1 Geodésicas radiales en Schwarzschild

Para explorar la geometria de Schwarzschild, consideremos una particula de prueba de masa m en
movimiento radial, es decir, no tiene componentes angulares para la velocidad. Su dindmica esta
condensada en su funcién lagrangiana

En coordenadas penetrantes de la métrica de Schwarzschild se expresa como [7],

e _(1- 2MG ut® + %utur +(1+ 2MG . (106)
m c2r c2r c2r

La particula se movera a lo largo de las geodésicas. Las componentes de su cuadrivelocidad se
pueden obtener de la ecuacién geodésica pero también de la funcién lagrangiana como sigue.

La energia es una cantidad conservada, es decir, una constante de movimiento dada por

19L
E=—>—
2 9ut
2MGY\ ; 2MG ,
=m 1 - u — u ’
c2r c?
de donde encontramos que, para una energia E, u' sera
E,  2MG r
Lyt 2MGy
t_ m 2
c2
El movimiento de las geodésicas satisface que
utug, = 0.

La normalizacién de la norma impone que
g,xﬁu”‘uﬁ = —kc?

con k = 1 para particulas masivas y k = 0 para fotones. Como el polvo estd compuesto de particu-
las con masa, consideraremos g,,cﬁu"‘u/g = L = —c?. Al sustituir u°, la segunda componente de la

2
ur:_\/<’5> _ o2 MG (108)
m r

19E] mismo que construy6 el formalismo de tétradas en colaboracién con Roger Penrose.

velocidad resulta ser
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con signo negativo porque el polvo esta cayendo. Las ecuaciones (107) y (108) determinan la ve-
locidad de las particulas del polvo en funcién del tiempo y la posicién, para la energia E, constante
a lo largo de la trayectoria. Notemos, de la ec. (106) que este lagrangiano tiene unidades de energia
por unidad de masa, es decir que es el lagrangiano por unidad de masa.

4.2 Objetos compactos y acrecion

Un objeto compacto nace cuando una estrella lo suficientemente masiva agota casi todo su com-
bustible nuclear, entonces no puede mantener el equilibrio hidrostatico y tiende al colapso gravita-
cional. Las enanas blancas, las estrellas de neutrones y los agujeros negros son objetos compactos.
En el primer caso el colapso es detenido por la presién de degeneracién de electrones y en el se-
gundo por la presién de degeneraciéon de neutrones. Los agujeros negros estelares son objetos
completamente colapsados [2], y en general cualquier objeto compacto, son altamente densos?’.

Existen otros agujeros negros, como los primordiales o supermasivos, que no seran abordados
en este trabajo. En lo que sigue, al referirnos a agujeros negros, estamos hablando de agujeros
estelares por colapso.

Como cualquier cuerpo con masa, atraen gravitacionalmente materia que es capturada y acu-
mulada. A este proceso se le conoce como acrecién y es de gran interes porque en el proceso es
probable que una cantidad considerable de materia sea convertida en energia y emitida en forma
de radiacion, ya sea electromagnética o gravitacional.

En el caso de una estrella de masa M y radio R, suelen darse procesos de acrecién cuando
materia cae sobre la superficie de la estrella. La materia tiene asociada una energia cinética que
incrementa conforme se acerca al objeto compacto.

La tasa de acrecion m = “fi—’t”, se define como la razén de cambio en el tiempo a la cual se acreta

masa hacia el objeto compacto. Estd relacionada con la luminosidad?' como,

1 2 - Gmm . 9
L=_-v'm=—— = ¢mc", 109
donde ¢ se puede interpretar como el factor de eficiencia del proceso de acrecién para emitir en-
GM

ergia y depende de las caracteristicas del objeto central como { = 25
En ciertos sistemas, la acrecién es un proceso muy eficiente para transformar energfa, incluso
mas que las reacciones nucleares como la cadena p-p acontecida en el niicleo de estrellas en se-
cuencia principal, ver Figura 4.1 [3].
En general, poder seguir la dindmica de un gas acretando sobre un objeto compacto es compli-

cado. Algunos casos idealizados estdn bien estudiados y parten de las siguientes suposiciones: el

20La densidad media del sol es del g cm~3; la de una enana blanca de masa menor al sol es del orden de {107 g cm™3!; la
de una estrellas de neutrones de masa j10'° g cm 3!
21 es la energia que fluye por unidad de tiempo, L = %, En astronomfa se suele medir en ergs~'.
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objeto compacto central es el que genera la métrica de fondo; la materia acretante es un gas con
autogravedad nula o despreciable; y aunque la masa del objeto central estd aumentando, ésta es
tan pequena que también se desprecia [4]. El modelo mads sencillo es la acrecion esférica realizado

por Bondi en 1952, sin embargo por su simetria no produce sefial gravitacional.

J = Radio, X-rays |~ Radio, X-rays

X-rays,
visible,

Companion
then radio

star
Relativistic jet
UVand
visible
Stellar-mass

Stellar-mass Supermassive /
black hole k black hole £ . / black hole
: 78 .
5 3
“.

cretion disk
> (100 km)

o

Accretion disk _—
(1 billion km) f
/

ﬂr(!!‘llﬂl? disk ) Helium

(1,000 km diameter)
\

Host galaxy Hydrogen

B'Iack hole AGN Collapsar
binary -

17 Microblazar ‘7 Blazar 17 Gamma ray burst

Figura 4.1: Proceso de acrecién hacia agujeros negros de distintos tamafios. Tienen en comtn la generacién de jets y discos

de acrecion.

En general la acrecién ocurre a escalas de energia altisimas que son dificiles de modelar, sobre
todo cuando se involucra rotacién y campos electromagnéticos. En el proceso se suelen formar
discos de la materia que se acreta alrededor del objeto compacto, llamados discos de acrecién, y
también emisiones de jets relativistas, rayos X, luz visible, en ultravioleta y radio. Algunas de
esas sefiales electromagnéticas ha podido detectarse en los observatorio en la Tierra y estan bien

modeladas. En lo que sigue, estamos interesados en los procesos de acreciéon que generen radiaciéon

gravitacional, no solo electromagnética.

4.3 Ecuacidn de perturbacién

El tratamiento que a continuacién sigue estd basado en el trabajo sobre teorfa de perturbaciones en
agujeros negros sintetizado en [5] y empleado en [8-10]. Conviene expresar el espaciotiempo de
Schwarzschild en coordenadas penetrantes o de Eddington-Finkelstein, pues en éstas el elemento

de linea del agujero negro de Schwarzschild es discontinuo solamente en el origen:
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ds? = (1 — 2i\fc> Adr + Afccdtd r+ ( MG) dr? +r*d0? (110)

donde d0? = d6? + sin” §d¢? es el elemento de dngulo sélido.

El tensor métrico covariante es

2M 2MG
-1 2—;4 Grcz . 622 0 0
1 0 0
Gur = MG (111)
0 0 r 0
0 0 0 r2sin’f
Se utilizar4 la signatura (—, +, 4+, +) donde 7 = —1 [6]. La eleccién de la tétrada para este caso
conviene ser,
1 2MG 2MG
W=-114+—"—"%-,1——-,0,0
2 < t oz rc2 >
k" =(1,-1,0,0) (112)
1
mt =——(0,0,1,icscB).
Tr ( )
Y satisfacen las relaciones de ortonormalidad
Wk, = —m”m; =1.
Los tnicos coeficientes espinores no nulos son
1 -2 to
r M M  co (113)

= —; = —F & = — — X = =
H=5 F 212 2r2 2v2r p=
Con esto, al sustituir en la ec. (101) se obtiene directamente la ecuacién de perturbacién del

escalar ¥y,

Y, (114)

4 (1) - 167tG 2
(% + Dopl¥{) = =277

donde

2MrG\ 92 2MrG\ 92  4AMGr 9?2
( 2°) a2 550

c2ot? c? or2 c2  9rcot
3MG d MG\ 0
92 1 82 9 cos@ 0 1+ cos?@
g + 555 teotf— —4i ——2——.
b9 7307 " sinZg dp? 00 sin® 0 ¢ sin® 0
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T,V se calculara explicitamente més adelante.
Es de utilidad definir
— )
D =r¥,",

pues, de acuerdo al teorema de Peeling, ® serd constante en regiones lejanas al agujero negro. La

ec.(114) en términos de ® se reescribe como

167TnG 3

[OF + Dgy)®@ = Ts. (116)

Todos los operadores permanecen iguales, excepto el operador radial-temporal que pasa a ser

Of =
fr o2 2y ) o2 + 2 otor

2(2 MG>8 2<2 MG>8 2MG

2MG 9 2MG\ 9*  4MG 9?

Sl —— -
(117)

PF=r-l I T =l B m I
La expresién (116) serd mds ttil para el analisis numérico porque la perturbacién no se atenuara
a distancias lejanas.

Por otro lado, es muy ventajoso que las componentes radiales y temporales puedan expresarse
de forma independiente a las componentes angulares en la ecuacién de perturbacién. Este hecho

sugiere que la funcion gravitacional puede expresarse como el producto de dos funciones de (¢, r)

y (6, ¢). Més aun, seria util que la solucién de la parte angular pudiera expresarse en términos de
22.

armonicos esféricos, es decir que pensamos al operador Ly, andlogo al operador laplaciano®*; con
esta motivacion se construyen los siguientes operadores
0
0s = +icscO— —scoth | = §g + scotb,
89 2
(118)

= ) 0 <
65—(89 lcscea(p+scot6) = Jy — scoth.
donde s se define como el espin.

Ambos operadores se construyen para actuar sobre armonicos esféricos de grado ! y fase m,

denotados porY{"" (6, ¢) de la siguiente forma:

221 a ecuacion de Laplace expresada en coordenadas esféricas

V2f =0,
puede resolverse expresandof (7,0, ¢) = R(r)Y (6, ¢). Ala parte angular Y se le denomina armonico esférico. La ecuacién

resultante para Y admite soluciones periddicas en las dos coordenadas angulares que dependera de dos enteros (I,m),
siendo

Y[" (0, ¢) = N exp(img)P/"(cosb),

donde N es una constante de normalizacién y P/ es el polinomio asociado de Legendre de grado I.
En nuestro caso, aunque el operador angular U, no es el operador de Laplace, propondremos soluciones tipo arménicos
esféricos.
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.Y/ m = \/(l —s)(l+s+ 1)Ys+ll”’,

8 = /(1 +8)(1 —s+1)Y, 17" (119)

Claramente, s debe cumplir que |s| < I. El operador ds aumenta el espin del armoénico esférico
mientras que 5 lo disminuye. Dicho sea de paso, esto recuerda los operadores escalera para el

momento angular en mecanica cudntica, con cierta analogfa matemaética.

Los arménicos satisfacen la siguiente relacién de ortonormalidad

%dﬂsyl’?yl/’ml = 555/511/5’”’” ,

con dQ) = sin 0d0d¢.

En particular, de la forma explicita de _1 y 0_» se encuentra que el operador angular [lpy se
expresa como
Dg(/) = 57]6_2.

Ademas, 8 10 ,Y"' = /I +2) (I —1)5_ Ylm:—(l—l)(l—l—2)Y_l’2m,porloque

Oop Y == —(1 - 1)(1 +2) Y7, (120)

Por otra parte, convendrd expresar la funcién ® en términos de una funcién radial-temporal

R; 1 (t, 1) y los armoénicos esféricos de espin s = —2 de la siguiente forma:

® =) Rt r)Y (0, ). (121)
Im

Finalmente, al sustituir en la ec.(116) se obtiene la ecuacién de perturbacién en términos de los

armonicos esféricos para R; ,(t,7):

Y Y OR (=1 +2)| Rym(tr) = 16Z”Gr3Tf). (122)

Im

4.4 Fuentes de la sefial gravitacional

La informacién de la fuente esta contenida en el término Ty. En nuestro caso las ec.(118) se reducen

a,
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= 15 .5
2/9 9 3\«
4 ( ) 0.1 (123)

" 0? 2 9% 6(0 0 4
mEmk B I I =
. N (czat2 2c8tar HET (cat 81') + r2> '

Lo que ahora sigue es proponer una fuente. Como vimos en secciones anteriores, es necesario

7A-km* _

considerar una fuente no simétrica. Ademds debe ser astrofisicamente posible. Por otro lado, de
la ec. (122) se observa que conviene proponer una fuente cuya parte radial-temporal sea separable
de la angular; més atin, que la parte angular pueda verse como una combinacién lineal de los
armonicos esféricos.

4.4.1 Fluido tipo polvo

En diversas situaciones astrofisicas es una buena primera aproximacion considerar que la fuente
del campo gravitatorio es un fluido perfecto, el cual satisface las leyes de conservacién de la hidrod-
indmica. Un fluido es una coleccién de particulas cuya dindmica estd descrita en términos de can-
tidades promedio. Se dice que un fluido es perfecto cuando no tiene viscosidad ni conduce calor,
desde el marco de referencia inercial. En tal caso, el tensor de energia-momento que lo describe es

Tap = (P + CEZ) Uallp + Pups (124)

donde p es la densidad de masa en reposo, u, su cuadrivelocidad y p la presién. Cuando la presién
es nula, se dice que es un fluido tipo-polvo (o simplemente polvo); el tensor de energia-momento
se reduce a

Tup = puaug. (125)

Si el polvo cae radialmente en el agujero negro, la cuadrivelocidad se expresa como u®* =
(u',u",0,0) y sus componentes estdn dadas por las ecs. (108) y (107).

Se supondréa que el agujero negro de Schwarzschild es perturbado por materia (polvo) que cae
hacia él.

Por la forma de la cuadrivelocidad, solo las proyecciones del tensor de energia a lo largo del
cono de luz en la direccién k serdn no nulos. De las expresiones (123) los términos de Ty resultan
ser:

Tie =(Klup)?p = (u® +u')?p

. . (126)
77<m* :Tm*m* =0
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Por lo que

(u® +ul)?
2r2

Proponemos que la parte angular de la densidad esté desacomplada de la radial-temporal de la

TV =TT = — d_100p- (127)

siguiente forma,

0= p1m(t,) Y™ (6, 9), (128)
Im

asi, la densidad del polvo se distribuye en arménicos esféricos, mientras que la parte temporal-
radial satisface una funcién de densidad p; , (t,7) dependiendo del sistema.
Usando la propiedad (120),

81800 = Y prm(t,1)y/10 = 1)1+ 1)1 +2)Y 15"

Finalmente la expresion para la fuente tipo polvo se reduce a

TV = —% Zpl,m(t,r)\/l(l — DI+ 1)1 +2)Y " (129)

Es importante notar que no todos los modos normales son fuentes de radiacién; paral = 0y

I = 1 se anula la expresién anterior. Es decir que la forma en la que cae el polvo afecta la generacién

de la sefial y esto concuerda con el hecho de que momentos monopolares y dipolares no generan

ondas gravitacionales. Por otro lado, es interesante examinar la forma de los arménicos esféricos
[Fig. 4.2] en relacion a la distribucién de la densidad del polvo.

~

*®
%
&%

" “
» ¥

61



Figura4.2: Armonicos esféricos reales para 1=0,...,4 de arriba a abajo y de m=-4,...,4 de izquierda a derecha.

Respecto a la evolucién del polvo, como cualquier fluido perfecto, satisface las ecuaciones de
hidrodindmica relativista. El cuadrivector de flujo se define como j* = pu“, entonces la ecuacién

de continuidad relativista, claramente covariante,

f =0, (130)

determina la dindmica del fluido y en el caso del polvo, se reduce a,

Ot (v =8p1mtt") +3r (v/=gprmit") =0, (131)

que describe la evolucién de la densidad. \/—g es el determinante del tensor métrico.

La funcién de densidad para el polvo,

OLm = P1m (7, t)

debe satisfacer la ecuacion de continuidad (ec. 131).
En términos précticos, un primer modelo es considerar un pulso gaussiano inicial en cascaras
de polvo multiplicado por los arménicos esféricos,

p=pm(rnt)Yy", 2<L (132)

Esta distribucién es, en términos computacionales, més facil de analizar. Lo que se hace [11] es
variar el ancho del pulso para analizar la compacidad de la cdscara. Esto se detallard en el siguiente

capitulo.

4.4.2 Otras fuentes

Lo que sigue se afiade para plantear perspectivas de estudio.

El siguiente paso serfa elegir un fluido con presién descrito por Tyg = (p + C%) Ugllp + P8ap-
Seria deseable que el tensor tenga una parte angular separable de la radial-temporal. Si el fluido es
un gas politrépico [12] en un proceso adiabético satisface que

P =kp",

siendo el indice politrépico, consideramos k constante?®>. Proponemos que p es de la forma de
la ec. (128), entonces Ty podria ser expresada en términos de arménicos esféricos. Esto es lo que

pretenderfamos lograr posteriormente.

s PN . e C P e
23El indice politrépico es el cociente entre los calores especificos: 7 = .,k =k(s), con s la entropfa especifica.
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Por otro lado, seria también interesente considerar el tensor de una coleccién de particulas no

interactuante524,

Taﬁ =py < Uglig >,

donde la densidad estd dada por f, una funcién de distribucién de la coleccién de particulas
integrada respecto a dw, invariante de volumen en el espacio de velocidades del espacio fase, es

decir,
pf:/fdw.

Los paréntesis denotan promedio,
< Ul >*—1/fuuda)
altp pf atp ’

La forma de la densidad dependera de la funcién de distribucién f. De ella dependerd que la
ecuacion de perturbacion pueda ser resuelta utilizando el desarrollo previo, usando los operadores
angulares. De ser posible, podriamos modelar la acrecién de otros tipos de materia. Por ejemplo,
el tensor de la coleccion de particulas se puede usar para modelar cimulos de estrellas o materia
oscura.

De hecho, también podrian considerarse alguna de las densidades propuestas para halos de
materia oscura [13]. Por ejemplo, el modelo isotérmico es,

%,
Piso = 57Gr2°

Otros modelos comunes dentro del estudio de materia oscura son el isotermo truncado, modelo

(133)
Burkert y modelo Navarro-Frenk-White:

O0iso—tr . _ _ PONFW (134)

- Y A

s s

P0Burket
OBurket= o\ ¢
(1+2)(1+5)

que se deducen de distintos modelos de materia oscura [14].

En cualquier caso, la densidad debe satisface la ecuacién de continuidad y las formas de la dis-
tribucién expuestas en esta subseccién pueden tomarse como condiciones iniciales cuya evolucién

estd dada justamente por la ec. (131).

24Surge de la ecuacion de Vlasov [13]
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4.5 Unidades patréon

Existen distintos sistemas de unidades, cada uno tiene sus ventajas y desventajas pero todos son
equivalentes entre si. El Sistema Internacional tiene como unidades bésicas el metro, el kilogramo
y el segundo. Es el més utilizado en todas las ramas y es intuitivamente mas claro. El Sistema CGS
tiene como unidades bésicas el centimetro, el gramo y el segundo. Este atin se utiliza ampliamente
dentro de la astronomifa.

El sistema geométrico se construye estableciendo que c = 1,y G = 1, lo que implica que tanto

la distancia como el tiempo y la masa se miden en metros, siendo el metro “tiempo”:

1m =3x10"8s,

y el metro “masa”:

1m = 7.45 x 10%%kg.

Este sistema resulta ser muy til en relatividad general porque simplifica el manejo de las ecua-
ciones y su programacion. En la siguiente tabla se presenta el valor de algunas constantes univer-

sales en los tres sistemas.

| Constante | SI \ CGS |  Geométrico |
G 6,67 x 10~ mkg=1s? | 6,67 x 10 8cm>g 1572 1
c 2,997925 x 108m - s~ T | 2,997925 x 100¢m - s~ 1 1
h 1,055 x 10734 - s 1,055 x 10~ erg-s | 2,612 x 10~79m?
masa del sol 2 x 10%kg 2x108¢ 1.476 x 10> m
radio del sol 6,96 x 108 m 6.96 x 1010 cm 6.96 x 108 m

Table 1: Valores de algunas constantes fisicas en SI, cgs y sistema geométrico

No es dificil construir cualquier otro sistema de unidades que sea acorde a las escalas del fen6-
meno fisico de estudio. Basta con definir unidades patrén que sean cantidades caracteristicas del
sistema. De esa forma, las variables se mantienen adimensionales, como en el sistema geométrico,
pero estan pesadas por las unidades patrén.

4.6 Ecuacidén de perturbacién en unidades patréon

Introduciremos unidades patrén a la ecuacion de perturbacién:

[OF + Doy ¥, 4T, (135)

conTy = — (0 +ul)? Y o1m(tr) \/l(l —1(I+1)(I +2)Y,l’2m-

212
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En primer lugar es importante tener claras las unidades de cada miembro de la ecuacién. Estas

son,

[ (1)} _ 1 |[1enG| tiempo®
4 | distancia?’ ¢t | masa - distancia

@ L — B masa
(O + Oy = adimensional; [Ty] = distancia® - tiempo®”

Efectivamente, las unidades de ambos lados de la ecuacién son iguales.

Se introducen las siguientes unidades patrén en funcién de constantes patrén R,, M, y Tp. Los
valores de las constantes pueden fijarse dependiendo del sistema fisico de estudio. g es la velocidad
caracteristica del sistema:

r = Rod M = Myn t=TyT
2 _ MG _q (136)
9 = "R, a =z,

Los operadores son adimensionales y se reescriben como

2 2 2 2 2

1 20(01”) BaTz (1 Zﬂldn) aadZ 2 <§ adzn) aaT

2 a?n\ 9 4031 92 2021
2 d 7) T q areda T T4 ]’

‘:l9¢ — D9¢ - DQ(/)
(1)

Respectoa ¥, ’ se propone que Yo = R, 2, ¥, es la seiial adimensional que se desea obtener en

términos de las variables d y T.
1 1
v — w9, = =¥
0

En cuanto a la parte derecha de la ecuacién de perturbacién, en el agujero de Schwarszchild
Ty = TR Ty
1

LR
0

gk _

donde T** es el operador en las nuevas unidades.

Si consideraremos un fluido tipo polvo,

Ty = puyiy, (137)

La densidad podemos expresarla como
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p = 0pop

donde pj una densidad patrén, o factor de proporcion, p es la densidad en las nuevas variables.

La velocidad la reescribimos como

Uy = qy

donde q la velocidad caracteristica del fluido y w), la velocidad adimensional. Con esto

Ty = popgwuwy = opoq* Tuu,

con

Es decir que,

p - 115 167G o00q” \ ~
[D?djLDe(p]R*%‘ﬂ: c R%d2< Ty,

Finalmente obtenemos, para cualquier densidad caracteristica:

S 167G -
[Dmmeq,]‘u—( o poqzké) Ty, (138)

4.7 Escalas

La ec. (138) permite tener una nocién cualitativa del tamafio de la onda.
Como primera observacién, la constante de proporcionalidad es muy pequeia,
2

167G
T —415x 1078 2
c g-cm

por lo tanto, aunque atin falta resolver la ecuacién, se intuye que la sefial gravitacional efec-
tivamente va a ser muy pequefla, a menos que las propiedades de la fuente, es decir su tamafio,
densidad inicial y velocidades, sean grandes.

Por otro lado esas cantidades dependen entre si. Consideremos que la unidades patrén las

define el agujero negro de k masas solares. Su radio de Schwarzschild serd la distancia patrén,

66



2GkM,

MO = kM@ RO — RSH —
2 kMG _ 2 T, © (139)
= q - Ry - 27 0N = -
22
Entonces g°R3 = < §5H , por lo tanto se obtiene,
- 1g 871G -
[Bra +Uag ¥4 = <CZR§HP0) ATy (140)

Escrita de esta forma se observa que el tamafo de la onda gravitacional depende del tamafio
del agujero negro perturbado, y por lo tanto de su masa.

La densidad patrén py conviene relacionarla con las propiedades del fluido que acreta al agujero
negro. Puede calcularse para distintas distribuciones y dependiendo del tipo de materia.

Por ejemplo, una distribucién esférica constante de polvo®:

_ 3Ms 3
4nR%,  8mGR%y,

%

7

en tal caso, la constante entre paréntesis de la ec. (140) se reduce a 3.
O considerando el modelo isotérmico para un halo materia oscura,
2
00 = 90iso
= —
2nGRgy
402, .
la constante se reduce a —%=. 0, Se obtiene del modelo, pero no puede ser mayor que c?. Por
tanto, en este caso el valor maximo de la constante es 4. Mayor que el modelo anterior.

Lo que sigue es resolver la ecuacién de perturbacién con métodos numeéricos, expuestos en el

siguiente capitulo.

25En el caso de que la fuente sea un agujero de Schwarzschild de masa similar a la del sol, tendremos que My = My =
103 gr , entonces Ry = Ry, = 1.5 x 10° cm. Por tanto, la velocidad caracteristica del sistema serfa g = %C, mientras que

a=3.Ypo =707 x 10" L.
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Capitulo 5

Analisis numérico

Los métodos numéricos han sido vitales para simular y estudiar fenémenos muy variados
que involucran la generacién de ondas gravitacionales. En los sesentas, toma auge la relatividad
numérica®® que buscaba (a la par de otras lineas de investigacién) simular ondas gravitacionales
por colisién de dos agujeros negros para poder estimar el rango de eficiencia y propiedades de las

sefiales gravitacionales modeladas [1].

La ecuacién de perturbaciéon obtenida en el capitulo anterior no puede ser resuelta de forma
analitica, como la mayoria de las ecuaciones relativistas. En este capitulo detallaré las herramientas
necesarias para resolver la ecuaciéon por métodos numéricos.

Este trabajo ha sido recientemente desarrollado principalmente por el Dr. Dario Nufiez Zuifiga
y el Dr. Juan Carlos Degollado Daza, quien realiz6 el cédigoo que se presenta en la Seccién 5.3. En
[3] y [7] se detalla la forma de obtener la forma de la sefial gravitacional, poniendo detalle en los
modos cuasinormales, la evolucién para el perfil de densidad y la forma de la sefial para distintos

observadores. A continuacién resumo la forma de resolver la ecuacién de perturbacion.

Comenzaré mostrando que la ecuacién de perturbacion puede reducirse a un sistema de ecua-
ciones parciales de primer orden bien comportado. Escrito de esa forma es més sencilla su res-
olucién por el método de diferencias finitas que luego debe ser integrado. Usamos Runge-Kutta.

También se discuten las condiciones iniciales.

261q ciencia y el arte de desarrollar algoritmos computacionales para resolver las ecuaciones de Einstein en sistemas astrofisicos
realistas de campo-fuerte y altas velocidades [2].
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5.1 Descomposicién en un sistema de primer orden

Es una ventaja que para una fuente tipo polvo, la parte angular pueda desacoplarse de la parte
radial y temporal. La parte angular tiene por solucién los arménicos esféricos, entonces, el prob-
lema se reduce a resolver la ecuacién de perturbaciéon con primeras y segundas derivadas radiales
y temporales [3]. Es importante remarcar que el desacoplamiento es posible porque la densidad
del polvo se pudo expresar como la suma de armoénicos esféricos por una funcién dependiente solo
der.

Ahora, para simplificar la ecuacién conviene recordar la expresion de & :

<I>_r‘1V =YY '5"(0, )Ry (t,7)

de donde se obtiene que

ZYI’" [D (1-1)(1 +z)} Ryt r) = 16747Gr3Tf). (141)
siendo
E E2_ 2 2MG
= = —C +
T=— | lzpl,m(t,r)\/l(l )+ 1) +2)Y
c m

se han sustituido las expresiones para u’y u! obtenidas en la seccién (4.2).

Uniendo estos resultados, se obtiene que cada modo (I, m) debe satisfacer la siguiente expre-

sién,

2M 92 2MG 4MG 92
( [(1+ )8t2+(1_ c2r )8r2+ “2r arr T

MG 2 MG 2M _
+z(,+czr2)§+2(; y )aﬂ' C] (1= 1)(142))Ryp = 1)
3 E*\/72*1+2M
— 10l ( 5 ) VIE=D(I+1)(+2)p1m-
Ahora, para resolver la ecuacion se definen convenientemente las siguientes funciones.
1= d PRy,
Ny (143)

Hl =

52 dtR; — 2%1[)1.

Al remplazar estas funciones en la ec. (142) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lin-
eales,
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MG
CZ
VRRRTRY (I — ),

1 MG 2 MG MG\?
- r (r+2%)

MG MG 2MG  (I-1)(1+2)

2

1 MG

c2

(144)

2
E2_ 2 2MG

T VIO=1)(+ 1) +2)p,.

E_
m

+4nr

Ademas, de la definicién de I, se tiene que

1

2

Son estas tres tltimas ecuaciones las que deben resolverse acopladamente. Contiene solamente
primeras derivadas radiales del lado derecho, mientras que del lado izquierdo se tiene la evoluciéon
temporal.

En este caso, al tener un sistema de ecuaciones lineales, no se requiere el inmenso costo com-
putacional que demandan ciertos métodos de relatividad numérica. En cambio, se puede recurrir
a métodos bien conocidos como diferencias finitas, elementos finitos y métodos espectrales. En
estos métodos la complicacién radica en construir soluciones convergentes y estables eligiendo las
condiciones de borde més apropiadas. De estos, el método utilizado en este trabajo es el método
de lineas.

5.2 Método de lineas

En el objetivo del método de lineas se consideran ecuaciones parciales diferenciales para obtener
soluciones numeéricas convergentes estables, donde la evolucién temporal esta bien establecida
dado un conjunto de condiciones iniciales [4].

Estable significa que los resultados deben ser fisicos para los datos iniciales dados. Convergente
significa que la diferencia entre la solucién calculada y la solucién continua se reduce cuando se
incrementa la resolucién numérica.

Para aplicarlo a nuestro sistema de ecuaciones, primeramente se deben discretizar las derivadas
espaciales y se convierte en un sistema semi-discreto. Posteriormente, la parte temporal se resuelve

integrando la ecuacién diferencial ordinaria utilizando, por ejemplo, Runge-Kuta de tercer oden
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como integrador temporal. A continuacién detallaré este proceso.

5.2.1 Discretizacidon de las componentes espaciales

Para la discretizacién se puede recurrir al método de lineas. La ventaja de comenzar haciendo esto,
es que ahorra tiempo de computo.

Se considera que el espaciotiempo es una malla uniforme conformada por un conjunto discreto
de puntos. Asi, cada funcién se evaltia en valores discretos de x;, pensando al tiempo y al espa-
cio de forma separada. Por “uniforme” se quiere decir que la distancia entre dos puntos Ax es

constante, por lo tanto,

x; = iAx. (146)

o considerando la forma mas general, x; = xg + iAx.
Dada una funcién ¢, la aproximacién diferencial finita se denota como ¢;, para el valor ¢(x;, t,),

de tal forma que

¢i = ¢(x;) + error de truncamiento.

Luego, al hacer una expansién en serie de Taylor se tiene que,

Bii1 = Plxi+A%) = p(xi) + (52) B
i 5 i 5 j 147
¢i1 = d(xi — Ax) = p(x;) — (34”) Ax+1 (%‘5) A2 -1 (gl) AY 4+ 0(Ax?), (147

de donde se obtiene que

9P\ _ ($iv1— i)

lo cual era de esperarse porque en el limite Ax — oo, no es mds que la definicién de derivada
parcial. Pero ademas,

9¢ (Pit1 — Pi-1) 2
— | =5 +0(Ax). 149
( ox ) X 2Ax (82%) (149)
y el error ya es de segundo orden en Ax. Esto es conveniente porque significa que el error de
truncamiento disminuird en un factor de cuatro cuando se reduzca Ax por un factor de dos, en el
limite de pequefios espacimientos de la malla.
De esta forma, las derivadas espaciales son discretizadas para obtener un sistema semi-discreto

de ecuaciones ordinarias para la parte temporal.
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Por cierto, bajo este método es posible construir segundas derivadas parciales y de ordenes

mayores, aunque en este caso no es necesario.

5.3 Runge-Kutta

Entre los integradores estables se encuentra el método de Runge-Kutta [6] que resuelve ecuaciones
diferenciales ordinarias de la forma d;f = S.

En primer lugar se toma un ntimero de pasos de tiempo a primer orden para f:

fO = f
FO =T (af® + atpas(fh). (150)
k=0
fn-i—l — fs

coni=1,2,...,s.
Si se considera hasta el segundo orden,

FO =5 g ars(pm,
k=0
1= LEn e AS(F1).

(151)

Y el tercer orden resulta ser,

O =u"+ AtS(fm),
£ =4 (3 +u® + ats(f) (152)
ot =4 (3 4+ 2u) +20t5(f2) ).

Una solucién numérica es consistente cuando el error local de truncamiento? tiende a cero
cuando Ax tiende a cero.

Asi, se pueden considerar distintos ordenes para contruir la funcién de interés, f a través de
un ndmero finito de pasos. Al ser faciles de programar y robusto, los integradores, y en particular
los métodos Runge-Kutta, son de gran utilidad para obtener soluciones consistentes a ecuaciones
para la dindmica de fluidos, de gran importancia en la fisica.

27El error de truncamiento es uno de los tipos de error de interés. Dada una solucién exacta a la ecuacién diferencial f, el
error de truncamiento ¢ estd dado por

o(t+ At x) = |f(t+ At x) — f(t+ AL, x)],
diendo f(t + At, x) la solucién numérica con valores iniciales dados.
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5.4 Condiciones iniciales

Estas condiciones son de la forma

¢i(x,0) = ¢oi(x), (153)

donde ¢p;(x) es la condicion dada. Debe ser una funcién suave, es decir, continua, aunque esto
no garantiza que existan soluciones bien definidas o continuas. Al plantemiento de una ecuacién
diferencial dada la condicién anterior se le conoce como problema de Cauchy.

El caso donde los datos iniciales iniciales son discontinuos, se le llama problema de Riemann.
Tener discontinuidades dificulta la computacién de la solucién de la ecuacién porque el método de
diferencias finitas deja de ser vélido cerca de las discontinuidades. En tal caso se puede recurrir a
otros métodos como el de voltimenes finitos.

En nuestro caso de estudio, se considera un pulso gaussiano para R, ,,, luego éste se propaga
de acuerdo a la ecuacién de perturbacion.

En las funciones I'l; y ¥ se asignan valores iniciales y dependiendo de la combinacién de éstos,
el pulso viajara hacia el agujero negro hacia adentro o hacia afuera.

Alllegar el pulso al agujero, serd modificado y las propiedades de la fuente modelarén la sefial
dispersada. Asi, ésta puede ser contrastada con la informacién de los detectores.

La malla computacional tiene algunos limites a posiciones finitas para mantener estable la
evolucioén. r;, delimita la parte interna del horizonte aparente del agujero negro. También se im-
pone el limite 7, ~ 800 — 1600 [7]. Suponemos que la densidad del polvo inicial esta distribuida
en una esfera y por lo tanto puede ser descrito como la superposicién de modos armoénicos:

p = p00(r, )Yy + prm(r, 1) Y™, (154)

con/ > 2. A partir de [ = 2 el modo contribuye de forma importante a la sefial resultante; ésta
debe ser al menos cuadrupolar, pues ni el dipolo ni el monopolo genera radiacién gravitacional.

Con esto lo que se estd modelando es un pulso gaussiano cayendo hacia el agujero negro.

5.5 Descripcién del cédigo

Bajo el esquema arriba descrito se elaboré un cédigo en el lenguaje de programacién FORTRAN.

El programa se divide en subprogramas, los cuales son:
* boundary.f90 Contiene las condiciones de borde
¢ initial.f90 Maneja los datos iniciales del problema

¢ evolve.f90 Resuelve la envolvente de la densidad del fluido tipo polvo.
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e derivs.f90
* main.f90 Es el subprograma principal.

* maxrho.f90 Se encarga de graficar la envolvente de la densidad del fluido. También define la

malla.
* params.f90 Permite cambiar los pardmetros del problema, como la masa del agujero negro.

¢ rhs.f90 resuelve la ecuacion en fondo de Schwarzschild.
Y utiliza los datos almacenados en
¢ energy.dat, obsl_R1.dat, obsR1.dat, obsR2.dat, pi4.dat, psi.dat, R3.dt, R4.dat rho.dat, rho_envolpe.dat.

El altimo es generado por maxrho.f90 y crea datos de la envolvente de la densidad.

5.6 Resultados

En el andlisis suele usarse un pulso gaussiano y obtener la respuesta gravitacional debida a la
variacion de los pardmetros del pulso.
En la siguiente imagen se muestra la grafica de ® = r'f’4(1) para tres modos ! distintos.

T T T T T T T
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Figura 5.1:Sefial gravitacional para los modos I = 2, = 3, = 4. Tomado de [6].

Lo que se modela es un pulso gaussiano inicial que se deja caer al agujero negro a una distancia
r = 120M. Un observador situado en este observa la evolucién de la sefial.

El pulso viaja a la velocidad de la luz y llega al agujero negro, el cual reacciona y produce una
sefial que es emitida también a la velocidad de la luz y es la solucién a la ecuacién de perturbacion.

La solucién a la ecuacién se divide en tres partes:
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¢ La sefial inicial. Depende fuertemente de los datos iniciales.

¢ La fase de oscilacién “ring down”. Cuando la sefial llega llega al agujero negro.

¢ La fase decayendo “tail”. Que es la sehal atenuada.

Se observa que la solucién tiene un comportamiento oscilatorio. Las frecuencias pueden obtenerse

aplicando la transformada compleja de Fourier y corresponden a los modos cuasinormales de la

sefal gravitacional, ver [3].

Por otro lado, es importante comprobar que no existira sefial en el modo monopolar ni dipolar.
Es a partir de | = 2 cuando se genera la sefial gravitacional. Entonces se requiere perder simetria
en la forma de la caida del polvo, no obstante esto es muy posible fisicamente. En general, los

procesos de acrecién en las vecindades del agujero negro son altamente cadticos, energéticos y

nada simétricos.

Asi, la sefial obtenida concuerda cualitativamente con las formas de las sefales obtenidas por

LIGO para la sefial GW150915 [8].

Hanford, Washington (H1)

Livingston, Louisiana (L1)

— L1 observed

H1 observed (shifted, inverted)

— Numerical relativity
Recanstructed (wavelet)

e Reconstructed (template)
T T

T T
=
o — H1 abserved
2 T T
~ 10}
c
= 05|
b=
F 0.0
=0.5 |
-1.0 H — Numerical relativity
Reconstructed (wavelet)
W Reconstructed (template)
T T
0.5.F T T
0.0
-0.5F -
1

1

Figura 5.2: Sefial gravitacional detectada por los interferémetros de Hanford (izquierda) y Livingston (derecha) el 15 de

Mas atin, se espera que la ec. (138) obtenida en este trabajo permitird comparar cuantitativa-

mente las sefiales gravitacionales.

septiembre de 2015.
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Otros resultado importante que se obtiene de resolver la ec. (142) obtenida de la ecuacién de
continuidad, es la evolucién del perfil de densidad del polvo. Se encuentra que los modos de

materia (I,m), despiertan los correspondientes modos de radiacién gravitacional. En la siguiente
figura se muestra como decrece la densidad.

2.0x10™*

1510 F ||

P (2,m)
|

I

1.0x10™

5.0x10°1

T

00l /\ ]\ H/\TN]\T‘/\'“/K‘U\“N-/.\"
20 40 60

Figura 5.3: Evolucién de la densidad para un pulso inicial con amplitud 10~°, ancho ¢ = 0.5 y centrada en ry = 70M
Tomado de [6].

Al resolver simultdneamente las ecs. (144), (145) y (142) se encuentra la respuesta gravitacional

del agujero negro ante perturbaciones causadas por tal distribucién de materia. A continuacién se
cias.

muestra la funcién de radiacién ® obtenida para tres observadores localizados a distintas distan-
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Figura 5.4: Sefal gravitacional medida por tres observadores en r,,; = 100M, 150M y 200M.Tomado de [6].

De la figura anterior se comprueba que P tiene un comportamiento constante en r, entonces
Y, efectivamente decae como 1/r. En esta gfafica se superpusieron las sefiales para comprobar tal
comportamiento asintético para tres observadores situados a r = 100M, 200M y 300 M.

Por otro lado, se comparé la sefial de pulsos de diferentes anchos, por ejemplo o = 1M, 1.5M, 2M, 2.5M.

En escala logaritmica,
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Figura 5.5: De izquierda a derecha ¢ = 1M, 1.5M arriba y o = 2M, 2.5M abajo. Observamos los modos generados por

céscaras de polvo. Tomado de [6].

Esto significa que para perturbaciones que acttian por breves periodos de tiempo tienen por
respuesta del agujero negro los modos cuasinormales de oscilacion, hechos ya obtenidos por dis-
tintos autores [9]. Ademads, mientras mas compacta es la cdscara, se generan mdas modos.

Es importante notar que todos estos resultados se obtuvieron resolviendo las ecuaciones adi-
mensionales. En futuros trabajos se puede utilizar estos resultados para encontrar las magnitudes
fisicas de las variables.
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Capitulo 6

Conclusiones

El fenémeno central de esta tesis fue la acreciéon de polvo hacia un agujero negro de Schwarzschild.
Es un modelo muy idealizado que busca reproducir la generacién de ondas gravitacionales para el
agujero negro mas simple y la fuente mas simple. Encontramos atin asi importantes resultados y
experiencia para poder resolver posteriormente sistemas un poco mads realistas.

Al ser un fenémeno completamente relativista, estd descrito por ecuaciones tensoriales de cu-
atro dimensiones, no obstante, existen formalismos alternativos cuyas ventajas deben explotarse.
Esto fue lo que hicimos con el formalismo Newman-Penrose cuya ventaja radica en poder caracteri-
zar un espaciotiempo en términos de los escalares de Weyl. Aunque estos invariantes dependen de
la eleccién de la tétrada, es una gran ventaja que los espaciotiempos de Schwarzschild y Kerr sean
tipo D. El siguiente paso fue pertubar los escalares de Weyl, en particular ‘I’fp que lo interpretamos
como la onda gravitacional. De las ecuaciones perturbadas de Newman-Penrose encontramos la
ecuacion que debia satisfacer la onda gravitacional.

Hubiera sido muy complicado resolver esa ecuacién de no haber sido posible desacoplar la
parte radial-temporal de la angular. Bajo esa motivacién se buscé que la fuente fuera tal que tam-
bién pudieran separarse las variables angulares. Motivado con las soluciones de la ecuacion de
Laplace, se propuso que la parte angular tuviera por solucién armonicos esféricos, lo cual simpli-
ficé el problema. Entonces, se propuso que la fuente fuera polvo cuya densidad fuera una combi-
nacién de armonicos esféricos por una distribucion de densidad.

La siguiente pregunta fue ;qué tipo de funcién de densidad utilizar para describir polvo acre-
tando y a que situacion fisica asemejaria? Como modelo se estudiaron pulsos gaussianos variando
los modos normales y el ancho del puso para distintos observadores. Se encontré que efectiva-
mente el modo [ = 0 nil = 1, generan radiacién gravitacional. Ademads, los modos cuasinormales
del agujero negro se despiertan mientras més rdpidos sean los pulsos, lo cual esta relacionado a la
distribucién de la masa del polvo.

Se introdujeron las unidades patrén para la ecuacién de perturbacion para P, y se propusieron

81



cantidades caracteristicas del sistema con distintas formas de la funcién de densidad -homogénea
esférica e isotérmica de un halo de materia oscura. Se observé que las dimensiones de la onda
cambian un poco dependiendo de la densidad elegida.

En sintesis, el formalismo Newman-Penrose es satisfactorio para describir la generacién de
ondas gravitacionales mediante la perturbacién de un agujero negro de Schwarzschild. Efectiva-
mente se reproducen las propiedades de las ondas gravitacionales que se deducen de la teoria de la
relatividad general. No obstante, es importante recordar que este modelo solo es valido en regiones
muy lejanas del agujero negro. Es importante conjuntar estos resultados con los datos arrojados
por LIGO y més atin, con otros métodos numeéricos.

A dia de hoy, el estudio de las ondas gravitacionales estd tomando mds importancia por mostrar
éxito potencial en observar el universo en el espectro gravitacional, ademads del electromagnético.

La mayoria de las fuentes probables de ondas gravitacionales involucran agujeros negros, por
ello modelar la acrecién tiene importancia y relevancia actual. Pero es importante en las investi-
gaciones con resultados numéricos, poner atencién en las unidades del sistema y en el significado
fisico del problema modelado. Por ello, a lo largo de todo el trabajo mantuvimos las unidades en
sistema cgs, por ser comunmente utilizado en astrofisica.

Finalmente, quiero plantear una serie de reflexiones adquiridas a lo largo de la realizacién de
esta tesis.

La relatividad general es una teoria hasta el momento exitosa para describir una enorme gama
de fenémenos que hasta ahora se estdn empezando a entender. Pero no hay que perder de vista
que se trata de una teorfa y hay principios a priori que a veces conviene detenerse a reflexionar. A
la par, se deben cuestionar y constrastar distintos métodos para describir todos esos fenémenos. En
nuestro caso, abordamos el andlisis perturbativo porque era nuestro objetivo modelar la onda lejos
de la fuente, por ejemplo, en los detectores colocados en el sistema solar. Esto recordando siempre
que el universo es mucho mds complejo de lo que nuestras ecuaciones pueden describir. No ob-
stante, ese método debe complementarse con los resultados donde evolucionan las ecuaciones de
campo en el régimen de campo fuerte. También debe conjugarse con las actuales observaciones de
los detectores. Al final, es la forma en la que se generan los conocimientos cientificos, mediante la
complementacién y constrastacion de distintos modelos, experimentos y simulaciones, utilizando
todas las herramientas disponibles.

Es importante decir que la relatividad numeérica ha sido vital para que continte el desarollo
de la cosmologia y la astrofisica relativista; ha permitido estudiar, por ejemplo, distintos escenar-
ios dindmicos de sistemas binarios de agujeros negros o estrellas de neutrones y la generacién
de radiacién gravitacional para contrastar las observaciones obtenidas en LIGO y otros proyectos
internacionales. Las simulaciones numéricas, en distintas ocasiones, han adelantado a las observa-
ciones o a modelos téoricos, como lo fue el fendmeno de colapso gravitacional.

Es cierto que nos encontramos sobre el nuevo paradigma en investigaciéon. Las ondas gravita-

cionales son un tema de actualidad, sobre todo después de que se le otorgara el Premio Nobel de
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Fisica 2017 a los investigadores Rainer Weiss, Barry Barish y Kip Thorne, pioneros del proyecto
LIGO. Por ello, es importante divulgar de la mejor forma los contenidos cientificos para que la
sociedad pueda también acceder de forma clara a los tltimos resultados a los que ha llegado la
comunidad cientifica.
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Figure 1: Astrénomo turco que vio el asteroide B 612, en E! Principito. ® Antonie de Saint-Exupéry 1999.
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