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Introduccion

La teoria espectral, a secas, surgié con nombre y apellido, hasta el siglo pa-
sado. Sin embargo, segiin [34] su esencia puede ser rastreada hasta el teorema de
los ejes principales, resultado geométrico que data desde finales del siglo XVI.
Desde el angulo del algebra y la geometria, fue desenrollandose poco a poco. El
siglo XX fue el que atestigué su esplendor, en un intento més de fundamentar
la explicacién de diversos fenomenos fisicos, recibiendo un gran impulso del re-
pentino interés en la fisica cudntica y su cercana relacién con ésta. Liitzen dice
en [27] “La historia de la teoria espectral es la historia de un drea hermosa e
importante con lazos cercanos a la fisica y una fuerte influencia en el desarollo
del analisis funcional.”

Por su parte, la teoria de gréficas tiene mérito propio, nacida del intento de
simplificar un problema real y tangible ha venido desarrollandose desde el siglo

XVIII, cuando Euler le dio el primer aliento de vida.

(Doénde inicia entonces la teoria espectral de graficas? Segun Nica en [31], la
teoria espectral de graficas comienza al asociar matrices a gréficas. De entre las
asociaciones mas notables tenemos la de una grafica con su matriz de adyacencia.
Segun Liitzen, una de las tres raices de la teoria espectral yace en los sistemas
discretos descritos por matrices.

JEl principio bésico? Asociar a una grifica una matriz (y por ende un operador),
que comunmente serd la de adyacencia, aunque no es la tnica posible; ; Después?
Usar las herramientas de espacios de Hilbert y teoria espectral, para analizar
propiedades de las graficas y establecer conexiones con otras dreas, es un buen

punto de partida, como mas adelante podrd apreciarse, para introducir espacios




Introduccién

algebraicos de probabilidad.

Por lo cual, es posible atreverse a afirmar que una de las principales bellezas
de esta teoria es que no sélo es en si misma, fructifera y completa; también es
una puerta hacia otros caminos, algunos de los cuales asoman incluso hacia la
fisica.

Uno de tales caminos, implica abordar los espacios de probabilidad no conmu-
tativa, y las nuevas nociones de independencia en estos espacios, que son a su
vez uno de los muchos senderos que arriban a la probabilidad libre, cuyo estudio

esta cada vez mds en auge.

La teoria espectral de graficas, es por supuesto, extremadamente amplia, y
este trabajo no es méds que una introduccién dirigida principalmente a estu-
diantes de los 1ltimos semestres de la licenciatura de matematicas que deseen
desde el area de andlisis abordar esta teoria, donde los temas que usualmente
no forman parte del temario en los cursos obligatorios de los primeros seis se-
mestres de la licenciatura pueden encontrarse explicados de forma breve en los
apéndices.

La estructura de la presente, es la siguiente:

En el primer capitulo, se encuentran las nociones béasicas de la teoria de graficas
necesarias para introducirse en su estudio y comprender el resto del material.
El segundo capitulo continia la idea de las matrices de adyacencia a dimension
infinita, llevdndola hacia operadores en espacios de Hilbert. Correlacionando las
ideas intuitivas de las graficas con su nocién abstracta como operadores, usando
técnicas de analisis para probar diversos resultados e introduciendo y desarro-
llando la nocién del espectro de una gréfica.

El tercer capitulo aborda un tipo particular de graficas y sus respectivos ope-
radores y espectros, este tipo de graficas son las gréaficas productos, cuya im-
portancia radica en que nacen de la posibilidad de operar de forma binaria
graficas; partiendo de alli, se comienzan a tratar productos cuyo espectro no es
ya propenso a ser determinado con alguna férmula, por lo que se introducen los
conceptos de distribuciones y estados, siendo esto punto de partida para hablar
de espacios de probabilidad no conmutativos y las nociones de independencia
que se relacionan con algunos productos de graficas especificos. Se concluye, con
una muy breve referencia a algunas aplicaciones conocidas y referencias para el

lector interesado en ellas.

El objetivo primordial de este trabajo, es contribuir a tener presente que




Introduccién

las matematicas se tejen como una robusta red, cuyos puntos més fuertes son
los nudos, amarres entre diferentes ramas y teorias, aquellas encrucijadas a las
cuales es posible llegar partiendo de diferentes caminos iniciales; tal nudo es
la teoria espectral de graficas, puente de conexién entre el algebra, el analisis

funcional y la teoria de gréficas; entre otras areas.







—Capitulo 1

Nociones de Teoria de

Graficas

Hace casi tres siglos, en una historia que es conocida por todos, Leonhard
Euler resolvié el famoso problema de los puentes de Konigsberg, con técnicas
innovadoras que dieron lugar a lo que ahora llamamos teoria de graficas. La
novedad consistié en abstraer los islotes y los puentes que conformaban a dicha
ciudad rusa, a un conjunto de puntos y las conexiones entre ellos respectiva-
mente.

Citando a Biggs [5]:

“Los origenes de la teoria de graficas son humildes, incluso frivolos. Pues mien-
tras que muchas ramas de las matematicas fueron motivadas por problemas
fundamentales de cédlculo, movimiento y medicién; los problemas que llevaron
al desarollo de la teoria de graficas eran muy a menudo, poco mds que acertijos,

disenados para probar la ingenuidad, mas alld de estimular.”

A partir de esto, intuitivamente, una grafica podria entenderse como los

elementos de un conjunto y sus relaciones. Para formalizar:

Definicién 1.1: Una grafica es una tripleta ordenada G = (V(G), E(G), Ig)
donde V(G) y E(G) representan conjuntos disjuntos, con V(G) no vacio. A los
elementos de estos conjuntos se les conoce como vértices y aristas, respecti-
vamente; I es una relacién, llamada de incidencia, que asocia a cada elemento
de E(G) un par de elementos de V(G), estos pueden ser distintos o iguales.

Dada una arista a y dos vértices u y v relacionados por Ig, se dice que a

5



une a los vértices u y v, también se dice que u y v son los extremos de a. Suele

denotarse Ig(a) = uv.

En muchos casos es posible dar una representacion pictorica, trazando puntos
para simbolizar vértices y lineas entre los puntos para representar a las aristas
que los unen a sus respectivos vértices. Por supuesto, esta nociéon es meramente
intuitiva.

Es importante notar, que dada la definicién de este objeto llamado grafica, no
hay restriccién alguna impuesta al tamano de los conjuntos V(G) y E(G), por lo
cual es comun, dividir en distintos grupos a las graficas segun la cardinalidad de
los conjuntos mencionados; y en el caso finito asignarle una notacién particular

a sus cardinalidades.

Definicién 1.2: Se dice que una grifica es finita si las cardinalidades de V(G)
y E(G) son finitas. En caso contrario se dice que la gréfica es infinita. Cuando
una grafica es finita el niimero de aristas se denomina el tamano de la grafica y
se denota por m(G), a su vez, la cantidad de vértices se denomina el orden de

la grafica y se denota por n(G).

Otra restricciéon ausente de la definicién, es aquella que pudiese impedir la
existencia de mas de una arista entre dos vértices o una arista que conecte con-
sigo mismo a un vértice. Sin embargo, por simplicidad o para permitir la validez
de ciertos teoremas es preferible considerar graficas en las que estas situaciones
no existan; a esta simplicidad alude el nombre de este tipo de gréficas, cuya

definicién formal es la siguiente:

Definiciéon 1.3: Una grafica simple es aquella en la cual, para todo e en
E(QG) los extremos de e son distintos y dada otra arista ez, al menos uno de los
extremos de es es distinto a los extremos de e.

A un conjunto de aristas cuyos extremos son iguales se le denomina aristas
multiples. Si los extremos de una arista son iguales entre si, a esta arista se
le llama lazo. Por lo que otra manera de expresar que una grafica es simple es

diciendo que no tiene lazos ni aristas multiples.

Una de las muchas ventajas de considerar graficas simples, es el hecho de

que la primera definicién de grafica que se dié, puede ser reducida a la siguiente:

6



1. Nociones de Teoria de Graficas

Definicién 1.4: Se entendera por grafica, una pareja ordenada de conjun-
tos G = (V(G), E(G)) donde V(G) es el conjunto de vértices de G y E(G) es
un conjunto de parejas distintas con elementos distintos de V(G). Al conjunto

E(G) se le conoce como conjunto de aristas de G.

En general, se dejara claro el tipo de gréfica con la cual se estd trabajando

y se especificara si es simple o finita.

Por diversas cuestiones, algunas de ellas aplicadas, e.g. en el anélisis de las
estructuras de quimica orgédnica, en ocasiones es de gran importancia diferenciar

los vértices entre ellos. De esta necesidad surge la nocién de grafica etiquetada.

Definicién 1.5: Se dice que la grafica G esta etiquetada si todos sus vértices

son distinguibles unos de otros mediante una etiqueta tal como vg, vy, v, - - -

Un concepto de gran importancia es el de valencia o grado de un vértice,

este se desarolla de la manera siguiente:

Definicién 1.6: Dado un vértice vy de la grafica G se define el grado o va-
lencia de vg como la cantidad de veces que dicho vértice aparece como extremo
de una arista. Esta definicién ya incluye el caso de aristas multiples y graficas no
simples. A un vértice de grado cero se le conoce como vértice aislado. Si todos
los vértices de una gréfica tienen la misma valencia k, se dice que la grafica es
k-regular. El grado de un vértice vy es denotado como deg(vp).

El concepto de grado puede extenderse a toda la grafica G y se define el grado

de G, denotado A(G), como el supremo de los grados de sus vértices.

En las matematicas en general, es comun considerar objetos que forman
parte de otros y que respetan la estructura que poseen estos tltimos. En el

marco de la teoria de graficas, un caso particular es el concepto de subgrafica:

Definicién 1.7: Dada una gréifica G, una subgrafica H de G, es una terna
ordenada (V(H),E(H),Ig) tal que V(H) C V(G), E(H) C E(G) y como rela-
ciones Iy C Ig. Esta es considerada propia si V(H) # V(G) o E(H) # E(QG).

Mas fuerte es la nocién de subgrafica inducida:

7



Definicion 1.8: H es una subgrafica inducida de G si cada arista e de G
cuyos extremos estdn en V(H), pertenece a E(H). La grafica inducida por un
subconjunto R C V(G), es aquella en que para todo v en R, cualquier elemento
de F(G) con un extremo en v pertenece al conjunto de aristas de dicha gréfica,
ésta es llamada la subgrafica de G inducida por R. H una subgrafica de G, es
llamada generadora si V(H) = V(G).

También existe una nociéon de complementos para gréficas, estos se definen

como sigue:

Definicién 1.9: Si G una grafica, el complemento de G denotado G¢ o G,
es la gréfica tal que V(G¢) = V(G) y dados u,v en V(G) uv estd en E(G€) siy

s6lo si uv no pertenece a E(G). Es claro de la definicién que G*° = G.

Continuando con la idea de la preservacion de estructuras, se requerird una
funcién que preserve la estructura de las graficas, aqui es donde surge la nociéon

de isomorfismo de gréficas.

Definiciéon 1.10: Dadas dos graficas G y H, se dice que estas son isomor-
fas (denotado G = H) si existen biyecciones ¢ : V(G) — V(H) y también
Y : E(G) — E(H) tales que Ig(e) = uv siy sélo si Ig(¢(e)) = ¢(u)d(v).

En general, ya sea por sus aplicaciones, belleza o valor tedrico, existen grafi-
cas notables. En este trabajo, algunas graficas en particular tendran cierta im-

portancia, de entre ellas cabe definir las siguientes:

Definiciéon 1.11: Una gréafica simple G es completa si cualesquiera dos dis-
tintos vértices de G son adyacentes. La grafica completa de n vértices suele de-
notarse como K,,. Por otro lado, se dird que una grafica es trivial si |V(G)| =1
v [B(G)| = 0.

Otra familia importante de graficas es aquella de las graficas k-partitas:

Definiciéon 1.12: Se entenderd por una grafica k-partita, a aquella cuyo con-
junto de vértices pueda ser particionado en k subconjuntos no vacios X1, Xo, -+, Xi
tal que para toda i en {1,2,---,k} no hay aristas de G, que tengan como ex-

tremos a dos elementos del mismo suconjunto X;.

8



1. Nociones de Teoria de Graficas

1.1. Operaciones entre Graficas

Una vez que los objetos con los que se trabajard estdn bien definidos, el
siguiente paso es considerar como se relacionan unos con otros mediante com-
paraciones y operaciones. Operaciones mas complejas entre graficas, tales como

productos, seran desarolladas en el tercer capitulo.

Dos operaciones sencillas que se pueden hacer en una grafica son el borrado

de vértices y el borrado de aristas. Estas se llevan a cabo de la siguiente manera:

Definicién 1.1.1: Dado S un subconjunto de V(G), se define la gréifica en
la que se borra este conjunto de vértices, denotada G \ S, como aquella en que
V(G\S)=V(G)\ Sy E(G\S)=E(G)\U con U el conjunto que contiene a

las aristas que tienen algin extremo en S.

Para el caso del borrado de aristas:

Definicién 1.1.2: Dado R C E(G), se define la grifica G \ R, de tal forma
que V(G\R) =V(G) y E(G\ R) = E(G)\ R.

1.2. Caminando en una Grafica

El célebre acertijo de los puentes de Konigsberg, se tradujo en un problema
de lo que hoy se conoce como paseos eulerianos. A continuacién, se abordaran

algunas definiciones de los conceptos relacionados con esta area:

Un primer paso, es introducir la definicién de camino:

Definicién 1.2.1: Dada una gréafica GG, se entiende por camino a una suce-
sién W : vpejvieg - - - vp—1€pv, de Vértices y aristas, que comienza y concluye con
vértices, donde v;_1 y v; son los extremos de la arista e; en las que vg es el origen
del camino y v, el final . Se dice que el camino W une a vg con vp, si vo = vp
se dice que W es un camino cerrado. Cuando la grafica es simple, un camino
queda determinado por su secuencia de vértices y escribimos W : v1vavs - - - vp.
Por simplicidad, dado un camino en cuya secuencia vy y v, sean los vértices

inicial y final respectivamente, sera llamado un vov,-camino.




1.3. Conexidad de una Gréfica

Dos nociones importantes derivadas de la nocién de camino, son la de paseo

y la de trayectoria:

Definicién 1.2.2: Dada una grifica G un paseo en G es un camino que no
repite aristas. Es decir una sucesién P : v1vqv3 - - - v, tal que para cada i, j, ¢ # j
con 1 < iy j<n,las aristas v;v;41 ¥ v;vj41 son distintas. Si ademds v, = vy,

se dice que P es un circuito.

Definicién 1.2.3: Una trayectoria es un camino (vy,---,v,) tal que no
repite vértices. Es decir para cada 4,7, i # jcon 1 <¢y j <n.v; #v;. Siun
circuito T' = vy - - - v, cumple v; = v,, pero no se repite ningin otro vértice de

la sucesion, entonces se dice que T es un ciclo.

Definicién 1.2.4: Un paseo euleriano de la gréifica G, es un paseo de G tal
que contiene a todas las aristas de G. Similarmente, un circuito euleriano, es
un circuito de G que contiene a todas las aristas de G. Se dice que una gréfica

G es euleriana si contiene un circuito euleriano.

1.3. Conexidad de una Grafica

La nocién de conexidad es de gran importancia en el andlisis. En el caso
de las gréficas, la idea de la conexidad es muy similar a la de conexidad por

trayectorias en R" y es la siguiente:

Definicién 1.3.1: Se dice que una grafica G es conexa si y sélo si para cada
par z,y en V(G) tal que z # y existe un xy-camino en G. Una componente
conexa de una grifica G, es una subgrafica maxima por contencién de G, con

la propiedad de ser conexa.

A veces es necesario conocer qué tan conexa es una grafica, puede ser que,
como se ejemplifica en [7], se esté modelando un sistema de redes eléctricas,
donde los vértices seran torres generadoras y las aristas los cables que las conec-
tan; podria plantearse el siguiente problema, ;Cudntas torres de este sistema
de distribucion de electricidad pueden verse afectadas, sin que las comunidades
a las que abastecen pierdan el servicio? En este y en muchos otros casos, es

de interés saber cudntas aristas podrian quitarse en una grafica sin que esta se

10
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viera separada en m&s componentes de las que originalmente tenia. Asi nacen

conceptos como la k-conexidad de una grafica y los conjuntos de corte.

Definicién 1.3.2: Un conjunto S C V(G) es un conjunto de corte por
vértices de la grifica G si G\ S tiene més componentes conexas que G. Un
conjunto de corte por aristas R C E(G) de la grafica G , es tal que si
G\ R tiene mds componentes conexas que G. Existen por supuesto, indicadores
nimericos de la conexidad de una grafica. Entre estos se encuentra la conexidad

por vértices.

Definicién 1.3.3: Dada una grafica conexa G, se define k(G) como el nimero
tal que para cualesquiera S C V(G) que cumple | S |< k(G) ; G\ S es conexa.
A este nimero se le conoce como la conexidad por vértices de G. También
se define a k'(G) como el nimero tal que para todo R C E(G), que cumple
| R |< &'(G) ; G\ R es conexa. Se dice que G es k-conexa si el conjunto de

corte por aristas més pequeno es de tamano al menos k.

Otro concepto importante es el de didmetro, que en el caso de gréficas finitas

nos da una idea de la extensiéon de ellas.

Definicién 1.3.4: Dada una grafica G conexa y u,v en V(G) la distancia
entre u y v, denotada d(u,v), se define como el minimo de la cantidad de aristas
presentes en todos los posibles uv-caminos. Se define el didmetro de G, deno-
tado didm(G) como el méximo de las distancias entre cualesquiera dos vértices
de G. Es decir diam(G) = mdz{d(u,v)|u,v € V(G)}. Es posible incluir a las
graficas no conexas en la definicién, respetando la siguiente convencion: si dados

u,v vértices de G no existe un camino que los una, se dice que d(u,v) = oco.

1.4. Matrices de Adyacencia

Dos éreas cuya conexion pretende explorarse en este trabajo, son la teoria
espectral y la teoria de graficas. Sin embargo antes de hablar de esa relacién, es
conveniente hablar de aquella existente entre ciertas matrices finitas y las grafi-
cas. En particular, abordaremos una manera particular de asociarle una matriz
a una grafica finita. No es la tinica y no es dificil encontrar otros ejemplos in-

teresantes.

11



1.4. Matrices de Adyacencia

Definicion 1.4.1: Dada una grafica finita G con n vértices enumerados y
distinguibles unos de otros; se define la matriz de adyacencia de G como la
matriz cuadrada de n x n A(G), donde la ij-ésima entrada de la matriz serd la

cantidad de aristas entre los vértices i y j de G.

Ejemplo 1.4.2: Consideremos la gréifica G, cuya representacién visual es la

siguiente:

Vs

Figura 1.1: Gréfica G

Para construir su matriz de adyacencia, se observa en primera instancia que
la grafica no tiene lazos, también que los vértices v; y vs son adyacentes, pues
entre ellos hay dos aristas; también v; y vz son adyacentes, ya que entre ellos
hay una arista, sin embargo entre los vértices vs y v3 no hay ninguna arista por

lo que la matriz de adyacencia sera la siguiente:

V1 V2 U3

v {0 2 1
AG=wvn| 2 0 0
vg\ 1 0 O

Otra matriz similar que es posible asociar a una grafica es la matriz de
incidencia. Difiere de la de adyacencia en que la de adyacencia se indexa sobre
los vértices de G y es cuadrada; la de incidencia no necesariamente es cuadrada
pues las columnas se indexan sobre las aristas de G y los renglones sobre sus
vértices.

Es sencillo notar que si se suman las entradas de la matriz de adyacencia
sobre un renglén o una columna, la suma dard el grado del vértice que indexa

el renglon o columna en cuestién.
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1.5. Las Potencias de la Matriz de Adyacencia y su

Relacion con los Caminos de una Grafica

Dada una grafica G con matriz de adyacencia A, las entradas de dicha matriz
proporcionan detalles sobre las aristas de la grafica en cuestién.

Sin embargo, es posible obtener aiin més informacién de dicha gréafica usando
a la matriz de adyacencia. Por ejemplo, las potencias de la matriz dan informa-

cién de los caminos de la grafica [4], como lo muestra la siguiente proposicién:

Proposicion 1.5.1: Sea A la matriz de adyacencia de una grafica G donde
V(G) = {v1,v2,- -+ ,vr}. Entonces la entrada ij de A™, n > 1, es el ntimero de

v;vj-caminos de longitud n, en G.

Demostracion: Se llevara a cabo la prueba utilizando induccién. Para la base
de induccién supongase n = 1, entonces A" = A' = A. Por como fue definida
la matriz de adyacencia, la entrada 5 nos indica la cantidad de aristas entre los
vértices v; y vj, pero dichas aristas son los v;v;- caminos de longitud uno, por
lo que la base de induccién es cierta.

Como hipotesis de induccién se supondra que la proposiciéon se cumple para n,
es decir que la entrada ij de A", n > 1, es el nimero de v;v;-caminos de longitud
n en G.

Ahora se probara la validez para el caso n + 1 a fin de llevar a cabo el paso
inductivo. Se sabe que A"T! = A™A. Por lo que la entrada ij de A™*! puede

n
verse como ZAZAU. Pero, por la hipotesis de induccién, se tiene que A}} es

1=1
el niimero de caminos de longitud n que inician en en v; y términan en v;. Por

otra parte A;;, indica la cantidad de aristas entre el vértice v; y el vértice v;.
Asi para cada [, el sumando AJ; A, indica la cantidad de caminos de longitud
n + 1 que inician en v; y términan en v;, pasando en n-ésimo lugar por v;. Al
sumar sobre todos los v; en V(G) se obtiene la cantidad de caminos de longitud

n que inician en v; y terminan en v;. Probandosé asi la proposicién. O

1.6. EIl Espectro de la Matriz de Adyacencia en Di-
mension Finita

Dada una grafica G con matriz de adyacencia A(G), se define el espectro

de G, o(G), como los valores propios del operador asociado a A(G). Como

13



1.6. El Espectro de la Matriz de Adyacencia en Dimensién Finita

observacion, debe notarse que la matriz de adyacencia es simétrica y por lo
tanto los valores propios seran reales. Es mucha la informacién que el espectro
de una gréfica puede brindar, por ello, se trabajard alrededor de este conjunto.
En este caso de dimensién finita el espectro es un conjunto discreto. En el

apéndice A se define y describe al espectro de un operador de manera general.

Lo que a continuacion se hara, es definir algunas graficas populares y calcular

su espectro.

1.6.1. El Ciclo de Longitud n

Un ciclo, definido en la seccién 1.2, es una gréafica formada por un conjunto
de vértices en donde cada vértice tiene valencia dos y ademés no se repiten
aristas. El que sea de longitud n, indica que es de tamano n. Se denota como
Ch.

Consideremos el siguiente ejemplo:

v
o
vy

vy
vy

Vg

)
Vs 4

Figura 1.2: Cg

La matriz asociada a esta grafica es la siguiente:

14



1. Nociones de Teoria de Graficas

Vo V1 V2 Vi—1 Vi Vi1 Un—1
() 0 1 0 0 0 0 1
U1 1 0 1 0 0 0 0
Vo 0O 1 0 0 0 0 0
V3 0O 0 1 0 0 0 0
A(Cn) = U4 0O 0 O 0 0 0 0
V; o 0 0 ... 1 0 1 0
VUn—1 1 o 0 ... 0 0 0 0

Antes de calcular el polinomio caracteristico asociado a esta matriz, obsérve-
se que es posible considerar a las entradas de cada uno de los renglones de esta
matriz como corrimientos sucesivos de las entradas del primer renglon [4]. Esta

observacién permitird calcular el determinante de (A(C,) — AI).

Se denotard por C;) a la i-ésima columna de la matriz (A(C,,) — AI).

Sustituyase, sin pérdida de generalidad a Cj;) por
C[Il] - C[l] + C[Q]C + C[3]<2 + -+ C[n]<n717

donde ( es una raiz n-ésima de la unidad. Dado que no se han realizado mas que
operaciones elementales como suma de columnas y multiplicacién por escalares,
el determinante de (A(C},) — AI) no ha cambiado.

Si se define p¢ = a11 + a12¢ + a13C? + -+ al(n,l)C”_Q + a1,¢("1, donde

los ai; son los valores del primer renglén de la matriz (A(Cy)), se tendra que:

fi¢ = A
Clue —A)
20
= CS(MC )
Clue =)
¢ Hpe = N)

Esto dado que: pe —A = (a11—\)+a12{+a13¢* + - -+ a(n_1)¢" 2+ a1,

¥ (e = A) = an + Clarr — A) + a12¢? + a3 + -+ + agn1)¢"
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también:

" Hpe — A) = a2 + a13¢ + @14 + -+ a1+ (an — M)

Por lo que para cualesquiera ( raiz n-ésima de la unidad, se tendrd que
(¢ — ) aparece en la factorizacién del determinante. Por lo que el determinante
podra escribirse como el producto de factores de la forma (¢ —A) y asi, se tiene
que pi¢ estd en el espectro.

Ahora, la busqueda de elementos del espectro se reduce a observar que sucede
con las p¢ conforme analizamos distintas raices n-ésimas de la unidad.

Si ¢ es una raiz n-ésima de la unidad, se tiene que:

pe = a1 + a2+ a3’ + -+ arn-n ("2 a1 ("

En este caso particular, si i # 1 se tiene que a;; =1sij=i—1oj=1i+1,si

i=1,a;; =1si j =141 0 j =n. De cualquier forma, a;; = 0si i = j.
Consideremos ahora a ¢ una raiz n-ésima de la unidad, entonces:

MC:O+1€+O<2++0<"_2_~_1€n—1:<+<n—1

Dado que ( es una raiz de la unidad, puede escribirse como:

2nr . 2nr
(= COS(T) + zsen(T),

con r un natural que cumple 0 < r < n — 1, para esa 7:

27r(n — 1) 2nr(n — 1)

2 2
pe = cos(ﬂ) + isen(ﬂ) + cos( ) +isen( )
n n

es un valor propio.
Por lo que el conjunto de valores propios del operador A(C),) coincide con

el conjunto:

2 2 2 —1 2 -1
{cos(W)—i—isen(w)—i—cos(?m))—i—isen(7TT(n)) [0<r<n-— 1}.
n n n
Pero por periodicidad se tiene que:
2 2 2 -1 2 -1
cos(—ﬂr) + isen(—mn) + 008(7777“(71 )) + isen(iﬂ-r(n ) )
n n
2nr 2 27r 27r

= COS(T) + cos(—;) + isen(T) + isen(—T).
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Por la paridad de las funciones seno y coseno, lo anterior es igual a 2(:05(2%).

Por lo cual:

o(A(Cy)) = {2005(227") 10<r<n-— 1}.

Observandose por ello que 2 es un valor propio del conjunto.

1.6.2. La Completa de Orden n

Una grafica completa de orden n, definida en 1.11, es una gréfica simple, don-
de cualesquiera dos vértices distintos son adyacentes, esta gréafica es denotada

como K,,.

Un ejemplo de este tipo de grafica es el siguiente:

Figura 1.3: Kg

La matriz asociada a K, es:
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Vo V1 V2 Vi—1 Vi Vi41 Up—1
0 0 1 1 1 1 1
U1 1 0 1 1 1 1
Vo 1 1 0 1 1 1
U3 1 1 1 0 1 1
A, =
v; 1 1 1 0 1 1
Up—1 1 1 1 1 ... 1 - 0

Para encontrar los valores propios de esta matriz, hay que calcular las raices
de su polinomio caracteristico.
Esta matriz, tiene ceros en la diagonal y unos en todas sus demés entradas.
Observando, como en el caso del ciclo de longitud n, que cada uno de los ren-
glones de la matriz es un corrimiento del primero, es posible aplicar el desarollo
anterior, asi los elementos del espectro podran ser hallados analizando distintas

raices n-ésimas de la unidad.

Si ¢ es una raiz n-ésima de la unidad, se tiene que
A¢ = a11 + a1l + a13¢” + -+ a1 -1y + a1 ("

es un elemento del espectro de la gréfica. Considerando las entradas de la matriz
de adyacencia de una grafica completa, se tiene que a;; = 1 si ¢ # j y cero en

otro caso.

Por lo que dada ¢ raiz n-ésima de la unidad, A¢ = 0+(+¢?3+- - -+ 24¢ 1
es valor propio del operador de adyacencia, pero es posible probar que esta suma,
en el caso de una raiz de la unidad distinta de 1, siempre da —1. Por lo cual,
tomando las n — 1 raices de la unidad, distintas de 1, se tiene que el valor propio
asociado a cada una es —1. Por otro lado, si la raiz de la unidad es 1, se tiene
que Ay =04+ 14124 ... 41724171 entonces \; = n — 1. Por lo que el
espectro de la grafica completa de orden n, es el conjunto {—1,n — 1} . Falta
analizar la multiplicidad de estos valores propios, para ello se considerard a A

un valor propio del operador de adyacencia de la grafica completa.

Luego, es necesario un vector o = (1, %2, ,&,) que cumpla:
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0o 1 1 1 1 1 T T

1 0 1 1 1 1 T2 T2

1 1 0 1 1 1 x3 zs3

11 1 0 ... 1 ... 1 T4 T4
A(K,)(0) = L - =A

1 1 1 0 1 1 T; T;

11 1 1 ...1 ...0) \a, o

De lo cual, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
ATy =22+ 23+ + Tpo1 + Ty

Ao=21+0+234+ - +xp-1+ 2,

Alp1 =21 +22+x3+---+0+x,
Alp =21+ Xa+ T3+ + Ty

Si existen A en C y ¥ en R™ que cumplan esto, se tiene de la primera y tltima

ecuacién que :
ATy — ATy =21+ T2+ 23+ + Ty 1 — T2 —T3— - — X1 — Tp =T — Ty

Es decir:

Mzy —21) =21 — 2

Siz; —x, # 0 entonces A = —1.

De otra forma se tendria que x1 = x,,, de las misma forma, considerando las
otras ecuaciones por pares se obtiene r1 =9 =23 ="+ = Tp_1 = Tp.

También, de la primera ecuacién se cumpliria que Ax; = (n — 1)z1 y en
general que A(C,,)v = AU, cualquier vector v, multiplo del vector (1,1,---,1)
satisface esa ecuacion, por lo cual la dimensién del subespacio invariante bajo
el eigenvector n — 1 es uno. Dado que el rango de la matriz inicial es n, existen
n vectores propios con valores propios distintos de cero, pero también, por el
hecho de que los eigenvalores asociados pueden ser solamente —1 o n— 1 y dado

que la multiplicidad de n — 1 es 1, se concluye que —1 tiene multiplicidad n — 1.
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1.6.3. Una Grafica Bipartita

Una gréfica bipartita, caso particular de las k—partitas de la definicién 1.12,
es aquella para la cual existe una particién de su conjunto de vértices, en dos
subconjuntos A y B, tales que las tnicas aristas permitidas en G son aquellas
que tienen un extremo en A y otro en B. Se dice que una gréfica bipartita es
completa si dado cualquier vértice en A y cualquier vértice en B existe una
arista en E(G) que los une. Se denota a esta grafica como K, donde s y ¢

indican la cardinaldad de A y B respectivamente.

Dos ejemplos son los siguientes:

Vg Uy
7y Vs
vz
Vs

Figura 1.4: Una gréfica bipartita

Si esa grafica fuera bipartita completa:

U Vy
vy s
V3
Vs

Figura 1.5: Ky
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La matriz asociada a la grafica bipartita completa K, ,, es la siguiente:

Vo V1 V2 Unm  Um+41  Um+42 Um+n
() 0o 0 o0 ... 0 1 1 1
V1 0o 0 o0 ... O 1 1 1
Vg 0o 0 0 ... 0 1 1
A(Kym) =

U 0o 0 0 ... 0

Umir |1 1 1 ... 1 0 0 ... 0
Vmin W1 1 1 ... 1 0 0 ... 0

Indexando primero todos los vértices de uno de los conjuntos particién y luego

los vértices del otro.

Lo primero que se observa de esta matriz, es que esta dividida en cuatro

bloques, dos conformados por ceros y dos por unos.

0 A
Es decir, es posible considerar: A(K,, ) =
B 0
Con A en My,_nxm y B una matriz en M, «m—n, ambas con todas sus en-
tradas iguales a 1, donde esos ceros, representan a las correspondientes matrices

cero.

-C 0
,con Dy C
0 D

matrices con todas sus entradas iguales a uno, en M, xm—n ¥ Mim—nxm, respec-

Por ello, —A(Ky m) = MA(K, m)M, donde: M = (

tivamente; los ceros contintian representando a las matrices cero adecuadas.
De esto —A(K,, m) y A(Kp,m) tienen el mismo polinomio caracteristico y por
ende, los mismos valores propios. Por lo que los eigenvalores (reales, puesto que
el operador asociado definido por A(K, ,,) es autoadjunto), serdn simétricos
con respecto al origen.

También, es posible observar que el rango de esta matriz es 2, ya que el maxi-
mo de columnas linealmente independientes que posee es dos, por lo cual, la
dimension del nucleo de la transformacién asociada a la matriz de adyacencia
es n+m — 2 por lo que 0 es un valor propio de dicha transformacién con multi-

plicidad n +m — 2.
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Resta encontrar dos valores propios de la transformacién, dada la simetria con la
recta real es suficiente encontrar uno para tener ambos. Sea? = (vy, v, - -, vn+m)

en R™"™ supongase que A(K,, ;)0 = AU, entonces:

/\’U1
vn+1 + Un+2 +---+ vn+m )\’U
2
Un+41 + Un+2 + -+ Un4+m
= A(K )0 =0 = AUni1
Un+1 + Un+2 +---+ Un+m \v )
n+
V1 +v2+ Uy
vt vzt U,
)\anrm

Si las ultimas m entradas del vector fuesen identicas entre si, por ejemplo a x y

las primeras n entradas entre si a un y, con x, y en R y x # 0, se tendria que:

mx Ay
me Ay
mx A
= A(Kpn)T= A0 = y
ny Az
ny A\x
ny Az
Por lo cual: \y = mx y Az = ny, entonces £ = 1 = %, de lo que § = % y

A2 = mn, por tanto A = /mn, donde el vector propio asociado es:

E

<
I

9%

Bl

Ademas, por simetria —y/mn, es el valor propio faltante.

Por todo lo anterior, el espectro de K, », es €l conjunto {0, y/nm, —y/nm}.
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Para ilustrar, se analizaré la bipartita completa K, , con m = 1,n = 2, su

representacién pictérica es la siguiente:

vy
Vp

vy

Figura 1.6: K o

Se tiene que la matriz de adyacencia asociada es:

vo UL Vo

wlo 1 1
AKi2)=v | 1 0 0
v\ 1 0 O

-2 1 1
p=] 1 =X 0
1 0 =X
Entonces py = —A% 4+ 2\ = A(2 — A2?) y las raices de este polinomios son

reales y son 0, v/2 y —v/2 . Por lo que en este caso el espectro es el conjunto

con esos tres elementos.

En la siguientes secciones se hablard de dos tipos de graficas que seran em-

pleadas en la teoria que se desarrollard mas tarde.

1.7. Graficas con Raiz

Algunas veces en una grafica, un vértice en particular cobra cierta importan-
cia. Por ejemplo en un modelo de flujos eléctricos donde un vértice representa
al generador eléctrico.

A fin de centrar las propiedades y caracteristicas de la grafica sobre dicho vértice,

surge el concepto de grafica con raiz.
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Definicion 1.7.1: Una grafica con raiz se define como una gréafica G en la
cual un vértice particular v; ha sido senalado. A este punto distinguido se le
llama comunmente la raiz. Dicha gréfica denota por (G, vp).

Si G posee mds de una raiz la notacién se sustituye por (G, C¢), donde Cg es

el conjunto de vértices distinguidos de G y esté contenido en V(G).

Para considerar un isomorfismo entre dos gréaficas con raiz, es preciso que
exista una correspondencia entre ellas que preserve la adyacencia y que ademés

induzca una biyeccién entre conjuntos distinguidos de puntos.

Ejemplo 1.7.2: En la imagen se incluyen representaciones pictdricas de varias

graficas con raiz:

(Gye9) (G3,e3)

€z

Figura 1.7: Dos graficas con raiz

1.8. Graficas de Cayley

Casi todas las dreas de las matemdticas desarollan conexiones profundas en-

tre ellas, la teoria de graficas no es la excepcién.

La conexién que se abordard de manera muy breve en esta seccién, nace de
la idea de considerar a los grupos finitamente generados como objetos geométri-
cos.

Esta nocién se desarolla a través de las llamadas graficas de Cayley, estas rela-
cionan la teoria de graficas de manera estrecha con el algebra, particularmente

con la teoria de grupos.

Dado un grupo finito K y M C K tal que

= El neutro e no pertenece a M.
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= Sia estd en M entonces a~ ! estd en M.
= M genera a K

se puede construir una grafica.

Definicién 1.8.1: La gréafica de Cayley de K definida por el conjunto M,
se define como sigue:

G sera considerada de tal forma que sus vértices sean los elementos del grupo
K, es decir V(G) = K. Para definir el conjunto de aristas de G, se dird que
dados dos elementos u,v de V(G), la arista uv pertenecerd a E(G) si y sélo si

u = muv con m un elemento de M.

Los conceptos e ideas presentados en este capitulo son meramente para la

comprensién de los capitulos subsecuentes. El lector interesado puede consultar
[4] y [7]-
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—Capitulo 2

El operador de Adya-

cencila

En la seccién 1.4 del capitulo anterior, se abordé la construccién de la matriz
de adyacencia asociada a una grafica finita. El siguiente paso, consiste en tratar
de extender este concepto, de tal manera que pueda utilizarse en el estudio de

graficas infinitas.

Es importante hacer hincapié en que el siguiente capitulo se sustenta en ideas
presentes en [29] y [30], el lector interesado puede consultarlos para conocer méas

resultados relacionados.

Asi pues, sea G = (V(G), E(Q)) una gréfica, finita o infinita, con la cardina-
lidad de V = V(G) a lo méds numerable, posiblemente con lazos y multiaristas;
sea también B(G) = (By,v)u,vev una matriz indexada por los vértices de G, con
By, en R para toda u,v en V. Un ejemplo de esta construccién que se tratard

en la siguiente seccion, es la matriz de adyacencia de la grafica G.

Si G es finita, se considerard el operador que define B(G) sobre R™. Pero, si
G es infinita (nimerable), se considerara el operador que define B(G) sobre el

espacio £, (V).

Se sabe que el espacio £,(V) es aquel cuyos elementos son las sucesiones

indexadas en V' que son p-sumables. Es decir, el espacio cuyos elementos son los

x = (zy)pey tal que:
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2.1. El Operador de Adyacencia en el caso Infinito

Z |2, ]P < 00

veV

Es importante recalcar que es posible trabajar en cualquiera de los espacios
£,(V), sin embargo, como es usual se considerard sélamente al espacio £2(V),
porque el caso p = 2, es el unico para el cual el espacio £,(V) es un espacio
de Hilbert, y asi se podra usar la amplia gama de resultados y teoremas que se

tienen para espacios de Hilbert se trabajard sobre £5(V).

Considerando a B(G) como un operador sobre ¢2(V) y dado y = B(G)x se

tiene que:

Yu = Z bu,vxvy ueV
veV

Por lo que el operador B(G) estard bien definido sobre ¢5(V'), siempre que

esta serie sea convergente para toda u en V.

2.1. El Operador de Adyacencia en el caso Infinito

Primeramente, se introducira la nocién de finitud local.

Definicion 2.1.1: Dada una grafica G decimos que G es localmente finita
si existe M en N tal que A(G) < M .

Ahora dada una gréfica G localmente finita, aunque no necesariamente fi-
nita, definimos a la matriz de adyacencia como la matriz A indexada por
el conjunto de vértices V = V(G); donde A,,, = m donde m estd dada por el

nimero de aristas entre los vértices u y v.

Por lo dicho en el apartado anterior, A actia a través de la multiplicacién

de matrices sobre £5(V') de la forma siguiente, dado y = Aux:

Yu = Z Ay Ty, U eV

veV
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2. El operador de Adyacencia

Observaciones:

= En el caso de las graficas simples las entradas de la matriz toman valores en
el conjunto {0, 1}; también A,, =0 para todo u € V, pues en las graficas

simples no hay lazos.

= Dado que se excluyen por el momento las graficas dirigidas, es posible

afirmar que la matriz A es simétrica.

Una vez que se ha comprobado que el operador esta bien definido, el camino
a seguir es tratar de usar lo que se conoce del espacio de Hilbert sobre el que
se estd trabajando a fin de entender y ahondar més en las caracteristicas y
el comportamiento del operador A(G). Tras ese impulso, surgen las siguientes

proposiciones:

Proposicién 2.1.2: Si G = (V, E) es localmente finita entonces A(G) actia

sobre ¢3(V') como un operador autoadjunto con norma a lo mas A(G).

Demostracién: Primero se probara que el operador es acotado, con norma a

lo més A(G) . Sea x € £5(V), para calcular ||A(x)]|| se tiene que:

A@)* = 3 A =3 ( > |) -3 ( > <au,v>1/2<au,v>1/2m,,|)2.

ueV ueV MveV ueV MveV

Pero se puede emplear la desigualdad de Holder para obtener que

1/2 1/2 1/242 12 1/242),. |2 12
Z|(au,v) (Quw) Fay| < Z((au,v) ) Z((au,v) )70

veV veV veV
De lo cual:
1/2 1/2
2
§ |au,vxv| < < g au,v) < § au71,|x1,| ) .
veV veV veV
Por ello:

S (Sloerd) < 3 (D amd (X auaionl?))

ueV “oveV ueV veV veV
Z(deg(u) Z au,v|xv|2) < Z(A(G) Z au,v|xv|2) < A(G) Z Z au,v|xv|2-
ueV veV ueV veV ueV veV

Como para cada v € V se tiene que la cantidad de u € V tal que a,, > 0 es

finita, es posible intercambiar las sumas

AG) DD auplz? = AG) D) aulz]* =

ueVoeV veV ueV
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2.1. El Operador de Adyacencia en el caso Infinito

A(G) Y deg(v)la]® < A(G) Y AG)]aw]* =

veV veV
AG)? Y Jao|* = A(G)?[[]f5.
veV
Se concluye pues, que para todo = € £3(V), ||A(z)||2 < A(G)||z]|2-
Por lo tanto ||A4]] < A(G).

Ahora se probard que el operador es autoadjunto. Se tiene que:

(@), 2= 3 (Z m)

ueV “MoveV

por otra parte:

(x,A(2)) = E < g aw,zv> Ty
ueV MveV
Se infiere del primer inciso de la observacién anterior que Gy, = @yq. De
tal forma que lo Unico que resta por probar es que se pueden intercambiar las

sumas, pues de ser asi se tendria que :

S (T )= 5 (T awess Jou

ueV “wveV ueV “veV
que es la igualdad deseada.

Para probarlo, se tiene por un caso particular del teorema de Fubini, que si

estas sumas convergen absolutamente es posible intercambiarlas. Considerando

5 (X lawnml)

ueV MveV
es claro que para todo u,v € V,ay,, > 0, pues a,, estd definido cémo el

pues

numero de aristas entre u y v, cantidad que siempre es no negativa. Asi pues,

es posible quitar el valor absoluto en la 1ltima suma, obteniendo:

Z Zau,v|xv|‘zu|~

ueVveV

Usando la desigualdad de Holder para £2(V'), con p = ¢ = 2 se tiene que:

mxeeins (50 (5 (5mn))

ueV veV ueV ue€V “vev
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2. El operador de Adyacencia

para ver que A(G) era un operador acotado, se prob6 que

( > ( > au,levl>2> v < AG)||z]l.

uev vEV
Luego,
1/2 2\ 1/2
(Z |zu|2) (Z (Zx) ) < el AG) fe]le.
uev ueV veV

Por lo que la serie converge absolutamente y las sumas pueden intercambiarse. [J

Es posible ir mas alld de la afirmacion anterior, planteando la finitud local
como cuestién no sélo suficiente, sino también necesaria. Esto se comprueba por

la siguiente afirmacién:

Proposicién 2.1.3:  Si A(G) actia sobre £5(V') como un operador autoadjunto

y acotado entonces A(G) < oo i.e. G es localmente finita.

Demostracion: Sea w en V. Debe recordarse que las sucesiones estan inde-
xadas sobre V.

Se define (dy)y := Opay-

Obsérvese que esto implica que ||d, || = 1.

Luego

(A(aw))u = Z au,u(éw)w

veV
Entonces

(A(0w))u = Z Q0 Oy = Z Ay, = deg(w).

veV veV
Por ello deg(w) < ||A(0w)]]-

Pero como A es acotada ||A(dyw)|| < |A]|10w]] < ||4]] < oo.
Pero w era cualqgier vértice de G, por lo que se concluye que G es localmente
finita.[]

En la siguiente seccién se expandira el concepto de espectro de una grafica,

para graficas localmente finitas.

2.2. El Espectro del Operador de Adyacencia

Dada G una gréafica numerable y localmente finita y A su operador de ad-

yacencia, el espectro de la gréfica G, es el espectro del operador A. Ademaés,
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2.2. El Espectro del Operador de Adyacencia

se denota como o(G). La definicién y clasificacién del espectro de un operador

puede encontrarse en el Apéndice A.

Msés atin, se define el radio espectral de f como r(f) = sup{|A| : A € o(f)}.

Este funge como un indicador, para localizar a los elementos del espectro.

También, es importante mencionar que dado que el operador es autoadjunto,
el radio espectral de GG coincidira con la norma del operador asociado a la gréfica
(resultado abordado en A.8).

Nota: La definicién dada del espectro, no depende del orden de nombramiento
de los vértices. Pues al asignarseles una etiqueta distinta, el nuevo operador de
adyacencia no serd mas que la conjugacion con un operador unitario del operador

de adyacencia anterior.

El siguiente resultado brinda una 1til cota para el espectro de una grafica,

en funcién de su grado.

Corolario 2.2.1: Dado un operador de adyacencia acotado A, tenemos que
o(A) € [-A(G), A(G)].

Demostracién: Por las proposiciones A.1.1 y A.1.2 del apéndice 1, se tiene
que r(A4) < ||4]| pero ||4|] < A(G) por lo que r(A) < A(G), entonces o(A4) C
[-A(G), A(G)].0

Proposicién 2.2.2: Sea G una gréfica, el operador de adyacencia A = A(G)

es compacto si y s6lo si G tiene una cantidad finita de aristas.

Demostracion: Si el operador de adyacencia es compacto y G tiene una can-
tidad infinita de aristas, es posible elegir una sucesién {(u;, v;)}ien, con u;, v;

vértices de G, tal que (A(dy,), dy,) > 1 para toda i en N.

Pero el conjunto (4, )icn estd acotado y A es compacto. Entonces la sucesién
(A(dy,;))ien tiene una subsucesién convergente. Sea (A((Suij ))lj . la subsucesién
convergente, sea y el limite de dicha sucesién, siendo posible escribir y = (y;);en.
Como (A(dy,),0,;) > 1 para i en N, entonces y # 0, de lo cual existe un indice

k en N tal que yi # 0, luego por la continuidad del producto interior:
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2. El operador de Adyacencia

m (A(bu,;,),0k) = Um A(by, ), 0k) = (¥, 0k) = yx # 0.

ij——>00 E ij—>00 J

Por la proposicién 2.1.2, A es autoadjunta, por lo cual
(A(Buy. ), 01) = (B, A(5L)).

Pero A(dy) es fijo, entonces:

0= lim <(5uij ,A(Og)) =  lim <A(6Uij)’ Or) =yr #0

ij —>00 ij —>00

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, G tiene una cantidad finita de

aristas.

Ahora si se supone que G tiene una cantidad finita de aristas, entonces se
tiene que la matriz de adyacencia tiene una cantidad finita de entradas distintas
de cero, por lo que, dado un vector w = (wi)rev(a) en f2(V(G)) ; A(w) estard
en un espacio de dimensién finita. En particular para los vectores de la bola
unitaria de £2(V(G)). Pero en un espacio de dimensién finita cerrado y acotado es
equivalente a compacto; por lo cual A(TI(O)) es compacta. Entonces, el operador

A es compacto [

Las siguientes proposiciones permiten, al estudiar el espectro de una grafica,

enfocarse en sus componentes conexas:

Proposicion 2.2.3: Sea G una gréfica localmente finita y G1,G2,Gs, -+ , Gy,

ajenas, con cada G; una unién de componentes conexas de G, entonces
n
o(A@)) = | o(A(G))
i=1

y el espectro puntual de A(G) es la unién del espectro puntual de los A(G;),

conl <z <n.

n
Demostracién: G puede verse como la suma directa: G = @ G;.
i=1
Por lo cual si A es el operador de adyacencia de Gy como las G; son las
n
componentes de Gj se tiene que A = @) A; donde A, representa considerar sélo
i=1

las aristas entre la componente G; para la construccion del operador A, teniendo

cero como valor, las entradas de A, indexadas sobre otras componentes.
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2.2. El Espectro del Operador de Adyacencia

Se tiene que si A € o(A(G)) entonces A — Al no es invertible. Es decir,
A1+ ---+ A, — Al no es invertible . Nota: Se estd considerando a I; como la
identidad reestringida a los vértices que estan en la componente G;.
Retomando, A1 + -+ A, — A(I1 + -+ - + I,,) no es invertible, esto indica que:
A=A +---+ A, — X[, noes invert}lble, por lo que alguno de los A; — AI; no

es invertible. Es decir, A pertenece a |J o(G;).
i=1

n
Para la otra contencidn, se tiene que A estd en |J o(G;). Luego, existe alguna i
i=1

en {1,---,n}, tal que A; — AI; no es invertible. Considerando que @ A; = A se
i=1
tiene que Ay + -+ A, — A1 +---+1,) = A1+ -+ A, — Al no es invertible.

Por lo cual A pertenece a o(G) y por lo tanto o(G) = | o(G;).

Ahora se vera el espectro puntual en el caso finito:
Si A estd en LTJ op(Gy), se tiene que A pertenece a 0,(G;), para alguna i en
{1,--- ,n}, p(;; io cual, \ es un valor propio de A; con vector propio asociado T
en I2(V), dada la naturaleza de los A; se puede considerar a g el vector I;(T).
A su vez y serd vector propio de A con valor propio A, dado que este operador

es suma directa de los A;. Por lo tanto A pertenece a o,(G).

Por otro lado, si A no pertenece a Lnj op(G;) se tiene que para toda ¢ en
{1,---,n} y para toda T € £5(V) (4; Z—le\Ii)(f) # 0, como el operador A es
suma directa de los A; se tiene que (41 — A1 + - + A, — A\[,)(T) es distinto
de cero. Por lo que, (41 +--- 4+ A,, — AI)(T) no es cero.Entonces (A — AI)(T)
es distinto de cero, pero T era cuaquiera. Por lo tanto, para toda T en ¢5(V') se
tiene que (A — AI)() es distinto de cero, por lo que A no es valor propio de A.

Por tanto, A no pertenece a 0,(G) O

A continuacién se presenta un lema, para cuya prueba se usard la nocién
transformada de Gelfand (definida en A.10), los teoremas y definiciones necesa-

rios para demostrarlo se encuentran en el apéndice A.

Lema 2.2.4: SiT : H — H es un operador acotado, audoadjunto y A no

estd en el espectro de T, entonces ||(T — A\I) || =

dist(a(T),\)’
Demostracion: Dado que T es autoadjunto, se tiene por el teorema espectral,
que la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico.

Es decir que se cumple |, (T — X)) = [|(T — XI) 7Y
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2. El operador de Adyacencia

Pero |Ty((T — M)~ = |T;1((T — AI)|. Por linealidad, lo anterior se convierte
en |([o(T) — AT (1))~ Recordando que T bajo I', va a dar a la identidad y la
identidad bajo I', va a dar al uno por lo que, este tltimo termino se convierte

en sup (Z—)\)l‘.

z€o(T)
Al sacar inversos multiplicativos de los elementos de un conjunto de niimeros,

el supremo del conjunto, se convertira en el infimo del conjunto de los inversos.

Luego, dicho supremo no es mas que : fn(f : (Z = X\)| que por definicién es
zeo(T

dist(\,o(T)) O.

Proposicion 2.2.5: Sean G1,G2,G3, -+ las componentes conexas de G. En-

tonces 0(A(Q)) es la cerradura de |J o(A(G))), y el espectro puntual del ope-
€N
rador A = A(G) es la unién del espectro puntual de los A(G;), con i en N.

Demostracion: Para el caso del espectro usual:

Dado Aen |J o(A(G;)), se tiene que para alguna i € N, X pertenece a o(A(G;))
ieN
Considerando las uniones de componentes G; y G \ G, la descomposicién de G

es finita; luego, por la proposicién 2.2.2 A se encuentra en o(A(G)).

Ahora se probara la otra contencién.

Sea A en o(A(Q)), para toda € > 0, existe una T en ¢3(V(G)) tal que ||z|| =1
v |[(Ag — M) (Z)|| < 5. De lo contrario Ag — AI serfa invertible.

Considerando P, la proyeccién al subespacio € ¢2(V;), con V; = V(G;) y donde

n es tan grande que ||P,(z)|| > 3, como P, e;SIT; proyeccién a dicho subespacio,
por construccién Ag conmuta con P,; ahora se considerard 7 = %. Luego
[|(P,A—XDY)|| = ||P.(A— AI)T)||, recordando que P, es una proyeccién y por
lo tanto, || P,|| < 1. Se tiene que ||P,(A—XI)y|| < ||[(A=A])y|| = W.
Como la proyeccién conmuta con A y la identidad se tiene que lo anterior es
2|| P (A — AI)(T)|| que a su vez es menor o igual que 2||/(A — A\I)Z|| <.

Luego [|[P,A = M||l[7l] <€ .

Ahora se consideraran dos casos:

Si A pertenece al espectro de P, A para alguna n, entonces por la Proposicién
2.2.2, X estd en el espectro alguna de las componentes G; con i < n. Por lo cual

A pertenece a la unién |J o(A(G))).
ieN
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Si A no pertenece al espectro de P, A para ninguna n en los N, dado que P, A

es autoadjunto (pues A lo era), se tiene por el lema 2.2.3 que :

1
— = ||(PLA= N

dist(\, 0(P,A)) ¢ )=l
Pero ademds, |[(P,A — \)"1(P,A — \)|| = 1 se tiene que se cumple la desigual-
dad m < ||[(PnA = N)||. Por lo que dist(A\,0(Pp,A)) < ||(PnA — N

concluyendose que dist(\, o(P,A)) <€ .

Pero es posible restringir P, A a @@ G, por lo cual tiene una cantidad finita
de componentes, es importante not;?zlue dada n > i P, A restringido a G; es
igual a A(G}), por lo cual su espectro es el mismo. Ahora usando la proposicién
22.2: o(P,A) = U {o(P.AG))}.

Por ello, existe izgl{l, 2,---,n} tal que \; € o(P,A(G;)) tal que |A — )| <e.
Pero € era arbitraria, por lo tanto A € m.
i€

Para el espectro puntual:

Primeramente se demostrard que |J 0,(A(G;)) C 0,(A(G)).
ieN
Para ello se escogerd A que no pertenezca a o, (A(G)), eso significa que A—\I
es invertible y 7 en £ (V](G) ((A—AI)(T)) # 0, en particular paray = ), v, 0.
Pero (A —A)(y) = Ai(y
i, por lo cual, |J 0,(A(G;)) C 0,(A(G)).

1€EN

(¥) En particular A no estd en 0,(A(G;)) para ninguna

Ahora se probara la segunda contencion:

Si A pertenece al 0,(A(G)) entonces A tiene vectores propios. En particular,

dado v un vector propio de A, como v estd en £2(V(G)), dado que:
6(V(@) = P ta(Vi),
i=1

entonces v posee una descomposicion v = X2, v;, con v; en £2(V;). Por como se
definié A para todo ¢ en N se tiene que ¢2(V;) es A invariante. Como v es vector
propio, A(v) = \v .
De donde Av = A(X2,v;) = B2, la A (v;).

Por ser vector propio v # 0. Asi que al menos existe una h en los naturales,

tal que vy, # 0. Por ser suma directa Avp, = Avy. Por lo cual vy, es vector propio

36



2. El operador de Adyacencia

de A restringida a V},. De la definicién se tiene que A(G}) es la restriccién de
AaV,.
Por lo cual, A € 0,(A(Gh), asi que X € {J 0,(A(G))).
Por lo que se concluye que: 0,(A(G)) gleLNJ op(A(G;)). O
i€N

2.3. Convergencia en Graficas y su Asociacion con

la Convergencia de Operadores

Una nocién muy importante dentro de las matematicas es la de convergencia,
en esta seccién se abordaran las nociones necesarias para extender este concepto

a graficas.

Definicién 2.3.1: Dadas Hy, Hs, - - - subgréficas de una gréfica G; se dice que
la sucesién Hy, Ha, - - converge a G (denotado H, — G, cuando n — 00),
si para toda e € E(G) existe un natural N que depende de e, de tal manera que

e pertenece a E(H,) , para todan > N.

Definicién 2.3.2: Sea X un espacio de Hilbert. Dados Ay, Ao, -+ Ay, -+
con A, : X — X para cada n en N, operadores lineales, decimos que la sucesién
{A, }nen converge fuertemente (o en la topologia fuerte de dicho espacio) al
operador A : X — X, si para toda z en X y para toda € > 0 ; se tiene que
existe N en N tal que si n > N entonces [|A(z) — A, (z)]| <€ .

Proposicion 2.3.3: Sean Hi, Hs,--- subgraficas de una grafica G, donde se

cumple A, = A(H,) y sea A = A(G) acotado. Luego H,, — G si y sélo si

A, — A fuertemente, es decir, para toda T € £5(V(G)), lim A,T = A7.
n—oo

Demostracién: Para la ida se considerara lo siguiente:
Sea T € (V) y sea M el grado miximo de G. Por la proposicién 2.1
[|A]| < M . Cémo H, es una subgrafica de G, para todo n natural se tiene que

también ||A, || < M.

Ahora, sea € > 0.

Se considerara el truncamiento de T. Es decir ", donde Z;* = T; sii > m 'y
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de Operadores

z;* = 0 si ¢ < m. Lo que se estd haciendo es considerar la cola de la sucesién

€

{EZ-}Z.GN, puesto que Z € £»(V), existe m € N tal que |[Z™]| < 55;7.

Por otra parte, como H,, es subgrafica de G y G es localmente finita, al con-
siderar las entradas de la matriz asociada a el A(H,,), dado un renglén i fijo con
i < m, al realizar la suma de las entradas en todas las columnas 7, con j € N,
la suma es finita. Dado que la suma sobre el renglén i, da el grado de i, como G
es localmente finita, esta suma es finita y para cada renglén desde 1 hasta m,
la podemos acotar por M, el grado méaximo de G. Por lo cual al considerar una
cantidad finita de renglones de la matriz, la suma de las entradas de la matriz

sobre dichos renglones serd finita.

Sea R la suma de los grados de los primeros m vértices. Para esas R aristas
en F(G), por la definicién de convergencia en gréficas, existe k& € N tal que
a;; = ai; para todan > k, para toda ¢ < m y para todo j € N, donde a;; denota
la entrada ¢j de la matriz asociada al operador de adyacencia de H,,.

Como ademas la matriz A,, es simétrica se tiene que para j < m y para toda
1en N, se cumple que aj; = a;;.

Por lo cual, al comparar a los operadores A y A,, se tendrd que para toda
i,jtalqueiestien Ny j<nojestden Nei<n, Ay A, coinciden.

Por ende, la matriz asociada al operador A,, es la siguiente:

aii @12 e A1m A1(m+1) A1(m+2)
a1 a12 cee a2m A2(m+1) A2(m+2)
A, =
ai; Qa2 e Aim Qi (m4-21) Ai(m+2)
n n
A16i4+1)  Q23i+1) -+ Om@i+1) Q641 m+1)  P(it1)(m+2)

De ello, las entradas de la matriz asociada al operador A — A,, serdn de la
siguiente forma: b;;=0 si para toda 7, j tal que i estd en Ny j < n o j estd en

Ny i<ny b= aj; en otro caso.

Asi, la matriz del operador A — A,, sera de la siguiente forma:

38



2. El operador de Adyacencia

0 O 0 0 0

0 O 0 0

. 0

A—A, = 0 O - 0 0 0 0
Air1ymt1)  Uit1)(me2)  Uit1)(m+3)
0 0 0 aGioymen) ir2)(mt2)  Yit2)(m+3)

Entonces, dado que las primeras m entradas del truncamiento m-ésimo de =

son cero; se obtiene la siguiente igualdad:

1A = A7 = [|(A = A,)7™] .
Por desigualdad del tridngulo, esto es menor o igual que:
A" | + | An7™] .
Por ser operadores acotados, es también menor o igual a:

AI[Z™ ] + [[Anl[[[Z™]]-

Agrupando, se tiene que: (||A|| + [|An]])|[Z™]] < 2M (557)-
Para probar el regreso, sean u y v vértices de G y e la arista que los une.

Como la sucesién A,, converge a A fuertemente, cuando n tiende a infinito,

entonces dada € > 0 y cualquier vector T en ¢3(V(G)), se tiene que:

145(7) — A@)[| <

As{ pues, considérese el véctor T en l5(V(G)) definido como sigue si I = vy
entonces 7;=1, en otro caso T; = 0. Y sea € = % Luego, existe una k en N tal
que para todo n natural, si n > k, se tiene que:

14.(7) — A@)|| < 3
En particular: ||4,(Z) — A(Z)|]* < 1.

Por como se definié al vector T:

_ _ " 2
1> [14n(@) — A@D)IP = Eev (g — Guv) -

Donde las a,, y las al, son las entradas de la matrices asociadas a los
operadores A y A, respectivamente.Por lo que de la desigualdad anterior, se

tiene que:
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ZuGV (auvo - aﬁv0)2 < %'

Pero dado que se trata de matrices asociadas a operadores de adyacencia,
sus entradas son nimeros enteros. Si existiera una u en V(G) tal que ayy, s
distinta de ay;,, entonces la resta ay., —ay,,, serfa mayor que 1y no se cumpliria
la desigualdad.

Por lo cual para toda u en V, ay,, = ay,, . En particular, la arista e al per-
tenecer a F(G) estd representada en a,,, para alguna u. Por lo anterior, e
también debe estar en F(H,). Lo cual prueba que la sucesién de subgréficas

H,,Hs,Hs, -, H, converge a la grafica G.[J

Ejemplo 2.3.4: Se considerara el siguiente ejemplo para ilustrar teorema an-
terior, aclarando asi que la convergencia en la topologia fuerte, no implica ne-

cesariamente convergencia en norma.
Sea G la grafica definida como sigue:

V(G) = {vi}ien
E(G) = {0u,v,| i es impar, j =4+ 1}

V_y Vote—1y Vopg-2y Veope-zp Vs Vg2 V-1 Vg

Figura 2.1: La grafica G

La matriz asociada a su operador de adyacencia es la siguiente:

v_s 0O 1 0 0 0
v_y 1 0 0 0 0
A(G) = vy 0O 0 0 1 0
vy 0O 0 1 0 0
s 0O 0 0 0 0
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Ahora se considerard dada k impar en Z a G como la grafica cuyos vértices
estan en el conjunto {v,k,v,kﬂ, s U_1,V0,U1, """ ,vk,l,vk} y cuyas aristas

son las que unian a dichos vértices en la grafica original.

=" Vo) Vo(r-2) Voe-zy  Vk-3 o Vk—z V-1 Vi

Figura 2.2: La grafica Gy,

La matriz asociada a su operador de adyacencia es:

VUV V_g+1 Vg2 V-1 Vo U1 V—k
V_k 0 0 0
V_k+1 0 0 0 ... 0 0
V_k+2 0 0 0 ... 0 0
A(Gr) =
V_1 0 1
Vo 0 0 0 e 1 0
o . . . . .
Vg, 0 0 0 .. 0 0O 0 ... O

Tenemos entonces que Gy, es una grafica disconexa, con una cantidad fini-
ta de componentes conexas idénticas. Céomo cada una de estds componentes
conexas es una grafica finita, tenemos por la proposicién 2.2.5, que se cumple

n

o(A(Gg)) = U o(A(Hy)), dénde dada k impar en Z, Hy, es la grafica que tiene

como vértices a los vértices de la grafica original G y cuya unica arista es la que

originalmente existia en G entre los vértices vy y vg41.

*——o
Vg Vit

Figura 2.3: La grafica Hy

La matriz asociada a su operador de adyacencia es:
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Vg Vk41
Vg 0 1
Vg1 \ 1 0

Ademds en cada caso o(A(Hy)) es puntual y fdcil de calcular, pues consiste

unicamente en 1y —1.

Regresando a la grafica G, se sabe que 1 es el grado maximo de G, por lo
n
que ||A4|] < 1. Como ademés o(A(Gy)) = U o(A(Hy)), entonces o(A(Gy)) =

{_ ]-7 1}
Considerando también al vector Z en £2(V), el primer candnico de ese espacio,

se tiene que :
||AZ|| = [/(0,1,0,0,---)|| = 1 = 1|[z|

Por lo tanto ||A4|| = 1.
Por otra parte se sigue de la definicién que la sucesion de las G, converge como
grafica a G, verficandose asi el teorema. De hecho, en este caso particular, se tie-

ne considerando el mismo argumento que para G que dadanen N, ||A(Gy)|| = 1.

Sin embargo, no se da la convergencia en norma, ya que dadas € = % y nen

N, se tiene que:

Considerando al operador A — A(G,,), v al hecho de que dicho operador
tiene la misma matriz asociada, que el operador B donde este ultimo es el de
adyacencia asociado a la grafica G\ G,, se tiene que ||B|| = ||A—A(G,)||, por lo
que ||[A — A(G,)|| <1, pues uno es el valor del grado maximo de G y por tanto
de cualquier subgréfica de ella. Ahora, dado 6,11 de norma uno, en /3(V(G)). Se
cumple que |[(A—A(G))(@)|| = 1 = 1|[z[|. Delo cual [|[A—A(Gy)||=1> 1 =e.

Por lo que no converge en norma.

Ejemplo 2.3.5: Este ejemplo es conocido como el camino infinito, denotado
por P, . Considerese la gréafica definida de la siguiente manera, el conjunto de
vértices serd V(G) = {vk }kez. Ov;v, €5 una arista de G siy solamente si i = k—1
oi=Fk+1.

Una idea de la representacion visual de esta grafica es la siguiente:
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v_y v_g v_g Voy Vo vy 1y Vg 7y

Figura 2.4: La grafica Py

La matriz asociada a su operador de adyacencia es la que sigue:

V_9 VU_1 Vg V1 Vg

v_s 0O 1 0 0 0
v_q 1 0 1 0 0
A(Px) = v 0 1 0 1 0
vy o 0 1 0 1
s 0O 0 0 1 0

También, se define la grafica P, como aquella cuyo conjunto de vértices
consiste en {v_p,V_py1,V k42, ,V_2,V_1,V0,V1,V2, " ,Vk_2,Vk_1,Vk}, y las
aristas originales de G que los conectan, para cada k en los naturales Py es una

grafica finita.

Ademés, la sucesion { Py }ren cuando k tiende a infinito, converge como grafi-
ca a G. Puesto que, dada una arista e en GG, esta une a dos vértices consecutivos
v; ¥ vj41 para cierta j en N, por como se definieron las graficas P, esta arista
vive en la gréafica Pj;; y esta sucesién converge a la grafica G.

Se tiene entonces una sucesion de graficas finitas que convergen a G. Conside-
rando ahora su operador asociado (bajo la inclusién), por el teorema anterior,
el operador A(Py) converge en la topologia fuerte al operador A. Sin embargo,
la convergencia en norma tampoco se da. Ya que, por como esta definida Py,
las matrices asociadas a los operadores A y A(Py) coincide en las entradas ij,
donde ¢ y j son ambos mayores o iguales que —k y menores o iguales que k.
Luego, considerando el operador A — A(Py), no importa que tan grande sea k, la
entrada B(jy1)(k+2) ¥ todas las que la suceden serd distinta de cero y serd uno
o dos, dado el vector d;41 en £o(V), ||[(A— A(Px))(dk+1)]| = 1||0k+1]| por lo que
en todo caso ||A — A(Py)|| > 1. Resultando imposible que se dé la convergencia

en norma.
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Despues de los ejemplos, es necesario seguir explorando la nocién de con-
vergencia en graficas. Primeramente abordaremos un lema que serd muy tutil
para el resto de este capitulo y se encunciard y probara de forma un poco méas

general:

Lema 2.3.6: Si 717,75, - es una sucesién de operadores autoadjuntos en un
espacio de Hilbert H, que convergen en la topologia fuerte a un operador T' de

dicho espacio, entonces se tiene que ||T'|| < liminf ||T,||.
n—oo

Demostracién: Se sabe que la norma de un operador autoadjunto en un es-
pacio de Hilbert esta dada por:
Tl = sup {[(Tw,z)|: [[z]] =1}

zela(V

Por la misma razén dado n en N, ||T,,|| = sup {|{(Tnz, )| :||z|| = 1}.
z€la(V(Q))

Ahora dada € > 0 se considerars 2/ € fo(V), unitario, tal que:
[T, 2) = ||Tl| < § -

Se tiene ademds, que {71, }nen converge fuertemente a A. Asi, para toda
T € H se tiene que lim (T,7,7) = (T, 7). En particular para 2/, existe N en
N tal que si n > Nzgoices (Tpa!, o’y — (T2, a")| < §.
Considérese pues que: |||T|| — (T2, 27)| < |||T|| — (T', 2")||

< TNl = (Ta",2") + (T, 2") — (T, o) |

< |T|| = (T2, 2")| + |(T',27) — (T,a",27)| <.

Por lo que para toda € > 0 y para toda n > N se tiene entonces que
|| T|| < (T2’ 2')| + €. Por lo cual : ||T|| — € < ||Ty|| y dado que por definicién
(Tna',2')| <||T,||, entonces se da que ||T|| < liminf ||T,,||. O

n—oQ

Lema 2.3.7: Sea G una gréfica localmente finita, dadas H y H’ gréficas fini-
tas, tales que H' es la subgréfica inducida de G con los mismos vértices que H.
Entonces r(H) < r(H').
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Demostracién: Se considerardn A(H) y A(H'), los operadores de adyacencia
de H y H', como los inducidos sobre ¢5(V(G)), donde si el vértice ¢ no pertenece
aV =V(H)=V(H') entonces las entradas A;;(H) y A;;(H') serdn cero, para
toda v; € V.

Sea n en N, considerando como estd definido el producto interior se tiene

que :

(A(H)"z,z)| < Z Z |au,ol[Tu|zs| = Z Z Qo | To||Zul

ueVveV ueV veV

/

u,w SOn las entradas de las matrices que represen-

pero, se tiene que a,,, y a
tan a los operadores A(H)" y A(H')" respectivamente; en la posicién indexada

sobre el vértice u y el vértice v de las graficas H y H', en ese orden.

Como la matriz de una composicién de operadores, se obtiene multiplicando

en orden las matrices de cada operador, se tiene que a, . y a;) son combi-

v
naciones de sumas y productos de las entradas de las matrices inciales que
representaban a los operadores A(H) y A(H'). Dado que son dos matrices del
mismo tamano indexadas sobre el mismo conjunto de vértices, el resultado de
multiplicar n veces las matrices consigo mismas, va a arrojar combinaciones li-
neales de entradas con los mismos indices, con los respectivos valores de cada
matriz. Como para toda i,7 en {1,---,n(G)} se tiene que A(H);; < A(H'),;,
entonces:

SN auslrallrad < 30N al fallea] = HAH) "y, )],
uweV vev ueV vev

con y = {|zu|}ucv, al ser & un vector unitario y también lo es.

Se tiene entonces que:

[(A(H") "y, )| < sup  [(A(H)"z,2)|.
z€l2(V),||z||=1

Tomando el supremo del conjunto de las x de norma uno, se preserva la

desigualdad:
sup [(A(H)"x,z)| < sup [(A(H")"z, 2)|.
z€l2(V),||z||=1 z€02(V),||2||=1
Entonces:
[ACE)" || < [[|A(H")"|].
Por lo cual:
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[|A(H)"™|| < ||A(H")"™|| para cualquier n € N.
Por ser niimeros positivos, también se tiene que ||A(H)"™||= < ||A(H')"||=.
Por la monotonia del limite (y porque ambos limites convergen pues son gréficas
localmente finitas y su radio espectral estd definido) :
P n; i . NI /
= w < 7=
r(H) = lin [JAGH)"|[¥ < lim [[AGH)"|[* = r(H)

De lo que se concluye que r(H) < r(H'). O

La siguiente proposicién permite establecer una relaciéon entre la convergen-

cia de una sucesién de graficas y la convergencia de sus radios espectrales:

Proposiciéon 2.3.8: Sea G una grafica localmente finita. Sea Hy, Ho, -+ una
sucesion de subgraficas de G, que converge a G. Entonces el radio espectral de
G estd dado por r(G) = lim r(H,).

n—ro0

Demostracién: Sea H una subgrafica finita de G, y sea H’ la subgréfica
inducida de G con los mismos vértices que H.
Ahora, sea 2/ un vector de norma uno, asociado al eigenvalor A = r(H') y sea
7 el encaje de 2/ en l5(V) .
Entonces se tiene que:

r(G) = 1AI| > || 431[[[7] > ||A7]| = [ AG)|| = r(H') > r(H).

La primera de estas igualdades se da por el teorema espectral, el A.11 , con-
siderando el dlgebra C* generada por el operador A, pues hay una isometria
entre el algebra C* generada y el espectro del operador A. Convirtiendose la
norma de A en el supremo del conjunto de |A| tal que A es un complejo que
pertenece al espectro del operador A, es decir al espectro de G. Pero esa es la

definicién de radio espectral.

Primer paso: se prueba para cualquier subgréfica finita de G.

Si Hy, Hsy,--- son graficas finitas, por lo anterior, para cualquier n € N se
tiene que r(G) > r(H,) .
Por lo cual:

r(G) > sup {r(H,)} > liminf r(H,).

neN n—>oo

Como en el caso finito se cumple r(H,,) = ||A,|| se tiene que:
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liminf r(H,) = liminf || A,]||.
n—> o0 n—o0

Por esto y por la igualdad al inicio de esta prueba:
liminf ||A,|| = lminfr(H,) > ||A]|.
n—oo n—oo

Cumpliendose la ultima desigualdad por el lema 2.3.6.

Se concluye asi el primer paso.
Ademas, se tiene que r(G) = sup{r(H) : H es finita}; puesto que siempre es
posible escoger una sucesion de graficas finitas que converja a G (recordando la

definicién de convergencia en gréficas).

Ahora, si dado n en N, H,, no es finita, cualquier subgrafica finita de H,,
lo es también de G. Por ello, se tiene que r(H,) < r(G). Como esto se cumple

para toda n en N, se tiene que por la monotonia del limite superior que:

limsupr(H,) < r(G).

n—00

Pero del desarollo anterior se obtiene lo siguiente:

limsupr(H,) < r(G) < ||A|| < liminf ||A,|| = Uminf r(H,).
n— oo n—oo

n—oo

Lo que concluye la prueba. [J
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—Capitulo 3

Productos de Graficas

Teniendo el universo de las graficas, es posible definir operaciones entre ellas,
una de las maneras de llevar esto a cabo es mediante los llamados productos
de graficas. Los primeros tres tipos de productos mencionados en este capitu-
lo, son considerados productos fundamentales de gréaficas, posiblemente por la
considerable cantidad de aplicaciones que de ellos se derivan, pero también, por-
que cumplen, como operaciones binarias entre objetos, propiedades tales como
asociatividad y conmutatividad.

Se abordara cada uno de estos productos desde el punto de vista de la teoria
de graficas, pero también, observando la relacién existente entre cada producto
y su espacio de Hilbert asociado, ademéas del método para obtener el operador
de adyacencia de las nuevas graficas producto basandose en los operadores de
adyacencia de las graficas factor.

En lo sucesivo, aun si llega a omitirse el vocablo, todas las graficas consideradas

seran localmente finitas y simples.

3.1. El Producto Directo

El producto directo también llamado tensorial, se define de la siguiente ma-
nera: dadas dos graficas (G1,V1) y (G2, V2), el producto directo de Gy y G»
es la grafica cuyo conjunto de vértices es V; x V3, la relacion de adyacencia de
esta gréafica se establece de la siguiente manera: dados uy,us en V7 y wy, we en
Va, (u1, w1 )(us2, we) serdn adyacentes si y s6lo si ujus pertenece a E(G1) y wiws

pertenece a E(Gz).
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Antes de introducir la notacién para este producto consideremos el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 3.1.1: Sea Gy = Gy = Kos.

La representacion grafica de G; x Gy = Ko X K5 es la siguiente:

Wy Wy
*————o
(vy,w1) (v1,w3)
vy
Uy
(vy.wy) (v2,w3)

Figura 3.1: Producto tensorial de K5 consigo misma

Como puede observarse en la figura anterior, una manera sencilla de repre-
sentar pictoricamente el producto tensorial de dos gréaficas finitas, consiste en
trazar en una cuadricula el producto cartesiano de los conjuntos de vértices, aco-

modarlas la una en vertical y trazar posteriormente las aristas correspondientes.

La grafica obtenida al realizar el producto tensorial de K, consigo mis-
ma, asemeja una X por lo cual el producto directo de GGy con G5 se denota
G x G49.[23]

Es importante notar, que nada en la definicién restringe el producto directo a
graficas finitas. Cabe mencionar, que no debe confundirse la notacién del pro-
ducto directo con la notacién del producto cartesiano, la cual se trabajara mas

adelante.

3.1.1. El Operador de Adyacencia del Producto Tensorial

Una duda natural, seria preguntarse por la relacién existente entre el voca-
blo tensorial en el nombre alternativo del producto directo, y los objetos ma-
temédticos denominados tensores. Esta duda quedara aclarada con las siguientes
proposiciones, cuya directa relacién con el contenido del Apéndice C, invita a

retomar la lectura del capitulo después de leer dicho apéndice.
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Antes de continuar, es necesario introducir una definicién:

Definicién 3.1.1.1: Dadas dos matrices A y B finitas, el producto de Kro-
necker de A con B, denotado A ® B se define como:

a11B N alnB
B ... a,B

[A(X)B] _ a21. . asz .
anlB N a,mB

Si A indexada sobre I x I y B con el conjunto de indices K x K, no son finitas,
se define el producto de Kronecker de A con B como la matriz A ® B indexada
sobre (I x K) x (I x K) cuyas entradas se describen de la siguiente manera:
(A® B)(jyky = AiBji. Es claro que en el caso finito ambas definiciones
coinciden.

Se busca representar el operador de adyacencia en términos del producto
tensorial de los operadores de adyacencia de cada grafica. Sin embargo, has-
ta ahora sdlo se ha hablado del producto de Kronecker entre dos matrices, el
objetivo es probar que el operador de adyacencia del producto directo de dos
graficas es el producto tensorial entre los operadores de adyacencia de cada una
de las gréaficas. El producto tensorial de los operadores se define formalmente en
el apéndice C, donde ademads se justifica su existencia y su relacién directa con

el producto de Kronecker de matrices.

Proposicion 3.1.1.2: Dados V; y V5 conjuntos discretos, se tiene que:

lo(V1) ® La(Va) = Lo (Vy x Va)

Demostracién: Se probard que existe ¢ : £o(V1) ® £o(Va) — lo(Vh X V3),
lineal y unitaria.

Se escogerd una base ortonormal {d.1}cicy, de £2(V1), de la misma forma
{565 }636‘/2 una base ortonormal de ¢2(V52).

Tomando en cuenta que £o(V7) ® l2(V3) es el producto tensorial de ¢2(V;) y
l5(Va), se considera la funcién ¢ : €5(V1) x £a(Va) — £2(Vy x Va) definida co-
mo (e}, de?) = (5(6%,6?) que es bilineal. Usando la propiedad universal del

producto tensorial, incluida en el apéndice C, se tiene que existe:

¢ : Eg(vl) ®€2(‘/2) — lg(vl X Vg)

51



3.1. El Producto Directo

lineal, que cumple :
o(de; ® 6@?) = d(e;, ef)
Ademsds, por como estd definido el producto tensorial entre espacios de Hil-
bert, el conjunto {de} ® de?|el € Vi,e? € Va} también es una base ortonormal
del espacio de Hilbert ¢5(V7) ® €2(Va). Ahora se probard que ¢ es unitaria, para

ello hay que ver que es una isometria y que es suprayectiva.
Sea W = {Z)\ e} ®§e2|n €N,el € Vhe eVo,\ € C}

1=
Se tiene por linealidad que:

o)l = llo( 2%56 ® de;) ||—||Z%¢ (6¢j ® d¢;) H—IIZ% ej.€3)

Por el teorema de Pitdgoras generalizado:

n
1D aidlej, eII” = ZII% ¢j,¢;)|I* = ZI%\ [16(e5, €)I* = Zl%l2—llwll2-
j=1

Como W es un conjunto denso, se sigue que ¢ es una isometria.

seavz{ZM e el)n € Nef € Vi, ef € Vo, \; e(C}
Primero se probara la suprayectividad de ¢ en V, dado v en V, considérese a

v=">" Nd(e},e?), seaw:Z)\iée}@ée? en lo(V1) ® £5(Va),
i=1
obsérvese que:

:iAm(aeg@(Se ZM

i=1
Por lo cual ¢ es suprayectiva en V.
Ahora sea T € l5(V; x V). Como V es denso £5(V) x V3), existe una sucesién
{z, }nen contenida en V' que converge a z. Para cada n en N se tiene por la
suprayectividad de ¢ en V que existe y, en W, tal que ¢(y,) = z,. Ahora
{Yn}nen es una sucesiéon de Cauchy pues {z, }nen es de Cauchy, y dada e >0,

existe una M en N tal que si n,m > M entonces:

€ > |[zn — zml| = [[6(yn) — d(ym)ll = [|6(yn = ym)|l = llyn — ymll,

ademds la sucesién estd en £o(V) ® £5(Va) que es un espacio completo, por lo
cual la sucesién converge a un y en £2(V1) ® £2(V2), como ¢ es lineal y continua,
se tiene que ¢(y) = x, entonces ¢ es suprayectiva.

Por lo tanto ¢ es unitaria. [J
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Dadas dos graficas localmente finitas G y G2, es necesario ahora hallar el

operador de adyacencia de G; X G, que inicialmente actuarfa en ¢5(V; x V3) .

Proposicion 3.1.1.3: Sean G y G localmente finitas, entonces la matriz
asociada al operador de adyacencia de la grafica G; x Gy coincide, salvo un

cambio de base, con la matriz asociada al operador A(G1) ® A(G2).

Demostracién: Sean V; = {vy,vq,v3, -} y Vo = {wy,ws, w3, -} los con-
juntos de vértices de G y G2 respectivamente.

Se considerard la entrada (v;,w;)(vg, w;) de la matriz A(G1) @ A(G2).

Como esta matriz es un producto de Kronecker se tiene que esa entrada es de la
forma A(G1)v;0, A(G2)w;w,- Por lo que sélo serd uno si ambas son uno. Lo que
nos indica que si v;v, pertenece a E(G1) y wjw; pertenece a E(Gy) entonces
(vs, wy)(vg, wy) pertenece a E(G1 x G2). Esto para cualquier entrada por lo que
las matrices asociadas a los operadores A(G1) ® A(G2) y A(G1 x G2) coinciden.
No basta esto, sin embargo, para afirmar que es el mismo operador puesto que
los espacios en que actuan son distintos, pero por la proposicién anterior, dichos

espacios son isomorfos, por lo que son iguales salvo un cambio de base. [

3.1.2. El Espectro del Producto Directo

En el capitulo anterior se considero la relacion del espectro de dos graficas en
comparacion con las relaciones ya existentes entre ellas. Por ejemplo, se abordé
la conexion entre el espectro de una gréfica, y el espectro de sus componentes
conexas.

Pero ahora es momento de analizar la relacion entre el espectro del producto
directo de dos graficas y el espectro de sus factores.

Antes, es necesario probar lo siguiente:

Proposicion 3.1.2.1: Dado T un operador acotado en un espacio de Hilbert
H,si R(T) esdensoy 0 < M = erl:ﬂf;\\:l [|T(x)||, entonces T es invertible.

Demostracién: Como M > 0 se tiene ||T'(z)|| > M]||z|| por lo que si ||T(z)]]
es cero entonces ||z|| es cero y x es el elemento cero de H y T es inyectiva. Como
también R(T) es denso, dado y en H, existe una sucesiéon {T(z), }nen que con-
verge a y. Por otro lado la sucesién {z,, }nen es de Cauchy, pues dada e > 0, exis-
te una N en N tal que si n,m > N entonces € > ||T(xy) —T(m)|| > ||Tn — Zml|

con r > 0; ademds la sucesion estd en H que es completo, por lo que converge
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a una x en H. Por la continuidad de T, T'(z) = y. Por lo tanto T es también

suprayectiva, de lo cual T' es biyectiva, por lo que es invertible.[].

Las siguientes definiciones y lemas son necesarios para la prueba del Teorema
3.1.2.6.

Definicion 3.1.2.2: Dado T un operador lineal en un espacio de Hilbert H,
se define 7(T") como el espectro aproximado del operador T. Es decir el conjunto
de todos aquellos A en C tal que  inf  ||[(T'— AI)u|| = 0. Definimos ¢(T")

weH,||u||=1
como o(T)\ =(T).

Lema 3.1.2.3: Dado T un operador lineal en H, el conjunto m(T) es cerrado.

Demostracién: Sea {zj}ren una sucesion contenida en m(T'), convergente a

2 en C. Como para toda k en N, se tiene que Hiﬂfll (T — zxD)u|] = 0,
ueH,||u||=1
entonces  inf  ||(T — xI)u|| = 0 por lo que = pertenece a 7(7T'). O
weH, |[ul|=1

Proposicion 3.1.2.4: Dado T como en la proposiciéon anterior, el conjunto
¢(T) es abierto.

Demostracién: Sea p en ¢(T), entonces p no estd en w(7T).

Por lo cual  inf  [|(T'— pl)u|| =r > 0y dado X en R tal que [A — p| < §
w€H,||u||=1

se tiene que
(T = ulyull = (T = (A= A @)Dl = (T = Alu+ (=X + p)I(w)]]

ST = ADul[ 4+ = A+ pl.

Luego,
inf T—pul < inf T—Au|| +| =X+ p.
uerﬂuuzlw pl)ul| < ueH{ﬂqulH( Jull + | il
De lo cual:
r
< inf T— M)u|| + =.
r ueHl,ﬂu||:1“( Jull + 3
Por lo que:

,
— < fof T — \)ul.
5 ueHl,ﬂuuzl”( Jull

Se concluye por lo tanto que A pertenece a ¢(T'), por lo que ¢(T') es abierto.d

54



3. Productos de Graficas

Lema 3.1.2.5: Dado T un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert

H, si )\ pertenece a ¢(T') entonces \ es un eigenvalor de T*.

Demostracion: Si A no es un eigenvalor de T™*, entonces:

inf  |[(T* — A)u|| = ¢ > 0.
u€H, [[ul|=1
Lo cual indica que el inico elemento que va a dar a cero, bajo el operador es
el elemento cero. También T'— A\I es acotado, pues T e I lo son, su rango ademas
es denso pues se tiene que R(T —\) = N((T — \I)*)* = N(T* — X\I) = 0. Por
la proposicién 3.1.2.1, T — AT es invertible. Por lo que A no pertenece a o(T),
nia¢(T). O

Ahora que estdn completos los preliminares, se probara:

Teorema 3.1.2.6: Dados dos espacios de Hilbert Hy, H5, un operador acotado
T en el espacio de Hilbert H; y un operador acotado S en el espacio de Hilbert
H,. Se tiene que (T ® S) = o(T)o(S).

Demostracion: La prueba se hara por doble contencién:

Sea A en o(T ® S), considerando el isomorfismo dado por el teorema espectral,
hay una correspondencia entre las funcionales lineales multiplicativas que actian
sobre el operador; y los elementos del espectro del operador.

Sea @ la funcional lineal multiplicativa asociada a A. Obsérvese que:
P(T®S)=2(T®IL)(I; ®S)) donde I; e I son las identidades de Hy y Hs

respectivamente, como ® es multiplicativa se tiene que:
(TRL)LH®S)=2(TRIL)P(IH®S).

Se define a ®; como una funcién tal que ®1(T) = ®(T & I). De forma andloga
se define a a ®5 como P5(S) = ¢([; ® 9).

De lo cual: ®(T ® I2)®([; ® S) = &1(T)P2(S). A su vez, &1 y ®2 pueden ser
vistas como elementos del espectro de Ty S, A\ y A2 respectivamente, por lo

que A = A1 g, entonces A\ pertenece a o(T)c(S).
La segunda contencidén se hard por casos, basandose en una prueba de [9]:

Primer caso: Si a pertenece a w(S) y 5 a w(T'), entonces existen sucesiones

unitarias {tn fnen ¥ {Vn}nen en H tal que (T — al)u, y (S — SI)v, tienden a
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cero.

Pero entonces:
[T®S —aB(ly @ I2)(un @vn)] = [(T'— al1 ® 5) + (a1 @ (S — B12)) (un @ vy,)]

= (T — OlIl)Un ® ﬂ’Un + auy ® (S - BIQ)Una

esta suma tiende a cero cuando k tiende a infinito, entonces a3 pertenece a

(T ® S), por lo que af estd en o(T ® 5).

Segundo caso: Si « pertenece a ¢(T') v B esta en ¢(5), se tiene entonces por

el lema 3.1.2.5 que @ estd en 7(T*) y que 3 pertenece a 7(S*), entonces por el
primer caso, @f pertenece a o(T* ®@ S*) = o((T ® S)*); por lo que @B es un
elemento de o(T' ® S).
Tercer caso: Hay dos subcasos: o en 7w(T) y 8 en ¢(S) o que « esté en ¢(T)
y B en 7(S), se probard el primero de estos y el segundo es completamente
andlogo. As{ pues, supéngase que « es cero, sea fy un elemento de (S), como
en el primer caso afy pertenece a o(T ® ), aunque sin importar quien sea [
como « es cero, afy = af = 0, por lo que a8 pertenece a o(T ® S), por ello,
se supondra a « distinto de cero: de forma similar se podria tomar cualquier
elemento ag de ¢(T) y por el segundo caso apf pertenece a o(T ® S), también
por ser =0 af =0 = apf. Por lo que se supondra que a y 3 son distintos de
cero.

Como J3 pertenece a ¢(S) entonces 3 es un elemento de 7(S*), también al
estar « en 7(T), a es elemento de o(S), por lo que @ es elemento de o(T™). Si
@ pertenece a 7(S*) como por el lema 3.1.2.5, 8 estd en (1), por el primer
caso aff pertenece a o(T* ® S*) y entonces af3 estd en o(T'® S). Por otra parte,
si @ pertenece a ¢(T*), se tomard t en [1,00] y se considerardn pares de la
forma [ta, g], como por la proposicién 3.1.2.4 ¢(T™*) y ¢(S) son abiertos, existe
una t; mayor que 1 y lo suficientemente cercana a 1, tal que tj« pertenece a
o(T*) y g estd en ¢(S) ysil <t < t1 y ta estd en o(T), entonces to es
elemento de ¢(T%) y g de ¢(S). Si acaso t1« estd en w(T*) pero % estd en

¢(S) entonces g pertenece a 7(S*). Por el primer caso af = tlag pertenece a

o(T* ® S*) =o((T'®S)*), por lo cual af esta en o(T ® 5).

Si por otro lado t;@ pertenece a ¢(T*) y g a m(9), se tiene que ¢y« estd en
m(T), de nuevo por el primer caso a8 pertenece a (T ®.S). El iltimo subcaso a
considerar es que t@ pertenezca a w(T™) y g a 7(5). Para ello, considérese a t,,
una sucesién de nimeros reales que satisfacen 1 < t,, < t; y que t,« pertenece

a o(T) tales que t, tiende a t;. Para todo n en N, se tiene que ¢, « pertenece
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m tnaﬁ
t

a ¢(T*), por el lema, t,« estd en 7(T) y del primer caso af = i
n—oo

pertenece a o(T ® S).
A partir de todos los casos y subcasos anteriores, se concluye que si a3 esta en

o(T)o(S) entonces aff pertenece a o(T ® S). O

Del teorema anterior se sigue de manera sencilla el siguiente corolario, con-
siderando T'= A(G1) y S = A(G2) :

Corolario 3.1.2.7: Dadas dos gréficas localmente finitas G; y Ga, se tiene

que 0 (A(G1) @ A(Gy)) = 0(A(G1))o(A(G2)).

Ejemplo 3.1.2.8: Un ejemplo finito Se considerara el producto directo de
P, con Ky, este puede realizarse con el método descrito en el Ejemplo 3.1.1,

como se observa en la siguiente imagen:

Figura 3.2: P3 x K4

Reacomodando los vértices, esta grafica tiene también la siguiente represen-

tacion visual:

Figura 3.3: P3 x K4
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3.2. El Producto Cartesiano

Calcular el espectro de la grafica producto no parece tan simple, como lo es,
por otro lado, calcular el espectro de las graficas factores.
Por los célculos realizados en la seccién 1.6.3 que o(Ky) = {—1,3}, donde

—1 es un eigenvalor con multiplicidad tres.

También:
1 2 3
10 1 0
APs)=2|1 0 1
3\0 1 0

Un sencillo cdlculo muestra que el conjunto de eigenvalores de A(Ps), es decir
o (P3), es el conjunto {0, /2, —/2}.

Por la proposicién anterior, se tiene que:
(T(Pg X K4) = 0(P3)U(K4)
Pero este producto de conjuntos de manera explicita es:

U(P3)U(K4) = {O’ \/@’ _\/@v 3\/@’ _\/@}a

donde la multiplicidad del valor propio 0 es 4, y la de los valores propios

\/@, —\/@,3\/@, —\/@ es 3,3,1 y 1 respectivamente.

3.2. EIl Producto Cartesiano

El producto cartesiano se define a continuacién: dadas dos graficas Gy y Ga,
con conjuntos de vértices V7 y Vo respectivamente, el producto cartesiano
de G ycon Gs es la gréafica cuyo conjunto de vértices es V7 x V5, la relacion
de adyacencia queda determinada de la forma siguiente: si w1, us estdn en Vj
y wy,we en Vo entonces los vértices (uy,ws)(us, ws) son adyacentes si y sélo si
u; = ug y wiws pertenece a E(G2) o wy = we y ujus pertenece a E(Gy).

De nuevo, antes de definir la notacion, obsérvese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.1: Se considerara el producto cartesiano de Ky con Ks.
Tal como en el caso del producto directo, la notacién del producto cartesiano
tiene su origen en la representacion pictérica del producto de este ejemplo.

Por lo cual, dadas G y G2 gréficas, se denotard a su producto cartesiano como

G OaG,.
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Wy Wj
o—=0
(vy.wy) (vy.,w3)
Uy
Uz
(vy ,wy) (vy . w3)

Figura 3.4: Producto cartesiano de Ky consigo misma

3.2.1. El Operador de Adyacencia del Producto Carte-

siano

Ahora se analizara el comportamiento del operador de adyacencia del pro-
ducto cartesiano. Como el conjunto de vértices es el mismo que en el producto
directo, el operador de adyacencia actuara sobre ¢5(V; x V3). Por la proposicién
3.1.4 se sabe que es posible considerar el operador de adyacencia con un cambio
de base para poder trabajar en £5(V1) @ £2(V3).

Proposiciéon 3.2.1.1: Dadas G; y G2 gréaficas localmente finitas y simples,
cuyos conjuntos de vértices son V; y V5 respectivamente; se tiene que los ope-
radores A(G10G2) y A(G1) ® I + I ® A(G2) son iguales, salvo por el cambio

de base mencionado en 3.1.1.2

Demostracién: Se comprobard que entrada a entrada las matrices que ca-
racterizan a los operadores son idénticas, por lo cual los operadores son iguales,
actuando sobre l3(V) ® £3(V2).

Sean vy, vg en Vi y wy, ws en Va. Si la entrada (vq, wq)(ve, we) de la matriz aso-
ciada a A(G10G2) es 1, entonces los vértices (v1,w;) y (v, w2) son adyacentes,
por la definicién de producto cartesiano esto querria decir que vy = vy y w; es
adyacente a ws en la grafica Ga 0 que wy = wy y v1vy pertenece a E(G1). Se
analizaran por separado estos dos casos, dado que esta disyuncién es excluyente,
pues de darse ambos casos: (vi,w1) = (va, w2) ¥y v1 y wy serian adyacentes a si
mismos, situacién imposible debido a la simplicidad de G; y G2. Retomando los
dos casos separados: En el primero como v; = ve y wiws pertenece a E(G2) se

tiene que la entrada (vq, w1 )(ve, w2) de I; ® A(G2) es en realidad el producto de
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3.2. El Producto Cartesiano

la entrada viv9, que es lo mismo que la entrada v;v; de la matriz identidad que
es uno; y la entrada wyws de la matriz asociada a A(G3) que por la adyacencia
entre esos vértices también es uno.

Por lo cual la entrada (vq,w1)(ve, ws) de I1 ® A(G2) es uno. Es importante no-
tar también que la entrada (vi,w;) = (v, ws) de A(G1) ® I es cero pues dicha
entrada es el producto de la entrada wyws de la matriz identidad de ¢3(V2) y la
entrada v1ve de la matriz asociada a A(G1), pero como wy # we este producto
es cero. Por lo cual la entrada (vi,w1) = (v2,ws2) de A(G1) ® Io + 1 ® A(G2)
es uno.

El segundo caso es andlogo.

Por otro lado, si los vértices (v1,w1) y (ve,wz) no son adyacentes, se tiene
la negacién de la definicion y por lo tanto cuatro casos:
Primer caso: v; # wvs y w; # we, al suceder eso las entradas vive y wiws
de I e I respectivamente, seran cero, por ende la entrada (v, w;)(ve, ws) de
A(Gy) ® I + I; ® A(G2) es cero.
Segundo caso: v; # vy y w1 no es adyacente a ws. La entrada vive de Iy serd
entonces cero y la entrada wyws de A(G2) serd cero. Por lo que la entrada
(v1,wy) (v, wa) de A(G1) ® Iy + I ® A(G3) seré cero.
Tercer caso: El caso donde w; # ws y v1 no es adyacente a vs, es completamente
analogo al segundo.
Cuarto caso: Ni vy y vo ni w1 y wo son adyacentes. En este caso la entrada vyvs
de A(G1) es cero y lo mismo la entrada wywsy perteneciente a A(G2). Por lo cual
serd cero la entrada (vy,w1)(ve,ws) de A(G1) ® Io + I} @ A(G2).
Lo tnico que falta por ver es que si la entrada (vq, wy)(ve, we) de la matriz aso-
ciada al operador A(G1) ® Iz + I ® A(G2) es uno o cero, entonces los vértices
(v1,w1) y (va,wa) son o no adyacentes, respectivamente.
Hay dos posibilidades:
Si la entrada (vy,ws)(ve, ws) de A(G1) ® I + I1 ® A(G2) es cero, esto quiere
decir que la entrada (vy,w;)(ve, w2) de las matrices asociadas a los operadores
A(G1)® I y I) ® A(G3) es cero en ambos casos, por lo que la entrada vivy de
I o de A(Gy) es cero y también la entrada wiws de Is o de A(G3) es cero. En
cualquier caso, no se cumplen las condiciones de adyacencia para los vértices
(v, wi) y (v2, wa).
Si la entrada (vy,w;)(va, wa) de A(G1) ® Ir + I1 ® A(G2) es uno, entonces esa
entrada es uno en alguno de los operadores A(G1) ® Iz o I} ® A(G2), lo que

indicaria que w1 = wg y que vivy pertenece a E(G1) o que v; = vg y wiws
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pertenece a E(G3), por lo que los vértices (v, wq) y (ve,wz) de G1G5 son
adyacentes.

Es importante notar que ninguna de las entradas de la matriz asociada al ope-
rador A(G1) ® I + I; ® A(G3) puede ser mayor que uno, pues las gréficas G; y
G4 son simples, por ello no serfa posible que si una entrada de A(G) ® I sea
uno, la misma entrada en I; ® A(G2) también lo sea.

Por esto, es posible concluir que entrada a entrada los operadores A(G1)0A(G2)
y A(G1) ® I+ I; ® A(G2) coinciden.[]

3.2.2. El Espectro del Producto Cartesiano

El siguiente paso es establecer una relacién entre el espectro del producto
cartesiano de una grafica y el espectro de las gréaficas factor, sin embargo, para

graficas infinitas sélo se podra establecer el siguiente resultado:

Proposicion 3.2.2.1: Sean Gy y Go, graficas localmente finitas y simples, si

A(G1) y A(G2) son sus operadores de adyacencia, se tiene que

0(G1|:|G2) Q O’(Gl) + J(Gg).

Demostracion: Sea A € o(G10G5), por la proposicién 3.2.1.1 esto es lo mis-
mo que 0(A(G1)®Ix+11 ®A(G2)) , por el teorema espectral existe una biyeccién
entre las funcionales lineales multiplicativas que actiian sobre el operador y los
elementos de su espectro. Sea pues 7y la funcional lineal multiplicativa corres-

pondiente a A, por linealidad:
Y(A(Gr) @ I + I ® A(Gz)) = 7(A(G1) ® I2) +7(1 @ A(G2).

Ahora se define 1 como la funcién tal que v1(A(G1)) = Y(A(G1) @ I2) y a o
como la funcién tal que y2(A(G2)) = v(I1 ® A(G2)). Las cuales son funciona-
les lineales multiplicativas que actuan sobre el operador, por lo cual a 71 y a
~2, les corresponden por el teorema espectral unas Ay y A2 en o(G1) y o(Gs)

respectivamente.[]

Ejemplo 3.2.2.2: El mismo ejemplo finito, un nuevo producto Ahora
se propondra un ejemplo andlogo al 3.1.2.8, usando los métodos de la seccion
anterior para representar pictoricamente el producto cartesiano entre Ps y K4

producto entre graficas:
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®K4

Figura 3.5: PsOK,

Reordenando los vértices, P3[JK, tiene la misma representaciéon pictorica

que:

Figura 3.6: Ps[1K4

Del ejemplo 3.1.2.8 se sabe que o(P3) es el conjunto {0,v/2, —v/2} y que
o(K4) = {—1,3}, donde —1 es un eigenvalor con multiplicidad tres.

Sea:
M = {M+Xs|A1 € 0(Ps), M € 0(Ky)} = {—V2-1,-1,V2-1,3-V2,3,3+V2},

por la proposicién 3.2.2.1 se tiene entonces que o(Ps[0K4) C M, esto es lo tnico
que se ha probado aqui hasta ahora; aunque en casos finitos, como este puede

afirmarse que :

O’(G1|:’G2):O'(G1) + U(GQ).

Una prueba de esto puede consultarse en [4].

A estas alturas, es posible realizar una observacion, relacionada con el ope-

rador de adyacencia de G10G5:
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Proposicién 3.2.2.3:

1 (A(G1) ® I) (11 @ A(G2)) = (A(G1) ® A(G2)).

k
2 A(GIOG)F =) < Z ) (A(G1))® @ (A(Ga))*>.
s=0

Demostracion: Para probar 1, usando la proposiciéon C.5 se tiene que:
(A(G1) ® I2) (11 ® A(G2)) = (A(G1) 1) ® (A(G2)]2) = (A(G1) ® A(G2))

= (L A(G1)) ® (I2A(G2)) = (I ® A(G2))(A(G) @ I).

La prueba de 2, se hara por induccién, la base k = 1 es inmediata de la propo-
sicion 3.2.1.1, sin embargo se probara el caso k = 2 por su utilidad en el resto
de la prueba.

Si k = 2 se tiene por la proposicién 3.2.1.1, que:
A(G1DG2)2 = (A(Gl) X I2) + (Il ® A(GQ))2

Por como se define la composiciéon de funciones, via multiplicacion de matrices

asociadas se tiene que
(A(G1) ® I2) + (I1 ® A(G2)))((A(G1) @ I2) + (11 ® A(G2))) =

(A(G1)@L)((A(G1)®12)+H(A(G1) @ L) (118 A(G2)))+(11®A(G2) ) (A(G1)@12)+
(11 ® A(G2))(I1 ® A(G2)).
Por 1, se tiene que esto es igual a :
(A(G1) ® I)* +2(A(Gh) ® L) (I @ A(G2)) + (A(G1) ® I»)?,

es decir
2

> < ; ) (A(G1) ® I)* (I} ® A(G2))**.

s=0
Suponiendo valida la afirmacién para k = n, es necesario probar su veracidad

para k =n+ 1. Si k =n + 1 se tiene que:
A(G10OGa)"! = ((A(G1) ® ) + (I ® A(G2)))™+!

= (A(Gl) ® 12) + (Il ® A(GQ))TL(A(Gl) ® [2) + (Il ® A(Gz)),
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por hipétesis de induccion se tiene que esto es:

n

> ( ’ ) ((A(G1) ® I)* (I © A(G2)))" " ((A(G1) ® L) + (I ® A(G2)))

_ Zn: ( s ) (A(G1) ® L)1 (1) ® A(Go))"~*

s=0 n

n

+Z ( ’ ) (A(Gh) ® I)* (I} @ A(Go))" 175,

s=0
Considerando en el primer sumando a j = s+ 1 se tiene que esto es igual a:

-1 , .
B ( ) (A(G1) ® L) (I, ® A(G))" T/

j=1 n

+Z ( s ) (A(G1) ® I5)°(11 ®A(G2))n+175'

s=0
Reacomodando, esto es igual a:

Zn: ( ! ) (A(G1) ® L) (I ® A(G2))" 177

+Zn: ( ] > ((A(Gy) ® I2)j(11 ® A(GQ)),’L+17]‘)+(A(G1)®I2)n+1+(11®A(G2))n+1,

(2)-0G)-0)

n+1 .
Z( ’ )(A(G1)®Iz)j(11®A(G2))"“‘j,

—o\nt+l

Lo cual dado que :
se convierte en:

puesto que las identidades y los operadores conmutan e I' = I para toda [ en

los naturales, no es otra cosa que:

n+1

n+1 .
2 ( ; ) (A(G1) ® I)(Ii @ A(Gs)" ),

Jj=0

pero por la proposicién C.5, esto es lo mismo que:

n+1 .
Z( ’ ><A<G1>J‘>®<A<G2>"+”>,
—o\ntl

que es lo que se queria demostrar. [J

En la siguiente seccién se vera la utilidad de la observacién anterior.
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3.3. Distribuciones Espectrales

Como se pudo observar anteriormente, la relacién entre el espectro del pro-
ducto y los factores es mas bien limitada en cuanto a informacion. Es por ello,

que ahora es conveniente introducir la nocién de distribucién espectral.

Definicién 3.3.1: Dados un espacio de Hilbert H, un operador T': H — H
lineal, acotado y autoadjunto y ¢ : B(H) — C una funcional lineal acotada.

Una medida con signo p se llama la distribucién de 7' con respecto de ¢ si:

o) = [ #dute) (3.1)

para toda n en los naturales.

Recuérdese que una medida con signo es muy similar a una medida, cum-
pliendo las mismas condiciones de esta, con excepcién de la de tomar sélo valores
mayores o iguales que cero.

Es importante notar que como ¢(T?) es un real, resulta imperativo que u(R)
sea finito.

Si para todo S en B(H) se cumple que ¢(S*S) >0y ¢(I) =1 se dice que ¢ es
un estado.
Si ¢ es un estado, es necesario que p sea una medida de probabilidad positiva,

esto sélo quiere decir que para cualquier conjunto M en B, u(M) > 0y p(R) = 1.

Garantizar de manera precisa la existencia de una medida p que cumpla con
las condiciones necesarias para ser una distribucién, no es sencillo.
A continuacion se justificard dicha existencia, sin embargo, el lector interesado
en profundizar de manera mas general en las deficiones o resultados que se men-

cionan, puede consultar [13], [15], [20] v [22].

Necesitan ser introducidos de manera breve conceptos tales como las medi-

das espectrales y resoluciones de la unidad, lo cual se hara a continuacién:

Definicién 3.3.2: Se dice que p es una medida espectral, si es un homeo-
morfismo que va de un algebra Booleana de conjuntos a un algebra Booleana de
proyecciones, con la propiedad adicional de que manda a la unidad del dominio

al operador identidad en el rango, que ademads es g-aditivo.

65



3.3. Distribuciones Espectrales

En este caso particular y contexto, esta definicién se reduce a:
Se dird que p es una medida espectral si es un homeomorfismo que va de B(C)
a los operadores autoadjuntos e idempotentes en ¢5(V'), que cumple las condi-

ciones siguientes:
= 4(C) =1

= Si My, con k en N es un coleccién de conjuntos disjuntos en B(C) entonces:

1( U M) = ZM(Mk)~
k=1 k=1

Definicién 3.3.3: Dado T un operador en un espacio de Banach complejo y
una medida espectral v definida en los borelianos del plano, que satisface que
v(6)T = Tv(0), donde el espectro de la restriccién de T al eigenespacio asociado
al conjunto & esta contenido en 6, se conoce como una resolucién de la iden-

tidad.

Antes de continuar, se presenta como recordatorio el teorema de representa-
cién de Riesz, sin prueba, aunque existen distintas formulaciones, se tomard la

versién de [36].

Teorema 3.3.4: Teorema de Representacién de Riesz Dado H un espa-
cio de Hilbert. Cada v en H induce un funcional lineal continuo en H, dado por
T, (u) = (v, u). Se tiene ademds que ||Ty|| = ||v|| y que esta correspondencia de

H en el espacio de funcionales lineales acotadas es biyectiva y antilineal.

Ahora se enunciard sin prueba un teorema que es una formulacién distinta
de el teorema espectral mencionado en A.11, la prueba de esta formulacién tiene

una extensiéon considerable y puede ser hallada en [15]:

Teorema 3.3.5 : Teorema espectral general Cada dlgebra C* conmutativa
A de operadores en un espacio de Hilbert H es isométricamente equivalente al
algebra de las funciones continuas complejo valuadas C(X), en el espectro de
A, ¥ y cada isomorfismo isométrico entre estas algebras determina una tnica
medida espectral p definida en los borelianos de Y. Esta medida cumple las

siguientes propiedades:
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= Para cada u,v en H, se tiene que la funcién {u(n)u,v), con 7 en los bore-

lianos de X, es una funcién o-aditiva.
= u(MT =Tu(n), wn) = wn)*, con n en los borelianos de ¥ y T en A.

= T(f) = [y, SO)(dN), con f en C(S).

Ahora se tratard de adaptar estos conceptos al contexto de la teoria espec-

tral de graficas.

Dada una gréafica G con conjuntos de vértices V', se sabe por la proposicién
2.1.2 se sabe que el operador A(G) es autoadjunto y actua sobre el espacio de
Hilbert ¢5(V) ademads se tiene que el conjunto o(G) pertenece a la o-algebra
de Borel sobre C. Dada f en C(0(G)), por el teorema espectral general, existe

entonces una funcién p = p” definida en los borelianos de o(G) tal que:
s = | ot @y (32)

resultando ser p por el teorema anterior, una resolucién de la identidad.
Dados u,v en V, y considerando a e, y e, son los canénicos de ¢5(V), con
indices u y v, se definen de forma implicita las siguientes funciones:

Primeramente:
:uﬁ,v (dX) = <,uAeu,ev>.

También, la integral en (3.2) se definird como:

(F(A(G))eu, ev)-

Por el teorema de representacién de Riesz, esto define un operador lineal

acotado.

3.3.1. La Distribucién de una Grafica con Raiz

Recordando a las graficas con raiz, abordadas en la seccién 1.7, es posible

reintroducir el concepto de estado en el contexto de la teoria de graficas.

Definicién 3.3.1.1: Dada una grafica G, vg en V(G) y 8y, en €5(V), se define
la funcién: 1, := (T'(dy, ), dv,) para cualquier T'en A, donde A es la cerradura

bajo la norma de operadores del dlgebra generada por A(G) y la identidad.
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3.3. Distribuciones Espectrales

Proposicién 3.3.1.2:  Asi definida v, cumple los siguientes:
i) 1y, es lineal;
ii) 1, es acotada;
iii) [|Yu, |l = 1;

iv) by, (S*S) > 0 para toda S en A y ), (I) = 1.
Demostracién: i) Sean S,T en A y A en C entonces

wvo (S + )‘T) = <(S + )‘T)(Svov 5vo> = <S(5Uo) + /\T(évo)’ 5U0>

Por linealidad del producto interior en la primera entrada esto ultimo se con-

vierte en:
(5(8ug), 6vg) + AT (Gug), 6ug) = g () + Athy, (T).

ii) Como T es acotada existe ||T'|| y usando Cauchy-Schwarz :
9o (T)] = KT (80, Suo )| < NN (Gug) 11606 | < HTI1(S00) [0, || = [IT]-
iii)En particular si tomamos T como la identidad del espacio:
(%00 (D] = [(1(8v0)5 0o ) | = [(vg, I )| = 1 = 1]l

Por lo cual ||y, || = 1.

iv) Se tiene que:
Voo (T*T) = (T*T (005 ), 00y) = (T (00 ) T* () = (T(0uy), T(d0)) > 0.0
También de manera similar a iii, aunque sin tomar valores absolutos:
oo (1) = 1(80y), Gug) = (Sugs Gg) = [[00]|* = 1.0

Recordando la definicién 3.3.1, por (iv), es posible afirmar que v, es un
estado.lJ

Observacién 3.3.1.3: Dada una grifica G y u,v en V(G), se define:

VYuw(T) = (T(5y),0u)-

Luego, (i) y (ii) de la proposicién anterior siguen cumpliendose, sin embargo

(iii) y (iv) no necesariamente.
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Definicién 3.3.1.4: Dada una gréafica con raiz (G, vg), una medida de proba-

bilidad es la distribucién de G con respecto a vy si u satisface:

(A(G) "6y 80y) = / trdu(t)

con n en N.
Es decir, p1 es la distribucién de A(G) con respecto al estado s, -

Es importante recordar que una medida de probabilidad, es una medida con

la cualidad de que la medida del espacio total es uno.

3.3.2. La Distribucion de GG,

A pesar de que no fue posible obtener, como en el caso del producto directo,
una férmula que caracterizara al espectro de G1[0Gs, si es posible escribir la
distribucién del producto cartesiano, con respecto a v, ,, en terminos de las
distribuciones de cada factor. Siendo esta una de las ventajas principales de la
introduccién de las distribuciones.

A fin de poder analizar a la distribucién de el producto cartesiano, es nece-

sario definir la convolucién entre medidas:

Definicién 3.3.2.1: Dadas dos medidas acotadas sobre la o-algebra inducida
por un espacio vectorial W, uy y pe se define su convolucién p; * o como la
medida sobre W que es la imagen de la medida producto p1 ® pe sobre W x W
bajo la f, con f(z,y) = = + y, es decir dado A en la o-dlgebra de W x W,
p1 * p2(A) = pp ® p2(A’), con A’ el conjunto de sumas a + b con a,b en A. Se
tiene que para todo A x Ben W X W, 1 ® us(A x B) = u1(A)uz(B); en este

parrafo x denota al producto cartesiano de conjuntos.

Ahora se probard el siguiente lema:

Lema 3.3.2.2: Dadas dos medidas v y u, definidas en los borelianos de R de
soporte compacto, finitas y tales que para toda n en N, si / t"dv(t) = / t"du(t)
R R

entonces v = (.

Demostracion: Sean vy u medidas que cumplen las hip6tesis del lema. Como
ambas tienen soporte compacto, es posible suponer sin pérdida de generalidad
que el soporte de ambas estd contenido en un intervalo [—L, L] con L un real

positivo. De lo cual

/[_L’L] t”du(t)z/Rt"du(t)Z/Rt"du(t):/[_m ndu(t).
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Primeramente, obsérvese que por la linealidad de la integral se cumplen las

siguientes igualdades:

(i) Dado A € R se tiene que /

MR du(t) = / M du(h).
[-L,L] [-L,L]

(ii) Dadas n,m en N se tiene que /
[7L1L]

F i du(t) = / £ du(e).
[7L7L]

(iii) Por induccién de (i) y (ii), dados A; con 1 <14 < n, se tiene que:

Z/LL]Atdy Z/LL]Aﬁdu

De lo anterior, se infiere que para cualquier polinimio P[t] de grado n, para

cualquier n natural, se cumple que:

/ PHdu(t) = / PHdut).
[-L,L] [-L,L]

Se sabe por el teorema de Stone-Weierstrass, que toda funcién continua en
un compacto, puede ser aproximada por polinomios.
Entonces dada f : [-L,L] — R continua, existe una sucesién de polinomios
{Pr(t)}52, tal que lim Py = f, por lo tanto:
k—> 00
[ s = [ i P,
[~L.L] [~L,r) koo

Pero la convergencia es uniforme, entonces:

lim Py (t)dv(t) :/[ lim Py (t)dv(t) :/[ " f)dv(t).

k— 00 [—L7L] —L7L] k—> 00

De lo cual:

/ F(t)du(t) = / F(t)du(t),
[-L,L] [-L,L]

para cualquier f continua en [—L, L].
Ahora dadas a < b en R, se considera x(q), la funcién indicadora del in-

tervalo (a,b). Si se toma la sucesién de funciones continuas {f,}52;, definidas

n=1»

como sigue:

0 t<a—Ltot>b+1
f= n(t—a)+1 a—L<t<a
1 a<t<b
—n(t—b)+1 b<t<b+i
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es claro que cuando n tiende a infinito f,, converge puntualmente a x (4 p)-
Notando que |f,| < 1, y considerando que la constante 1 es integrable con res-
pecto a p en el espacio en que se estd trabajando, por el teorema de convergencia

dominada de Lebesgue, para la medida p se tiene que:

/ F()du(t) = / Xy (O)du(t).
[ L,L]

[7L»L]

Ahora lo mismo se tiene para la medida v:

/[—L,L] Ft)dv(t) = / X(a,b) (£)dV(t).

[_LvL]
De lo cual:
[ Xan@du®) = [ xan@avte),
[-L,L] [-L,L]

Pero por definicion:
plad) = [ N (®dutt)
[-L,L]

Por lo cual:
u(a,b) = v(a,b).

Es importante recordar que a y b eran cualesquiera par de reales tal que
a < by que los intervalos de tipo (a,b) con a,b en R y a < b, son generadores
de los borelianos en R, por lo que hasta aqui se ha probado que en un conjunto
generador las medidas coinciden.

Por lo tanto, como medidas p = v.[J

Dada una grafica Gy u, v dos de sus vértices, ,uﬁm (G) denota a la distribucién
de G con respecto al estado v, ,,, recordando la observacion 3.2.2.3, es posible

obtener el siguiente resultado:

Proposicion 3.3.2.3: Dadas dos graficas localmente finitas G y G2, cuyos

conjuntos de vértices sean V; y Vs respectivamente, se tiene que:

A(G10G2) _ A(G1) . ,,A(G2)
(U717Uj)7(um,77)n,) - 'uu’i’u"l * I“I“Uj,vn ’

para cualesquiera (u;, v;),(tm, v,) vértices de G10GS.

Demostracién: Se denotard por §,, al vector candnico de ¢5(V1) asociado al

indice u; y 5q’jj al vector candnico de ¢5(V2) asociado al indice v;.
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Considerese:
(A(G10G2))* (8, ©6,,,), (Bu,, ®6,,))-

Por el lema 3.2.2.3 se tiene que esto es igual a :

k
D ((AGY) ® (A(G2))* (0, ©6,)), (Bu,,, ©6,,),
=0

es decir:

M=

((A(G1)' (0u,) ® (A(G2))*1(81,), (bu,, ©03,.)).
l

Il
=)

Por como se definié el producto interior, se reescribe:

k
D AG) (5u,)s Su, N(A(G2))F 1), 00, )
1=0
Ahora recordando la notacién introducida de manera previa al lema 3.2.3.4, esto

es lo mismo que:
k

Z/ tldu‘s?"i‘sﬂm /Skildu%y‘&”%’

=0

y simplificando:

k

1 k—1
§ / / ts" " dus, s, s, 5, -
=0

Es posible reescribirlo como:

//(t + S)kduéui&um d/hs,;j By
que a su vez, por la definiciéon 3.3.2.1 y el teorema de Fubini es:
//(t + S)kd(ﬂéui&um D pe, 6, )-
De nuevo por la misma definicién, con u =t + s, se tiene que esto es:
/ (U)kd(uaruiau,,L * Hsy, 5%)-
A(G10G3) A(Gr)  A(G2) o

Por el lema 3.3.2.2 se concluye que i, )y (o svm) = Pt ¥ Hos,on -

Como fue posible observar, existen maneras de asociar medidas de probabi-

lidad y distribuciones espectrales a una grafica.
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Es importante recordar que en el sentido usual de la probabilidad, se tiene
que una variable aleatoria es una funciéon medible con respecto a una o-algebra
Y, de conjuntos en un espacio §2, cuyo dominio es € y su contradominio los
nimeros reales.

Su distribucién inducida f,, se define como la composicién de medida de proba-
bilidad asociada al espacio px aplicada a los conjuntos de tipo {X < z} con x
en R. Donde {X = z} denota al conjunto {X (w) = z|w € Q}.

Es decir:

que es una funcién de variable e imagen real.
Que dos variables aleatorias sean independientes en el sentido usual quiere decir

entre otras cosas que
fxy(@,y) = fx(@)fy(z)

donde dada una medida de probabilidad p,
fxy(zy) =1 ({X =z} n{Y =y}).

Nota: Si X es una variable aleatoria que se distribuye como fx y Y es una
variable aleatoria que se distribuye como fy, si X y Y son independientes (en
el sentido usual) X + Y se distribuye como fx * fy

Pues haciendo Z = X + Y, se tiene que:
[Z=2={X+Y =2},

es decir

(Z=2}=J{X=kn{Y =2k}

keR
Considerar asignar una medida a este conjunto implica (puesto que los es-
pacios de medida asociados no son los mismos) incursionar en el terreno de

medidas producto. Asi:

px @ py({Z = 2}) = px @ py (| J{X =k} n{Y =2 - k}).
keR

De lo cual, por la independencia:

ix ® py ({2 = 2}) = / ix (X = KDy ({Y = = — k}),

Por lo que:

f2(2) = /R () fy (= — k)d.
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De ello se tiene que fz = fx * fy.

La convolucién presente aqui no es sélo entre las funciones de distribucién
asociadas a las variables aleatorias, ademés dado un boreliano B, si se define al
conjunto:

B={(z,y) eRy:x+y € B}

se tiene que 1 y A medidas definidas en los borelianos, la convolucién de medidas

7 * A, también definida en los borelianos, cumplen (puede consultarse en [20]) :
n*ANB) =n®\B).
Por lo que, en el ejemplo anterior:

Hx @ py =[x * fy .

Por la proposicién 3.3.2.3, podria pensarse que es posible relacionar las dis-
tribuciones asociadas al producto cartesiano con variables aleatorias. Pero, en
principio relacionar al operador A(G10G3) con la suma de dos variables alea-
torias independientes, segin el sentido clasico de independencia entre variables
aleatorias, carece de sentido, pues se estd intentando ver como suma de varia-
bles aleatorias (funciones cuya imagen es real) a un operador entre espacios de
Hilbert.

Sin embargo, més adelante, se vera que es posible considerar a dicho operador
como la suma de dos variables aleatorias independientes, aunque con un con-
cepto de variables aleatorias y de independencia mucho mas general.

A fin de formalizar esta y otras nociones, es necesario introducir otros conceptos,

empezando por un nuevo tipo de espacios, esto se hara en la siguiente seccion.

3.4. Espacios de Probabilidad No Conmutativos

Este tipo de espacios, permiten generalizar las nociones usuales de la proba-
bilidad.

Definicién 3.4.1: Un espacio de probabilidad no conmutativa es un par
(A, ¢) conformado por un algebra con unidad A sobre los complejos y un funcio-
nal lineal ¢ de A a C que cumple que ¢(14) = 1. Los elementos de A se conocen
como variables aleatorias, formalmente, variables aleatorias no conmutativas.

También, se define un espacio algebraico de probabilidad-, como el par (A, )
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con A un algebra-* (definida en el apéndice A) y ¢ un estado perteneciente a A.

El caso clasico de espacios de probabilidad es considerado en el siguiente:

Ejemplo 3.4.2: El caso clasico Considérese la terna (€2, %, P), donde Q es
un conjunto, ¥ una o-dlgebra de conjuntos medibles de Q y P : ¥ — [0, 1] una
medida de probabilidad. El dlgebra-* a considerar serd L>° (€2, P), es importante
notar que esta algebra-* es conmutativa.

En esta dlgebra-* la funcién involucién estéa dada de la siguiente manera: dado

fen A f* ZJ_C, se tiene que:
- (Y =T=1
- (f9)* =fg=F9=9f=g"f".

Ademsds, como |f| =| f |, A es cerrado bajo involuciones.
Se definird la siguiente funcién:

o(f) = Jo fw)dP(w) para toda f en L*°(Q, P).

Obsérvese que:
O(ff*) = Jo FI(@)dPW) = [o f [ (@)dP(w) = [, |f*(w)dP(w) >0
= p(14) = [, 1(w)dP(w) = P(Q) = 1.

Por lo que ¢ asi definida es un estado y (A, ) un espacio de probabilidad clésico.
Nota: Una variable aleatoria (definicién previa a la observacién 3.3.2.4),
queda considerada en el ejemplo, siempre y cuando sea acotada, en particular,

todas aquellas en las que 2 tiene cardinalidad finita, cumplen con esta condicién.

A pesar de lo descrito en la nota, en la probabilidad usual se llegan a emplear
variables aleatorias que no son acotadas, entre ellas muchas cuya distribucién
de probabilidad es de tipo continuo, por lo que un algebra distinta es necesaria
para englobar otros casos posibles.

Considérese:

Ejemplo 3.4.3: Para este caso, se considerard la terna (€, 3, P) como en el

ejemplo anterior y el algebra-* a considerar sera A = ﬂ LP(Q).
1<p<oo
Para ver que A es un algebra- , primero se observa que es cerrada bajo sumas

(0]



3.4. Espacios de Probabilidad No Conmutativos

por la desigualdad de Minkowski, por como se definen la suma de funciones y la
multiplicaciéon por escalares entre funciones, cumple con las condiciones de un
espacio vectorial con el neutro aditivo la constante cero y el multiplicativo la
constante uno; también, es cerrado bajo multiplicacién, por la desigualdad de
Holder generalizada. Como la multiplicacion de funciones en estos espacios es
conmutativa, A es conmutativa. Ademas, como en el caso anterior, A es cerrada
bajo involuciones.

Considérese ahora, para f en A, p(f) = E(f), donde E(f) representa la espe-

ranza de f.

Por tltimo, es posible asociarle a una grafica un espacio de probabilidad no

conmutativo como puede observarse en el siguiente:

Ejemplo 3.4.4: Sea (G, e) una gréfica con raiz, considérese el par (B, ) con
B la cerradura de el algebra C* generada por {A(G),I} y ¢ = v (tal como
se definié en la seccién 3.3.1). Por la observacién 3.3.1.2, se tiene que ¢ es un

estado. Por lo que (B, ¢) es un espacio de probabilidad-x.

3.4.1. Nuevas Nociones de Independencia

En la probabilidad cldsica, dado un espacio de probabilidad (Q2, 3, P) y z,y
cualesquiera dos reales, la nocién de independencia de dos variables aleatorias
X y Y quedaba determinada por el cumplimiento de la siguiente igualdad:

Pl(X <z)n(Y <y)]= P(X <x2)P(Y <y)

donde (X < z) representa al conjunto de w en £, tales que X (w) < z.
En términos de la esperanza, si X y Y son dos variables aleatorias independien-

tes, se tiene que:

E(XY) = E(X)E(Y).

Como los espacios de probabilidad no son necesariamente conmutativos, es-
ta nocién de independencia, también llamada clasica, es una de las muchas
nociones de independencia que pueden ser consideradas. Otras nociones como
la independencia monétona, la independencia booleana y la independencia libre

se aboradaran més adelante.

Es pues el momento de introducir la definicion de momentos mixtos:
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Definicién 3.4.1.1: Dado un espacio de probabilidad (A4,¢) y n variables
aleatorias X1, --- , X, no necesariamente distintas dos a dos en A, una cantidad

de tipo: ¢(X1Xs--- X,,) es llamada un momento mixto de Xy, -, X,,.

Ejemplo 3.4.1.2: Dado un espacio de probabilidad clasico definido como en
el ejemplo 3.4.4 por la terna (2,3, P) y dadas X y Y dos variables aleatorias

reales, un momento mixto podria ser:
E(XXYYXYXYYX).

Aunque por la conmutatividad en este espacio y la nocién clésica de indepen-

dencia en término de la esperanza, si X y Y son independientes, se cumple:

E(XXYYXYXYYX)=E(X°Y®) = E(X?)E(Y?).

Como el ejemplo 3.4.1.2 mostrd, es posible definir una nocién de independen-
cia en relacion a los momentos mixtos de las variables aleatorias en el algebra,
de esta forma se definiran mas adelante la independencia monétona, booleana y
libre. Ademas de asociarse a los espacios y operadores de adyacencia de ciertas

graficas producto una relacién con cada una de estas independencias.

3.4.2. La Independencia Tensorial

Definicién 3.4.2.1: Segun [25], dado un espacio de probabilidad algebrai-
ca (A, ). La familia de conjuntos {4y} ea tales que para cada A\, Ay es una
subdlgebra-* de A; es independiente en el sentido tensorial o conmutati-
vo con respecto a ¢ si para a; en Ay,, se tiene que si A\; no pertenece al conjunto

{Aa, -+, A} entonces:
plaraz - am) = plar)p(az - anm).
Y si r es el menor niimero para el cual A\ = A\, se tiene que:

olay - am) = p(ag...ar—1(a1a;) -+ am).

Ahora ya se tienen las herramientas suficientes para ver al operador de adyacen-

cia del producto cartesiano como la suma de variables aleatorias independientes:
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Proposicion 3.4.2.2: Sean H; y H, espacios de Hilbert. Considérese el es-
pacio de probabilidad-+ Z((H; ® Hz), 1) donde ¢ = 1)¢ (definicién 3.3.1.1), con
£ =0c, @ de,.

Sea A;j el conjunto de los operadores de la forma I1 ® Ty y Ay el de los opera-
dores de la forma T} ® Is donde I; y T; son la identidad en (H;) y un operador
en Z(H;) respectivamente. Entonces la familia {Ay}1<k<2 es independiente en

el sentido tensorial.

Demostracién: Se verd primeramente que {A;} es una subdlgebra-*, el caso
{A3} es completamente andlogo.

Dados I1 ® T y I1 ® S en {A;} se tiene que:

s [1®Ty+ 11 ®Ss, por propiedades del producto tensorial se traduce en que
I ® (Ty + S2), como (T + S2) vive en #(H;), entonces a + b pertenece a
Ay

v ([1®T3)([1®S52) que por propiedades del producto tensorial se transforma
en: (I; ® (T2)(S2)) que también pertenece a A;.

» Es ademds cerrada bajo involuciones, pues (I} ® Tz)* = (I ® Ty).

Dejando eso de lado, sean I; @ To en As y T1 ® Is en Ay con T; perteneciente
Luego:

Y(Ty @ L) (11 @ To)) = (T1 @ L) (I ® T2)(€),&) = (Th @ I2) (1 ® T2)(£), &)

= <(T1 ® TQ)(éel ® 662)7 (561 ® 682)> = <(T1(661) ® (TQ((Sez)ﬂ (662)>
= <T1 (561 )’ 661 > <T2(6€2)7 5€2> = <T1 (661 )’ 661 > <T2(5€2)7 562 > <561 ’ 561 > <5€27 662)

=Y(T1 @ I)p(I @ Ty).

Por lo que la familia {A}1<k<2 es independiente en el sentido tensorial.(]

De la proposiciéon anterior y de la descomposiciéon dada por la proposicién
3.2.1.1 se deduce que el operador de adyacencia del producto tensorial de dos
graficas con raiz (Gp,e1) y (G, e2), se descompone como la suma de dos varia-
bles aleatorias independientes en el sentido tensorial. Dichas variables aleato-
rias son A(G1) @ Iy y I1 ® A(G3). Con I; e I, las identidades en (5 (V(G1)) y
05(V(G2)) respectivamente.
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3.5. El Producto Peine

Intuitivamente el producto peine, también llamado producto mondétono (el
origen de este segundo nombre, pronto quedaré claro) consiste en tomar dos
graficas, y hacer tantas copias de la segunda como vértices tenga la primera y
pegarlas por un vértice distinguido en cada vértice de la primera.

Se le conoce como producto peine, puesto que pictoricamente el producto peine
de gréficas sencillas como P} y P; para cualesquiera k£ y j naturales, asemeja

un peine.

Formalmente, se define de la siguiente manera:
Dadas dos graficas conexas G1, Ga, con Vi = V(G1), Vo = V(G3); y un vértice
distinguido v de G2, el producto peine de GG; con G5 es la grafica cuyo conjunto

de vértices es:
H = {(u,v)|u estd en Vi y v pertenece a Va};

la relacién de adyacencia estd dada de la siguiente manera, los vértices (uq,v1)
y (u2,v2) son adyacentes si u; = us y v1v2 es una arista de Gy o la arista ujus
pertenece a E(G1) y v1 = va = v. A la grifica G se le conoce como backbone,
que en el presente se traducird como respaldo y a G2 como finger que sera

traducido como dedo; este producto se denota por Gy >, Gs.

Ejemplo 3.5.1: Se observa en la imagen el producto peine entre P y Cj

donde Fj es el respaldo y C5 el dedo, el vértice distinguido de C3 es v.

Pg &, C3
Cs

® o—o o o e e
v

o —o o o o ¢ P

Figura 3.7: Ps >, Cs

3.5.1. El Operador de Adyacencia del Producto Peine

En la siguiente proposicién se vera la relacién entre los operadores de adya-
cencia de las graficas dedo y respaldo y el operador de adyacencia de la grafica

producto peine, es importante notar que de la definicién de dicho producto, este
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operador actuard en £2(V X V3); sin embargo, por la proposicién 3.1.5 es posible

trabajar salvo un cambio de base en £3(V1) @ £3(Va).

Proposicion 3.5.1.1: Dadas G; y G5 graficas localmente finitas, simples y
conexas; Vi = V(Gy), Vo = V(G2) y un vértice v distinguido de Ga, con A(G1)
y A(G2) las matrices asociadas a sus operadores de adyacencia se tiene, salvo

un cambio de base, que:
A(G1 >y, Go) = A(G1) @ Py + 11 ® A(G2)

donde P» es la proyeccién de ¢2(V3), al subespacio generado por d,,.

Demostracién: Sean ui,us en Vi y vi,vs pertenecientes a Va; se probard
que la matriz asociada al operador de adyacencia de G >, Go definido en

Lo (V1) ® £5(V3) coincide en la entrada (uq,v1)(ue,ve) con :
A(Gl)u1u2 61;11)6111)2 + 6U17J.2A(G2)'U1'U2 . (33)

Sea pues la entrada (u1,v1)(ug,v2) de A(G1 >, G2), se tienen dos casos: su

valor es uno o cero.

Primer caso: Si su valor es uno, se tiene que (u1,v1) y (u2,v2), son adyacen-
tes, por la definicién de producto peine, hay dos subcasos: Si u; = ug y v1vg
pertenece a E(G2) se tiene entonces que 0y, uy A(G2)y,v, = 1, como ademds G
es simple v; # v2 por lo que A(G1)ujuy0vy0000, = 0. Si ujug estd en E(Gq)
y v1 = vy = v entonces A(G1)u us0v000, = 1 v por la simplicidad de Gj.
U1 # ug, por lo que 0y, uy A(G2)p,v, = 0.

Segundo caso: Si su valor es cero, entonces (u1,v1) ¥ (ug,v2) no son adya-
centes por lo que se dan cuatro subcasos:
Siuy # us y v1 # v 0 v # vy, entonces en ambos sumandos se anula alguno de
los factores de tipo § y el valor de la ecuacién 3.3 es cero.
Si uy # us y uius no son adyacentes, entonces en el primer sumando de 3.3 se
anula el factor asociado a A(G1) y en el segundo el factor tipo J, de nuevo, el
valor de la ecuacién 3.3 es cero.
Si v1v9 no es una arista de Go y v1 # v 0 v2 # v, entonces se anula en el
segundo sumando de 3.3 el factor asociado a A(G3) y en el primero alguna de
las funciones J, por lo cual la ecuacién 3.3 suma 0.
Por tdltimo, si v1ve y ujus no son adyacentes en Go y (G respectivamente, en-

tonces en el primer sumando de 3.3 se anula el termino asociado a A(G1) y en
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el segundo la entrada vive de A(G2) y nuevamente 3.3 se anula.

Por lo que de cualquier formas:
A(Gl By GQ)(Ul,Ul)(uz,m) = A(Gl)ulﬂaévwévvz + §u1u2A(G2)v1v2'
Para concluir la prueba obsérvese que:

(A(G1) ® P2) (uy,01) (uyve) T (11 @ A(G2)) (uy 01) (uzsv2)5

por como se realiza el producto de Kronecker, no es més que:

(A(Gl))u1u2 (P2)7)1U2 + (Il)uwz (A(GQ))vwr

Donde, es claro que (I1)y,uy = Ouyu, y ademds dado que Po, toma cualquier
véctor y preserva la parte generada por v, la entrada vivs de P> puede expresarse
como el producto 6y, y0u,0-

Por lo que queda demostrada la afirmacién. (J

Si el concepto de producto peine se extiende a una cantidad finita de gréfi-
cas(simplemente realizando el producto peine entre las primeras dos, luego a
la grafica resultante con la siguiente, en orden de izquierda a derecha, siempre
con dos grificas a la vez), este producto es asociativo; y permite generalizar la

proposicién 3.5.1.2 de la siguiente manera:

Proposicién 3.5.1.2: Dado i en el conjunto {1, -- ,n}, (G;, e;) serd una grafi-

ca con raiz. Entonces la matriz de adyacencia del producto peine:
A(Gl l>62 G2 l>63 G3 l>64 e l>en,1 anl |>e” Gn)

estard dado por una descomposicién similar a:
n
ZII®"'®Ii—1®A(Gi)®Pi+1®"'®Pn
i=1
donde P; es la proyeccién de £o(V(G})) al espacio generado por O, .

Demostracién: La prueba es por induccién, antes de hacerla es conveniente
recordar que el operador mencionado estd actuando en el producto tensorial de
los espacios de Hilbert asociados a cada grafica, pero no se ahondara en esto.

Para la base considérese el caso k = 2, que por la proposicién 3.5.1.1, ya estéd

demostrado. Supongdmos valido para k& = n. Si £k = n + 1, también por la

81
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proposicién 3.5.1.1, notando por supuesto que el I;, de la expresiéon en la pro-
posicién anterior, serd el uno asociado al espacio en que actua el operador

A(G1 e, Ga ey Gy De, -+ e, Gno1 e, Gy), es decir
LHRL®: &Iy

Hecha esta aclaracion se tiene por la proposicion mencionada que:

A(Gl >62 G2 >63 G3 I>54 e I>en,1 Gn—l l>en Gn ‘>en+1 Gn—i—l)
= A(Gl >62G2‘>63G3|>54' : 'Den,l Gn—lbenGn)®Pn+1+Il®12®' . ®In®A(Gn+1)

Por hipotesis de induccion, esto es similar a:

(Zn: LH® QL1 QAG) QP11 ® - P,)QP, 11+ QL®- - -®L,QA(Gpi1).
i=1

Por las propiedades de n-linealidad esto es:

(zn: L@ - ®Li.1QAG)®Pi1 Q@+ @ Po@Ppi1)+H L1 RLQ: - -QI,0A(Gnt1)).
i=1

Reescribiendo se tiene que esto es:

n+1
D he 0L a®AG)® P ® - ® P ® Payi,
i=1

que es lo que se queria demostrar. [

3.5.2. Independencia Moné6tona

Hay un tipo de independencia asociado al comportamiento de un espacio de
probabilidad &lgebraico (A,), con A el dlgebra C* generada por una gréfica
proveniente de un producto peine; y un estado (. Esta nocién, es llamada inde-

pendencia mondtona.

Acorde a [25]:

Definicién 3.5.2.1: Dado un conjunto totalmente ordenado (T, <) y una su-
cesién finita {v;}1<i<n con n > 2, de elementos en I' tales que v; # Viy1.

Decimos que v, es un pico si sucede cualquiera de los siguientes casos:
=p=1lym >
n 1 <p<n, > V-1 Y V> Vptis

= P=NY Yn > Vn-1-
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Definicién 3.5.2.2: Dado un espacio de probabilidad-* (A, ¢) y una familia
de conjuntos {A,},cr donde (I', <) es un conjunto totalmente ordenado tales
que para cada vy, A, es una subalgebra-* de A, no necesariamente con uno.
Decimos que esta familia es independiente en el sentido monotono (con
respecto a ¢) si, para cualesquiera a; en A, se tiene que :

plaraz -+~ an) = @(ap)p(ar - ap_1app1---an).

con 7, un pico en la sucesion {v; h1<i<n tal que y1 # v2 # ... # Yp.

A continuacién se verd como se refleja esta independencia en el producto

tensorial de espacios de Hilbert:

Proposicién 3.5.2.3: Dada k en {1,--- ,n} sea Hp un espacio de Hilbert.

Considerese el espacio de probabilidad-* dlgebraico
B(H @ Hy® - ® Hp), 1)

donde v es un estado en Z(H; ® Ha ® - - ® H,,) asociado al vector unitario
E=6RERE® - ®&,, con & un vector unitario de H;. También, de aqui
en adelante, Z(X) denotard a los operadores lineales acotadas de X.

Sea Ay el conjunto de los operadores de la forma
L@ @1 9T QP11 ®--- @ P,

donde I; es la identidad en HB(H,), Ty, pertenece a B(Hy) y P; es la proyeccién
al espacio unidimensonal generado por ;. Entonces la familia {Ax}1<k<n €s

independiente en el sentido mondtono.

Demostraciéon: Antes que nada, debe observarse que para cada k entre 1 y

n que dados a,b en Ay,

a=5L® QI 1T, R Pr1®--Q P,

b=5L® Q195 @ Py1 ®--® P,
con Ty, y Sk, elementos de #(Hy,). Por como se comporta el producto tensorial:
ab=(L® - @LL, 1T @Pr1® - @P,)(® @1 1©0S,@Pry1® - F,)

= ([1)1) @ ® (L=1) (Te—1) @ (Sk)(Tk) ® (Prt1)(Prt1) ® -+ @ (P) (Fn),
k) (T

pero por ser cerrado bajo productos, (S)(T)) pertenece a B(Hy), ademds las

proyecciones son idempotentes y (I;)(I;) = (I;) por lo que ab estd en Ag.
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De forma muy parecida, es facil ver que a + b pertenece a Ay, la prueba es casi
idéntica a la incluida en la proposicién 3.6.2.2.

Ademas, considérese
" =0 ® @1 T ® Py @@ P,)*
=00 QL 1T ®P 1@ P, =h® QL1 10T, ® Pr11® - ® Py,
dado que H(Hy) es cerrada bajo toma de adjuntos, T} vive allf por lo que Ay
es cerrado bajo involuciones.

Ahora, a probar la proposicion:

Para no sobrecargar la notacién: Sea H = H; ® --- ® H,.
Entonces, sea | > 2 y sean k; # ko # --- # k; perteneciente a {1,2,--- ,n},
donde k, en {1,2,--- ,n} serd un pico de la sucesién de k; y a; estard en Ay,
siendoa; =11 ® - ® 1,1 T, @ Py, 41 ® -+ - ® Py, con Ty, en B(Hy,).

Primero, obsérvese que si k,, > kp para m, h naturales, se tiene que:
apay, (&) = (L@ @Iy, 1Ty, Ik, @Ik, 41 P, 1@ @ P, T @Pg,, 1@ @P,)(§)

=LR @I -1® T:h’ QP +1® - ® Pka;:m R Py, 11®--® P,) (&)
=1L(&)® - @T}, (§k,)®Pry+1(§k, +1)@  @Pk, Tiy (8, )@ P41 (Ehep +1) @7 @ P (602

Por como se definen las proyecciones:

Pro, Tx,, k) = (Tk,, (ki) Sk )) S

Puesto que los operadores son proyecciones e identidades y la composicién de
ellas, al aplicarse a un vector del producto tensorial, daréd el mismo vector salvo

por la entrada k,, y dado el comportamiento del producto interior, se tiene que:

(07,(8); )€k, = (€1, 60) -+ (TR, (k)5 ) -+ (€ns €n) )&
= (T, €k ) Sk G- - - [1€n 1€k

puesto que eran unitarios todos:

(T5, (ko )s € ) b = (@, &)k

Entonces, es util notar que, sacando ese escalar, por la n-linealidad:

apan, (&) = ((a5,£,8) (& @ - T, (€k,,) ©- - @, ®En) = (a1,§, §)aj,(§). (3.4)
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De la misma manera:

anam(§) = ({am€, ) (61 ®- - @ T, (Er,) @ - @&k, ®En) = (am€, E)an(§). (3.5)

Ahora, como k, es un pico, se tienen tres casos:
El primero consiste en que p =11y ko < ky.

Entonces, por propiedades de los adjuntos:

(arag - --am(§), ) = (az - - ai(§), 301 (£))-

Por (3.4) y la sesquilinealidad del producto interior, esto es:

(a1(€), ) (as - ai(§), a5€) = (a1(§), (§))(as - - ar(§), as§).

Considerando al adjunto de aj, esto se transforma en:

(a1(€), &) (azasz - -~ a(§), §)-

El segundo caso es similar, se da cuando p =1y kj—1 < k.

Entonces se tiene que

(araz -~ ai(§),8) = (a—1ai(§), aj_y - a3ai (§))

Por (3.5) y la linealidad de la primera entrada del producto interior, esto no es
mas que:

(@(€), E)(ar-1(8), aj_y - - - a5a1 (€)).

Considerando al adjunto de a7, esto se transforma en:

(a1(€), &) (azasz - -~ ai(§),€).

Es decir
(a(§),8)(ar1azas - - - a;-1(§), ).

El tercer y ultimo caso es aquel en que 1 #p #ly kp—1 < kp y kp < kpy1.

Basta probar el caso en que k, es el primer pico.

Si kp es el primer pico de la sucesion, entonces forzosamente a; < az < az <
ap—1 < Gp > apy1, pues de otra forma, alguno de los elementos anteriores serfa

un pico. Si ap—1 < apy1 se tiene que:
* * ok * _
Apy10pQp_1 Qg (5) -

(Il@ ! '®Ik1T7:1 Pkl@' ’ .®Ikp—1T7:;p—1PkP—1®' ’ '®Ikp+1TI:P+1Pkp+1®Tl:pPkp®. ’ ®Pn)(£)
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= (&)@ @I, Ty, Pry (§,) @ - @I, T, Proy iy (§pi1)©- - @ P, Ty (€)@ - @ P (6n).-

p+1

Pero la proyeccion P, deja invariante a &, por lo que esto se convierte en:

5L(6)® - ®Ty, Pr, (6, )@ - @Ty;,_ (§p-1)® - @Ty; |, (§p+1)® - ®@P, Ty (§)®" - ®@Pp (&)
Por la n-linealidad del producto tensorial ay  jayay_; ---asaj(§) es:

((a5,(£), ) (11(€1)@- - QT (k)@ - -@T (Eyy1) @ - - O (&, ) O Py 41 (Ey )@ - @ P (En))

= ({a5€, €))ag 1051 - - aza1(€)

De lo cual:
(araz - ap_1apapir - a(§),§) = (apy2 -~ ai(§), apyiapa,_1 - - azai(§))

= (436 O {apta -~ @(§), apira,_y - - a3a1(8))

= (a;€,§)(araz - ap—1ap11 - ak, (§),§)
= <ap€7£> <a1a2 ot lp—1Qpy1 al(é%f)-

Si por otra parte k11 < k,_1 , se tiene entonces que ayqayay_; - --azai(§)

es igual a:

L(§)® &Iy (Ekyyr)® Pk, Ty (€)@ @ Pi, T (§, )Py 41 (Eky41) @ - @ P (6n)

p+1

= (ap, N1 (&)@ -@T, (ks )@ -k, T, (6 )@ - - @(Ek, )Py 41 (€ 1) B - - @ P (€n)-

p+1

Por lo que sigue siendo cierto que
Apy10pa,_1 -+ 0301 (§) = ((ay€, §))ay 101 - - - azai(§)
y la prueba anterior es valida.
Por lo que { Ay }1<k<n satisface el criterio para ser considerada independiente
en el sentido monétono.[]

Relacion Entre la Independencia Monétona y el Producto Peine

Es importante recordar que salvo un cambio de base, se caracterizé al opera-
dor de adyacencia del producto peine de dos gréficas con raiz (G1,e1) y (G, e2)

de la siguiente manera:

A(Gl > GQ) = A(Gl) RPE+ 1 ® A(GQ)
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donde P» es la proyeccién de £2(V(Gz)) al generado por J, .

Considerando el espacio de probabilidad-* (A, ), déonde A es el algebra-* dada
por B(Lly(V(G1))®€2(V(Ga))) v the un estado como se definié en 3.3.1.1, donde
& = Je, ® Oe,. Se tiene entonces, que los elementos de la forma I ® A(G2) v
A(G1)® Pa, son variables aleatorias en relacién con ese espacio de probabilidad-
x. Ademas, dichos elementos, pertenecen a algun conjunto Ay como los definidos
en la proposicién anterior, por lo que los elementos de la descomposicién, seran

independientes en el sentido mondétono.

También, de manera similar, considerando el producto peine de n graficas
y la proposicién 3.5.1.2; es posible hacer una descomposicién del operador de
adyacencia, donde cada factor es una variable aleatoria de un espacio de proba-
bilidad definido como en la proposicién anterior, y ademas todo factor pertece
a algun conjunto de alguna familia Ay, por lo que dicha descomposicién arroja
n factores, que por la proposicion 3.5.2.3, serdan independientes en el sentido

monotono.

El lector interesado puede consultar [2] para ver otros resultados relativos a

la independencia mondtona y su relacién con el producto peine de graficas.

3.6. EIl Producto Estrella

El producto estrella guarda cierta similitud con el producto peine, puesto
que también juegan en el un papel importante los vértices distinguidos, aunque
es un concepto mas sencillo. Consiste en tomar dos graficas con riiz y pegar
ambas por sus respectivas raices.

De manera formal, el producto estrella se define de la siguiente manera: El
producto estrella entre las gréficas (G1,e1) con V(G1) = V1 y (Ga, e2) donde
V(G2) = Va; denotado formalmente como (G, e1) * (Ga, e2), o por simplicidad

G1 x Go, es la grafica cuyo conjunto de vértices es:
V={(v,w) en Vi x Valv = e 0o w = ey}

La relacion de adyacencia esta dada como sigue: Dados dos vértices de G1 x G2
(v1,w1) y (v, ws), estos son adyacentes si v; = vo = e; ¥y wiwy es una arista

de G2 o cuando wy = we = e y vV pertenece a E(G1).

Ejemplo 3.6.1: Se observa en la imagen el producto estrella entre las gréficas

G1 y Ga, considerando sus vértices distinguidos v; y vs, respectivamente.
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Figura 3.8: G| * Go

3.6.1. El Operador de Adyacencia del Producto Estrella

Asi como se caracterizé el operador de adyacencia del producto peine en
término de productos tensoriales es necesario ahora caracterizar el operador de

adyacencia del producto estrella:

Proposicién 3.6.1.1: Dadas dos gréficas con raiz (Gi,e1) y (Ga,ea), con
V(Gy) = Vi y V(Gy) = Va; el operador de adyacencia de G; * G, salvo un

cambio de base, esta dado de la siguiente manera:
A(G1 *Gg) = A(Gl) ® P2 + P1 ® A(Gg)

donde P; y P» son las proyecciones de £2(V7) a (0¢,) v de €2(Va) a (de,), respec-

tivamente.

Demostraciéon: La demostracién se hara comprobando que las matrices aso-
ciadas a los operadores, son iguales entrada a entrada.

Dados u,u’ en V1 y v,v’ en V2 Observese que la entrada (u,v)(u’,v") de la ma-
triz asociada al operador A(G7 * G2), es uno si los vértices (u,v) y (u/,v") son

adyacentes y cero si no lo son.

Caso 1:
Si son adyacentes, por como se definio el producto estrella, se tiene que sucede
alguna de las siguientes: u = v’ = e; y vv’ pertenece al conjunto de aristas de
Gy 0 v = v = ey y uu/ pertenece al conjunto de aristas de G. Si sucede lo
primero, entonces A(GQ)(W/) =179 6ye,0e,ur = 1, de la misma forma si sucede
lo segundo: entonces A(G1)yu) = 1Y Oveylenn = 1.

Ambas cosas no pueden suceder al mismo tiempo, pues de ser asi v/ = u y
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u y u serfan adyacentes, por lo que G; no serfa simple. De tal forma que
A(G1) (wu)OvesOenv + A(G2) (vr)Oue; ey ur S6lo pued ser cero o uno. De hecho, si
toma el valor uno, alguno de los sumandos es cero y por tanto se cumple alguna
de las condiciones de adyacencia y por tanto la entrada (u, v)(u',v’) de la matriz

asociada a A(G1 x G3) tiene valor uno.

Caso 2:
Si no son adyacentes, entonces se cumple una de estas tres condiciones: u # e1 0
e1 #u' o vy v no son adyacentes, también se cumple una de estas tres: v # es
0 es # v’ 0w’ no es una arista de G1, para cualquier par de condiciones que se
cumplan A(G1) u)0vesdervs = 0y A(G2)(v0/)0ue; eyw = 0. También, en con-
traparte, si sucede que A(G1)wu)0vesderv + A(G2)(w/)0ue; Oe;w = 0, entonces
cada uno se los sumandos vale cero, por lo que se debe cumplir una condicién

de las tres de la primera lista y una de la segunda lista.

De lo cual, se concluye que:
(A(G1 % G2)) (uv)(u vy = A(G1) () Oves ez’ + A(G2) (wor) Oues Oeyur-

Ademas, dados u,u’ en V(G1) y v, v’ en V(G2) la matriz asociada al operador
A(G1) ® P+ Py ® A(G2), al ser la suma de dos productos de Kronecker, puede
escribirse como:

A(G1) () P20y + A(G2) (0,00 P1 (ua -
Es importante notar que:
Pl(u,u’) = <§u7P1(§u’)> = <5u7 6elu’> = 6elu561u’-
Analégamente:
PQ(,U’,U/) = 5621,582@/.

De lo cual :
(A(Gl)®P2+P1 ®A(G2)(u,7j),(u’,v/) = A(Gl)(u,u’)éezvé‘egv’+A(G2)(v,u/)6elu661u’~

Por lo tanto los operadores coinciden entrada a entrada.l]

Tal como es posible considerar un producto peine de n factores, es posible
considerar un producto estrella similar, igual que en el caso mencionado, llevan-
do a cabo el producto estrella entre las primeras dos gréficas, luego operar la
grafica resultante con la siguiente, en orden de izquierda a derecha, siempre con

dos graficas a la vez, para ese tipo de producto se tiene el siguiente proposicion:
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Proposicién 3.6.1.2: Dado i en el conjunto {1, -+ ,n}, (G;, e;) serd una grafi-

ca con raiz, entonces la matriz de adyacencia del producto estrella:
A(GyxGa*x Gy %+ % Gp_1 xGy)

estard dado por una descomposicion similar a:
ZP1 ® QP 10AG)@P1® - QPF,
i=1
donde P; es la proyeccion de £2(V(Gy)) al espacio generado por 4.

Demostracion: Se procederd por induccién, el caso base k = 2 queda demos-
trado en la proposicién 3.6.1.1 .
Se supondra valido para k = n.

Ahora para k = n + 1 se tiene que por la proposicién 3.6.1.1:
A(G1 *Gg) = A(Gl) X P2 + P1 X A(Gg)

con P; y P; al espacio generado en relacion a cada raiz.
Luego,
A(G1 *GQ*Gg*"'*anl*Gn*GnJrl)

= A(Gl *xGo*xGgx--xGpo1 *Gn) QP +1+ P ® A(Gn+1>

donde P, es la proyeccién al subespacio generado por el candnico del espacio
relacionado a una raiz de G; * Go x Gz % - - - xGp_1 * G, pero se esta trabajando
en el producto tensorial de los ¢2(V(G;)) relacionados con cada grifica, ademds
la raiz de la nueva gréfica constituye (por como se define el producto estrella

dos a dos) haber pegado juntas las n-raices, por ello:
P,=P® --QPF,.

Entonces:

A(G1*GQ*Gg*'~'*Gn,1*Gn*Gn+1)
=A(G1 *GaxGgx- *Gp_1xGp) @ Ppp1 + PA®--- @ P, @ A(Gpt1).

Por hipotesis de induccion, esto es similar a :

O P@ - @P_1®AG)® Py @ @P)@P+ P& - @P,®A(Gryp).
i=1

Pero por el comportamiento del producto tensorial, se convierte en:

S P® ®P 1 @AG)@P1 @ @ Py@Pyi1 + PL® @ Py @ A(Gry1)
i=1
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Simplificando:

n+1
Y>P® - @P1@AG)@Pi1® ® Py ® Py
=1

Lo que concluye la prueba.[]

3.6.2. Independencia Booleana

El tipo de independencia que se puede asociar al espacio de probabilidad
algebraico, asociado a el dlgebra C* generado por el operador de adyacencia un
producto estrella de graficas es la independencia booleana.

Primero, hay que dar la siguiente:

Definicién 3.6.2.1: Dado un espacio de probabilidad- algebraico (A, ) y
una familia de conjuntos {Ax}xea tales que para cada A, Ay cumple con ser
una subdlgebra-x de A no necesariamente con uno.

Decimos que esta familia es independiente en el sentido booleano (con
respecto a () si, para cualesquiera a; en Ay, con 1 <i<ny X # \;sii#j;

se tiene que :

plaraz - an) = p(ar)p(az - ay).

,Cémo se traduce esto a funciones y elementos en espacios de Hilbert? La

siguiente proposicién arrojara luz al respecto:

Proposicién 3.6.2.2: Dada k en {1,--- ,n} sea Hj un espacio de Hilbert.
Donde & es un vector distinguido y unitario de Hy. Considerese el espacio de

probabilidad-* algebraico:
(‘@(Hl PR Hn)a 1;[})

Con ¢ = 1¢ como en la definicién 3.3.1.1 y { =& Q-+ @ &,.
Ahora sea P; la proyeccion al generado de &; v Ay el conjunto de operadores de

la forma.:

P@ - @P1®@Th @ P11 ®--- @ P,

con T}, perteneciente a Z(Hy).
Entonces la familia {A}1<p<n es independiente en el sentido booleano, con

respecto al estado ).
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Demostracién: Se verd en primer lugar que para toda k en {1,---,n}, A
es una subdlgebra-*. Dados ¢ = PL® - @ Po_1 @ T, @ Pry1 ® - @ P, y
b=Pi® QP15 P11 ®---® P, en A, se tiene que por la n-linealidad

de este producto:
a+b=P® QP 10T+ Sy ®FPp11 Q- ® P,

=P®  ®@P1®@(T+8)i®Pis1® - ®@P,

como HAB(Hy,) es cerrado bajo sumas (T4 S) pertenece a #(Hy,), por lo que a+b
estd en Ay. De la misma manera, por como se comporta el producto tensorial en
multiplicaciones y la cerradura de Z(Hy) bajo composiciones, se puede probar
de forma similar a como se hizo en la proposicién 3.5.2.3 que ab pertenece a Ay.

Ademas, por como se distribuye la toma de adjuntos en el producto tensorial:
=P ® QP 10Tk @ Pry1 ®@--- @ Py)”
—P® QP 9T P18 - ® P,
pero las proyecciones son operadores autoadjuntos por lo que:
" =P® QP 19T, P11 ® - -®P,
y como T pertenece a #(Hy), entonces a* estd en Ag.
Ahora, hay que demostrar que esa familia es independiente en el sentido
booleano.
Para simplificar la notacién, considérese: H = H; ® --- ® H,. Entonces, sea
m > 2y sean ky # ko # -+ # kp oen {1,2,--- ,n} y a; en Ay,, tales que

a;=PL® - QPy,_10Ty, ® Pg,41 ® - ® P, con Ty, perteneciente a & (Hy,).

Supongase sin pérdida de generalidad que ki > ko, se tiene que:
a5ai(§) =P ® @ Pry1 @ Ty, Py ® - @ Poy, Tjf, @ Pryy1 -+ @ Po(§) =
Pi(1)® - @Pry—1(§ry—1) T, (§ky )@+ - @ Pr, T, (§k1 )@ Py 41 (€ 1) -+ @ P (&n)-
Ademis, se sabe que:
P, Ty, (§ry ) = (T3, (8 ) (€1 )6 -

Puesto que los operadores son proyecciones que se anulan fuera de un subespacio

y por como se comporta el producto interior, lo anterior es igual a:

<T1:1 (&ﬂ )7 £k1>£k1 = <TI:1 (5161)7 §k1><£1a §1> T <§n7 £n>€k1 =
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(T3, (€ )s Sk 1] - - (160 1€k, = (a1, E)&k, -

Por lo que:

a501(§) = ((a16,6)) (61 @ - @ Ty, () @ -+ @ &gy @ &)

Por propiedades de los adjuntos y desarollo anterior:
(ar1az - am(§),§) = (az - am(§), a3ai€)

= (ai(§),&)(as - am(§), a58) = (a1(§),§){as - - - am(§), a58)
= (a1(§), &) (azaz - - am(§),§).

Por lo que la familia {Ay }1<k<n, es independiente en el sentido booleano.[]

Relaciéon Entre la Independencia Booleana y el Producto Estrella

El operador de adyacencia del producto estrella que se describi6 en la seccién

anterior, segin la proposicion 3.6.1.1 puede escribirse como :

A(G1) @ P, + P1 @ A(G2).

En este caso particular, como (G, e1) y (G, ez) son gréficas con rafz: Con-
siderese el espacio de probabilidad-x (Z(¢2(V1) ® £2(Va)), ).
Donde 9 = 1s5e1 ® deq, como en la definicién 3.3.1.1.
Los operadores A(G1) ® P> y P1 ® A(G2) son variabes aleatorias en relacién con
este espacio. Por su estructura, considerando el caso n = 2, de la proposiciéon
anterior ambos son elementos de conjuntos tipo A, por lo que son independien-

tes en el sentido booleano, con respecto al estado 1.

Mas aun, las descomposiciones en productos estrella con n factores dadas por
la proposicién 3.6.1.2, cumplen que al considerarse el espacio de probabilidad-
* de la proposicién con H; = ¢2(V(G;)), cada factor pertenece a un conjun-
to Ay, como los descritos en la proposicién 3.6.2.2, por lo que los n factores
serdn independientes en el sentido booleano, con respecto al estado ¢ donde

E=0e1 ® - ®de,.

Se remite al lector interesado en profundizar en resultados de este tema a
[25].

93



3.7. El Producto Libre

3.7. El Producto Libre

Si hay un producto de graficas que no tiene un anélogo finito es el producto
libre([23]), intuitivamente, después de haber definido y ejemplificado los produc-
tos peine y estrella, podriamos decir que es una combinacién infinita y sucesiva
de ambos.

En palabras més descriptivas, las de [23] para ser precisos, el producto libre de
dos graficas localmente finitas G y H, es una grafica conexa hecha con copias
de G y H, donde cualesquiera dos copias de G o H son disjuntas o tienen inter-
seccién en un vértice, por ende, todos sus vértices son vértices de corte.

Para definir de manera formal el producto libre, se seguird la nocién de [2],

definiendose primeramente y de manera general, para n factores, otra nocién.

Definicién 3.7.1: Dadas n graficas con raiz, (Gj,e;) con 1 < i < n y el
conjunto V2 = V(G;) \ e;. Se define el producto libre de un conjunto con
rafz como el conjunto con rafz (x1<;<n Vi, e), donde:

s1<i<n Vi = {e} U{v1vg - - - v |oi € VZE y i1 #£ by £ F iy, m € N}

La longitud de una palabra w se denotard por |w|, e es la palabra vacia, cuya
longitud es cero.

En el caso de que n = 2, este producto se denotard V(G1) * V(Gs).

Definicién 3.7.2: Dadas dos grificas con raiz (Gi,e1) v (Ga,e2). Se define
al producto libre de graficas con raiz, como la grafica con raiz (G * Ga, €)
con el conjunto de vértices V(G1) * V(G2) y el conjunto de aristas E(G1 x G2).
Donde:

E(G1%G3) = {{wv, u'v}[{u,u'} € E(G1)UE(G>) y v,uv,u'v € V(G1)xV(G2)}.

Como notacién ew = w.

De la definicién, dados dos vértices w y w’ en V(G x G3) estos serén adya-

centes en cualquiera de los siguientes tres casos:

a) Si lw| = |w'| = m, m > 0, y se tiene que w = vu, w’ = v'u, con v una

palabra de longitud m — 1 y {v,v'} una arista en E(G1) U E(Gs).

b) Siw =e, || =1y {w,e;} es una arista de E(G;) , para alguna i en
{1,2}; o bienw’ = e, |w| = 1y {w,e;} es una arista de F(G;), para alguna

i en {1,2} (considerando a w y w’ como vértices de las gréficas factor).
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c) Sijwl=mylw|=m+1yw=eu, w =v'u, con {e;,v'} en E(G;) para
alguna i en {1,2}; 0 |lw| =m+ 1y |v'| =my w = vu, w = eu, con

{e;,v} en E(G,;) para alguna i en {1, 2}.

Es importante observar que por la naturaleza del conjunto de vértices del pro-

ducto libre, se utilizara {w,w’} para denotar la arista entre los vértices w y w'.

Nota: El producto libre se define de esta manera, para que el producto libre
de gréficas de Cayley (seccién 1.8) coincida con la gréfica del producto libre de

sus grupos asociados.

El siguiente ejemplo se basa en uno de [2]:

Ejemplo 3.7.3: Considerese (G1,e1) v (G2, e3), en donde ambos son isomor-
fos a K5 (es decir dos vértices y una arista que los une), donde V(G1) = {wy,e1}
y V(G2) = {wa, e2}.

Considerese la siguiente representacién pictorica de Gy x Go (ilustrativa sola-

mente):

(Gy.e4)
wig—oe;

(Gz,e2)
€20——0OW;

Waw; W [ Wy W, Wy

Figura 3.9: Producto libre de K3 consigo mismo

Segun la definicién 3.7.2, G1 * G2 es la grafica cuyo conjunto de vértices es
V(G1)*V(G2) = {e}U{vr -+ vmlvw € VD iy # -+ #ij # - #im,m € N,ij € {1,2}}
= {e, w1, we, Wi wWa, Wow1, W1 WaW1, -+ }
y cuyas aristas peretenecen al conjunto:
E(G1xGsy) = {{e, wi }, {e, wa}, {wr, waws }, {we, wiwa }, {wywse, wrwaws }, - - - }
Es importante observar que la finitud local de las gréficas factor garantiza

la finitud local del producto libre de dos graficas, lo que se hace manifiesto en

el lema siguiente:
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Lema 3.7.4: Dadas dos grificas con raiz localmente finitas (G1,e1), (Ga, e2)
y se tiene que

Demostracion: Dado w un vértice de G * G3, w = e o w puede escribirse
como una palabra v;...v,, con v en los Vlg para 1 < k < m. En el primer caso,
e es adyacente a todas las palabras v = (ev) y u = (eu) de longitud, tales que
v y u como vértices de las graficas factor, eran adyacentes a e; en G; y a'y e
en G respectivamente. Por lo que deg(e) < A(G1) + A(G3).

Si w # e, w es una palabra de longitud mayor o igual a uno y por la definiciéon
3.7.1, se tiene que w se descompone en una palabra u de longitud m — 1 y una
palabra v de longitud uno, o que w = eu con u de longitud m, en cualquiera
de los casos, por la definicién 3.7.2 se tiene que w pertenece a lo mas a tantas

aristas como las que haya en E(G1) U E(G2).

Por ambos casos y como w es cualquier vértice de Gy * G2, A(G1) + A(G2)
es una cota superior para el grado de todos los vértices del producto libre. De

lo cual, se concluye que:

A(G1xG2) < A(Gy) + A(G2).0

3.7.1. Producto Libre de Espacios de Hilbert

Se define, como en [16] al producto de espacios de Hilbert como:

Definicién 3.7.1.1: Dada una familia de espacios de Hilbert {(H;, v;)}1<i<n
donde v; es un vector unitario distinguido de H;, se define al producto libre
de espacios de Hilbert como el espacio *j<;<n(H;,v;) es (H,v), dado por:
H=Cvo@P( P H @ --oH),
m>1 iy Fim,
donde los i; pertenecen a {1,--- ,n}, HY? es el complemento ortogonal de v; en

H; y Cu es el generado de v, y v es el vector unitario

Se considerara que el espacio en el que actua el operador de adyacencia del
producto libre de n gréficas con raiz (G, e;) es el espacio de Hilbert H* dado
por *1<i<nl2(V(G:), 0y, ).

Se considerara que

*1<i<nla(V(Gi)) = La(*1<i<nV(G1)).
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Lo que en el caso de n = 2 se traduce en el siguiente lema:

Lema 3.7.1.2: Existe un isomorfismo isométrico entre los espacios

(02(V(G1)),de,) * (£2(V(G2)),0e,) ¥ (£2(V(Gy % G2)),be)

Demostracién: Considerese la siguiente base ortonormal de £o(V(G1 * G2)):

B = {6} U{duwlw e | J Wi}
m=1

donde W,, es el conjunto que contiene a las palabras de longitud m, formadas
con elementos de V,” y V3 donde elementos consecutivos, de los m que conforman

la palabra, pertenecen a conjuntos diferentes.
Considerese también la base ortonormal de (¢2(V(G1)),de,) * ((2(V(G2)), e, ):

Bo ={E} U{du, ® -+ @ dy,, |m natural, u; € V0, con ky # -+ # kp }.

Se define ¢ : 81 — (2 de la siguiente forma, para e raiz: ¢(d.) = £. Para
w # e, como w pertenece a Wy, entonces w = ujusg - - * Uy, CON U; €N Vkoi7 y los
k; consecutivos distintos, esta descomposicién es tinica, pues w es un palabra
con esos elementos. Siendo asi, si ¢(d,) = 0y ® -+ ® Jy,,, la funcién estd bien
definida para cada elemento de ;.
Ademéds, dado ¥Z en B2, ¥2 = dyuy ® -+ 3y, cOn u; en Vkoi, y los k; distintos
si son consecutivos, se tiene que uius - - - U, €s una palabra en W, por lo cual
haciendo w = w1ty - * U, P(0) = Guy @+ Gy, = V2.
Como ¢ manda a 31 a 2 puede extenderse de manera lineal.
Al ser suprayectiva para los elementos de 35, la extension serd suprayectiva para
cualquier elemento de £5(V(G1),0e,) * L2(V(G2), de,)-
 es inyectiva, puesto que manda bases en bases, siendo su nicleo cero.
Para ver que es isométria, considérese un h en L5 (V(Gy % G3),6.), como B es

base de ese espacio, se tiene que

h= i An Oy,
n=1

donde para cualquier n, a,, pertenece a 81 y A\, es un escalar. Si consideramos
las norma de ambos espacios, usando el teorema de Pitagoras generalizado, se

tiene que

He®1=1eC> - Anan)ll =D allle(n)ll = [Aal = [[7]l-
n=1 n=1 n=1
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Por lo que ¢ es una isometria, entonces, ¢ es un isomorfismo isométrico. [J

La siguiente proposicién permitird describir al producto libre de graficas y su
relacion con la nocién de independencia libre, es necesario, definir primeramente

un tipo especial de conjuntos:

Definicién 3.7.1.3: Dada una familia de espacios de Hilbert {(H;,&;) }<i<n,

& un vector unitario distinguido de H;, se define el espacio:

Ki)=C¢o P ( @ H), ocH),

m2>1 iy FEFim

donde los i; pertenecen a {1,--- ,n}y i1 #1

Se tiene entonces la siguiente:

Proposicién 3.7.1.4:  Si {(H;, &)} 1<i<n es una familia de espacios de Hilbert,
con &; es un vector unitario distinguido de H;, y H su producto libre, con vector

unitario distinguido £. Entonces H es isomorfo a H; ® K (i), para cualquier i en

{1,...,n}.

Demostracién: Observese primeramente que H; = C& @ HY, por lo que
H; x K (i) puede verse como C&; x K (i)® H? x K (i), mds ain K (i) = CE® K (i)°,
donde K (i)Y es el complemento ortogonal de C¢ en K(i). Por lo que

H; x K(i) = C& x CE@ CE x K1) @ HY x CE @ H? x KO(3). (3.6)

Por lo cual, basta definir la transformacién para elementos distinguidos de cada
uno de los sumandos de la suma directa. Sean 1 en HY y 12 en K°(i) y A\,u en
C.

Considerese U; : H; x K (i) — H, definida de la siguiente manera:

Ui(N&, n)) = A€
Ui((A&,m2)) = Ana
Ui((n1, X)) = My
i((m, 772)) =11 ®n2.

De la argumentacién anterior, la funcién U; esta bien definida.
Es claro de la definicién que U; es bilineal. También, U; es continua, ya que por
ser lineal en cada entrada y por como se definié la funcién, se tiene que para

cada par wy,wy en H; x K (i) , ||U;((w1,w2))|| < [Jwi]]||wz]], por lo que U; es
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continua.
Entonces por la propiedad universal del producto tensorial, existe U; lineal y

acotada, tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

H; x K(i) —— H; ® K(i)

e

Como U; es lineal y acotada, existe su adjunto U : H — H; ® K ().
Ahora se probard que U; es unitaria.

Notese que dado h en H, h puede escribirse de una de las siguientes maneras:
() h=X¢

(ii) h =1 @i, ® -
h=mny®mn, conm en HY y ng en K(i)°;

®ni,, , con iy =i, n;; en H;, , m un natural. Es decir

(i) h=mn;, @0, @+
con 14 en K (i)°.

® ni,,, Pero iy # i, n;; en H;,, m en N, es decir h = nj

(iv) h =m1, con iy en HY.

Se define la funcién W; para los tensores fundamentales de H como sigue:

Wi(§) =& ®¢
Wi(ng) = & @5
Wi(m) =m ®¢&

Wi(n) @ n3) = 1) @15

Asi, de forma similar a U;, W; estd bien definida y es continua.
Ademaés, el producto interior de los tensores fundamentales de H; ® K (i) y los

elementos distinguidos de H, se comporta como puede observarse en la tablas

siguientes:
zen H; @ K(i) / yen H ¢
Lo (Ui(& ®€),§) = (&) =1
i @2 (Ui(& ®m2),€) = (m2,€) =0
m®E (Uilm ©§),8) = (m,§) =0
m @ n (Uilm ®@m2), &) = (m @n2,€) =0

99



3.7. El Producto Libre

zen Hi@ K(i) [ yen H 7%

§i®¢ (Ui(& ®&),mp) = (§,m3) =0

& @n2 (Ui(&1,m2),m5) = (n2,m3)

m®¢ (Ui(m @ &), ma) = (n1,m3) =0

M @ 102 (Ui(m ®@n2),m3) = (m @ na,m5) =0
zen Hi® K(i) [ yen H ny

§i®¢ (Ui(& ®&),m) = {&n) =0

& @2 (Ui(& ®@n2),my) = (n2,m1) =0

m e (Ui(m @ &),m) = (1, m)

M @ 12 (Uilm ®@m2),my) = (m @n2,m1) =0
zen H; @ K(i) / yen H N @ 0

L®E (Ui(& ®&),m ®@mz) = (§&;m ®@m3) =0

& @1 (Ui(& ®@n2),my @13) = (n2,my @ma) =0

m e (Uilm @ &),m ®@ny) = (m,m @) =0

m & 12 (Uilm @ m2),m @ na) = (m @ n2,m) @n))

Comparense ahora las tablas anteriores, con las obtenidas para W;:

xen Hi@ K(i) / yen H ¢
&i®¢ GoEWiE) =G ae) =1
& @ n2 (& @m, Wi(€)) = (& @m2, & ®€) =0
meg (m @& Wi(€) = (m e &) =0
Mm@ n (m @mn2), Wi(§)) = (m @n2,& ® &) =0
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zen H;@ K(i) [ yen H 5
=23 (&G ®@&EWin)) = (G @& &@ny) = (€ m) =0
& @2 (& @12, Wiln3)) = (& ® m2, & ®1m3) = (m2,72)
m®¢ (m @& Wiln)) = (m @& & @) =0
M @ N (m @12, Wi(n3)) = (m @ n2,& @ny) = (1, &) =0
zen H;@ K(i) [ yen H U
=23 (&G ®&EWim)) = (G @&m®g) = (&, m) =0
& @n2 (& @ m2, Wilm)) = (& @m2,my @ &) =0
m®E (m @& Wi(nh)) = (m @& m @&) = (m,n)
Mm@ n (m @n2, Wi(n1)) = (m @m2,my ® &) = (n2,§) =0
zen H; @ K(i) | yen H @,
323 (& @& Wi(n @) = (& @&m @n) =0
& @n2 (& @2, Wilm @ np)) = (& @ 2,1 @175) =0
m®§ (m @& Wilm @ny)) = (m @&m @ny) =0
Mm@ n (m @ n2, Wi(ni @m3)) = (m @ n2,m1 @ 13) = (n1,m1)

Como es posible observar, en los dieciséis casos (U;(x),y) = (x, W;(y)), para
los elementos distinguidos de H; ® K (i) y H, por ende esta igualdad se mantiene
para los elementos de sus respectivas bases, y por la bilinealidad del producto
interior, se tiene que coinciden para cualquier x en H; ® K(i) y y en H, por la
unicidad del adjunto W; = U}, pero ademds para cualquier elemento U} U;(z) =
x, entonces, U; es un operador unitario.

Por lo cual U; es invertible y ||U;|| = 1, por lo que H y H; ® K(i) son

isometricamente isomorfos.].
Definicién 3.7.1.5: Sedefine \; : B(H;) — ZAB(H), tal que para T en B(H;):
N(T) =Ui(T ® U,

donde I es la identidad en K ().
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3.7. El Producto Libre

Observacién 3.7.1.6: Es claro que \; es lineal. Ademds, si T pertenece al
ntcleo de A;, U;(T ® I)U; = 0 para toda h en H, como U; y U} son unitarios,
0=U0U,(Te®)U}U;, = (T ®I), de donde T es el operador cero. De esto, se
tiene que A; es un monomorfismo de algebras C*.

También, para toda T en Z(H;) se cumple que:
NU(T @ DU <(|UI(T @ DINUF] = [[(T @ DIl = T[] = [Tl
Y para Ip, se tiene que:
Ui(Tr, © DUF || = 1 = ||1]],

por lo cual \; preserva normas.

Observacién 3.7.1.7: Dado los estados ¢ : #(H) — C, tal que para T
lineal y acotada ¢(T") = (T'(£),&) v ¢i : (H;) — C que para cualquier T' en
el dominio, cumple que @;(T) = (T'(&;),&;). Donde £ y & son vectores unitarios
distinguidos de H y H; respectivamente.

Se tiene que para T en B(H;), o(M\(T)) = ¢i(T).

Pues por como se definié A;:
(X (T)) = (Ui(T @ U (£), )

Por aplicando una de las propiedades de los adjuntos a lo anterior, se tiene que:
(TNU; (), U €) = (T®I) (&), &i®E) = (T(&)®(E), &®E) = (T'(&, &) (& §)

= (T'(&,&)) = o(T).

De lo cual, las funciones \; preservan las distribuciones relacionadas con estados

dados por vectores unitarios.

3.7.2. Independencia Libre

La independencia libre se define, basandose en [16], como sigue:

Definicién 3.7.2.1: Dado un espacio de probabilidad-* (A, ¢), I un conjunto
de indices y para cada i en I, sea A; una subdlgebra-* con unidad. Decimos que
la familia de subdlgebras {4;};c; es independiente en el sentido libre, con

respecto a ¢, si dado m un entero positivo, al considerar iy # ig # -+ i £ -+ - #
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im ¥ ar un elemento de A;, para cada k en {1,---,m} se tiene que si p(ax) =0

para toda k en {1,--- ,m} entonces
o(araz -+ ay,) =0.

Ahora se considerara la siguiente:

Proposicién 3.7.2.2: Dada una familia {(4;,¢;)}1<i<n de espacios de pro-
babilidad, donde para cada ¢, A; C %B(H;), es una subdlgebra C* con uno y
para a en A;, ¢;(a) = (a&;, &), con & un vector unitario distinguido de H;.
Considerando a (H,£) el producto libre de los espacios de Hilbert (Hj,&;), para
1<i<ny A\ como en la definicién 3.7.1.5.

Entonces la familia {);(A4;)}?_, es libre respecto a ¢, donde ¢(T') = (T'(€),€).
Es importante recordar que por la observacién 3.7.1.6, para cada i, A\;(A;) es
una subélgebra de #(H).

Demostracién: Considerense los indices i1 # g # - - - iy, cond; en {1,--- , n},
para cualquier j entre 1 y m.

Para cada i; tomese A (T;,) en A;; y supongase que o(X;;(7T3,)) = 0 para toda
jen {l,--- m}.

Primeramente, notese que
i, (T3))(§) = Uy, (T3, @)U (§) = Uy, (Ti, @1)(&i,@8) = Ui, (T3, (&, )1 (§)) = Ty, (&)
Pero, entonces se tiene que

(T5,(&;), &) = (N, (T0,)(€), &) = 0.

De lo cual T;,(&;;) pertenece al conjunto HZO]

Ahora, se afirma que:

(Niy (1) =+ Niy (13,))(6) = T, (§i) @ - @ T3, (i)

Para probar la afirmacion, se recurrird a induccion sobre m la cantidad de
elementos de las dlgebras de la forma A, (T, ). Para el caso m = 1, se tiene que
i, (T3,,)(€) = Ui, (Th,, @ DUF (§) = T, (8i,)-

Sim =2, considérese v = \;, (T;,,)(§) , entonces

/\im—1 (Em—l )(7) = Uim—1 (Tim—l ® I)Ui*m,l (7)
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Pero 7 pertenece a HY , porlo que U} _ (v) =&,,_, @ 7.

Entonces:

Ui (nm,—l Y I)U;;n,l(’Y) = Uimfl(ﬂm,—l Y I)(éim—1 ® V) = ﬂm,—l(gim—l) @y

m—1

Pero T;,, , (&, ,) vive en Hﬁn,l» por como se definio U;,,_,, se tiene que:
T, (gimfl) ®@y="T,_, (finl—l) Qv =T, (gimfl) ® Ai, (Ti )(g)

B Tz’m71 (Eim—l) ® Tim (flm)

Ahora supongase que es valido para m =n — 1, y considérese

v =X, (T3,) - i, (T3, )(€) , por lo cual 7 pertenece a K (i1)°.
)\il (Ti )(7) = Uil (TH ® I)Uz*l ('Y) = Uil (Th ® I)(fil ® ’7) = Ui1 (Til (fh) Y 7)

=1 (511) Qy=1T; (511) ® Ai, (le) N, (,Tl ))(5)

Que por hipotesis de induccién no es més que:

Til (611) ® nz (&2) Q- Tim (gi'rn)

con lo que se prueba la afirmacién.
Como ya se probé que para toda i; en el conjunto de indices, T;, pertenece a

H ?j , entonces

Til (611) ® le(flz) Q- ®Em(§lm)

pertenece a @h#m#m Hiol & - Hion'

Como H se descompone como suma directa de la siguiente forma:

H=Cio@P( € H)®---®H)).

m>1 i1 Aim

Entonces T;, (&,) ® T;,(&,) ® - - - @ T;,, (&, ) es ortogonal a &.

Por lo cual:
ey (Ti) -+ Ni,, (T3,)) = Ny (Tiy) - - - iy, (T3,))(€), €)= (T, (&)@ - -@T5,, (64 ), €)

=0.0

Despues de este resultado, ya es posible analizar la relacién existente entre este

tipo de independencia y el producto libre de graficas.
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3.7.3. Relacion Entre el Producto Libre de Graficas y la

Independencia Libre

Por el lema 3.7.4, se sabe que el operador de adyacencia del producto libre

estd bien definido y por el lema 3.7.1.2 es posible asumir que el espacio sobre el
cual actua es €o(V(G1),de, ) * £2(V(G2), de,).

Es posible dar una descomposicién de dicho operador de adyacencia, en el
caso general de n factores, como puede consultarse en [2], sin embargo, en la

presente, solo se realizard para el producto libre de dos graficas.

Una manera de relacionar la independencia libre con el producto libre de

graficas estd explicita en la siguiente:

Proposicién 3.7.2.1: Dadas dos graficas (Gi,e1) y (Ga,ez) graficas local-
mente finitas, si (G, e) denota a (G * Ga,e).

Entonces, se cumplen:

(i) Ag =AM + A®) donde AM y AP son elementos de
B(l2(V(G))), tales que para toda k natural, ((A®)*s,,6.) = (A%, 6., dc,)
paral <1< 2.

(ii) Las algebras C* generadas por {A™M I}y {A®) T} | son libres con res-
pecto a @, donde ¢(T') = (T, ).

Demostracién: Para (i):

Como por el lema 3.7.1.2 existe un isomorfismo isométrico entre los espacios
(l2(V(G)),8e) v (l2(V(G1)), be, ) * (2(V(G2)), de, ) » al que denotaremos 1 (que
debe por ello ser una transformacién unitaria), se propone A = ¢*\;(A(G;))1,
para i en {1,2}. Asf definido, A es un operador acotado en £o(V(G)).

Ahora sean d,, ¥ 0w, en £2(V(G)), con wy y wy vértices de G, por lo cual,
w1 :v%...vil Yy wy = v%...viw k1, ko naturales, con vl € VZ?C Vip Fig F - F
im, M € N.

(AG (0w, ), 0w,) da la entrada wyiwq de la matriz asociada al operador Ag, en

otras palabras, serd uno si w; y we son adyacentes y cero en caso contrario.

Si son adyacentes y ni wy # e # wy entonces se tiene la siguiente descompo-
sicion:

wy = viu y we = v¥u, con u en V(G) y {vi,v?} una arista de G; o de Ga, es
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claro por la definicién, que no puede ser arista de ambas gréficas.

Supongase que {v},vi} es una arista de G, entonces:

<A(1)(5w1)75w2> = <w*)‘Z(A(GZ))¢(5w1)76w2> = <)‘Z(A(Gl))¢(§w1)a¢(§w2)>

Pero 1 es el isomorfismo del lema 3.7.1.2, por lo que ¢(8,,) =65 @ -+ @ §;m1
yw(5w2) :531 ®®62

Umag *

Entonces:
A (AG)Y By ), (0us)) = M (AGL) 0y, @+ ® 0, ), 05, @+ @8 ),
por como se definié a \; esto es igual a:
({U1(Ag, @ DUT (0, ®@ -~ @6, ),05, @ @8, )

= ((Ag, ® DU (8, @ -~ ® 6,

Um

)a U1*(512)1 @ ® 5121m2)>v
como (8, ) y ¥(8w,) son tensores de la forma 7y ® 12 con 7y en HY y 12 en
K (7). Luego:

(Ag, ® D)UY (b, ® -+~ @0, ), UL (5, @ - @3, )

= ((Ag, @ I)(8y, @ - @8, ), (05, ©--- @, )
= (Ac)(05) ® (6}, @+~ @6} ), (02, @ ® 02, )

= ((A6,)(0,,), 85, ) (01, 60,) - {0y, 05, ) = ((A6)(8y,), 65,) = 1.

my ! Vmy

De forma analoga, si {v},v?} es arista de G, entonces:
(AP (), 6us) = ((Ac,)(01,).6,) = 1.

Por otra parte si

<AG(6w1 )7 6w2> =0

entonces {w1,wy} no es una arista de G, por lo que {vi,v?} no es una arista de

G ni de G5, entonces:
(AN (B0, ), 6u) + (AP (61,), 0u) = (A, )(00,), 02 ) + (A, )(8,), 62,) = 0.

Un segundo caso, es aquel en que w; = e y we # e (o viceversa), se tiene
entonces wy = v7 . ..viz, ko natural, con v,i € VZE Vi1 Fig F - F i, m € N.
Si (Ag(de), d0w,) = 1, entonces e y we son adyacentes, por lo que se tiene la

siguiente descomposicion:

106



3. Productos de Graficas

we = v?,y {e;,v?} una arista de G; para i = 1 0 i = 2 exclusivamente:

Si {e1,v?} es una arista de G, entonces:

(AD(8e), 8u,) = (WM (AG))Y(Be), ) = M1 (A(G))e(8e), (8w, )
= (M(A(G))(6),63,) = (Ui(Ag, ® D)UY (6e), 6, )
= ((Ag, ® DU (€), U5 (53,)),
donde ¢ es el vector distinguido de (/2((V(G1))), 1) * (L2((V(G2))), d2).

Se tiene que:
(Ag, @ D)UT(),U7(37,)) = (Ag, ® I)(€1 ® €), (&, ®€))

= ((46,) (0, ®€), (07, ®€))
= <(AG1)(561)3512)1><§a€> = <(AG1)(561)751211> =1

Analogamente, si {ez,v?} es arista de G, entonces:

<A(2)(5w1)76w2> = <(AG2)(6€2)7512)1> =1L

Por otra parte si
<AG(56>76wz> =0

entonces {e,wz} no es una arista de G, por lo que {e;,v?} no es una arista de

(1 ni de G5, entonces

(AN (8e), 05) + (AP (1)), 0ua) = (A ) (0ey). 63,) + ((Aca) (8e,), 62,) = 0.

El dltimo caso se da cuando wy = e y wy = e, de la definicién se tiene que
wy no es adyacente a wy y (Ag(dw, ), Ow,) = 0.

Ademids:

= ((AG) @ I)(& ®€), (61 @) + ((A(G2) @ I)(§2 ©§), (§2®€)) = 0.
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Por lo que en cualquier caso:

<AG(5’LU1)7 6w2> = <A(1)(6w1)5 5w2> + <A(2) (51111)? 51112)'

Ahora, se probarg por induccién que:
(¥*Us(Ag, ® DU;9)* = v*Ui(Ag, ® DU .
Dado i en {1,2}, obsérvese que:
(Ui A, @D)U; §)* = 4 Us(Ag, DU 3 Us(Aq, DU = ¥ Ui((Ag, ) *®1U; .
Sea k en N, supongase que
(¥ Ui(Ag, ® DU )" = ' Ui((Ae,)" ® DU,
entonces:
@ Ui(Ag, ® DUF ) = (9*Ui(Ag, ® DU 9)* (4" Ui(Ag, @ DU )
=" Us((Ag,)" @ DU P9 Us(Ag, © DU = ¢*Ui((Ag,)" @ DU .
De lo cual
(AR (8e), 80) = (" Ni(Ac)¥)*(0e), be) = (" Us(Aq, ® DFUT(0e), (6e))

= (Ui(Ag, @ DU 9(8.),9(8.)) = (Us(Ag, ® DU $(6e), (8e))-
Es importante notar que ¥(d.) = £, donde £ es el vector distinguido del espacio
Entonces:
(Ui((Ac,)* @D U (8.), 0e) = ((Ac,)* @)U (€), U €) = ((A,) @) (&©€), £2€)
= ((Ac)* @ D(£®¢),6®¢) = ((Ae.) (&) ©€), & €) = ((Ac.)" (&), &) (&, €)
Con lo que (i) queda demostrado.

Para (ii), si para i en {1,2}, 4%, es el dlgebra C* generada por {A® T}, se
tiene que @4 y % son subdlgebras C* con uno de B(l2(V(Q))).
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También, se define ¢, donde para cualquier T en Z(¢2(V(G))), se tiene que:
@(T) = (T(de), be)-
Dada una sucesién de indices iy # --- # i, con i; en {1,2} y a; en <, se
tiene que:

plar - am) = (a1 - am(de), oc)
Pero, a; = ¥*a;1, con ¢ el isomorfismo entre £2(V (G1))*l2(V(G2)) v £2(V(G)),
con d; en (. ), donde ,QZ]. es el dlgebra generada por {AGij ,I}. Luego:

<a1 o amwe)v 56> = <w*d1 o ainw(f%), 56> = <d1 T a';n(f)a §>
Pero por la proposicién 3.7.2.2

Por lo cual, las dlgebras Cx generadas por {A', I} y {42 I} son libres con
respecto a . O
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Algunas Aplicaciones

Halmos dijo una vez en su articulo “Applied mathematics is bad mathema-

tics” lo siguiente:

“La afirmacién mas profunda acerca de la relacién entre las matematicas puras
y aplicadas que necesita examinarse es que es simbidtica, en el sentido de que
ninguna puede sobrevivir sin la otra. No sélo, como universalmente se admite,
necesita la aplicada a la pura, pero, a fin de evitar volverse estéril, sin
significado y muerta, la pura necesita la revitalizacion y el contacto con la

realidad que sélo la aplicada puede proveer”.[17]

Es entonces el momento de mencionar algunas de las muchas aplicaciones de

algunos de los temas abordados en este trabajo:

Una aplicacién dentro de la misma teoria de graficas consiste en calcular
el niumero de caminos de longitud k que empiezan y terminan en un vértice
de una de las graficas producto con raiz e, de dos graficas con raiz (Gi1,e1) y
(G2,€2). Se tiene que el nimero de caminos estd dado por (AKd.,d.), como
el operador de adyacencia de las graficas producto admiten la descomposicion
Ag = AW 4 4@,

Estos dos operadores varian en cada grafica y para ¢ como en 3.3.1.1 se tiene

que:
(AG(8e),0) = (AD + AC)E(5.), 80) = w((AD + AP ) = 37 w(w),
w,|w|=k
donde w es una palabra, formada con combinaciones de composiciones de los

operadores A y A de longitud k. Es importante enfatizar que 1 (w) puede
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calcularse al saber el tipo de producto y por tanto el tipo de independencia
asociada.

Por ejemplo, si G = G1%Gs, para k = 2, se tiene que las palabras de longitud
2 son (A(l))Z’ AM AR AR AQ) (A(Q))Q.
Por lo cual :

D w(w) = ¢((AY)?) + (AW AP) 4 (AP AW) 4 ((AP)?),
w,|w|=k

como GG y G2 eran graficas simples, y por la libertad de los operadores con

respecto a 1, se tiene que el nimero de caminos esta dado por :

Y((AD)?) +4((A®)?),

que no es mas que la suma de los caminos de longitud dos de las gréficas factor.

Ahora se mencionardn algunas aplicaciones conocidas y enfocadas a otras
ciencias, acompanadas de una referencia para que el lector interesado pueda
indagar al respecto, cabe aclarar que no son las tnicas existentes, sino sélo un

pequeno atisbo de ellas.
Los siguientes ejemplos se encuentran detallados en [12]:

Dentro de la quimica, la teoria espectral de graficas resulta bastante tutil:
En particular, se emplea en la teoria de Hiickel, la relacién consiste en la aso-
ciacién de graficas a la estructura molecular de ciertos hidrocarburos y la apro-
ximacién de ciertos valores de energia de electrones en su estructura, mediante
el espectro de dichas gréficas, que en algunos casos puede incluso indicar la in-

sestabilidad quimica de una molecula.

En fisica, puede utilizarse para estudiar las propiedades termodinamicas de
moleculas diatémicas absorbidas en la superficie de un cristal, arreglados en una
configuracion determinada o para estudiar la vibracién de una membrana, sien-
do la teoria espectral un apoyo para resolver algunas ecuaciones diferenciales

parciales.

Otro libro recomendado para aquellos interesados en aplicaciones es [25], ya
que ademds de profundizar en otros temas, aborda la relacién entre la proba-
bilidad cuéntica, las gréficas y los tipos de independencia mencionados en las

secciones 3.5 y 3.6.
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Respecto al condensado de Bose-Einstein hay una relacion entre el producto

peine, la independencia monotona y este, puede consultarse més al respecto en

[2].

Por tltimo, una aplicacién a la biologia es aquella abordada por [10], en
donde las propiedades de ciertos tipos de gréaficas y sus espectros permiten

analizar la estructura de proteinas tridimensionales.
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——Apéndice A

Algebras de Banach

Para este apéndice y para el lector interesado en este tema, una referencia
es [14].

Definicién A.1: Algebra Se dice que un espacio vectorial A sobre C es un
algebra si ademds posee una operacién binaria, que se denomina multiplicacién
y se denota con yuxtaposicién, tal que para cualesquiera x,y,x en A, a en C |

cumple:
- o(y2) = (ay)2
» z(y+2)=xy+xz; (y+2)vr=yxr+ 27
- a(zy) = 2(ay)
Se dice que A es un algebra conmutativa si ademas
= Ty =y

Por otro lado se le conoce como &dlgebra con identidad (o unidad) si A es un
algebra y existe un elemento en A, denotado 1, tal que para todo x en A se

cumple:
n lz=2z2l=2
Definicién A.2: Algebras normadas Se dice que el espacio vectorial nor-

mado (A4, ||-||) sobre C es un algebra normada si el espacio vectorial normado

A es un dlgebra y para cualesquiera z,y en A sucede que ||zy|| < ||z||||y]| -
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Definicién A.3: Algebras de Banach Decimos que un lgebra normada A
es un dlgebra de Banach si el espacio vecorial normado (A4, ||.||) es un espacio
de Banach.

De los siguientes resultados, sélo se presentaran las pruebas mas ilustrativas.
El lector interesado en profundizar en el tema de algebras de Banach, puede

consultar [13] de la bibliografia.

Proposiciéon A.4: Si f pertenece al dlgebra de Banach B y ||1 — f|| < 1,

entonces f es invertible.

Demostracién: Considerandon = ||1—f]| < 1, se tiene que para todo N > M

N M
0<|Id A== (1=
n=0 n=0
N N N
=1 a=prs D ona=-ntl= >,
n=M+1 n=M+1 n=M+1
Pero por ser una suma geométrica y ya que n = ||1 — f|| < 1, se tiene:
N
N ML N4 B pM+1
2 = l—n  ~1-n
n=M+1

De lo cual se concluye que la sucesién de sumas parciales {ij:o(l - "%
es de Cauchy. Entonces Y~ ((1 — f)™ es convergente en B.
Se define g = Y07 (1 — f)™.

Es importante notar que:

fg=M—1-P1Y (-5
n=0
por continuidad esto se convierte en
N N
G 1= (1= )] ;_0(1 - "= Nh;nw;[l —(@=Ha-hnr

pero esta es una suma telescépica por lo cual es igual a:

N
lim Y (1-f)"=(1-f)"" = lm (1-f)°-(1-HM = dim 1-(1-f)TF

N—00
n=0

Como B es algebra de Banach

lim [[(1 = HY <[] = HIVFE < dim g,
N—o00 N —oc0
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A. Algebras de Banach

dado que n < 1 entonces
11— N — 0.

Se tiene entonces por la continuidad de la norma que
(1 - f)NJrl — Oa
de lo cual

lm 1—(1— )Nl =1,

N—o0

Lo anterior implica que ¢gf = 1 por lo cual, se concluye que f es invertible y
ft=g¢.0

Definicién A.5: Dada B un 4lgebra de Banach, se denotard como ¢ a la
coleccion de elementos invertibles en B.

Proposicién A.6: Si B un élgebra de Banach, el conjunto § es abierto.
Demostracién: Si festden §,gen By ||f —g|| < HfillH entonces

1> [If7HIf = gll 2 111 = fll-

De lo cual, se concluye que f~'g estd en § . Por lo que g = (f(f'g)) pertenece

a(g.
Luego ¢ contiene a la bola abierta de radio =T con centro en el elemento f.
O

Definicién A.7: Espectro y radio espectral Dada B un dlgebra de Banach

y f un elemento de B se define el espectro de f como el conjunto:
o(f)={r € C: f — X no es invertible en B}.

Miés ain, se define el radio espectal de f como rp(f) = sup{|A|: A € o(f)}.

Divisién del espectro El espectro de un operador T se divide en tres partes:
» Espectro puntual. Consiste en los eigenvalores de Ty se denota o, (T).

= Espectro continuo. Compuesto de escalares A, que no son eigenvalores
de T, pero hacen que el rango de T'— A sea un subconjunto denso y propio

del espacio.
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= Espectro residual. Consiste en todos los deméas escalares que forman
parte del espectro, pero no cumplen los requisitos para ser parte del es-

pectro puntual o continuo.

Proposicion A.8: Si B es un dlgebra de Banach y f un elemento de B,

entonces o(f) es compacto y rg(f) <||f]|-

Demostracién: Se define ¢ : C — B, como ¢(\) = f — A, claramente ¢ es

continua pues:
[[¢(A1) — (M)l = [If = Adr = f+ X2l = [[A2 = Al = [A2 = Ae[|[1]] = [A2 — Aa.

Ademés p(f) = ¢~1(g) es abierto ya que ¢ es abierto. Como o(f) = C\ p(f)
entonces o(f) es compacto.

Si|A] > || f]| , entonces

WL fy !
1> B =4l = e - =D

luego por la proposiciéon A.6, 1 — { es invertible. De lo que se infiere que f — A

es invertible. Por lo cual, A no pertenece a o(f). Por lo tanto, rg(f) < ||f||. O

Definicion A.9: Algebra* y Algebra C* Dada A un élgebra de Banach ,
decimos que A es un algebra-x si existe una funcién sobre A tal que envia a T'

a T*, llamada involucién que cumple:
s 7" =T para T en A.
» Dados S,T en A, (ST)* =T*S*
Si ademaés cumple :
= Dados S, T en A,a, 3 en C se tiene que (aS + BT)* = aS* + BT*
» Dado T en A, ||T*T|| = ||T?

se dice que A es un dlgebra C*.

Definiciéon A.10: Transformada de Gelfand Dada un édlgebra de Banach
B, si el conjunto de las funcionales multiplicativas que toman valores en B es
distinto del vacio , se define a la tranformada de Gelfand como la funcién
I': B— C(M) tal que dada ¢ en M , T'(f)(¢) = ¢(f). Donde C(M) denota

a las funciones continuas de M a C.
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A. Algebras de Banach

Teorema A.11: Teorema espectral

Si H es un espacio de Hilbert y T es un operador normal sobre H, entonces el
algebra C* generada por T' es conmutativo. Mds aun, el espacio de los ideales
méximales de dicha dlgebra es homeomorfo a o(T), y existe un isomorfismo

isometrico de esa dlgebra a C(o(T)).

Definicién A.12: Algebra generada Dado un espacio de Banach B y un
subconjunto R, se llamard algebra generada por R al dlgebra de Banach,

maés pequena en el sentido de la contencién, que contenga a R.

Definicién A.13: Algebras-+ y C* generadas Dado un espacio de Banach
B y un subconjunto R, se llamard algebra-x generada por R a el algebra-
%, Mas pequena con respecto la contencién, que contenga a R. Y algebra C*

generada por R a el dlgebra C* més pequena, que contenga a R.

Nota: Aqui, se trabajard principalmente con operadores de ¢5(V) a £y(V),
con V un conjunto discreto, este espacio no es un algebra de Banach, pero dado
un operador alli podemos considerar su algebra generada y trabajar en ella, por

ello seran validos en nuestro contexto los resultados de este apéndice.
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——Apéndice B

Espacios de Hilbert

A lo largo de los capitulos anteriores, se han utilizado notaciones, resultados
y teoremas desarrollados para espacios de Hilbert. En este segundo apéndice se
abordan algunas nociones y teoremas bésicos y algunas particularidades de los

espacios de Hilbert mencionados en el presente trabajo.

Los espacios de Hilbert son un tipo distinguido de espacios de Banach, pues
la norma que poseen es heredada de un producto interior. La existencia de dicho
producto permite introducir la nocién de ortogonalidad, que arroja resultados
tan sorprendentes y tutiles como el Teorema de Representaciéon de Riesz. Una
de las razones por la que estos espacios son tan importante es porque preservan
nociones “geometricas”del espacio ecuclidiano en el que se ha hecho costumbre
trabajar por sus multiples aplicaciones.

Podemos formalizar la idea intuitiva anterior en la siguiente definicién:

Definicién B.1: Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial que posee
un producto interior (.,.) : Hx H — C y que ademds es completo con la norma

inducida por ese producto interior.

Un breve recordatorio de la definicién de producto interior y norma:

Definicién B.2: Dado un espacio vectorial W producto interior es una
funcién (.,.) : W x W — C que satisface las siguientes condiciones:

Dados u,v y wen Wy XAen C

1) (Au+v,w) = Mu,w) + (v,w)
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i) (v,u) = (u,v)

iii) (u,u) > 0 para toda u # 0 en W.

Definiciéon B.3: Dado un espacio vectorial W, una norma es una funcién
[I']| : W — R que cumple las siguientes propiedades:

Dadosuyven Wy AenC
) [Aul] = [Allull
i) [fu+of| < [Jul] +[|v]|

iii) ||u|| > 0 para toda uen Wy ||u|]| =0 siy sélosiu=0

Observaciéon: Cuando un espacio vectorial posee un producto escalar, se de-
fine la norma inducida por dicho producto como : ||u|| = y/(u,u). Dadas las
propiedades del producto interior, es inmediata la observaciéon de que asi defi-

nida es en efecto una norma.

Proposicién B.4: Dado el espacio ¢5(N), cuyos elementos son sucesiones x =

{zr}ren tales que xy pertenece a R para cada k y la serie Z |z |? converge,
keN
es un espacio de Hilbert con el producto interior (z,y) = Z TrpYk, donde T y y

keN
son elementos de ¢2(N).

Demostracion: El primer paso es probar que asi definido satisface las con-

diciones para ser un producto interior, sean pues = {zx}ren , ¥ = {Uk }ken ¥

z = {2k }tren en £3, A en C. En primer lugar, consideremos:

Ao+ 2,9) = > Aok +26)ys = Y ATkUk + 26Uk = D ATkYR + D kU

keN keN keN keN
ZZAZE:xkyk4-§£:Zkyk =:A<$,y>‘F<Z,yy
keN keN

También: (z,y) = Z TpYk-
keN
Pero para toda k en N 23 y y, son ntimeros reales, luego:
Z yezr = (y,x) = (y,z) dado que la serie es una suma de reales.

keN
Por dltimo:

(x, ) :Zxkxk = Z|xk\2 > 20207

keN keN keN
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B. Espacios de Hilbert

pues para toda k en N, |zx|? > 0.

Por lo que asf definido (,) es un producto interior, por la observacién, se tiene
ademss que ||.]| = 1/{.,.) es una norma.

Falta demostrar que con esa norma el espacio ¢2(N) es completo.

Sea {w™},en una sucesién de Cauchy en ¢5(N), por definicién se tiene que dado
e > 0 existe m en N tal que ||w, — w,|| < € para toda n > m, es decir
€ > Z lw — wi|?.

keN
Es importante observar que dada £ fija en N, la sucesién w} con n en N es de

Cauchy, pues si la suma total es menor que €, en particular cada sumando con
indice n > m, lo es. Pero w} es una sucesién de Cauchy en los reales, que es un
espacio vectorial completo, por lo tanto converge a un vy , en particular dada
€ > 0 existe m en N tal que si n > m entonces |vx, — wj| < £ Se define una
nueva sucesion U = {vy }ren. Primero se probard que v pertenece a f3(N).

Sea M en N arbitraria, si n,j > M

k=M ) 00 .
wf —wil? < 3 fuf —wil? < &,
k=1 k=1

también
k=M
2 2 2
|vk7wk| Z | hm wk—wk| Z |nhl>nmw —wy)|
k=1
k=M k=M
- 7 _ad)2 = 14 Z no_ . 0\2 ., 2 _ 2
i [ —wl)P =t 3w~ el < tim ¢ = e
k=1 k=1
Ahora
k=M k=M
1 1
O el = P — wi™ + wi*)2,
k=1 k=1
por la desigualdad de Minkowski esto es menor o igual que:
k=M | k=M )
(Z Wk—wﬂ)z(z [wi?)? < e+ [[w™]]2 < oco.
k=1 k=1

Esto se cumple para cualesquiera M en N, por lo tanto:
—~ = 12 % If %
)’ = 5 0
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por lo visto anteriormente:

00 k=M
[0 —w"||2 = (Z |Ek\2)% = lim (Z [ok|2)? < €, siempre que n > m.
k=1 Moo i

De lo cual, {w"},cn converge a T, por todo lo anterior ¢5 es un espacio de
Banach. (J

Se recordara brevemente el concepto de suma directa:

Definicién B.5: Dado un espacio vectorial W y n subespacios vectoriales
Wi, Wa, -+ W, con n un natural, se dice que W es suma directade Wy, --- | W,
si cada elemento w en W puede escribirse como w = wy + wsy + - - - + w, con w;

n
en W; para cada i y W; NW; = 0 si i # j. En este caso se escribe: W = @ W;.

i=1

Observacion: Asi como es posible indexar estas sucesiones sobre los naturales
para obtener a ¢2(N), también dada una grafica G cuyo conjunto de vértices sea
a lo més contable, se puede trabajar en el espacio ¢3(V(G)). En el caso de
que esta sea finita de orden n, indexar sobre los vértices seria equivalente a
indexar sobre los primeros n naturales y considerar todas las demds entradas
cero; en caso de que ser G sea infinita numerable, por la biyeccién asociada a
la numerabilidad del conjunto de vértices, seria equivalente a indexar sobre los

naturales.

Proposicion B.6: Si V es el conjunto de vértices de G, V; es el conjunto de

vértices de la componente conexa G, de Gy ademas se tiene que G = U}, G;

entonces lo(V) = @ZQ(VZ»).
i=1

Demostracién: Sea T = (7y,,Ty,, -+ ,Ty;, -+ ) en Lo(V), entonces dado que
G = UG, para todo v; en V existe 4 natural tal que v; pertenece a V;, se
consideran todos los indices que pertenecen a cada uno de los V;, se considera
a esas entradas las entradas del vector Z; (en el lugar correspondiente), las
demés entradas de T; serdn cero. Luego T puede expresarse como una suma
de elementos en f5(V;). Ademds, la unién de los G; es ajena, por lo que los
conjuntos V; son ajenos. De alli que el tnico vector en todos los ¢5(V;) sea el

vector 0. O
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B. Espacios de Hilbert

Proposicion B.7: Con la misma notacién que en la proposiciéon anterior:
Si A : £y(V) — £y(V), el operador de adyacencia de G es acotado, entonces

l5(V;) es A-invariante.

Demostracién: El operador de adyacencia aplicado a un vector x estaba

definido como sigue:

Yu = § Ay Ty, U eV
veV

Dado v en V;, a,, . es distinto de cero sélo cuando v pertenece también a V;, por
lo cual si el vector x estaba en £5(V;), el vector resultante pertenecera a f5(V;),

de lo cual este es A invariante. [J

Proposicion B.8: Continuando con la misma notacién que en la proposiciéon
B.6, si P; : (2(V(G)) — €3(V;), es la proyeccién ortogonal entonces dado
A = A(G) el operador de adyacencia de una grafica localmente finita entonces
AP = PA.

Demostracién: Se tiene que ¢5(V;) es A invariante, por lo que dados T en
l5(V) y T; su proyeccion a £2(V;), AP,(T) = A(z;) = P,A(7;). Por lo que la

proyeccién conmuta con el operador de adyacencia. [
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——Apéndice C

Productos Tensoriales de

Espacios de Hilbert

El primer elemento en este apéndice es la propiedad universal del producto
tensorial para espacios vectoriales, para un trato méas detallado puede consul-
tarse [26].

C.1 Propiedad universal del producto tensorial Dados V' y W espacios
vectoriales sobre un campo K se define un producto tensorial de V' y W como la
pareja (M, 7) donde M es un espacio vectorial sobre K y 7 es un mapeo bilineal
de V x W a M, donde dicho mapeo posee la siguiente propiedad universal:
Siempre que f sea un mapeo bilineal de V' x W a un espacio vectorial Y
sobre K, entonces existe un inico mapeo lineal F' de M a Y tal que el diagrama

mostrado a continuacién conmuta.

VxW —— M

|

Esa propiedad debe tenerse en mente mientras se trabaje en espacios vecto-
riales. En este caso se estd trabajando en un espacio de Hilbert. En este tipo de
espacios, hay més de una manera de construir el producto tensorial, una muy
interesante es la que aparece en [36]. El enfoque que se manejara en este apen-

dice es més bien similar al de Berberian en [3]. Sin embargo, por su extensién,
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estd construccion se abordara solamente de manera superficial.

Definicién C.2: Dados dos espacios de Hilbert Hy y Ha con (,); v {, )5 sus
respectivos productos, decimos que un mapeo bilineal T' : Hy x Hy — M es
un producto tensorial si m = M y dados x1,22 en H1 v y1, 92
en Hy se tiene que (T'(x1, y1), T (x2,92)) = (1, 22) (Y1, y2),. Denotaremos a ese

producto tensorial como ®, es decir T'(x1,y1) de denotard por 1 ®@ y1 .

Ahora consideraremos el siguiente espacio:

Hy® Hy := {Zhﬂ@ki]ne N,h; € Hy,k; € HQ}
=1

De esta manera, dados z = Z Xihi @ ki, y = Z Ajh; @k en Hy @ Hy, con hy
i=1 j=1
en Hy y k; en Hy para toda [ tal que 1 <1 < maxz{n, m}. Definimos:

(@, Y) 1, @ Ha :=ZZA Xj (R, W) (R, K.

Proposicion C.3:  (,) g, e@m, asi definido es un producto interior.

Demostracién Sean pues z, y v z en Hi®H,. Luego, x puede escrlblrse como

Z)\ h; ® ki, también y es la Z)\ . @ kj y z se escribe como Z)\ R @ kY
=1 j=1 s=1
sin perdida de generalidad sea n > m > p, asi by en H1 y k; en Hs para toda [

natural distinto de cero y menor que n.

Primeramente se tiene que:
P
5, = GO b SN S @ )
s=1

Ahora se considerard para 1 <1 <n, h}” = hly para cuandon+1 <l <n+ma
hi"" = hl —n, también para 1 <[ < n, se tendrd k;" =kl ysin+1 <[ <n+m,
k" =kl —n. Se define para 1 <1 <n XN(l) =p\; yparan+1 <1< N() = \;

Asi, la suma anterior se transformard en :

p
Z )\lh/” ® k/// Z )\sh;/ ® kg>
s=1
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C. Productos Tensoriales de Espacios de Hilbert

Por como se definié el producto interior, esto sera:

DD MWL) (KD,
! s
dada la definicién de A\;, h”’l y k"l se tiene:

=Y > Nilhiy b (i K +ZZ)\ (hj W) (ki KLY,

= ,u(x, Z>H1®H2 + <y’ Z>H1®H2'

Por otra parte:

(@) o, = ZZAA (hi, 1) (ki KS),

=D > ARy ke (K ZZA g (R, ha) (kg k),

= Z Z )‘j/\7i<hj7 hi>1<kj7 ki>2 = <y7 x>H1®H2'
i

Por tltimo: (z, )y op, = Z|/\ |*(hi, hi), (ki ki), > 0, siendo cero solamente

si h; y k; son iguales a cero para toda i entre 1 y n, es decir si x es cero. Con

eso se concluye la prueba de la proposicion 1. [

Lo cual también prueba que H; ® Hs es un espacio con producto interior,
por ello, admite una completaciéon que es un espacio de Hilbert. Denotaremos
por H; ® Hs a su completaciéon y por <,>H1®H2 al producto interior de este,
que resulta una extensién continua del producto interior () o, - Para una

prueba detallada de esta dltima afirmacién, puede consultarse [3].

Ya construido el producto tensorial de espacios de Hilbert; lo que se abor-

daré a continuacion es el producto tensorial de operadores en espacios de Hilbert.

Proposicion C.4: Dados dos espacios de Hilbert Hy, Ho, un operador acotado
T que actua el espacio de Hilbert H; y un operador S con dominio en el espacio
de Hilbert Hs,. Se tiene que existe un unico T'® S : Hy ® Hy — H, ® Hs
acotado, tal que dados hen Hy y kenTo, T® S(h® k) = T(h) ® S(k).
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Demostracion: Se define T'® S, primero para los elementos de Hy ® Ho,
n

dado x alli, entonces x = Zcifi ® g; con ¢; en C ,f; en Hy y g; en Hy como
i=1

TS afi®g)=> aT(f:)®S(g).
i=1 i
Asi definida, se verd que esta transformacion es lineal,

Sean z, y en H; ® Hy y A en C, primeramente se observa que haciendo i = ck,
=fkygl=gksil<k<nyu=Aijfl=fn—-kygl =gn—ksi
n+ 1<k <n+m, entonces:

n m n+m
ZCifi ® g+ AZ fi®g; = Z Lk fr ® gis
) j=1 k=1
donde ademaés para toda k en {1,---,n+m}, f estd en Hy y g} pertenece a

H.

Por ello, se tiene que

n n n+m
TS cfi®gi+A> fj@gd)=ToS(Y_ mfi @gi),
i=1 j=1 k=1

por como estd definida T'® S, esto ultimo se transforma en:

n+m
> w () @ S(gi).-
k=1

Regresando a los indices iniciales esto es:

Zcz (fi) @ S(g:) +ZAcT ) ® S(g5)

Zcz (fi) ® S(g:) +Z)\CT N ® S(g)) = (T®S)(z) + AT ®S)(y).

=1 Jj=1
comprobandose asi la linealidad.

Ahora se verd que T'® S es acotado:

HT®S ||2 th fz ®ng Zcz fz ®S(gz)>

=1 =1

= ZICZ\ T(fi))1(S(93), S(90))s < D |eilPITI(fis Sy 15117 {gs, 900

i=1

= [[TIPISIPY_ leil(fis fi)1(9is 912 = ITIPIISIP |11

i=1
De lo que
1T ® S| < [IT[1S]]-
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C. Productos Tensoriales de Espacios de Hilbert

Es importante notar que todo se trabajé para H; ® Hs, sin embargo por ser
H, ® Hs la cerradura de este, se extiende de manera tunica, lineal y continua, a
T ® S a un operador en Hy ® Hs, el cual en un abuso de notacién recibira la
misma nomenclatura. Para probar lo que falta, supongasé que hay otro operador
n:H ®Hy — Hp ®£IQ, que cumplerlla hipotesis, reestringiendolc:la H{®H,, se
tiene que n(x) = (Y cifi @ ) = Y eT(fi) @ S(g:) =TSO _cifi ® gi) =

i=1 i=1 i=1
T®S(x). Pero Hy ® Hy es un subespacio denso de Hy ® Hy. Por lo cual n = T® S

en Hi ® H, de lo que se concluye la unicidad. [

Se enunciaran, sin prueba, algunas propiedades del producto tensorial entre

operadores, el lector interesado en su demostracién puede consultar [3].

Proposicion C.5: Sean T : Hy, — H,R : H, — Hy, S : H, — Ho,

S : Hy — Hs operadores lineales acotados y A en C Entonces se cumplen:

» Iy, ® Iy, = Inon,

T+R@S=TOS+RSyT@(S+U)=T@S+ToU

ANT®S=ANT®S)=T®A\S

(T®S)(ReU)=TR®US

(T®S) =T*® S*

T @ S| = ITlIS]|

= T ® S es invertible si y s6lo si T'y S son invertibles, en ese caso se tiene
que (T®S)t=T"tes L

Nota: Es posible generalizar el producto tensorial aqui descrito, asi como el
producto interior definido, con una construccién similar para un producto entre

n factores, siendo adn valida también (por induccién) la proposicién C.5.
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