
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA 
                                 DE MÉXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

ESPACIO-TIEMPO CON TORSIÓN EN SISTEMAS
CON SIMETRÍA

T               E               S                I               S

QUE  PARA  OBTENER  EL  TÍTULO  DE:

F Í S I C O

P       R       E       S       E       N       T       A :

CHRISTIAN PETERSON BORQUEZ

DIRECTOR DE TESIS: 
DR. YURI BONDER GRIMBERG

2017

Margarita
Texto escrito a máquina
CIUDAD UNIVERSITARIA, CD. MX.

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



1. Datos del alumno
Peterson
Borquez
Christian
56 65 33 21
Universidad Nacional Autónoma de México
Facultad de Ciencias
Física
413054795

2. Datos del tutor
Dr
Yuri
Bonder
Grimberg

3. Datos del Sinodal 1
Dr
Daniel Eduardo
Sudarsky
Saionz

4. Datos del Sinodal 2
Dr
Erick Leonardo
Patiño
Jaidar

5. Datos del Sinodal 3
Dr
Mariano
Chernicoff
Minsberg

6. Datos del Sinodal 4
Dr
Elías
Okón
Gurvich

7. Datos del trabajo escrito
Espacio-tiempo con torsión en sistemas con simetría
41 p
2017
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3. Simetŕıas y torsión 17
3.1. Derivada de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.2. Campos de Killing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2.1. Caso sin torsión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2.2. Caso con torsión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.3. Integrando las autoparalelas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.3.1. Espacio euclidiano en 2D y 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.3.2. Espacio tipo Minkowski 1+1 con torsión de fondo . . . . . . . . . . . . 21
3.3.3. Espacio-tiempo tipo Schwarszchild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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1. Introducción

A pesar de su amplio éxito experimental existen argumentos para pensar que la Relatividad
General, que es la teoŕıa de la gravedad más exitosa a la fecha, debeŕıa ser una aproximación
a una teoŕıa más fundamental. Entre estos problemas se encuentran la aparición de soluciones
singulares [1], la incompatibilidad con la mecánica cuántica [2] y los problemas de materia y
enerǵıa oscura [3]. Con el objetivo de resolver este tipo de problemas se han estudiado teoŕıas
alternativas a la Relatividad General, llamadas teoŕıas de gravedad modificada. A pesar de
haber ciertos resultados interesantes, es importante mencionar que hasta la fecha ninguna de
ellas ha logrado reemplazar a la Relatividad General, siendo esta la teoŕıa de la gravedad más
simple que mejor describe las observaciones [4].

En el intento por encontrar una teoŕıa de gravedad compatible tanto en el régimen mi-
croscópico (i.e. cuántico) como en el ĺımite clásico, extender la Relatividad General parece ser
un camino factible. En la mecánica cuántica, además de la masa en reposo (enerǵıa-momento)
de las part́ıculas, la estructura interna o momento angular de esṕın también las carcateriza
dinámicamente [5]. Por esta razón parece interesante exigir que esta propiedad sea una fuente
gravitacional, es decir, esté acoplada a la geometŕıa del espaciotiempo. Esto conduce a una
estructura matemática del espaciotiempo más general, llamados espaciotiempos de Riemann-
Cartan [6]. En estos espacios existe un nuevo ente geométrico llamado torsión. Entender este
concepto matemáticamente forma parte importante de este trabajo, y una vez desarrollados
los conceptos necesarios se procede al objetivo central de la tesis, que es estudiar la ecuación
de movimiento de part́ıculas de prueba bajo la aparición de una torsión no nula.

Para investigar las posibles extensiones de la Relatividad General es importante entenderla
a cabalidad, razón por la que a continuación se presenta un breve resumen de esta teoŕıa desde
una perspectiva histórica, resaltando sus postulados, pasando también por ciertos hechos
históricos relacionados con la torsión.

Las leyes de Newton son válidas únicamente en ciertos sistemas de referencia especiales,
llamados inerciales. La definición de estos está incluida en la primera ley, y dice que un siste-
ma inercial será aquel en el cual cualquier part́ıcula libre se mueve a velocidad constante. Es
claro que existen muchos sistemas de referencia inerciales. Todos ellos están relacionados por
las transformaciones de Galileo y éstas pueden consultar en la referencia [7].
En los sistemas inerciales se vale el principio de relatividad, que se remonta hasta Galileo, y
puede parafrasearse de una forma muy sencilla siguiendo la referencia [7]: Experimentos idénti-
cos realizados en diferentes sistemas de referencia inerciales dan lugar a resultados idénticos.
Nótese que esto habla de todos los experimentos y cualquier sistema inercial. En particular,
este hecho implica que no existe experimento posible para determinar la velocidad absoluta
de un sistema de referencia inercial.

Asumiendo la universalidad del tiempo, la mecánica de Newton era compatible con las
transformaciones de Galileo. Sin embargo en el año 1865 la f́ısica encontraŕıa sus primeras
ecuaciones incompatibles con las transformaciones de Galileo, cuando James Clerk Maxwell
lograra unificar todos los fenómenos electromagnéticos en cuatro elegantes ecuaciones que hoy
llevan su nombre [8]. Entre las más importantes consecuencias de su teoŕıa se encuentra la
existencia de ondas electromagnéticas, predicción que después seŕıa corroborada experimental-
mente, además de identificar a la luz como un fenómeno de este tipo. Una de las conclusiones
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que tomó la comunidad de f́ısicos al conocer este resultado es que deb́ıa existir un medio,
al que se llamó éter, que sosteńıa las oscilaciones electromagnéticas, pues hasta el momento
todas las ondas conocidas viajaban a través de medios materiales. Otra motivación fue que
las ecuaciones de Maxwell predicen una velocidad constante para este tipo de ondas en vaćıo,
de donde se pensó que tal velocidad seŕıa en el sistema de referencia en reposo de tal ente,
ahora como un sistema de referencia absoluto.
Esta idea causó confusión y discusión en la comunidad durante largo tiempo y en 1881, inten-
tando medir la velocidad de la tierra respecto a este medio, Michelson y Morley descubrieron
que sus efectos eran indetectablemente pequeños. Para intentar resolver este problema Lo-
rentz, Fritzgerald y Poincaré propusieron que los cuerpos se contráıan al moverse en este
medio y los relojes corŕıan a distinto ritmo. A pesar de describir las observaciones, esta teoŕıa
no fue aceptada ya que sus postulados básicos no pod́ıan ponerse a prueba [9].
Motivado por la asimetŕıa de los fenómenos electromagnéticos al considerar cuerpos en mo-
vimiento Einstein logró entender que estos, al igual que en los fenómenos en la mecánica, no
deb́ıan poseer ideas referentes al reposo absoluto. Con estas ideas rederivó las transformacio-
nes de Lorentz entre sistemas inerciales en su famoso art́ıculo de 1905 [10], a partir de dos
postulados fundamentales:

El principio de relatividad de Galileo.

La velocidad de la luz en vaćıo es igual para todos los observadores inerciales, indepen-
dientemente de la velocidad de éstos o la velocidad de la fuente.

Incréıblemente, a partir de estos Einstein logró demostrar que las ecuaciones de Maxwell son
covariantes ante transformaciones de Lorentz, con lo que probó que la introducción del con-
cepto de éter era innecesaria y que las ondas electromagnéticas pod́ıan viajar en el vaćıo.
Además no existe un concepto de tiempo universal como en la de f́ısica de Newton, sino que
la simultaneidad entre dos eventos depende del observador en cuestión. La consecuencia más
importante de este resultado es que para respetar la causalidad la velocidad de la luz es la
velocidad máxima para cualquier señal f́ısica.
A esta teoŕıa postulada por Einstein se le conoce hoy en d́ıa como Relatividad Especial y ha
sido confirmada ampliamente en experimentos midiendo distintos fenómenos. Véanse referen-
cias [11,12].

Al poco tiempo de ser postulada la Relatividad Especial Minkowski se dio cuenta que era
de gran utilidad unificar al tiempo y al espacio como un solo ente, al que ahora se le llama
espaciotiempo. Más aún, existe un concepto de norma en este espacio que se preserva ante
transformaciones entre sistemas inerciales.
Sin embargo para incluir el efecto de la gravedad aún exist́ıan problemas: ésta acelera los

cuerpos y la ley de gravitación de Newton (Fg = Gm1m2/r
2) era de alcance inmediato, por lo

que no pod́ıa ser compatible con la relatividad. Aśı Einstein pensó que la ley de Newton deb́ıa
ser una aproximación de una ley más fundamental [7], y esta visión unificada de espaciotiempo
seŕıa clave para la generalización de su teoŕıa.

En seguida comenzó Einstein a estudiar el movimiento acelerado en Relatividad Especial,
publicando un art́ıculo en 1908. En él argumentó porque los efectos de la gravedad desapa-
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recen para el movimiento en cáıda libre, de donde las leyes de la Relatividad Especial deben
aplicar para él. A tal acercamiento se le conoce actualmente como Principio de Equivalencia.
Su motivación era la siguiente [13]: las leyes de Newton, aśı como la Relatividad Especial, se
basan en la existencia de sistemas de referencia especiales, los inerciales. Además le parećıa un
poco extraño que la masa que aparece en la ley de inercia (F = ma) y en la ley de gravitación
universal (GMm/r2) sea la misma, como si artificialmente la ley estuviera puesta para que
todos los cuerpos de prueba cayeran de la misma manera en presencia de la masa M .
La solución de Einstein revolucionaŕıa la f́ısica nuevamente. Su teoŕıa, conocida como Relati-
vidad General y publicada en 1915 [14], no trata a la gravitación como una fuerza, sino que
cualquier objeto es fuente de campo gravitacional y curva el espacio-tiempo a su alrededor,
de modo que los cuerpos libres de fuerzas se mueven únicamente debido a su inercia en este
espacio curvado [13].

En concreto, el espacio-tiempo deb́ıa ser ahora una variedad diferenciable 4 dimensional,
dotada de una métrica gab que dice como un observador mide localmente tiempo y espacio.
De la teoŕıa de variedades riemmannianas, y bajo ciertas suposiciones, se sabe que gab deter-
mina por completo la geometŕıa de la variedad. Para relacionarla con otras cantidades f́ısicas,
Einstein llegó a la ecuación

Gab = 8πTab (1.1)

donde el lado izquierdo son operadores diferenciales actuando en gab, mientras el lado derecho
está dado por la distribución de materia y enerǵıa en espacio-tiempo. En el caso en que no
hay gravedad se reduce a Relatividad Especial, además de contenerla localmente en el caso
general y en el ĺımite de gravedad débil y bajas velocidades, contiene la ley de gravitación de
Newton [15].
Como toda teoŕıa predijo nuevos fenómenos, dignos de ser puestos a prueba experimentalmen-
te. Entre ellos se encuentran las ondas gravitacionales, el corrimiento al rojo gravitacional,
la dilatación gravitacional del tiempo y la desviación de la luz. Fue este último fenómeno el
que utilizaŕıa el reconocido astrónomo Arthur Stanley Eddington en 1919 para probar que la
teoŕıa propuesta por Einstein era correcta. Para ello observó, durante un eclipse total de sol,
estrellas cuya luz pasaba cerca de la frontera del sol. Después observó las mismas estrellas en
ausencia del sol y notó que en el primer caso la estrellas se parećıan alejarse del Sol, es decir,
su luz se desviaba.
Desde entonces la Relatividad General ha sido ampliamente exitosa en explicar las observacio-
nes, que incluyen detección indirecta de hoyos negros [16], el corrimiento al rojo gravitacional
y cosmológico [17], la expansión del universo [3] y hasta la reciente detección de ondas gravi-
tacionales [18].

El primer acercamiento a una teoŕıa que contenga a la Relatividad General como caso par-
ticular fue propuesto muy poco tiempo después de la postulación de esta teoŕıa cuando Élie
Cartan, estudiando precisamente Relatividad General, se dio cuenta que era posible extender
el concepto de conexión a una conexión asimétrica [19–21]. Alĺı reconoció el caracter tensorial
de la torsión y desarrolló los conceptos geométricos generalizados. A pesar de que teńıa idea
de que la torsión deb́ıa estar conectada con el momento angular intŕınseco de la materia y
deb́ıa ser cero en vaćıo, Cartan solo desarrolló las primeras nociones de ésta en Relatividad
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General [6]. El trabajo de Cartan consiste en modificar unas de las suposiciones que llevan a
la ecuación (1.1), de donde surge el concepto de torsión antes mencionado. Esencialmente, la
información geométrica ya no está toda contenida en la métrica gab sino que la torsión (T cab)
entra en juego. El trabajo de Cartan pasó mucho tiempo en el olvido, y la primer formulación
de una teoŕıa f́ısica consistente que incluya a la torsión apareció hasta 1961 y 1962, en [22]
y [23] respectivamente.

A partir de entonces la torsión ha sido ampliamente estudiada en diversas teoŕıas de gra-
vedad modificada [4], apareciendo en distintas situaciones como el universo temprano [24], en
modelos de expasión acelerada del universo [25], etcétera.

La torsión es el concepto central de la tesis y la organización de la misma es la siguiente: en
el caṕıtulo 2 se dan las definiciones y se desarrollan los conceptos geométricos para una torsión
de fondo. En el caṕıtulo 3 se estudia cómo representar simetŕıas en este lenguaje geométrico, y
con esto hacer un análisis de “rectas” en espacio-tiempos conocidos en donde se puede definir
una torsión. Se sigue, en el caṕıtulo 4, con el concepto de curvatura, en donde se encuentra
que el concepto conocido cambia y se da una visión geométrica de esto. Los caṕıtulos 2, 3
y 4 antes mencionados son generalizaciones de los resultados mostrados en las secciones 3.1
y 3.3, el apéndice C y las secciones 3.2 y 3.4 de la referencia [1], respectivamente. Estos
caṕıtulos la tesis extienden resultados puramente matemáticos, con el objetivo de entender
profundamente el lenguaje antes de aplicarlo a algún problema f́ısico. Con esto en mano se
procede al problema f́ısico que se busca atacar, a saber, el del movimiento de part́ıculas de
prueba (bajo cierta aproximación) con la aparición de una torsión no nula. Para esto, en el
caṕıtulo 5, se reproducen algunos resultados de la referencia [26] en Relatividad General, con
el propósito de extender el método alĺı presentado al caso con torsión. A lo largo de toda la
tesis se comparan los resultados obtenidos con el caso sin torsión.
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2. Geometŕıa con torsión

La torsión surge naturalmente al hablar de operadores que actúan sobre vectores y otros
entes más generales, llamados tensores. Sin embargo, como la relatividad y las teoŕıas de
gravedad modificada están enunciadas en el lenguaje de la geometŕıa diferencial, es necesario
definir vectores y tensores de una manera más general que en el caso de Rn. Esta parte
corresponde a la subsección de definiciones básicas y se sigue la referencia [27]. Con esto en
mano se puede hablar de operadores sobre estos objetos, formando la parte central de la
sección. El objetivo es caracterizarlos y ver cómo pueden definir curvas análogas a las rectas.
Para ello se extienden los resultados de las secciones 3.1 y 3.3 de la referencia [1] al caso con
torsión, y se da una interpretación de la misma siguiendo la referencia [28].

2.1. Definiciones básicas

Como en esta sección no aparece la generalización ya mencionada de la tesis, los conceptos
son presentados de una manera concisa. Para una discusión extensa al respecto puede consul-
tarse la referencia [27].

Una variedad diferenciable M es un conjunto que cumple

Es un espacio topológico: M tiene definidos conjuntos abiertos

Es Hausdorff: Para cada par de puntos p, q ∈M existen abiertos U , V disjuntos tal que
p ∈ U , q ∈ V

Es segundo numerable: Existe una base numerable para la topoloǵıa de M

Es localmente euclidiano: para cada p ∈ M existen abiertos U ⊂ M , U ′ ⊂ Rn y un
homeomorfismo ϕ : U → U ′. Al par (U , ϕ) se le conoce como una carta coordenada.

Si (U , ϕ), (V , ψ) son dos cartas coordenadas en M tal que U ∩V 6= ∅ entonces el mapeo
ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V )→ ψ(U ∩V ) es infinitamente diferenciable en el sentido usual de Rn.

La última condición es lo que se conoce como la estructura diferenciable de M . Con esto es
posible caracterizar todas las funciones f : M → R diferenciables sin recurrir a coordenadas.
Al conjunto de tales funciones se denotará C∞(M).

Como las variedades diferenciables son conjuntos más generales que Rn, se necesita una
manera consistente de definir vectores tangentes. Pensando gráficamente el ejemplo de la
esfera (S2), vectores tangentes en diferentes puntos no debeŕıan poder sumarse pues tienen
distinto origen. Por esta razón se necesitará generalizar la noción de vectores para este tipo
de conjuntos.
A un mapeo lineal Xa : C∞(M) → R se le llamará una derivación en un punto p ∈ M si
cumple Xa(fg) = f(p)Xag + g(p)Xaf para todas f, g ∈ C∞(M). Se puede probar que el
conjunto de todas las derivaciones en un punto es un espacio vectorial y se denotará TpM .
A un elemento de TpM se llamará entonces un vector tangente a M en p. Como el conjunto(
∂/∂xα|ϕ(p)

)a
, con α = 1, 2, ...n , forma una base de derivaciones de Rn en ϕ(p) ∀ p, si se
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define (∂/∂xα|p)a f ≡
(
∂/∂xα|ϕ(p)

)a
(f ◦ϕ−1) entonces (∂/∂xα|p)a forma una base de deriva-

ciones en p y como es base se puede escribir Xa = Xβ
(
∂/∂xβ

)a
, donde la aparición de ı́ndices

griegos repetidos indica que se suman sobre todas sus posibilidades. A los números Xβ se les
conoce como los componentes de Xa para la carta coordenada (U,ϕ).

Con el concepto de vectores en mano es posible definir el último concepto esencial,
los tensores. Una 1-forma en p es un funcional lineal ωa : TpM → R, es decir, es el es-
pacio dual del conjunto TpM y se denota T ∗pM . Si en una carta coordenada se definen

los funcionales lineales (dxµ)a(
∂
∂xν )a ≡ δµν , con el ı́ndice latino repetido indicando que se

está evaluando (dxµ)a en ( ∂
∂xν )a, de álgebra lineal se sigue que el conjunto (dxµ)a forma

una base de T ∗pM y entonces se puede escribir ωa = ων(dxν)a. En general, un (k, l) tensor
es un funcional multilineal de k 1-formas y l vectores Aa1...ak b1...bl : T ∗pM × ... × T ∗pM ×
TpM × ... × TpM → R. Dando una carta coordenada (U,ϕ) se puede caracterizar al cam-
po tensorial Aa1...ak b1...bl con números Aα1...αk

β1...βl en cada punto dados por Aα1...αk
β1...βl =

Aa1...ak b1...bl(dx
α1)a1 ...(dx

αk)ak(∂/∂xβ1)b1 ...(∂/∂xβl)bl .

Se puede probar [29] que otra caracterización de los vectores es como clases de equivalen-
cia de curvas que tienen el mismo vector tangente en un punto. Aśı los vectores se pueden
interpretar como “desplazamientos infinitesimales”, razón por la que una función bilineal
g : TpM × TpM → R que mida “distancias infinitesimales cuadradas” será de gran interés.
Cuando exista una de estas funciones definidas en M será claramente un (0, 2) tensor y se le
conoce como tensor métrico o simplemente métrica y se denota gab. Las propiedades que debe
cumplir una métrica son: ser bilineal, simétrica y no degenerada, esto último en el sentido
de que si gabv

awb = 0 para todo vector wa entonces va = 0. Con esto gab induce un produc-
to interior en TpM , además de dotar de una relación natural entre TpM y T ∗pM dada por

va ≡ gabvb para cualquier va ∈ TpM . A esto se le conoce como bajar el ı́ndice de vb. Como el
mapeo es no degenerado existe la función inversa, denotada gab. Aśı gab asocia naturalmente
T ∗pM con TpM dado por wa ≡ gabwb para todo wb. En general se necesita tantas métricas gab
o métricas inversas gab como ı́ndices se quieran bajar o subir de un (k, l) tensor Aa1...ak b1...bl ,
respectivamente.

Por último, cualquier (k, l) tensor Aa1...ak b1...bl define (k − 1, l − 1) tensores dados por

Ã
a1...ak−1

b1...bl−1
≡

n∑
i=1

Aa1...ak b1...bl(..., ei, ..., e
i, ...) (2.1)

donde ei es cualquier base de TpM y ei la base dual asociada de T ∗pM . Se puede probar que
la suma del lado derecho de la igualdad no depende de la base escogida y por tanto es una
buena definición de un tensor.

Como en una base los tensores son arreglos de números, se les puede pensar como genera-
lizaciones al concepto de vectores y matrices usual. Además sus propiedades no dependen de
la base escogida, es decir, no dependen de las coordenadas. Estos entes implementan la idea
de Einstein de que las cantidades f́ısicas no deben depender de la elección de coordenadas.
Con esta motivación, el lenguaje matemático desarrollado en la tesis trata de mantener esta
caracteŕıstica, en la medida de lo posible.
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2.2. Operadores derivada

Dada M una variedad diferenciable y γ(t) una curva suave parametrizada contenida en
M , es sabido que el vector velocidad ( ddtγ)a tiene una interpretación libre de coordenadas.
Esto se puede parafrasear diciendo que las componentes de dicho vector transforman de coor-
denadas con la matriz jacobiana de la transformación (i.e. covariantemente). Sin embargo la
aceleración de la curva ya no posee esta propiedad, como se puede apreciar parametrizando el
ćırculo unitario con (cos(t), sin(t)) en coordenadas cartesianas y (1, t) en coordenadas polares.
Derivando una vez se obtiene (− sin(t), cos(t)) y (0, 1) respectivamente, que cumplen lo antes
mencionado, pero derivando dos veces se obtiene −(cos(t), sin(t)) en el primer caso y (0, 0) en
el segundo.
El problema surge pues para derivar el vector velocidad a lo largo de la curva se necesita
restar vectores en distintos espacios tangentes, cosa que no tiene sentido. Es por esta razón
que para definir aceleración de una forma independiente de coordenadas se necesita identifi-
car o conectar espacios tangentes de puntos cercanos. Aśı una conexión tendrá información
extra de la que está dotada la variedad y permite calcular derivadas direccionales de campos
vectoriales [29]. El resto del caṕıtulo trata generalizar las secciones 3.1 y 3.3 de [1], dejando
las secciones 3.2 y 3.4 para el caṕıtulo 3 de la tesis.

En una variedad diferenciable M , un operador derivada ∇ es un operador que mapea
campos tensoriales (k, l) suaves en campos tensoriales (k, l + 1) (denotado Aa1...ak b1...bl 7−→
∇cAa1...ak b1...bl) y que cumple las siguientes cuatro propiedades:

1. Es lineal. Dados dos (k, l) tensores Aa1...ak b1...bl y Ba1...ak
b1...bl , α, β ∈ Rn:

∇c(αAa1...ak b1...bl + βBa1...ak
b1...bl) = α∇c(Aa1...ak b1...bl) + β∇c(Ba1...ak

b1...bl)

2. Regla de Leibniz. Si Aa1...ak b1...bl es un (k, l) tensor y Bc1...ck′ d1...dl′ un (k′, l′) tensor en-
tonces
∇e(Aa1...ak b1...blBc1...ck′ d1...dl′ ) = ∇e(Aa1...ak b1...bl)Bc1...ck′ d1...dl′+A

a1...ak
b1...bl∇eBc1...ck′ d1...dl′

3. Conmuta con la contracción: ∇d(Aa1...c...ak b1...c...bl) = ∇dAa1...c...ak b1...c...bl

4. Interpretación de vectores como derivadas direccionales: Si f ∈ C∞(M), y va es un
vector arbitrario, v(f) = va∇af

Claramente las derivadas parciales (asociadas con algunas coordenadas en una vecindad de
un punto) cumplen estas propiedades, de donde se nota que los operadores derivada existen
para cualquier variedad diferenciable.
Con estas cuatro propiedades se puede probar que, dado un operador derivada ∇c, existe un
tenstor (1, 2) tal que

∇a∇bf −∇b∇af = −T cab∇cf. (2.2)

A T cab se le llama el tensor de torsión y de la ecuación anterior se ve claramente que
T cab = −T cba. Se puede probar que si M es una variedad encajada en Rn, entonces el trans-
porte paralelo en M coincidirá con el inducido por Rn en M solo si la conexión en M cumple
T cab = 0. Esta es la motivación principal de los matemáticos a estudiar operadores derivada
sin torsión, que por el teorema de Nash siempre existirán [29]. Sin embargo, a pesar de que la
Relatividad General asume T cab = 0, esta condición se relaja para muchas teoŕıas de gravedad
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modificada. La meta de este caṕıtulo entonces será escribir todas las propiedades geométricas
de un operador derivada en términos de su torsión.

Uno de los primeros cálculos donde aparece la torsión es en el conmutador de dos campos
vectoriales. Aśı, dados v, w campos vectoriales y f cualquier función en M , el conmutador de
v y w en términos de este operador derivada es

[v, w](f) = v(w(f))− w(v(f))

= va∇a(wb∇bf)− wa∇a(vb∇bf)

= [va∇awb − wa∇avb]∇bf + (vawb − wavb)∇a∇bf
= [va∇awb − wa∇avb]∇bf + vawb(∇a∇bf −∇b∇af)

= [va∇awb − wa∇avb]∇bf − vawbT cab∇cf, (2.3)

donde en el primer renglón se utilizó la definición del conmutador y la propiedad 4, en el
segundo se usó la propiedad 2 y en el último se usó la ecuación (2.2). Con esto [v, w]a =
va∇awb − wa∇avb − vbwcT abc.

Sabiendo de la existencia de operadores derivada, una pregunta natural es qué tan únicos
son estos objetos. La propiedad 4 asegura que todos los operadores derivada son iguales al
actuar sobre funciones, por lo que para investigar la discrepancia entre dos de estos se debe
ver su acción sobre un campos tensoriales de rango mayor. Se puede ver que basta calcular
su acción sobre un campo vectorial dual ωb y dicha discrepancia queda caracterizada por la
siguiente
Proposición. Dados dos operadores derivada ∇a, ∇̃a, existe un campo tensorial (1,2) tal que

∇aωb = ∇̃aωb − C̃cabωc. (2.4)

La prueba se basa en que ∇aωb − ∇̃aωb depende únicamente del valor de ωb en el punto p
y no del valor en los puntos vecinos y se puede consultar en [1]. Tomando el caso particular
ωb = ∇bf = ∇̃bf y ∇̃b = ∂b, llamando Ccab a C̃cab en este caso, sustituyendo en la ecuación
(2.4) se obtiene

∇a∇bf = ∂a∂bf − Ccab∇cf (2.5)

e intercambiando ı́ndices
∇b∇af = ∂b∂af − Ccba∇cf. (2.6)

Restando ambas ecuaciones, usando la ecuación (2.2) y que las derivadas parciales no tienen
torsión se obtiene

T cab = Ccab − Ccba. (2.7)

De vuelta al caso general, para ver la discrepancia de dos operadores derivada al actuar
sobre campos vectoriales basta notar que dado un campo vectorial va, ωav

a es un escalar para
cualquier campo vectorial dual ωa de donde ∇a(ωbvb) − ∇̃a(ωbvb) = 0 por la propiedad 4.
Usando la propiedad 2 y la ecuación (2.4) se tiene entonces

0 = ∇̃a(ωbvb)−∇a(ωbvb) = (C̃cabωc)v
b − ωb(∇̃a −∇a)vb, (2.8)
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que implica
∇avb = ∇̃avb + C̃bacv

c. (2.9)

Con estas dos propiedades es fácil probar que la generalización para cualquier campo
tensorial Aa1...ak b1...bl es

∇cAa1...ak b1...bl = ∇̃cAa1...ak b1...bl +
∑
i

C̃aicdA
a1..d..ak

b1...bl .−
∑
j

C̃dcbjA
a1...ak

b1..d..bl . (2.10)

A partir de aqúı la discusión se centrará en el caso donde ∇̃c = ∂c y por tanto Ccab = C̃cab, de
donde la ecuación (2.10) queda

∇cAa1...ak b1...bl = ∂cA
a1...ak

b1...bl +
∑
i

CaicdA
a1..d..ak

b1...bl −
∑
j

CdcbjA
a1...ak

b1..d..bl . (2.11)

2.3. Transporte paralelo

La motivación principal de conectar espacios tangentes cercanos fue para tomar derivadas
de vectores definidos en curvas. Aśı se dice que un vector va es transportado paralelamente a
lo largo de la curva con tangente ta si su derivada direccional a lo largo ésta es cero, es decir,
satisface la ecuación

ta∇avb = 0. (2.12)

En general un tensor Aa1...ak b1...bl es transportado paralelamente a lo largo de la curva si
satisface la ecuación

ta∇aAa1...ak b1...bl = 0. (2.13)

Dado un parámetro s en la curva la ecuación (2.12) se puede escribir en componentes como:

dvµ

ds
+ tνCµνηv

η = 0, (2.14)

de donde se nota que dado un vector va en un punto p de la curva existe una única solución a
(2.14) con dicha condición inicial (por el teorema de existencia y unicidad), es decir, el trans-
porte paralelo es único. Aśı va en p define vectores en la curva dados por su transporte paralelo.

Con este concepto en mano y suponiendo que la variedad está dotada de un tensor métrico
gab, una condición natural a pedirle a un operador derivada es que preserve el producto escalar
de cualesquiera dos vectores ua, va al transportarlos paralelamente, es decir

ta∇a(gbcubvc) = 0. (2.15)

Usando la regla de Leibniz y el hecho de que ta∇aub = ta∇avb = 0 porque son transportados
paralelamente se obtiene

taubvc∇agbc = 0, (2.16)

de donde
∇agbc = 0. (2.17)
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Esta última ecuación garantiza la unicidad del operador ∇a y dicha propiedad queda
codificada en el siguiente
Teorema. Sea gab métrica y T cab campo de torsión dados. Entonces existe un único operador
derivada que satisface ∇agbc = 0
Demostración. La prueba se basa en suponer ∇agbc = 0 y encontrar una solución única para
Ccab. Aśı, por la ecuación (2.11) se tiene 0 = ∇agbc = ∂agbc − Cdabgdc − Cdacgbd, de donde

Ccab + Cbac = ∂agbc. (2.18)

Intercambiando ı́ndices
Ccba + Cabc = ∂bgac, (2.19)

Cbca + Cacb = ∂cgab. (2.20)

Sumando las ecuaciones (2.18), (2.19) y restando (2.20) se obtiene

∂agbc + ∂bgac − ∂cgab = (Ccab + Ccba) + (Cbac − Cbca) + (Cabc − Cacb)
= 2Ccab − Tcab + Tbac + Tabc, (2.21)

de donde

Ccab =
1

2
(∂agbc + ∂bgac − ∂cgab) +

1

2
(Tcab + Tacb + Tbca). (2.22)

La solución (2.22) para Ccab siempre existe y es única, con lo que se concluye la prueba. �
A partir de este momento ∇a representará el operador derivada que satisface ∇agbc = 0.
Si se define Γcab = 1

2(∂agbc + ∂bgac − ∂cgab) y Kcab = 1
2(Tcab + Tacb + Tbca) la ecuación (2.22)

se ve
Ccab = Γcab +Kcab. (2.23)

A Γcab se le conoce como el śımbolo de Christoffel, a Kc
ab como el tensor de contorsión y

cumple Kcab = −Kbac. Además Γcab cumple

Γσσα =
gλσ

2
(∂σgαλ + ∂αgσλ − ∂λgσα) =

gλσ

2
∂αgλσ =

1

2

1

g
∂αg, (2.24)

donde g = det(g)µν y para la última igualdad se utilizó la fórmula de la matriz inversa.
Nótese que si T cab = 0 entonces∇a está totalmente determinado por la métrica. A tal operador
se le conoce como operador o conexión de Levi-Civitta y se denotará Da.

2.4. Curvas autoparalelas y geodésicas: la torsión entra en juego

2.4.1. Curvas autoparalelas

Dado un operador derivada∇a, se dice que una curva con vector tangente ta es autoparalela
si transporta paralelamente a su propio vector tangente. Según la ecuación (2.13) esto se puede
escribir

ta∇atb = 0. (2.25)

La ecuación anterior nos dice que la curva “mantiene derecho” a su vector tangente de acuerdo
a ∇a. Este último enunciado se podŕıa reescribir de la forma ta∇atb = αtb, pero cualquier
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ecuación de este tipo se puede reparametrizar para obtener una como en (2.25), por lo que
solo ese caso será de interés.
Dando coordenadas xµ a M, la ecuación (2.25) en componentes se ve, de acuerdo a la ecuación
(2.14)

dtµ

ds
+ Cµνρt

νtρ = 0 (2.26)

y como ta es tangente a la curva, dxµ

ds = tµ y se obtiene

d2xµ

ds2
+ Cµνρ

dxν

ds

dxρ

ds
= 0. (2.27)

Una primera observación es que dado un punto p ∈M y un vector v ∈ TpM la ecuación (2.27)
tiene solución única por el teorema de existencia y unicidad, de donde la autoparalela es única
en la vecindad del punto. Además, como el transporte paralelo preserva la norma, una curva
autoparalela con tangente tipo espacio/luz/tiempo siempre conservará esta propiedad.

2.4.2. Interpretación de la torsión

Con el concepto de transporte paralelo en mano es posible darle una interpretación
geométrica a la torsión. Siguiendo a [28], sea un punto p ∈ M , coordenadas {xµ} alrededor
de él y εa, δa dos vectores en TpM . Al ser vectores tangentes dxµ

dt1
= εµ, dxµ

dt2
= δµ y entonces

estos vectores definen puntos q, s con coordenadas xµ+t1ε
µ, xµ+t2δ

µ respectivamente, donde
t1 y t2 son parámetros infinitesimales (ver figura 1). Transportando paralelamente Xa a lo
largo de la curva ps se obtiene un vector en s cuyos componentes son, de acuerdo a la versión
infinitesimal de la ecuación (2.13)

r1
µ = εµ − t2Cµαβδαεβ, (2.28)

donde en el lado derecho de la igualdad todos los tensores están evaluados en p. Análogamente,
haciendo el transporte paralelo de δa a lo largo de pq

r2
µ = δµ − t1Cµαβεαδβ. (2.29)

Ahora, como r1 ∈ TsM , este vector define un nuevo punto S′ ∈M moviéndose un parámetro t1
a lo largo de la curva que define. Las coordenadas de S′ son S′ = xµ+t2δ

µ+t1(εµ−t2Cµαβδαεβ).
Análogamente r2 define un punto Q′ de coordenadas Q′ = xµ + t1ε

µ + t2(δµ − t1Cµαβεαδβ).
La diferencia entre las coordenadas de Q′ y S′, o el ‘vector’ que los conecta (en las cartas),
está dado por

Q′ − S′ = t1t2(Cµαβ − Cµβα)δαεβ

= t1t2T
µ
αβδ

αεβ. (2.30)

Entonces la torsión mide qué tanto un paralelogramo infinitesimal definido por dos vectores
falla en ser una curva cerrada.
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Figura 1: Interpretación de la torsión

2.4.3. Curvas geodésicas

Hasta aqúı se ha hablado de curvas que “mantienen derecho” su propio vector tangente.
Otra caracterización de una curva es, dado su punto inicial y final, cuál extremiza la longitud
entre ellos. A este tipo de curvas se les llamará geodésicas. Para curvas tipo con vector tangente
de norma siempre positiva, conocidas como tipo espacio, se define la longitud de una curva
como

l =

∫ √
|gabtatb|dt. (2.31)

Para curvas con vector tangente de norma siempre negativa, conocidas como tipo tiempo, la
definición es la misma y se le conoce como tiempo propio.
Ahora se busca una condición en ta para que se satisfaga δl = 0. Obsérvese que la ecuación
(2.31) no depende de la parametrización pues si s′ = s′(s) es un nuevo parámetro, Sa = ds

ds′ t
a

es el nuevo vector tangente de donde

l′ =

∫ √
|gabSaSb|ds′ =

∫ √
|gabtatb|

ds

ds′
ds′ = l. (2.32)

Escribiendo la ecuación (2.31) en componentes (para una curva tipo espacio)

l =

∫ b

a

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

)1/2

ds (2.33)

y aśı

δl =

∫ b

a

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

)−1/2(
gαβ

dxα

ds

d(δx)β

ds
+

1

2

∂gαβ
∂xσ

δxσ
dxα

ds

dxβ

ds

)
. (2.34)

Si se escoge una parametrización tal que gµν
dxµ

ds
dxν

ds = 1 entonces la condición δl = 0 es

0 =

∫ b

a

(
gαβ

dxα

ds

d(δx)β

ds
+

1

2

∂gαβ
∂xσ

δxσ
dxα

ds

dxβ

ds

)
=

∫ b

a

(
− d

ds
(gαβ

dxα

ds
) +

1

2

∂gαλ
∂xβ

dxα

ds

dxλ

ds

)
δxβ, (2.35)
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donde en la segunda igualdad se integró por partes el primer sumando y se usó que δxβ = 0
en los extremos. Para que (2.35) se satisfaga para todo δxβ entonces se debe cumplir

− gαβ
d2xα

ds2
−
∂gαβ
∂xλ

dxλ

dt

dxα

ds
+

1

2

∂gαλ
∂xβ

dxα

ds

dxλ

ds
= 0. (2.36)

Subiendo el ı́ndice β esta ecuación se reescribe

d2xβ

ds2
+ Γβµν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0. (2.37)

De (2.37) se nota que en general las geodésicas y las autoparalelas no son iguales. De hecho
esto solo será cierto en el caso en que Kc

ab = 0, y claramente Da lo cumple.

Basta observar las ecuaciones (2.27) y (2.37) para notar que resolverlas será muy compli-
cado en la mayoŕıa de los casos. Aśı, como es costumbre en f́ısica, se buscará una forma de
implementar simetŕıas para poder realizar esta tarea de una manera más sencilla. Sin embar-
go, al estar en un espacio distinto al de la f́ısica newtoniana (R× R3), se deberá comprender
qué son las simetŕıas, cómo se implementan y a qué cantidades conservadas conducen. Estos
conceptos se introducen en el siguiente caṕıtulo de la tesis, posponiendo ejemplos concretos
de ecuaciones de autoparalelas y geodésicas hasta el final del mismo.
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3. Simetŕıas y torsión

Una simetŕıa se refiere a un grupo de transformaciones que dejan invariante una propiedad
f́ısica. La existencia de simetŕıas implica la existencia de cantidades conservadas. En el caso
de la mecánica clásica, suponer simetŕıa de traslación en el tiempo, por ejemplo, conduce a
la conservación de la enerǵıa de acuerdo al teorema de Noether. Algo análogo ocurre para las
simetŕıas de traslaciones o de rotaciones, relacionadas con conservación de momento lineal y
momento angular, respectivamente [30]. Esta es la razón de su gran importancia para la f́ısica,
y en la práctica son de gran utilidad para simplificar problemas.

Como ya se notó anteriormente, el lenguaje matemático de la Relatividad General es dife-
rente al de la f́ısica clásica. Para hablar de simetŕıas en este caso se necesita entender conceptos
relacionados con mapeos entre variedades, y el desarrollo de estos conceptos en presencia de
torsión no suele incluirse en los libros de texto, de modo que aqúı se generalizará el apéndice C
de la referencia [1] siguiendo su notación. Dada su complejidad matemática la primera parte
será un poco técnica. Para una discusión más profunda se recomienda la misma referencia [1].

Dada una transformación entre variedades φ : M → N y un punto p en M se define el
push-forward dado por φ como la función φ∗ : TpM → Tφ(p)N tal que para cada v ∈ TpM
cumple (φ∗v)(f) = v(f ◦ φ), con f cualquier función en N . De la definición es fácil ver que
φ∗v es una derivación en φ(p), por lo que la transformación φ∗(v) está bien definida como un
vector en Tφ(p)N para cualquier v ∈ TpM . Dando coordenadas {xµ} alrededor de p y {yµ} en
φ(p) los componentes de la matriz asociada a φ∗ son (φ∗)µν = ∂yµ/∂xν , es decir, es la matriz
jacobiana de la transformación en esas coordenadas. Por el teorema de la función impĺıcita φ
será inyectiva en una vecindad de p siempre que φ∗ lo sea.

Con este concepto en mano φ también da una manera natural de “jalar formas” de T ∗φ(p)N
a T ∗pM . Se define el pull-back de formas como una función φ∗ : Tφ(p)N → TpM tal que para
todo v ∈ TpM cumple (φ∗µ)av

a = µa(φ
∗v)a.

En el caso en que φ sea un difeomorfismo, es decir, una función φ : M → N suave y biyectiva
tal que φ−1 también lo sea, se puede extender φ∗ a cualquier tensor mediante

(φ∗A)b1...bka1...al(µ1)b1 ... (µk)bk(t1)a1 ...(tl)
al ≡

Ab1...bka1...al(φ∗µ1)b1 ...(φ∗µk)bk([φ−1]∗t1)a1 ...([φ−1]∗tl)
al .(3.1)

Si φ : M → M es un difeomorfismo, se dice que φ es una transformación de simetŕıa de
Ab1...bka1...al si φ∗Ab1...bka1...al = Ab1...bka1...al .

3.1. Derivada de Lie

Dado un grupo uniparamétrico de difeomorfismos φt : M → M y el campo vectorial va

que los genera, se define la derivada de Lie a lo largo de va de un tensor Aa1...ak b1...bl como

LvA
a1...ak

b1...bl ≡ ĺım
t→0

φ∗−tA
a1...ak

b1...bl −Aa1...ak b1...bl
t

. (3.2)

Y para funciones como Lvf = v(f).
Claramente si φt es una transformación de simetŕıa de Aa1...ak b1...bl para todo t entonces

LvA
a1...ak

b1...bl = 0.
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Para encontrar una manera accesible de calcular la ecuación (3.2) se comenzará por
un campo vectorial wa. Escogiendo corrdenadas {xµ} tal que va = (∂/∂x1)a, es claro que
φ−t(x

1, ..., xn) = (x1 + t, ..., xn) y aśı φ−tw
a(x1, ..., xn) = wa(x1 + t, ..., xn), de donde Lvw

a =
∂wa/∂x1. En estas coordenadas es fácil probar que [v, w]µ = ∂wµ/∂x1 y con esto se probó que

Lvw
a = [v, w]a. (3.3)

Para ver la manera en que Lv actúa en una 1-forma µa se procede como habitualmente:
se forma un escalar con un campo vectorial arbitrario za, se usa la forma en que Lv actúa en
escalares y vectores y se llega a

Lvµa = vb∇bµa + µb∇avb + vbµcT
c
ba. (3.4)

Usando la misma técnica la generalización para cualquier tensor Aa1...ak b1...bl es

LvA
a1...ak

b1...bl = vc∇cAa1...ak b1...bl −
∑
i

Aa1..c..ak b1...bl∇cv
ai +

∑
i

Aa1...ak b1..c..bl∇biv
c

−
∑
i

Aa1..d..ak b1...blT
ai
cdv

c +
∑

Aa1...ak b1..d..blT
d
cbiv

c.
(3.5)

Algo importante a resaltar en este punto es que LvA
a1...ak

b1...bl no depende del operador
derivada, de donde la ecuación (3.5) es válida para cualquier operador derivada ∇, siempre
que sea métrico y T cab sea su torsión asociada.

3.2. Campos de Killing

3.2.1. Caso sin torsión

Las simetŕıas que conducen a cantidades conservadas suelen ser simetŕıas continuas, y esta
fue la motivación principal para hablar de un grupo uniparamétrico de difeomorfismos en la
sección anterior. Como en Relatividad General la estructura del espacio-tiempo está codificada
en la métrica, las transformaciones de simetŕıa de la métrica serán de gran interés. Aśı, se
dice que una transformación φ es una isometŕıa si φ∗gab = gab. Dado entonces un conjunto
uniparamétrico de isometŕıas φt, se sabe que toda familia uniparamétrica de difeomorfismos
tiene asociado un campo vectorial [1], y a tal campo vectorial ξa que los genera se llamará de
Killing si satisface

Lξgab = 0. (3.6)

Usando el operador Da se puede desarrollar la ecuación anterior para obtener

0 = gcbDaξ
c + gacDbξ

c

= Daξb +Daξb (3.7)

y con esto se obtiene el
Teorema de Killing. Si ξa es un campo vectorial de Killing entonces uaξa es constante a lo
largo de la geodésica con tangente ua

Demostración. Desarrollando

uaDa(u
bξb) = ξbu

aDau
b + ubuaDaξb

= u(bua)D[aξb] = 0,
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donde para la segunda igualdad se utilizó la ecuación (3.11) y la ecuación de geodésicas.

3.2.2. Caso con torsión

Los vectores de Killing son el lenugaje en que se implementan las simetŕıas en Relatividad
General. Por tanto tratar de extender este resultado al caso con torsión será de gran interés.
La primer diferencia aparece en el desarrollo

0 = Lξgab

= gcb∇aξc + gac∇bξc + gdbT
d
cav

c + gadT
d
cbv

c

= ∇aξb +∇aξb + Tacbξ
c + Tbcaξ

c. (3.8)

La ecuación (3.8) muestra que para que el teorema de Killing se siga satisfaciendo en au-
toparalelas del operador ∇a se debe pedir una segunda condición sobre los vectores, llamados
ahora de T-Kiling, y es

(Tacb + Tbca)ξ
c = 0 (3.9)

con lo que de la ecuación (3.8)

0 = Lξgab = ∇aξb +∇bξa. (3.10)

Con esto la nueva versión del teorema se ve aśı.
Teorema de T-Killing. Si ξa es un campo vectorial de T-Killing entonces uaξa es constante
a lo largo de la autoparalela con tangente ua

Demostración. Desarrollando

ua∇a(ubξb) = ξbu
a∇b + ubua∇aξb

= u(bua)∇[aξb] = 0,

donde para la segunda igualdad se utilizó la ecuación (3.8) y la ecuación de autoparalelas.

Tras comparar con la ecuación (2.27) la segunda condición pedida en los vectores de T-
Killing dice que, en coordenadas adaptadas a ξa (i.e. ξa = (∂/∂x1)a), la componente x1 de
las ecuaciones geodésica y autoparalela coinciden.

3.3. Integrando las autoparalelas

Para ganar intuición respecto a las autoparalelas en esta sección se incluyen ejemplos de
espacio-tiempos conocidos en donde se toma alguna torsión como caso particular y se integran
las ecuaciones autoparalelas.

3.3.1. Espacio euclidiano en 2D y 3D

Por simplicidad se usarán coordenadas cartesianas, de donde en ambos casos Γcab = 0.
Por tanto las ecuaciones a resolver son

0 = ẍα + Tµ
α
ν ẋ

µẋν .
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Como la métrica es la identidad subir y bajar ı́ndices no cambia las componentes, y el se-
gundo y tercer ı́ndice no pueden coincidir por la antisimetŕıa de la torsión. Además no se
supondrá ningún vector de Killing pues en el caso de 2D esto trivializaŕıa la ecuación, como
se verá más adelante; en el caso de 3D nos regresaŕıa al caso de 2D agregando simplemente
una componente creciente linealmente con el parámetro.

Las ecuaciones en 2D son

0 = ẍ+ Tµxyẋ
µẏ = ẍ+ ẏ(Txxyẋ+ Tyxyẏ)

0 = ÿ + Tµyxẋ
µẋ = ÿ + ẋ(Txyxẋ+ Tyyxẏ).

En este caso solo existen dos componentes independientes de la torsión: Txyx y Tyyx. A con-
tinuación se muestran la soluciones numéricas obtenidas para dos distintos casos de torsión
utilizando el método de Runge-Kutta de orden 4. Las condiciones iniciales para ambos casos
son x(0) = 0,ẋ(0) = 1, y(0) = 0, ẏ(0) = −0,5

Figura 2: Solucion a la ecuación con Txxy = 1, Tyxy = 3

Figura 3: Solucion a la ecuación con Txxy = x, Tyxy = y2

En las dos figuras mostradas las autoparalelas parecen tender a ĺıneas rectas, que coinciden ser
autoparalelas en el caso sin torsión. Esta afirmación se comprobó para distintas condiciones
de la ecuación, mas no se ha encontrado razón para decir que es cierto en el caso general.
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En el caso de 3 dimensiones se considerará únicamente una torsión de la forma Tzxy = x,
Txyz = 1 y Tyxz = xy de donde las ecuaciones quedan

0 = ẍ+ x(1 + y)żẏ

0 = ÿ + (1− x)żẋ

0 = z̈ − (1 + xy)ẋẏ

y para condiciones iniciales x(0) =, ẋ(0) = 1, y(0) = 0, ẏ(0) = −0,3 y z(0) = 0, ż(0) = 0,8 se
obtiene la siguiente curva

Claramente esta curva difiere mucho de una recta, sin embargo conforme el parámetro
avanza se acerca indefinidamente a una recta.

3.3.2. Espacio tipo Minkowski 1+1 con torsión de fondo

El caso del espacio de Minkowski y euclidiano es muy similar en el caso de las autoparalelas
pues tomando coordenadas cartesianas sigue cumpliendo Γcab = 0. La diferencia esencial con-
siste en que aparece un signo negativo proveniente de la métrica de Minkowski. Las ecuaciones
en 2D quedan entonces:

0 = ẗ− Tµtxẋµẋ = ẗ− ẋ(Tttxṫ+ Txtxẋ)

0 = ẍ+ Tµxtẋ
µṫ = ẍ+ ṫ(Ttxtṫ+ Txxtẋ).

Usando los ejemplos análogos de torsión que en el caso euclidiano de 2 dimensiones y resol-
viendo con el mismo método numérico se encuentran las siguientes figuras para condiciones
iniciales t(0) = 0,ṫ(0) = −1,1, x(0) = 0, ẋ(0) = −1,1

3.3.3. Espacio-tiempo tipo Schwarszchild

En el caso sin torsión, el análisis estándar para encontrar las geodésicas [1,7,9] es proceder
de la siguiente manera.
La métrica está dada por

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (3.11)
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Figura 4: Solucion a la ecuación con Tttx = 1, Txtx = 3

Figura 5: Solucion a la ecuación con Tttx = t, Txtx = x2

Como la métrica es invariante ante la transformación θ 7→ π−θ , si las condiciones iniciales se
encuentran en el “plano” θ = π/2 la geodésica permanecerá en dicho plano. Como siempre es
posible tomar condiciones iniciales θ = π/2, θ̇ = 0, se supondrá que estas ya se han tomado.
Además hay dos vectores de Killing, (∂/∂t)a y (∂/∂φ)a, que por el teorema de Killing conducen
a las cantidades conservadas E = 1/(1− 2M

r )ṫ y L = r2φ̇, respectivamente. Con esto y usando
uaua = −1 es fácil probar que las geodésicas satisfacen

1

2
ṙ2 +

1

2

(
1− 2M

r

)(
1 +

L2

r2

)
=

1

2
E2, (3.12)

La ecuación (3.12) es el análogo a una part́ıcula de masa unitaria con enerǵıa E2/2 mo-

viéndose en un potencial efectivo Vef = 1
2 −

M
r + L2

2r2
− ML2

r3
. La ecuación (3.12) implica la

ecuación diferencial para r

r̈ − M

r2
(
1− 2M

r

) ṙ2 +
M

r2
(
1− 2M

r

)E2 −
(

1− 2M

r

)
L2

r3
= 0. (3.13)

Las gráfica del potencial efectivo para los casos L2 < 12M2 y L2 > 12M2 se muestran en
las figuras 3.3.3 y 6. En 3.3.3 se logra apreciar que si el ‘momento angular’ (constante L) es
chico entonces inevitablemente las geodésicas caen hacia r = 0, caso contrario al problema
de fuerza central clásico (si L 6= 0). En la figura 6 se ve que existe una espectro de ‘enerǵıas’
(constante E) para el cual es imposible caer hacia r = 0. Un análisis más detallado se puede
encontrar en [1].
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Figura 6: Gráfica del potencial efectivo para el caso L2 = 6M2

Figura 7: Gráfica del potencial efectivo para el caso L2 = 24M2

Ahora se quiere investigar la posibilidad de generalizar el procedimiento anterior en pre-
sencia de una torsión de fondo que conduzca a una corrección no-nula a la ecuación diferencial
de la coordenada r y aśı encontrar un potencial efectivo modificado.
La ecuación autoparalela tiene un término adicional Tµ

α
ν ẋ

µẋν a la ecuación geodésica. Re-
cuérdese que la razón por la que la ecuación diferencial para r de la ecuación geodésica se
comporta como una part́ıcula clásica en un potencial efectivo se basa en que E y L son
cantidades conservadas y el movimiento ocurre en un plano (θ̇ = 0). Entonces, cuando hay
torsión y se estudian autoparalelas parece natural pedir que (∂/∂t)a y (∂/∂φ)a sigan siendo
vectores de Killing, que por la condición (3.9) restringe la torsión a cumplir Tµtν = T[µ|t|ν] y

Tµφν = T[µ|φ|ν]. Exigir además θ̇ = 0 resulta muy restrictivo, y da la pista de que las ecua-
ciones geodésica y autoparalela deben coincidir. Esto pues, además de que la ecuación para
θ no cambia, las ecuaciones para t y φ tampoco al pedir estos vectores de Killing. Entonces
para una geodésica y una autoparalela con mismas condiciones iniciales las soluciones rgeo(s)
y raut(s) debeŕıan integrar las mismas funciones t(s), φ(s), de donde tentativamente se podŕıa
pensar rgeo(s) = raut(s).

El camino anterior no es tan claro, de modo que aqúı se probará que la corrección Tµ
r
ν ẋ

µẋν

es idénticamente cero si se piden las tres condiciones: (∂/∂t)a, (∂/∂φ)a de Killing y θ̇ = 0.
Como la métrica es diagonal y simétrica esto es equivalente a probar que Tµrν ẋ

µẋν = 0. Si µ
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o ν = θ la contribución es trivialmente cero de donde se quiere probar que Tαrβ = T[α|r|β] con
α, β = t, r, φ. Como (∂/∂t)a, (∂/∂φ)a son de Killing, Tαtβ = −Tβtα y Tαφβ = −Tβφα lo que

implica −Tαβt = Tβαt y −Tαβφ = Tβαφ. Entonces, si β = t o φ se cumple Tαrβ = T[α|r|β] pues
Tσρη = Tσ[ρη] y Tσρη = T[σρ]η =⇒ Tσρη = T[σ|ρ|η]. Falta ver el caso β = r, y como Tαrr = 0

se quiere probar que Trrα = 0. Si α = r, Trrr = 0. Si α = t entonces Trrt = −Trrt de donde
Trrt = 0 y análogamente Trrφ = 0, con lo que se concluye la prueba.

Debido al resultado anterior, para encontrar un ejemplo en el que se pueda hacer un
análisis con torsión se conservarán los vectores de Killing y se relajará la condición θ̇ = 0. En
el caso de las geodésicas esta condición siempre se pod́ıa tomar pues siempre se puede hacer
una rotación espacial que haga la condición inicial θ = π/2, θ̇ = 0 y para este caso la solución
a la ecuación diferencial de θ es idénticamente cero. En el caso en que la contorsión no sea
completamente antisimétrica la ecuación diferencial tendrá términos adicionales, que a pesar
de que se puedan tomar las mismas condiciones iniciales, la solución θ(s) no necesariamente
será la constante π/2. Por tal razón las constantes asociadas con los vectores de Killing son
ahora E = (1− 2M

r )ṫ y L = r2 sin2(θ)φ̇2.
Como la ecuación diferencial para t y φ no cambian, se toma una torsión por componentes

T rθr = K
r = T θθr que acopla las ecuaciones diferenciales de r y θ, obteniendo

0 = r̈ − M

r2(1− 2M/r)
ṙ2 +

M

r2(1− 2M/r)
E2 − (1 +K)(r − 2M)θ̇2 − (1− 2M

r
)

L2

r3 sin2(θ)

+
K

r
ṙθ̇

0 = θ̈ +
2 +K

r
ṙθ̇ +

K

r3(1− 2M
r )

ṙ2 − cos(θ)

sin3(θ)

L2

r4
.

Para las condiciones iniciales r(0) = 0,8, ṙ(0) = −0,03, θ(0) = π/2, θ̇(0) = 0 la solución a
estas ecuaciones se obtiene numéricamente tomando M = 1,1 K = 0,85 con el método de
Runge-Kutta de orden 4 y se compara con el caso de geodésicas (K = 0) en la figura 8.

Figura 8: r vs. θ para las condiciones iniciales dadas.

Aqúı se nota efectivamente que para el caso de geodésicas la componente θ se mantiene
constante mientras que esta propiedad se pierde para las autoparalelas.
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3.4. ¿Qué tanto difieren las geodésicas y autoparalelas?

Obervando el último caso, y como se mencionó en el caso euclidiano, la ecuación geodésica
y autoparalela deben diferir en al menos dos de sus componentes. De hecho esta propiedad se
hereda para cualquier dimensión de la variedad, como se resume en la siguiente
Proposición. Sea M ′ una variedad de dimensión m ≥ 2 y supónganse que existen coorde-
nadas x1, ..., xm tales que la ecuación geodésica y autoparalela coinciden para x1, ..., xm−1.
Entonces geodésica y autoparalela coinciden.
Demostración.
Como las ecuaciones geodésica y autoparalela coinciden para x1, ..., xm−1, entonces Tµαν =
−Tναµ y Tµνα = −Tνµα con α = 1, ...,m− 1 y se quiere probar que Tµ(m)ν = −Tν(m)µ, donde
el paréntesis indica que es un ı́ndice fijo. Por casos:

µ 6= (m), ν 6= (m): Tµ(m)ν = −T(m)µν = T(m)νµ = −Tν(m)µ, donde en la primer y tercer
igualdad se utilizó que las ecuaciones coinciden para µ y ν y en la segunda igualdad se
usó la antisimetŕıa de la torsión.

µ 6= (m), ν = (m): Como Tµ(m)(m) = 0 se quiere probar T(m)(m)µ = 0. Esto es
trivial pues, como µ 6= (m) entonces las ecuaciones coinciden de donde T(m)(m)µ =
−T(m)(m)µ =⇒ T(m)(m)µ = 0

µ = ν = (m): Claramente Tµ(m)ν = −Tν(m)µ pues T(m)(m)(m) = 0, con lo que se concluye
la prueba. �

Este resultado ayuda a ganar un poco de intuición respecto al efecto de la torsión. A pesar
de no haber sido formulado covariantemente, nos dice como las autoparalelas, si difieren de
las geodésicas, lo hacen en al menos 2 de sus componentes.

En el caṕıtulo se desarrollaron los conceptos asociados a transformaciones de simetŕıa y
se generalizaron los resultados conocidos al caso con torsión. Con esto fue posible encontrar,
en el espacio-tiempo de Schwarszchild, cómo las autoparalelas y geodésicas difieren a pesar
de tener las mismas simetŕıas. También se repasaron distintos ejemplos sencillos de autopa-
ralelas con una torsión de fondo, notando que en algunos ejemplos tienden asintóticamente a
geodésicas. Por último se presentó un resultado que habla de cómo deben diferir geodésicas y
autoparalelas. Es claro que todo lo aqúı presentado fue apenas un esbozo de la riqueza de los
posibles ejemplos y resultados. Sin embargo, al no ser este el objetivo de la tesis, un estudio
más profundo en estos casos sigue siendo un problema interesante a atacar.
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4. Tensor de Curvatura

El objetivo de este caṕıtulo es estudiar cómo caracterizar la geometŕıa de una variedad M
con un operador derivada ∇a con torsión. Para ello el concepto de transporte paralelo aso-
ciado con ∇a y presentado en el caṕıtulo 2 será crucial. Se pensará entonces a la variedad M
como curvada cuando al transportar paralelamente a un vector sobre una curva infinitesimal
y cerrada, este falle en volver a śı mismo. Esta es la interpretación del tensor de curvatura.
Sin embargo, a pesar de tener una interpretación geométrica clara, partir de estos principios
resulta complicado para los cálculos. Para definir a este tensor, entonces, se procederá de ma-
nera abstracta y se generalizarán los resultados relacionados con este tensor al caso con torsión.

Sea ∇a un operador derivada, ωc un campo vectorial dual y f una función escalar arbi-
traria. Usando regla de Leibniz

∇a∇b(fωc) = ∇a∇b(f)ωc +∇af∇bωc +∇aωc∇bf + f∇a∇bωc, (4.1)

de donde

(∇a∇b −∇b∇a)(fωc) = ((∇a∇b −∇b∇a)f)ωc + f(∇a∇b −∇b∇a)ωc
= (−T dab∇df)ωc + f(∇a∇b −∇b∇a)ωc
= −T dab(∇d(fωc)− f∇dωc) + f(∇a∇b −∇b∇a)ωc, (4.2)

que se puede reescribir como

[∇a∇b −∇b∇a + T dab∇d](fωc) = f [∇a∇b −∇b∇a + T dab∇d]ωc. (4.3)

A partir de la ecuación (4.3) se sigue el mismo análisis utilizado para la ecuación (2.4), de
donde la acción del operador ∇a∇b−∇b∇a+T dab∇d depende solo del valor de ωc en el punto
dado. Por tanto dicho operador mapea vectores duales en un punto p a tensores (0, 3) en p,
es decir, es la acción de un tensor (1, 3). Esto se puede escribir de la forma

[∇a∇b −∇b∇a + T dab∇d]ωc = Rabc
dωd (4.4)

A Rabc
d se le conoce como el tensor de curvatura y en el caso sin torsión también se le conoce

como el tensor de Riemann. Su interpretación es medir qué tanto un vector transportado
paralelamente a lo largo de una curva cerrada infinitesimal falla en volver a śı mismo.

Para encontrar la forma en que Rabc
d actúa sobre un vector notemos que dado un campo

vectorial va, vaωa es una función escalar para cualquier campo vectorial dual ωa, de donde

−T cab∇c(vdωd) = (∇a∇b −∇b∇a)(vdωd)
= ωc(∇a∇b −∇b∇a)vd + vd(∇a∇b −∇b∇a)ωd
= ωc(∇a∇b −∇b∇a)vd + vd(Rabc

dωd − T dab∇dωc). (4.5)

Expandiendo el lado izquierdo con regla de Leibniz y cancelando términos iguales la ecuación
anterior conduce a

−ωdT cab∇cvd = ωd(∇a∇b −∇b∇a)vd + vcRabc
dωd
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Reordenando esta última expresión quitando los términos contráıdos con ωd (pues es arbitra-
rio) se llega a

−Rabcdvc = [∇a∇b −∇b∇a + T dab∇d]vc, (4.6)

que es la ecuación buscada. Con esto es fácil probar que para cualquier tensor Ac1...ckd1...dl se
tiene

[∇a∇b −∇b∇a + T dab∇d]Ac1...ckd1...dl = −
k∑
i=1

Rabe
ciAc1..e..ckd1...dl +

l∑
j=1

Rabdj
eAc1...ckd1..e..dl .

(4.7)
Las cuatro propiedades importantes del tensor de curvatura son

1. Rabc
d = −Rbacd

2. R[abc]
d = −∇[aT

d
bc] + T e[abT

d
c]e

3. Rabcd = −Rabdc

4. ∇[aRbc]d
e = T f [abRc]fd

e (identidad de Bianchi)

La propiedad 1 se sigue trivialmente de la ecuación (4.4) pues T cab = −T cba. Para probar la
propiedad 3 nótese que de las ecuaciones (4.7) y (2.17) se sigue

0 = [∇a∇b −∇b∇a + T dab∇d]gcd = Rabc
eged +Rabd

egce

= Rabcd +Rabdc, (4.8)

con lo que se obtiene la propiedad deseada. Las pruebas de las propiedades 2 y 4 son extensas
y por tanto se presentan en el apéndice. Además las propiedades 1− 3 implican

2Rabcd = 2Rcdab −∇[aT|d|bc] −∇[bT|a|cd] −∇[cT|b|ad] −∇[dT|c|ba]

+T e[bcT|a|d]e + T e[caT|b|d]e + T e[dbT|c|a]e + T e[abT|d|c]e. (4.9)

La prueba de esta propiedad también se incluye en los apéndices. Nótese que en el caso
T cab = 0 se recuperan las cinco propiedades del tensor de Riemann.

Otros tensores de gran utilidad son las contracciones de Rabc
d. Por las propiedades 1 y 3 la

contracción de los primeros dos ı́ndices o los últimos dos es cero. Aśı nos interesaráRac ≡ Rabcb,
que por las mismas propiedades es igual a la contracción de cualquiera de los primeros dos
ı́ndices con cualquiera de los últimos dos salvo, a lo más, un signo. A Rac se le conoce como
el tensor de Ricci y a R ≡ Rcc el escalar de curvatura.
Si en la identidad de Bianchi (propiedad 4) se contraen los ı́ndices a y e se tiene

T f [abRc]fd
a = ∇[aRbc]d

a = 2(∇aRbcda +∇bRcada −∇cRbada) = 2(∇aRbcda +∇bRcd −∇cRbd).
(4.10)

Subiendo el ı́ndice d y contrayéndolo con b

T f [abRc]f
ba = 2(∇aRbcba +∇bRcb −∇cR) = 4∇aRca − 2∇cR = 4∇a(Rca −

1

2
Rgca). (4.11)
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A Gca := Rca − 1
2Rgca se le conoce como el tensor de Einstein, y es el que aparece en la

ecuación de campo de Relatividad General y varias teoŕıas de gravedad modificada .

Una propiedad de las autoparalelas de Rn sin torsión es que no aceleran entre śı. Más for-
malmente, dos autoparalelas infinitesimalmente cerca y paralelas entre śı se mantienen de esta
forma indefinidamente. Esta propiedad se pierde en presencia de curvatura y torsión, como
se podŕıa sospechar de las soluciones numéricas presentadas. Seŕıa natural esperar, entonces,
que estos tensores caractericen que tan rápido ‘se alejan’ o ‘acercan’ entre śı las autoparalelas.

Para darle un significado preciso a lo antes mencionado, supóngase que se tiene una familia
uniparamétrica de autoparalelas, es decir, un mapeo (t, s) 7→ γs(t) ⊂ M suave, invertible y
con inversa suave donde para cada s, γs es una autoparalela y t es un parámetro af́ın en ella.
Como esta familia forma una subvariedad de M , t y s pueden ser utilizados como coordenadas
de dicha subvariedad. Además T a = (∂/∂t)a es tangente a las curvas por lo que satisface la
ecuación

T b∇bT a = 0. (4.12)

Considérese Xa = (∂/∂s)a y supóngase que se parametriza de forma que XaT
a = 0 en todos

los puntos definidos por la curva t = 0, de modo que Xa representa el vector de desviación de
las autoparalelas infinitesimalmente cercanas. El vector va = T b∇bXa se interpreta como la ve-
locidad relativa entre autoparalelas infinitesimalmente cerca y aa = T c∇cva = T c∇c(T b∇bXa)
como su aceleración. En el apéndice se muestra que

aa = T c∇c(XdT bT abd)−RcbdaXbT cT d.

Esta es la generalización a la ecuación de desviación geodésica, ahora entre autoparalelas.
Es un resultado muy interesante a comparación con el caso sin torsión, pues aqúı no solo la
curvatura acelera autoparalelas entre śı, sino también la torsión.

4.1. Calculando la curvatura

El objetivo de esta sección es calcular Rabc
d. Para ello se tomarán algunas coordenadas y

se expandirán expresiones presentadas anteriormente. Es importante mencionar que existen
otros métodos para calcular Rabc

d, como el método de la tétrada, que son de gran utilidad más
no se discutirań aqúı. Una discusión sobre este método se puede consultar en la referencia [1].
Dadas unas coordenadas, es posible calcular la expresión (4.4) usando (2.11). Como

∇a∇bωc = ∂a(∂bωc − Cdbcωd)− Ceab(∂eωc − Cdecωd)− Ceac(∂bωe − Cdbeωd)
= ∂a∂bωc − ∂a(Cdbcωd)− Ceab∂eωc + CeabC

d
ecωd − Ceac∂bωe + CeacC

d
beωd,

entonces

(∇a∇b −∇b∇a)ωc = ∂b(C
d
acωd)− ∂a(Cdbcωd) + (Ceba − Ceab)∂eωc + (Ceab − Ceba)Cdecωd

−Ceac∂bωe + Cebc∂aωe + CeacC
d
beωd − CebcCdaeωd

= (∂bC
d
ac)ωd − (∂aC

d
bc)ωd − T eab∂eωc + T eabC

d
ecωd

+(CeacC
d
be − CebcCdae)ωd

= (∂bC
d
ac)ωd − (∂aC

d
bc)ωd + (CeacC

d
be − CebcCdae)ωd − T eab∇eωc

28



y por tanto

Rabc
dωd = (∇a∇b−∇b∇a+T eab∇e)ωc = (∂bC

d
ac)ωd−(∂aC

d
bc)ωd+(CeacC

d
be−CebcCdae)ωd.

Al ser arbitraro ωa, de la ecuación anterior se pueden leer los coeficientes del tensor de Rie-
mann:

Rabc
d = ∂bC

d
ac − ∂aCdbc + CeacC

d
be − CebcCdae. (4.13)

que es a la expresión que se queŕıa llegar. Nótese que si se escribe Ccab = Γcab + Kc
ab de

acuerdo a la ecuación 2.23, entonces la ecuación anterior se reescribe

Rabc
d = ∂b(Γ

d
ac +Kd

ac)− ∂a(Γdbc +Kd
bc) + (Γeac +Ke

ac)(Γ
d
be +Kd

be)

−(Γebc +Ke
bc)(Γ

d
ae +Kd

ae)

= R̂dabc + (DbK
d
ac −DaK

d
bc) +Ke

acK
d
be −Ke

bcK
d
ae (4.14)

donde R̂dabc es el tensor de Riemann, i.e. el tensor de curvatura asociado a Da.
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5. Ecuaciones de Papapetrou

Resolver la ecuación general de movimiento en GR es un problema sumamente compli-
cado pues, al mismo tiempo que se determina la trayectoria, se debe determinar el efecto
gravitacional que este cuerpo genera [26]. Una primera aproximación es suponer que una de
las part́ıculas es muy pequeña a comparación del resto, de modo que su efecto gravitacio-
nal puede ser despreciado. A este tipo de part́ıculas se les llamará part́ıculas de prueba y el
objetivo será encontrar su ecuación de movimiento en presencia de una torsión y un campo
gravitacional conocidos (generado por el resto de los cuerpos).

El método de Papapetrou, presentado en la referencia [26] y correspondiente al caso de
Relatividad General, se reproducirá en la primera parte de esta sección para después exten-
derlo al caso con torsión. Éste consiste en suponer que una part́ıcula de prueba es pequeña y
está descrita por un tensor de enerǵıa momento T ab 1 cuyo dominio en el espacio-tiempo sea
mucho menor que el radio caracteŕıstico del campo gravitacional (e.g. el radio de Schwarsz-
child) y cuya curvatura que genera puede ser despreciada con respecto a la curvatura de fondo
. Aśı, al evolucionar la part́ıcula trazará un tubo de mundo en el espacio 4-dimensional (ver
figura 9). Dentro de este tubo se escoge una curva tipo tempora L arbitraria, con coordena-
das Xµ, que representará a la part́ıcula. Como la curva es arbitraria existe ambigüedad en
la descripción del método hasta este punto. Para obtener un resultado sin arbitrariedades se
hará la aproximación de part́ıcula puntual. Esta consiste en suponer que el tensor de enerǵıa
momento de la part́ıcula solo será distinto de cero en una bola de radio R centrada en Xµ y
al tomar el ĺımite R→ 0 se obtendrá la aproximación deseada.

Figura 9: Diagrama espacio-tiempo del problema.

A partir de aqúı se realiza una expansión multipolar que considera la estructura interna
de la part́ıcula. Como en otros ejemplos en f́ısica, considerar momentos multipolares altos
complica la computabilidad del problema. Por tal razón, en el presente trabajo solo se consi-
derará la primera aproximación, el caso monopolar, que corresponde a una part́ıcula puntual

1El tensor de enerǵıa-momento T ab y la torsión T cab se de distinguen por la cantidad de ı́ndices
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sin momento angular intŕınseco.

5.1. Caso sin torsión: volviendo a GR

Las hipótesis del problema antes mencionado, para el caso sin esṕın, se pueden escribir
matemáticamente de la siguiente manera:

1. Se conoce la métrica de fondo gab

2. Se tiene Dbτ
ab = 0 para la part́ıcula, donde τab ≡

√
−gT ab y T ab es el tensor de enerǵıa

momento de la part́ıcula.

3. Si para cualesquiera coordenadas {xµ} tal que x0 = t es una coordenada tipo tiempo,
si Xα = Xα(t) denota la posición de la part́ıcula, entonces τµν será diferente de cero
solo en una bola de radio R pequeño centrada en Xα y al tomar el ĺımite R → 0 se
obtendrá la aproximación deseada.

4. Si se define δxα := xα −Xα y se consideran integrales tridimensionales (en la hipersu-
perficie Σt de coordenada t constante):∫

Σt

τµνdv,

∫
Σt

δxατµνdv,

∫
Σt

δxαδxβτµνdv, ....

entonces
∫

Σt
τµνdv 6= 0 para algún (µ, ν) pero 0 =

∫
Σt
δxατµνdv =

∫
Σt
δxαδxβτµνdv = ...

siempre que aparezca un factor δxρ o más.

La conservación local de enerǵıa-momento de la part́ıcula (condición 2) se puede escribir

∂ταβ

∂xβ
+ Γαµντ

µν = 0, (5.1)

de donde
∂

∂xγ
(xατβγ) = τβα − xαΓβµν .

Integrando las dos ecuaciones anteriores en hipersuperficies Σt, con la misma extensión de
coordenadas usada en la última hipótesis, se obtiene:

d

dt

∫
Σt

τα0dv = −
∫

Σt

Γαµντ
µνdv, (5.2)

d

dt

∫
Σt

xατβ0dv =

∫
Σt

τβα −
∫

Σt

xαΓβµνdv. (5.3)

Hasta aqúı las ecuaciones obtenidas son válidas a cualquier orden en la expansión multi-
polar. La aproximación que toma en cuenta la estructura interna viene de desarrollar Γαµν
en serie de Taylor en el interior de la part́ıcula

Γαµν = 0Γαµν + 0
∂Γαµν

∂xσ
δxσ + ... (5.4)

31



donde el sub́ındice cero significa que se está evualuando en Xα. Sustituyendo esta serie de
potencias en la ecuación (5.2) y recordando que es part́ıcula monopolar (condición 4)

d

dt

∫
τα0dv = −

∫
Σt

(0Γαµν + 0
∂Γαµν
∂xσ

δxσ + ...)τµνdv

= −
∫

Σt
0Γαµντ

µνdv = −0Γαµν

∫
Σt

τµνdv.

(5.5)

Ahora sustituyendo la serie en (5.3)

d

dt

∫
Σt

xατβ0dv =

∫
Σt

τβαdv −
∫

Σt

xα(0Γβµν + 0
∂Γβµν
∂xσ

δxσ + ...)τµνdv, (5.6)

utilizando la aproximación monopolar y sustituyendo Xα por xα en las integrales anteriores
se obtiene

dXα

dt

∫
Σt

τβ0dv +Xα d

dt

∫
Σt

τβ0dv =

∫
Σt

τβαdv −XαΓβµν

∫
Σt

τµνdv, (5.7)

donde ya se ha quitado el sub́ındice cero en Γβµν recordando que donde aparezca está evaluado
en Xα. Con la ecuación obtenida previamente se llega a∫

Σt

ταβdv =
dXα

dt

∫
Σt

τβ0dv. (5.8)

Definiendo uα = dXµ

ds , con s un parámetro af́ın sobre la curva, y Mαβ = u0
∫

Σt
ταβdv la

ecuación (5.8) se escribe
Mαβ

u0
= uα

ds

dt

Mβ0

u0
,

pero ds/dt = 1/u0 y entonces

Mαβ = uα
Mβ0

u0
(5.9)

y sustituyendo β = 0 en (5.9)

Mα0 = uα
M00

u0
. (5.10)

Definiendo m := M00/(u0)2 se puede escribir

Mαβ = muαuβ. (5.11)

Utilizando estas definiciones la ecuación (5.5) queda

d

ds
muα + Γαµνmu

µuν = 0. (5.12)

Por último, recordando que uµu
µ = −1 implica uνuα∇νuα = 0, y utilizando esto en (5.12)

se sigue que dm
ds = 0 y aśı

d

ds
uα + Γαµνu

µuν = 0 (5.13)
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que es justo la ecuación geodésica (2.37).
Este es el cálculo de Papapetrou a orden monopolar y es una forma de demostrar que las

part́ıculas de prueba, en una primera aproximación, describen geodésicas al evolucionar en el
espacio-tiempo. Para responder la pregunta central del caṕıtulo se considerará ahora, además
de una métrica, una torsión de fondo. Sin embargo la torsión aparece al utilizar un operador
derivada ∇a, de modo que antes de atacar el problema directamente se generalizará la ley de
conservación, que se escribirá ahora con un operador derivada con torsión.

5.2. Caso con torsión

Antes de revisar el caso con torsión es necesario escribir las leyes de conservación, de
modo que se comenzará por ello para después generalizar la sección anterior. Suponiendo
que la acción está dada por S = Sg + SM , con Sg la acción de gravedad y SM la acción
de la materia, se va a pedir que tanto Sg como SM = SM (g, C, φ) sean invariantes ante
difeomormismos (para que S lo sea). En particular, suponiendo que la teoŕıa es invariante para
grupos uniparamétricos de difeomormismos generados por campos vectoriales ξa, la ecuación
para SM se escribe:

0 = δSM =

∫ (
δSm
δgab

δgab +
δSm
δCabc

δCabc +
δSm
δφ

δφ

)
. (5.14)

Ahora, δSM/δC
a
bc suele ser proporcional al esṕın [6] de la part́ıcula y como se supondrá que

esta no tiene esṕın se tomará δSM/δC
a
bc = 0. Además, que la materia satisfaga su ecuación

de movimiento implica δSM/δφ = 0.
Definiendo el tensor de enerǵıa momento Tab = 1

2
δSM
δgab

la invarianza ante difeomormismos se
escribe entonces

0 = δSM =

∫
δSM
δgab

δgab =

∫
2Tabδg

ab. (5.15)

Por último nótese que, de acuerdo con la ref. [1], δgab = Lξg
ab = −2∇(aξb) − 2ξcT (a

cdg
b)d y

entonces, escribiendo ∇a en términos de Da se tiene

0 =

∫
d4x
√
−gT(ab)

(
∇(aξb) + ξcT (a

cdg
b)d
)

=

∫
d4x
√
−gTab

(
∇aξb + ξcT acdg

bd
)

=

∫
d4x
√
−gTabgac

(
Dcξ

b +Kb
cdξ

d
)

+ ξcTabT
a
cdg

bd

=

∫
d4x
√
−g
(
−ξbDcTcb + Tab(g

acKb
cdξ

d + ξcT acdg
bd)
)

=

∫
d4x
√
−g − ξb

(
DcTcb − gacTadKd

cb − gedTaeT abd
)
,

donde en la segunda igualdad se usó la simetŕıa de Tab y en la cuarta se integró por partes y
se suposieron condiciones de frontera apropiadas. Como estas ecuaciones se deben valer para
cualquier campo vectorial ξa se sigue que

DcTcb − gacTadKd
cb − gacTadT dbc = 0 (5.16)
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que es otra forma de escribir
DcTcb = 0. (5.17)

De aqúı se ve que, con esta aproximación, la ley de conservación se ve igual. Como el método
de Papapetrou parte de esta ecuación, es de esperarse que en este caso las part́ıculas también
describan geodésicas.

Para no hacer referencia a Da en la ecuación (5.17) esta se puede reescribir usando (2.7)
y la expresión para la contorsión como

∇cTcb − TebT ccdged − T dbaTdegea = 0. (5.18)

Volviendo al problema de las part́ıculas de prueba, las hipótesis que cambian a comparación
de la sección anterior son:

1. Se conocen gµν y Tαµν de fondo.

2. σµαβ = 0 para la part́ıcula sin esṕın, de donde τµν ;ν = Tα
µ
γτ

αγ + T σσντ
νµ

Dando coordenadas la ecuación (5.18) se puede escribir

∂ταβ

∂xβ
+ Cαµντ

µν = Tµ
α
γτ

µγ , (5.19)

de donde
∂

∂xγ
(xατβγ) = τβα + xαTµ

β
γτ

µγ − xαCβµντµν .

Haciendo la integral 3-dimensional las ecuaciones anteriores toman la forma

d

dt

∫
Σt

τα0dv = −
∫

Σt

Cαµντ
µνdv +

∫
Σt

Tµ
α
γτ

µγdv, (5.20)

d

dt

∫
Σt

xατβ0dv =

∫
Σt

τβαdv +

∫
Σt

xαTµ
β
γτ

µγdv −
∫

Σt

xαCβµντ
µνdv. (5.21)

Desarrollando Cαµν y Tαµν en serie de Taylor centrada en Xα(s) se tiene

Cαµν = 0C
α
µν + 0

∂Cαµν
∂xσ

δxσ + ...

Tαµν = 0T
α
µν + 0

∂Tαµν
∂xσ

δxσ + ...

Sustituyendo esto en la ecuación (5.20) y recordando que es part́ıcula monopolar

d

dt

∫
Σt

τα0dv = −
∫

Σt

(0C
α
µν + 0C

α
µν,σδx

σ + ...)τµνdv

+

∫
Σt

(0Tµ
α
γ + 0Tµ

α
γ,σδx

σ + ...)τµγdv

= −
∫

Σt
0C

α
µντ

µνdv +

∫
Σt

0Tµ
α
γτ

µγdv

= −0C
α
µν

∫
Σt

τµνdv + 0Tµ
α
γ

∫
Σt

τµγdv.
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Haciendo lo mismo en la ecuación (5.21)

d

dt

∫
Σt

xατβ0dv =

∫
Σt

τβαdv +

∫
Σt

xα(0Tµ
β
γ + 0Tµ

β
γ,σδx

σ + ...)τµγdv

−
∫

Σt

xα(0C
β
µν + 0C

β
µν,σδx

σ + ...)τµνdv

=

∫
Σt

τβαdv + 0Tµ
β
γ

∫
Σt

xατµγdv − 0C
β
µν

∫
Σt

xατµνdv.

Ahora, como la part́ıcula es monopolar, se puede reemplazar xα por Xα en las integrales
anteriores. Desarrollando

dXα

dt

∫
Σt

τβ0dv +Xα d

dt

∫
Σt

τβ0dv =

∫
Σt

τβαdv +Xα

(
0Tµ

β
γ

∫
Σt

τµγdv − 0C
β
µν

∫
Σt

τµνdv

)
y usando la ecuación obtenida anteriormente se llega a∫

Σt

ταβdv =
dXα

dt

∫
Σt

τβ0. (5.22)

Observando que (5.22) es igual a (5.8) se sigue nuevamente la ecuación (5.11) para las mismas
definiciones de m, Mαβ y uα.

Con esto
d

ds
(muα) +mCαµνu

µuν −mTµαγu
µuγ = 0. (5.23)

Contrayendo con uα

− dm

ds
+m

(
uα
duα

ds
+ uαC

α
µνu

µuν
)

= −dm
ds

= 0 (5.24)

es decir, la masa m se conserva en la trayectoria y la ecuación (5.23) queda

m

(
duα

ds
+ Cαµνu

µuν − Tµαγu
µuγ
)

= 0. (5.25)

Si m 6= 0 la ecuación anterior es la ecuación geodésica pues

0 =
duα

ds
+ Cαµνu

µuν − Tµαγu
µuγ

=
duα

ds
+ Γαµνu

µuν +
1

2
Tαµνu

µuν +
1

2
(Tµ

α
ν + Tν

α
µ)uµuν − Tµαγu

µuγ

=
duα

ds
+ Γαµνu

µuν . (5.26)

Este es un resultado muy interesante pues nos dice que la torsión no afecta el movimiento
de las part́ıculas con la estructura interna más simple. Entonces, para estudiar el posible efecto
de la torsión se necesita ir a mayores órdenes en la expansión multipolar y generalizar la ley
de conservación. Esto parece un problema subsecuente interesante, quedando pendiente para
un futuro trabajo.
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6. Conclusiones

La aparición de la torsión en geometŕıa diferencial suele ser ignorada en virtud de que la
conexión inducida sobre una variedad, cuando esta se encuentra encajada en Rn, no tiene tor-
sión [29]. Sin embargo, esta suposición es cuestionable desde el punto de vista f́ısico al pensar
que la variedad es el espacio-tiempo mismo, además de que es posible formular una teoŕıa
f́ısica consistente que incorpore a este objeto. Sorprendentemente, todos los experimentos en
Relatividad General son consistentes con una torsión no nula [31]. Con tal motivación, los
primeros caṕıtulos de la tesis fueron dedicados a comprender el lenguaje matemático asocia-
do con este tensor, obteniendo resultados interesantes y presentándolos en la notación de la
referencia [1].

En los caṕıtulos 2, 3 y 4 de la tesis se notó cómo la torsión juega un papel muy importante
en la caracterización de la geometŕıa de una variedad. El concepto esencial que cambia de
Relatividad General, de donde surgió toda la generalización aqúı presentada, es el de trans-
porte paralelo y la torsión caracteriza todos los distintos tipos de éste que se pueden definir
en una variedad riemanniana pidiendo que se respete la condición de metricidad (ecuación
(2.17)). Con esto se notó que la definición de curvas análogas a rectas cambia y se encontró la
contribución adicional a la ecuación del caso conocido.

Una vez expuesto el concepto de torsión se siguió a expresar los conceptos de simetŕıa
en este lenguaje, para poder hablar de cantidades conservadas en autoparalelas. Para ello se
encontró una hipótesis extra que se le deb́ıa agregar a los vectores que generan la simetŕıa, de
modo que se pudo extender el teorema de Killing al caso con torsión. Con esto se desarrollaron
ejemplos de ecuaciones autoparalelas. Una observación interesante de los ejemplos es que, en
ciertos espacio-tiempos planos (i.e. sin curvatura) conocidos, agregar una torsión particular
induce aceleración entre autoparalelas, resultado que seŕıa probado formalmente en el caṕıtulo
siguiente.

Se siguió en el caṕıtulo 4 con el concepto de curvatura dadas estas nuevas condiciones. Se
encontró que, para poder definir un operador puntual, es necesario cambiar la definición del
tensor de curvatura. El resultado más fuerte, sin duda, es la prueba de que tanto la curvatura
como la torsión inducen aceleración entre autoparalelas cercanas. Por último se encontró una
forma de calcular el tensor de curvatura, encontrando inesperadamente una expresión con
una forma idéntica al caso sin torsión, salvo la definición de los objetos que aparecen en dicha
fórmula.

Hasta aqúı el trabajo dio un entendimiento mucho más profundo de las hipótesis matemáti-
cas que llevan a los resultados conocidos de los cursos (e.g. de geometŕıa riemanniana o de
Relatividad). Es sorprendente que relajar una suposición tan sencilla como hacer cero el lado
derecho de la ecuación (2.2) lleva a toda una teoŕıa matemática nueva. Además, este lenguaje
puede servir para formular una teoŕıas f́ısicas consistentes, siendo sumamente interesante su es-
tudio para explorar las posibles desviaciones de la f́ısica con respecto a la Relatividad General.

Por último se utilizó el lenguaje desarrollado para resolver el problema f́ısico de interés:
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encontrar la ecuación de movimiento de part́ıculas de prueba. En Relatividad General se suele
asumir que las part́ıculas de prueba siguen geodésicas. Sin embargo este no es un postulado,
sino más bien un resultado de una aproximación y se prueba en la referencia [26]. En el caṕıtulo
5 se presenta este método y, extendiéndolo, se probó que en una primera aproximación las
part́ıculas no sienten la presencia de la torsión, es decir, siguen satisfaciendo la ecuación
geodésica del espacio-tiempo. Como consecuencia, el esṕın intŕınseco de la part́ıcula debe ser
no nulo para que la torsión del espaciotiempo entre en juego en su ecuación de movimiento. Con
tal resultado queda como trabajo subsecuente el cálculo al siguiente nivel de aproximación,
en donde parece factible que la torsión juegue un papel importante.
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Apéndices: demostraciones

•Proposición: R[abc]
d = −∇[aT

d
bc] + T e[abT

d
c]e

Demostración: Dando coordenadas, de la ecuación (2.11)

∇a∇bωc = ∂a∂bωc− (∂aC
d
bc)ωd−Cdbc∂aωd−Ceab∂eωc+CeabC

d
ecωd−Ceac∂bωe+CeacC

d
beωd

con lo que

∇[a∇bωc] = −ωd(∂[aC
d
bc])− Cd[bc∂a]ωd − Ce[ab∂|e|ωc] + Ce[abC

d
|e|c]ωd − Ce[ac∂b]ωe + Ce[acC

d
b]eωd

= −ωd(∂[aC
d
bc])− Ce[ab∂|e|ωc] + Ce[abC

d
|e|c]ωd + Ce[acC

d
|e|b]ωd + Ce[acT

d
b]eωd

= −ωd(∂[aC
d
bc])− Ce[ab∂|e|ωc] + Ce[abT

d
|e|c]ωd

=
1

2
(−ωd(∂[aT

d
bc])− T e[ab∂|e|ωc] − T e[abT

d
c]eωd)

donde para la segunda igualdad se cancelaron dos términos y se reescribió el último usando
(2.7) y para la última se usó nuevamente (2.7).
De aqúı, usando (4.4)

R[abc]
dωd = 2∇[a∇bωc] + T d[ab∇|d|ωc]

= −ωd(∂[aT
d
bc])− T e[ab∂|e|ωc] − T e[abT

d
c]eωd + T d[ab∂|d|ωc] − T d[abC

e
|d|c]ωe

= −ωd(∂[aT
d
bc])− T e[abT

d
c]eωd − T d[abC

e
|d|c]ωe

= −∂[aT
d
bc]ωd − T d[abC

e
c]dωe (6.1)

Por otro lado

(−∇[aT
d
bc] + T e[abT

d
c]e)ωd = −(∂[aT

d
bc] + Cda|e|T

e
bc

−Ce[abT
d
|e|c − Ce[acT

d
b]e)ωd + T e[abT

d
c]eωd

= (−∂[aT
d
bc] − Cd[a|e|T

e
bc])ωd. (6.2)

Como ambas expresiones de valen para cualquier ωd se concluye que son iguales, como se
esperaba.

•Proposición: ∇[aRbc]d
e = T f [abRc]fd

e

Demostración:
Por la ecuación (4.7) aplicada a ∇cωd se tiene

(∇a∇b −∇b∇a + T eab∇e)∇cωd = Rabc
e∇eωd +Rabd

e∇cωe.

Por otro lado

∇a(∇b∇cωd −∇c∇bωd + T ebc∇eωd) = ∇a(Rbcdeωe)
= ωe∇aRbcde +Rbcd

e∇aωe.

Antisimetrizando ambas ecuaciones en a, b, y c se sigue que

R[abc]
e∇eωd +R[ab|d|

e∇c]ωe = ωe∇[aRbc]d
e +Rbc|d|

e∇a]ωe −∇[aT
e
bc]∇eωd.
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Cancelando los términos iguales y sustituyendo la expresión para R[abc]
d se sigue que

∇[aRbc]d
e = T f [abRc]fd

e

que es lo que se queŕıa probar.

•Proposición:

2Rabcd = 2Rcdab −∇[aT|d|bc] −∇[bT|a|cd] −∇[cT|b|ad] −∇[dT|c|ba]

+T e[bcT|a|d]e + T e[caT|b|d]e + T e[dbT|c|a]e + T e[abT|d|c]e. (6.3)

Demostración:
Por las propiedades 1-3 del tensor de curvatura:

Rabcd = −Rcabd −Rbcad −∇[aT|d|bc + T e[abT|d|c]e

= Rcadb +Rbcda −∇[aT|d|bc + T e[abT|d|c]e

= (−Rdcab −Radcb −∇cT|b|ad] + T e[caT|b|d]e) +Rbcda −∇[aT|d|bc + T e[abT|d|c]e

= Rcdab + (Rbcda −Rdabc)−∇[aT|d|bc + T e[abT|d|c]e −∇cT|b|ad] + T e[caT|b|d]e (6.4)

que se puede reescribir como

Rabcd −Rcdab = Rbcda −Rdabc −∇[aT|d|bc + T e[abT|d|c]e −∇cT|b|ad] + T e[caT|b|d]e. (6.5)

Si se escribe la ecuación anterior cambiando ı́ndices a 7→ b, b 7→ c, c 7→ d, d 7→ c:

Rbcda −Rdabc = Rcdab −Rabcd −∇[bT|a|cd + T e[bcT|a|d]e −∇dT|c|ba] + T e[dbT|c|a]e, (6.6)

que se reescribe

Rabcd −Rcdab = −(Rbcda −Rdabc)−∇[bT|a|cd + T e[bcT|a|d]e −∇dT|c|ba] + T e[dbT|c|a]e. (6.7)

Sumando las ecuaciones 6.5 y 6.7 se obtiene

2(Rabcd −Rcdab) = −∇[aT|d|bc] −∇[bT|a|cd] −∇[cT|b|ad] −∇[dT|c|ba]

+T e[bcT|a|d]e + T e[caT|b|d]e + T e[dbT|c|a]e + T e[abT|d|c]e (6.8)

•Proposición: aa = T c∇c(XdT bT abd)−RcbdaXbT cT d

Demostración: Utilizando que T a y Xa conmutan al ser campos vectoriales coordenados, la
ecuación autoparalela y la ecuación (4.6)

aa = T c∇c(T b∇bXa)

= T c∇c(Xb∇bT a + T bXdT abd)

= (T c∇cXb)∇bT a +XbT c∇c∇bT a + T abdT
bT c∇cXd +XdT bT c∇cT abd

= (T c∇cXb)∇bT a +XbT c∇b∇cT a −XbT cT dcb∇dT a −XbT cRcbd
aT d

+T abdT
bT c∇cXd +XdT bT c∇cT abd

= (Xc∇cT b +XcT dT bdc)∇bT a +XbT c∇b∇cT a −XbT cT dcb∇dT a

−XbT cRcbd
aT d + T abdT

bT c∇cXd +XdT bT c∇cT abd
= Xc∇c(T b∇bT a) +XcT dT bdc∇bT a −XbT cT dcb∇dT a + T abdT

bT c∇cXd

+XdT bT c∇cT abd −RcbdaXbT cT d

= T c∇c(XdT bT abd)−RcbdaXbT cT d.
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