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1. Introduccion

A pesar de su amplio éxito experimental existen argumentos para pensar que la Relatividad
General, que es la teoria de la gravedad mas exitosa a la fecha, deberia ser una aproximacion
a una teoria mas fundamental. Entre estos problemas se encuentran la aparicién de soluciones
singulares [1], la incompatibilidad con la mecanica cudntica [2] y los problemas de materia y
energia oscura [3]. Con el objetivo de resolver este tipo de problemas se han estudiado teorias
alternativas a la Relatividad General, llamadas teorias de gravedad modificada. A pesar de
haber ciertos resultados interesantes, es importante mencionar que hasta la fecha ninguna de
ellas ha logrado reemplazar a la Relatividad General, siendo esta la teoria de la gravedad més
simple que mejor describe las observaciones [4].

En el intento por encontrar una teoria de gravedad compatible tanto en el régimen mi-
croscopico (i.e. cudntico) como en el limite clasico, extender la Relatividad General parece ser
un camino factible. En la mecdnica cudntica, ademés de la masa en reposo (energia-momento)
de las particulas, la estructura interna o momento angular de espin también las carcateriza
dindmicamente [5]. Por esta razén parece interesante exigir que esta propiedad sea una fuente
gravitacional, es decir, esté acoplada a la geometria del espaciotiempo. Esto conduce a una
estructura matematica del espaciotiempo mas general, llamados espaciotiempos de Riemann-
Cartan [6]. En estos espacios existe un nuevo ente geométrico llamado torsidn. Entender este
concepto matemdticamente forma parte importante de este trabajo, y una vez desarrollados
los conceptos necesarios se procede al objetivo central de la tesis, que es estudiar la ecuacion
de movimiento de particulas de prueba bajo la aparicién de una torsién no nula.

Para investigar las posibles extensiones de la Relatividad General es importante entenderla
a cabalidad, razon por la que a continuacion se presenta un breve resumen de esta teoria desde
una perspectiva histérica, resaltando sus postulados, pasando también por ciertos hechos
historicos relacionados con la torsion.

Las leyes de Newton son vilidas uinicamente en ciertos sistemas de referencia especiales,

llamados inerciales. La definicion de estos estd incluida en la primera ley, y dice que un siste-
ma inercial serd aquel en el cual cualquier particula libre se mueve a velocidad constante. Es
claro que existen muchos sistemas de referencia inerciales. Todos ellos estdn relacionados por
las transformaciones de Galileo y éstas pueden consultar en la referencia [7].
En los sistemas inerciales se vale el principio de relatividad, que se remonta hasta Galileo, y
puede parafrasearse de una forma muy sencilla siguiendo la referencia [7]: Ezperimentos idénti-
cos realizados en diferentes sistemas de referencia inerciales dan lugar a resultados idénticos.
Noétese que esto habla de todos los experimentos y cualquier sistema inercial. En particular,
este hecho implica que no existe experimento posible para determinar la velocidad absoluta
de un sistema de referencia inercial.

Asumiendo la universalidad del tiempo, la mecdanica de Newton era compatible con las
transformaciones de Galileo. Sin embargo en el aflo 1865 la fisica encontraria sus primeras
ecuaciones incompatibles con las transformaciones de Galileo, cuando James Clerk Maxwell
lograra unificar todos los fenémenos electromagnéticos en cuatro elegantes ecuaciones que hoy
llevan su nombre [8]. Entre las mds importantes consecuencias de su teoria se encuentra la
existencia de ondas electromagnéticas, prediccion que después seria corroborada experimental-
mente, ademas de identificar a la luz como un fenémeno de este tipo. Una de las conclusiones



que tomo la comunidad de fisicos al conocer este resultado es que debia existir un medio,
al que se llamé éter, que sostenia las oscilaciones electromagnéticas, pues hasta el momento
todas las ondas conocidas viajaban a través de medios materiales. Otra motivacién fue que
las ecuaciones de Maxwell predicen una velocidad constante para este tipo de ondas en vacio,
de donde se pensé que tal velocidad seria en el sistema de referencia en reposo de tal ente,
ahora como un sistema de referencia absoluto.

Esta idea causé confusién y discusién en la comunidad durante largo tiempo y en 1881, inten-
tando medir la velocidad de la tierra respecto a este medio, Michelson y Morley descubrieron
que sus efectos eran indetectablemente pequenos. Para intentar resolver este problema Lo-
rentz, Fritzgerald y Poincaré propusieron que los cuerpos se contraian al moverse en este
medio y los relojes corrian a distinto ritmo. A pesar de describir las observaciones, esta teoria
no fue aceptada ya que sus postulados basicos no podian ponerse a prueba [9].

Motivado por la asimetria de los fenémenos electromagnéticos al considerar cuerpos en mo-
vimiento Einstein logré entender que estos, al igual que en los fenémenos en la mecéanica, no
debian poseer ideas referentes al reposo absoluto. Con estas ideas rederivé las transformacio-
nes de Lorentz entre sistemas inerciales en su famoso articulo de 1905 [10], a partir de dos
postulados fundamentales:

= Kl principio de relatividad de Galileo.

= La velocidad de la luz en vacio es igual para todos los observadores inerciales, indepen-
dientemente de la velocidad de éstos o la velocidad de la fuente.

Increiblemente, a partir de estos Einstein logré demostrar que las ecuaciones de Maxwell son
covariantes ante transformaciones de Lorentz, con lo que probé que la introduccién del con-
cepto de éter era innecesaria y que las ondas electromagnéticas podian viajar en el vacio.
Ademas no existe un concepto de tiempo universal como en la de fisica de Newton, sino que
la simultaneidad entre dos eventos depende del observador en cuestién. La consecuencia mas
importante de este resultado es que para respetar la causalidad la velocidad de la luz es la
velocidad méxima para cualquier senial fisica.

A esta teoria postulada por Einstein se le conoce hoy en dia como Relatividad FEspecial y ha
sido confirmada ampliamente en experimentos midiendo distintos fendmenos. Véanse referen-
cias [11,12].

Al poco tiempo de ser postulada la Relatividad Especial Minkowski se dio cuenta que era
de gran utilidad unificar al tiempo y al espacio como un solo ente, al que ahora se le llama
espaciotiempo. Mds ain, existe un concepto de norma en este espacio que se preserva ante
transformaciones entre sistemas inerciales.

Sin embargo para incluir el efecto de la gravedad atn existian problemas: ésta acelera los

cuerpos y la ley de gravitacion de Newton (F, = Gmima/r?) era de alcance inmediato, por lo
que no podia ser compatible con la relatividad. Asi Einstein pensé que la ley de Newton debia
ser una aproximacién de una ley més fundamental [7], y esta visién unificada de espaciotiempo
serfa clave para la generalizacién de su teoria.

En seguida comenzé Einstein a estudiar el movimiento acelerado en Relatividad Especial,
publicando un articulo en 1908. En él argumenté porque los efectos de la gravedad desapa-



recen para el movimiento en caida libre, de donde las leyes de la Relatividad Especial deben
aplicar para él. A tal acercamiento se le conoce actualmente como Principio de Equivalencia.
Su motivacién era la siguiente [13]: las leyes de Newton, asi como la Relatividad Especial, se
basan en la existencia de sistemas de referencia especiales, los inerciales. Ademads le parecia un
poco extrano que la masa que aparece en la ley de inercia (F' = ma) y en la ley de gravitacién
universal (GMm/r?) sea la misma, como si artificialmente la ley estuviera puesta para que
todos los cuerpos de prueba cayeran de la misma manera en presencia de la masa M.

La solucién de Einstein revolucionaria la fisica nuevamente. Su teoria, conocida como Relati-
vidad General y publicada en 1915 [14], no trata a la gravitacién como una fuerza, sino que
cualquier objeto es fuente de campo gravitacional y curva el espacio-tiempo a su alrededor,
de modo que los cuerpos libres de fuerzas se mueven uinicamente debido a su inercia en este
espacio curvado [13].

En concreto, el espacio-tiempo debia ser ahora una variedad diferenciable 4 dimensional,
dotada de una métrica g, que dice como un observador mide localmente tiempo y espacio.
De la teoria de variedades riemmannianas, y bajo ciertas suposiciones, se sabe que g, deter-
mina por completo la geometria de la variedad. Para relacionarla con otras cantidades fisicas,
Einstein llegé a la ecuacién

Gap = 87Ty (1.1)

donde el lado izquierdo son operadores diferenciales actuando en g, mientras el lado derecho
estd dado por la distribucién de materia y energia en espacio-tiempo. En el caso en que no
hay gravedad se reduce a Relatividad Especial, ademdas de contenerla localmente en el caso
general y en el limite de gravedad débil y bajas velocidades, contiene la ley de gravitacién de
Newton [15].

Como toda teoria predijo nuevos fenémenos, dignos de ser puestos a prueba experimentalmen-
te. Entre ellos se encuentran las ondas gravitacionales, el corrimiento al rojo gravitacional,
la dilatacién gravitacional del tiempo y la desviacién de la luz. Fue este dltimo fenémeno el
que utilizarfa el reconocido astréonomo Arthur Stanley Eddington en 1919 para probar que la
teoria propuesta por Einstein era correcta. Para ello observd, durante un eclipse total de sol,
estrellas cuya luz pasaba cerca de la frontera del sol. Después observo las mismas estrellas en
ausencia del sol y noté que en el primer caso la estrellas se parecian alejarse del Sol, es decir,
su luz se desviaba.

Desde entonces la Relatividad General ha sido ampliamente exitosa en explicar las observacio-
nes, que incluyen deteccién indirecta de hoyos negros [16], el corrimiento al rojo gravitacional
y cosmoldgico [17], la expansion del universo [3] y hasta la reciente deteccién de ondas gravi-
tacionales [18].

El primer acercamiento a una teoria que contenga a la Relatividad General como caso par-
ticular fue propuesto muy poco tiempo después de la postulaciéon de esta teoria cuando Elie
Cartan, estudiando precisamente Relatividad General, se dio cuenta que era posible extender
el concepto de conexién a una conexion asimétrica [19-21]. Allf reconocié el caracter tensorial
de la torsion y desarrollé los conceptos geométricos generalizados. A pesar de que tenia idea
de que la torsiéon debia estar conectada con el momento angular intrinseco de la materia y
debia ser cero en vacio, Cartan solo desarrollé las primeras nociones de ésta en Relatividad



General [6]. El trabajo de Cartan consiste en modificar unas de las suposiciones que llevan a
la ecuacién (1.1), de donde surge el concepto de torsién antes mencionado. Esencialmente, la
informacién geométrica ya no esta toda contenida en la métrica gq sino que la torsion (7€)
entra en juego. El trabajo de Cartan pasé mucho tiempo en el olvido, y la primer formulacién
de una teorfa fisica consistente que incluya a la torsién aparecié hasta 1961 y 1962, en [22]
y [23] respectivamente.

A partir de entonces la torsién ha sido ampliamente estudiada en diversas teorias de gra-
vedad modificada [4], apareciendo en distintas situaciones como el universo temprano [24], en
modelos de expasion acelerada del universo [25], etcétera.

La torsion es el concepto central de la tesis y la organizacién de la misma es la siguiente: en
el capitulo 2 se dan las definiciones y se desarrollan los conceptos geométricos para una torsion
de fondo. En el capitulo 3 se estudia cémo representar simetrias en este lenguaje geométrico, y
con esto hacer un analisis de “rectas” en espacio-tiempos conocidos en donde se puede definir
una torsién. Se sigue, en el capitulo 4, con el concepto de curvatura, en donde se encuentra
que el concepto conocido cambia y se da una visién geométrica de esto. Los capitulos 2, 3
y 4 antes mencionados son generalizaciones de los resultados mostrados en las secciones 3.1
y 3.3, el apéndice C y las secciones 3.2 y 3.4 de la referencia [1], respectivamente. Estos
capitulos la tesis extienden resultados puramente matemadticos, con el objetivo de entender
profundamente el lenguaje antes de aplicarlo a algtin problema fisico. Con esto en mano se
procede al problema fisico que se busca atacar, a saber, el del movimiento de particulas de
prueba (bajo cierta aproximacién) con la aparicién de una torsién no nula. Para esto, en el
capitulo 5, se reproducen algunos resultados de la referencia [26] en Relatividad General, con
el propédsito de extender el método alli presentado al caso con torsién. A lo largo de toda la
tesis se comparan los resultados obtenidos con el caso sin torsion.



2. Geometria con torsion

La torsiéon surge naturalmente al hablar de operadores que actian sobre vectores y otros
entes més generales, llamados tensores. Sin embargo, como la relatividad y las teorias de
gravedad modificada estan enunciadas en el lenguaje de la geometria diferencial, es necesario
definir vectores y tensores de una manera mas general que en el caso de R". Esta parte
corresponde a la subseccién de definiciones bésicas y se sigue la referencia [27]. Con esto en
mano se puede hablar de operadores sobre estos objetos, formando la parte central de la
seccion. El objetivo es caracterizarlos y ver como pueden definir curvas andlogas a las rectas.
Para ello se extienden los resultados de las secciones 3.1 y 3.3 de la referencia [1] al caso con
torsion, y se da una interpretacién de la misma siguiendo la referencia [28].

2.1. Definiciones basicas

Como en esta seccién no aparece la generalizacion ya mencionada de la tesis, los conceptos
son presentados de una manera concisa. Para una discusion extensa al respecto puede consul-
tarse la referencia [27].

Una variedad diferenciable M es un conjunto que cumple

= Es un espacio topoldgico: M tiene definidos conjuntos abiertos

= Es Hausdorff: Para cada par de puntos p, ¢ € M existen abiertos U, V disjuntos tal que
pelU,qeV

= Es segundo numerable: Existe una base numerable para la topologia de M

= Es localmente euclidiano: para cada p € M existen abiertos U ¢ M, U’ € R" y un
homeomorfismo ¢ : U — U’. Al par (U, ¢) se le conoce como una carta coordenada.

Si (U, ¢), (V, 1) son dos cartas coordenadas en M tal que UNV # () entonces el mapeo
pop t:pUNV) — (UNV) es infinitamente diferenciable en el sentido usual de R™.

La ultima condicién es lo que se conoce como la estructura diferenciable de M. Con esto es
posible caracterizar todas las funciones f : M — R diferenciables sin recurrir a coordenadas.
Al conjunto de tales funciones se denotara C*(M).

Como las variedades diferenciables son conjuntos mas generales que R"”, se necesita una
manera consistente de definir vectores tangentes. Pensando graficamente el ejemplo de la
esfera (S?), vectores tangentes en diferentes puntos no deberfan poder sumarse pues tienen
distinto origen. Por esta razén se necesitara generalizar la nocién de vectores para este tipo
de conjuntos.

A un mapeo lineal X : C*°(M) — R se le llamard una derivacidn en un punto p € M si
cumple X*(fg) = f(p)X®g + g(p)X*f para todas f,g € C>°(M). Se puede probar que el
conjunto de todas las derivaciones en un punto es un espacio vectorial y se denotard T,M.
A un elemento de T),M se llamara entonces un vector tangente a M en p. Como el conjunto
(8/8xa\¢(p))a, con a = 1, 2, ..n , forma una base de derivaciones de R™ en ¢(p) V p, si se



define (9/0x*|,)" f = (8/8xa|w(p))a (f o~ 1) entonces (9/02%|,)* forma una base de deriva-
ciones en p y como es base se puede escribir X¢ = X7 (8 / ozP )a, donde la aparicién de indices
griegos repetidos indica que se suman sobre todas sus posibilidades. A los nimeros X* se les
conoce como los componentes de X® para la carta coordenada (U, ¢).

Con el concepto de vectores en mano es posible definir el ltimo concepto esencial,
los tensores. Una 1-forma en p es un funcional lineal w, : T,M — R, es decir, es el es-
pacio dual del conjunto T,M y se denota T,;M. Si en una carta coordenada se definen

los funcionales lineales (dm“)a(a‘zy)“ = ¢y, con el indice latino repetido indicando que se
estd evaluando (dz*), en ( Biy)a, de dlgebra lineal se sigue que el conjunto (dz*), forma

una base de T, M y entonces se puede escribir w, = w,(dz"),. En general, un (k,[) tensor
es un funcional multilineal de £ 1-formas y [ vectores A%, 4 T;M X ... X T;M X
Tp,M x ... x T,M — R. Dando una carta coordenada (U, ) se puede caracterizar al cam-
po tensorial A%, ; con numeros A%'* g g en cada punto dados por A% g g =

Ak (dr®t) g, . (de®) g, (0/02P1)01. (0050

Se puede probar [29] que otra caracterizacién de los vectores es como clases de equivalen-
cia de curvas que tienen el mismo vector tangente en un punto. Asi los vectores se pueden
interpretar como “desplazamientos infinitesimales”, razén por la que una funcién bilineal
g :TpyM x T,M — R que mida “distancias infinitesimales cuadradas” serd de gran interés.
Cuando exista una de estas funciones definidas en M serd claramente un (0, 2) tensor y se le
conoce como tensor métrico o simplemente métrica y se denota g,p. Las propiedades que debe
cumplir una métrica son: ser bilineal, simétrica y no degenerada, esto 1iltimo en el sentido
de que si ggpv®w® = 0 para todo vector w® entonces v® = 0. Con esto g4 induce un produc-
to interior en T),M, ademds de dotar de una relaciéon natural entre T,M y T7M dada por
Vg = gapv? para cualquier v® € T,M. A esto se le conoce como bajar el indice de vP. Como el
mapeo es no degenerado existe la funcién inversa, denotada g%°. Asi g* asocia naturalmente
TyM con T, M dado por w” = g™wy, para todo wy. En general se necesita tantas métricas gqp
o métricas inversas g“b como indices se quieran bajar o subir de un (k,[) tensor A%y, 4
respectivamente.

Por 1ltimo, cualquier (k,l) tensor A%, define (k — 1,1 — 1) tensores dados por

g’“ll—ZA‘“ Wy (s iy € 00) (2.1)

donde e; es cualquier base de T, M y e’ la base dual asociada de Ty M. Se puede probar que
la suma del lado derecho de la igualdad no depende de la base escogida y por tanto es una
buena definiciéon de un tensor.

Como en una base los tensores son arreglos de niimeros, se les puede pensar como genera-
lizaciones al concepto de vectores y matrices usual. Ademds sus propiedades no dependen de
la base escogida, es decir, no dependen de las coordenadas. Estos entes implementan la idea
de Einstein de que las cantidades fisicas no deben depender de la eleccion de coordenadas.
Con esta motivacion, el lenguaje matematico desarrollado en la tesis trata de mantener esta
caracteristica, en la medida de lo posible.



2.2. Operadores derivada

Dada M una variedad diferenciable y «(t) una curva suave parametrizada contenida en

M, es sabido que el vector velocidad (%7)“ tiene una interpretacién libre de coordenadas.
Esto se puede parafrasear diciendo que las componentes de dicho vector transforman de coor-
denadas con la matriz jacobiana de la transformacién (i.e. covariantemente). Sin embargo la
aceleracién de la curva ya no posee esta propiedad, como se puede apreciar parametrizando el
circulo unitario con (cos(t),sin(¢)) en coordenadas cartesianas y (1,¢) en coordenadas polares.
Derivando una vez se obtiene (—sin(t), cos(t)) y (0, 1) respectivamente, que cumplen lo antes
mencionado, pero derivando dos veces se obtiene —(cos(t),sin(t)) en el primer caso y (0,0) en
el segundo.
El problema surge pues para derivar el vector velocidad a lo largo de la curva se necesita
restar vectores en distintos espacios tangentes, cosa que no tiene sentido. Es por esta razén
que para definir aceleraciéon de una forma independiente de coordenadas se necesita identifi-
car o conectar espacios tangentes de puntos cercanos. Asi una conexién tendrd informacién
extra de la que estd dotada la variedad y permite calcular derivadas direccionales de campos
vectoriales [29]. El resto del capitulo trata generalizar las secciones 3.1 y 3.3 de [1], dejando
las secciones 3.2 y 3.4 para el capitulo 3 de la tesis.

En una variedad diferenciable M, un operador derivada V es un operador que mapea
campos tensoriales (k,l) suaves en campos tensoriales (k,l + 1) (denotado A%y 4, +——
VA% %y, )y que cumple las siguientes cuatro propiedades:

1. Es lineal. Dados dos (k,[) tensores A% %y, 4, y BY%, 4 o, f€R™
V(A8 =ty p + BBy, ) = aV(AD%y p) + BVe(BY%y )

2. Regla de Leibniz. Si A% %, 4
tonces
ve(Aalmakb1...bchlmck/d1...dl/) — ve(Aal...akblmbl)Bcl...ck/dlmdl, +Aa1makb1...blveBclmck/dL

, es un (k,1) tensor y B g, g, un (k',1') tensor en-

3. Conmuta con la contraccion: V(A% ¢y, o ) = VgAY Gty o op,

4. Interpretaciéon de vectores como derivadas direccionales: Si f € C*°(M), y v* es un
vector arbitrario, v(f) = v*V,f

Claramente las derivadas parciales (asociadas con algunas coordenadas en una vecindad de
un punto) cumplen estas propiedades, de donde se nota que los operadores derivada existen
para cualquier variedad diferenciable.

Con estas cuatro propiedades se puede probar que, dado un operador derivada V., existe un
tenstor (1,2) tal que

VoViof = VpVaof = =T w Ve f. (2.2)
A T¢ se le llama el tensor de torsion y de la ecuacién anterior se ve claramente que
TCw = —T%q. Se puede probar que si M es una variedad encajada en R", entonces el trans-

porte paralelo en M coincidira con el inducido por R™ en M solo si la conexién en M cumple
T = 0. Esta es la motivacion principal de los mateméaticos a estudiar operadores derivada
sin torsién, que por el teorema de Nash siempre existirdn [29]. Sin embargo, a pesar de que la
Relatividad General asume T€,;, = 0, esta condicién se relaja para muchas teorias de gravedad
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modificada. La meta de este capitulo entonces serd escribir todas las propiedades geométricas
de un operador derivada en términos de su torsion.

Uno de los primeros calculos donde aparece la torsion es en el conmutador de dos campos
vectoriales. Asi, dados v, w campos vectoriales y f cualquier funcién en M, el conmutador de
vy w en términos de este operador derivada es

[v,w](f) = v(w(f)) —w(v(f))
= "Vo(W'Vpf) = w'Va(v"Vef)
= [V’ — w'V 0P|V f + (v’ — w?)V, Vi f
= [V’ — w'V )V f + 0w (Vo Vi f — ViVaf)
= [1'Vau’ = w'V ')V f — 00TV, f, (2.3)

donde en el primer renglén se utilizé la definicién del conmutador y la propiedad 4, en el
segundo se usé la propiedad 2 y en el tdltimo se usé la ecuacién (2.2). Con esto [v, w]|* =
VOV qw® — wV v — vPwT%,.

Sabiendo de la existencia de operadores derivada, una pregunta natural es qué tan tinicos
son estos objetos. La propiedad 4 asegura que todos los operadores derivada son iguales al
actuar sobre funciones, por lo que para investigar la discrepancia entre dos de estos se debe
ver su accién sobre un campos tensoriales de rango mayor. Se puede ver que basta calcular
su accién sobre un campo vectorial dual wp y dicha discrepancia queda caracterizada por la
siguiente B
Proposicién. Dados dos operadores derivada V,, V,, existe un campo tensorial (1,2) tal que

Vawp = %awb — écabwc. (2.4)

La prueba se basa en que V,wp — V,wp depende tinicamente del valor de wp en el punto p
y no del valor en los puntos vecinos y se puede consultar en [1]. Tomando el caso particular
wp = Vpf = %b fy %b = 0Op, llamando C¢y, a Cc,p en este caso, sustituyendo en la ecuacion
(2.4) se obtiene

vavbf = aaabf - C1Cabvcf (25)

e intercambiando indices
vbvaf = 8baaf - chavcf- (2-6)

Restando ambas ecuaciones, usando la ecuacién (2.2) y que las derivadas parciales no tienen
torsién se obtiene
Tcab = Ccab - cha- (27)

De vuelta al caso general, para ver la discrepancia de dos operadores derivada al actuar
sobre campos vectoriales basta notar que dado un campo vectorial v%, w,v® es un escalar para
cualquier campo vectorial dual w, de donde V,(wyov?) — 6a(wbvb) = 0 por la propiedad 4.
Usando la propiedad 2 y la ecuacién (2.4) se tiene entonces

0= %a(wbvb) — Va(wbvb) = (écabwc)vb — wb(ﬁa — Va)vb, (2.8)
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que implica N ~
Vav? = Vool + Cyot©. (2.9)

Con estas dos propiedades es facil probar que la generalizaciéon para cualquier campo

tensorial A%, 5 es

V AWy =V ANy 4 Zd“ichal"d"a’“bl...bl- - ZédcbjAal'"akbl..d..bl- (2.10)
i J

A partir de aqui la discusion se centrara en el caso donde 60 = 0, y por tanto C%; = C’gb, de
donde la ecuacién (2.10) queda

VA %y = 0eAM My Y CWeg ATy =y Oy Ay gy (2.11)
¢ J

2.3. Transporte paralelo

La motivacion principal de conectar espacios tangentes cercanos fue para tomar derivadas

de vectores definidos en curvas. Asf se dice que un vector v® es transportado paralelamente a

lo largo de la curva con tangente t* si su derivada direccional a lo largo ésta es cero, es decir,
satisface la ecuacién

V0" = 0. (2.12)

En general un tensor A%, 4
satisface la ecuacién

, es transportado paralelamente a lo largo de la curva si

tavaAa’l'”akbl__bl = 0. (2.13)
Dado un pardmetro s en la curva la ecuacién (2.12) se puede escribir en componentes como:

dv* v om

v +t7CH T =0, (2.14)
de donde se nota que dado un vector v® en un punto p de la curva existe una tinica solucioén a
(2.14) con dicha condicién inicial (por el teorema de existencia y unicidad), es decir, el trans-

porte paralelo es tinico. Asi v® en p define vectores en la curva dados por su transporte paralelo.

Con este concepto en mano y suponiendo que la variedad esta dotada de un tensor métrico
Jab, una condicion natural a pedirle a un operador derivada es que preserve el producto escalar
de cualesquiera dos vectores u®, v® al transportarlos paralelamente, es decir

2% o (gheu’v®) = 0. (2.15)

Usando la regla de Leibniz y el hecho de que t*V,u’ = t*V,0v® = 0 porque son transportados
paralelamente se obtiene
U vV o gpe = 0, (2.16)

de donde
Vagbe = 0. (2.17)
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Esta tltima ecuacién garantiza la unicidad del operador V, y dicha propiedad queda
codificada en el siguiente
Teorema. Sea g, métrica y T, campo de torsién dados. Entonces existe un tinico operador
derivada que satisface V,gp. = 0
Demostracién. La prueba se basa en suponer V, g, = 0 y encontrar una solucién tnica para
CCa. Asi, por la ecuacién (2.11) se tiene 0 = Vogpe = 9agbe — C%pgde — C%acga, de donde

Ccab + Cbac = 8agbc' (218)
Intercambiando indices

cha + Cabc = abgaca (219)

Cbca + Cacb = 8Cgab- (220)

Sumando las ecuaciones (2.18), (2.19) y restando (2.20) se obtiene

aagbc + 8I)gac - acchb = (Ccab + cha) + (Cbac - Cbca) + (Cabc - Cacb)

= 2Ccab - Tcab + Tbac + Tabcv (221)
de donde ) )
Ccab = §(aagbc + abgac - 8cgab) + i(Tcab + Tacb + Tbca)' (222)

La solucién (2.22) para C.,p siempre existe y es tnica, con lo que se concluye la prueba. B
A partir de este momento V, representard el operador derivada que satisface V,gp. = 0.
Si se define I'.yp = %((%gbc + OvGac — Oclab) ¥ Keap = %(Tcab + Tach + Thea) la ecuacion (2.22)
se ve

Ceab = Teap + Keap- (223)

A T'“4 se le conoce como el simbolo de Christoffel, a K¢, como el tensor de contorsion y
cumple K .4p = —Kpge. Ademas I'¢,, cumple

Ao 11

(aaga)\ + 6aga)\ - 8)\goa) = 978049)\0 = 5;80497 (224)

o —
[¥5a =

‘ Q
[\ >
3

donde g = det(g),, y para la dltima igualdad se utilizé la férmula de la matriz inversa.
Notese que si T = 0 entonces V, estd totalmente determinado por la métrica. A tal operador
se le conoce como operador o conexion de Levi-Civitta y se denotarda D,.

2.4. Curvas autoparalelas y geodésicas: la torsion entra en juego
2.4.1. Curvas autoparalelas

Dado un operador derivada V,, se dice que una curva con vector tangente t* es autoparalela
si transporta paralelamente a su propio vector tangente. Segun la ecuacién (2.13) esto se puede
escribir

17V, t° = 0. (2.25)

La ecuacion anterior nos dice que la curva “mantiene derecho” a su vector tangente de acuerdo
a V,. Este tltimo enunciado se podria reescribir de la forma t*V,t* = at®, pero cualquier
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ecuacién de este tipo se puede reparametrizar para obtener una como en (2.25), por lo que
solo ese caso sera de interés.
Dando coordenadas z# a M, la ecuacién (2.25) en componentes se ve, de acuerdo a la ecuacién

dt o vyp 2.96

y como t® es tangente a la curva, Cg—: = t" y se obtiene

d2zH dz¥ dxf
+ HV - =
ds? P ds ds

= 0. (2.27)

Una primera observacion es que dado un punto p € M y un vector v € T, M la ecuacién (2.27)
tiene solucion tunica por el teorema de existencia y unicidad, de donde la autoparalela es tinica
en la vecindad del punto. Ademads, como el transporte paralelo preserva la norma, una curva
autoparalela con tangente tipo espacio/luz/tiempo siempre conservard esta propiedad.

2.4.2. Interpretacion de la torsién

Con el concepto de transporte paralelo en mano es posible darle una interpretacién
geométrica a la torsién. Siguiendo a [28], sea un punto p € M, coordenadas {z*} alrededor
de él y €%, 6* dos vectores en T),M. Al ser vectores tangentes ”Cllff = eM, ‘f% = 0" y entonces
estos vectores definen puntos ¢, s con coordenadas z* +t1€e”, x* + 196" respectivamente, donde
t1 y t2 son pardmetros infinitesimales (ver figura 1). Transportando paralelamente X® a lo
largo de la curva ps se obtiene un vector en s cuyos componentes son, de acuerdo a la version

infinitesimal de la ecuacién (2.13)

it = et — 1O 567, (2.28)

donde en el lado derecho de la igualdad todos los tensores estan evaluados en p. Andlogamente,
haciendo el transporte paralelo de 6% a lo largo de pg

ol = 0 — 110" 4 5e" 8" . (2.29)

Ahora, como r; € TsM, este vector define un nuevo punto S’ € M moviéndose un pardmetro tq
a lo largo de la curva que define. Las coordenadas de S’ son S’ = zt+to0H+1; (ﬁ‘u—tQC“aﬁéaﬁB).
Analogamente 9 define un punto @’ de coordenadas Q' = z# + t1e# + to(d* — t1CH,5e%6P).
La diferencia entre las coordenadas de Q" y S’, o el ‘vector’ que los conecta (en las cartas),
estd dado por

Q/ _ S/ — tltZ(C'uaﬁ _ C#ﬁa)éaeﬁ
= tthT‘uaﬁéaeﬂ. (230)

Entonces la torsién mide qué tanto un paralelogramo infinitesimal definido por dos vectores
falla en ser una curva cerrada.
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Figura 1: Interpretacion de la torsion

2.4.3. Curvas geodésicas

Hasta aqui se ha hablado de curvas que “mantienen derecho” su propio vector tangente.
Otra caracterizacién de una curva es, dado su punto inicial y final, cual extremiza la longitud
entre ellos. A este tipo de curvas se les llamara geodésicas. Para curvas tipo con vector tangente
de norma siempre positiva, conocidas como tipo espacio, se define la longitud de una curva

Ccomo
I = / v/ gaptatt|dt. (2.31)

Para curvas con vector tangente de norma siempre negativa, conocidas como tipo tiempo, la
definicién es la misma y se le conoce como tiempo propio.

Ahora se busca una condicién en t* para que se satisfaga ] = 0. Obsérvese que la ecuacién
(2.31) no depende de la parametrizacién pues si s’ = s'(s) es un nuevo pardmetro, S* = %ta
es el nuevo vector tangente de donde

d
U= [ Viwsestas = [ flgwtet] s =1 (2:82)

Escribiendo la ecuacién (2.31) en componentes (para una curva tipo espacio)

b dat dzv \ /2
y asi
b gt dav\ Y2 dz® d(6z)®  10gas . 5dx® daP
“—A<st@> <%usds+2wﬁx¢(b) (2:34)

. . . s I v . ez
Si se escoge una parametrizacién tal que guy%% = 1 entonces la condicién 6l = 0 es

b « B o B
dx® d(d 1 0gq dzr® d
0 = / <gaﬁ dxs ) + = J ’B&c" T >

ds 2 0x° ds ds
b « a A
d dx 1 0gay dx® dx 3
_ _a 1 ar” 2.
/a < ds (9as ds )+ 2 0zP ds ds ) 6z, (2:35)
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donde en la segunda igualdad se integré por partes el primer sumando y se usé que 6z? = 0
en los extremos. Para que (2.35) se satisfaga para todo dz° entonces se debe cumplir

d*z®  Ogap di)\ dz®  10ggyy dz® da?

— — — — =0. 2.36
Jab™ 52 Ox> dt ds 2 0zP ds ds (2.36)
Subiendo el indice S esta ecuacion se reescribe
d?xP dx* dx¥
By———=0. 2.37
ds? L ds ds (2.37)

De (2.37) se nota que en general las geodésicas y las autoparalelas no son iguales. De hecho
esto solo sera cierto en el caso en que K€, = 0, y claramente D, lo cumple.

Basta observar las ecuaciones (2.27) y (2.37) para notar que resolverlas serd muy compli-
cado en la mayoria de los casos. Asi, como es costumbre en fisica, se buscara una forma de
implementar simetrias para poder realizar esta tarea de una manera mas sencilla. Sin embar-
go, al estar en un espacio distinto al de la fisica newtoniana (R x R?), se debera comprender
qué son las simetrias, como se implementan y a qué cantidades conservadas conducen. Estos
conceptos se introducen en el siguiente capitulo de la tesis, posponiendo ejemplos concretos
de ecuaciones de autoparalelas y geodésicas hasta el final del mismo.

16



3. Simetrias y torsiéon

Una simetria se refiere a un grupo de transformaciones que dejan invariante una propiedad
fisica. La existencia de simetrias implica la existencia de cantidades conservadas. En el caso
de la mecdnica clésica, suponer simetria de traslacion en el tiempo, por ejemplo, conduce a
la conservacion de la energia de acuerdo al teorema de Noether. Algo andlogo ocurre para las
simetrias de traslaciones o de rotaciones, relacionadas con conservacién de momento lineal y
momento angular, respectivamente [30]. Esta es la razén de su gran importancia para la fisica,
y en la practica son de gran utilidad para simplificar problemas.

Como ya se not6 anteriormente, el lenguaje matemaético de la Relatividad General es dife-
rente al de la fisica cldsica. Para hablar de simetrias en este caso se necesita entender conceptos
relacionados con mapeos entre variedades, y el desarrollo de estos conceptos en presencia de
torsién no suele incluirse en los libros de texto, de modo que aqui se generalizara el apéndice C
de la referencia [1] siguiendo su notacién. Dada su complejidad matemética la primera parte
serd un poco técnica. Para una discusién mas profunda se recomienda la misma referencia [1].

Dada una transformacién entre variedades ¢ : M — N y un punto p en M se define el
push-forward dado por ¢ como la funcién ¢* : T,M — Ty, N tal que para cada v € T,M
cumple (¢*v)(f) = v(f o ¢), con f cualquier funcién en N. De la definicién es fécil ver que
¢*v es una derivacién en ¢(p), por lo que la transformacién ¢*(v) estd bien definida como un
vector en T, N para cualquier v € T, M. Dando coordenadas {z*} alrededor de p y {y*} en
¢(p) los componentes de la matriz asociada a ¢* son (¢*)*, = 0y*/0x", es decir, es la matriz
jacobiana de la transformacién en esas coordenadas. Por el teorema de la funcién implicita ¢
serd inyectiva en una vecindad de p siempre que ¢* lo sea.

Con este concepto en mano ¢ también da una manera natural de “jalar formas” de T°; p)N
a Ty M. Se define el pull-back de formas como una funcién ¢ : Ty, N — T, M tal que para
todo v € T, M cumple (Pst)qv* = pa(p*v)®.

En el caso en que ¢ sea un difeomorfismo, es decir, una funcién ¢ : M — N suave y biyectiva
tal que ¢~ ! también lo sea, se puede extender ¢* a cualquier tensor mediante

(6" AP )b e ()b (B) ™ (8)™ =
AP g (Dt )by (Dt ) ([0 8 ([0 1) (3.1)
Si¢p: M — M es un difeomorfismo, se dice que ¢ es una transformaciéon de simetria de
Ablmbkal...al Si Qb*Abl"'bkal...al — Ablmbkal...al'
3.1. Derivada de Lie

Dado un grupo uniparamétrico de difeomorfismos ¢; : M — M y el campo vectorial v*
que los genera, se define la derivada de Lie a lo largo de v* de un tensor A%, 5 como

*  Aai..ap _ Aaq...ap
L Aal...akb b = Km ¢—tA by...by A by...by
Y 1B t—0 t

(3.2)
Y para funciones como L, f = v(f).

Claramente si ¢; es una transformacién de simetria de A%%; ; para todo t entonces
Ly A%y, = 0.
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Para encontrar una manera accesible de calcular la ecuacién (3.2) se comenzard por
un campo vectorial w®. Escogiendo corrdenadas {z#} tal que v® = (9/9z')%, es claro que
d_¢(zt, ..., x") = (' +t,...,2") y asi p_w(z!,...,2") = w(x' +t,...,2"), de donde L,w® =
Ow®/dx!. En estas coordenadas es facil probar que [v, w]* = dw* /dz! y con esto se probé que

Lyw® = [v,w]*. (3.3)

Para ver la manera en que L, actia en una 1-forma p, se procede como habitualmente:
se forma un escalar con un campo vectorial arbitrario z%, se usa la forma en que L, actia en
escalares y vectores y se llega a

Lypa = Ubvbﬁ‘a + Mbvavb + Ub,uccha- (3.4)

Usando la misma técnica la generalizacién para cualquier tensor A% %, ; es

1

ai...a (& at...a ai..c..a a; ai...a &
L”UA ! kbl...bl = v v614 ! kbl...bl - § AM kby..bvav ¢+ E AM kbl..c..blvbiv
A

i
(3.5)
- Z Aal"d"akbl...blTaichc + Z Aalmakbluduszdcbivc'
7

Algo importante a resaltar en este punto es que L, A% %y 3 no depende del operador
derivada, de donde la ecuacién (3.5) es véalida para cualquier operador derivada V, siempre
que sea métrico y T, sea su torsion asociada.

3.2. Campos de Killing
3.2.1. Caso sin torsién

Las simetrias que conducen a cantidades conservadas suelen ser simetrias continuas, y esta
fue la motivacion principal para hablar de un grupo uniparamétrico de difeomorfismos en la
seccién anterior. Como en Relatividad General la estructura del espacio-tiempo esté codificada
en la métrica, las transformaciones de simetria de la métrica seran de gran interés. Asi, se
dice que una transformacion ¢ es una isometria si ¢*gq = gap- Dado entonces un conjunto
uniparamétrico de isometrias ¢, se sabe que toda familia uniparamétrica de difeomorfismos
tiene asociado un campo vectorial [1], y a tal campo vectorial £€* que los genera se llamara de
Killing si satisface

Le¢gay, = 0. (3.6)

Usando el operador D, se puede desarrollar la ecuacién anterior para obtener

0 = gcbDa€C+gacDb§C
Da&b + Dagb (37)

y con esto se obtiene el

Teorema de Killing. Si £* es un campo vectorial de Killing entonces u®&, es constante a lo
largo de la geodésica con tangente u®

Demostracién. Desarrollando

uaDa(ubgb) = gbuaDaub + UbuaDagb
ubu® Dy &y = 0,
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donde para la segunda igualdad se utiliz6 la ecuacién (3.11) y la ecuacién de geodésicas.

3.2.2. Caso con torsion

Los vectores de Killing son el lenugaje en que se implementan las simetrias en Relatividad
General. Por tanto tratar de extender este resultado al caso con torsién sera de gran interés.
La primer diferencia aparece en el desarrollo

0 = ergab
= gcbvagc + gacvbgc + gdedcaUC + gadechC
= Vagb + vagb + TacbgC + Tbcagc' (38)

La ecuacién (3.8) muestra que para que el teorema de Killing se siga satisfaciendo en au-
toparalelas del operador V, se debe pedir una segunda condicién sobre los vectores, llamados
ahora de T-Kiling, y es

(Tacb + Tbca)fc =0 (3.9)
con lo que de la ecuacién (3.8)
0= Lfgab - vagb + vbéa- (310)

Con esto la nueva versiéon del teorema se ve asi.
Teorema de T-Killing. Si £ es un campo vectorial de T-Killing entonces u%¢, es constante
a lo largo de la autoparalela con tangente u“
Demostracién. Desarrollando

u'Va (&) = GuiV® 4+ uPutV,eg,
u(bu“)v[a&,} =0,
donde para la segunda igualdad se utilizé la ecuacién (3.8) y la ecuacién de autoparalelas.
Tras comparar con la ecuacién (2.27) la segunda condicién pedida en los vectores de T-

Killing dice que, en coordenadas adaptadas a % (i.e. £ = (9/02')%), la componente z' de
las ecuaciones geodésica y autoparalela coinciden.

3.3. Integrando las autoparalelas

Para ganar intuicién respecto a las autoparalelas en esta seccién se incluyen ejemplos de
espacio-tiempos conocidos en donde se toma alguna torsién como caso particular y se integran
las ecuaciones autoparalelas.

3.3.1. Espacio euclidiano en 2D y 3D

Por simplicidad se usaran coordenadas cartesianas, de donde en ambos casos I'“,, = 0.
Por tanto las ecuaciones a resolver son

0= &% 4 T, it
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Como la métrica es la identidad subir y bajar indices no cambia las componentes, y el se-
gundo y tercer indice no pueden coincidir por la antisimetria de la torsién. Ademés no se
supondrd ningun vector de Killing pues en el caso de 2D esto trivializaria la ecuacién, como
se verd mas adelante; en el caso de 3D nos regresaria al caso de 2D agregando simplemente
una componente creciente linealmente con el parametro.

Las ecuaciones en 2D son

En este caso solo existen dos componentes independientes de la torsion: Ty, y Tyyz. A con-
tinuacion se muestran la soluciones numéricas obtenidas para dos distintos casos de torsién
utilizando el método de Runge-Kutta de orden 4. Las condiciones iniciales para ambos casos
son z(0) = 0,2(0) =1, y(0) =0, y(0) = —0,5

0.4 T T T T T
‘autoparalela.dat”  +

0.2 - —

0.4
0.6 F

0.8 F 4

Figura 2: Solucion a la ecuacién con Ty = 1, Typy = 3

T T T
‘autoparalela.dat’ +

Figura 3: Solucion a la ecuacién con Tyypy = o, Tyzy = y?

En las dos figuras mostradas las autoparalelas parecen tender a lineas rectas, que coinciden ser
autoparalelas en el caso sin torsién. Esta afirmacién se comprobd para distintas condiciones
de la ecuacién, mas no se ha encontrado razoén para decir que es cierto en el caso general.
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En el caso de 3 dimensiones se considerard tinicamente una torsién de la forma 7., = z,
Typy. =1y Tyz. = vy de donde las ecuaciones quedan

0 = i+az(l+y)iy
0 = j+01—x)z
0 = 35— (1+ay)iy

y para condiciones iniciales z(0) =, #(0) = 1, y(0) =0, y(0) = —0,3 y 2(0) =0, 2(0) = 0,8 se
obtiene la siguiente curva

SO0o00000
OO0l

Claramente esta curva difiere mucho de una recta, sin embargo conforme el pardmetro
avanza se acerca indefinidamente a una recta.

3.3.2. Espacio tipo Minkowski 1+1 con torsion de fondo

El caso del espacio de Minkowski y euclidiano es muy similar en el caso de las autoparalelas
pues tomando coordenadas cartesianas sigue cumpliendo I'“;; = 0. La diferencia esencial con-
siste en que aparece un signo negativo proveniente de la métrica de Minkowski. Las ecuaciones
en 2D quedan entonces:

= t—Tyzits =t — &(Tyyt + Tyte®)
Usando los ejemplos andlogos de torsiéon que en el caso euclidiano de 2 dimensiones y resol-

viendo con el mismo método numérico se encuentran las siguientes figuras para condiciones
iniciales t(0) = 0,£(0) = —1,1, 2(0) = 0, #(0) = —1,1

3.3.3. Espacio-tiempo tipo Schwarszchild

En el caso sin torsién, el andlisis estdndar para encontrar las geodésicas [1,7,9] es proceder
de la siguiente manera.
La métrica esta dada por

2M 2M\ !
ds? — — <1 — r) dt? + <1 — T) dr? + 12(d6* + sin® 0dp?). (3.11)
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Figura 4: Solucion a la ecuacion con Ty, = 1, Thpe = 3

T
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Figura 5: Solucion a la ecuacién con Ty = t, Tye = x>

Como la métrica es invariante ante la transformacién 6 — 7 — 6 , si las condiciones iniciales se
encuentran en el “plano” 6 = 7/2 la geodésica permanecerd en dicho plano. Como siempre es
posible tomar condiciones iniciales § = 7/2, 6 = 0, se supondré que estas ya se han tomado.
Ademds hay dos vectores de Killing, (0/9¢)* y (0/9¢), que por el teorema de Killing conducen

a las cantidades conservadas £ = 1/(1 — %)t y L = r2¢, respectivamente. Con esto y usando
u®u, = —1 es facil probar que las geodésicas satisfacen
1., 1 2M L? 1,
—7 —([1—-—— ) |(1+—= ) ==F 3.12
2T+2< r><+r2) 27 (312)

La ecuacién (3.12) es el andlogo a una particula de masa unitaria con energia E?/2 mo-
1 M L? ML?

viéndose en un potencial efectivo Vet = 5 — 7= + 93 5. La ecuacién (3.12) implica la
ecuacién diferencial para r
. M 9 M 9 < 2M> L?
i — 72+ E*—(1-"=) = =o. (3.13)
A2 EE- o)

Las gréfica del potencial efectivo para los casos L? < 12M? y L? > 12M? se muestran en
las figuras 3.3.3 y 6. En 3.3.3 se logra apreciar que si el ‘momento angular’ (constante L) es
chico entonces inevitablemente las geodésicas caen hacia r = 0, caso contrario al problema
de fuerza central clasico (si L # 0). En la figura 6 se ve que existe una espectro de ‘energias’
(constante F) para el cual es imposible caer hacia r = 0. Un anédlisis més detallado se puede
encontrar en [1].
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Figura 6: Gréfica del potencial efectivo para el caso L? = 6M?

Figura 7: Gréfica del potencial efectivo para el caso L? = 24M?

Ahora se quiere investigar la posibilidad de generalizar el procedimiento anterior en pre-

sencia de una torsion de fondo que conduzca a una correccién no-nula a la ecuacién diferencial
de la coordenada r y asi encontrar un potencial efectivo modificado.
La ecuacién autoparalela tiene un término adicional T;,* i#2" a la ecuacién geodésica. Re-
cuérdese que la razon por la que la ecuacién diferencial para r de la ecuacion geodésica se
comporta como una particula cldsica en un potencial efectivo se basa en que E y L son
cantidades conservadas y el movimiento ocurre en un plano (0 = 0). Entonces, cuando hay
torsién y se estudian autoparalelas parece natural pedir que (0/0t)® y (0/0¢)® sigan siendo
vectores de Killing, que por la condicién (3.9) restringe la torsiéon a cumplir Ty = T ¥
Tupw = Tiujg|y)- Exigir ademas 0 = 0 resulta muy restrictivo, y da la pista de que las ecua-
ciones geodésica y autoparalela deben coincidir. Esto pues, ademés de que la ecuacién para
f no cambia, las ecuaciones para t y ¢ tampoco al pedir estos vectores de Killing. Entonces
para una geodésica y una autoparalela con mismas condiciones iniciales las soluciones 7geo ()
¥ Taut(s) deberfan integrar las mismas funciones ¢(s), ¢(s), de donde tentativamente se podria
Pensar geo(s) = raut(s).

El camino anterior no es tan claro, de modo que aqui se probard que la correccién T)," &Hx"
es idénticamente cero si se piden las tres condiciones: (9/9t)%, (9/8¢)* de Killing y 6 = 0.
Como la métrica es diagonal y simétrica esto es equivalente a probar que T}, 2#1” = 0. Si p
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o v = 0 la contribucion es trivialmente cero de donde se quiere probar que Ty,5 = To)r|5 cOn
a, B=t,r, ¢. Como (9/0t)%, (0/0¢)* son de Killing, Toipg = —Tpta ¥ Tass = —TBga 10 que
implica —Topt = Tat Yy —Tupy = Tpag- Entonces, si 8 =1t o ¢ se cample T3 = Tjqjr|g Pues
Topn = To1pn Y Lopn = Tioply = Topn = Lio|ply)- Falta ver el caso 8 = r, y como Ty =0
se quiere probar que Typq = 0. Sia =71, Ty = 0. Si o = ¢ entonces Tyt = —Tyt de donde
Tyt = 0 y andlogamente 7.4 = 0, con lo que se concluye la prueba.

Debido al resultado anterior, para encontrar un ejemplo en el que se pueda hacer un
analisis con torsién se conservardn los vectores de Killing y se relajard la condicién 6 = 0. En
el caso de las geodésicas esta condicién siempre se podia tomar pues siempre se puede hacer
una rotacién espacial que haga la condicién inicial 0 = 7/2, 6 = 0 y para este caso la solucién
a la ecuacién diferencial de 6 es idénticamente cero. En el caso en que la contorsién no sea
completamente antisimétrica la ecuacién diferencial tendra términos adicionales, que a pesar
de que se puedan tomar las mismas condiciones iniciales, la solucién 6(s) no necesariamente
serd la constante 7/2. Por tal razén las constantes asociadas con los vectores de Killing son
ahora B = (1 — 2M)i y [ =2 sin?(0)¢2.

Como la ecuacién diferencial para t y ¢ no cambian, se toma una torsién por componentes

T g = % =T%, que acopla las ecuaciones diferenciales de r y 6, obteniendo

= o B2~ (1+ K)(r—2M)§? —(1- 2y 2
0 " r2(1—2M/r)r +T2(1—2M/T‘) (L+ K)(r ) ( r )7“3sin2(9)
K .
Ny
r
. 24K .. K .9 cos(fd) L?
0 = 0 0 — —.
e r3(1 — ¥)r sin(6) r4

Para las condiciones iniciales r(0) = 0,8, 7(0) = —0,03, 6(0) = 7/2, 6(0) = 0 la solucién a
estas ecuaciones se obtiene numéricamente tomando M = 1,1 K = 0,85 con el método de
Runge-Kutta de orden 4 y se compara con el caso de geodésicas (K = 0) en la figura 8.

1.58 T T T T T
‘schwarzchild.dat' +

‘< chwarchildst datt

1.57 =

1.56 -
155 =
154 =
153 -
152 -

151 B

15 1 1 1 1 |
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

Figura 8: r vs. 6 para las condiciones iniciales dadas.

Aqui se nota efectivamente que para el caso de geodésicas la componente 6 se mantiene
constante mientras que esta propiedad se pierde para las autoparalelas.
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3.4. ;Qué tanto difieren las geodésicas y autoparalelas?

Obervando el iltimo caso, y como se menciond en el caso euclidiano, la ecuacién geodésica
y autoparalela deben diferir en al menos dos de sus componentes. De hecho esta propiedad se
hereda para cualquier dimensién de la variedad, como se resume en la siguiente
Proposicién. Sea M’ una variedad de dimensién m > 2 y supdnganse que existen coorde-

nadas !, ..., ™ tales que la ecuacién geodésica y autoparalela coinciden para z!, ..., 2™ 1.
Entonces geodésica y autoparalela coinciden.

Demostracién.

Como las ecuaciones geodésica y autoparalela coinciden para z!, ..., ™!, entonces T, oy =
—Tvoau Y Tywa = —Typa con a = 1,...,m — 1y se quiere probar que T,;,), = =71, (;n)y, donde

el paréntesis indica que es un indice fijo. Por casos:

= (m), v# (M) Tymy = Ty = Timyv = —Ty(m)u> donde en la primer y tercer
igualdad se utilizé que las ecuaciones coinciden para p y v y en la segunda igualdad se
usé la antisimetria de la torsiom.

= # (m), v = (m): Como Tjmym) = 0 se quiere probar T(,ym), = 0. Esto es
trivial pues, como pu # (m) entonces las ecuaciones coinciden de donde T(y,y(m), =
Ty ey = Tim)@mn =0

» o =v = (m): Claramente T}y, = —T}(m)u PUeS T(1)(m)(m) = 0, con lo que se concluye
la prueba. [

Este resultado ayuda a ganar un poco de intuicién respecto al efecto de la torsién. A pesar
de no haber sido formulado covariantemente, nos dice como las autoparalelas, si difieren de
las geodésicas, lo hacen en al menos 2 de sus componentes.

En el capitulo se desarrollaron los conceptos asociados a transformaciones de simetria y
se generalizaron los resultados conocidos al caso con torsiéon. Con esto fue posible encontrar,
en el espacio-tiempo de Schwarszchild, como las autoparalelas y geodésicas difieren a pesar
de tener las mismas simetrias. También se repasaron distintos ejemplos sencillos de autopa-
ralelas con una torsiéon de fondo, notando que en algunos ejemplos tienden asintéticamente a
geodésicas. Por ultimo se presenté un resultado que habla de cémo deben diferir geodésicas y
autoparalelas. Es claro que todo lo aqui presentado fue apenas un esbozo de la riqueza de los
posibles ejemplos y resultados. Sin embargo, al no ser este el objetivo de la tesis, un estudio
méas profundo en estos casos sigue siendo un problema interesante a atacar.
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4. Tensor de Curvatura

El objetivo de este capitulo es estudiar como caracterizar la geometria de una variedad M
con un operador derivada V, con torsiéon. Para ello el concepto de transporte paralelo aso-
ciado con V, y presentado en el capitulo 2 serd crucial. Se pensara entonces a la variedad M
como curvada cuando al transportar paralelamente a un vector sobre una curva infinitesimal
y cerrada, este falle en volver a si mismo. Esta es la interpretacién del tensor de curvatura.
Sin embargo, a pesar de tener una interpretacién geométrica clara, partir de estos principios
resulta complicado para los calculos. Para definir a este tensor, entonces, se procedera de ma-
nera abstracta y se generalizaran los resultados relacionados con este tensor al caso con torsion.

Sea V, un operador derivada, w. un campo vectorial dual y f una funcién escalar arbi-
traria. Usando regla de Leibniz

vavb(fwc> = Vavb(f)wc + vobfvbwc + vawcvbf + fvavbwm (4'1)
de donde

(vavb - vaa)(fwc) = ((vavb - vbva)f)wc + f(vavb - vbva)wc
(_Tdabvdf)wc + f(vavb - vbva)wc
= —Tu(Valfwe) — fVawe) + f(VaVy — VpVa)we,  (4.2)

que se puede reescribir como
VoV — ViVa + T4Vl (fwe) = f[VaVi — VoVa + TV glwe. (4.3)

A partir de la ecuacién (4.3) se sigue el mismo andlisis utilizado para la ecuacién (2.4), de
donde la accién del operador VoV — V V4 +T% V4 depende solo del valor de w, en el punto
dado. Por tanto dicho operador mapea vectores duales en un punto p a tensores (0,3) en p,
es decir, es la accién de un tensor (1,3). Esto se puede escribir de la forma

[VaViy — VoV + T4V ilwe = Rapewy (4.4)

A Ry se le conoce como el tensor de curvatura y en el caso sin torsién también se le conoce
como el tensor de Riemann. Su interpretacion es medir qué tanto un vector transportado
paralelamente a lo largo de una curva cerrada infinitesimal falla en volver a si mismo.

Para encontrar la forma en que Rg.? actia sobre un vector notemos que dado un campo
vectorial v%, v%w, es una funcién escalar para cualquier campo vectorial dual w,, de donde

—T¢uVe(viwg) = (VoVi — VuVa)(vdwye)
we(VaVy — Vi Va)v? + 04V Vy, — VyVa)wa
= we(VaVy — VuVo)v? + v Rapetwa — T Vawe). (4.5)

Expandiendo el lado izquierdo con regla de Leibniz y cancelando términos iguales la ecuacion
anterior conduce a

—wdTCachvd = wd(vavb — vaa)vd + UCRabcdwd
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Reordenando esta iltima expresién quitando los términos contraidos con wy (pues es arbitra-
rio) se llega a
— Rape"0® = [VaV — Vi Va + T4 Va]o", (4.6)

que es la ecuacién buscada. Con esto es facil probar que para cualquier tensor A%, 4
tiene

, S€

k I
[VaVi = VoV + T Va A% g, gy == > Rape" A% g ay+ Y Rapa, A% g c.ay-

i=1 j=1
(4.7)
Las cuatro propiedades importantes del tensor de curvatura son
1. Rabcd = _Rbacd
2. R[abc]d = _v[aTdbc] + Te[adec]e
3. Rabcd = _Rabdc
4. ViR =T iRy 4° (identidad de Bianchi)
La propiedad 1 se sigue trivialmente de la ecuacién (4.4) pues T, = —T,. Para probar la
propiedad 3 nétese que de las ecuaciones (4.7) y (2.17) se sigue
0 = [Vavb - vbva + Tdabvd]gcd = Rabceged + Rabdegce
= Rabcd + Rabdca (48)

con lo que se obtiene la propiedad deseada. Las pruebas de las propiedades 2 y 4 son extensas
y por tanto se presentan en el apéndice. Ademads las propiedades 1 — 3 implican

2Rapca = 2Rcdab — v[aﬂdﬂ)c] - V[bﬂa\cd] - V[cT|b|ad} - v[dﬂc\ba]
+T6[bcT|a|d]e + Te[caT\b|d]e + Te[de|c|a]e + Te[abT|d|c]8' (49)

La prueba de esta propiedad también se incluye en los apéndices. Nétese que en el caso
T¢w = 0 se recuperan las cinco propiedades del tensor de Riemann.

Otros tensores de gran utilidad son las contracciones de Rgpe?. Por las propiedades 1y 3 la
contraccién de los primeros dos indices o los tltimos dos es cero. Asi nos interesard, R,. = Rabcb,
que por las mismas propiedades es igual a la contraccién de cualquiera de los primeros dos
indices con cualquiera de los tdltimos dos salvo, a lo més, un signo. A R,. se le conoce como
el tensor de Ricci y a R = R€, el escalar de curvatura.

Si en la identidad de Bianchi (propiedad 4) se contraen los indices a y e se tiene

Tf [abRc]fda = v[aRbc]da = 2(vaRbcda + VpRead” — chbada) = 2(vaRbcda + VpReqg — Vc]:zbd)-
(4.10)
Subiendo el indice d y contrayéndolo con b

1
T/ (R = 2(VaRe" + VyR" — VeR) = 4V Rey — 2V R = 4V*(Req — 5 Rgca)- (4.11)
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A Gy := Req — %Rgca se le conoce como el tensor de FEinstein, y es el que aparece en la
ecuacion de campo de Relatividad General y varias teorias de gravedad modificada .

Una propiedad de las autoparalelas de R™ sin torsién es que no aceleran entre si. Mas for-
malmente, dos autoparalelas infinitesimalmente cerca y paralelas entre si se mantienen de esta
forma indefinidamente. Esta propiedad se pierde en presencia de curvatura y torsion, como
se podria sospechar de las soluciones numéricas presentadas. Seria natural esperar, entonces,
que estos tensores caractericen que tan rapido ‘se alejan’ o ‘acercan’ entre si las autoparalelas.

Para darle un significado preciso a lo antes mencionado, supéngase que se tiene una familia
uniparamétrica de autoparalelas, es decir, un mapeo (t,s) — 7s(t) C M suave, invertible y
con inversa suave donde para cada s, s es una autoparalela y t es un parametro afin en ella.
Como esta familia forma una subvariedad de M, t y s pueden ser utilizados como coordenadas
de dicha subvariedad. Ademas T = (9/0t)® es tangente a las curvas por lo que satisface la
ecuacion

TV, T = 0. (4.12)
Considérese X = (9/0s)® y supdéngase que se parametriza de forma que X,7% = 0 en todos
los puntos definidos por la curva ¢t = 0, de modo que X® representa el vector de desviacién de
las autoparalelas infinitesimalmente cercanas. El vector v@ = TV, X se interpreta como la ve-
locidad relativa entre autoparalelas infinitesimalmente cerca y a® = TV 0% = TCVC(TbeX @)
como su aceleracién. En el apéndice se muestra que

a® = TCVC(XdTbTabd) - RcbdaXbTCTd.

Esta es la generalizacién a la ecuacion de desviacién geodésica, ahora entre autoparalelas.
Es un resultado muy interesante a comparacién con el caso sin torsién, pues aqui no solo la
curvatura acelera autoparalelas entre si, sino también la torsion.

4.1. Calculando la curvatura

El objetivo de esta seccién es calcular Rabcd. Para ello se tomaran algunas coordenadas y
se expandirdn expresiones presentadas anteriormente. Es importante mencionar que existen
otros métodos para calcular Rgp.?, como el método de la tétrada, que son de gran utilidad mas
no se discutiran aqui. Una discusién sobre este método se puede consultar en la referencia [1].
Dadas unas coordenadas, es posible calcular la expresién (4.4) usando (2.11). Como

VoVpwe = 8a(abwc - Cdbcwd) - Ceab(aewc - Cdecwd) - Ceac(abwe - Cdbewd)
= 8{18ch - aa(cdbcwd) - Ceabaewc + Ceabcdecwd - Ceacabwe + Ceaccdbewd7
entonces
(VaVy = ViVa)we = 9(C%ewq) — 0a(C%ewa) + (C%q — C%ap)Dewe + (C% — Ca) C%ccwy
_Ceacabwe + Cebcaawe + Ceaccdbewd - Cebccgewd
= (8bcdac)wd - (aacdbc)wd - Teabaewc + Teabcgcwd
+(Ceaccdbe - Cebccdae)wd
= (8bcdac)wd - (8aCdbc)wd + (Ceaccdbe - Cebccdae)wd - Teabvewc
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y por tanto
Rapewq = (VaVe—ViVa+ T Ve )we = (0% c)wi — (0aC%e)wa+ (C%ueC%e — C%eC%e ) wa.

Al ser arbitraro w,, de la ecuacién anterior se pueden leer los coeficientes del tensor de Rie-
mann:

Rabcd = 8bcdac - 8a0dbc + Ceaccdbe - Cebccdae- (4'13)

que es a la expresion que se queria llegar. Notese que si se escribe C¢; = ' + K€y de
acuerdo a la ecuacién 2.23, entonces la ecuacién anterior se reescribe

Rabcd = 8b(rdac + Kdac) - 8a(rdbc + dec) + (Feac + Keac)(rdbe + dee)
- (Febc + Kebc) (Fdae + Kdae)
= Ry + (DyK e — DaK%e) + KaeK e — Kpe K e (4.14)

abc

donde Rgbc es el tensor de Riemann, i.e. el tensor de curvatura asociado a D,.
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5. Ecuaciones de Papapetrou

Resolver la ecuacién general de movimiento en GR es un problema sumamente compli-
cado pues, al mismo tiempo que se determina la trayectoria, se debe determinar el efecto
gravitacional que este cuerpo genera [26]. Una primera aproximacién es suponer que una de
las particulas es muy pequena a comparacion del resto, de modo que su efecto gravitacio-
nal puede ser despreciado. A este tipo de particulas se les llamara particulas de prueba y el
objetivo serd encontrar su ecuacién de movimiento en presencia de una torsién y un campo
gravitacional conocidos (generado por el resto de los cuerpos).

El método de Papapetrou, presentado en la referencia [26] y correspondiente al caso de
Relatividad General, se reproducird en la primera parte de esta seccién para después exten-
derlo al caso con torsién. Este consiste en suponer que una particula de prueba es pequena y
estd descrita por un tensor de energia momento 7% ! cuyo dominio en el espacio-tiempo sea
mucho menor que el radio caracteristico del campo gravitacional (e.g. el radio de Schwarsz-
child) y cuya curvatura que genera puede ser despreciada con respecto a la curvatura de fondo
. Asi, al evolucionar la particula trazard un tubo de mundo en el espacio 4-dimensional (ver
figura 9). Dentro de este tubo se escoge una curva tipo tempora L arbitraria, con coordena-
das X*, que representard a la particula. Como la curva es arbitraria existe ambigiiedad en
la descripcién del método hasta este punto. Para obtener un resultado sin arbitrariedades se
haré la aproximacién de particula puntual. Esta consiste en suponer que el tensor de energia
momento de la particula solo serd distinto de cero en una bola de radio R centrada en X* y
al tomar el limite R — 0 se obtendra la aproximacion deseada.

Figura 9: Diagrama espacio-tiempo del problema.

A partir de aqui se realiza una expansiéon multipolar que considera la estructura interna
de la particula. Como en otros ejemplos en fisica, considerar momentos multipolares altos
complica la computabilidad del problema. Por tal razén, en el presente trabajo solo se consi-
derard la primera aproximacioén, el caso monopolar, que corresponde a una particula puntual

'El tensor de energfa-momento T%° y la torsién T4 se de distinguen por la cantidad de indices
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sin momento angular intrinseco.

5.1. Caso sin torsién: volviendo a GR

Las hipétesis del problema antes mencionado, para el caso sin espin, se pueden escribir
matematicamente de la siguiente manera;:

1. Se conoce la métrica de fondo gy

2. Se tiene D7 = 0 para la particula, donde 7% = \/—¢T® y T es el tensor de energfa
momento de la particula.

3. Si para cualesquiera coordenadas {z#} tal que 2° = ¢ es una coordenada tipo tiempo,
si X® = X“(t) denota la posicién de la particula, entonces 7 sera diferente de cero
solo en una bola de radio R pequeno centrada en X y al tomar el limite R — 0 se
obtendra la aproximacién deseada.

4. Si se define dz% := x® — X“ y se consideran integrales tridimensionales (en la hipersu-
perficie ¥; de coordenada ¢ constante):

/ ™ dv, ox*T* dv, S8zl du, ...

Yt 3¢ 3t

entonces [ 7/dv # 0 para algin (y,v) pero 0 = [g, sz dv = [, Sx®6aPrdy = ...
siempre que aparezca un factor dx” o mas.

La conservacién local de energia-momento de la particula (condicién 2) se puede escribir

orP

55 Tt =0, (5.1)

de donde

0
@(ZUO[T’B’Y) = B _ xaf‘ﬁw.

Integrando las dos ecuaciones anteriores en hipersuperficies ¥, con la misma extension de
coordenadas usada en la tltima hipétesis, se obtiene:

4
dt Js,

d/ xaTﬁodv:/ Tﬂa—/ 2°T? ,,dv. (5.3)
dat Js, S DY

Hasta aqui las ecuaciones obtenidas son validas a cualquier orden en la expansién multi-
polar. La aproximacion que toma en cuenta la estructura interna viene de desarrollar I'“,,
en serie de Taylor en el interior de la particula

70y = — / I, dv, (5.2)
pa

«

or
Fauy = OFO[MV +o0 ax;V(SJIU + ... (54)
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donde el subindice cero significa que se estd evualuando en X“. Sustituyendo esta serie de
potencias en la ecuacién (5.2) y recordando que es particula monopolar (condicién 4)

d or
— [ 790 = —/ (oI +o BY 527 + ..)m"dv
dt > 8:6‘7
(5.5)
— - / 0T dv = —I, / ™ dv.
Zt Et
Ahora sustituyendo la serie en (5.3)
d a_A0 / 3 / ore,,
— [ 2% = [ Pdv— [ 2T + 0—=tE6x" + .. )TH dv, (5.6)
dt po boN 5, H ox°

utilizando la aproximaciéon monopolar y sustituyendo X< por x® en las integrales anteriores
se obtiene

dxe d
= | O+ x— / 0dy = / mPedy — X8, / T dv, (5.7)
dt pon dt pon pM p3M

donde ya se ha quitado el subindice cero en I'? uv recordando que donde aparezca estd evaluado
en X“. Con la ecuacion obtenida previamente se llega a

dX«
/ Pdy = —— [ . (5.8)
N atJs,

. I3 ’ /.
Definiendo u® = dé(s , con s un pardmetro afin sobre la curva, y M = fEt P dv la

ecuacién (5.8) se escribe

MoP ds MPO
wd o dt w0
pero ds/dt = 1/u’ y entonces
M0
M = U5 (5.9)
y sustituyendo S =0 en (5.9)
0 MO0
MY =y ——. 5.10
url (5.10)

Definiendo m := M%/(u®)? se puede escribir
M = mu®u’. (5.11)

Utilizando estas definiciones la ecuacién (5.5) queda

d
gmuo‘ + I, mutu” = 0. (5.12)
Por tltimo, recordando que u,u* = —1 implica u"u,V,u® = 0, y utilizando esto en (5.12)
se sigue que ‘Z—T =0y asi
d
guo‘ + I, utu” =0 (5.13)
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que es justo la ecuacién geodésica (2.37).

Este es el cdlculo de Papapetrou a orden monopolar y es una forma de demostrar que las
particulas de prueba, en una primera aproximacién, describen geodésicas al evolucionar en el
espacio-tiempo. Para responder la pregunta central del capitulo se considerara ahora, ademés
de una métrica, una torsién de fondo. Sin embargo la torsién aparece al utilizar un operador
derivada V,, de modo que antes de atacar el problema directamente se generalizara la ley de
conservacion, que se escribird ahora con un operador derivada con torsién.

5.2. Caso con torsion

Antes de revisar el caso con torsién es necesario escribir las leyes de conservacién, de
modo que se comenzard por ello para después generalizar la seccién anterior. Suponiendo
que la accién estd dada por S = S, + Sy, con Sy la accién de gravedad y Sy, la accién
de la materia, se va a pedir que tanto S; como Sy = Sy (g,C,$) sean invariantes ante
difeomormismos (para que S lo sea). En particular, suponiendo que la teoria es invariante para
grupos uniparamétricos de difeomormismos generados por campos vectoriales £%, la ecuacién
para Sy se escribe:

0Sm « ap . O0Sm 0Sm
0=68y = og® oC? —00 | . 5.14
= [ (oo™ + spmdCt 25rto (5.14)
Ahora, Sy /6C%, suele ser proporcional al espin [6] de la particula y como se supondra que
esta no tiene espin se tomard S5y, /0C%,. = 0. Ademds, que la materia satisfaga su ecuacién
de movimiento implica §Sys/d¢ = 0.

Definiendo el tensor de energia momento 7T, = %‘;‘: M ]a invarianza ante difeomormismos se
escribe entonces 59
M b b
0=05n —/ 5g7 0g® = /2Tabég“. (5.15)

Por tltimo nétese que, de acuerdo con la ref. [1], dg% = Legg® = —2V(agh) — 2¢eT(@  gb)d y
entonces, escribiendo V, en términos de D, se tiene

0 = [ doy=gTia (T + €T ™)
_ /d4$\/ngab (vaéb 1 gcTaCdgbd>
= / Ao/ =g T (Det? + K'ei?) + €T T cag™
= /d4$\/jg (—fchch + Tup (g™ K g + chacdgbd)>
= /d4$\/jg — &b (Dcch — " ToaK e — gedTaeTabd> ;
donde en la segunda igualdad se usé la simetria de T}, y en la cuarta se integré por partes y

se suposieron condiciones de frontera apropiadas. Como estas ecuaciones se deben valer para
cualquier campo vectorial £ se sigue que

DCch - gaCTadecb - gacTadebc =0 (516)
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que es otra forma de escribir
DTy = 0. (5.17)

De aqui se ve que, con esta aproximacién, la ley de conservacion se ve igual. Como el método
de Papapetrou parte de esta ecuacion, es de esperarse que en este caso las particulas también
describan geodésicas.

Para no hacer referencia a D, en la ecuacién (5.17) esta se puede reescribir usando (2.7)
y la expresién para la contorsién como

VT — TepTcag™ — T%aTueg™ = 0. (5.18)

Volviendo al problema de las particulas de prueba, las hip6tesis que cambian a comparacién
de la seccién anterior son:

1. Se conocen g, y T, de fondo.
2. o#4p = 0 para la particula sin espin, de donde 7., = T,/ 77 + T 5, 7"

Dando coordenadas la ecuacién (5.18) se puede escribir

aTa/B « v a __py
de donde 5
%(:CO‘TB'Y) = Py :L’O‘TM'BWT‘” — xaCBWTW.
Haciendo la integral 3-dimensional las ecuaciones anteriores toman la forma
d
— [ v =~ [ C%,"dv +/ T, ™ dv, (5.20)
dt Js, DA )
d
— 29780y = / Bedy + / xaTuﬁ ™dy — / xaC'ﬁw,T”"dv. (5.21)
dt Js, = S 7 S
Desarrollando C“,, y T, en serie de Taylor centrada en X(s) se tiene
oCc” -
C% = oC%u +o 81;”590 +
oT>
Ta‘uy = OTO(W, +o0 81‘;“/ 0x® +
Sustituyendo esto en la ecuacién (5.20) y recordando que es particula monopolar
d
— [ ™%y = —/ (0C% 1w +0C% 60627 + .. )T dv
dt by PR ’

+/2 (()T'ua,y + ()TMQ%J(S:UU + ...)T’lwdv
¢

= - / 00 ™ dv + / 0T, T dy
Zt Zt 7



Haciendo lo mismo en la ecuacién (5.21)

d

Bl a0 — Ba a B B o By
g Eth dv /Etv- dv+/ztx<0T“v+0T“ 0087+ )T du

— / xa(oCBW + OC"BWJMC" + ..)m*dv
pI

= / P duy —i—oTuﬁv/ T dv — OCBW/ T dw.
o P ¢

Ahora, como la particula es monopolar, se puede reemplazar z® por X® en las integrales
anteriores. Desarrollando

dx° d
— | v+ X*— / Py = / Py + X ( oT),” / ™ dy —oC” / T dv
at Js, dt Js, SN T s DN

y usando la ecuacién obtenida anteriormente se llega a

ax®

/ %Py = —— [ 750, (5.22)
ot at Js,

Observando que (5.22) es igual a (5.8) se sigue nuevamente la ecuacién (5.11) para las mismas

definiciones de m, M8 y u®.

Con esto J
£(mu°‘) +mC®pufu” —mT,* ufu’ = 0. (5.23)
Contrayendo con ugq
dm du® o y dm
s Tm <uads + uaC% putu > =~ (5.24)

es decir, la masa m se conserva en la trayectoria y la ecuacién (5.23) queda

du® T o,y
m %—i—cwuu — T, u'u” ) = 0. (5.25)

Si m # 0 la ecuacién anterior es la ecuacion geodésica pues

du® oY v a o,y
0 = %+Cuyuu T, Jufu
_ du® re v 1Toc W, v lTOc T o BV — T by
= E—F U U +§ prUU +§(#y+ yy)UU—#,yuu
du®
= dL + Fo‘#yu“uy, (526)
S

Este es un resultado muy interesante pues nos dice que la torsién no afecta el movimiento
de las particulas con la estructura interna mas simple. Entonces, para estudiar el posible efecto
de la torsion se necesita ir a mayores Ordenes en la expansion multipolar y generalizar la ley

de conservacién. Esto parece un problema subsecuente interesante, quedando pendiente para
un futuro trabajo.
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6. Conclusiones

La aparicién de la torsién en geometria diferencial suele ser ignorada en virtud de que la
conexién inducida sobre una variedad, cuando esta se encuentra encajada en R”, no tiene tor-
sién [29]. Sin embargo, esta suposicién es cuestionable desde el punto de vista fisico al pensar
que la variedad es el espacio-tiempo mismo, ademdas de que es posible formular una teoria
fisica consistente que incorpore a este objeto. Sorprendentemente, todos los experimentos en
Relatividad General son consistentes con una torsién no nula [31]. Con tal motivacién, los
primeros capitulos de la tesis fueron dedicados a comprender el lenguaje matematico asocia-
do con este tensor, obteniendo resultados interesantes y presentandolos en la notacion de la
referencia [1].

En los capitulos 2, 3 y 4 de la tesis se notd como la torsién juega un papel muy importante
en la caracterizacién de la geometria de una variedad. El concepto esencial que cambia de
Relatividad General, de donde surgié toda la generalizaciéon aqui presentada, es el de trans-
porte paralelo y la torsién caracteriza todos los distintos tipos de éste que se pueden definir
en una variedad riemanniana pidiendo que se respete la condicién de metricidad (ecuacién
(2.17)). Con esto se not6 que la definicién de curvas andlogas a rectas cambia y se encontré la
contribucién adicional a la ecuacién del caso conocido.

Una vez expuesto el concepto de torsion se siguié a expresar los conceptos de simetria
en este lenguaje, para poder hablar de cantidades conservadas en autoparalelas. Para ello se
encontrd una hipdtesis extra que se le debia agregar a los vectores que generan la simetria, de
modo que se pudo extender el teorema de Killing al caso con torsién. Con esto se desarrollaron
ejemplos de ecuaciones autoparalelas. Una observacion interesante de los ejemplos es que, en
ciertos espacio-tiempos planos (i.e. sin curvatura) conocidos, agregar una torsién particular
induce aceleracion entre autoparalelas, resultado que seria probado formalmente en el capitulo
siguiente.

Se siguio en el capitulo 4 con el concepto de curvatura dadas estas nuevas condiciones. Se
encontré que, para poder definir un operador puntual, es necesario cambiar la definicién del
tensor de curvatura. El resultado mas fuerte, sin duda, es la prueba de que tanto la curvatura
como la torsién inducen aceleracién entre autoparalelas cercanas. Por ltimo se encontré una
forma de calcular el tensor de curvatura, encontrando inesperadamente una expresién con
una forma idéntica al caso sin torsion, salvo la definicion de los objetos que aparecen en dicha
férmula.

Hasta aqui el trabajo dio un entendimiento mucho mas profundo de las hipdtesis matemati-
cas que llevan a los resultados conocidos de los cursos (e.g. de geometria riemanniana o de
Relatividad). Es sorprendente que relajar una suposicién tan sencilla como hacer cero el lado
derecho de la ecuacién (2.2) lleva a toda una teoria matemdtica nueva. Ademads, este lenguaje
puede servir para formular una teorias fisicas consistentes, siendo sumamente interesante su es-
tudio para explorar las posibles desviaciones de la fisica con respecto a la Relatividad General.

Por dltimo se utilizé el lenguaje desarrollado para resolver el problema fisico de interés:
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encontrar la ecuacién de movimiento de particulas de prueba. En Relatividad General se suele
asumir que las particulas de prueba siguen geodésicas. Sin embargo este no es un postulado,
sino m4s bien un resultado de una aproximacion y se prueba en la referencia [26]. En el capitulo
5 se presenta este método y, extendiéndolo, se probé que en una primera aproximacién las
particulas no sienten la presencia de la torsién, es decir, siguen satisfaciendo la ecuacion
geodésica del espacio-tiempo. Como consecuencia, el espin intrinseco de la particula debe ser
no nulo para que la torsién del espaciotiempo entre en juego en su ecuacion de movimiento. Con
tal resultado queda como trabajo subsecuente el cédlculo al siguiente nivel de aproximacion,
en donde parece factible que la torsién juegue un papel importante.
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Apéndices: demostraciones

eProposicion: R[abc]d = —V[aTdbc] + Te[adec]e
Demostracién: Dando coordenadas, de la ecuacién (2.11)

VoViwe = 0q0pwe — (aacdbc)wd - Cdbcaawd - Ceabaewc + Ceabcdecwd - Ceacabwe + Ceaccdbewd
con lo que

VieVewg = —wa(0uC%q) — Cpeduwd — CapOle)weg + C1apC%eiwd — CClacOywe + CacC%ewa
= —wi(0,C%q) — C%wewq + CuC% ejqwa + C%acC%epwa + C% ae T ewd

= —wi(0C%q) — CwO)e|wq + Cw T ejqwa
1
= 5(_wd(a[aTdbc]) - Te[aba|e|wc] —T° [adec}ewd)

donde para la segunda igualdad se cancelaron dos términos y se reescribié el dltimo usando
(2.7) y para la tltima se usé nuevamente (2.7).
De aqui, usando (4.4)
Ripg'ws = 2V, Vywg + T4V igwy
= —wa(0.T%)) = Ta0)ejwe — T T gewa + TapO)qwe — T abCCajc)we
= _wd(a[aTdbc]) —T° [adec]ewd - Td[ab06|d|c]w€

= 9T gwa — T C° gawe (6.1)
Por otro lado
(—VT%q + TwT % )wa = —(0T%q + C%pe/T e
—CuT e = ClacT e )wa + T ap T gewa
= (=0uT%q — C%aje) T )wa. (6.2)

Como ambas expresiones de valen para cualquier wy se concluye que son iguales, como se
esperaba.

.PI‘OpOSiCién: V[aRbc]de = Tf[abRc]fde
Demostracién:
Por la ecuacién (4.7) aplicada a V.wy se tiene

(VaVy = Vi Vo + T Ve)Vewd = Rape“Vewa + Rapd®V ewe.
Por otro lado

Va(ViVewg = VeViwg + T Vews) = Va(Rpea“we)
= wevaRbcde + Rbcdevawe-

Antisimetrizando ambas ecuaciones en a, b, y ¢ se sigue que

Riape) Vewd + Rapja|“V qwe = WeViaRyga” + Ryeja|Vajwe — V(T Vewa.

38



Cancelando los términos iguales y sustituyendo la expresion para R[abc]d se sigue que
ViaRpea® = T! (apRo s

que es lo que se queria probar.

eProposicion:
2Rapca = 2Rcdab — v[aT|d|bc] - V[bT|a\cd] - v[cT|b|ad} - v[d11|c\ba]
+Te[bcT’|a|d]e + Te[caT’\b|d]e + Te[de|c|a]e + Te[abT|d|c]e' (63)
Demostracion:
Por las propiedades 1-3 del tensor de curvatura:
Ropea = —Reabd — Rocad — v[aTid|bc +T° [abT‘\d\c]e

= Readv + Rpeda — v[a,T|d|bc + Te[abTid|c]e
= (_Rdcab — Radeb — ch|b\ad] + Te[caT\b\d}e) + Rpeda — v[aT|d|bc + Te[aled\c]e
= Redab + (Rbcda - Rdabc) - v[aﬂd\bc + Te[ab,Iid|c]e - vcﬂb\ad] + Te[caT’\b\d}e (64)
que se puede reescribir como
Raped — Redab = Rbcda — Rdabe — v[aT|d|bc + Te[abﬂ(ﬂc]e - ch|b|ad} + Te[ca,T\b\d}e' (65)
Si se escribe la ecuacién anterior cambiando indices a — b, b+— ¢, ¢ — d, d — c:
Ricda — Raabe = Redab — Rabed — V[bﬂa]cd + Te[bcj—]a|d]e - vdﬂdba} + Te[de|c|a}ea (66)
que se reescribe
Rapea — Redab = _(Rbcda - Rdabc) - v[bﬂakd + Te[bcﬂa\d}e - vdﬂdba] + Te[dbﬂda]e' (67)
Sumando las ecuaciones 6.5 y 6.7 se obtiene
2(]%abcd - Rcdab) = _v[aﬂd\bc} - v[bT\a|cd] - V[cT|b|ad] - v[dﬂdba}
+T€[bcT’\a|d]e + Te[caj—‘\b\d}e + Te[de|c|a]e + Te[abﬂdk]e (68)

eProposicién: a® = TV .(X9T*T%;) — R XT°T?
Demostracién: Utilizando que 7% y X® conmutan al ser campos vectoriales coordenados, la
ecuacién autoparalela y la ecuacién (4.6)

a® = TV (T°V,X?)

= TV (XPV,T% 4 TP XIT%,)

= (T°V X")VyT* + XPTV VT + T T°TV X + XT TV T,

= (T°V.X")V,T? + X°T°V,\V.T* — X°T°T¢ VT — XPT R g T
+T% TPV . X + X TV T%,

= (X°V. TP+ XTT ;) VT + XPT°V, V. T¢ — X 1T,V 4T
— X T°Rpg® T + Ty TPTV X + XOTPTV  T%4

= XV (T’°VyT%) + XT3 VT — XOTT? VT + T TP TV X ¢
+ XN T — Repg® XPTT?

= TV (XIT'T%g) — Ry X TCT .
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